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Resumo

O intuito deste trabalho foi estudar as equacoes da Magneto-Hidrodinamica
(MHD) incompressivel em R", com 2 < n < 4. Comegamos investigando o pro-
blema assintético de Leray para essas equacoes e a partir da prova generalizamos
este resultado, analisando o comportamento das solu¢oes em outras normas e esten-
dendo para suas derivadas de ordem m. Além disso, uma desigualdade fundamental
recentemente descoberta para as equagoes de Navier-Stokes foi aqui estendida para
o sistema MHD.

Palavras-chave Equagoes da Magneto-Hidrodinamica. Problema de Leray. Com-

portamento assintotico.



Abstract

The purpose of this paper was to study the incompressible Magneto-Hydro-
dynamic (MHD) equations in R", with 2 < n < 4. We begin by investigating the
Leray’s assymptotic problem for these equations and from its proof, we generalize
this result by analyzing the behavior of the solutions in others norms and we also
extend the analysis to their derivatives of ordem m. Moreover, a fundamental ine-
quality recently discovered for solutions of the Navier-Stokes equations was extended
here to the larger systems of the MHD equations.

Keywords Magneto-hydrodynamic equations. Leray’s problem. Asymptotic beha-

vior.
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Capitulo 1

Introducao

Por volta de 1920, comegou-se o estudo da &rea conhecida como Magneto-
Hidrodinamica (MHD). Area que estuda a interacao entre campos magnéticos e
fluidos em movimento. Estes campos magnéticos influenciam fluidos naturais como
por exemplo a formagao das nuvens, estrelas e manchas solares, e também, os produ-
zidos pelos homens, como o aquecimento dos metais liquidos. A ideia é que campos
magnéticos afetam o movimento dos fluidos e tais fendmenos, por sua vez, modificam
o campo magnético novamente.

Nas indtstrias, temos um exemplo bem pratico de um sistema que as equagoes
MHD modelam. Devido aos sais minerais, acontece a cristalizacao dos minerais
nas tubulagoes. O campo magnético centraliza as moléculas do fluido ao longo do
fluxo, afetando a cinética da cristalizacao do minerais. Com isso, é possivel estudar
mecanismos para manteé-los dissolvidos e evitar a incrustacao nas superficies internas
das tubulagoes.

O sistema MHD aplica-se em diversas areas, como geofisica, fisica nuclear, en-
genharia e matemdtica. Em um primeiro momento este campo foi estudado por
engenheiros, um dos que mais destacou-se foi o engenheiro J.Hatmann, que neste
periodo investigou a construcao da bomba eletrodinamica. Porém, devido a falta
de investimentos, o desenvolvimento neste campo ficou comprometido por um longo
periodo e s retornou a partir de 1960.

Ja na fisica houve uma consolidagao desta area de pesquisa em 1940. Os fisicos
de plasmas e astrofisicos comegaram o estudo sobre os sistemas MHD com interesse
em compreender melhor eventos relacionados ao Universo, como o surgimento da
Terra. Um grande reconhecimento deste ramo deu-se através do fisico A.Hannes,
pesquisador que estudou as equagoes MHD e suas aplicagoes na fisica de plasmas.
E em virtude deste trabalho ganhou o prémio Nobel da Fisica, em 1970.

A MHD esta diretamente relacionada com duas outras grandes areas, o ele-

tromagnetismo e a fluidodinamica, de onde decorrem os estudos das equagoes de



Maxwell e Navier-Stokes, respectivamente. Entao, em nosso sistema, temos a equagao
que representa o movimento do fluido, dada por:

u + u-Vu + Vp = pAu + b- Vb, (1.1)

descrevendo a evolugao do campo de velocidade. Esta equagao modela, por exemplo,
correntes oceanicas, propagacao de fumaca em incéndios e fluxos ao redor de turbinas
de avioes.

Ja para descrever a evolucao do campo magnético, temos:
b+ u-Vb = vAb + b- Vu, (1.2)

também conhecida como equacao de indugao, que retrata como um campo magnético
interage com um circuito elétrico, para produzir uma forca. Temos como exemplos
os motores elétricos, transformadores e geradores. Sua derivacao segue das equagoes
de Ohm’s, Ampere e Faraday.

Neste trabalho os fluidos sao incompressiveis, ou seja, fluidos que apresentam
resisténcia a redugao de seu volume, como liquidos, gases e plasmas. Esta condigao

em nosso sistema é descrita pela equacao:

V- u(,t) = 0. (1.3)
E por ultimo, temos a equacao:

V-b(-,t) =0, (1.4)

conhecida como Lei de Gauss do magnetismo.

Em resumo, temos dois sistemas acoplados, onde (1.1) e (1.3) resultam em um
problema de mecénica dos fluidos, e (1.2) e (1.4), de eletromagnetismo. Em [4, 10,
26, 32|, temos um estudo mais detalhado destas equagoes e suas derivagoes.

Na matematica também existe um grande interesse no estudo dessas equagoes.
Em 1934, o matemético Leray, em seu famoso artigo [14], provou a existéncia de
solugoes fracas de energia finita u(-,t) € L>([0,00), L2 (R?))NC, ([0, 00), L*(R?))N
L2(]0, 00), H' (R?)) para o problema de Navier Stokes em R?. Apesar da unicidade
destas solugoes ainda estar em aberto, Leray provou que, para um instante de tempo
t, > 0 suficientemente grande,

u € C™(R? x [t,,0))

e para m > 0 qualquer,
u(,t) € CO([t, 00), H™(RY)),
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onde H™(R3) = H™(R3) x H™(R3) x H™(R?), H™(R?) = {v € L*([R3) : D™ €
L3(R3)}.
Analogamente, podemos construir solugoes fracas de Leray para o sistema MHD e

também obter que existe ¢, > 0, suficientemente grande, tal que
(u,b) € C(R? x [t,,o0)) (1.5)
e, para m > 0 qualquer,
(u,b)(-,t) € C°[t,, 00), H™(R?)). (1.6)

Neste trabalho, vamos usar os resultados (1.5) e (1.6) e estudamos propriedades

de solucoes analogas de Leray
(w,b)(-t) € L=((0,00), LA(R")) N L*((0, 00), H (R")) N C5([0, 00), LA(R"))
para o problema MHD incompressivel em dimensao 2 < n < 4, dado por:
u; + uw-Vu + Vp = pAu + b- Vb,
b+ u-Vb = vAb + b- Vu, (1.7)
V-u(,t) =0, V-b(-,t) =0,

onde u = u(z,t) denota a velocidade do fluido, b = b(z,t) o campo magnético e
p = p(z,t) a pressao total do fluido. E ainda, g > 0 conhecida como constante
cinemdtica, v > 0 constante de difusio magnética e (ug, by) € LZ(R")x L2(R"™) da-
dos iniciais, onde L2(R") = {v € L*(R"): V-v = 0, no sentido das distribuicoes}.
Para o problema acima em dimensao n=2, tem-se a existéncia e unicidade de solugao
classica, a prova foi dada por Sermange e Teman [23]. J4 o caso em que a di-
mensao é n=3, essa questao segue em aberto. Muitos autores investigam existéncia
e unicidade de solugoes em MHD, alguns resultados podem ser encontrados em
(3, 5, 11, 15, 22, 30, 34].

E interessante observar que sem o campo magnético em nosso sistema, temos as
equagoes de Navier-Stokes, existindo assim uma analogia entre o estudo dessas
equagoes. Para conhecer alguns resultados sobre as equacoes de Navier-Stokes,
pode-se consultar [6, 7, 9, 16, 18, 24, 33].

O objetivo principal deste trabalho foi investigar resultados de decaimento as-
sintético para as solugoes de (1.7), sempre visando melhorar as propriedades encon-
tradas. Obtemos, assim, uma desigualdade fundamental, onde para o > 0 e m > 0
qualquer, sempre que limsup,_, t*|/(w, b)(-, )| 2@r) < 00, tem-se

tlim supt®t % ||(D™u, D™b) (-, )| L2@mny) < K(a, m)C~m/? tlim sup t||(w, b) (-, )| L2n)(1.8)
—00 —00
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onde C'= min{u, v} e2 <n < 4.
Utilizamos a técnica desenvolvida em [27] para as equagoes de Navier-Stokes. Com
esta prova, foi possivel estender alguns resultados anteriores.
Condigoes adicionais sobre (ug,bo) € LZ(R")x L2(R") garantindo que se tenha
lim sup, . t*|/(w, b)(+, )| 2rr) < 00 sdo dadas em [9] (no caso de Navier-Stokes,
ver [8, 24, 35]). Por exemplo: se (ug,bo) € L2(R")x L2(R") N L'(R") x L'(R™),
entao segue que

lim sup ¢™/4|| (w, b) (-, t)|| z2(mn) < 0.

(Ver [8, 9, 22, 24)).
Sob condicoes muito especiais ( a saber dg(€)=0, bo(£)=0 para todo & numa vizi-
nhanca de zero), as condigoes podem decair exponencialmente, tendo-se

lirtnsup e”H(u,b)(-,t)HLZ(Rn) < 00,

— 00

para algum A > 0. Neste caso, as técnicas apresentadas no Capitulo 7 para ob-

tengao de (1.8) produzem, de modo andlogo, para todo m > 1 e C' = min{u, v} a

desigualdade

lim sup e*¢™ 2 ||(D™u, D™b) (-, )| 2eny < K (A, m)C~™2lim sup eM||(w, b) (-, t)|| 2(mny(1.9)
t—o0

t—o00

onde K(\,m) = \/me!2m/2)\m e2<n<4.

Todos os resultados aqui discutidos supoem dimensao n < 4; para n > 5, os
argumentos aqui usados nao se aplicam (dado que nao valem as desigualdades de
Sobolev que seriam entdao necessarias). Alguns dos resultados obtidos podem ser
estendidos para n > 5 (ver [24]), mas condigbes adicionais sao necessarias.

Essa tese foi dividida do seguinte modo: comecamos pelo capitulo 2, onde es-
clarecemos a notacao usada e revisamos varios resultados preliminares que serao
utilizados nos capitulos seguintes.

No capitulo 3, provamos que as solugdes do problema (1.7), satisfazem a desi-

gualdade de energia:

t
(2, B) (-, 1) |72 sem) +2A/ [(Dw, Db) (-, 7) || F2(gny dT < [|(2,b)(- t0) || 72@ny, (1.10)
to

V't >ty (to > 0 suficientemente grande) e A = min(u, v).
No capitulo 4, estabelecemos a desigualdade referente as derivadas de primeira
ordem da solugao (u, b):

t
(D, Db) (-, ) |[72n) +0/ 1(D*u, D?b) (-, 7) |72 dT < [|(Dut, DB)(-, t0) |72,
to
(1.11)
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para C' > 0 constante, e Vt > to ( to > 0 suficientemente grande).

Uma importante decorréncia deste fato é a propriedade de monotonicidade das de-
rivadas primeiras.

Com a demonstragdo da desigualdade (1.11) e a consequéncia acima, obtemos o

primeiro resultado assintético para as derivadas primeiras das solugoes, dado por:
lim 12| (Dw, Db)(-, )| 2y = O, (1.12)
—00

prova adaptada de [8, 9].
No capitulo 5, utilizando os resultados anteriores, foi possivel resolver o chamado
problema de Leray: dadas solucoes do problema MHD incompressivel, temos

tim | (w, b) (-, £) | 2y = O, (1.13)
t—o00

2<n<A4.

A motivacao para o estudo deste problema deu-se através da questao deixada
em aberto por Leray em seu trabalho de 1934 [14], p.248. Trata-se da validade ou
nao de (1.13) acima, para as equagoes de Navier Stokes. Esta questao foi finalmente
resolvida em 1984, por Kato [33], Masuda [16], e outros. E interessante observar que
em [18], os autores provaram este teorema utilizando resultados obtidos por Leray
e somente técnicas mateméaticas conhecidas em 1934.

No capitulo 6, generalizamos as estimativas (1.10) e (1.11), provando que para
m > 0 qualquer, as solugoes do sistema (1.7) satisfazem para 2 < n < 4:

t
(t = to)" |(D™u, Dmb)<'>t)H%2(R")+Cm/ (7 = to)" (D™, D™ b) (-, 7) L2 ny dT

to
t
<m [ (7= 10" (D", D))
to
(1.14)

YVt > ty (tp > 0 suficientemente grande), onde C,, > 0.
E através da desigualdade (1.14) provamos que, para m > 0 qualquer, vale a pro-
priedade mais geral:

lim ¢"/2||(D™w, D™b) (-, t)||z2@n) = 0, (1.15)

t—o00

2 <n <4, onde D™V(.,t) denota as derivadas espaciais de ordem m de ¥(., ).
Note que os casos m=1 e m=0, ja foram estabelecidos em (1.12) e (1.13), respecti-
vamente.

O resultado (1.15) foi obtido anteriormente para as equagoes de Navier-Stokes em
[12, 20] no caso n=2 e em [21] no caso n=3, [§] nos casos n=2,3.
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Decorrente de (1.15) e Teoremas de interpolacdo que estao expostos no capitulo
2, segue algumas estimativas de decaimento para soluges do sistema (1.7), dadas
por:

Hs(R?) — 0,
tim ¢4 (2,B) -, ) ey =0,

lim ¢% 724 | (w, ) (-, ) || Lagrny = 0,

t—o00

paras > 0,2<n<4e2<qg< 0.
E ainda para derivadas de ordem m:

lim ¢2*4|(D™w, D"b)(-, t)| e (an) = 0,

t—o00

lim ¢35 % || (D™ u, D"b) (-, 1) | Lagen) = 0,

t—o00

paras > 0,2<n<4e2<qg< o0
Para ¢ < 2, é preciso impor condicdes adicionais sobre (ug, bg) € L2(R") x L2(R"™)
como, por exemplo, (ug,by) € L2(R") x L2(R") N L*'(R") x L'(R") para que
se possa ter (u,b)(-,t) € LYR") x LI(R™). Mesmo sob estas condigoes adici-
onais quase nada é conhecido sobre o comportamento de |[|(w,b)(,t)| 2@n) (ou
(D™, D™b) (-, t)|| 2rny) a0 t — 00.

E por fim, no capitulo 8, temos o resultado principal (1.8), onde conseguimos
generalizar as demais estimativas de decaimento, obtidas nos capitulos anteriores,

pois com essa prova conseguimos mostrar que, para todo s > 0:

lim sup /|| (u, b) (-, 1)|

t—o00

He(Rm) < 9
se tivermos lim sup,_, . t*[|(w, b)(-, )| L2@ny < 00, € também

lim sup /|| (u, b) (-, 1)|

t—o00

Hs(R?) — 0,

se tivermos lim sup,_,,, t*[|(w, b)(-, )| L2@ny = 0.

Neste trabalho, o leitor ird perceber que alguns dos resultados acima foram
provados para n=3. O caso n=2 foi omitido, devido seguir de forma andloga ao
caso anterior, utilizando nas demonstracoes as desigualdades de Sobolev referentes
a dimensao n=2. E, por ultimo, provamos o caso n=4.
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Capitulo

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas notagoes, defini¢oes e teoremas que serao
importantes e aparecerdo nas demonstragoes ao longo do texto. Em [1, 7, 17, 29],
encontra-se as provas destes resultados e uma abordagem mais geral sobre estes

assuntos.

2.1 Notacoes

u(x,t) = (ui(x,t),...,u,(z,t)), denota uma grandeza vetorial.
e Vp = Vp(-t), denota o gradiente espacial de p(-,t).
eV u=Du + ..+ Dyu,, denota o divergente espacial de u(-,1).

o || - [[ramn), com 1 < ¢ < oo, denota a norma tradicional do espaco de Lebes-
gue LY(R") = {u : R" — R;u é mensurdvel e [ [uf’ dz < oo}, entdo podemos
definir:

/a

Jw( ) Larny = {Z/n |u;(z,t)| dx} ,

1/q
Z/ |Duzxthdaz} ,

2,J=1

1/q
D2, ) oy = {Z/ D, Dy, )| da:} .

i,5,0=1

[Du(; )l La@n) = {

Em geral, param > 1:

13



1/q
D" w(-, t)|| Lagrny = {ZZ Z/ |Dj,... Dy, i, t)!qu} .

=1 j1=1 Jm=1

Para ¢ = oo, temos :

Hu(-,t)HLoo(Rn) = {max Huz(at)HLoo(R") 01 S 1 S TL} y
que denota o supremo essencial de u(-, t). Analogamente, denota-se para || Du(-,t)|| Lo (&n),
[1D?u(-, 1) | ooy, ete.

e LP(R™) denota o espago das fungoes u € LP(R"™), com V - u = 0 no sentido
das distribuigoes.

o [[(w, b) |74 gny = [|wllZa(gn) + 0] 74(gny denota a norma do par (u,b). Param > 1
inteiro, denota—se

1(D™, DB, gy = D™ gy + DB, (2.1)
para todo 1 < ¢ < co. Para ¢ = o0
||(Dmu, Dmb>HLq(Rn) = max {”Dmu”Lq(]Rn), ||Dmb||Lq(Rn)} .

e Para s > 0,
1w, O) 1% gy = Nl ny + 1007 n-

onde,

n 1/2
N — 2s Ai 2d ’
el e {Z/m i) 5}

onde 1; denota a Transformada de Fourier de u; e H*(R") = { u € S'(R"), 4 €
Lje(R™) - ||l

loc

s (rr) < oo} é o Espago Sobolev Homogéneo de ordem s.

e Denotaremos as constantes por K, C e C’(que representaram diversos valores

numéricos mesmo quando o mesmo simbolo foi usado).

2.2 Teoremas de Analise

Teorema 2.2.1. (Teorema de Fubini)
Suponhamos que F € L'(Q x Q). Entao, para quase todo x € ),

Flaw) € L) e [ Fla)dy € L)

14



De maneira andloga, para quase todo y € (o, temos:

F(x,y) € LL(Qy) e /Q F(z,y) dz € Lj(y).

Além disso,

/div/ F(:U,y)dyz/ dy/ F(r,y)dz
Q1 (92 Q3 1

Teorema 2.2.2. Se f € LP(Q), para 1 < p < 00, entdo dado € > 0, eziste 6 > 0 tal
que, se A C Q e u(A) < 6, entdao
R
A

Teorema 2.2.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja
(fn) uma sequéncia de fungdes integrdveis, tal que f, — f q.t.p. Se eziste uma

func¢ao integravel g tal que |f,| < g, Vn € N, entdo f € integravel e

n—o0

/fdx = lim [ f, dx.

Teorema 2.2.4. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Sendo (f,) uma

sequéncia mondtona crescente de fung¢oes em M (X, X) que converge para f, entao

/fdM:T}Lr&/fndM'

Teorema 2.2.5. (Cauchy-Schwarz) Sendo f,g € L*(Q), entao f,g € L'(Q) e

1f-9llzr @) < I fllez@llgllzz @)

Teorema 2.2.6. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q), g € LY(Q), com
1<p<ooe}l?+%:1. FEntao, f.g € L'(Q) e

1f-9llv) < [ ller@ llgllzo)-

Teorema 2.2.7. (Desigualdade de Minkovski) Sejam f,g € LP(Q2), com 1 <
p < oo. Entao, f+g€ LP(Q) e

1+ gllzr) < I fller) + 19llr@)

Teorema 2.2.8. (Teorema da Divergéncia) Se u, ve C?*(Q) e é um conjunto
aberto, com fronteira suave, entao:

/ ulAv dx = u—dS / VuVu dx.
) a0 On
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2.3 Teoremas de interpolacao

Teorema 2.3.1. Se f € LP(R")NL*>*(R") para algum 1 < p < oo, entdo f € LI(R"™),
para cada p < q < 00, e ainda,

1-2
q

1/l oqm) < ||f||Lp R") 1111, Lo (Rm)*

Teorema 2.3.2. Se f € LA(R™)NH*(R"), para s; > 0 entdo, tem-se f € H3(R™),

para cada 0 < s < sy, com

/]

i (rn) S HfHLz

H.Sl Rn

2.4 Desigualdades de Sobolev

Teorema 2.4.1. ( 1* Desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo) Para
qualquer 0 <p <r < oo, 1 < q < oo, temos

L'I‘(]R’ﬂ) >~ s 1Ly Py {, P R” mn %Q(Rn),
] < K(m,n,p, ¢, 7) vl p o | D™ |

tal que:

r qa n D
Vue LP(R™), tal que D™u € L1Y(R™).

1y (l_@>+(1_9)1, 6 e (0,1),

Teorema 2.4.2. ( 2* Desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo) Para
qualquer 0 < p <r <oo, 1 <qg<o00, 0 <5 <m, temos
D7 ]| rggny < K (m,n,p, g )l (e D™ ]| 7oy

tal que:

1 g 1 m 1
-== - — — 1—-6)- 1
n+9( n)—i—( 0)—, 0 €(0,1)

r q p
Vue LP(R™), tal que D™u € LY(R").

2.5 Equacao do Calor

Dado o problema,

u; = vAu, t>0,xr € R"
u(.,0) = wug € L®(R"),
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onde 1 < gy < oco. Temos a seguinte estimativa:
1D 2Dy )| agey < K (m,n)|[wl, 7)oy (vt — 7)) 7 G m0) =5

Vit>712>0,9 <r<gq,n>1arbitrario e m = |a|, onde « é o multi-indice.
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Capitulo 3

Desigualdade de Energia para as

solucoes (u,b)

Relembrando o sistema MHD incompressivel em dimensao 2 <n <4 :

u; + u-Vu + Vp = pAu + b-Vb, (3.1)
b+ u-Vb = vAb + b- Vu, (3.2)
V-u(,t) =0, V-b(,t) =0, (3.3)

com dados iniciais (ug, by) € L2(R™) x L2(R™).
Estamos considerando solugoes de Leray (w,b)(+,t) nas hipdteses comentadas na
introdugao, ou seja, existe um instante de regularidade t, > 0, tal que valem (1.5) e

(1.6). Nessas condigoes, iremos mostrar que vale o seguinte resultado:

Teorema 3.0.1. Dada (u, b)(-,t) solugdo de Leray do problema MHD incompressivel,

vale a desigualdade de energia:

t
B0 2+ 20 [ 1D DB s < I (B0
Vit >ty (to > 0 suficientemente grande) e A\ = min(u, v).

Demonstracao. Para que seja valida a desigualdade a ser mostrada, introduziremos
uma funcao de corte auxiliar, onde para R > 0 dado, ¢r € C5°(R™) definida, por:

L, |[z| <R
or(z) = ¢ (), R< || <R+1
0, [z] =R +1,

18



com 0 < p(z) < 1€ C®(R").
Primeiro multiplicando a equagao (3.1) por 2u;¢r e reescrevendo em coordenadas,
temos

) br + ZD uP)u; or + 2(D; p) uidr = 2u2 D;Dju;) uidr

7=1

Integrando a igualdade (3.4) na regidao Ry, x [to,?], para t >ty > L,

/ /BR+1 (x,7))r Or(x dxd7'+/ /BR+1 4 (z,7))uj(v, 7) dr(x) dovdr

J/

(1 ) (;?)

t t n
+2/ / D;pui(x,7)pr(x) drdr = 2,u/ / ZDijUi(ZB,T) wi(z, 7)or(x) dedr
. to Y Bry1 B to Y Bry1

j=1
-

(IIT) h (I‘(,)

+2/ Z b;(z, 7)D;bi(x, T) wi(z, ) (z) drdr .

BR+1 —

-~

V)
(3.5)

Agora, vamos estimar cada termo da igualdade (3.5).
Aplicando Teorema de Fubini e o Teorema Fundamental do Célculo no primeiro

termo, temos

-[[ () onteydzir = [ o) = o) ontois

Br+1

Para os demais termos, note que ¢gr(z) = 0,Vz tal que |x|] = R+ 1, logo ao inte-
grarmos por partes (II),(III),(IV) e (V), ndo temos termos de fronteira e, com isso,
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ficamos:

(11)

(I11)

(IV)

/ /BRJr1 = (2, 7))uj(z, 7) or(z) drdr

//B Zu (z,7)Dju;(x, 7) pr(x) dedr

R+1 =

/to /R B ;@@(m, T)u;(z, 7)) D;dr(x) dzdr,
2 / t /B (o 7) Dip(o,7) fna) dods

- /t: /R oy " IPET) Do) dri
) / t /B Do)l ) dale)

2,u/ Zuz (z,7)D;Dju;(z, 7) ¢pr(z) dedr

BR+1 j=1

_2M/ /BRHZ (Djus(, 7))? bn(x) dedr

ZM/t /R<$|<R+IZU¢($,7) Djui(z,7) Djpr(x)dzdr,
2/: /BR+1 Zlbj(x7T)Djbi($,T) ui(x77—>¢R($)d$dT

—2/ Zb z,7)b;(z, 7) Djui(x, T)pr(z)drdr

/ / (x, 7)bi(x, 7) ui(z, 7)D;pp(z)dxdr.
R<\:p\<R+1

Fazendo R — oo nos termos anteriores, note que onde aparece D;¢p ird para zero,
pois D;pr = 0, Vzx tal que |z| < R ou |z| > R+ 1. Logo, utilizando este fato, a

20



definicao da ¢r e o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos

(1) = / w(, £)dar — / w2, o) d = (e, 1) gy — 1 o) 2

t n
(1) = — / / > w(x,7)Djuy(x, 7) dedr,
to ”j:1

t
(I[11) = —2/ Diui(x, 7)p(x, ) dzdr,
R

Entéao, reescrevendo (3.5)
t n t
s (-, t)H%Q(Rn) — / / Z w;?(z,7)Dju;(x, 7) dvdr — 2/ Diui(z, 7)p(x, 7) dedr
to n tog JR”

+2,u/ / Z (Djui(x,T) dxdT—i—Z/ / )bi(x, 7)Djui(x, T)dxdr

= J|ui(- to) |72 (ny-
(3.6)

Agora, iremos trabalhar com a equagao (3.2) utilizando as mesmas ideias
anteriores. Caso o leitor ja esteja familiarizado com as contas, podera seguir direto
para a desigualdade (3.10), onde temos as estimativas encontradas para (3.1) e (3.2).
Multiplicando a equacgao (3.2) por 2b;¢r e reescrevendo em coordenadas, temos

) bn + ZD u](;SR—QVZ bi(D;D;bi) o + 22 bi(b; Djui)or. (3.7)

Jj=1 Jj=1
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Integrando (3.7) na regidao R, x [to,t], para o > t.

/ .. 6w onte) o + / [ 3 i e ronte) der

R+1 =1
() (1)
21/// Zb (x,7)D;D;b;i(x, 7)pr(x) dedr
BR+1 _
(111)
t n
+2/ / Zbi(I,T) bj(x, 7)Djui(x, T)pr(r) dedr .
to /Br+1 j=1

(V)
(3.8)

Vamos estimar os termos da igualdade acima, exceto o termo (IV). No termo (I),
vamos aplicar os Teoremas de Fubini e Fundamental do Célculo, respectivamente.
E nos termos (II) e (III), integracao por partes.

(N = / / RH(bz-(x,f))iasR(x)dxdT: [ B = b)) ontoi

(1) — //B ZD (62(z, 7))us (2, 7)) dadr

R+1 =1

= _// ZDjuj(:z:,T)b?(:c,T)gbR(x) dxdr
to YBr+1 j=1

t n
— / / Z w;(x, 7)o (z, 7)Dj¢r(z) dxdr,
to v R<|z|<R+1 .4

J

(II1) = 2;// /BR+1 (2,7)D; D;bi(x, 7)dp(x) dodr

- —2y/ ZDbe)(bR()dxdT

Bri1 j=
a 21// / Z bi(x, 7)D;bi(x, 7)D¢r(x) dudr.
to J R<|z|<R+1 5

Pelos mesmos argumentos usados na equagao (3.1), quando R — oo as derivadas
de ¢g irdo para zero. E ainda o Teorema da Convergéncia Monétona em (I), a
definigao da ¢r em (II), (III) e substituindo estas estimativas em (3.8), ficamos com
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a igualdade:

165 (-, )1 22 ey — // ZDUJZL‘T (2,7 dxd7+2u//ZDb x,7))? dedr

_2/ / ‘ )by (2, 7) Djus(, 7) dadr = bi(-, o) 22 .

Pelas igualdades (3.6) e (3.9),

Il (-, )”LQ(Rn + {164 (- ||L2(Rn Z/ / w;?(z,7)Djui(x, ) dedr
¢
—2/ Diui(z, 7)p(z, T) d:BdT—i—Q,u/ / Z (Djui(z,7))*dvdr
R™ Bry1
—2/ / (z, 7)bi(x, ) Dju;(x, T)dxdT —/ / ZD wj(x, 7)b? (z, 7) dadr
+2V// ZDb T, T) dde—i—Q// )bj(x, T)Djui(x, ) dedr
= Hui<'>t0)HL2(R") +116:(:, o) 122 zn) -
(3.10)

Somando em i a igualdade (3.10), note que alguns termos se anulam, pois temos por
hipé6tese que V - u(-,t) = 0. Logo, pela defini¢do (2.1) e tomando minimo entre v e

(1, temos a desigualdade desejada:

t
(w0, ), )| 72 @ +2A/ [(Dw, Db) (-, 7) |72 gnydr < [ (w0, B) (-, 20) |72 (n)
to

V't >ty (to > 0 suficientemente grande) e A = min(u, v). O

Observacao 3.0.2. Note que como consequéncia da prova, temos a partir de um
instante de tempo o controle da norma L? das solucoes de Leray pela norma L>
das condigoes iniciais, e, em particular, que H(Du,Db)(-,t)H%Q(Rn) ¢ integravel em
[to, 00), ou seja,

*° 1
| 10w Db Oy e < 50 B ) e (311)

to
Observagao 3.0.3. Neste teorema foi utilizada a funcao de corte ¢pr. De forma
andloga, rigorosamente deveriamos utiliza-la nos proximos resultados. Porém, foi

observado que 0s mesmos passos feitos antes valem e tornam-se menos massantes
quando nao a utilizamos.
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Capitulo 4

Desigualdade de energia para as
derivadas de primeira ordem das

solugoes(u,b)

Neste capitulo, fizemos contas andlogas ao Teorema 3.0.1, com o objetivo de de-
rivar a Desigualdade de Energia para derivadas de primeira ordem. Abaixo seguem
os Lemas que utilizamos na demonstracao do teorema desta secao. Estes resulta-
dos s@o decorrentes das desigualdades (2.4.1) e (2.4.2) de Sobolev e suas provas

encontram-se no apéndice.

4.1 Desigualdades Relevantes

Referentes as dimensoes n=2,3,4, temos as seguintes desigualdades:

Lema 4.1.1. Para n=2,

(2, B)[ ooy | (D, Db) [ 2y < Cl(w, b) [ 2@y [ (D*u, D?B)| 2y,
(2w, )| oo o) [ (D*2, D2B) || 12mny < O (0, )| 220 [ (D, DB 12m),
|(Dw, DB) || o o) | (D, Db)|[ g2y < O (w, b) || 2y | (D, DB | 2y

Em geral, para m >2,0<1<m—2:
(D't D)oy | (D7t D" 8)] 2y < I3 B) oy | (D 2ty D718 .

para C > 0.
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Lema 4.1.2. Para n=3,

1/2
I sty | (D*, Db
1/2
I sty | (D2, Db

1/4
122 ey

|(D*u, D*b

(2. B) | o< (e[| (D, DB) 2y < Cl(a, b) oty
(2, b) | o2y (D1, D?B) || 2y < Cl(a, b)|| g | (Dt, Db
(D, Db) || oo (g || (D, Db) [ 2wy < Cl(w, B)| o (D, D
(D, Db)|| o< )| (D0, D?b)| 2y < Ol (2, B)|[Fafn) | (D, DB
[(D*u, D?b) || oo [[(D*w, D?b)|| 2y < Cll (2, )] oy I (

Em geral, para m > 3,0 <1 <m—3:

I(D'u, D’b)HLw(Rn)H(Dm‘lu,Dm‘lb)|lL2<Rn>
143/2

< Cl(w, B) ] e | (D™ D)

L 10"

u, Dm+1b>||L2(Rn),
para C' > 0.

Lema 4.1.3. Paran=4, m>1, 0<[<m—1:
[(D"w, D'b) || paeny || (D™

para C' > 0.

4.2 Desigualdade de Energia

) ( )
) ( )
b)I|3/2 50 Il (DPu, Db)
) ( )
) ( b)

1/4
12y

, D" 7'0)|| paeny < Cfl(Dw, D)|| p2zny||(D™

|(D’u, D°b

; Dm+1b) ||L2(Rn)7

Para as derivadas de primeira ordem da solucao de Leray, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Dada (u, b)(-,t
vale a desigualdade de energia:

) solugao de Leray do problema MHD incompressivel,

t
(D D)) ey + C [ (DPat, D)) [y < (D DB 1) ey
to

YVt >ty (to > 0 suficientemente grande), C' > 0 constante.

Demonstracao. e Caso n=3

Derivando a equagao (3.1), em relacao x;, com 1 < [ < 3 e reescrevendo em

coordenadas, obtemos:

Dy(ui), + Y Dy(ujDju;) + Dy(Dip) = Y D;D;Dyui+ Y Dy(b;D;b;) . (4.1)

Jil=1 jil=1 gl=1
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Multiplicando (4.1) por 2Dju;, encontramos:
Dy(u?), + 2 Dy Di(u;Djus) + 2D Dy(D; p)
jl=1

=24 Y D D;D;Dyu; + 2 Dy Di(b;Djby). (4.2)

Jil=1 gl=1

Integrando (4.2) na regidao R" x [to, t] para t > ty > t,, chegamos a:

/ (Dyug(x,7))? dovdr + 2 Z/ Dyu;(x, 7)Dy(uj(x, 7)Djui(x, 7)) dedr

_di=1 to JR™

-

(11)

¢
+ 2/ Dyui(x, 7)Dy(D; p(x, 7)) dedr = 2p Z/ Dy(ui(x,7))D;D;Dyu;(z, 7) dedr
to JRr

7,l=1
(I11) an

+2) / Dyui(z, 7)Dy(b;(x, 7)D;b;(x, 7)) dazdr .

ji=1"7to JR

J/

-~

V)
(4.3)

Vamos analisar cada termo da igualdade (4.3).
Aplicando os Teoremas Fundamental do Célculo e Fubini no termo (/), temos

t
//(Dzui(xﬁ))f drdr = | Dii(-, 1) |72 gy — |1 Ditti (-, to) [ 72 -

Em (IT) aplicaremos integracao por partes, desigualdade de Cauchy-Schwarz, Holder
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e H'LL(',t)HLoo(Rn) = 1max; Hul(,t)HLoo(Rn) LOgO

(11)

IN

IN

+

/ /n Dyu(x, 7) Dy (u;(x, 7)Dju(x, 7)) dadr

7,l=1

n t
2 Z / Dyu;(x, 7)Dyui(z, 7)Djui(x, 7) dedr

ji=1"to SR

n t
3 / / w;(,7)Dy( Dyus(xr, 7))? dadr
=17t JR"
n t
—22// wi(x, 7) Dy (z, 7) D Dyw;(z, 7) dedr
to n

> / Dju;(z,7)(Dyui(z, 7))* dedr

ji=17to JR"

/ (-, 7)| Loo(mr) / Z |\Dyw;(z, 7)||D;Dyui(x, )| dedr

7,l=1

/ Djuy(w, 7)(Dys(ar, 7))? dadr
top JR™

J,l=1

t
K/ Hu(’,T)HLOO(Rn) HDlu(‘,T)HLQ(Rn) HDZDIU(‘aT)HLQ(R") dl’dT
to

Z / Djuj(x, 7)(Dyui(z, 7))? dxdr,

jia=1"to SR

somando em i e usando V - u(-,t) = 0, segue

¢
(11) < K/ (-, 7)| e @ny | Dw(, ) | r2@ny [|D*w(-, 7)|| 2y dadr.
to

Com contas andlogas para o termo (V), chegamos:

V)

IN

2 Z /t Dyui(z, 7)Dy(bj(z, 7)D;bi(x, 7)) dedr

jia=17to SR

t
K/ lw(-, 7)|| ooy [[ DB, 7)) L2 ||D2b(',7_)||L2(]Rn) dxdr
to

t
K/ 16, 7) || oo @ny | D, 7) || n2ny | D?6(-, )| 12Rn) dadr.
to
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Nos demais termos aplicaremos apenas integragao por partes.
t
(1) = 2 / Duig(, 7)DyDs p(a, 7) dadr
]Rn
t
= —2/ DyD;u;(x, 7)Dyp(x, T) dedr.
Rn

n t
(V) = 2p Z/ Dlui<I,T)DijDlui<x,T)dxdT

ji=1"to JR"

= —2u zn:/t/ (D;Dyui(z,7))?* dzdr.

jil=1"t0

Reescrevendo (4.3), temos

1Dyt (-, )32y + 218 Z/ / (D;Dyus(x,7))? dadr
t
—2/ . DyDyui(w, ) Dy p(x, 7) dedr < || Dyug(-, o)1 72 gy
t
+K/ (-, Tl ey D7)l 2@y 1D*u(-, 7)| p2gny dr
to
t
+K/ lw(-, 7)||Loemny [[ DB, 7)) L2 ||D2b(-,7')||L2(Rn) dr.
to
t
+K/ 16, 7) || oo @ny | D, 7) || n2ny | D?6(-, )| r2Rn) dadr.
to
Somando em 1i,] os termos acima, obtemos

t
1Dw(- )72 (gn) + 21 / ID* (-, T) | L2y dxdr < [[Dul:, to) | Z2gar)

to

t
+K/ [, 7)oy [Dwle, )l z2@n) [1D*w (e, 7) || 2(n) dT
to
t
+K/ lw(-, 7)|| oo @y [[DB(-, T) || L2(mn) ]|D2b(-,7-)||Lz(Rn) dr
to
t
K/ 16(-, T)||oemny | Dw(-, ) || 2(mn) ||D2b(-,r)||Lz(Rn) dxdr. (4.4)
to

Abaixo segue argumentos andlogos para a equacao (3.2).
Comegamos derivando (3.2) em relacao a x;, com 1 <1 < 3, multiplicando por 2D;b;

e reescrevendo em coordenadas, chegando em

(Dibi)7 + 2 Di(w;Dibi)Dib; = 20> " D;D;DybiDib; + 2y Dy(b;Dju;) Dibi(4.5)

sl=1 Jl=1 Gl=1
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Integrando (4.5) na regido R"™ X [to,t], para t > tg > t.

¢
/ / (Dybi(z, 7))2 dedr  + 2/ / Dy(uj(z, 7)D;b(z, 7)) Dibi(z, ) dedr
to n n °

) o

t n
- 2u/ / > D;D;Dybi(x, 7) Diby(, 7) dadr
to JR™ 511

N J/

(I11)

t n
b9 / / S Dulb(w,7) Dyus(ir, 7)) Dibi(, 7) ddlr
t " gi=1

/

(v
(4.6)

Utilizando em (I) os Teorema Fundamental do Célculo e o de Fubini, e, nos demais

termos integracao por partes, (4.6), torna-se somando em i:
t
2 2 2 2
1Db(-, )22 ey +2V/ [D7b(:, 7) |2 gy dT < [DB(-, to) |22 @n)
to
t
4 [l ) DB e | DB 7 e
to
t
+K/ 16, )Lz | Dt )L @ | D26, ) gy e (427)
to
Pelos termos (4.4) e (4.7), segue a desigualdade:

t t
DG ) ey + D80 O gy + 20 [ 1%t gy + 20 [ D200 7) ey
to to

< [[Du(, to)llZ2n + [1DB(, to) |72 @)

TK / e, 7)oy 1D )y [1DP2a(e,7) gy
FK / e 7)o qery DB T2y 11D2C,7) ey
+K /t (-, 7)[| oo @y [ DB(-, )| L2 @) | DB, 7) || L2reny dr
K / 160, 7l ey | Do, ) ey | DB, 7) ey i

1K / 160, 7) L7 gy | D, ) 2 | DB, 7) ey i
(4.8)
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Pela definigao (2.1) e tomando o minimo entre p e v, temos

t
(D DB) )y + 2mine ) [ (D D))y e
< [|(Du, Db) (-, t0)|[72(n
/ [ 8) (o)l ey (D, DO 7)oy [[(DPt, D) (-7 sy i
(4.9)

Agora vamos estimar a desigualdade acima, usando o Lema 4.1.2, que trata da
norma de Sobolev referente a dimensao n=3, exposta no inicio do capitulo.

Entao,
t
|(Dw, Db)(-, t)|[72rn) + 2 min(p, V)/ [(D*u, D*b) (-, 7)|[72(m) dT
to
< [|(Du, Db) (-, to)l[72(rn)
1/2
+C/ (2, B) (-, )l L2(rny [|(Dw, DB)(, )Hmow)) [(D*u, D*b) (-, 7)[[72(n) dT-

(4.10)
Em particular, decorrente do Teorema 3.0.1, obtemos
t
I(Du, Db) (-, t)|[72 (g + 2min(p, v) /to I(D*u, D*b)(, 7) |72y dT
< [[(Dw, Db)(-, to) |22y

t 1/2
4 [ (1)t ey (D DB an) (D% D)) gy
to

(4.11)
Vt>t.
Também pelo Teorema 3.0.1, existe to > t, tal que
2 1/2 min(y, v)

2. B) - 10) sy (D2, DB, 20) [y < — 5

Afirmamos:
min(u, v
00, 10) 32 (Dt DB) - )2y < ) g a12)

Demonstra¢ao. Suponhamos que a afirmacao seja falsa. Entao, existe t; > ¢, tal

que

min(u, v
(Du, Db)(-, )H;/fR,L M, VT € [to, t1),

(B )2 {
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com

1/2 min(y, v)

1/2 B
1€, D) (s o)l 2 ) | (Dw, DY, )l 2y = — 5

Tomando t = t; na desigualdade (4.11), temos:

t1
(D, DB) ) ey + 21 ) [ (D20, D2B) ) ey

to

t1
< [|(Du, Db) (-, to)[|72(rny + 2 min (s, V)/ [(D*u, D*b) (-, 7)[[72 () dT-

to
Portanto,
I(Dw, Db) (-, t1) | 2y < [[(Du, Db)(-, to) | 2. (4.13)
Com isso,
min(u, v)
= 1 B)( 1) [ | (D DO) (- )| e
min(y, v)
< 12, B) (- o)l oy (D2, DO t0)| oy < —— 57
Absurdo. m

Logo a afirmagao é verdadeira e utilizando em (4.11), segue que para n=3

t
(D, Db)("t)lliz@anﬁ(?/ I(D*u, D*b) (-, 7)l[72zn) dr
to
< ||(Du7 Db)(, tO)H%Q(R”)v
para constante C' = 2min (s, ) — ||(w, b)(-, to)|| oty | (D, DB) (-, t0) | 25gny > 0 @
V't >ty (tog > 0 suficientemente grande).

e Caso n=4
Note que podemos utilizar os mesmos argumentos dados em n=3 para as equagoes
(3.1) e (3.2), ou seja, derivando as equagoes em relagao a x;, com 1 < < 4, multipli-

cando por 2D,u; e 2D;b;, respectivamente. E ainda integrando na regiao R™ X [to, t],

temos:
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n_opt
/ Dyui(z, 7)Dy(uj(x, 7)Djui(x, 7)) dedr
=17t JR?

1) e ’

(1)

t n t
+ 2 / Dyui(z, 7)DiDip(x, 7) daedr = 2 / Dyui(x,7)D;D; Dyu(x, 7) dedr
t

t
/ / (Dyui(z,7))2 dedr + 22
Lo o y J

0 R j,lil to R
(I11) e
noopt
2y / Dug(w, 7) Dy(b (, ) Dsbs(, 7)) dadr
ji=17t JR?
V)
e
t noopt
/ / (Dybs(x,7))? dedr + 2 Z / Dy(uj(x, 7)D;bi(z, 7)) Dibi(x, ) dedr
\to n . Gl=1 to JR™
(4) (B)

n t

=2y / D;D;Dyb;(x, 7) Dibi(x, 7) dadr
ji=17to JR?

(.

J/

(©)
n t
+ 2 Z /to - Dy(bj(x, 7)Djui(x, 7)) Dibi(x, ) dedr .

ji=1
N

>

(D)
Nos termos (I) e (A), utilizaremos os Teoremas de Fubini e Fundamental do Célculo

e em (III), (IV) e (C) integragao por partes. Entao as desigualdades acima quando
somadas em i, tornam-se:

t
|’Du('7t)H%2(R") + 2#/ HDQ’UJ(%T)H%?(W) dr < ”DU('JO)H%%M
to

+2 Z / Dyu;(x, 7)Dy(uj(x, 7)Djui(x, 7)) dedr

=17t JR"
(1)
noopt
+2 Z / Dyui(z, 7)Dy(bj(z, 7)D;bi(x, 7)) dedr (4.14)
jl=1 to JR"

V)
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t
Wgary + 20 [ I1DPb(, ) Ragany dr < DBt g
to

+2 Z /t Dyb;i(z, 7)Dy(u;(z, 7)D;bi(x, 7)) dedr

=17t JR"
(B)
noopt
—I—QZ/ / Dybi(x, 7)Dy(bj(x, 7)Djui(x, 7)) dedr .
j,l:l to n

(D)

Agora aplicaremos integracao por partes nos termos restantes.

(I1)

= 22/ Dyu;(z, 7)Dy(uj(x, 7)Djui(x, 7)) dedr

ji=17to TR

n t
- QZ// Dyui(x, 7) Dy (v, 7) Djui(w, 7) dxdr
to n

J,l=1

T i/t: /n w;(z, 7)D;(Dywi(x, 7))dxdr

7,l=1

noopt
= —22// wi(x, 7) Dy (z, 7) Dy Dju;(z, 7) dedr
to n

ji=1

noopt
- Z / Dju;(z, 7)Dyu;(x, 7)dxdr,

jia=1"to SR
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(V) = 2) / Dyug(z, 7)Dy(bj(z, 7)Dybi(z, 7)) dadr

ji=1"to JR"

n t
= 2> / Dyu;(z, 7)Dib; (z, 7) D;jbi(x, 7) dedr

ji=1"t0 JE

noopt
+ 22/ Dyui(z, 7)Dibj(x, 7)D;Dibi(x, 7) dedr

ji=1"to JR"

n t
= —22// wi(x, 7)Dibj(x, 7)D;Dibi(x, T) dedr

Gil=1"10

n t

- 2) / Dyu;(z, 7)D;b;(x, 7) Dibi(z, 7) dadr,

ji=1"t0 JE

B) = 23 / Dibs(e, ) Dy (, 7) Dsbs(, 7)) davdr

jia=17to SR

n t
= 2> / Dybi(x, 7)Dyuj(z, 7)D;b;(x, 7) dadr

ji=17to JR

noopt
+ 2 Z/ Dibi(z, 7)uj(x, 7)DjDibi(x, 7) dedr

=17t JR"

n t
= 2> / / bi(x,7) Dyu;(z, 7)D; Diby(z, T) dadr
to n

=1

noopt
- 2 Z/ Dibi(x, 7)Djuj(x, T)Dibi(z, T) dadr,

ji=1"to SR
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(D) = 2> / Dybi(x, 7)Dy(b;(z, 7) Djus(x, 7)) dadr

ji=1"to SR

n t
= 2> / Dybi(x, 7)Dibj(x, 7) Djui(z, ) dedr

jii=1"to JET

noopt
+ 22// bi(z, 7)Dib;(z, 7)D;Dyu;(x, 7) dedr
jl=1"to JR"

n t
= —22// bi(z, 7)Dib;(z, 7)D; Dywi(x, 7) dedr
ji=1"to JR*

n t

- 2> / Dybi(x, 7)D;b;(x, 7) Dywi (2, 7) dadr.

jii=1"to JET

Somando em 1,1, aplicando Cauchy-Schwartz, Holder e a defini¢ao (2.1), temos:

t

(1) < K/ (-, ) llzsen) | Dul, ) ey [ D* (-, 7) || p2en dr,
to
t

(V) < K/ [w(, )| ze @) | D(, )| oy | D?B(-, )| 2 ny d,
to
t

2

(B) < K [ 166, lusn 1D )| DB 7 e

to

t
(D) < K [ 1b6e 7m0, 7 s 1Dl ) e
to

Substituindo as estimativas em (4.14) e (4.15), ficamos com
¢
I1Dw(e )y + 20 [ 10207 gy
0
¢
< [[Du(:, to)llZ2 @) +K// (-, ) s | D, 7) sy | D* (e, 7) | 2@y dr
to
t
+K'/ [w(, )l a1 DB, 7)o | D*6(-, 7) | 12y dT
to

t
< ”Du('vt0)||%2(R")+K/ (2, B) (-, 7) | L) | (D, DB) (-, 7) || ey | (D2, D2b) (-, 7) || 2y d
to
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t
Db Dl qary + 20 [ 1D )
to
t
< 1060 10) ey + I 1 eI DuC, s | DL 7)oy
/ ||b |L4(R'n ||Db( )||L4(R")||D2u('7T)||L2(R") dT

t
< I\Db(wto)Hian)JrK/ (2, 8) (-, 7) || a1 (D, DB) (-, 7) || ey [| (D2, D*B) (-, 7) || L2 ey A
to

Pelas desigualdades acima, tomando o minimo p e v, e utilizando novamente a
definigao (2.1), temos:

[(Dw, Db)(-, 1)1 72 (gny + 2 min (g, v / 1(D*u, D?b) (-, 7) || 72(ny dr < [[(Dw, Db) (-, t0)|172 gy

—i—K/ || (w, b)( \L4 Rn) ||(Dw, Db)(-, )||L4(Rn)|](D2u,D2b)(~,7')||Lz(Rn) dr.
Decorre do Lema 4.1.3:

t
(D, Db)(-,t)|[72(ny + 2 min (u, V)/ I(D*w, D*b) (-, 7)1 72 (gny dT
to

t
< [|(Du, Db)(-, to) |72 (m +C/ I(Dw, Db)(-, ) 2emy [|(D*a, D*b) (-, 7) |72 (my T,
to

onde C' > 0.
Pelo Teorema 3.0.1, exite tg > t, tal que

min (4, v)
o

Por um argumento andlogo ao feito na prova da Afirmagao (4.12), temos

I(Dw, Db)(-; to) | 2@y <

min (4, v)

(D, D), 1)y < 2

,VT Z to.

Logo para n=4,
t
I(Dw, DB)(-, ) |72 ) +C/ |(D*u, D*b) (-, )| 72y dT < [[(Du, Db) (-, t0)[|72(zn)-
to

YVt >ty (to > 0 suficientemente grande) e C' > 0.
Ficando provado o teorema para 2 < n < 4. O

Observacao 4.2.2. Como consequéncia da prova do Teorema 4.2.1, temos a mo-

notonicidade das derivadas em L*(R"), ou seja,
| (Dw, Db) (-, t)|| 2@®ny < |[(Dw, Db)(-,t0)|| r2(rn), ¥V t > to.

Este fato € muito importante e usaremos em alguns resultados posteriormente.
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Capitulo 5

Problema de Leray em
LP(R™),2<n <4

No presente capitulo, primeiramente apresentamos os Lemas (5.1.1) e (5.1.2),
que foram de extrema importancia para a prova do teorema principal deste capitulo,
cujas demonstragoes encontram-se em [2]. Apds, foi provado uma propriedade que
trata do decaimento assintético da norma L? das derivadas primeiras de (u, b), onde
obtemos uma taxa de decrescimento /2. E por ltimo, utilizando a mesma técnica
feita [18], provamos que o problema de Leray é um resultado véalido para o sistema
MHD incompressivel, ou seja, temos o decaimento assintético de ||(w, b)|| L2 (rn).

5.1 Lemas

Lema 5.1.1. Parat > 1,

t
/ (t—7) V2 dr < K.

to

Lema 5.1.2. Para 7 > 0, tem-se

"2 w(e, ) - Vul, ) z@ny < KV ™ (= 7) 7" ul, )l @n [1Dw (-, 7) | 2@,
"2 (-, 7) - Vb, )2y < KAt —7) 70 ()| 2@ [1DBC, T) | 22y,
2 b 1) -Vl T)le@y < Kyt — 1) b0, 7) | 2@ | Dul, 7) || 2@,
"2 w(e, ) - Vb(, )l 2@y < Kvnp (=) |l 7)) 2@ | D(, 7) | 2 er)-

Lema 5.1.3. Parat > 0, considere

Qi(,t)=—u-Vu—-Vp+b-Vb, (5.1)
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entao

Demonstrag¢ao. Note que podemos reescrever (3.1) como:

Uy = MAU’ + Qla
para ); da forma (5.1).
Aplicando o divergente em ambos os lados da igualdade acima, temos
(V-u), = pAV-u)+ V- Q,
usando a hipdtese que V - u(-,t) = 0, segue
V-Q,=0.
]

Observacgao 5.1.4. Uma consequéncia importante do Lema 5.1.3 e que iremos uti-
lizar bastante d partir de agora, € o fato de podermos através dos resultados (8.2.1)
e (8.2.2) do apéndice, escrever:

Q1 =Pyl-u-Vu+b- Vb,

onde Py € o projetor de Helmholtz ou conhecido também, como projetor de Leray.
No apéndice encontra-se uma melhor explicagao e alguns resultados.

Note que esse projetor tem papel fundamental, pois ao o utilizarmos consequimos
eliminar a pressio e com isso, consequimos estimar (3.1). Em nosso caso, queremos
realmente eliminar a pressao, porém € possivel obter estimativas para este termo.
A ideia seria aplicar divergente na equagao (3.1) e usar que V - u(-,t) = 0. Ao

1solarmos o termo que envolve a pressao, obtemos:

Ap = — Z DinDjUi + DibijbZ‘,

1,3
ou seja, que a pressao satisfaz a equagao de Poisson. Caso o leitor esteja interes-
sado, € possivel encontrar em [31] estimativas para a pressao utilizando a teoria de
Calderon-Zygmund.

5.2 Comportamento assintético da Norma L?

Abaixo seguem os principais resultados deste capitulo.
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Teorema 5.2.1. Seja (u, b)(+,t) solugdo de Leray do problema MHD incompressivel,
entao

lim £'/2||(Duw, Db)(-, t)|| 2@y = 0.
t—o00

Demonstracao. Suponhamos que o teorema seja falso. Entao, existiria uma sequéncia
crescente t; — 00 (com t; >t et; > 2t;_; para todo Jj) e uma constante n > 0, tal

que,

t;ll(Dw, DO) (-, )| T2@ny = 0, ¥ 5.
Em particular, terfamos

tj
/t (D, Db) (-, T)|[72@eydt > (t; — t;-1) [|(Du, Db)(-, 1) |2y

J—1

1
> 51l (Dw, D) (1)) 22 gy

S 1
—_ 2177
o que contradiz os Teoremas 3.0.1 e a desigualdade 3.11. [

Teorema 5.2.2. Considere (u, b)(-,t) solucdo de Leray do problema MHD incom-
pressivel, entao

Timn [ (2, 5)(-.1) [ gy = 0.
2<n<A4.

Demonstragao. Comegaremos com caso n=3.
Primeiramente reescrevemos as equagoes (3.1) e (3.2), como

uy = pAu + Qs
e
bt:VAb+Q2,
onde
Qi=—-—u-Vu—Vp+b-Vb
e

@Q:=—-u-Vb+b-Vu.

Como para t, > 0, suficientemente grande as solugoes (u,b) sao suaves e suas deri-

vadas estdao em L?, podemos utilizar o principio de Duhamel e escrever

t
w(z,t) = e!AU0) gy (- 1) —i—/ et (1) dr (5.2)

to
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t
b(z,t) = e’2=)p(. 1) + / /AN Qy (-, 7) dr, (5.3)

Vit> to.
Aplicando a norma L? em (5.2) e (5.3) e, em seguida a desigualdade de Minkowski,
temos

t

()| 2@y < HeuA(ttO)u('atO)HL%R")JF/ 12 DQ1 (-, T) |2y d7 - (5.4)

~"~ - to
(1) (E)

.

t
”b('at)“L?(R”) S |6VA(t_tO)b<',to)“LQ(Rn) —|—/ ||6yA(t_T)Q2(',T>||L2(Rn) dT. (55)
4 to

-~

(I11)

(1v)

Agora, vamos estimar os termos (1), (I1),(I11) e (IV). Comegaremos por (I) e
(IIT), onde temos a norma L? das solucoes da equacao do calor, com condigao inicial
u(-,ty) e b(-, o), respectivamente.

Note que, utilizando a propriedade de Leray para a equacao do Calor, resultado

provado em [2], temos que, dado € > 0, existe ty > t, suficientemente grande tal que

e 200y (- ) || L2 ny < (5.6)

A~ ™

"2 b (-, t0)| L2y < = (5.7)

A~ ™

Para o termo (I7), iremos utilizar o Lema (5.1.3), pois como haviamos comentado

anteriormente, teremos
Q1 =Py[—u-Vu+b-Vb|,
onde Py é o projetor de Helmholtz. Logo,

t t
/ 12D (-, 7) || 2y dT = / |e" 2Py [—u-Vu+b-Vb ] || p2@n) dr. (5.8)
to to

Pelos resultados do apéndice, sabemos que o projetor de Helmholtz comuta com o

Heat Kernel e é ortogonal na norma L?. Com esses fatos e além disso, utilizando a
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desigualdade de Minkowski, o Lema (5.1.2) e a definigao (2.1), chegaremos em
/t 1“2 Q)| 2@y dr = / |2 DPy (—u - Vo + b - Vb) | p2(gnyd
to
= / [P [e#2 T (—w - Vu + b - Vb)] || 12 d
gt/kw“f 7)Yl 1) ey dr
4—(Zlkw“t”b(ﬂﬂ'Vth»HmmwdT
0

t
S C\/§M_3/4/(t—T)_3/4||’U,(',T)||L2(Rn)||D’U,(',T)|’L2(Rn)d7'

to

t
+ C\/§M_3/4/(t_7—)_3/4”()('77—)||L2(Rn)||Db('77—)||L2(R”) dT

to
t
< 20\/§M—3/4/ (t —7) 734 (w, ) (-, )| L2 &y | (Dw, DB) (-, 7)|| p2(Rny dT-

to
(5.9)
Dado € > 0 existe ty > t, tal que
|(Du, DB)(-, 1) 2y < 772, (5.10)

YVt >ty pelo resultado (5.2.1). Entao note que podemos reescrever
t71/2

B3| (w. b) (- t0) 2y

[(Dw, Db)(-,1)|| r2(rn) < (5.11)

onde K é tal que, pelo Lema (5.1.1),

¢
/ (t — )3 2dr < K.

to

Usando (5.11) e (3.0.1), temos que

1) = [ 1 e

< 20\/51“63/4/ (t_T)73/4H(u7b)(‘aT)”L2(R")H(Du7Db)('aT)HLQ(R") dr

to

t
< 2O¢@rWW@ubxwmmmm@/Yt—rrwwumqucnwumwwh
to
£
< - .
< & (5.12)
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para todo t > .
Por (5.6) e (5.12), obtemos

lw(, )| L2y < =5 VE> 1. (5.13)

Agora, iremos trabalhar com o termo

DN ™

t
(IV) = / ||6VA(t_T)Q2(',T)||L2(Rn) dr.
to

Note que a estimativa para o termo (Qo(., 7) serd mais simples, pois nao teremos que
eliminar a pressao, ou seja, nao iremos utilizar o projetor Py. Logo, aplicando a
desigualdade de Minkowski, o Lema (5.1.2) e a definigao (2.1), tem-se

t t
/ 12D, ) 2y dr < / 12 (-, 7) - Vb, )]y dr
to to
t
+ / 12D b, 7) - Ve, )] ey dr
to
t
S C\/gV_3/4/(t—7—)_3/4“’11,(',’7')‘|L2(Rn)”Db<',7—)HL2(Rn)dT

to

t
+ C\/§V3/4/<t—7'>3/4Hb(',T)HLQ(Rn)HD’U,<',T)”LQ(Rn)dT

to

t
< 20\/31/73/4/ (t = 7)) (w, ), )| 2@ | (D, DY (-, 7) || 2wy -
to
Por (3.0.1), (5.7) e (5.11),

16( )| z2@ny < 5, VE > to. (5.14)

€
)
Usando a definigao (2.1), para os termos (5.13) e (5.14), segue que dado € > 0, existe
to > t, tal que
||(u7 b)(? t>||L2(R") <€,

para todo t > ty. O que prova o teorema para n=3.

Agora, mostraremos que o teorema ¢ valido para n=4.
Pela teoria de Leray, existe t, > 0, suficientemente grande, tal que (u,b) sdo suaves e
suas derivadas parciais estao em L2. Logo podemos aplicar o principio de Duhamel,
obtendo

t
w(z,t) = etAU) gy (- 1) —i—/ tAIQ (-, T) dr (5.15)

to
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t

b(z,t) = e’2=)p(. 1) + / "2, (-, 7) dr, (5.16)

to

para todo t > tgy, onde

Qi=-u-Vu—Vp+b-Vb

Q2=—-u-Vb+b-Vu.
Aplicando a norma L? em (5.15) e (5.16) e, em seguida a desigualdade de Minkowski,

temos

t
Hu('7t)||L2(R") S He“A(titO)U(‘,to)”LQ(Rn) +/ H@MA(tiT)Q1<',T)HL2(Rn) dT (517)
~ ~~ - to

/

(1)
(§]
16(- 1) || p2@ny < [|e200b (-, o)llz2@n) /||6”A(t DQa(-,7)| 2y dr . (5.18)
(I1T) e

Nos termos (I) e (111), temos que dado € > 0, existe ¢y > t, suficientemente grande,

tal que
€
€uA(t_tO)’U, '7t0 L2(R4 S — 5.19
(&Y =74
e
€
||61/A(t—to)b(.’t0)||L2(R4) < T (5.20)
por [2].

A parte que difere do caso n=3, s@o as estimativas para os termos (II) e (IV). Uti-
lizaremos uma desigualdade ja conhecida da literatura, oriunda do seguinte fato:
dada a equacao do calor v; = Av, v(-,0) = vy € L*(R"), t > 0, vale:

[o(- )| 2ny = 1€ vl L2y < lvoll2gen).

Obtemos, assim:

t t
(]I) — / ||6“A(t_7—)@1(-,T)||L2(Rn) dr < / ||Q1(',T>||L2(Rn) dr (5.21)
to to

IV / HGVA(t 7) )||L2 R™) dT</ HQ2 ||L2 R™) 7'. (522)
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No primeiro termo, utilizaremos o fato que

Q1 =Py[-u-Vu+b-Vb].
Pela sua ortogonalidade em L? e a Desigualdade de Minkowski, tem-se

|| —u-Vu+b- VbHL2(Rn)
S Hu 'VU’HLQ(R”)_'_ ”beHLQ(]R”)

Q1] z2®n

IA

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Hdélder nos tltimos termos da
desigualdade anterior,

I w ) -Vl 1)l 2@ + |60 7) - VB (-, 7) | 2@y

1/2 1/2
4 4 2 4 2
RS2 \j=1 RS20 \j=1

4 /4 /2,y 1/2 1/2
< V2 /Z(Zuj) (Z(Dju,)4> dx
RY =1 \j=1 j=1
4 /4 1/2 1/2 1/2
+ V2 / Z(Zb;% <Z(Djbz)4> dx
R0\ =1
4 4 /2 , 4 4 1/2 1/2
<[ (L) (Sxem) e
RY \ =1 j=1 i=1 j=1
44 V2 /4 4 1/2 1z
cve[(nnn) (Sem)
R \ =1 j=1 i=1 j=1

S

+ V2

4 4 1/2
[xy) |
R4 T
< V2l 7)|a@n 1D, 1)l a@n) + V205, ) za@e DB (-, 7) [ Lan)-

Entao, usando a desigualdade acima, a definigao (2.1) e a desigualdade de Sobolev



(4.1.3), temos:
/tt||€#A(t—T)Q1(-,7-)|]L2(Rn) dr < \/_/ [ (e D)l sy | Dw(, )| s ey dr
:
+\f/nb s IDb (-, 7) | agenydr
< zxﬂijf (s 6) (-, )| ey | (D, DB) (-, 7) | ooy
:

t

< 2\/50/ ||(Du,Db)(',7')’|L2(Rn)||(D2’U,,D 2b)(',T)||L2(Rn)dT.
to

(5.23)

Pela observagao (4.2.2) e Teorema 5.2.1, vale:

9
DU,Db ot 2Rn) =
I( QDI e 8v2C||(Dw, Db) (-, to) |22z

(5.24)

para todo t > t,. Usando este fato e o Teorema 4.2.1 em (5.23), tem-se

t
nAE=T) ) (. wdr < / D?b) mdr < £
J 1Pt ey b < g [ PP DOl < 5

Vit > ty.
Logo,

t e € ¢
Hu(at)HL2(R") S ||6“A(t_7—)’ll/('7T)HLZ(Rn) —|—/ HG‘LLA(t_T)Ql(',T>‘|L2(Rn) dT S Z_l + 4_1 S §,vt > t(]

to

(5.25)
Agora iremos estimar a norma L? de Qs = —u - Vb + b - Vu. Usando a
g 2

Desigualdades de Minkowski, Cauchy- Shwarz e Holder:

1@, ) 2 lw(,7) - VO(, Tl 2@y + [[b(7) - Ve, )l 2@y

<
< V2lul, 7)lpaen IDbC Tllagny + V2UB (7 [agn) | Du -, 7)l| s
Aplicando a Desigualdade de Sobolev (4.1.3):

1Q2(-, )l 2y < V20| Du(-, 7)|| p2@ny || D*b (-, 7) || 2y
+ V2C|Db (-, 7)|| 2@y | D*u (-, 7) || 2y -
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Com isso e a defini¢ao (2.1), resulta em
t t
J 1 Qu oy dr < [ 1Qus s
t t
0 0 .
S \/50/ ||DU(',T)||L2(Rn)“D2b(',7')||L2(]Rn)d7'
to
t
+ \/50/ HDb(',T)HLQ(Rn)HDQ’U,(',T)HLQ(Rn)dT
to
t
< 2\/50/ ||(Du,Db)(',7')’|L2(Rn)||(D2’U,,Dzb)(',T)HLz(Rn)dT.
to

Por fim, pelos Teoremas 3.0.1, 5.2.1, 4.2.1 e pela desigualdade (5.24), vale

pA(E—T o D?u o <§
Wl b < ||L2<Rn/ (D%, D)7l <

para todo t > t.

Logo, vale

! e € _¢€
ooy < e bty + [ Qe 7)lan dr < 5+ 5 < 5

to
(5.26)
para todo t > t.
Aplicando a defini¢ao (2.1) em (5.25) e (5.26), obtemos:
||(U, b)(at)||L2(R") < €, vt > t07

0 que prova o teorema para n=4.
Segue que o resultado é valido para 2 < n < 4. O

46



Capitulo 6

Problema de Leray em L7(R"),
com?2<n<4e2<qg<x

Nesta etapa do trabalho estendemos as desigualdades de energia (3.0.1) e (4.2.1)
até as derivadas de ordem m. Além disso, foi possivel obter uma generalizacao do
problema de Leray dada no item 3 do Teorema 6.1.1, para as derivadas de ordem m,
obtendo uma taxa de decrescimento de t™/2. Com essa prova tivemos a possibilidade
de estender esses resultados para norma L%, 2 < ¢ < 00, corolarios que serao

provados na secao 6.2 que segue.

6.1 Desigualdade de Energia para derivadas de

ordem m das solugoes (u,b)

Teorema 6.1.1. Seja (u, b)(-,t) solugdo de Leray do problema MHD incompressivel,
entao para m > 1 qualquer e 2 < n < 4 vale:

1.
t
(t — to)" (D™, D™B) (-, 1) 2z + Con / (r — o)™ (D™ at, D™ b)) 2o
to
t
<m / (v — to)™ (D™, D™B) (-, ) [2agam, .
to
2.
/ (7 — to)™ [ (D™ s, D™ 1B) (-, 7) 2oy < 0,
to
3.

lim ¢"/?|[(D™w, D"b) (-, 7) | 12y = 0,

t—o00
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YVt >ty (to > 0 suficientemente grande) e C,, > 0.

Demonstracao. e Caso n=3
Comecaremos provando o teorema para m = 1.

Relembrando a equagao (3.1) :
u +u-Vu + Vp = pAu + b-Vb.

Diferenciando a equacao acima em relagao a x;, com 1 < [ < 3, reescrevendo em
coordenadas, temos

Dyuiy + Y Dy(uDju;) + Di(Dip) = py  D;Di(Dyu;) + Y Dy(b;Dsby).
Jl=1 Jil=1 jl=1
(6.1)
Multiplicando (6.1) por 2(t — ty) Dju; e integrando na regidgo R™ x [to, t],

/ / T —to)(Dyui(z, 7))? dedr + 2 / / T — to) Dywi(x, 7) Dy(u;(z, 7)Djui(z, 7)) dedr
n Jl 1 n

J/

(1 ) (}?)

+2 /t: / (7 to) Dy, T)Dy(Dip(, 7)) dvr

J/

(111)
) (V)
+ 2 i/t: /n(T — to) Dyui(z, 7) Dy (b (x, 7)D;bi(2, 7)) dadr .

V)

No termo (I), aplicaremos Fubini e integragao por partes. Nos termos (III) e (IV),
apenas integragao por partes. Note que neste caso o termo (III) que possui a pressao,
serd zero quando somarmos em i, pois V-u(-,t) = 0. Entao, a igualdade (6.2) torna-
se:
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(t—to) | Dyusi(-,t ||L2 gy T 2 Z/ /ﬂ T — to)Dyui(z, 7) Dy (uj(x, 7) Djui(x, 7)) dedr

]l 1
(1
= / | Dyui -, HL2(]Rn T—QNZ/t T —to) [|D; Dy (-, )H%?(R") dr
ji=1"to
+ / / T — to)Dyui(x, 7)Dy(bj(z, 7)Djbi(x, 7)) dedr . (6.3)
to n

7,l=1

N

-~

V)

Nos termos (II) e (V), aplicaremos integragao por partes a desigualdade de Cauchy
Schwarz e somaremos em 1i,j,1, para obter:

(1 —to)ui(x, 7) Dyw;(z, 7) D Dywi(x, 7) daedr

n

<9 /(T — to) |l 7) e e / Z | Dy (2, 7)||D; Drs(e, 7| dadr

to

t
< 2/(T—to)HU(vT)Hmo(Rn)IIDU(',T)||L2<Rn>I|D2U(nT)IILzoRn) dr,

to

(6.4)

=
IA

nooat
2|3 /t / (7 — to)us(w, ™) Dibs (, ) D; Db (, 7) dclr
0 n

IN

to

t n
2/ (T_t[))”u(‘,T)HLoo(Rn)/ E |Dibj(x, 7)|| Dy Dibi(x, 7)| dedr
R™ ji=1

t
< 2/(T—to)||u(-,T)||Loo<Rn>HDb(wT)HL2<RH>HD2b(-,T)||L2<Rn> dr.

to

(6.5)

A peniltima desigualdade nos termos (II) e (V) sao validas, pois |[u(:, )| peeomn) :=

49



max; ||u;(+,t)| Lo (). Logo, somando em i podemos reescrever (6.3) como

t
(¢ =t0) Dl OlFsgeny + 20 | (7= t0) D7) e d

to

t
< [ IDu )l dr
to
t
+ K/ (7 — to)lu(, 7)|| Lo rny | DB, Tl L2y | D*B(-, 7) || L2y dT
to

t
+ K/ (7 = to)lu(, 7) || Loeremy | Du (-, ) || 2y || D> (-, 7) || 2Ry dT-
to
(6.6)

Agora, considere a equacao
b+ u-Vb = vAb + b-Vu.

Por um processo similar feito para primeira equacao, chegamos a

t
(t—t0) [ DB(.1)[Zaggm, + 20 / (7 — t0) |1 D%b(-, ) |22 g, dir
to
t
< / |Db(-,7) 22 e, dr
to
t
LK / (7 — o)1+ Pl e[| DB ) 2 | D2y ) | ey dr
to

t
+ K/(T—to)Hb(wT)Hmo(mn)l!DU(-,T)I!Lzmn)HDZb(wT)!|L2<Rn> dr.
to
(6.7)
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Em (6.6) e (6.7), tomando o minimo entre p e v e usando a defini¢do (2.1), temos:

t
(t—to) [[(Du,Db)(-,t)72(gn) +2min(M,V)/ (1 —to) [(D*u, D*b)(-, 7)[|72(@ny dT
to
< / (D, DB) (-, 7)oy 7
+ K/ (7 — to) |-, 7) || Looeny | Du(, 7) || L2 || D*w (-, 7) || 12y dT
to

t
+ K/(T—to)HU(-,T)IILoo(Rn)HDb(-,T)HL2<R">HD26(-,T)IILz(Rn) dr
to

t
+ K/ (7 = to)|b(-, T) | oo @y | D (-, 7) | 2y || D?B(-, 7) || 2y dT

+ K/ (7 = to)[[B(- 7) | e ) | DB, )| 2y || D2, 7) || 2y

< /n (D, Db) (-, ) [22(g) d

+ 4K/ (1 —to)||(w, b)(',T)HLoo(Rn)H(DU,Db)(',T)HLQ(Rn)H(DZ’U,, D2b)(',7')HL2(Rn) dr.
to
(6.8)

Utilizando o Lema 4.1.2, no dltimo termo da desigualdade anterior:

t
(t—to) [[(Dw, Db)(-, )| 72(gn) + 2min(p, V)/ (7 = to) [(D*u, D*b) (-, 7) |2 (geny dT

to

/ |(D, DY), 7|2 dr

+  C / (7 = to) | (w, B) (-, 7) [ oty | (D, DO) (-, 7| oty (D2, D2B) (-, 7) 132 ey I
(6.9)

Pelo mesmo argumento dado na Afirmagao 4.12 e pelo Teorema 3.0.1, existe ty > t,

suficientemente grande, tal que

min (x4, v)

(2. B) B0y | (D2, DB ) oy < =

s \V/tho.

Com isso, podemos reescrever (6.9) da seguinte forma:

t
(t—to) [[(Du, D)(-, 1) 72y +01/ (7 = to) | (D*u, D?b) (-, T) |72 (@nydT

to

t
/ (D, Db) (-, )| g (6.10)
to
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para C7 > 0. O que prova o item 1 para n=3 e m=1.
O item 2 considerando novamente n=3 e m=1 é uma consequéncia do Teorema 3.0.1,

onde temos

| 1D, DB 7) g < o

to

Aplicando este resultado em (6.10), segue que

| = 0P D)) i < o0 (6.11)

to

Agora vamos provar o item 3. Pelo Teorema 5.2.2, dado € > 0, existe ¢, > 0, tal que

H (’U,, b)(7 t)HL2(]R") < €,

para todo t > ty. Aplicando este resultado no Teorema 3.0.1, obtemos

t
1
/t |(Dw, D), 7) 2y d7 < 53l (2, D) (-, o) 2 eny < e
0

utilizando esta desigualdade em (6.10), temos

t
/ (1 = to)[[(D*w, D*b) (-, 7)||Z2(@nydT < €. (6.12)

to

E também,

t—t
t( : 0>H(Du,Db)(.,t)\|i2(Rn) — (t — to)||(D, DB) (-, )22y < €,

entao

t \1/2
£ (Du. DB) (D)l 2y < (=) €2 (6.13)
- o

Como € > 0 é arbitrario,
2| (D, Db) (-, )| 2y — 0, t — 00.
Demonstracao para m=2.

Considerando a equagcao

u +u-Vu + Vp = pAu + b-Vb.
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Comegaremos derivando em relacao a x;,x;,, com 1 < ly,ls < 3, ap6s, multiplicare-
mos por 2(t — ty)?Dy, Dy,u; e, por dltimo, integraremos na regiao R™ x [tg, t], o que

resulta em
t
/ / (7 — to)*(Dy, Dy,ui(w, 7))? dadr
to n
)
+ Z / / T — t0)? Dy, Dyyui(, 7) Dy, Dy, (wj(z, 7) Dju(, 7)) dwdr
Gl1,la=1 "
(1)
t
+2/ / (7_ - t0)2Dl1Dl2ui(x7 T>Dl1Dl2Dip($v T) dzdr
(111)
=2 Z / / (1 — t0)>Dy, Diyus(x, 7)D; D;( Dy, Dyyui(z, 7)) dadr
Gl1,la=1 "
(1v)
+ Z / / (1 — t0)*>Dy, Dyyus(z, 7) Dy, Dyy (b (x, 7) D; bi(z, 7)) dadr. (6.14)
gl =1 "
)

No termo (I), aplicaremos teorema de Fubini e apés integragao por partes. Também
seréd aplicado integragao por partes nos termos (III) e (IV). Observe que (III) anula-
se usando a hipdtese que V - u(-,t) = 0. Entao, podemos reescrever (6.14) como

(t_t0)2 HDllDlzui<'7 )H%Q (R™)

+ 2 / / T — to) Dy, Dy, ui(x, 7) Dy, Dy, (uj(x, 7) Djui(x, 7)) dedr
1Yt JR?

]ll lo=

J/

(U)
t
= 2 [ (7= W) Dy D) s
to
n t
-y / (7 — t0)?| D3 D, Dyt ) 23 gy
j,ll,zzzl to
— 2 / / T — to) Dy, Dy,ui(z, 7) Dy, Dy, (bj(x, 7)D;bi(z, 7)) dedr .
b=l to JR™
(V)
(6.15)
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Agora, estimaremos os termos (II) e (V) com integracao por partes e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

I = 2 (T —to 2Dy, Dy, ui(x, 7) Dy, Dy, (u; x,7)Djui(x, 7)) dedr
] 1 2 1 2\
1Yt JR®

s l1 l2
- / / 7 = t0)* Dy, Diyui(, 7) D1, Diyu; (@, 7) Djua(w, 7) dadr
Gli,la=1"10 "
+ 2 / / T — t0)? Dy, Dyui(x, 7) Diyuj(z, 7) Dy, Dyju(z, 7) dadr
Jil1s l2 to JR™
+ 2 / / T —to) Dy, Dy, ui(x, 7)Dyyuj(x, 7) Dy, Djui(x, 7) dedr
Iil1, l2 1 to n
+ 2 / / T — t0)2 Dy, Dyyui(x, 7)uj(z, 7) Dy, Dy, Djui(z, 7) dodr
Gli,la=1"10 "
= 8 / / T to) D; DllDl?uZ(x T)DllDlqu(x T)ui(x, 7) dedr
Js ll lo=1"to JR”
- K / / T — t0)?D; Dy, Diyuy(x, 7) Dyyuj(z, 7) Dyyui(z, 7) dadr
Jilis lz 1 "
- K / / 7 —t0)?D; Dy, Dyyuy(x, 7) Dy uj(z, 7) Dyyui (2, 7) dedr
gl 12 to "
- K / / T — t0)? Dy, Dyui(x, 7) Dyuj(z, 7) Dy, Dyyui(z, 7) dadr
gili,le=1"1t0 JR®

=0, Zj D;Uj=0

< K/ (7 — t0)?|| Duf(-, )||L2(R")HD2U(';T)||L2(R")Hu('aT)HLOO(R”) dr

+ K/(T—t) ||D3 ( )||L2(R")||Du(';T)||L2(R”)||Du(';T)HLOO(]R”) dr.
to
(6.16)

Usando os mesmos argumentos do termo anterior, temos
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2 / / T — to) Dy, Dy, ui(x, 7) Dy, Dy, (bj(z, 7)D;bi(x, 7)) dedr
to n

Jhl1,l2=1

t
K, / (T — t0)2HD3’U,(', T)HLQ(R") ||l)b(7 T)HLQ(R") ||l)b(7 T)HLOO(R'/L) dT
to

t
K [ (= P ID*ule e |07, 7)o (B0 ey
to

(6.17)

Reescrevendo (6.15), com as estimativas para (I7) e (V). Apés, somando em i, Iy,

lo, usando a defini¢ao (2.1) e o Lema 4.1.2, temos

t
(t— 1) D2l )2, + 20 / (7 — t)?| D*u(, 7)o ey

<

+

IN

to

t
2 [~ ) D, )l gadr

to

“ /t:(T = t0)*[[Du(, 7) | 2y [ 1D (-, 7) [l 2y (-, 7) [ oo ey
HDU’("T)HLQ(R”)HDU(U7')”Loo(]gn)} dr

@ /t:(T — )" Du(, )|l r2®n) [ |D?b(, T)lz2@n)[[B(:, 7)| oo (rm)
1 Db, 7) 2 e | DB 7)1 | 7
Q/t(T_tO)HDQU(':T)HQLQ(R”)dT

to
t

K [ (1 —t)’|(D’u, D*b)(-, 7) || 2@n [H( D?u, D?b) (-, 7) | 2eny |l (w2, B) (-, 7) || oo ()
to

(D, DB)(-, 7)|| 2 @y

(Du, DB)(-, 7)1 (e dr

t
2 / (7 — to) | D0, 7) 2o I

to

t
K / (7 = t0)?[[(D*w, D*b) (-, 7) |2 amy [1(, 0)(-, 7| oty 11D, DB) (-, 7| ey
to

(6.18)

O mesmo processo podera ser feito com

b+ u-Vb = vAb + b-Vu

e chegaremos em
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t
(t —to)? HD2b<'>t)H%2(R")+2V/ (7 — 10) 1 DB (-, T)I[72 gy d

to

t
< 2 [ - w)IDPbC)adr

to

t

+ K [ (1= t)*[(D’u, D*b) (-, )| r2(rn) [H( w, D?b) (-, )| 2z || (w0, 0) (-, )| oo )

to
+ [(Du, Db)('ﬁ)HL?(Rn)H(DUaDb)('aT)HLw(R")} dr

t
2 [ (7 = 1D, 7 s dr

to

IN

+ K/t(T_t0)2||<D3u7D3b)<'>7_)||2L2(Rn) 1(w, B) (-, 7) [ fotgeny (Dt DB) (-, 7| oty
(6.19)

Logo, por (6.18) e (6.19)

t
(t—t0)* [I(D*u, D*b) (-, )| 72 (gny + 2min (p, V)/ (7 = to)*|(D*w, D*) (-, 7) || T2y dT

to

t
< 2 / (r — to) | (D, D?B) (-, 7)oy

to

t
+ C/(T_t0)2H(D3uang)('aT)H%?(Rn) 12, B) (5 ) oGy 11D, D))

to

Pelo Teorema 3.0.1, existe ty > t, suficientemente grande, tal que

min(u, v
100 10) 32 (Dt DB) - )2y < ) gy (6.20)

como visto na Afirmagao (4.12).
Segue,

t
(t = to)? ||<D2U7D2b>('at)”%2(R”)+C2/(T_t0)2H<D3u7D3b)('77—)|’%2(R”)d7—7

to

t
< / (r — to) (D1, D2B) (-, 1) 2oy dr. ¥ £ > g (6.21)

to

onde C5 > 0. Isto prova o item 1.
O item 2, segue aplicando (6.11) na desigualdade (6.21), pois com isso vale

/ (7 — to)2| (D%, D¥B) (-, 7)[[2agmydr < 00, (6.22)

to
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Para a prova do item 3, vamos usar (6.12) em ( 6.21) e obter

t
/ (7 — to)?||(D?u, D3b)(-,7')||%2(Rn)d7‘ < e (6.23)

to

e também, por (6.21)
t—1t9\2
2 (=) 1D, D))y = (¢ = t0) (D2 D*B) () ey < e
Consequentemente, temos:
t
t(D*u, D*b) (-, 7) || 2 < (ﬁ>61/2‘
— 1o

Logo, como € > 0 ¢é arbitrario,

t”(DQ’U,, D2b)(, T)||L2(Rn) — O, t — o0.

Mais geralmente para m > 3, também reescrevendo em coordenadas a equacao
para u e b, derivando-as m vezes, em relagao a x;,, ..., 7;,,, multiplicando-as por 2(t —
to)Dy,...Dy, ui, 2(t — to) Dy, ... Dy, b; respectivamente e integrando-as em R™ X [tg, t],

obtemos

/t/n(T — to)™(Dy,... Dy, ui(2, 7))2 dadr

+ Z / /n T —t0)" Dy,...Dy, ui(x, 7) Dy, ... Dy, (uj(z, 7) Djui(z, 7))dwdr

j:ll ~~~~~ Im=

+2/ / (1 —to)"Dy,...Dy, ui(x, 7)Dy,...D,,, Dip(z, T) dedr

=2p Z / / T_tO) Dy, .. Dlmul(x T)D D (D11 Dzmuz(l’ T)) dxdr

Jil1sess Im

+ Z // (1 —t0)" Dy, ... Dy, ui(x, 7) Dy, ... Dy, (b (2, 7) Dy bi(x, 7)) dadr,
j,l ..... lm_l "
(§]

/t /n(T —to)™(Dy, ... Dy, by, 7))? dadr

+ Z / /n (1 —t0)"Dy,...Dy, bi(x, 7) Dy, ... Dy, (uj(x, 7)D;bi(x, 7)) dxdr

Jilyeey

=2v Z / / T —to)" Dy, ...Dy,, bi(, T)D iD; (D11 Dy, bi(x, 7)) dedr

+ Z / /n T —t0)"Dyy...Dy,, bi(x, ) Dy, ... Dy, (bj(x, T) Dju;(x, 7)) dedr.

7777 7n71
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Fazendo estimativas andlogas aos casos m=1, m=2 e somando 7,1y, ..., l;;,:

t
(t = to)™|(D™u, D™B)(-, )| Z2(gn + 2 min(p, V)/ (7 —to)™ (D™ e, D" 1b) (-, 7) |72y dT

to

t
<m [ (7= )" (D" D7) ) g
to

[m]/2

—I—C/ T —to)" Z | (w, b)( Ll;IZRn H(DHQU, Dl+2b)( )”HQRn)H(DmHU,Dmﬂb)("

Pelo Teorema 3.0.1, existe tg > t, suficientemente grande, tal que

[m]/2 .

2min(u, v
D as )10 (D20, D20 ) gy < 2
=0

Logo, podemos reescrever (6.24):
¢

(t = to)™[I(D™u, D"B) (-, )| 22y +Cm/ (7 — o)™ [ (D™, D™b) (-, 7) |2y AT
to

t
<m / (v — o)™ (D™, D), 7)o, di.
to

onde C,, > 0. Isto prova item 1.
Utilizando os raciocinios anteriores, os itens 2 e 3, seguem do passo m-1, entao vale

| = 0 1D D) ) gy dr <

to

Isto prova o item 2.

Como € > 0 é arbitrario, segue
"2 (D™, D) (-, 7)| 2@y — 0, t — 0.

Isto garante a veracidade do item 3.

e Caso n=4

Para provar este caso, utilizamos o Lema 4.1.3, onde temos a desigualdade de
Sobolev referente a dimensao n=4, que vale para m > 1.

Reescrevendo em coordenadas a equacao para w e b , derivando-as m vezes, em

relagdo x;,, ..., x;,, , ap6s multiplicando-as por 2(t —to) Dy, ... Dy, u;, 2(t —to) Dy, ... Dy, by

o8

T) ||%2(Rn)d7'.

(6.



respectivamente e integrando-as em R™ x [ty, ], obtemos

t
/ / (7 —to)™(Dy,...Dy, us(z, 7))2 dodr
to n
o

n t
0

Jiltyeslm=1

(1)

t
+ 2/ / (7’ — to)lel...DlmUi(l’, T)Dll...DlmDip(Qf, 7') dl’dT
to n

J/

(111)
n ¢
=2u Z /to /n<7' —to)"Dy,...Dy, ui(x, 7)D;D;i(Dy, ... Dy, ui(x, 7)) dedr

j:ll ----- Im=1

4

(1v)

n t
+ Z Q/to /"<T —to)"Dy,...Dy, ui(x, 7) Dy, ...Dy,, (b (2, 7)Djbi(x, 7)) dadr .

Joliyeslm=1

N J/

W)
(§]
t
/ / (1 —to)™(Dy,... Dy, bi(w, 7))? dxdr
to n
(4)
n t
- 2//(T—to)lel...Dlmbi(:B,T)Dll...Dlm(uj@,T)Djbi(x,T))d:UdT
to n

.jvll ::::: Im=1
N -~ 7

(B)

n t
=2 Z /t /n(r —to)"Dy,...Dy, bi(x, 7)D;Dj(Dy,...Dy, bi(z, 7)) dedr
S i Jre

Jsl1yeess

N

-~

(@)

n t
+ Z 2 /t0 /n(T — to)lel...Dlmbi(ﬁ, T)Dll...Dlm(bj<l’, 7')l)jui(x7 7—)) dxdr .

j,ll ----- Im=1

(D)
Fazemos estimativas analogas ao caso n=3, nos termos (I) e (A), aplicando Fubini
e integracao por partes. Nos termos (III), (IV) e (C) também integramos por partes,
sendo que (C) sera zero, pois V - u(-,t) = 0. Em (II),(V),(B) e (D) estimaremos
nao apenas com integracao por partes, mas também com a desigualdade de Cauchy-
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Schwarz e apés, somando em 14,1y, ..., [,,, e aplicando o Lema 4.1.3, chegamos em
t

(t = to)™[|(D™w, D) (-, t) || Z2(ny + 2 min s, v) / (7 —to)™ (D™, Db (-, 7) |72y dT

to

t
<m / (r — o)™ (D™, D), 7)oy
0
t
o / (v — o)™ | (Dtt, DB) (-, ) 2 (ary | (D™ 2a, D™ 1B) (-, 7)oy
to

Pelo Teorema 3.0.1, existe t > ¢, tal que

2min{pu, v}

(D, DB, ) ey < ot

y VTZto.

Segue

t
(t = to)" (D™, D"b) (-, )| 12(gn) + Com / (r = to)™ (D™, D™ ) (-, 7) |28y dr

to

t
< m [ (=t D" D)) g
to

para Cy,, > 0 e Vt > ty(to > 0 suficientemente grande).
Isto prova o item 1.
Consequentemente, pelo caso m-1

/to (7 = to)™ | (D™ 1at, D" 1B) (-, )|y i < 00,

vale o item 2.

E para o item 3 temos

t
[ = 0 10", D) 1) e d <

to

o que implica em

m t—to\™m . . - n N
(S, D) gy = (8 1) (D, D) 7) ey <

para € > 0 arbitrario.

Fazendo t — oo, segue
"2 (D™, D™B) (-, )| 2 my — 0.

Isto prova item 3.

Com isso, finalizamos a prova do teorema. O
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6.2 Comportamento assintético das normas H° e
L1
Abaixo, temos os corolarios decorrentes da prova do Teorema 6.1.1.

Coroléario 6.2.1. Seja (u, b)(+,t) solugcao de Leray do problema MHD incompressivel,

entao

t—o00

Hs(R?) — 0,
para todo s >0 e 2 <n < 4.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar na prova o Teorema de interpolacao 2.3.2, o qual
garante a desigualdade abaixo:

(e, b)(-, )]

Note que, podemos reescrever a desigualdade acima como

1— = s
ey < 1 0) ()i (20D )

15 s
11, O) s )l igsny < #7112, O)C5 )| ooy (28, ) )1 s
1-= m m
< ) [0 1) Dl

e precisamos da condigao v = 7, pois assim v =
Entao, dado € > 0, existe tog > 0 tal que

s

5, para s > 0 qualquer.

s 1-= m " _5) s
2ot B) )y < 0t B )iy [£ 100 D)) | ™ < e = e

pelos Teoremas 5.2.2 e 6.1.1 e Parseval. Logo,

t°/2||(w, b) (-, )|

HS(R”) — 0, t — Q.
O

Corolario 6.2.2. Dada solu¢do de Leray (u,b)(-,t) para o problema MHD incom-
pressivel, temos

lim #5 [ (w, b)(-, 1) L @n) = O,
t—o0
para 2 <n < 4.

Demonstragao. Comegaremos com o caso n=2.
Pela desigualdade de Sobolev (2.4.1), temos

(. B) (-, ) | e () < Cll(2,B) (-, )] o7 | (D, D) (-, )| .
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Entao, dado € > 0, existe £, > 0 tal que

1/2
£ (w, B) (-, )| Loy < Cl(w, 0) ()| oty (¢ 1D, D2B)(-, )| 2gry) - < Cet/2e/2

pelo Teorema 5.2.2 e Corolario 6.2.1.
Logo,
t1/2||(u7b)('7t>‘|L°°(R”) < OE: Vi > to.

Isto nos diz que
. 2
Jimn 131, ) 1) ey = 0

Os casos n=3 e n=4 seguem a mesma ideia. Entao provaremos estes resultados

simultaneamente.
Utilizando a desigualdade de Sobolev (2.4.1),

1/4 3/4
[ B) (- )| oe ety < Ol (e, b)) Loy | (D0, D2B) ()]
(2, B) ()l < Ol D, DB, )l oga
Logo, podemos reescrever as desigualdades anteriores como:
3/4
B, b) () o ey < Cl (2, B)( )| oty (¢ 11D, D2B) (-, 1) o)™
£(2,B) (-, )l ety < O (D% D?)(-, 1) o
Utilizando o Teorema 5.2.2 e o Corolario 6.2.1, dado € > 0, existe ¢ty > 0 tal que
34 (u, b)(-, 1) Leomsy < Ce /A3t = Ce,
t” (’U,, b)(, t)||Loo(R4) S Ce.
Com isso, temos
.8
lim 4] (2, B) (-, £) e = 01
Jim ¢4 1), 1) =) = 0
Ficando provado o teorema para 2 < n < 4. O

Corolario 6.2.3. Dada solu¢do de Leray (u,b)(-,t) para o problema MHD incom-
pressivel, temos

lim ¢33 || (w, b) (-, t) || La(erny = 0,

t—o0

para 2 <n < 4.
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Demonstracao. Pelo Teorema de interpolagao 2.3.1 para p=2, temos

1— 2

|| (u’ b)(? t)HLq(]R") < H (u’ b)(, t)HEQ(Rn) H (uv b)( )HLOO(]R”)

entao,

2

2 e 1-2
01 (w, B) (- )| Laemy < (2, B) (- )| 72y (tlg‘ (e, B)(-, 1) oo ey )

Note que, fazendo

Yoon
1—3_1’
temos
_n n
Y= 1_2_41

Pelo Teorema 5.2.2 e Corolario 6.2.2, temos que dado € > 0, existe ty > 0 tal que

2

) (D) Oy < 0D = > 1o,
Isto nos diz que

lim #4724 || (w, ) (-, 1) || Lagn) = 0.

t—00

]

Coroléario 6.2.4. Dada solugdo de Leray (u,b)(-,t) para o problema MHD incom-

pressivel, temos

lim ¢35 45 (D™, D"B)(- 1) gy = 0,
para 2 <n < 4.
Demonstracao. Vamos utilizar o Teorema de interpolacao 2.4.1, o qual diz que:
(D™, D™B) (-, )| ey < (D™, D™B) (-, )| oty (D2, D™ EB) (-, )| ol
Reescrevendo a desigualdade acima, obtemos

E (D™, D), ) ooy < (1D 2, DB, ) p2ary) - (721D, D™ D)) o))

com 7y = 7y + Vs.
Note que precisamos que

2’}/1 =



pois assim
= — + =
T Ty
Entao, dado € > 0, existe t, > 0 tal que

m n-—+m m
54‘

n
1 .

m n s m m 1/2
(D", D) Dllimry < (LD DB 1) 2

min + + 1/2 1/2 1/2
o (EF D D)) < = e 2

utilizando o Teorema 6.1.1.
Com isso,

lim ¢2 74| (D™, D"b)(-, )| Lo (mn) = 0.

t—o00

O

Coroléario 6.2.5. Dada solu¢do de Leray (u,b)(-,t) para o problema MHD incom-
pressivel, temos

lim 27572 || (D™, D™b) (-, )| paeny = 0,

t—o00

para 2 < n < 4.

Demonstracao. Nesta prova utilizaremos Teorema de interpolacao 2.4.1, entao

1—-2

2
I(D™ 2w, D™B)(-, 1) Lagny < [[(D™w, D™B) (-, )| £y (D72, D™ FB) (-, ) | oo

que pode ser reescrito, como:

(D", D) Dl pageey < (7 1D, D™B)(-, 1)l e )

x(ETEID D)) )

72 1—

QN

com 7y =1 + Y.

Tomando
n_m
2 2
q
e
Y2 MmN
1—2 2 Ty
q
teremos
m
Y= —
q
e



Desta forma
non

— = =+

Utilizando o Teorema 6.1.1 e o Corolario anterior, temos que dado € > 0, existe
to > 0 tal que

(D" D))y < (ED 70 DB (1))
< (B D DB D) < el
Logo,

lim 27572 || (D™, D™b) (-, )| pageny = 0.

t—o00
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Capitulo 7

Desigualdade Fundamental

A proxima desigualdade é o resultado mais importante do trabalho, pois com
esta demonstracao é possivel obter taxas de decrescimento melhores e estender o
problema de Leray. Uma observacao importante é que podemos resgatar alguns re-
sultados provados nos capitulos anteriores dessa tese. Lembrando que a desigualdade
utiliza técnicas desenvolvidas em [27].

Na demonstragao do Teorema 7.0.1, as desigualdades (7.3), (7.10), (7.22), (7.26),
(7.31) e (7.37) sao derivadas de forma andlogas ao item 1 do Teorema 6.1.1. Sendo
assim, omitiremos estas provas e usaremos estes resultados diretamente. Apds a

prova do Teorema 7.0.1, temos alguns corolarios.

Teorema 7.0.1. Dadas (u,b)(-,t) solugdes de Leray para o problema MHD incom-
pressivel, com 2 < n < 4, tal que, limsup,_, . t*||(w,b)(-, )| 2@n) < 00 para todo
a > 0, temos:

Tim sup t*+ 2 [[(D™w, D"B)(-, 1) 2(en) < K (0, m)C™? lim sup ]| (2, b) (-, )| 2eny
—00 —00

para todo m > 1, onde

e [s-1/2 : 1/2
K(a,m) min [5 jl;[o(a+j/2+5) :

Demonstracao. Ja sabemos oriundo da teoria de regularidade de Leray, que existe
t, > 0, tal que:

(u,b) € C*(R" X [t,,0))

<u7 b)(’ t) S CO([t*7 OO), Hm(Rn))v

66



V' m > 0. Vamos usar estas hipéteses e também que

lim [[(2t,B)(-. 1) 2y = 0 (7.1)

lim |(Du, DB, 1) g2(ary = 0, (72)

resultados provados em capitulos anteriores.
e Caso n=3

Multiplicando (1.1) e (1.2), por 2(t — to)?* ou;(x,t) e 2(t — )20 b;(x,t) para
d > 0 e m = 0, respectivamente. Apés integramos por parte em R"™ X [to,t] e
utilizando a hipdtese que V - u(-,t) = 0, obtemos

(8 = t0)** | (w, B) (-, )| Z2 ) +20/ to)**** | (D, Db)(-, 7)l|72 @ dr

< (204+5)/( — 10)* " (w, b) (-, 7)|Z2nydr, (7.3)

to
Vit>ty>t. e C=min{u,v}>0.
Pela hipétese
lim sup 1€/, ) (-, )| (e = Aofa) < oo,
temos

2 1(w, b) (- )| 72y < (No(@) +€)*, para t grande. (7.4)
Utilizando (7.4) em (7.3), segue
t
(t = t0)***° [, b) (-, ) | Z2(ger) +20/ (1 — t0)** ™| (Du, DB)(-, 7) |12 (@ dr
to

< (2a +6)(No(a) +€)? /t(r — to)2e 02 qr  (7.5)

to

Note que
(T — to) 20Ty =20 < (7 — t)0 7L, (7.6)

Entao aplicando a desigualdade acima em (7.5)

t
(t = t0)** || (w, ) (-, 1) [ 22y +2C/ (T — t0)***°[|(Du, Db) (-, 7) || 12(nydT

to

< (20 + 6)ola) + ¢)? / (7 — to)Y"ldr. (7.7)

to
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Resolvendo o lado direito da desigualdade anterior, temos

t
(t = 0)** | (w, b) (-, ) 22 +2C/ (T — t0)***°[|(Du, Db) (-, 7) || 2(nydT

’ PRY
< (2a+9)(Ao(a) + 6)2%, (7.8)

¢ PRY:
[ = 0D D) 1) g < 20+ 8)0ule) + 02 (19

Vt > to (to > t. suficientemente grande).

Derivando (1.1) e (1.2) em relacdo a D;, multiplicando por 2(t—t()2*** Dyu,(z, t)
e 2(t—to)2* 9 Dyb;(x, t). Integrando por partes em [tg, t] x R™ e utilizando a hipStese
que V - u(-,t) = 0, obtemos para t >ty > t, e m = 1:
t
(t = t0)* || (D, DB)(-, 1) |72y + 20/ (1 — t0)** ™ [(D*u, D*b) (-, 7) | Za(gnydr

to

t
< (2a+1+0) / (7 — 10)* | (D, DB) (-, 7)|[22(gemy I

to

(Du, Db) (-, 7) || L2mmy | (D2u, D2b)(-, )| L2y dT.

t
+K1 / (T - t0)2a+1+6H(u7 b)(a T)HL‘X’(R")

to
(7.10)
Pela Desigualdade de Sobolev dada em (4.1.2), vale
(2, B) (-, )| ez | (Det, D) (-, 1) [ 122y < Ol (w, B)(-, )| s (D, DB)(:, )||1L/22R3)
x||(D*u, D*B)(:, 1) | 2(za
(7.11)

Aplicando em (7.10)

t
(t = t0)** 0 (Du, DB)(-, 1) 22y +2C/ (7 — t0)** 0 (D*u, D*b) (-, 7) |2y dT

to

t
< (20+1+0) / (7 — 10)*|| (D, Db)(-, 7)oy I

to
t
K, / (1 = 10)2 2| (w, B) (-, 7) | ot | (Dt DB) (-, 7| oty | (D*2, D*B) (-, 7) 132 ey I
to
(7.12)
Pelos resultados (7.1) e (7.2), temos que dado € > 0, existe ¢y > 0, tal que V¢ >t
eC
(. B) (-, )| gy | (D, DB) (- 1) o7y < 128, B) (-, t0) | Ty .
> VK| (b)) | ot
(7.13)
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Entao (7.12), torna-se

t
(t = to)*** 2 (D, Db) (-, )[|72 ) +2C/ (T = t0)** 0 (D*u, D*b) (-, 7) | Za(gnydT

to

t
< ot 148) [ (10 (D, DO 7)o

to
t
+e€ C/ (7' - t0)2a+1+6’| (DQ’U,, D2b>(, 7') ||%2(Rn)d7-
to

(7.14)

Agrupando os termos anteriores que envolvem a derivada segunda e utilizando (7.9),

temos
(t — to)** || (Dw, Db)(-, t) || 72 (gny + (2 — € C/ to)** T (D*w, D?b) (-, 1) || 72 gy dT
1

—a+1+ 5)( ;— %) (No() + €)%(t — to)°.

20"
(7.15)

Segue da desigualdade (7.15) que

(t— 10D DB) ey < 520+ 14 ) 2D (0 (a) 4 02

20
2041+ 0) (20‘; Y (Ao(a) + €)?

(7.16)

IN

1
(2—6)0(

e

[ = 0, D) e < B DD ) -

i (2a+ 14 6)(2a + 0) YPRPRY,
S =T (Ao(a) +€)7(t —to)°,

(7.17)

Vit > tp.
Em um processo andlogo feito em (7.10) para m=1, encontramos para m=2 a desi-
gualdade:
t
(t = 10)** [ (D*u, D*b) (-, 1) T2 (m) + 20/ (7 = to)* | (D*u, D*b) (-, 7)|[72nydT

to

t
< (2a+2+49) / (1 — t0)2a+1+6”(DQUa Dzb)('» 7—)”%2(R")d7—

to
t
+K2/ (1 — t0)>* | (D*w, D*B) (-, 7) || 2y | (D, DB)(-, 7) || oo @y | (D, Db) (-, 7) || L2y

to

(7.18)
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Pelo (4.1.2), temos que

t
(t = t0)*****°||(D*u, D?B)(-, 1) |22y + 20/ (1 — t0)** **°|(D*u, D*b) (-, 7) | Za(gnydr

to

t
< (20042 +9) / (T — to)** (D, D*b) (-, 7) |22y dT

to

t
e / (7 = 10)* 25| (w0, B) (-, 7) | ot | (D, DB) (-, 7| oty (D2, D) (-, 7) 132 ey I

to

(7.19)

Utilizando (7.1) e (7.2) na desigualdade anterior, conseguimos a estimativa
t
(t = t0)** || (D*u, D?b) (-, 1) |72y + C(2 — 6)/ (T — t0)** *(D*u, D*b) (-, 7) | Za(gnydr
to
t
< (2o +2+49) / (T — to) 21| (D%u, D*b)(-, T)H%Z(Rn)dT.

to

(7.20)

Segue de (7.17)

t
(t = t0)** || (D*u, D?b) (-, 1) |22y + C(2 — ) / (T — t0)** 2 (D*u, D*b) (-, 7) | Za(genydT

to

t
< 2a+2+9) / (7 — 1) 24 (D2u, D26) (-, 7) |22 gy 7

<oty 223‘?% NRa+9) )\ (@) + Rt - to)'.
(7.21)
Finalmente por (7.21)
(t . t0)2a+2H(D2u, DQb)<-, t)H%2(]R") < (2a + 2+ (?{80&_—1;)10-]2 5)<204 + 5) ()\0(04> + 6)2
[ Db, D) ) g < EEEEE GBSO ) 4 20 - )

Prosseguindo nesse caminho, fazendo indutivamente para m=3,4..., obtemos no
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m-ésimo passo:

t
(t = to)*** ™[ (D™, D™b) (-, )| Farny + 20/ (7 — to)** ™ (D™ L, D™FI0) (-, 7) |2y AT

to

t
< (2a+m+9) / (1 — to)2a+(m_1)+5”(Dmua D™b)(-, T)H%Q(R”)dT
to

t
FR [ (7=t (D s, DB 7 e

[m/2]
X Z (D', D'B) (-, t)|| Lo rey || (D™ ', D™'0) (-, 7) || L2y T,

(7.22)

para t > to, K,, >0 e [m/2] denotando a parte inteira de m/2.
Param >3, 0 <1 <m — 3, vale a desigualdade de Sobolev:

(D', DB) = 0", D™ 10) e

< O (u, b)(., )IIL?(E@ I(D™#u, D'2b) (-, ¢ )II“QRn (D™, D™ HB) (-, 1) | 2y,

onde C' > 0.

Aplicando a desigualdade acima em (7.22), encontramos

t
(t = t0)>* "™ (D™, D™b) (-, 1) 72mn) +2C/ (1 — to)** ™ (D™, D™ ) (-, 7| T2y
to

t
< Cat+m+9) / (7 — b= (D0, D7) (-, 7)oy I

to

t
m a-T+m m m
+K,, <1+ [—D / (T—t0)2 * +6||(D HUaD +1b)('a7)H%2(R")
to

2
N 142 1+2 e
|| (2, 8) (-, )| a{ ) 1 (D71, DTEB) (-, 7) | oy AT
(7.23)
Nessa etapa, sabemos que vale
1 m
2a+m m m 2 . 2

(7.24)

e

t 51 m .
[ (7_ _ t0)2a+m+5||(Dm+1'u,, Dm+1b)(-’7—)||%2(Rn)dT < W [H(QO{ +7+ (S)

X (Ao() + €)*(t — to)’,
(7.25)

J=0
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parat >ty em > 1.
Reescrevendo a desigualdade (7.24), temos

m

[J(e+i/2+6)"

Jj=0

1
[(2 —e)C)m/2

(t — o)™ ™| (D™ u, D™B)(-, 1)|| 2 ny < 5172 (Ao(a) +€).

E ainda para § > 0, 0 < € < 2, vale

(t = to) ™2 (D™, D™B)(-, 1) | p2(n) < K (, m)C"™ 2o (01),

com

>0

K(a,m) = min [51/2 [(e+34/2+0)"7

Jj=0

Note que podemos escrever

bt a+m/2
o2 (—) 1D, D) (&) [y = (= to)™™2[[(D™w, D"B)(-s )| oy

t
< K(a,m)C™™2)\g(a).

Fazendo t — oo e como € é arbitrario, temos

limsup %472 | (D™w, D"b) (-, )|l 2y < K (0, m)C 2 Aq(a),

t—o00

ou seja,

lim sup t“7™/2|| (D™, D"b) (-, )| 2@y < K (o, m)C~™ limsup t*||(w, b) (-, t) || 2 (@n),

t—o00 t—o00

0 que prova o resultado para n=3.
e Caso n=4

Comecamos multiplicando (1.1) e (1.2), por 2(t—to)?* ou;(x, t) e 2(t—to )2 by (x, t),
respectivamente, depois integramos por partes em [to, ] X R” e utilizamos a hipdtese
V - u(-,t) =0, com objetivo de obter para t >ty > t. e m=0 a desigualdade:

t
(t — t0)****|(u, b)('vT)H%Q(Rn)_’_QC/ (7 — t0)***°||(Du, DB) (-, 7) || T2 (genyd

to

< (20 +9) / (7 — )25 (21, b) (-, 7) |22 g I, (7.26)

to
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Vit>ty >t e C=min{u, v} >0.
Pela hipétese (7.4) , obtemos

t
(t = t0)** [ (w, b) (-, )| 72 e +20/ (7 — t0)***°||(Du, Db) (-, 7) || 72y dT
to

t

< (2a0+ 0)(Ao(a) + 6)2/ (T — to)?* o1 r=22dr. (7.27)
to
Como
(7_ _ t0)2a+6—17_—2a < (7_ _ t0)6—1’
temos que (7.27), torna-se

t
(t = t0)2 ]| (1, B) (-, ) [22(n, + 2C / (7 = 10)* | (D, DB)(:, 7) [z nyd

to

< (2a+ 8)(No(a) +¢€)? /t(r —to)°tdr. (7.28)

to

Resolvendo a integral no lado direito, temos

t
(t = 10)** "l (w, ) (-, ) | Farny + QC/ (7 — 10)***°|(Du, Db) (-, 1)|[72(gnydr

< (2a+6)(No(a) + e)Q(t_Tto)&. (7.29)
Donde segue
t EFRY)
[ = 0D D) ) < 52+ 8)o(a) + 2 (730

Vt > to (to > t. suficientemente grande).

Derivando (1.1) e (1.2) em relagdo a D;, multiplicando o resultado obtido por
2(t — )2 O Dyuy(x,t) e 2(t — to)?* Db, ), respectivamente e entdo inte-
grando por partes em [tg,t] x R" e utilizando a hipdtese V - u(-,t) = 0, obtemos
parat >ty > t, e m = 1, o seguinte:

t
(t = to)** 0 (Du, DB)(-, 1) 72z +20/ (T — t0)** 0 (D*u, D*b) (-, 7) |2y dT

to

t
< (20 +1+90) / (7 — t0) 2+ | (D, DB) (-, 7)|[22 gy I

to

t
+K1/ (7 = t0)** I (w, ) (-, 7) | 1z | (D, DB) (-, )| gy | (D, D*B)(-, 7) | 2y AT

to
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Utilizando em (7.31) a Desigualdade de Sobolev 4.1.3, param >1e0 <[ <m—1:
1. B) (s D)l sy | (D, ) ) sy < C (D, DB, )y I (DPat, D), 1)

onde C' > 0, temos

t
(t = to)** || (Du, Db)(-, )| +2C/ (T — to)** (D, D*b) (-, 7) |72 oy dT

to

t
< (2a+1+90) / (7 — 6)* | (D, D) (-, 7) |2y I

to
t
+K1/ (7 — t0)** || (D, Db) (-, 7) || 2n || (D*w, D*B) (-, 7) |72 gy -
to
(7.32)
Pelo resultado (7.2), vale
eC

H(D’U,, Db)(, t)”LQ(R”) S F,Vt > to.
1
Aplicando em (7.32) temos
t
(t = t0)*** || (D, Db)(-,1) |2y + 20/ (7 — t0)** 0 (D*u, D*b) (-, 7) [ 2y dT

to

t
< (20+1+4) / (7 — 10)** | (Dat, Db) (-, )| gy

to
t
LeC / (7 — 1)1 (D?u, D?b) (-, )2 gy
to
(7.33)

Agrupando as integrais da desigualdade anterior que envolvem as derivadas de se-
gunda ordem, obtemos

t
(t = to)** || (D, DB) (-, )|[F2mmy + (2= C [ (7 = to)* T (D*u, D*b) (-, 7) | T gnydr
(R") (R")

to

t
< (20+1+0) / (7 — 10)* 0| (Dat, DB)(-, 7)|[2 -

to
Pela desigualdade (7.30), chegamos a

t
(t — to)** ™| (Du, Db)(-, t)H%Q(R") +(2- 6)0/ (1 — to)** ™| (D*u, D*b)(., t)”%Q(R")dT

to
o (t—t)°

1
< %(204 + 14 8)(2a+ §)(Mo(a) +¢€) 5

(7.34)
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Segue da desigualdade anterior que

20+1+446 1 2 (t — t0)5
(t —to) ||(Du, Db)(, )||L2 Ry < —C(2a+1+5)(2a+5)()\0(a)+6) 5
entao
(1 = 1) (D, DY, ) ey < 20+ 146) 2D (0g(0) 02
< ﬁ@a +1+ 5)@@0(@) + €)% (7.35)
E também

[ = D%, D) < DB ()1 21— 1)

i (2a+ 14 6)(2a + 0) YPRPRY,
< 52— o) O] (Ao(a) +€)7(t —to)°,

(7.36)

Vit > to.

Prosseguindo nesse caminho, fazendo indutivamente para m=2,3..., obtemos no

m-ésimo passo:

t
(t = t0)** ™ (D™, D™)(-, 1) [ 2(er) +20/ (7 — to)** ™ (D™ L, D™ FUb) (-, 7) || L2y AT

to
¢
< (2a+m +9) / (1 — t0)2a+(m71)+6”(DmUa D"b)(-, 7')”%2(11@71)517'
to

t
LK. / (7 — to)? ™45 (D™, D) (-, 7) | 2y
to

[m/2]
X Z (D', D'b) (-, 7)|| aemy | (D™ ', D70 (-, 7) || a oy T,

(7.37)

para t > tg, K, > 0 e [m/2] denotando a parte inteira de m/2.
Temos que vale pela Desigualdade Sobolev 4.1.3, param >1e0 <[ <m — 1:

I(D"u, D'B) (-, 1) 1 [ (D™ 1, D™ 'B) (-, ) || e
< [(Dw, DB) (-, )| e (D™, D™HB) (-, )| 2y

onde C' > 0.
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Aplicando em (7.37) tal desigualdade, obtemos

t
(t = to)* ™ ||(D™w, D™b) (-, ) ||72(gn) + 20/ (1 — to)?* TN (D™, D™HB) (-, 7) 172y dT
to

t
< (2a+m+4) / (1 — to) IR (D™, D™B) (-, 7) | Fo gy dT

to

t
+ Ko (1+ [m/Q])/ (7 = t0)** ™ [[(Dw, Db) (-, )| 2y [| (D™ e, D™ 10) (-, 7) |72y

to

Note que
(t = to)** ™ |(D™w, D™B) (-, ) | Ta@n) < 75— T I H 200+ j + 6) (Mo(@) + €)?
7=0
(7.38)

e

' 2 5 1 1 9 (5 1 k
/to (1 — to)>* ™ (D™, D) (-, ) |72y AT < o @ g HO (204 j + 6)

]:

x(Xo(a) + €)*(t — to)’,
(7.39)

Vi>toem> 1.
Logo para t suficientemente grande, dados § > 0 e 0 < € < 2 arbitrarios, podemos

reescrever (7.38) como:

(Ao(a@) + €),

(7.40)

(1 = to)* ™| (D™, D"B)(- ¢ mmmn_éw%mﬂ[IIa+ym+wlﬂ
7=0

onde

K(a,m) = min [51/2 H(a +/2+6)12

5>0 .
j=0

Podemos reescrever (7.40), como
(t - to)a—’_m/Q” (Dm'u” Dmb)(a t) ||L2(R") < K(a7 m)c—m/Q/\O(a)7

e ainda,

bt a+m/2 -
gortm/? (TO) 1(D™w, D™b)(-,1)|| g2y < K (0, m)C™2\o(0).

Fazendo ¢t — oo, chegamos que

lim sup 17472 (D™, D™b)(-, ) g2y < K (0 m)C™2 limn sup 2] (1, b) (-, )| e,

t—o00 t—o00

vale para n=4, fechando a prova do resultado. O
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Corolario 7.0.2. Dados o > 0 e s > 0, entao

(4) limsup /2 (w, b) (-, 1)

t—o00

e (rn) < OO
se tiwermos limsup,_, . t*||(w, b)(-, )| L2(mn) < 00.

(74) lim sup t*7*/|| (w, b) (-, t)|

t—o00

s = 0,
se tivermos limsup,_, . t*||(w, b)(-, t)|| L2(rn) = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema de interpolagao 2.4.2, temos

1—5

(2, B) (5 )| s gy < 112, B)C5 )| (o 1 (28, B) (5 ) o

entao, reescrevendo esta desigualdade, chegamos a

i I-m .z ”
012 B)C Dl < [ N B) ) g [65 11a, B) 1)y | (7.41)
onde v = v, + 7s.
Note que devemos ter

n__q, = :Oz(l—i)
1-= ! m
m

e

Y2 m m., s

= = — == —)—.

% o+ 5 Y2 (Oé+ 2)TTL

Com isso, obtemos

S
’7:’71+72:Oé+§.

Entao (7.41) torna-se

S
m

at+3 o -2 [ gq4m
5 (10, 0) o) ey < (71028, B) (58 2y ] 7 [ (28, 8) () ey
Fazendo t — oo, aplicando a hipdtese

hItIl sup taH<u7 b)(7 2f)”LQ(]R") <00
—00
e o Teorema 7.0.1 inferimos que

lim sup ta+§ ||(’U,, b)(7 t)|

t—o00

HS(R”) < Q.
E usando novamente a hipdtese
lim sup t*[|(w, b) (-, 1) || L2rny = 0,
t—o00

e o Teorema 7.0.1, temos que

lim sup 7% [|(w, b)(., 1)

t—00

Hs(R?) — 0,

para todo s > 0.
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Capitulo 8

Apeéendice

8.1 Desigualdades Relevantes

Abaixo, segue a prova das propriedades utilizadas como Lemas nos capitulos
anteriores. Lembrando que essas propriedades sao demonstradas utilizando as de-
sigualdades (2.4.1) e (2.4.2) de Sobolev e que as constantes representam diferentes

valores numeéricos.

Lema 8.1.1. Para n=2,
(1) (1, b)l| oo ey | (D, DB) || 2y < C|l(w, b)|| 20 | (D2, D?B) | 2y,
(2) 11(, B)|| oo ) [[(D*, D?b) | 2emy < Cl(w, b) || 2@ | (D?1, D?b)]| 12,
(3) l[(Dw, Db)|| oo my |(Dw, Db)|| 2wy < Cll(w, b) || z2@ny || (D, D*B)|| 12 gy
Em geral, param >2,0<1<m—2:
(D', D'B)|| oo @y || (D™, D™ 7'B)|| p2mny < C||(w, b)|| 2y [|(D™F w, D '0) || 12 ().
para C' > 0.

Demonstrag¢ao. Para a prova do item (1), considere as desigualdades de Sobolev
(2.4.1) e (2.4.2), referentes a dimensao n=2 e a defini¢ao (2.1):

(i) = [, b)) < Cll(w, )| otem | (D*, D*b) | 555,
(i)) = [|(Du, Db)||r2@e) < C|l(t, b) 55z [|(D?u, D?B)| o5
Por (i) e (ii), temos:

1/2 1/2
(28, B) | oo o | (D, D)2y < € {12, B) | g 1D, D) ey

1/2 1/2
x ' |(w, B) | gy (D2, D?B)| ot
< O ||(uw, )| 2@ || (D, D?B)| 2@y,
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o que prova o item (1).
Para a prova de (2), iremos utilizar a desigualdade (i) e também

1/3 2/3
(iii) = [[(D*w, D*)|| 2y < C|l (1, b)] o5 | (DPu, D*B)[[ 757

Logo
2 2
1(w, B) | oy [ (D*, D) || 2y < Cl (14, B) | o5 | (D, D2B) || ot || (D, D?B)]| 2z
1/2 3/2
= Cl(w, b)]| £g I(D?u, D?b) |3t
1/2 1/2
< Cl(u ,b>uLéRn 1(w, B) |tz || (D, D*b)]| 2
< Ol (u, b)|| 2y | (D>, D*b)|| 12ny.

E por dltimo, provaremos (3), utilizando o item (1) para (Du, Db), (ii) e (iii).

| (Du, Db)| Lo mn)|| (Dw, Db)|| 12 (mn)

< Cl(Du, Db)|| oo | (w, B) || e | (D, D2B)| 550

= C||(Du, Db)| oz [| (1, B) | 5t | (D*, D2B) [ 2 ey (D, D?B) | 2s

< Cl(Du, Db)| 2@ | (D*, D*b)|| 2 || (w, B) | ot || (D*w, D?b)| a2

< C|(Dw, Db) || g2y || (D1, D) | 2yl (1, B) | Yoty [ (. B i | (D, DB)| 270
< C[(w, )| ot 1D, D2B) | oty (D28, D?B) | oy | (28, B) [ ot 1 (20, B) | 2 e

X [[(DPu, D*)|| 25,

1/2
C (2, B) [ Yot (2t B 1} | (D28, D*B)| 2 | (D10, D) | g | (20, B) |7
| (at, B | 2o | (D, D) || 2

= C|/(u,b)| 2z || (D*w, D*b)|| 2.

Continuando o processo, pelas desigualdades (i) e (2.4.2), temos:

I (D'w, D'B)|| o (e

(D™ ', D7) || 2 ey

1/2 1/2 m— m—
< C[(D'u, D'B) || ot | (D2, D26) |5 (D™, D™ 1b) | 122y
+1 m—1
1/2 1/2 m—+1 m m m—+1
< 0||<Dlu,le>HLé(Rn 1D, D"2b) | ot I (e, b>uL;(Rn |(D™ ', D “b)nL;(Rn
m m m m 1 2 m
< C(||(u, b)HLQagn)H(D tlu, D +1b>r\L2+§n)>1/2|\<Dl+2 D) gy | (u, b>nL;@§n
m-+1 m-+1 m
X |(D™*u, D™ b>HL;;W
Sns mtly, pmtl ey e mtly, pmtl TToN\1/2
<O b) | 25 (D™ e, D)2 (1 (. B) | iy | (D™ s, D b)HLQ Rn

SIS+ 3 m+1 mA1 gy || Zom D) D)
= Cl[(u, )| zipn) [(D™* u, D)5

= Cl(w, b)l|2@n) | (D™ ', D™ *b) | 2,
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ou seja, que vale:

(D', DB ey (D™t D™0) [ 2y < C(18,6)z2a) | (D™, D410 23,

param >2,0<I<m-—-2eC >0. O]

Lema 8.1.2. Para n=3,

(1) [l (at, b) || oo ey [| (D, DB)|[ sy < C| (1w, b) [ o5y | (D, DB) | o5y (D, D2b)| 25y

(2) [1(B) | e (e[| (D20, D*B) || 2y < Ol (1, B) | g || (D2, DB) || ot [1(DP2t, D) | 2y

(3)  [I(Du, Db)|[ o=z |(Dut, Db)|[ 2y < C|(, b) || oty (D, DB)|| o | (D0t D) [ 2,
(4)  [[(Dw, Db) | e (g | (D14, D*B) || 2y < O (1, B) [z || (D22, DB) | Fats [|( D24, D*B) | 2
(5) 1(D*w, D?b)|| oo ()| (D*, DB)| 2y < C|l (14, b)[ (g [|( D2, DB)|| o [ (D, D?B)|| 2

Em geral, para m > 3,0<1<m—3:
(D DB " D™ ) e
< O|(uw, b)IIL?%n I(D™ 2, D’“b)lljﬁiw I(D™* , D™ 1D) [ 2,
para C > 0.

Demonstragao. Para n=3, temos pelas desigualdades (2.4.1), (2.4.2) de Sobolev e a
defini¢ao (2.1):

(i) = [1(w, )|z < Cll(w, b)|| Faigo [1(D*tt, D*B) [ty
(i)) = [|(Du, Db)|| 2@y < C|l(, b) 55z [|(D?u, D?B) || 5.

Entao segue de (i) e (ii),

I (@, b)|[ oo ) | (Dwt, DB) || 2

4 4
< Cf(u, b))} Rn)r\w?u D?b)||7a (D, DY) || 1220y
1/4 3/4 1/2 1/2
= O, b)|| oz [|(D*t, D?B) [ Vst | (D, DB)|| sty | (D, DB)|[ 7
1/4 3/4 1/2 1/4 3/4
< Cll(w, B)[| g | (D2, D?B) [y || (D >HLé a1 (2, 0) | ot | (D, D?0) [ (s
1/2 2
= Cll(u, b))% g [|(D, DB)|| ot [ (D*w, D?B)]| 2 e
o que prova o item (1).
Para a prova da segunda desigualdade, considere
(i) = |(D*w, D?b)| 2y < Cll(D*u, D) ot | (D, D*B)|[ ot
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Entao por (1), (i), (ii) e (iii), segue

< C)[(w,b)||pem | (D*u, Db >||;/fw 1D, D*b)|[ (g
< Ol (w )12 o 1w B[ o (D2t DB)| Lot | (D, D) e
< Cl(w, b)[12 oy (20, B e | (D20, D[ oty (D28, D?B) [ 2y | (D, D) 1215
X [[(DPu, D*0)|[ ot
< O, B[ty 128, B[ty || (D DB) [t (D, DB ot | (D, D)t
X [(D*u, D?b) || afy | (D, D*b)|| ot
< O, )| st | (D, D)t [|(D?u, >H”2Rn 1, )| st | (D2, DB)|[ (g
X [(D, D*0)|[ st | (D, DB)| 1o | (D, D*B)[ 5
< Cll(w, b)| oty (D, DB)|[ iy [ (Du, Db >HLz<Rn>.
Agora iremos provar os proximos itens, utilizando (1) para (Dwu,Db), (ii) e (iii),
I (Dw, Db)|| oy | (D, DB)| 2y
< C|[(Dw, Db) || o un)[| (2, B) | ol (D00, D) T
< C|[(Dw, Db)| oty (D*tt, D*0) | ot (1, B) | g || (D2, DB)|[
< Cl[(Du, DO)| ot | (D*ut, D) [ Vot [l (. ) |t | (D, Db)H”‘*Rn)H( *u, D) ot
= C||(w, b) | sl | (D, DB) || ot | (D20, D?B)|[ 123
I (D, Db)| )| (D, D*B)] 2y
= C[[(Dw, Db)|| o= (zn) | (D, DB) || o5y (D, D) o5,
< C|[(Du, Db)|| sz (D, D*)[ s [ (D*w, D*B) | G || (D, D?B)I|
< Cl(Du, Db)|| i [|(D*ut, D*6) |3ty (D, D2B) | 55 | (Dtt, DB)|[ Loy (D22, D) Loty
= C||(Du, Db)| st [(D*u, D?b)|| st [|(D*2t, D*B)]| 2z
< C|l(Du, Db)|[ st [|(D*t, D*B)[| g [|(D*, DB) | 5 (D, D*B) |50
< Cll(w, B)|| o | (D, D?B) |55 [ (D, D?B) |2y | (D', D*B)|
< Ol B) | Lo | (D2, DB | ot | (2, B (D D) [
< CJl(w, )| 1 (D, D?B) [ oty (D, D*B) [ 2.
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Continuando o processo, usando as desigualdades (i) e (2.4.2), temos:

I (D', D'b) | e e[| (D™, D™ '6) [ 2y

1/4 3/4 m— m—
< C[[(D', D'B) || fogsny | (D20, DF26)|[ o | (D™, D™ 10) | 2y

1/4 3/4 m—+1 m m m—+1
< O|(D'u, le)HLé(Rn 1D, D"2b) | ot I (e, b>uL;(Rn |(D™ ', D “b)HL;(Rn

m+1 m m P 3/4 'rf’L+11
< O(l(w,b)| 5 ;W)H(D tlu, D +1b>||L;Rn)>1/4||<Dl+2  D20) |t |1 (2, B)| (e
x (D™, Dm“b)IIZ?ﬁgn
sl 142 4220115 +1 +1 m_%]

= Cll(u,b)ll 2@} 1D 20, D262, o [|(D™ aa, D™ 0) | 5

1mmgl (1 5)
= Cll(w,b)llogny (D 2w, D2b)|| g | (D Dl“b)lle(Rn

m—§]

x (D™ Dm+1b)||L’3*]‘1§n), Be(0,1).

1 m+3i+ —1—1
= Ol b)) (022, D) G ot B) i (D™, D7) )5
37

% H(Dm-i-lu Dm+1b)H m+1 )

L2(Rn)

Note que queremos:

3. j+2 m-% , U 41
4" m+1 m+1 , Isto &, %94-%6(’)

Com isso, temos:

|| (DZ’U, le) ||L00(Rn) || (Dm_lu, Dm_lb) ||L2(Rn)

1+3/2

< Cll(u, b)|| S 1D, D”zb)l\ff(w (D™, D™ F1b)|| 2y,
param >3,0<I<m-—-3eC >0. O]

Lema 8.1.3. Paran=4, m>1, 0<[<m—1:
|(D'1t, D'B) | sy | (D1, D™ 6) [ 11gsey < C[ (D, D) g2gany (D™ 0ty D™ 10) | e

para C > 0.

Demonstra¢ao. A prova deste Lema segue diretamente da Desigualdade de Sobolev
para n=4, dada por

[(w, 0)|| Lawny < [[(Du, Db)|| 2.

82



8.2 Projetor de Helmholtz

Nesta se¢ao iremos comentar sobre alguns resultados e propriedades do projetor
de Helmholtz.

Teorema 8.2.1. Seja [ = (f1,..., fn) € LY{R™), comn > 2, 1 < q < oo. Entao,
existe p € L] (R™) com Vp € LIY(R") e fo € LL(R™), unicamente determinados,

loc

tais que

f - fO + Vp?
| follzany + |Vl La@ny < O fllLamn)-

Definicao 8.2.2. Seja f € LY(R™), considere a decomposi¢ao anterior. Com isso,

definimos o projetor de Helmholtz como:

Py LYR"Y) —s Li(R")
f — fOZ]P)H[f]a

para 1 < ¢ < oo.

Um dos resultados principais deste projetor e que foi utilizado no texto é a pro-

priedade de comutar com Heat Kernel, ou seja,
Pyle"?u] = " [Pyu), Vu € LIR").

Abaixo seguem outras propriedades e teoremas:

o Py ¢ linear,

o Py ¢ limitada(Py € B(LY(R")),

o P2, = Py,

e V.P(u) = 0, no sentido das distribuigoes.

e P é continuo.

E ainda, vale a ortogonalidade do projetor em L?, de modo que Py : L?(R") —
L2(R™) satisfaz

1P ()| 2@y < [lwl|L2@ny-

83



Demonstragdo. Seja u = Py (u) +w, com Py(u) € L2(R"), w € Go=[Vp:p €

L} (R"),Vp € L*R") ] C L*(R") e L2(R") L G,. Entao,
||u||%2(R”) = ||PH(U)||%2(Rn) + ||w||%2(R")7
logo
s ()72 gy < llwllZan)-

]

A prova que o projetor comuta com Heat Kernel, segue como consequéncia do
seguinte resultado:

Teorema 8.2.3. Seja 1 < g < oo, u € LYR") com Dju € L (R") com 1< ¢ <
oo. Entao

D;Py(u) = Py(Dju) € L (R™).

Teorema 8.2.4. (Desigualdade do Laplaciano)
Seja 1 < q < oo. Sendo uw € L}, (R") com Au € LY(R") entdo:
sew € LP(R™) para algum 1 < qo < 0o, entao D*u € LI(R"™) e

| D*w| paeny < C(n,q)|| At|| oggny.

Corolério 8.2.5. (Comutatividade com o Laplaciano)
Sejam 1 < g <oo, 1 <g<ooeu € LIR") tal que Au € L=(R"™). Entdo

Demonstragao. Pelo Teorema 8.2.4, temos D*u € L%(R"). Dai, sendo ¢; € (1,00)

dado por
L_11, 1,

@ 2'q @

temos, pela desigualdade de Sobolev (2.4.2),

1/2 ‘D2u”1/2

D] g gmy < K]l L2 (Rn):

()|

Segue entao, pelo Teorema 8.2.3 (aplicado duas vezes)

APy =Y Dj(D;Py(u ZD (Pu(Dju)) =Y Py(D;Dju) = Py(Auw).

J J

Teorema 8.2.6. (Comutatividade com o Heat Kernel)
Sendo 1 < g < 0o, v > 0, entdo

Pyle’u] = e [Pyul, Vu € LYR™),Vt > 0.
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Demonstragio. Sejam v(-,t) = e"Au e w(-,t) = 2Py (u).
Entao v, w € C°([0, 00), LY(R")) e

v, = vAv, v(-,0) =u

w; = vAw, w(-,0) =Py (u).
Temos que provas que w(-,t) = Py (v(-,t)) Vt > 0.
Seja z(-,t) := Py (v(-,t)). Temos que mostrar:
z(,t) = w(-,t).
Como v(-,t)) € C°([0,00), L{(R™)) e Py : LY(R") — LIL(R") ¢é continuo, entao

z(-,t) € C°(]0, 00), LY(R™)).

Mostraremos a seguir que z(-,t) = vAz(-,t) Vt > 0.
Como
Z('? 0) = PH(”("? 0)) = PH(“’) = w(" 0)7
resulta daf (pela unicidade das solugoes da equacao do calor em C°([0, c0), L4(R")))
que
w(-,t) = z(., 1),
demonstrando o resultado. Para mostrar que z; = rAz, podemos proceder como

segue.
Dado t > 0 (fixo), tem-se

||%[z(.,t +h) —z(,t)] = Pu(ve(-, )| Lorr)

v(.,,t+h)—v(.,1)
h

= [[Px — (s D] lzo@ny = 0 (8.1)

ao h — 0, visto que

’U(.,t—|— h) - ’U(.,t)
h
(pois v(.,t) = e"Au) e Py : LY(R") — LL(R") é continuo. Portanto, z;(-,t) existe
e é dado por z;(-,t) = Py(v.(-,1)).

Entao,

— vy(.,t) em LI(R")

2( 1) = Py(vi(-,1)) = Py (vAv) = vPy(Av(., 1)) = vA(Py(v(-, 1)) = vAz,

pelo Corolario 8.2.5. O
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