UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

Programa de Pos-Graduagao em Fisica

Codificacao de Sequéncias Temporais em

Padroes Espaciais em Redes Neurais

Nathalia Mariath Cristimann

Dissertacao de mestrado realizada sob ori-
entacdo do prof. Dr. Marco Aurélio Pires
Idiart e apresentada ao Instituto de Fisica da
UFRGS como requisito parcial para obtencao

do titulo de Mestre em Fisica

Porto Alegre - Brasil
2019



CIP - Catalogagao na Publicagao

Mariath Cristimann, Nathéalia

Codificacdo de Sequéncias Temporais em Padrdes
Espaciais em Redes Neurais / Nathalia Mariath
Cristimann. -- 2020.

82 f.

Orientador: Marco Aurélio Pires Idiart.

Dissertacdo (Mestrado) -- Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Instituto de Fisica, Programa de
Pb6s-Graduacdo em Fisica, Porto Alegre, BR-RS, 2020.

1. meméria de trabalho. 2. redes aleatdrias. 3.
comunicacdo sincrona-assincrona. I. Pires Idiart,
Marco Aurélio, orient. II. Titulo.

Elaborada pelo Sistema de Geragdo Automatica de Ficha Catalografica da UFRGS com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).




Agradecimentos

Agradeco ao meu orientador, prof. Dr. Marco Aurélio Pires Idiart, e aos orien-
tadores com quem trabalhei durante a graduacao, prof. Dr Carlos Felipe Lardizabal
(Instituto de Matematica) e prof. Dr. Luis Gustavo Pereira (Instituto de Fisica).
Agradego aos meus familiares, colegas e amigos. Em especial, agradeco aos amigos
Giovani, Murilo e Lucas pelas conversas e reflexdes que ocorreram recentemente.



Resumo Simplificado

Neuronios presentes nos cérebros de mamiferos recebem milhares de sinais de
entrada. Essas células, que sao responséveis por representar e transmitir informagoes,
geram sequéncias de disparos em diversos padroes temporais, e ha evidéncias de
que diferentes redes neuronais cerebrais podem ter formas distintas de manter in-
formacgoes. Dois referenciais tedricos sao frequentemente utilizados para modelar a
funcao de memoria no cérebro: buffers de memoria de trabalho e redes atratoras
recorrentes. No presente trabalho, é proposto um modelo de comunicagao entre es-
sas diferentes formas de processamento e armazenamento de informacao. O modelo
consiste em uma estrutura neural composta por dois buffers de memoéria de trabalho
e uma rede recorrente, que faz a traducao de uma sequéncia de elementos para um
padrao espacial. Quando as conexoes entre os neurdnios da rede recorrente sao tais
que as ordens de todos os pares de elementos da sequéncia de entrada sao compara-
das, o processo de codificagao resulta em uma sequéncia de saida idéntica a sequéncia
de entrada. Entretanto, o mesmo pode nao ocorrer quando a rede recorrente possui
arquitetura aleatoria. Nesse trabalho, iremos estudar o comportamento do mod-
elo proposto para diferentes conectividades da rede recorrente, considerando redes
aleatorias construidas de acordo com quatro modelos distintos.

Palavras-chave: modelos de redes, buffers de memoria de trabalho, comu-
nicagao sincrona-assincrona



Resumo

Ha evidéncias de que diferentes redes neuronais cerebrais podem ter formas dis-
tintas de manter informacoes, tanto em termos de mecanismo quanto de codificagao.
Em particular, quando se modela a funcao de memoria no cérebro, dois referenciais
tedricos sao frequentemente usados: redes atratoras recorrentes e buffers de memoria
de trabalho baseados na biestabilidade. Neste trabalho, propomos estudar o acopla-
mento funcional entre diferentes mecanismos de armazenamento e processamento
de informacao, focalizando o caso especial de uma arquitetura neural composta de
dois buffers de memoéria de trabalho e uma rede recorrente (RNN) que é capaz de
manter memorias de longo prazo como atratores. A sequéncia temporal que chega
do buffer de entrada é armazenada como um padrao espacial na RNN, e depois de-
codificada como um padrao temporal no buffer de saida. Analisamos a questao que
diz respeito a possibilidade de uma estrutura de rede aleatéria na RNN ser sufi-
ciente para garantir a transferéncia de informacao entre os dois buffers. Exploramos
quatro modelos de conectividade aleatoria: Erdos-Rényi (ER), Watts-Strogatz (WS),
Newman-Watts-Strogatz (NWS) e Barabasi-Albert (BA). Usando como métrica para
o erro de codificacao a distancia de edicao entre as sequéncias de entrada e saida,
mostramos que os modelos de conectividade que correspondem a redes com pro-
priedades de pequeno-mundo sao mais eficientes do que os outros modelos.

Palavras-chave: modelos de redes, buffers de memoéria de trabalho, comu-
nicagao sincrona-assincrona



Abstract

There are evidences that different brain networks may have distinct forms of
holding information, both in terms of mechanism and coding. In particular, when
modeling memory function in the brain, two theoretical frameworks have been used:
recurrent attractor networks and bistability based working memory buffers. In this
work we propose a mechanism using inhibitory competition that provides a satis-
factory functional coupling between such different forms of information storage and
processing. We focus in the simpler case of a neural architecture comprised of two
working memory buffers that interact via a recurrent neural network (RNN) that is
capable of holding long term memories as attractors. The temporal sequence coming
from the input buffer is stored as a spatial pattern in the RNN, and subsequently
decoded as a temporal pattern in the output buffer. We address the question of
whether a random network structure in RNN could be sufficient to guarantee infor-
mation transfer between the two buffers. We explore four models of random connec-
tivity: Erdos-Rényi (ER), Watts-Strogatz (WS), Newman-Watts-Strogatz (NWS)
and Barabasi-Albert (BA). Using as a metric for the encoding error the edit distance
between the output and input sequences, we show that the connectivity models which
correspond to networks that have small-world properties are more efficient than the
other models.

Keywords: network models, working memory buffers, asynchronous to syn-
chronous communication
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1 Introducao

O armazenamento e a recuperacao de sequéncias de informagoes sao processos
fundamentais para percepgao e cognicao. Visto que diversos tipos de estimulos de
entrada que chegam ao cérebro envolvem sequéncias de informacao na qual a ordem
é importante, como a fala e a misica, sao necessarios processos de traducao de in-
formagao que garantem nao somente a identidade dos elementos de entrada, como
também a ordem em que ocorrem. Além disso, processos de comunicagao internos
no cérebro também podem envolver sequéncias temporais [30, 36].

Existem evidéncias da utilizacao de buffers baseados em um esquema de mul-
tiplexagao temporal pela memoria de trabalho no cérebro [26,52]. Esse esquema é
organizado por oscilagoes teta (com frequéncia entre 4 e 7THz) e gama (30-90Hz),
de forma que representacoes de até ~ 7 itens em uma ordem definida podem ser
codificadas por multiplos ciclos gama acoplados em um ciclo teta [38,40]. Nesse
tipo de codificacao temporal, uma sequéncia de itens é representada por diferentes
padroes de disparos sincronos, cada um deles em uma fase diferente da oscilagao
teta. A proporcao entre os periodos das duas oscilagoes em questao determinam
aproximadamente a capacidade méaxima de armazenamento do buffer.

Redes atratoras recorrentes armazenam informacoes nas conexoes sinapticas e
a memoria é uma propriedade de rede. Por outro lado, os buffers de memoria de
trabalho podem se basear em propriedades de célula tinica e ter uma capacidade de
armazenamento muito menor que pode ser contornada por um codigo de multiplex-
acao como o codigo temporal teta-gama. Além disso, embora seja provavel que redes
recorrentes apresentem um estado assincrono irregular [10], o mesmo pode nao ser
verdade para os buffers de memoria de trabalho do tipo teta-gama, em que a sincro-
nia é um recurso essencial. Mas no final, se ambas as redes estiverem presentes no
cérebro, elas precisam se comunicar para trocar informagoes. Nesse trabalho é pro-
posto um mecanismo cuja estrutura consiste em dois buffers de memoria de trabalho

e uma rede recorrente atratora, que pode proporcionar o acoplamento funcional entre



esses diferentes mecanismos de armazenamento e processamento de informagao. O
presente trabalho também tem como objetivo a analise da eficiéncia do modelo para
diferentes conectividades da rede recorrente. Para isso, serd definida uma medida
que quantifica eficiéncia da codificagao (se¢ao 3.4), e considerados quatro modelos de
redes aleatorias: Erdos-Reényi (ER), Watts-Strogatz (WS), Newman-Watts-Strogatz
(NWS) e Barabasi-Albert (BA).

No capitulo 2, faremos uma breve revisao de neurociéncia e discutiremos con-
ceitos basicos que serao usados nesta dissertacao. No capitulo 3, serao apresentados
dois modelos de neurénios (integra-e-dispara e taxa de disparo), e um resumo so-
bre redes aleatorias. Nesse capitulo também serao apresentados quatro modelos de
redes aleatorias, e algumas medidas de similaridade que serao utilizadas nas secoes
seguintes. No capitulo 4, apresentaremos o modelo computacional com dois tipos
de neurdnios: binarios (se¢@o 4.1) e taxas de disparo (segao 4.2). No capitulo 5,

apresentaremos os resultados obtidos das simulagoes.
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2 O Sistema Nervoso

A neurociéncia tem como objetivo a compreensao do funcionamento do sistema
nervoso. Porquanto a atividade cerebral afeta o comportamento, experimentos com-
portamentais também sao usados para avaliar capacidades e limitagoes da funcao
cerebral [13|. Além disso, modelos computacionais que buscam reproduzir algumas
propriedades do cérebro podem auxiliar no entendimento dessas propriedades e de
como elas surgem. No que segue, sera apresentado um breve resumo sobre conceitos
importantes na neurociéncia; posteriormente serao apresentados dois modelos com-
putacionais de memoria.

O sistema nervoso ¢ dividido em Sistema Nervoso Central (SNC) e Sistema
Nervoso Periférico (SNP). O sistema nervoso central é constituido pelo encéfalo e
pela medula espinhal, e as estruturas que compodem o sistema nervoso periférico sao
os nervos e os ganglios. A figura 1 mostra uma representagao dessa classificacao do

sistema nervoso.

Sistema Nervoso Central
Encéfalo

Medula Espinhal
Sistema Nervoso
Periférico

Ganglios

Nervos

Figura 1: Sistema nervoso. Fonte: OpenStax Anatomy and Physiology, 2016 !

! Adaptado. OpenStax - https://cnx.org/contents/FPtK1zmh@8.25:fEI3C80t@10/Preface, CC
BY 4.0.
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Todas as partes das estruturas que constituem o SNC sao envolvidas por estru-
turas Osseas e por trés membranas de tecido conjuntivo denominadas meninges. O
cranio reveste e protege o encéfalo, e a medula espinhal é revestida e protegida pela
coluna vertebral. O encéfalo é formado pelas seguintes estruturas: cérebro, cerebelo,
talamo, hipotalamo e bulbo. O SNP, cuja funcao é conectar o SNC com as outras
partes do corpo humano, é dividido em duas partes: SNP soméatico e SNP visceral.
O SNP somatico ¢ constituido de nervos espinhais que inervam pele, misculos e ar-
ticulagoes que sao controlados voluntariamente. O SNP visceral, também chamado
de SNP involuntério, consiste de neurdnios que inervam vasos sanguineos, glandulas

e 6rgaos internos.

2.1 O Neuronio

As células do sistema nervoso podem ser classificadas em duas categorias:
neurénios (ou células nervosas), e glia (ou células de suporte). Apesar de ambos
os tipos de célula existirem em aproximadamente mesma quantidade no cérebro hu-
mano adulto (mais de 85 bilhoes cada) [13], s@o os neurdnios as células responsaveis
pela maioria de fungoes tnicas do cérebro. A figura 2 apresenta uma representacao
grafica de um neurdnio e suas partes. O neurdnio é constituido por quatro regioes:
soma (ou corpo neuronal), dendritos, axénio e terminais axonais. A solu¢ao aquosa
presente dentro do corpo neuronal que contém diversos solutos, como fons inorganicos
e moléculas organicas, é chamada citosol. No citosol encontram-se diversas estruturas
chamadas organelas, que sao as mesmas encontradas em outras células animais. Uma
dessas estruturas revestidas por membrana é o ntucleo - dentro do qual encontram-se
0s cromossomos, que contém material genético. O conjunto de estruturas formado
pelo citosol e organelas, exceto o nucleo, é chamado citoplasma. Os limites da célula
sao definidos pela membrana neuronal, que apresenta estrutura de bicamada fos-

folipidica.
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Neurofibrilas

Vesiculas sinapticas
Neurotransmissor, sina

Receptor
(corpo de Nissl) Terminal axénico

Polirribossomas NG de Ranvier
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Aparelho de Golgi

Bainha de mielinz
(Célula de Schwann)

Nucleo
Nucléolo
Membrana
Microtibulg

Sinapse
(axodenditica)

Figura 2: Neurdnios. Fonte: RUIZ, 2007. 2

2.2 O Potencial de Acao

Canais i6nicos sao formados por proteinas na membrana neuronal, e permitem
que fons como sodio (Na™) e potéssio (KT) se movam para dentro e fora da célula.
Além disso, proteinas presentes na membrana podem se agrupar para formar estru-
turas chamadas bombas de fons, que realizam a passagem de fons contra os gradientes
de concentragao. O potencial de membrana é a diferenga de potencial (voltagem)
entre as regioes interna e externa da célula. O potencial de equilibrio ou potencial
de equilibrio idnico é a diferenca de potencial na qual o fluxo liquido de um determi-
nado fon através da membrana é nulo. O potencial de membrana de repouso de um
neurdnio tipico é aproximadamente —70mV’, e os potenciais de equilibrio sao dados

pela equacgao de Nernst
Eion = El [i‘on]out
zF [ion)i,

(1)

2Imagem de dominio piiblico, disponivel em https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2683622
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onde z é a carga do ion, R é a constante dos gases, T é a temperatura absoluta, F é
a constante de Faraday e [ion]y, € [ion];, sdo as concentragdes do fon fora e dentro
da célula, respectivamente.

O potencial de agdo (também chamado spike ou impulso nervoso) é uma in-
versao que ocorre no potencial de membrana que se propaga pelo axénio. Canais de
sodio dependentes de voltagem, que permanecem fechados quando o valor potencial
estd proximo do potencial de repouso da membrana, se abrem quando o potencial
atinge um determinado limite, chamado limiar de disparo, ou apenas limiar (thresh-
old), causando uma despolarizagao do potencial de membrana. Esses canais entao se
fecham, e canais de s6dio dependentes de voltagem sao ativados, causando a repolar-
izagao. O potencial de membrana diminui até um valor mais baixo do que o potencial
de repouso da membrana, de modo que h& um periodo chamado pés-hiperpolarizagao
que ocorre antes da restauracao do potencial de repouso da membrana. A figura 3
mostra a representacao grafica de um potencial de acao. Estimulos fracos - que nao
resultam em um aumento no potencial de membrana tal que seu valor alcance o
limiar de disparo (representado pela linha hachurada na figura 3) - ndo sao capazes

de gerar potenciais de agao.

2.3 A Sinapse

O termo sinapse é utilizado para descrever a zona especializada de comunicacao
entre um neuronio e outro neurénio ou outra célula, e transmissao sindptica € o pro-
cesso de transmissao de informagao entre neuronios. Ha duas formas de sinapses: a
sinapse elétrica e a sinapse quimica. A sinapse elétrica é feita por meio de jungoes
comunicantes (gap junction), que sao regides constituidas por estruturas proteicas
especializadas. Nesse tipo de sinapse, a informacao é transmitida instantaneamente,
com transferéncia direta de corrente elétrica entre as células pré- e pos-sinaptica. Na
sinapse quimica, nao ha continuidade estrutural entre os neurénios, diferentemente

das sinapses elétricas, e a transmissao sindptica ¢ mediada pela liberagao de substan-
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cias quimicas chamadas neurotransmissores.

+30

o

Despolarizacio

~

Repolarizacdo

|
[4)]
[$)]

|
~
o

Potencial de membrana (mV)

Hiperpolarizagio ——

Tempo >

Figura 3: Imagem ilustrativa de um potencial de acdo. Fonte: OpenStax, 2016. 3

2.4 Membria

Memoria é a formagao, conservagao e evocagao de informagoes [16]. Algumas
distingoes referentes a determinados aspectos da memoria podem ser feitas, levando
a classificagoes tteis do ponto de vista da neurociéncia. Uma distingao relevante
¢ quanto ao contetdo: uma memoria pode ser classificada como declarativa (tam-
bém chamada de explicita) ou nao-declarativa (implicita). Memorias declarativas sao
aquelas que geralmente pensamos quando nos referimos a memorias - sao as memorias
de fatos e eventos. Essas memorias podem ser episddicas (carater autobiografico) ou
semanticas (fatos e informagoes genéricas). Memorias episodicas sdao referentes a
experiéncias de vida, e por isso também sao chamadas de memorias autobiogrifi-

cas. Memoria nao-declarativa é um tipo de memoria que nao é evocada explicita ou

3Adaptado. OpenStax - https://cnx.org/contents/FPtK1zmh@8.25:fEI3C80t@10/Preface, CC
BY 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=30147928.
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intencionalmente. As memorias implicitas podem ser divididas nas seguintes catego-
rias: procedurais, priming e condicionamento. Memorias procedurais sao referentes
a capacidades e habilidades motoras e sensoriais; alguns autores utilizam o termo
priming para a classificacio de memorias que sao evocadas através de dicas (por
exemplo, quando expostos a um fragmento de som, recordamos uma musica inteira).
A figura 4 mostra uma representacao grafica das classificagdoes de memoria.

Ha dois tipos de condicionamento: condicionamento cldssico e condicionamento
operante (ou instrumental). O condicionamento cléassico foi descoberto e caracteri-
zado pelo fisiologista russo Ivan Pavlov no século 19. Esse tipo de condicionamento
envolve a associagdo de um estimulo que causa uma resposta mensuravel (chamado
estimulo incondicionado) com um estimulo que nao causa essa mesma resposta (esti-
mulo condicionado). No famoso experimento de Pavlov, os caes recebem carne apos
ouvir um sino. Depois de diversas repeticoes dessa situacao, o som do sino é o sufi-
ciente para fazer os caes salivarem. Nesse experimento, receber a carne corresponde
ao estimulo incondicionado descrito acima, que causa como resposta a salivagao dos
caes, e o sino é o estimulo condicionado - que os caes passam a associar ao recebi-
mento da comida. No condicionamento operante, um determinado comportamento
é reforcado ou punido, resultando em seu fortalecimento ou extincdo. E o caso, por
exemplo, de um rato que recebe comida se realizar determinada atividade.

Quanto a sua duragao, as memorias podem ser divididas em memdrias de curto
prazo (duragao entre 1 e 6 horas) e memdria de longo prazo (duragdo entre dias e
décadas) [13]. Além disso, ha um outro tipo de memoéria: a memdria de trabalho*,
que ¢é responsavel por manter informagoes relevantes para uma determinada tarefa, e
sua duracao é da ordem de segundos. A memoria de trabalho é geralmente estudada
por meio de experimentos que medem o span de digito de um individuo (quanti-
dade méaxima de ntimeros que uma pessoa € capaz de repetir, apos ouvi-los em uma
ordem aleatéria). Em compara¢do com a memoria de curto prazo, a memoria de

trabalho apresenta, além de duragdo mais curta, capacidade mais limitada (7 4 2

40 termo memdria de trabalho foi introduzido por Miller, Galanter e Pribram em 1960 no livro
‘Plans and the structure of behaviour’ [48], e utilizado por Atkinson e Shiffrin em 1968 [6]. O termo
¢ utilizado muitas vezes como sinénimo de memoria de curto prazo, embora a maioria dos autores
considerem distintas essas duas formas de memoria. [18]
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itens, conforme sugerido por Miller em 1956 [40]). Nas duas segoes seguintes, serao
apresentados modelos computacionais de dois tipos de memoéria: memoria de longo

prazo (modelo de Hopfield) e memoria de trabalho (modelo Lisman-Idiart).

&

-y

Memodrias

Declarativas Nao-declarativas
(explicitas) (implicitas)

l
| | | |

P Episédicas ou u _ Resposta
[ Semanticas J [Autobiogréficasj [Procedurms}{ Priming J condicionada}
@
\if k do I ™

Figura 4: Representacao esquemética dos tipos de memoria. Fonte: Autora

2.4.1 Memoria de Longa Duracao - Modelo de Hopfield

Redes de Hopfield - introduzidas por Hopfield em 1982 28] e também descritas
por Little em 1974 [39] - funcionam como sistemas de memoria associativa, e con-
stituem um modelo que tem como objetivo a compreensao da memoria humana.
Em memorias associativas, diferente de memorias RAM (random access memory),
a recuperacao da memoria é baseada em conteiido, e nao em endereco. Por esse
motivo, memorias associativas também sao chamadas de memorias enderecadas por
conteido (CAM) [17]. A func@o de um sistema de memoria associativa é recuperar
padroes de disparos neurais previamente aprendidos, a partir de padroes de entrada
incompletos.

Uma rede de Hopfield é composta por N neurdnios binérios, i.e., unidades que

17



possuem somente dois estados: "ligado", se a variavel de estado do neuroénio i as-
sume o valor S; = 41, e "desligado", se assume o valor S; = —1. Cada par de
neurénios ¢, j possui uma conexao descrita pelo peso de conectividade w;;. Essas
conexoOes possuem, em geral, as seguintes restrigoes: w; = 0, Vi (uma unidade nao
se conecta com ela mesma), e w;; = wj; (as conexdes sao simétricas). A primeira
restricao implica uma diagonal principal com elementos nulos na matriz de conexao
W cujos elementos sao dados pelos pesos w;;. A segunda restricao resulta em uma

matriz W simétrica. A dinamica da rede é dada por
Si = Sgn(z U)iij — 91> (2)
J

onde 6; é o limiar da unidade 7, e a funcao sgn(x) é

1, sex >0
-1, sex <0

(3)

sgn(z) =

As atualizagoes especificadas por (2) podem ser realizadas de duas maneiras:
e Sincrona: Todas as unidades sao atualizadas simultaneamente;
e Assincrona: As unidades sao atualizadas uma por vez.

O primeiro modelo requer um relogio central (ou marcapasso) para o sistema a
fim de manter a sincronizacao. Esse modelo é considerado, pela maioria dos autores,
como menos realista. O modelo assincrono seria, portanto, o mais apropriado tanto
para o cérebro, como para redes artificiais [25]. A atualizac¢do assincrona pode ser
feita de duas formas: na primeira, uma unidade é selecionada aleatoriamente a cada
passo de tempo, e atualizada conforme a equagao (2); na segunda, cada unidade é
atualizada conforme (2) independentemente com uma probabilidade constante por

unidade de tempo.
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Uma rede de Hopfield pode ser treinada (ou seja, os pesos sinapticos podem

ser especificados) utilizando a regra de Hebb °
LS cngn
wij = 5 > e (4)
pn=1

onde & representa o i-ésimo bit do padrao p, e m é o nimero de padrées. Um modelo
de memoria associativa com unidades binarias e dindmica assincrona que utiliza a
regra de Hebb (4) é geralmente chamado de modelo de Hopfield.

Uma importante contribui¢ao do modelo proposto por Hopfield foi a introducao
da ideia de energia na teoria de redes neurais. Um valor escalar chamado de energia

LI é associado aos estados de uma rede de Hopfield:
1
2,7 7

Vamos mostrar que a quantidade dada por (5) ou permanece constante, ou
decai com a atualizacao dos valores das unidades da rede e é, portanto, uma funcao
de Lyapunov. Para conexoes simétricas e considerando §; = 0, Vi, a equacao (5)
pode ser escrita como

E=C=) w;S:S; (6)

(i5)
onde (ij) representa todos os pares distintos ij, e C' é uma constante dada pelos
termos i = j do somatoério. Consideremos que, apds a atualizagdo dada por (2), um
neurdnio i teve seu valor modificado de S; no tempo ¢ para S; = —S; em t + At,

enquanto todos os outros neurénios mantém seus valores. A variacao da energia é

SIntroduzida por Donald Hebb em 1949 no livro "A Organizacdo do Comportamento" [24],
a teoria de Hebb busca explicar o aprendizado associativo (ou aprendizado de Hebb), no qual a
ativacao simultanea de células resulta no aumento da forga sinaptica entre essas células. Em redes
neurais artificiais, a regra de Hebb é utilizada para determinar alteragoes nos pesos sinépticos das
conexoes entre os neurdnios da rede.
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E/ —F=— Zw’USZISJ + ZUJZ]S@SJ

J#i J#
= 25; Z w;; S
J#i
=25, Z w;;S; — 2wy (7)
j
O primeiro termo é negativo, pois S; = sgn(y_, w;;S;) = —S;. Assim, para o caso

analisado aqui, no qual uma unidade nao se conecta com ela mesma (wy; = 0), con-
cluimos que E' — E < 0.

A inicializacao da rede é feita atribuindo aos valores das unidades o padrao
inicial desejado. Apos repetidas atualizagoes, a rede ird convergir para um estado
que é minimo local da fungao de energia (5). Esse estado é um estado de rede, ou
seja, é definido pelo conjunto de todos os estados dos neurdnios individuais. Como
o modelo de Hopfield é binario, o estado da rede ocupa os vértices de um hipercubo
de N dimensoes.

Redes de Hopfield sao redes atratoras, pois sua dindmica converge para esta-
dos atratores (i.e., estados com energia minima). Ou seja, a presenca das conexdes
sindpticas faz com que algumas configura¢oes neurais (quais neurénios estao ligados
e quais estao desligados) sejam preferidas. Entao, se a rede comega de um estado
qualquer, a sua dindmica - que simula a descida do gradiente de energia - vai levar
o estado da rede para um destes estados preferidos de energia minima. O sistema é,
portanto, um sistema dindmico que apresenta atratores do tipo ponto fixo, e esses
pontos fixos sao interpretados como as memorias armazenadas na rede.

Apesar da importancia do modelo de Hopfield para a area de Redes Neurais
por ser o modelo que introduziu a ideia das redes recorrentes atratoras na biologia,
hoje em dia ele é considerado um modelo classico mas ligeiramente desatualizado. A
maior critica a esse modelo é justamente de ele considerar estados estereotipados de
disparo (neurdnios que estariam simplesmente "ligados" ou "desligados") e também

a hipotese das conexoes simétricas. Na biologia, diferente da fisica, a interacao é
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dada por contatos sindpticos que podem ou nao existir nas duas dire¢oes. Hopfield
considerou a simetria justamente para fazer o modelo mais tratavel usando conceitos
de fisica estatistica. De fato, se a condicao de simetria for abandonada, o modelo
de rede neural resultante nao podera mais ser descrito por uma funcao de energia e
passara, entretanto, a apresentar uma riqueza muito maior de comportamentos que

aproximam o modelo do comportamento real das redes neuronais no cérebro.

2.4.2 Memoria de Trabalho - Modelo Lisman-Idiart

Desde a formulacao da teoria de que a ativacao correlacionada de neurdnios
leva a mudangas na forca da conectividade neuronal, em 1949 [24], a anélise da ativi-
dade sincronizada no cérebro esta presente em diversos estudos sobre memoria. Um
conceito importante nesses estudos é que a sincronizacao da atividade neuronal é
um dos mecanismos de armazenamento de informagao no cérebro. Um conjunto de
neurdnios pode sincronizar sua atividade em frequéncias especificas, de forma que
sao produzidas oscilagoes, e estas podem ser medidas por métodos nao invasivos,
como electroencefalograma (EEG)® e magnetoencefalograma (MEG). Em seres hu-
manos, as frequéncias podem variar entre entre 0.05Hz e 500Hz, e sao classificadas
por letras gregas, de acordo com o alcance (delta: < 4Hz, teta: 4-THz, alfa: 8-13Hz,
beta: 15-30Hz, gama: 30-90Hz) [13|. Estudos apontam uma rela¢ao entre oscilagoes
neurais e diversos processos cognitivos em humanos. Em particular, resultados de
experimentos de EEG e MEG evidenciam um papel funcional das oscilagoes gama e
teta na memoria [29].

Ha dois aspectos importantes no que diz respeito a diferenga entre memorias
de curto e de longo prazo: duragao e capacidade. Experimentos fisiologicos sugerem
que a memoéria de longo prazo é armazenada por meio de mudancas nas forcas das

conexoes entre os neuronios, enquanto a memoria de trabalho depende de atividade

60 electroencefalograma foi descrito pela primeira vez pelo psiquiatra austriaco Hans Berger,
em 1929, e hoje é utilizado para auxilio do diagnostico de certas condi¢oes neurologicas e em estudos
sobre sono e processos cognitivos.
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neuronal persistente [20,22]. Além disso, ha evidéncias de que essa atividade neu-
ronal persistente, presente na memoria de trabalho, pode ter carater oscilatorio [49].

O modelo proposto por Lisman e Idiart [38] considera a memoria de trabalho
como sendo uma memoria de curtissimo prazo (duragdo da ordem de segundos)
que em principio nao depende de sinapses. A memoria é mantida ativamente uti-
lizando um mecanismo de célula tnica, baseado em propriedades conhecidas de
neuronios hipocampais e corticais: um aumento na excitabilidade da membrana
causa a manutengao do disparo das células [5]. A figura 5 mostra a representagao do
modelo.

Em condi¢oes normais, uma célula piramidal do hipocampo sofre uma pos-
hiperpolarizacao apés emitir um potencial de acao. Entretanto, na presenca de
neurotransmissores como acetilcolina e serotonina, o disparo da célula induz uma
pds-despolarizagao (do inglés afterdepolarization, ADP), que resulta em um aumento
transiente na excitabilidade da membrana. Esse ADP possui duracao suficiente para
armazenar informacoes entre ciclos de oscilagoes teta-alfa (entre 5 e 12 Hz). Portanto,
se 0 ADP desencadeado em um ciclo promove o disparo das células no préximo ciclo,
esse processo poderia se repetir (o ADP seria renovado a cada ciclo de oscilagdes),
de modo que os disparos seriam mantidos.

Cada neurénio (figura 5A) recebe, além da entrada excitatoria que carrega a
informacgao a ser armazenada, uma entrada que gera uma oscilagao sub-limiar de
baixa frequéncia. As simulagdes mostram que um neurénio entra em modo de dis-
paro repetitivo apos sua excitagdo por um breve sinal de entrada. Outro aspecto
importante levado em consideracao na construcao do modelo esta relacionado aos
resultados de experimentos realizados por Sternberg [52], nos quais os participantes
eram expostos a uma lista de itens, e depois a um item de teste, e deviam indicar se
o item estava ou nao presente na lista. Para cada item adicionado a lista, o tempo de
reacao (tempo que o participante levava para apertar um botao indicando a existén-
cia de um item de teste na lista) teve um acréscimo de ~ 38ms. Esse incremento

corresponde a um ciclo de uma oscilagao beta-gama.
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Figura 5: (A) O neuroénio recebe duas correntes: uma corrente informacional supra-limiar, e uma
corrente sub-limiar que induz o potencial de membrana a oscilar com frequéncia teta. Simulagoes
mostram o potencial de membrana antes e depois da corrente informacional (indicada com a ponta
de uma flecha). (B) Rede na qual células excitatorias piramidais estdo conectadas a um neurénio
inibitério que produz inibigao de feedback nas células piramidais. (C) A rede é capaz de manter
os disparos e a fase correta de sete grupos de células que estao ativas durante diferentes subciclos
da oscilagao teta. A capacidade limitada de memoria da rede é demonstrada pela sua incapacidade
de armazenar oito memorias. (D) Se a inibi¢do de feedback é removida, a informacdo de fase é
rapidamente perdida. Fonte: Adaptado de LISMAN & IDIART, 1995 [38] 7

Cada item é representado pelas células que disparam durante um determinado
ciclo da oscilacao gama. O primeiro item é representado pelos neurénios que disparam
no primeiro ciclo gama, o segundo item, pelos neurénios que disparam no segundo
ciclo gama, e assim sucessivamente. O nimero de itens que pode ser armazenado pela
rede é determinado pelo nimero de subciclos que cabe dentro de um ciclo de baixa
frequéncia. Outra caracteristica importante do modelo Lisman-Idiart é a inibicao de
feedback gerada por neurénios inibitorios (figuras 5B, 5D), necesséaria para garantir a
existéncia dos subciclos. Oscilagoes teta-gama acopladas foram observadas em diver-
sas regioes do cérebro [7,53|, e estudos sugerem que o esquema temporal organizado
por esse acoplamento das oscilagoes descrito pode funcionar como um cédigo mais

geral utilizado pelo cérebro para o armazenamento de miltiplos itens ordenados [37].

"Imagem utilizada com permissao
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3 Metodologia

3.1 Modelos de Neurodnios

Com o objetivo de relacionar resultados de simulagoes com descobertas experi-
mentais, faz-se necessario empregar modelos de neurénios que apresentem a dindmica
de neurdnios reais em resposta a estimulos. Em 1952, Hodgkin e Huxley propuseram
um modelo que consiste em modelar de forma explicita a dinAmica das condutancias
idnicas (apéndice A). A vantagem desse modelo e de modelos similares, chamados
modelos baseados em condutdncia, é que as variaveis utilizadas possuem interpre-
tacao direta em termos de variaveis que sao medidas experimentalmente. Por outro
lado, o grande nimero de variaveis existentes nesses modelos e a relagao nao-linear
entre elas tornam dificil a analise matematica desse tipo de modelo. Além disso, o
grande nuimero de varidveis torna as simulacoes desses modelos caras do ponto de
vista computational. A fim de evitar essas desvantagens, modelos de neurénios mais
simples dos pontos de vista matemético e computational foram propostos. No que
segue, serao apresentados dois desses modelos que sao mais simples e muito utiliza-

dos em simulacgoes.

3.1.1 Modelo Integra-e-dispara

Nos modelos do tipo integra-e-dispara, nao existe uma tentativa de descrever
o formato dos potenciais de acao. Como os potenciais de acao de um determinado
neuronio possuem todos aproximadamente o mesmo formato, a informacao trans-
mitida pelo neurénio deve estar nao na forma, mas na presenca ou auséncia dos
potenciais de acao. Assim, nesses modelos os potenciais de acao sao interpretados

como ‘“‘eventos”.
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O modelo de neurdnio conhecido como integra-e-dispara foi proposto pela pri-
meira vez por Lapicque, em 1907 [35]. O circuito basico de um modelo desse tipo
consiste em um capacitor C' em paralelo com um resistor R, com corrente total I. A
corrente pode ser dividida em duas componentes: I = Ir + I.,,. O primeiro termo ¢
a corrente resistiva, que passa pelo resistor R, e é dada pela lei de Ohm I = V/R,
onde V' é a voltagem no resistor, e R ¢ a resisténcia. O segundo termo, I.q,, € a
corrente que carrega o capacitor. A partir da definigdo de capacidade C' = ¢/V,
onde ¢ é a carga e V' a voltagem, a corrente capacitiva é dada por I.,, = CdV/dt.
Assim, a corrente total é

Vit dV
I = % +C ' (8)
onde V' (t) representa o potencial de membrana no tempo ¢. Multiplicando a equagao
(8) por R e introduzindo a constante 7, = RC, chamada constante de tempo da

membrana, temos

Tm% — V() + RI) ()

Quando a voltagem atinge um determinado valor limiar Vj;, assume-se que

o neurdnio emite um disparo. Quando ocorre um disparo, a voltagem é instanta-
neamente restabelecida para um valor de repouso V,. A equagdo (9) representa a
dindmica do modelo conhecido como integra-e-dispara com vazamento, cuja sigla em
inglés é LIF (leaky integrate-and-fire). Pode ser incorporado ao modelo um periodo
refratario absoluto 74, no qual, apés o potencial de membrana atingir V;;,, nao ex-
iste a possibilidade de formagao de novos disparos. Nesse caso, se V' atinge o limiar
num tempo ¢ = t), a dinamica (9) ¢ interrompida durante o tempo 7., € recomeca,
entdo, no tempo t) + 7,,s. Nos exemplos que seguem, serdo analisados dois tipos de

estimulo de entrada: corrente constante, e corrente variavel no tempo.

Exemplo 3.1. Corrente constante

Vamos considerar o caso em que o estimulo de entrada é uma corrente constante
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I = Iy. Assumiremos, por simplicidade, V;. = 0 e to = 0. A solugao da equagao (9) é

V(O) = RlL - exp(——)] (10)
o valor assintotico do potencial de membrana é RI,. Se esse valor é menor do
que o limiar V},, nao pode haver a geracao de potenciais de agao. Se RIy > Vj,
entdo o neurdnio dispara periodicamente. Considerando V' (0) = V,, = 0, o tempo
t =t em que o neurénio dispara pela primeira vez pode ser obtido da equacdo
(10). Observando que V (t(")) = V};,, obtemos

RIy

f}(l) = Tm ln(m)

(11)

Apo6s o disparo, o potencial de membrana retorna ao valor de repouso, e o
processo de integracao recomeca. Se o estimulo de entrada permanece constante, o
proximo disparo ird ocorrer apoés um intervalo de duracao 7', que também ¢é dado
pela equagao (12). Portanto, a frequéncia de disparos (ou taza de disparos, definida
como f =1/T) é dada por

RIy

=7 = [r, In(—’—
f [T H(RIO_‘/th

I (12)

Se um periodo refratario absoluto 7,5 for adicionado ao modelo, o periodo entre

os disparos passa a ser

RI
T = Taps + T IN(=——— 13
Tabs + T D(Rfo—vth) (13)
e a frequéncia nesse caso é dada por
RI 4
= [rape + 7 In(0 14
= e+ T Il ) (14)

A figura 6 mostra a simulagao de um neurénio do tipo integra-e-dispara com

vazamento (LIF) estimulado por uma corrente constante.
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Figura 6: Simulagdo de um neurénio LIF estimulado por uma corrente constante. (a) potencial
de membrana para um neurénio sem periodo refratario absoluto. (b) A curva frequéncia contra
corrente (curva f — I) para um neurdnio com 7455 = Oms (linha solida) e 745 = 5ms (linha
hachurada). Foram utilizados os seguintes parametros: RIy = 20mV, 7, = 10ms, V. =0, Vi, =
15mV. Fonte: Autora

Exemplo 3.2. Corrente variavel

Para o caso em que a corrente de entrada I(¢) varia no tempo, a solugao da

equagao (9) é

V(t) = Vyesp(- =10 + & /0 exp(— ) I(t — s)ds (15)

Tm Tm Tm

E facil ver que a equacdo (10) é um caso particular de (15), em que a corrente
é constante. Quando o potencial alcanca o limiar V;,, ele é instantaneamente resta-
belecido para o valor de repouso V,.. A equagao (15) descreve a dinamica do potencial
V (t) entre os disparos do neurdénio. A figura 7 mostra a simula¢do de um neurdnio
do tipo integra-e-dispara com vazamento para o caso em que a corrente de entrada

I(t) nao é constante.
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Figura 7: Simulacao de um neurdnio LIF estimulado por uma corrente variavel. O grafico
inferior mostra a corrente I(t). Nesse exemplo, foi utilizada uma corrente cujos valores
a cada passo de tempo obedecem uma distribuicdo Gaussiana com média 15 e desvio
padrao 5. O valor da resisténcia € R = 1mJ{2, de forma que a corrente e o potencial de
membrana possuem a mesma unidade. O grafico superior mostra o comportamento do
potencial de membrana V (t) em resposta a I(¢). Foram utilizados os seguintes parametros:
Tm = 10ms, V,. = 0, Vi, = 15mV. Fonte: Autora

3.1.2 Modelo Taxa de Disparo

Em algumas regioes do cérebro, neurdnios estao organizados em populagoes de
unidades que apresentam propriedades semelhantes [33]. Devido ao grande ntmero
de neuronios nessas populagoes, é possivel descrever a dinamica da rede em termos da
atividade média da populacao, em vez de modelar os potenciais de acao individual-
mente. Modelos taza de disparo, que descrevem a atividade média de um conjunto de
neurdnios, constituem uma abordagem interessante para o estudo de grandes redes

neurais devido a eficiéncia de simulagao e analise matematica relativamente simples.
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Desde o trabalho de Wilson e Cowan [56], publicado em 1972, diversos modelos taxa
de disparo foram sugeridos.

Para construir um modelo do tipo taxa de disparo, devemos primeiro determi-
nar como a taxa de disparo de um neurénio se relaciona com as taxas de disparo
das entradas que ele recebe. Consideremos um neurénio que recebe N, entradas
sindpticas b = 1,2, ..., N,,, conforme representado na figura 8. As taxas de entrada
sao representadas pelo vetor u, de N, componentes, onde u, ¢ a taxa de disparo
da entrada b. Os pesos sindpticos sao representados pelo vetor w, composto de N,
componentes wy, que determinam a amplitude da corrente sinaptica. Para sinapses
excitatorias, w, > 0, e para sinapses inibitorias, w, < 0. Se um potencial de acao
chega na entrada b no tempo t = 0, a corrente sinaptica gerada no soma do neuréonio
pos-sinaptico no tempo t é escrita como I,(t) = wyK,(t), onde K (t) > 0 é chamado
nicleo sinaptico e descreve a corrente sinaptica em resposta a um potencial de acao
pré-sinaptico que ocorre no tempo t = 0.

Assumindo que os potenciais de acao em uma sinapse sao independentes, a
corrente sinaptica total na entrada b no tempo ¢ devido a sequéncia de potenciais de
acao pré-sinapticos emitidos nos tempo t; é dada por

t

I(t) = waKs(t —t;) = wb/ dr K (t — 7)pp(7) (16)

t;<t -0

onde py(7) = >, 6(7 — t;), chamada funcao de resposta neural, descreve a sequéncia
de potenciais de acao emitidos pelo neurénio pré-sinaptico b. Assumindo que as

contribuicoes de diferentes sinapses somam linearmente, a corrente sinaptica total é

I ;wb /_OO ArKo(t — 7)py(7) (17)

No modelo taxa de disparo se assume, devido ao grande nimero de sinapses

de entrada, que a func¢do de reposta neural p,(7) pode ser substituida pela taxa de
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Saida v

Pesos w

Entrada u

Figura 8: Sinais de entrada recebidos por um tnico neurdénio. As taxas de entrada dadas
pelo vetor u levam o neurénio a uma taxa de disparo de saida v, através de pesos sinapticos
que sao determinados pelo vetor w. Fonte: Autora

disparo do neuronio. Portanto, podemos escrever

t
=) w, / AT K, (t — 7)uy(7) (18)
b —00
O nucleo sinaptico mais utilizado nesse tipo de modelo possui a forma expo-

nencial
K(t) = ~ exp(—t/r) (19)

Utilizando (19) e derivando a equagao (18) com respeito a t, podemos descrever

I, por uma equagao diferencial

dI o
TSE:—ISﬁL;wbub:—Is—i—w-u (20)

Essa equacgao determina a corrente sinaptica que entra no soma de um neurénio
pos-sinaptico em termos das taxas de disparo dos neurdnios pré-sinapticos. Se a
corrente sinaptica for constante, podemos escrever a taxa de disparo do neurénio
pos-sinaptico como v = F(I), onde F, chamada funcao de ativagao, ¢ a taxa de
disparo de curso estavel em funcao da corrente de entrada. Geralmente, I’ é tomada

como uma fungao de saturacao como a funcao sigmoidal. Portanto, para entradas
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independentes do tempo, a relacdo v = F(I;) junto com a equagao (20) descrevem

o modelo. Para entradas dependentes do tempo, a hipotese mais simples é v =

F(I4(t)), de forma que a dinamica do modelo taxa de disparo ¢ dada pelas equagoes
dl

TsE:—IS+W'u, v=F(I) (21)

Uma formulacao alternativa do modelo taxa de disparo pode ser construida
assumindo que as taxas de disparo de um neurénio nao sao afetadas instantaneamente
por mudancas na corrente sinéptica total. A taxa de disparo dependente do tempo,

nesse caso, ¢ descrita por

dv
Ty = U + F(I(t)) (22)

A constante 7, determina, para corrente constante, a rapidez com a qual a taxa de
disparo se aproxima do seu valor estavel , e para corrente variavel, o quao préximo
v pode ser afetada por flutuagoes rapidas de I4(t). Essa nova formula¢do do modelo
consiste nas equagoes (20) e (22). Se uma dessas equagdes atinge o equilibrio muito
mais rapido do que a outra, o par de equagoes pode ser reduzido a uma tnica equagao.
Se 7, >> T, a substituigdo I; = w - u na equagao (22) pode ser feita:
7}% =—v+ F(w-u) (23)
A figura 9 mostra exemplos de redes com dois tipos de conectividades: feedfor-
ward e recorrente. A rede feedforward ilustrada na figura é composta por N, unidades
de saida com taxas v, (a = 1,2, ..., N,), representadas pelo vetor v, e N, unidades
de entrada com taxas dadas pelas componentes do vetor u. As componentes W,

da matriz W representam a forca da conexao sinaptica da unidade b até a unidade a.

Usando a formulagdo da equagao (23), as taxas de disparo das unidades de

saida sao dadas por
d
Trd—: =—v+F(W-.u) (24)
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saida v
W
entrada u

Figura 9: Exemplos de rede feedforward (esquerda) e recorrente (direita). Ambas as redes possuem
taxas de entrada u e de saida v, e matriz de conexao sinaptica feedforward W. Além disso, a rede
recorrente possui também uma matriz de conexao sinaptica recorrente M. Fonte: Autora

Essa equagao pode ser escrita em termos das componentes dos vetores como

N,
dv, -
Tr—dt = —V + F(bgl Wabub) (25)

onde ), Wyu, = W-u, e F(W-u) representa o vetor com componentes F'() Wyuy)
paraa =1,2,..., N,.

A rede recorrente, ilustrada a direita da figura 9, também possui duas camadas
de neurénios cujas taxas sao dadas por u e v. Nesse caso, os neurénios da camada
externa também possuem conexoes entre si, e essas conexoes sao descritas pela matriz
M. O elemento M, representa a forca da conexao sinaptica da unidade a’ até a

unidade a. As taxas de disparo para essa rede sao dadas por

Trccli_‘t, =—v+Fh+M-v) (26)

onde h = W - u. Os neurdnios sao geralmente classificados como ou excitatorios, ou
inibitorios. Portanto, é conveniente descrever os neurdnios excitatoérios e inibitorios

separadamente.
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3.2 Medidas de Redes

Nesta secao, serd apresentado um breve resumo de teoria de grafos. Serao
abordados alguns conceitos importantes, como o coeficiente de clustering e o compri-
mento de caminho médio, e esses conceitos serao utilizados na segao seguinte (3.3),
na construgao de modelos especificos de redes aleatoérias.

Uma rede (objeto que consiste em um conjunto de vértices (ou nodos) e arestas
(ou links)) é representada por um Grafo G = (V, E), onde V é um conjunto de nodos
e F é um conjunto de arestas [45]. Uma aresta é um subconjunto formado por dois
elementos de V. Uma rede direcionada é uma rede na qual cada aresta possui uma
diregao (ou seja, vai de um vértice até outro), de forma que E é, nesse caso, um
conjunto de pares ordenados de vértices. Uma rede é denominada simples se nao
possui loops (arestas que conectam um nodo a ele mesmo) e multi-arestas (quando
h& mais de uma aresta entre o mesmo par de nodos).

Considere um grafo constituido de N vértices indexados por i = 1,..., N, e m
arestas. Uma rede direcionada pode ser representada matematicamente pela matriz

de adjacéncia A, cujos elementos A;; sao dados por

1, se existe uma aresta de j até i

0, caso contrario
onde i, j € [1, N]. Note que a dire¢ao das arestas é do segundo indice até o primeiro.
8 Para redes nao-direcionadas, a primeira frase do lado direito da equacdo (27) é

substituida por "se existe uma aresta entre i e j".

O grau k; de um vértice ¢ é o nimero de arestas conectadas a ele. Para redes
e ) N :
nao-direcionadas, esse valor é k; = ) j=1 Aij. Nesse caso, como cada aresta possul
duas terminagoes, a soma dos graus dos N vértices do grafo ¢ igual ao dobro do

. : N
namero de arestas m, ou seja, » ;.

i—1 ki = 2m. Portanto, o grau médio de uma rede

8No caso de redes neurais, os indices i e j da matriz de adjacéncia (também chamada matriz
de conexao) representam neurdnios pos- e pré-sinapticos, respectivamente.
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nao-direcionada é
1 & om
;= (28)

Para redes direcionadas, sao definidos dois graus para cada vértice i: grau

interno k" e grau externo k¢, dados por

(29)

N N
imn E : out §
ki — Aij 5 k'z — Aji
j=1 j=1

Nesse caso, a soma de cada um dos graus dos N vértices do grafo ¢é igual ao
= m. Portanto, os graus médios

nimero de arestas, ou seja, S0 k" = SN kout
(kin) € (kout) s@0 iguais:
1« 1 m
(hin) = 5 DK = 5 DK = (ko) = (30)
i=1 i=1

= (k) é usada para especificar o grau médio de uma

A notacao (ki) = (kout)

rede direcionada.
A distribuicao de grau p; é a probabilidade de um determinado nodo em uma

rede possuir grau k, e para uma rede com N nodos pode ser escrita como

N
Pr = Wk (31)

onde Nj é o nimero de nodos com grau k. O grau médio de uma rede pode ser

= kne

O coeficiente de clustering (ou coeficiente de agrupamento) é uma medida que

quantifica a tendéncia de vértices de um grafo se agruparem [54]. Para um vértice 1,

escrito em termos de p; como
(32)

o coeficiente de clustering local é definido como

o nimero de pares de vizinhos de i que sao conectados (33)
i = ~ — .
nimero de pares de vizinhos de i
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C; representa a probabilidade de que dois vértices conectados a ¢ estejam conec-
tados entre si. Como o ntimero de pares de vizinhos de um vértice ¢ com grau k; é

ki(k; — 1)/2, o coeficiente de clustering local é dado por

2k,

a:m%—n

(34)
onde E; é o numero de conexoes entre os k; vizinhos do vértice 7, e C; = 0 para nodos
com grau k; = 0,1. O coeficiente de clustering médio para uma rede composta por

N vértices é dado por
(C)=52_ G (35)

Coeficiente de clustering global, também chamado transitividade, mede a fracao
de triAngulos existentes em um grafo. Possiveis tridngulos (ou seja, duas arestas

conectadas ao mesmo vértice) sao identificados como "triplets".

3 X numero de triangulos
C = : Hans (36)
nimero de triplets

O fator 3 no numerador é devido ao fato de que cada triangulo corresponde a 3
triplets.

O caminho minimo (também chamado distdncia) d; j entre dois nodos ¢, j de um
grafo é o caminho (sequéncia de vértices conectados por uma sequéncia de arestas)
com o menor niamero de arestas. O didmetro de uma rede, d,,,., ¢ 0 maior caminho
minimo na rede. O comprimento de caminho médio (d) = ¢ & definido como a dis-
tancia média entre todos os pares de nodos de uma rede. Para uma rede direcionada

com N nodos, esse comprimento é dado por

1 N
(d) = m;:l di (37)
oy

Assortatividade é uma medida utilizada para quantificar a preferéncia dos nodos

de uma rede em se conectar com outros nodos que possuem caracteristicas semel-
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hantes. Em geral, essa caracteristica em questao é o grau dos nodos. O grau restante
é o numero de arestas que possui um vértice além da aresta que esta sendo consid-
erada (ou seja, é igual a uma unidade a menos do que o grau do vértice). Proposto
por Newman [42,43|, o coeficiente de assortatividade ou coeficiente de correlagao de

grau € definido como o coeficiente de correlagao de Pearson entre os graus de nodos

conectatos
1 .
r=—Y jklep — qan) (38)
op I
onde
Zejk =1, Zejk = gk (39)
Jk J

e a distribuicao normalizada ¢, do grau restante é dada por

(k 4+ 1)prs1

qr = W (40)

e oy = K q — [>) kar]* ¢ a variancia da distribuicao gx.

O coeficiente de assortatividade varia entre -1 e 1: 7 < 0 corresponde a redes
desassortativas, » > 0 a redes assortativas, e r = 0 a redes neutras.

As tabelas 1 e 2 mostram valores calculados das quantidades mencionadas nessa
secao para algumas redes reais. Muitos tipos de sistemas podem ser representados
por redes, e uma quantidade significativa dessas redes nao possui estrutura regular.
Grafos aleatorios tém sido extensivamente utilizados como modelos de diversos tipos
de redes reais como a Internet, redes sociais e bioldgicas. Nas segoes 3.3.1-3.3.3 sao

expostos 3 modelos importantes de redes aleatérias.
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Rede N (k) 14 C Referéncia
World Wide Web 153127 | 35.21 | 3.1 | 0.1078 [1]
Colaboragao entre atores 225226 | 61 |3.65| 0.79 [54]
Colaboragao autoral (matemética) | 70975 | 3.9 | 9.5 | 0.59 8]
Colaboragao autoral (neurociéncia) | 209293 | 11.5 | 6 0.76 8]
Rede elétrica (EUA) 4941 | 2.67 | 18.7 | 0.08 [54]
Rede neural (C. Elegans) 282 14 [2.65| 0.28 [54]

Tabela 1: Tamanho, grau médio, comprimento de caminho médio e coeficiente de clustering calcu-
lados para alguns exemplos de redes reais.

Rede N r Referéncia

World Wide Web 269504 | -0.067 | [2,54]
Colaboragao entre atores 449913 | 0.208 4]
Colaboragao autoral (mateméatica) | 253339 | 0.120 [23]
Colaboragao autoral (biologia) 1520251 | 0.127 [41]
Colaboragao autoral (fisica) 52909 | 0.363 [41]
Rede elétrica (EUA) 4941 | -0.003 [54]

Rede neural (C. Elegans) 307 | -0.226 | [54,55]
Interagao de proteinas 2115 | -0.156 [31]
Rede metabélica 765 -0.240 [32]

Tabela 2: Coeficiente de assortatividade de redes reais.
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3.3 Modelos de Redes Aleatorias

3.3.1 Erdos-Rényi

Os dois modelos de redes aleatorias mais frequentemente utilizados sao G(N, m)
(introduzido em 1959 por Erdos e Rényi [19]) e G(N, p) (introduzido por Gilbert [21]).
O primeiro consiste em N nodos com m arestas aleatoriamente distribuidas. No se-
gundo modelo, cada par dentre os N nodos indexados é conectado com probabilidade
p. Devido a relevancia do trabalho de Erdos e Rényi em teoria de grafos aleatorios,
ambos os modelos sao conhecidos como modelos de Erdos-Rényi.

No modelo G(N,m), as arestas sao colocadas em m dentre os N(N — 1)/2

possiveis pares de vértices do grafo, de forma que existe um total de (mﬁll)) grafos

2
com NN vértices e m arestas. Nesse caso, a probabilidade de se obter um determinado

grafo com m arestas e N nodos é 1/(N(1T_1)).
2
No modelo G(N,p), o namero total de arestas ¢ uma variavel aleatoria com
N(N-1)

valor esperado E(m) = p~5—. Se G ¢ um determinado grafo com N nodos e

m arestas, a probabilidade de se obter Gy pelo processo de construgao de grafos
N(N-1) _
2

mencionado anteriormente é p™(1 — p) m.

Enquanto para o modelo G(N,m) o grau médio de um vértice do grafo é dado
por (k) = 2m/N, para o modelo G(N,p) esse valor ¢ (k) = 2E(m)/N = p(N — 1).
Os dois modelos sao equivalentes, pela lei dos grandes nimeros, fazendo p(]; ) =m
no limite N — oo. Nesse trabalho, sera utilizado o modelo G(N, p) para construcao
de redes aleatorias as quais serao denominadas redes do tipo Erdés-Rényi (ER).

A probabilidade de que um nodo i tenha exatamente k arestas em uma rede
aleatoria construida de acordo com o modelo G(N,p) com N nodos e probabilidade
de conexao p é dada pela multiplicacao de trés termos: a probabilidade de que k
arestas estejam presentes, p¥, a probabilidade de que as restantes possiveis arestas

)N—l—k

estejam ausentes, (1 —p , € o numero de maneiras de selecionar k arestas entre

N — 1 possiveis arestas. Portanto, a distribui¢ao de grau py = P(k; = k) = P(k) é
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dada pela distribui¢ao binomial com parametros N — 1 e p:

P = (Y (41)

e o grau meédio (k) é dado por

(k) =) kpe=(N—1)p (42)

Para grandes valores de N, a distribuicao binomial pode ser aproximada pela

distribuicao de Poisson,

e (RYF
P(k)=¢e <k><k—>! (43)

onde, de acordo com (42), (k) = p(N — 1) ~ pN. O valor esperado do nimero de
nodos X, com grau k é E(Xy) = NP(k; = k). A figura 10 mostra a distribuigao de
grau de uma rede aleatoria construida de acordo com o modelo G(N,p) para uma
rede de tamanho N = 10000 e probabilidade de conexao p = 0.0015.

O comprimento de caminho médio (d) = ¢ para redes do tipo ER (redes con-

struidas de acordo com o modelo G(NV,p)) varia com o logaritmo do tamanho da

rede [3]:
In N

lgp ~ ——
PR n (k)
No modelo G(NV,p), a probabilidade de que dois vizinhos de um determinado

(44)

nodo sejam conectados entre si é a mesma probabilidade de que quaisquer dois nodos
da rede sejam conectados. Portanto, o coeficiente de clustering para esse tipo de rede

é dado por

(k)

39



0.10

0.08

0.06

XN

— a—pnipN)*
0.04 «P(k) =e Pl

0.02 1

0.00

Figura 10: Distribuigdo de grau de um grafo aleatorio construido de acordo com o modelo G(N, p).
Foi gerada uma rede nao-direcionada com N = 10000 nodos e probabilidade de conexao p = 0.0015,
e calculado o nimero de nodos X}, com grau k. O grafico compara Xi/N com a distribui¢ao de
Poisson dada por (43) com (k) = pN. Fonte: Autora

3.3.2 Pequeno Mundo

As redes aleatorias descritas na se¢ao anterior sao caracterizadas por valores
pequenos de ambos comprimento de caminho médio ¢ e coeficiente de clustering
C. Diversas redes reais apresentam, entretanto, elevados valores de coeficientes de
clustering associados a pequenos ¢. Watts e Strogatz [54] propuseram um modelo de
redes que apresentam essas caracteristicas, e cuja arquitetura esta entre a arquitetura
de uma rede regular e a de uma rede aleatoria.

O processo de construgao de redes do modelo Watts-Strogatz (WS) é o seguinte:

1. Comegamos de uma rede de N nodos com estrutura regular e periddica, onde
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cada nodo se conecta com os 2K nodos mais proximos (K para cada lado);

2. Cada aresta é rearranjada aleatoriamente com probabilidade 8 (de maneira que

a formacao de loops e multi-arestas nao é permitida).

Para 8 = 0, a rede possui estrutura regular e o comprimento de caminho
médio varia com o tamanho da rede, ¢(N,0) ~ N/4K. Além disso, o coeficiente de
clustering & C'(0) = %, e tende a 3/4 no limite para grandes valores de K. Para
B =1, o comprimento de caminho médio varia com o logaritmo do niimero de nodos
da rede, ¢(N,1) ~ In(N)/In(2K — 1), e coeficiente de clustering ¢ C'(1) ~ 2K /N
[11,44]. A figura 11 mostra exemplos de redes do tipo pequeno mundo construidas
com diferentes valores de 5.

Um resultado importante foi obtido por Newman, Moore e Watts [46]:

N
f=f§fUVKﬁ) (46)
onde

! tanh™!——2
2V 2+ 2z VaZ 4+ 2x

A solugao (46) é exata nos limites N — oo, com NK/ — oo ou NK3 — 0.

fz) = (47)

Barrat e Weigt [11] mostraram que o coeficiente de clustering de uma rede do

tipo WS pode ser escrito como

3(K — 1)

CZQ@K—U

(1-8)° (48)

As figuras 12 e 13 mostram o comportamento dos coeficientes de clustering e
dos comprimentos de caminho médio para redes de tamanho N = 1000 em funcao
do parametro 8. Além disso, a figura 12b também mostra esses valores para redes
de tamanhos N = 2000 e N = 5000.

Um modelo similar ao modelo WS foi proposto por Newman e Watts [47]. Nesse
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Aumento na aleatoriedade

(a) (b) (c)

Regular Pequeno Mundo Aleatéria

Figura 11: Modelo Watts-Strogatz, com parametros N = 20 e K = 2: comparagao entre 3 diferentes
valores de 8. (a) Para 8 = 0, a rede possui estrutura regular onde cada nodo é conectado com os
4 nodos mais proximos (dois a direita e dois & esquerda). (b) Com probabilidade 8 € (0,1), cada
conexao é refeita (de um nodo ¢ = 1,..., N até um nodo j aleatoriamente selecionado). (c) Para
B = 1, todas as conexoes foram refeitas, e a rede passa a ter comportamento similar ao de uma
rede aleatoria do tipo Erdoés-Rényi. Fonte: Autora

modelo, chamado Newman-Watts-Strogatz (NWS), para cada aresta da rede, uma
aresta aleatoria é criada (em vez de rearranjada) com probabilidade 3. A figura 14
mostra exemplos de redes geradas de acordo com os dois modelos mencionados. Para

uma rede do tipo NWS, o coeficiente de clustering é dado por [44]

3(K — 1)
C= 49
22K — 1) +4Kp(8 +2) (49)
A distribuigao de grau do modelo WS para k > K/2 segue [11]
f(k,K) K-
— K noK—-n (BK>k Ko —BK

n=0

onde f(k, K) = min(k — K, K). Essa distribuigao é similar & distribui¢do do modelo
ER, e possui um pico em k = 2K. A principal limitagao dos modelos WS e NWS
é o fato de que eles produzem distribuicao de grau diferente da observada em redes

reais.
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Figura 12: (a) Comprimento de caminho médio ¢, normalizado pelo tamanho da rede, em fungao
de NKf para uma rede do tipo WS com parametros K = 2 e N = 1000. A curva é dada pela
equagdo (46). (b) Coeficiente de clustering C(3) em fungdo de  para uma rede do tipo WS com
K =2e N =1000,2000,5000. A curva é dada pela equagao (48). Fonte: Autora
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Figura 13: Comprimento de caminho médio L(3) = £(53) e coeficiente de clustering C(/3), normaliza-
dos pelos valores L(0) e C(0). Os dados mostrados no grafico sdo a média entre 20 redes diferentes
do tipo WS geradas pelo processo descrito no inicio desta se¢ao, com parametros N = 1000 e K = 2.
Fonte: Autora
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(a) Modelo Watts-Strogatz (b) Modelo Newman-Watts-Strogatz

Figura 14: Redes aleatérias do tipo pequeno mundo, com parametros N = 20, K =1, g = 0.3
(Watts-Strogatz), 8 = 0.1 (Newman-Watts-Strogatz). Fonte: Autora

3.3.3 Livre de Escala

Muitas redes reais apresentam uma distribuicao de grau que nao segue dis-
tribuicdo de Poisson (43), apresentada na segao 3.3.1. Uma rede livre de escala é

uma rede cuja distribuicao de grau p, segue uma lei de poténcia

pi~ k7 (51)

onde 7y é chamado expoente de grau.
Muitas redes reais apresentam duas caracteristicas importantes que as diferem
das redes aleatorias ja mencionadas e tém papel importante na forma da distribuicao

de grau de uma rede:

1. Crescimento: diversas redes reais sao o resultado de um processo continuo de
crescimento, ou seja, o nimero de nodos N da rede aumenta com o tempo. O

tamanho da rede, portanto, nao é fixo como nos modelos ER, WS e NWS.

2. Preferential-attachment: em alguns casos, os novos nodos adicionados & rede

tendem a se conectar com os nodos que possuem um maior nimero de conexoes.
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Figura 15: Exemplo de rede aleatéria nao-direcionada construida de acordo com o modelo de
Barabési-Albert, com N = 30 e myp = m = 1. Fonte: Autora

Barabéasi propos [9] em 1999 um modelo que apresenta as caracteristicas citadas
acima. Nesse modelo, conhecido como modelo de Barabasi-Albert (BA), m nodos
sao conectados arbitrariamente, com no minimo uma conexao para cada nodo. A
figura 15 mostra um exemplo de uma rede de tamanho N = 30 construida de acordo
com o modelo proposto por Barabasi. A cada intervalo de tempo, um novo nodo é
conectado por m < myg arestas a m nodos existentes, com uma probabilidade que
depende do grau desses nodos. A probabilidade I1(k) de que a conexao seja feita

com um nodo 7 é

1I(k;) = (52)

Zj kj
onde a soma no denominador é feita sobre todos os nodos existentes na rede no
momento em que o novo nodo ¢ adicionado.

Apos t passos de tempo, a rede gerada possui N = mg + t nodos e mqg +
mt arestas. O processo descrito acima resulta em uma rede livre de escala cuja
distribuigao de grau obedece (51) com expoente de grau v = 3. Ou seja, o modelo

de Barabési-Albert possui distribuicao de grau dada por
pe~ kT (53)

e essa distribui¢ao nao depende do valor de m nem do tamanho da rede. A figura 16

mostra a distribui¢ao de grau de uma rede do modelo BA de tamanho N = 100000.
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Figura 16: Distribuicao de grau de uma rede do modelo BA com N = 100000 e my = m = 3. A
reta possui inclinacao v = 3. Fonte: Autora

O valor esperado do coeficiente de clustering do modelo BA segue [15]

In N)?
Cpa ~ ( N ) (54)
O comprimento de caminho médio desse modelo é dado por
In N
A~ g w (55)

A equagao (55) mostra que £p4 cresce mais lentamente do que In N, de
forma que o comprimentos médios para redes do modelo BA sao menores do que os
comprimentos observados em redes de mesmo tamanho do modelo ER, para grandes
valores de N. A figura 17a mostra uma comparagao entre os coeficientes de clustering
de redes aleatoérias do modelo BA com redes do tipo ER, e a figura 17b mostra
a dependéncia do comprimento de caminho médio de redes do modelo BA com o
tamanho da rede. A figura 18 mostra exemplos de redes construidas de acordo com

os quatro modelos analisados.
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2 ~ (InN)N sl — ~ InN/In(In)
« ~InN

1

Figura 17: (a) Coeficiente de clustering em fungdo do ntimero de nodos da rede do modelo BA
(meédia de 10 redes com m = mg = 4). A linha hachurada mostra o comportamento para redes do

tipo ER (~ 1/N). A linha solida ¢ dada por C' = 3 % [34]. (b) Comprimento de caminho médio
em funcao do nimero de nodos da rede do modelo BA. A linha hachurada mostra o comportamento
para redes do tipo ER, e a linha solida é dada pela equagdo (55). O grafico mostra a média dos

valores para 10 redes com m = my = 3. Fonte: Autora

Erdds-Rényi

Watts-Strogatz «
Newman-Watts-Strogatz yd 71

Barabasi-Albert .

Figura 18: 4 modelos de redes aleatorias: ER, WS, NWS e BA. Fonte: Autora
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3.4 Medidas de similaridade

O processo de codificagao/decodificagao analisado nesse trabalho envolve trés
conjuntos de dados: a sequéncia de entrada determinada pelo buffer, o padrao es-
pacial gerado pela rede recorrente, e a sequéncia de saida obtida da decodificagao.
Quando uma rede aleatéria é utilizada como rede recorrente, é possivel que ocorra
a situacao em que diferentes sequéncias de entrada dao origem a um mesmo padrao
espacial - e se espera que, quanto mais eficiente for a rede, com menos frequéncia
isso ird ocorrer. Dessa forma, algumas medidas de similaridades conhecidas podem
ser uteis para analisar as sequéncias e padroes gerados pela rede em termos do quao
semelhantes eles sao entre si. Além disso, essas medidas também podem ser uti-
lizadas na definicao de uma medida que quantifica a eficiéncia da rede no processo
de codificagao.

Semelhanga de cosseno (cosine similarity) é uma medida de similaridade entre
dois vetores u,v nao nulos definidos em um espaco vetorial com produto interno.
Essa medida considera apenas a orientacao dos vetores, e é definida por

similarity = cos(f) = u-v o _ D i Wil (56)

lalllloll /32w /3o v

onde u; e v;, 1 = 1,...,n sao as componentes dos vetores u e v, respectivamente. Essa

medida - a qual chamaremos redunddncia - sera usada neste trabalho para compara-
¢ao entre os padroes espaciais. Um valor de redundancia igual a 1 corresponde a
padroes iguais.

Distancia de Kendall tau é uma medida que indica o numero de discordancias
emparelhadas entre duas listas. Como é equivalente ao niimero de trocas realizadas
pelo algoritmo bubble sort para transformar uma lista na outra, essa medida também
¢ chamada distancia de bubble sort. A distancia de Kendall tau K (7, 72) varia entre
0 (se as listas 71 e 7 sdo idénticas) e n(n — 1)/2 (se uma lista ¢ o inverso da outra),
onde n ¢ o tamanho da lista. Um valor nulo da distancia de Kendall tau normalizada

implica listas iguais, e K(7,7) = 1 implica discordancia méxima entre as listas
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consideradas.

Distancia de Levenshtein (também conhecida como distancia de edigao) é uma
medida de similaridade utilizada em teoria da informacao, linguistica e ciéncia da
computagao para medir a diferenga entre duas sequéncias. Sua vantagem em relacao
as outras medidas é o fato de que se pode comparar duas listas de tamanhos difer-
entes. A distancia é dada pelo nimero minimo de edigoes (inser¢des, exclusoes e
substituigoes) necessarias para transformar uma sequéncia na outra, e possui como
limite inferior a diferenga entre os tamanhos das sequéncias, e como limite superior o
tamanho da maior sequéncia. Essa medida de similaridade sera usada neste trabalho
para comparagoes entre as sequéncias de entrada. O procedimento para calcular a
distancia de Levenshtein Leuv(s,t) entre duas sequéncias s e t de tamanhos m e n,

respectivamente, é o seguinte:

1. Construir uma matriz nula D de tamanho (m + 1) x (n + 1);

2. Atribuir a primeira linha da matriz D os elementos (0,1,...,n) e & primeira

coluna os elementos (0,1, ..., m);

3. Para jde 1l an,eidelam: sesi] =t[j] (ou seja, se o i-ésimo elemento da
sequéncia s é igual ao j-ésimo elemento da sequéncia t), atribui-se o valor 0 a

constante "custo". Caso contrario, atribui-se o valor 1 a constante "custo".

4. O elemento DJi, j] da matriz ¢ o minimo entre:

e D[i—1,5]+1 (o elemento acima mais um)
e Dli,j — 1]+ 1 (o elemento a esquerda mais um)
e D[i — 1,7 — 1] + custo (o elemento da diagonal superior esquerda mais o

custo)

5. A distancia de Levenshtein é dada pelo elemento D[m,n] da matriz.

A fim de determinar qual modelo de rede aleatoria é o mais adequado para a
codificacao de padroes temporais em padroes espaciais, torna-se necessaria a intro-

dugao de uma medida que considera o erro na codificagao, ou seja, a diferenga entre
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a sequéncia de entrada e a sequéncia obtida na decodificacao do padrao espacial
gerado pela rede. Nesse trabalho, o erro de codificacao é definido como a distancia
de Levenshtein entre a sequéncia de entrada e a sequéncia obtida da decodificacao

descrita acima:

erro = Lev(input, output) (57)

onde tnput e output sao as sequéncias de entrada e saida, respectivamente.
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4 Modelo computacional para codificacao de sequén-

cias temporais

O modelo proposto no presente trabalho consiste em uma estrutura neural
composta por dois buffers de memoria de trabalho e uma rede atratora recorrente de
memoria associativa. Estudaremos em um primeiro momento um modelo estereoti-
pado com neurénios binédrios. A figura 19 mostra um esquema da arquitetura do
modelo de codificagao proposto. Na segao seguinte (4.1), sera estudado o modelo
com neurdnios binérios. Serao consideradas duas formas de conectividade na rede
recorrente: na primeira (segao 4.1.1), a matriz de conexao da rede é construida de
forma que todos os pares de elementos da sequéncia de entrada sao comparados; na
segunda (se¢ao 4.1.2), a conexao dos neurdnios da rede recorrente é feita de maneira
aleatoria. Na se¢ao 4.2, a rede recorrente sera construida com neurdnios do tipo taxa

de disparo, e a decodificacao sera feita com neurdnios integra-e-dispara.

M nodos N nodos
BCD )
B W
A A buff —_— rede J
— DI C utrer recorrente
J/ [0} S

Figura 19: Uma sequéncia "ABCD" é recebida pelo buffer na forma de uma oscilagdo do tipo teta-
gama, e codificada em um padrao espacial no qual a area de cada poligono esté relacionada a ordem
dos elementos na sequéncia de entrada (esquerda). Esquema da arquitetura neural proposta para
tradugdo de sequéncias temporais em padrdes espaciais (direita). Fonte: Autora
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4.1 Modelo com Neuronios Binarios

4.1.1 Rede Ordenada

A ordem temporal de uma sequéncia de entrada pode ser facilmente codifi-
cada em termos de ordem de subsequéncias menores dos elementos da sequéncia. Se
"ABCD" é uma sequéncia de entrada, entao as seguintes observagoes independentes
sao verdadeiras: t4 < tp,tgp < tc etc < tp,onde tyx é o tempo de ocorréncia do ele-
mento X. Um mecanismo que compara a ordem de dois elementos de uma sequéncia
pode ser construido utilizando dois neurdénios (ou grupo de neurdnios) que se inibem
mutuamente. Considere duas células da rede recorrente sensiveis aos elementos A e
B denominadas 1 e 2, respectivamente. Elas se inibem mutuamente, de maneira que
se uma célula esta ativa, a outra nao pode ser ativada. Portanto, a determinacao de
qual célula estara ativa depende somente da ordem em que os padroes A e B sao ap-
resentados para a rede. A ativacao da célula 1 implica uma das seguintes situagoes:
ou A precede B na sequéncia de entrada, ou dentre esses dois elementos, somente A
estd presente na sequéncia de entrada.

Vamos considerar uma rede que compara, dois a dois, todas as possiveis combi-
nacoes de elementos de uma sequéncia de entrada. Se M é o nimero de elementos do
buffer, representados por o;,7 =0, ..., M — 1, a rede recorrente devera ser composta
por N = M? células, com M delas sensiveis a cada um dos o. Os neurdnios da rede
recorrente possuem seus estados no tempo t representados por s;(t), i =0, ..., N — 1.
Os neuroénios que recebem a informagcao vinda do buffer sao células excitatorias pi-
ramidais. No entanto aqui, para simplificar, nao modelaremos explicitamente os
neuronios que mediariam a inibicao entre estas células, considerando, dessa forma,
que as células principais se inibem diretamente.

Os neurdnios ¢ conectam-se com os neurdnios s via matriz sinaptica W, que
é N x M, e os neur6nios da rede recorrente conectam-se entre si via matrix J, de

dimensao N x N. A figura 20 mostra uma representacao da arquitetura da rede para
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o-M—1

Figura 20: Arquitetura da rede ordenada, com M = 10. A primeira coluna a esquerda é composta
pelos neurdnios que representam os elementos de uma sequéncia de entrada, e os N = 10% neur6nios
da rede recorrente estao representados a partir da segunda coluna. Fonte: Autora

M = 10. A matriz de conexao W, para um valor de M arbitrério, é dada por

1 oM< i <(j+1)-M-1

0, caso contrario

onde 0 <j<M-1e0<7<N—1. A matriz W cujos elementos sao dados por
(58) estabelece conexdes entre os neuronios o e os neurdnios s de forma que cada um
dos neurdnios do buffer se conecta com M neurdnios diferentes da rede recorrente.
O primeiro neurdnio do buffer, oy, se conecta com os neurénios s; da rede recorrente
com indices k € [0, M — 1]. O segundo neurénio, oy, se conecta com os neuronios sy
com indices k € [M, (2M) — 1], e assim sucessivamente.

A matriz de conexao J para essa mesma rede, com M inteiro arbitrario, pode
ser construida definindo-se uma matriz A de tamanho M x M, cujos elementos da
1-ésima linha e j-ésima coluna sao dados pelos indices z = 0,1, ..., N — 1 das células
s, da rede recorrente:
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onde 0 <17,7 < M — 1. A matriz J pode ser escrita como

1 k= Aij, I = Aji1, ou A A (1), j < (M—1)

, S€ ) j+1,2 > 2,79 [/ J + y J < -

Jkl = | = Aija k = Aj+1,i " ! (60)
0, caso contrario

onde 0 < k,l < N—1, e N = M? BEssarede - a qual chamaremos rede orde-
nada -, construida com as matrizes de conexao W e J descritas acima, possibilita a

comparagao de todos os elementos da sequéncia de entrada, dois a dois.

Exemplo 4.1. Para M = 3, as matrizes de conexdo W e J dadas por (58) e (60)

sao

1 00 0001O0O0O0O0O
100 0000O0OO0OT1TTO0®O0
100 000O0O0OO0OOTO0OO0
010 10000O0O0O0O®O
W=101 0]; J=10 00000010
010 000O0O0OO0OO0OTO0OO0
001 01 0000O0O0O0O0
0 01 00001O0O0O0O0
001 000O0O0OO0OO0OTO0OO

As células o do buffer sao acionadas em uma dada sequéncia. Ou seja, cada

célula é ativada em um tempo discreto, de forma que podemos dizer que
oi(t) = 8(i. ) (61)

onde §(z,y) é a fun¢do Delta de Kronecker e o vetor o = (01, 09, ...,01), com L < M,

¢ uma dada sequéncia de ativagao dos neurdnios o.

54



A dinamica dos neur6nios binarios presentes na rede recorrente é dada por

(

sesi(t—1)=0 e Wioj(t—1)>0
1 sesi(t—1)=1
si(t) = 0 sesi(t—1)=0 e Wioj(t —1) = (62)
—1 ses;i(t—1)=0¢e Wijaj(t—l) =0 e >, Jiysj(t—1) <0
[ —1 sesi(t—1)=

podendo entdo ter trés estados: ativo (1), quiescente (0) e inibido (-1). Como
neuronios inibidos sao também quiescentes para analises da informagao mutua entre
padroes, consideraremos os neurdnios inibidos como quiescentes.

Quando a rede recebe uma sequéncia temporal de padroes, ela faz a conversao
em um padrao espacial da seguinte maneira: o primeiro elemento da sequéncia de
entrada ativa todas as M células com as quais possui ligagao; o segundo elemento
ativa M —1 células, e assim sucessivamente. A decodificagao pode ser feita a partir da
matriz de conexao W, que indica a quais neurdnios da rede recorrente os elementos
da sequéncia de entrada estao conectados, e dos estados finais dos neurdnios da rede
recorrente. Portanto, o padrao espacial, determinado pelo estado final dos neurénios
da rede recorrente, informa quais padroes estao presentes na sequéncia de entrada,

e a ordem em que eles aparecem.

4.1.2 Rede Aleatoria

Consideraremos novamente que as células do buffer sdo representadas por o;(t)
com i = 0,..., M — 1, e os neurdnios da rede recorrente por s;(t) com i = 0,..., N —
1. Os neurdnios ¢ conectam-se com os neurdnios s via matriz sinaptica W, que é
N x M. Neste trabalho, vamos considerar duas formas de construgao da matriz W.
A primeira forma consiste em conexoes binarias com probabilidade ¢ de ocorrer, ou
seja,

P(Wyy) = ¢ 6(Wy; — 1) + (1 - q) 5(1W},) (63)
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Nesse caso, cada neuronio do buffer se conecta com os neurdnios da rede recorrente
com probabilidade ¢q. Portanto, a quantidade de conexoes de cada neuronio o varia.
Além disso, podem ocorrer sobreposi¢oes de conexoes (dois neuronios o podem se
conectar com o mesmo neuronio s). Chamaremos uma matriz W construida dessa
forma de matriz de conexao aleatoria.

Na segunda forma de construir a matriz W, o nimero de conexoes é fixo, de
modo que cada um dos M neurdnios o se conecta com exatamente N/M neurdnios
s. Nesse caso, nao ha sobreposi¢oes de conexoes, e os elementos da matriz W sao
dados por

W, - 1, sei€[j&, (j+1)%) (64)
0, caso contrario
onde os indices i e j (que representam os neurdnios pos- e pré-sinapticos) variam de
0Oa N —1ede0a M — 1, respectivamente.

Devido ao fato de que os indices dos nodos em redes do tipo pequeno mundo de-
terminam sua posi¢ao na rede, faz-se necessario utilizar uma outra ordem de indices
na construcao da matriz de conexao W. Essa configuracao pode ser obtida da
seguinte maneira: primeiro, os neurdnios s; sao ordenados aleatoriamente (a or-
dem é uma permutagao dos indices i € [0, N — 1]). Depois, conecta-se o primeiro
neurdnio do buffer com os N/M primeiros neurénios s dessa sequéncia, o segundo
com os N/M seguintes, e assim sucessivamente. Seja n = (ng,ny,na, ..., Ax_1) uma
permutacao dos indices 7. Os elementos de W serao dados por

W, = 1, seie[j&,(+1)) (65)

0, caso contrario

No presente trabalho, uma matriz construida de acordo com (65) sera chamada de
matriz de conexao seletiva.

Os neuronios da rede recorrente conectam-se entre si via matrix J, que é N X V.
Essas conexoes sao também binarias, mas negativas (no caso de conexdes inibitorias).

Se a rede recorrente é do tipo Erdos-Rényi (se¢do 3.3.1), as conexdes ocorrem com
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uma probabilidade p, que em principio é diferente de ¢, ou seja
P(Ji) =po(Jy; + 1) + (1 —p) 6(Jy) (66)

A dindmica dos neurénios da rede recorrente é dada pela equagao (62), que
é valida para o caso em que todas as conexoOes sao inibitérias. Se as conexoes da
rede recorrente podem ser inibitérias ou excitatorias, o neuronio s; pode ser ativado
ou inibido no tempo ¢, de acordo com os sinais dos termos s;(t — 1) e >_.; Ji;, de
modo que se o neurdnio s; esté ativo no tempo ¢ — 1, entao o neurdnio s; ficard ativo
no tempo ¢ se ha uma conexao excitatoria de s; até s;, e inativo, se a conexao &
inibitoéria.

Na segao anterior, vimos que quando a rede recorrente é construida de forma
que todos os possiveis pares de elementos da sequéncia de entrada sao comparados,
o primeiro elemento ativa todas as M células da rede recorrente com as quais possui
ligacao; o segundo elemento ativa M —1 células, e assim sucessivamente. Entretanto,
quando a rede recorrente possui arquitetura aleatoéria, isso nao ocorre. Nesse caso,
se a matriz de conexao W for seletiva (ou seja, construida de acordo com (65)), o
primeiro elemento da sequéncia de entrada ira ativar M neurdnios da rede recorrente,
mas o elemento seguinte nao iré necessariamente ativar M — 1 neuroénios, podendo
ativar um nimero menor de células. Similarmente, os neurdnios seguintes poderao
ativar um nimero de neurénios que nao ¢ fixo, e pode variar entre 0 e M —1 neurénios
(se as conexoes da rede recorrente sdo todas inibitérias). Portanto, a sequéncia de
saida dada pela decodificacao do padrao espacial podera ser diferente da sequéncia
de entrada. Isso implica que, no caso de redes recorrentes com arquitetura aleatoria,
pode haver um erro nao nulo no processo de codifica¢ao (segao 3.4). Referente a ar-
quitetura da rede recorrente, serao considerados neste trabalho os seguintes modelos
de redes aleatorias: Erdos-Rényi, pequeno mundo e livre de escala, abordados na

secao 3.3.
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4.2 Modelo com Neuronios Taxa de Disparo

Consideremos o mecanismo descrito anteriormente para a comparacao da ordem
de elementos de uma sequéncia, porém com a inclusao de interneurénios inibitorios
para mediar a inibi¢do entre os neurdnios (ou grupo de neurénios) principais, como
representado na figura 21. Os grupos de neurénios (neural pool) serao representados
por um modelo taxa de disparo, no qual a atividade representa a atividade coletiva
média dos neurdnios do grupo. Interagoes entre neurénios dentro de um mesmo
grupo sao representadas por auto-acoplamento, ou seja, conexoes de feedback de
uma unidade para ela mesma.

A taxa de disparo do grupo de neurdnios que representa o estimulo A e que

compete com o estimulo B (o grupo de neurénios AB) é dada por

T%TAB(t) = —rap(t) + FWerap(t) — Wirga(t) + La(t) — 0] (67)

onde 7% ,(t) ¢ a taxa de disparo da inibi¢ao que vem do grupo de neurénios BA

T%T’%A(t) = —TBA(t) + F[Wez’TBA(t) - 9] (68)

1 B

L L
AB BA

Figura 21: Dois grupos de neurdnios biestaveis 1 e 2 sao mutuamente inibidos por grupos de
interneuronios inibitorios. A ordem dos estimulos de entrada (representados como A e B) determina
qual dos grupos de células permanecers ativo. Fonte: IDIART, 2019 °

9Imagem utilizada com permissio
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com a funcao de transferéncia I dada por

0, ser<0
Flr] = r, se0 <7 < Tmes (69)

Tmaz, S€T > Tmax

A funcdo de entrada é I4(t) = Iy - I(t —t4), onde

I(t) = H(t)(e m —e ™) (70)

A decodificagao é feita utilizando um modelo integra-e-dispara com cada neurénio

ligado a um padrao de acordo com

d

TsEVA(t) = —va(t) + atanh(ha(t)) + Bsin(wt) — V(1) (71)
if VA(t> > Vihres VA(t) S Upest
onde ha(t) = > .ra(t) é a soma de todas as taxas de disparos dos grupos de

neur6nios ativados pelo padrao A. Existe uma inibigao de feedback v/ (t) seguindo
cada potencial de acao que previne que a mesma célula dispare novamente no mesmo

periodo teta, dada por

d . . ,
raVh(6) = —VA(6) + 8t — £) (72

onde t¥ ¢ o tempo em que ocorre o k-ésimo disparo no neurénio sensivel ao padrao A.
Os parametros usados na simulagao, como quantidades adimensionais, sao 7 = 0.1,
W, = 5.0, W; = —0.095, W,; = 4.0, Iy = 6.0, 0 = 1.0, rpe, = 10.0, 77 = 0.03 e
7o = 0.08; 7, = 1.0, « = 3.0, B = 10.0, w = 67, Vyest = 0 € Vypyes = 10.0; 7, = 10.0 e
v = —10.0.

Consideramos que cada um dos grupos de neurénios presentes no buffer de
memoria pode estar conectado a um determinado ntimero de regioes da rede recor-
rente. Essas regioes sao constituidas de grupos de neurénios biestéveis. Se o padrao

A esté presente na sequéncia de entrada determinada pelo buffer, entao os neurénios
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das regioes da rede recorrente que possuem conexao com ele irao disparar caso nao
tenham sido inibidos anteriormente devido ao disparo de neurénios da rede recor-
rente que estao conectados a outro elemento do buffer. Dessa forma, cada elemento
da sequéncia de entrada possui um determinado grupo de "alvos" na rede recorrente
(neurdnios com os quais estao conectados), e devido a inibigdo mutua, o nimero de
alvos que um elemento iré ativar depende da posicao dele na sequéncia de entrada.
Se a arquitetura da rede recorrente ¢ tal que todos os possiveis pares de ele-
mentos da sequéncia de entrada possuem sua ordem comparada, ela é capaz de fazer,
utilizando o mecanismo descrito, a tradugao da sequéncia em um padrao espacial.
Nesse caso, a sequéncia de saida obtida do processo de decodificacao descrito acima
serd sempre idéntica & sequéncia de entrada. Entretanto, conforme mencionado na
secao anterior, essa situacao nao ocorre no caso de redes recorrentes aleatorias.
Quando as conexoes da rede recorrente sao construidas de maneira aleatoéria,
existe a possibilidade de que nem todos os pares de elementos da sequéncia de entrada
sejam comparados. Portanto, nesse caso é possivel que o processo de codificagao leve
a uma sequéncia de saida (obtida da decodificagao do padrao espacial) diferente da
sequéncia de entrada, ou seja, pode haver um erro nao nulo no processo de codi-
ficacdo (secdo 3.4). E esperado, entretanto, que quanto maior o tamanho da rede

recorrente, mais eficiente se torne o processo de codificacao.
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5 Resultados

5.1 Modelo com Neuronios Binarios

Serao analisados na presente secao os resultados obtidos para o modelo com
neurénios binérios cuja dindmica ¢ dada por (62). Os resultados serao divididos em
trés partes: na secao 5.1.1, serao estudados os perfis de ativacao dos neurdnios da
rede recorrente, ou seja, a forma do padrao espacial obtido da codificacao da se-
quéncia temporal recebida pela rede. Na secao 5.1.2, estudaremos a influéncia da
arquitetura da rede recorrente na eficiéncia da codificacao, considerando os quatro
modelos de redes aleatorias referidos na secao 3.3. Na secao 5.1.3, serd analisada a

relacao entre o erro na codificagao e o tamanho da rede recorrente.

5.1.1 Perfil de ativagao dos neurdnios da rede recorrente

Uma sequéncia temporal ¢ determinada pela ordem de ativacao dos neurdnios
o, de maneira que um padrao de entrada é dado por um vetor o = (o1, 09, ...,0r),
onde L < M é o nimero de neuronios ativados dentre os M neurdnios do buffer.
A dindmica da rede recorrente gera um padrao (so(tr),s1(tr),...,sny—1(tr)), onde t,
é o tempo de ativacao do L-ésimo neuronio o. A decodificacao é feita utilizando o
fato de que o primeiro elemento da sequéncia de entrada ativa um maior nimero
de células da rede recorrente do que o segundo, e assim sucessivamente. O processo
pode ser realizado da seguinte maneira: a partir da matriz de conexao W, soma-se
o nimero de neurdnios ativos s;, i = 0,..., N — 1 conectados a o; (ou seja, tais que
Wi; > 0), para cada j € [0, M — 1]. Depois, coloca-se em ordem decrescente esse
ntmero de neurdnios ativos. Os indices referentes a cada um desses valores determina

a ordem dos elementos na sequéncia decodificada. Por exemplo, considerando uma
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rede com dinamica dada por (62), a soma dos neur6nios ativos s; ligados a o; &
dada por S(j) = 32, Wijsi. Se S(0) > S(2) > S(1), entdo a decodificacio resulta
na sequéncia (0g,09,01). Se essa sequéncia é diferente da sequéncia de entrada,
inferimos que h&a um erro nao nulo na codificagao.

No caso em que a rede recorrente possui arquitetura que compara todas as
possiveis combinagoes de elementos do buffer (se¢ao 4.1.1), a sequéncia do ntimero
de neuronios s ativos referentes a cada neurénio j do buffer terd a forma (M, M —
1,M —2,...,1) se o nimero de elementos na sequéncia de entrada ¢ igual ao nimero
de neurénios no buffer (L = M). Por outro lado, se L < M, entdo a sequéncia
mencionada tera a forma (M, M —1, M —2,..., M —(L—1),0,...,0), onde a quantidade
de zeros (referentes aos elementos que nao estao presentes na sequéncia de entrada)
é dada por M — L. Devido a arquitetura das redes, isso nao ocorre para o caso em
que a rede recorrente possui estrutura aleatoria (se¢ao 4.1.2).

Na construcao da rede recorrente com arquitetura aleatoria, consideramos duas
formas da matriz de conexao W. Na primeira forma, chamada matriz W aleatoria
e dada pela equagao (63), podem haver sobreposigoes de conexdes. Na segunda
forma, chamada matriz W seletiva e dada por (65), essas sobreposigdes nao ocorrem,
conforme explicado na secao 4.1.2. Essa diferenca entre as duas construgoes da matriz
em questao resulta em diferentes comportamentos quanto ao perfil de ativacao dos
neuronios da rede recorrente.

No caso da matriz W aleatoéria, existe a possibilidade de neurdnios o do buffer
que nao estao presentes na sequéncia de entrada (quando L < M) estarem presentes
na sequéncia de saida gerada pela rede. Por exemplo, para uma sequéncia de entrada
"ABC", uma rede aleatéria com matriz de conexao W aleatéria poderia gerar a
sequéncia de saida "ABD", apesar de o padrao "D", presente no buffer, nao fazer
parte da sequéncia em questao. Por outro lado, essa situagao nao ocorre quando
a matriz W for do tipo seletiva, devido ao fato de nao existirem sobreposicoes de
conexdes (considerando o caso em que todas as conexdes da rede recorrente sao
inibitorias).

Nos gréficos da figura 22, os neurdnios do buffer estao representados no eixo

horizontal, e a altura da barra representa o ntmero de neurtnios s conectados a
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cada um dos o que estao ativos ao final da dindmica temporal. No caso da rede
ordenada (figura 22a), o primeiro neurénio da sequéncia temporal ativa todos os 10
neuronios da rede recorrente conectados a ele. O segundo neurénio ativa 9, e assim
sucessivamente, até o dltimo neurdnio presente na sequéncia de entrada. Se um
neuronio o do buffer nao estd presente na sequéncia de entrada, ele nao é ligado,
portanto nenhum dos neurénios da rede recorrente que estao conectados a ele é ligado.
Assim, as barras de todos os neurdnios o, com k > 4 tém altura zero, no caso da
rede ordenada.

Uma situacao semelhante ocorre quando a rede recorrente é aleatoria, e a
matriz W é do tipo seletiva (figura 22c): para k > 4, nenhum dos neurénios s
que estao conectados a o, estd ativo ao final da dinamica temporal. Nesse caso,
o primeiro neurénio da sequéncia ativa os 10 neuronios da rede recorrente a ele
conectados (devido a estrutura da matriz de conexao W). Entretanto, os proximos
neuronios do buffer presentes na sequéncia temporal nao ativam necessariamente 9, 8
e 7 neurdnios da rede recorrente, devido a estrutura matriz de conexao aleatéria J.
Nesse caso, existe a possibilidade de a sequéncia de saida gerada pela rede recorrente

aleatoria ser diferente da sequéncia de entrada.
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vertical) conectados com cada um dos neurdnios do buffer (eixo horizontal), para 3 diferentes
modelos de redes: (a) Rede ordenada; (b) Rede recorrente aleatoria do tipo ER com matriz de
conexao W aleatoria, com probabilidade de conexao ¢ = 0.1; (¢) Rede recorrente aleatéria do tipo
ER com matriz de conexao W seletiva. Foram utilizados os seguintes parametros: L =4, M = 10,
N =100, p = 0.02 (se¢ao 4.1.2), e todas as conexdes das redes recorrentes sao inibitorias. Para as
redes aleatorias, foram geradas 400 redes e consideradas 20 sequéncias para cada uma delas. Fonte:
Autora
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Se a matriz W ¢é do tipo aleatéria (figura 22b), a situagdo descrita acima nao
ocorre. Nesse caso, neurénios s que sao ligados pelos neuronios ¢ podem possuir
conexoes com outros neurbénios do buffer, mesmo que estes nao estejam presentes
na sequéncia de entrada. Portanto, as alturas das barras referentes aos neurénios
o) podem ser nao nulas V k € [0, M — 1] em graficos como aqueles representados
na figura 22. Além disso, como os mesmos neur6nios s podem ser contados mais de
uma vez (pois podem estar conectados com mais de um neurdnio do buffer, devido
a estrutura da matriz de conexao W aleatoria), as alturas das barras no grafico sao,
em geral, maiores do que nos dois casos abordados anteriormente.

A diferenca no perfil de ativagao dos neurdnios da rede recorrente para redes
aleatorias com os dois tipos de matriz de conexao W mencionados é mostrada na
figura 22. Como o processo de decodificagao é baseado no nimero de neurénios s
ativos, a analise da figura 22 sugere que o uso da matriz W do tipo seletiva resulta
em um menor erro na codificagao quando comparado & matriz W aleatoria.

As figuras 23 e 24 mostram o perfil de ativagao dos neurénios da rede recorrente
para redes aleatorias com diferentes quantidades de conexoes excitatorias e matrizes
de conexao W seletiva e aleatoria, respectivamente. A comparagao dessas figuras com
o grafico da figura 22a (referente a rede ordenada) sugere que, dentre as configuragoes
consideradas, aquela que apresentaria menor erro na decodificacao é o caso da matriz
de conexao W do tipo seletiva, e rede recorrente composta somente de conexoes

inibitorias.

64



,_.
S
i
o
i
°©

®
L)
@

> o

numero de neuronios s ligados
~

numero de neuronios s ligados
numero de neuronios s ligados

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

neuronios o neuronios o neuronios o

(a) 0% conexoes excitatorias  (b) 20% conexdes excitatorias () 40% conexdes excitatorias

Figura 23: Numero de neurdnios da rede recorrente ativos ao final da dindmica temporal (eixo verti-
cal) conectados com cada um dos neurdnios do buffer (eixo horizontal), para diferentes quantidades
de conexoes excitatorias: (a) 0%; (b) 20%; (¢) 40%. Em todos os casos, as redes recorrentes sao
do tipo ER com matriz de conexdo W seletiva, e parametros L = 4, M = 10, N = 400, p = 2/N.
Foram geradas 400 redes e consideradas 20 sequéncias para cada uma delas. Fonte: Autora

oIIIIIIII.*
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 2 3 4 5 6 7 8 9

neuronios o neuronios o neuronios o

-
53

®
@
@

o
o

»
IS

N

numero de neuronios s ligados
N

numero de neuronios s ligados
numero de neuronios s ligados

o

(a) 0% conexoes excitatorias  (b) 20% conexdes excitatorias  (c¢) 40% conexoes excitatorias
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tipo ER com matriz de conexao W aleatéria com probabilidade de conexao ¢ = 0.1, e pardmetros
L =4, M =10, N =400, p = 2/N. Foram geradas 400 redes e consideradas 20 sequéncias para
cada uma delas. Fonte: Autora

5.1.2 Arquitetura da rede recorrente

Redes aleatorias podem ser obtidas a partir de diferentes algoritmos de cons-
trucao, conforme abordado na secao 3.3. Portanto, um aspecto importante que deve

ser observado na rede que serad utilizada é a sua arquitetura. Nesse sentido, sao
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relevantes as seguintes questoes: de que maneira a arquitetura da rede recorrente in-
fluencia o erro médio do processo de codificacao? Existe um modelo de rede aleatoria
que se mostra mais eficiente que os outros? A fim de abordar essas questoes, a distan-
cia de Levenshtein (se¢ao 3.4) sera utilizada como medida para quantificar a eficiéncia
do processo de codificagao descrito.

A figura 25 mostra os erros médios para quatro modelos de redes aleatorias:
Erdos-Rényi, Watts-Strogatz, Newman-Watts-Strogatz e Barabési-Albert. Para a
comparagao, foram consideradas redes de mesmo tamanho e com valores de graus
médios similares. Os graficos dessa figura indicam que, para os parametros utiliza-
dos, as redes do tipo WS e NWS podem ser consideradas mais eficientes do que os
outros dois modelos no processo de codificagao. Além disso, a figura 25b também
mostra a comparagao entre as redes de conexao W dos dois tipos citados na segao
4.1.2, e fica evidente a superioridade da matriz W do tipo seletiva (65) em termos
de eficiéncia na codificacao.

Redes aleatorias dos tipos ER, WS e NWS possuem um parametro importante
referente a probabilidade de conex@o entre os nodos das redes: p (ER) e 5 (WS e
NWS). O gréfico da figura 26 mostra como esses parametros influenciam o erro na
codificacao para redes de tamanho N = 400, considerando valores de p e [ entre
107% e 1. Os dados representados no grafico mostram que, mesmo para os valores do
parametro p que apresentam menor erro, o erro na codificagao ainda é maior para
redes do tipo ER em comparacao com redes do tipo WS e NWS, para quase todo
valor de 3. Apesar de existir um intervalo de valores p e 5 no qual o contrério ocorre
(ou seja, redes do tipo ER seriam mais eficientes), esse intervalo é pequeno, e uma
rede do tipo WS ou NWS com parametro 5 &~ 1 nao possui as caracteristicas de uma

rede do tipo pequeno mundo, conforme explicado na secao 3.3.2.
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Figura 25: Influéncia do modelo de rede aleatoéria no erro da codificagao. (a) Erro médio norma-
lizado para quatro modelos de redes aleatérias de tamanho N = 100: Erdos-Rényi (ER), Watts-
Strogatz (WS), Newman-Watts-Strogatz (NWS), e Barabasi-Albert (BA), com matriz de conexéo
W do tipo seletiva. (b) Erro médio normalizado para redes dos quatro modelos citados, de tamanho
N = 200, e com os dois tipos de matriz de conexdo W: aleatoria (preto) e seletiva (cinza). Em
ambos os casos, foram utilizados os seguintes parametros: L = 6, M = 10, p = 0.01, § = 0.1,
K =1, m = 1. Foram consideradas 400 redes para cada modelo, e utilizadas 200 sequéncias de
entrada diferentes para o calculo do erro. Fonte: Autora
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Autora.
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5.1.3 Tamanho da rede recorrente

No modelo de rede descrito na secao 4.1.1, onde todos os pares de elementos
da sequéncia de entrada sao comparados em relacao a sua ordem na sequéncia, a
rede recorrente deve ter tamanho N = M?. Entretanto, quando consideramos redes
recorrentes de arquitetura aleatoria, essa condicao nao é necessaria, de modo que o
modelo pode ser construido com redes de tamanho N > M?. Devido & arquitetura
aleatoria da rede, existe a possibilidade de que nem todos os pares de elementos da
sequéncia de entrada tenham suas ordens comparadas, enquanto alguns pares podem
ser comparados mais de uma vez. Um maior nimero de neurénios na rede recorrente
implica uma maior probabilidade de que todos os pares de elementos sejam de fato
comparados. Assim, é esperado que redes recorrentes maiores estejam relacionadas
a um menor erro de codificacao.

Os graficos da figura 27 indicam que o erro diminui exponencialmente com o
aumento do tamanho da rede recorrente. Foi realizada regressao linear utilizando o
métodos dos minimos quadrados para avaliar a relacao entre o tamanho da rede e o
erro de codificacao médio. Os dados da regressao linear estao resumidos na tabela
3. Comparando esses dados para os modelos de redes aleatorias citados (ER, WS,
NWS e BA), obervamos que os coeficientes angulares referentes a redes dos tipo WS
e NWS sao maiores em modulo do que os referentes aos outros dois modelos. Os
graficos da figura 27 e os dados da tabela 3 mostram que, de fato, um aumento no
tamanho das redes recorrentes implica uma redugao do erro (e, portanto, aumento

na eficiéncia) no processo de codificagao de sequéncias temporais.
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entrada diferentes para o calculo do erro. Fonte: Autora

Coeficiente angular Interseccgao r r? P
ER -0.0020 0.3332 -0.9919 0.9839 <.001
WS -0.0052 0.2524 -0.9968 0.9936 <.001
NWS -0.0048 0.1971 -0.9903 0.9807 <.001
BA -0.0022 0.3619 -0.9967 0.9934 <.001

Tabela 3: Regressao linear (ver figura 27b)
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5.2 Modelo com Neuroénios Taxa de Disparo

Serao analisados na presente secao os resultados obtidos para o modelo com
neuronios taxa de disparo, definido na se¢ao 4.2. Quando forem consideradas redes
recorrentes com arquitetura aleatéria, os interneurdnios que mediariam as inibi¢oes
entre os neurénios da rede nao serao modelados explicitamente, de forma que consi-
deraremos que as células principais se inibem diretamente. Representaremos o buffer
de memoria de trabalho pelas entradas que ele fornece a rede recorrente, e consi-
deraremos que 4 de 5 padroes sao mantidos no buffer.

A figura 28a mostra a atividade neural dada por (70) de 5 células do buffer de
memoria de trabalho, cada uma representando um determinado padrao. Na figura
28b, sao mostradas as atividades de 20 grupos de neurdnios na rede recorrente. A
figura 28c mostra o potencial de membrana de 5 neurénios do buffer, e mostra como
a ordem decodificada é construida a partir da atividade na rede recorrente, de forma
que corresponde a sequencia de entrada original da figura 28a.

Quando a rede recorrente possui arquitetura ordenada, de forma que as ordens
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Figura 28: (a) Os tragos indicam os sinais de entrada que chegam do buffer. Os quatro padroes
sao ativados em uma ordem especifica, cada um em diferentes tempos. Nas simulagoes, todas as
quantidades sdo mostradas em unidades adimensionais. Cada linha do grafico corresponde a um
grupo de neurtnios diferente. (b) Atividade na rede recorrente. Cada linha indica quando um
grupo de neurdnios é ativado. O primeiro padrao da sequéncia temporal é capaz de ativar 4 grupos
de neuronios alvos. O segundo padrio, ativa somente 3, e assim sucessivamente. (c) Decodificagao
realizada pelo segundo buffer de memoria de trabalho. Os neurénios disparam de acordo com a
atividade média relativa a cada padrao na rede recorrente. Fonte: Autora
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de todos os padroes da sequéncia de entrada sao comparadas, a sequéncia de saida é
sempre igual & sequéncia de entrada. Nesse caso, o “perfil de ativagao” dos neurénios
possui uma estrutura bem definida, similarmente ao que foi descrito na secao 5.1.1.
Entretanto, aqui, o padrao espacial serda determinado pelas taxas de disparo dos
neurénios da rede recorrente ao final da dindmica temporal, de acordo com (67). A
taxa de disparo média dos neurénios s que estao conectados ao primeiro neurénio
da sequéncia temporal, o, serd maior do que a taxa do segundo neurénio s, e assim
sucessivamente. Esse fato pode ser observado no grafico da figura 29a: o tamanho
das barras correspondentes aos elementos da sequencia de entrada se encontra em
ordem decrescente, da esquerda para a direita. Além disso, a auséncia de barras de
erro no grafico 29a indica que a ordem dos elementos da sequéncia de saida é sempre
igual a da sequéncia de entrada, ou seja, o erro é nulo no caso de redes recorrentes
com arquitetura ordenada. No caso de redes recorrentes com arquitetura aleatoria,
a situac@o descrita acima nao ocorre (figura 29b). Similarmente ao caso do modelo
com neurénios binarios, quando a rede recorrente é aleatéria, é possivel que haja um
erro na codificacao.

A figura 30a mostra os erros médios na codificagdo para quatro tipos de redes

e

(a) (b)

Figura 29: Taxa de disparo média (eixo vertical) correspondendo a cada um dos 5 padroes de
entrada (eixo horizontal) para dois modelos de redes recorrentes de mesmo tamanho (N=20): (a)
rede ordenada tal que as ordens de todos os padroes da sequéncia de entrada sdo comparadas; (b)
Erdos-Reényi (com probabilidade de conexao p=0.1). 400 redes foram consideradas no céalculo da
taxa de disparo média. Fonte: Autora
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Figura 30: (a) Erro médio para quatro modelos de redes aleatorias: ER, WS, NWS e BA, com
tamanho N = 80. 400 redes e 20 diferentes sequéncias de entrada para cada rede foram utilizadas
no célculo do erro. (b) Porcentagem de erros nao nulos para redes com tamanhos entre N = 20 e
N = 100. Para o célculo da porcentagem, foram utilizadas 40 amostras constituidas de 40 redes e
20 diferentes sequéncias de entrada. Foram utilizados os seguintes parametros: p = 2/N, = 2/N,
K =1, m =1, e os valores das constantes sdo aqueles mencionados na secao 4.2. Fonte: Autora

aleatorias. Redes recorrentes do tipo WS e NWS apresentam erros médios menores
do que redes do tipo ER e BA. Portanto, os dois primeiros modelos mencionados ap-
resentam maior eficiéncia no processo de codificagao analisado. Para a comparagao,
foram utilizadas rede de graus médios semelhantes. A figura 30b mostra que o erro
médio diminui com o aumento do tamanho da rede recorrente, similarmente ao caso
do modelo com neurénios binarios (figura 27). Além disso, o mesmo comportamento
observado no grafico 30a é observado para todos os valores de N considerados: re-
des BA apresentam a pior eficiéncia (maior erro médio), ER apresentam a segunda
pior eficiéncia, e as redes do tipo WS e NWS, que correspondem a redes que ap-
resentam propriedades de redes pequeno mundo, sao as mais eficientes no processo
de codificacao de sequéncias temporais. Simulacoes foram escritas em C e Python.

Integracoes numeéricas foram realizadas com o método de Euler, e At = 0.0001.
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6 Conclusoes

Existem evidéncias da utilizacao de buffers baseados em um esquema de mul-
tiplexagao temporal pela memoria de trabalho no cérebro, organizado por oscilagoes
teta e gama [26,38,52]. Nesse tipo de codificagdo temporal, sequéncias sao repre-
sentadas por diferentes padroes de disparos sincronos, cada um deles em uma fase
diferente da oscilacao teta. Esses buffers de memoria de trabalho se baseiam em pro-
priedades de célula tinica, e possuem capacidade de armazenamento limitada. Por
outro lado, redes atratoras recorrentes armazenam informagoes nas conexoes sinap-
ticas, e a memoria é uma propriedade da rede.

Nesse trabalho, foi apresentado um modelo para comunicagao neural entre um
buffer de memoria de trabalho, que utiliza o acoplamento de oscilagoes teta-gama
para armazenar informagoes, e uma rede recorrente atratora, que armazena infor-
magoes como sequéncias espaciais nas conexoes sinépticas. O modelo foi construido
com neur6nios binérios (segdo 4.1), e neurdnios taxa de disparo (segdo 4.2). Na
construcao da rede recorrente, foram considerados quatro modelos de conectividades
aleatorias. A analise dos resultados das simulagoes nos permite concluir que redes
do tipo Watts-Strogatz e Newman-Watts-Strogatz, que apresentam propriedades de
redes do tipo pequeno mundo, sao as mais eficientes para o processo de codificacao
apresentado, dentre os modelos de redes aleatorias analisadas.

Muitas redes complexas observadas na natureza apresentam topologia de pe-
queno mundo, que é caracterizada por um elevado coeficiente de clustering e baixo
comprimento de caminho médio [14]. O primeiro sistema nervoso a ser formalmente
descrito como uma rede do tipo pequeno mundo foi o do nematoide C. Elegans, em
escala microscopica [54]. Diversos estudos recentes com a utilizagdo de ressonan-
cia magnética funcional e eletroencefalografia em humanos reportam redes cerebrais
com topologia de pequeno mundo [12,51,57|. Simard et al [50] mostraram que redes
neurais com topologia de pequeno mundo permitem maiores taxas de processamento

de informagao e aprendizado do que outros tipos de grafos aleatérios. Dessa forma,
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os resultados obtidos aqui quanto a relagao da arquitetura da rede e eficiéncia no
processo de codificagao de sequéncias temporais parecem estar de acordo com resul-
tados descritos na literatura.

No presente trabalho, ndo consideramos ruido sinaptico (ou seja, onde se con-
sideraria que os neurénios disparariam usando uma distribuigao de probabilidade).
Foi feito, entretanto, o estudo da aleatoriedade das conexoes no modelo proposto. O
estudo desses modelos simples de codificagao-decodificagao podem ser importantes
para o desenvolvimento de circuitos analdgicos eletronicos utilizados para imitar
arquiteturas neurobiologicas presentes no sistema nervoso, chamados circuitos neu-
romorficos.

Em termos de trabalhos futuros que poderiam ser desenvolvidos a partir desse
trabalho, podemos citar o uso de modelos de neurdnios integra-e-dispara na cons-
trugao da rede recorrente. Esse tipo de modelo de neuronio é muito mais realista do
que o modelo taxa de disparo, e permite um estudo mais relevante da importancia

do ruido no modelo de codificacao e decodificacao.
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Apéndice A Modelo de Hodgkin-Huxley

Hodgkin e Huxley propuseram [27], em 1952, um modelo que descreve a for-
magao e propagacao de potenciais de agao. Esse modelo (também chamado de modelo
baseado em condutancia) considera 3 correntes: uma corrente de potassio (I ), uma
corrente de sodio (Iy,), e uma corrente 6hmica de vazamento (I), devida em maior

parte a fons de cloro. As equagoes de Hodgkin-Huxley sao

I}E IKG IL
dV - N - N - N
C’E =1 —gen*(V — Ex) —gngm*h(V — Eng) — g (V — EL)
dn
a _an(V)(l —TL) _5n<v)n (A 1)
dm
e (V)1 =m) = Bn(V)m
dh
o = au(V)(1 =) = (V)
onde 10—V v
2(V) =0.01 — . B, = 0.125exp(—),
(V) exp(lol_ov) —1 g cxp( 80 )
25 -V -V
(V) =0.1 . By = deap(—), -
-V 1
an(V) = 0.07exp(—), -
w(V) P 20 ) B 6xp(3ofov) +1

Esses parametros correspondem a um deslocamento de aproximadamente 65mV
no potencial de membrana [27], de forma que o potencial de repouso é V =~ 0.
Nesse caso, os potenciais de equilibrio i6nico sao EFx = —12mV, Eyn, = 120mV,
Er = 10.6mV. Valores tipicos das contutincias maximas sao g, = 36mS/cm?,

Tna = 120mS/cm? e g;, = 0.3mS/em?. C = 1uF/cm? ¢ a capacitancia da mem-
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brana neuronal, e I é a corrente aplicada. n, m e h sao quantidades adimensionais
entre 0 e 1 relacionadas a ativagao do canal de potassio, ativacao do canal de sodio,
e desativacao do canal de sodio, respectivamente. A figura 31 mostra a dindmica do

potencial da membrana V' e das variaveis m, n, e h.
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Figura 31: Dinamica do potencial da membrana V' e das variaveis m, n, e h do modelo de Hodgkin-
Huxley. Fonte: Autora
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