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Capitulo 3

Funcoes

Passamos agora ao estudo do conceito de convergéncia, em sua versio continua. No que segue,
todas as fungdes s@o reais e utilizamos, sem maiores explicacdes, as propriedades de nimeros
reais e de sequéncias reais que foram desenvolvidas nos capitulos precedentes. Da mesma forma,
para obter exemplos mais significativos, utilizamos as funcdes transcendentes seno, cosseno,
exponencial e logaritmo, apresentadas ao final do primeiro capitulo.

3.1. Continuidade

Seja f : X — R uma fungéo real qualquer. Podemos interpretar f como um operador de sequén-
cias, ja que, a cada sequéncia (z,) do dominio X de f podemos associar uma sequéncia (y,) da
imagem f(X) de f, definida, naturalmente, com qualquer n, por

A continuidade de uma fungédo é caracterizada pela preservacao da convergéncia dessas sequén-
cias. Mais precisamente, dado um ponto o € X qualquer do dominio de f, dizemos que f é
continua em o se (y,) for uma sequéncia convergente com limy, = f(o) sempre que (z,) for
uma sequéncia convergente de X com limz, = o. Em menos palavras, f é continua em o se
f ( lim z,,) = lim f(z,,) sempre que lim z,, = o ou, ento,

Tn — 0 = [f(zn) — f(0).

N

He y= 1)
/ Tno Tn+1 ‘

Figura 3.1. Toda fungdo é um operador de sequéncias

Exemplo 3.1. As funcbes constantes e a identidade &g s@o, claramente, continuas em cada
ponto de R. Pelo Exercicio 2.2.7, sabemos que z,, — 0 = |z,| — |o]; agora, isso significa
que a funcao valor absoluto é continua em cada o € R. Também sabemos, pela Proposicdo
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124 3. Funcgoes

2.31, que 1/, — 1/0, sempre que &, — o # 0. Dessa forma, a fungio racional definida por
f(x) = 1/z é continua em cada ponto de seu dominio. ®

Pelas propriedades operacionais dos limites de sequéncias (Proposicdo 2.31), decorre que
combinacdes lineares e produtos de fungdes continuas num ponto sdo continuas nesse ponto.
Segue dai que sdo continuas em cada ponto todas as fungdes polinomiais de uma variavel real.
A continuidade das funcdes exponenciais f(z) = b* (com b > 0 fixado), das poténcias f(z) = z¢
(com um real ¢ fixado) e da fungéo logaritmo f(z) = logx em cada ponto de seus respectivos
dominios é o contetido do Exemplo 2.34. Nos exemplos, também utilizaremos a continuidade
das funcoes trigonométricas em cada ponto de seus dominios.

A continuidade é herdada por composicdo. Se f for continua em o e g for continua em f(o),
entdo a composta go f é continua em o, sempre que essa composta exista, ou seja, se f(X) C Y,
onde f: X - Reg:Y — R. De fato,

2, — 0 = f(zz) — flo) = (9o f)(zn) — (g0 f)(0).
Lembramos disso dizendo que é continua a composta de fungdes continuas. Assim, por exemplo,
fixado b € R, séo continuas em cada ponto de (—b,+0o0) as funcdes definidas por log(b + ) e
b+ z. A continuidade dessa tltima foi demonstrada no Exemplo 2.35 e usada, sem mencionar

a palavra “continuidade”’, no Exemplo 2.38, em que mostramos que o limite de uma sequéncia
definida por iteracio é um ponto fixo da fungdo iterada. Isso é bem geral.

Exemplo 3.2. Se a sequéncia (z,,) definida pelas iteradas z,+1 = f(2) de uma funcéo f for
convergente e se a fungdo for continua em ¢ = lim z,,, entao

g = B, g = Um flw,) = f{ Bmey) = flo),

ou seja, esse limite é um ponto fixo da funcao iterada. ©

Da mesma forma que as propriedades operacionais das sequéncias convergentes sao herdadas
pela continuidade, também a permanéncia do sinal e o confronto de sequéncias convergentes s&o
transmitidos & continuidade. (Ver Exercicio 3.1.1.)

y = f(x)

o—r o o+r

Figura 3.2. A permanéncia do sinal de uma func¢éo continua em o

Lema 3.3. (Permanéncia do Sinal) Sejam f : X — R uma fungdo continua num ponto o € X e
X € R dados. Se f(o) > ), entdo exister > 0 tal que f(x) > A, com qualquer x € XN(o—r,0+7).
Resultado andlogo vale se f(o) < A e, portanto, se f(o) # A

Demonstragio. Sejam f continua em o e A € R dados. Usamos contraposi¢ao. Digamos que
ndo exista r > 0 com a propriedade |z — 0| < r => f(z) > A, com z € X. Isso significa que,
dado r > 0, sempre podemos encontrar z € X tal que |[z—o| < re f(z) < A. Em particular (por
indugdo), dado qualquer 7 € N podemos encontrar z,, € X tal que [0 — z,| < L e f(z,) < A
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Dessa forma, obtemos uma sequéncia (z,) de X tal que z, — o e, portanto, f(z,) — f (o),
pela continuidade de f em 0. Como f(z,) < A com n € N, a permanéncia do sinal de sequéncias
garante que, também, f(o) < A. (Ver Lema 2.26.) O

Exemplo 3.4. O quociente de fungdes continuas num ponto é continuo nesse ponto, desde que
o denominador seja nédo nulo no ponto em consideracdo. De fato, sejam f,g : X — R duas
fungdes continuas num ponto o € X. Se g(o) # 0, entdo a permanéncia do sinal de funcoes
continuas garante que existe r > 0 tal que g(z) # 0, com z € (¢ — 7,0 +r) N X. Desse modo, o
quociente f/g das duas funcdes estd bem definido em (¢ — 7,0 +7)N X e é continuo em o, pela
Proposigao 2.31. (Ver, também, o Exercicio 3.1.4.)

Em particular, toda fungdo racional é continua em cada ponto no qual o polinémio do
denominador néo se anula, ou seja, em cada ponto de seu dominio. ©

Descontinuidades

Se uma fungéo néo for continua nalgum ponto de seu dominio, diremos que a funcéo é descontinua
nesse ponto. Para estabelecer que uma funcéo f é descontinua num ponto o de seu dominio,
basta encontrar uma tnica sequéncia (z,) do dominio que seja convergente a ¢ mas tal que a
sequéncia ( f (asn)) das imagens pela funcéo seja divergente ou, entdo, convergente com limite
distinto de f(o).

Observe que uma fungéo sé pode ser descontinua em pontos de acumulacio do dominio, j&
que toda fungao é continua em cada ponto isolado do dominio. (Ver Exercicio 3.1.3.)

Fora do mundo das fungées polinomiais, racionais, poténcias, exponenciais e trigonométricas,
existem fungdes com variados tipos de comportamento. Podemos exibir funcdes que séo des-

continuas em apenas um ponto, ou descontinuas em todos os pontos, ou até continuas em apenas
um ponto, como segue.

Exemplo 3.5. Fixado a € R, seja f, : R — R a funcao real definida por

1, se x>0,
falz) =41 a, se z=0,
-1, se <0,

cujo grafico “pula” do gréfico constante igual a —1 em (—o0,0) para o constante 1 em (0, c0).
Essa fungdo é continua em cada ponto de R, exceto em o = 0. (Ver Figura 3.3.)

Y

Figura 3.3. Essa fungdo sé é descontinua em 0

De fato, f, é continua em cada ponto de R — {0}, por ser constante. No entanto, as duas
sequéncias definidas por 2 = +1/n sdo nulas, mas fu(z}) — 1 e fu(z,) — —1, de modo
que pelo menos uma dessas duas sequéncias ndo converge a f,(0) = «a, independentemente do
valor a escolhido para f,(0). Assim, f, néo é continua em 0. ®
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Exemplo 3.6. Generalizando o exemplo precedente, fixemos o, o € R, consideremos duas fun-
cdes g : (—oo,0] = R e h:[o,+00) — R e definamos a fungdo real f : R — R por
g(z), se z<o,
fz) =< q, se x =0,
h(z), se x> o,
cujo grafico “pula” do gréfico de g para o gréfico de h precisamente no ponto o. Essa fungao s6

é continua em o se ambas as funcoes g e h forem continuas em o e, além disso, g e h coincidirem
com « em o, ou seja, se g(o) = a = h(o). (Ver Exercicio 3.1.5.) ®

Exemplo 3.7. Seja Ip : R — R a funcéo indicador de Q, definida por

1, se z€Q
I s ) )
a(@) {0, se re€R—-Q,

cujo grafico “pula” entre os gréficos das retas horizontais y = 0 e y = 1. (Ver Exercicio 0.0.21.)
Essa funcdo, conhecida como func¢do de Dirichlet, ndo é continua em ponto algum. De fato, se o
for racional, escolhemos uma sequéncia (z,) qualquer de irracionais que convirja a o e obtemos
Ig(z,) =0 — 0% 1 = Ig(o) e se o for irracional, escolhemos uma sequéncia (x,) qualquer de
racionais que convirja a o e obtemos Ig(z,) =1 — 1 # 0 = Ig(o). (Ver Exercicio 2.2.1.) ®

Exemplo 3.8. Seja f : R — R a funcéo real definida por

r+1, se z€Q,
flz) =
2, se x€R—-Q,

cujo grafico “pula” entre os gréficos das retas y = z + 1 e y = 2. Essa variacao da funcao de
Dirichlet sé é continua num unico ponto, a saber, no ponto em que as duas retas se cortam.

y y=z+1,
sexe€Q

y=2,
scxeR-Q

Figura 3.4. Essa fungdo s6 é continua em o =1

De fato, se (z,,) for uma sequéncia qualquer convergente a o, entdao x, +1 — o + 1 por
valores racionais de z,, e z,, = 2 — 2 por valores irracionais de x,. Como o +1 = 2 se, e 56
se, 0 = 1, resulta que f tem o dnico ponto de continuidade o =1, no qual asretasy =z +1 e
y = 2 se cortam. (Ver Figura 3.4.) ©

A Propriedade do Valor Intermediario

Dizemos que uma funcao f : X — R é continua em Y C X se f for continua em cada ponto
de Y. Dizemos, simplesmente, que uma fungéo é continua se for continua em cada ponto de seu
dominio. Observe que toda sequéncia define uma funcdo continua, j& que seu dominio é discreto.



A Propriedade do Valor Intermedidrio 127

Mais interessante para a continuidade sdo as funcdes de dominios continuos, constituidos de
intervalos ou de uniGes finitas de intervalos. Os trés principais resultados desta secéo, a seguir,
se referem a fungdes continuas em intervalos.

Dizemos que uma fungéo f : X — R tem a propriedade do valor intermedidrio, abreviada por
PVI, se a imagem direta f(I) de qualquer intervalo I C X contido no dominio de f também for
um intervalo. Usando a caracterizagéo de intervalo como um conjunto com a PVI isso significa
que, dados quaisquer a,b,d € R tais que a,b € I C X, se d estiver entre f (a) e f(b), sempre
existe algum c € I, também entre a e b, tal que d = f(c) € f(I). (Ver Exercicio 1.4.26.)

Nosso primeiro resultado relativo a fungdes continuas em intervalos afirma que toda funcéo
continua num intervalo tem a PVI. Uma maneira prética de provar isso pode ser dada nos moldes
da prova alternativa que vimos do Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass, no capitulo precedente.

De fato, supondo, por exemplo, que f(a) < d < f(b), com a < b, temos trés opcdes para o
ponto médio ¢; = 3(a +b) do intervalo [a,b]: ou f(c1) = d, e estamos prontos, ou f(c1) > d, ou
f(e1) < d. Se f(c1) > d, passamos ao subintervalo [a,c1] e, se f(c1) < d, ao subintervalo [c;, b],
retomando o processo de considerar o ponto médio. O processo termina quando encontramos
o ponto em que f vale d, ou continua indefinidamente; nesse caso, pelo principio dos intervalos
encaixados, obtemos um ponto no qual, por continuidade, o valor de f é d.

A prova que apresentamos a seguir, substitui o processo de infinitas escolhas de subintervalos
e o principio dos intervalos encaixados pelo axioma do supremo.

Teorema 3.9. (Teorema do Valor Intermedidrio — TVI) A imagem direta por uma funcao
continua de qualquer intervalo contido no dominio da funcdo é um intervalo.

y = f(z) d

Figura 3.5. A propriedade do valor intermedidrio

Demonstracao. Seja f : X — R uma fungdo continua e suponha que a < b e d € R sejam
tais que [a,b] € X e f(a) < d < f(b) (o caso f(a) > d > f(b) é andlogo); mostremos que existe
algum ¢ € (a,b) tal que f(c) =d. Seja C = {z € [a,b] : f(z) < d}. Temos que a € C e C C [a,]
é limitado, de modo que existe ¢ = sup C € [a,b]: vamos mostrar que ¢ € (a,b) e f(c) =d.

Ora, como f(a) < d e f é continua em a, a permanéncia do sinal garante que existe algum
r > 0 tal que [a,a + ) C C, mostrando que a < ¢. Do mesmo modo, f(b) > d e a permanéncia
do sinal garantem que existe algum r > 0 tal que C' C [a,b — r], mostrando que ¢ < b. Assim,
a < c<b. Também f(c) < d acarreta [c,c+r) C C, com algum r > 0, o que é impossivel, pois
c é cota superior de C. Logo, ¢ € (a,b) e d < f(c).

Finalmente, por definicdo de supremo, dado qualquer n € N, podemos escolher algum z,, € C
tal que ¢ — % < zn, < c. Entéo f(z,) < d com n € N e, pelo confronto, a sequéncia (z,) de

X assim obtida satisfaz x,, — c¢. Por continuidade de f e permanéncia do sinal de limites de
sequéncias, decorre que f(c¢) = lim f(z,) < d. Assim, f(c) = d. O
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Exemplo 3.10. Existe alguma raiz real de z° + 423 — 222 + z — 3 entre 0 e 1, pois a fungdo
f(z) =2%+423 — 222 + z — 3 é continuaem R e f(0) = -3 <0< 1= f(1). ®

Exemplo 3.11. A cibica dada por f(z) = z(z + 1)(z — 1) = 23 — z é continua e tal que
f(=2) = —6 < 0 < 6 = f(2), mas existem trés pontos c entre —2 e 2 tais que f(c) =0, a saber,
c=—1,0e 1. (Ver Figura 3.14.) ®

O TVI garante que existe pelo menos um ponto ¢ tal que f(c) = d. No exemplo precedente,
obtivemos trés. E claro que se a fungéo continua for injetora no intervalo, existe exatamente um
{nico ponto ¢ tal que f(c) = d. Assim obtemos uma maneira alternativa de mostrar a existéncia
de todas as raizes de todos os nimeros reais positivos. (Ver Exercicio 1.4.28.)

Proposicao 3.12. Dados x € R positivo e n € N, eziste, e € unica, a raiz enésima {/x de x.

Demonstracao. Fixado n € N, sabemos que é continua em R a funcéo poténcia definida por
f(z) = 2™, com z € R. Também é injetora em (0, +00), pois 0 < z <y = 2" < y".

Dado z > 0, mostremos que existe um tnico ¢ > 0 tal que z = f(c) = ¢". Pela propriedade
arquimediana, existe m € N tal que z < m, e é claro que m < m™. Logo, f(0) =0<z <m" =
f(m) e o TVI garante que existe ¢ > 0 tal que ¢” = f(c) = z. Como a funcdo f é injetora, a
raiz enésima de x é tnica. O

A reciproca do TVI nao é vélida, pois existem exemplos de fungdes descontinuas com a
propriedade do valor intermedidrio. (Ver Exercicio 3.1.32.) No entanto, a reciproca é vélida na
categoria especial das fungdes mondtonas.

Y
f(@n)
y = f(z)
f(@nt1)
1] T« w5 spanas 13
f(o) ?
H v
Tn  Tn+l O

Figura 3.6. A imagem de uma fungfo decrescente e descontinua nio pode ser um intervalo

Teorema 3.13. Seja f uma funcdo mondtona qualquer definida num intervalo. Se a imagem
de f for um intervalo, entdo f é continua.

Demonstragao. Seja f : I — R uma fungdo ndo crescente num intervalo I qualquer e digamos
que f seja descontinua num ponto o € I. Pelo Exercicio 3.1.8, existe alguma sequéncia (zp)
de I — {0} que é crescente ou decrescente e convergente a o, mas tal que ( f (zn)) diverge ou
converge a um ponto distinto de f(c). Vamos supor que (z,,) seja crescente. Pelo Lema 3.14 a
seguir, a sequéncia nao crescente das imagens de (x,) converge, com

lim f(z,) =inf{f(z):z € [,x <o} =n2 f(o),
de modo que, necessariamente, n > f(o). (Ver Figura 3.6.)
Resta observar que, dado z € I, temos © < 0 = f(z) 2 nex 2 o = f(z) < f(0), de

modo que nenhum ponto entre f(o) e n pertence a imagem de f. Isso mostra que essa imagem
nao é um intervalo. A prova é andloga se (z,) for decrescente, bem como nos dois casos de f

ndo decrescente. O
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Lema 3.14. Sejam f uma funcdo mondtona do intervalo I e o € I algum ponto que ndo é
cota inferior de I. Se (x,) for uma sequéncia crescente de I que converge a o, entdo (f(mn)) é
mondtona convergente, com lim f(z,) = inf{f(z) : z € I,z < o} > f(0), se f for ndo crescente
e lim f(z,) = sup{f(z) : z € I,z < o} < f(0), se f for ndo decrescente. Afirmagées andlogas

valem se o nao for cota superior de I e (z,) for decrescente.

Demonstracao. Seja f: I — R uma funcdo néo crescente do intervalo I e digamos que o €
nao seja uma cota inferior de /. Entdo a imagem Y = {f(z) : * € I,z < o} dos pontos de I
a esquerda de o é néo vazia e limitada inferiormente, de modo que existe infY > f (o). (Ver
Exercicio 1.5.8.) Seja, agora, (z,) uma sequéncia crescente de I que converge a o. Entdo a
imagem ( f (mn)) € uma sequeéncia nao crescente de Y e, pelo TCM, essa sequéncia converge, com

lim f(z,) = inf { f(zn)} > nfY > f(0).

Resta mostrar que lim f(z,) = infY. Dado A > inf X, podemos escolher z < o em I tal que
f(z) < X e, como z, — o, podemos escolher n com = < ,, de modo que f(z,) < flz) < A
Assim, obtemos lim f(z,) < A e, como A foi tomado arbitrariamente, podemos concluir que
lim f(z,) = inf X. Os demais casos sdo inteiramente analogos. O

Corolédrio 3.15. Uma fungdo mondtona num intervalo é continua se, e s se, tem a propriedade
do valor intermedidrio. O

Coroldrio 3.16. Toda fungdo continua e injetora num intervalo € crescente (ou decrescente) e
sua fungao inversa também € continua, injetora e crescente (ou decrescente).

Demonstragao. Seja f : I — R continua e injetora no intervalo I. Pelo TVI, a imagem
J = f(I) de f é um intervalo e, por ser f injetora, existe a funcéo inversa g : J — R de f. Pelo
Exercicio 3.1.30, f é crescente (ou decrescente) em I, com inversa crescente (ou decrescente).
Como a imagem de g é o intervalo I, o Teorema 3.13 garante que a inversa g é continua. O

Exemplo 3.17. Fixado n € N, a func8o raiz enésima g(z) = {/z definida em [0, +00) é crescente
e continua, com fungdo inversa f : [0,4+00) — R dada pela poténcia enésima f(z) = z™. ©

Maximos e Minimos Globais

Na segao precedente vimos que as fungbes continuas levam intervalos em intervalos. Como
os intervalos podem ser limitados, ilimitados, abertos, ou fechados, é natural perguntar se as
fungbes continuas também preservam essas caracteristicas dos intervalos.

Y

Figura 3.7. A funcéo continua f(z) = 1/z leva intervalos compactos do dominio em intervalos compactos

Exemplo 3.18. A fungéo racional continua definida por f(z) = 1/x leva o intervalo limitado
(0,1) no intervalo ilimitado (1,00); como essa fungdo é sua prépria inversa, também leva o
intervalo ilimitado (1,00) no intervalo limitado (0,1). Por outro lado, também leva intervalos
limitados em intervalos limitados, desde que a origem nao seja alguma das extremidades. ©
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Vemos, assim, que fungoes continuas ndo preservam a limitacao de intervalos. Da mesma
forma, as imagens de intervalos abertos por fungdes continuas podem ser abertos, fechados, ou
intervalos que ndo sdo nem abertos nem fechados. Combinando essas caracteristicas, temos
intervalos ilimitados abertos ou fechados e intervalos limitados que s&o abertos, fechados ou
nem abertos nem fechados. Para quaisquer dois tipos desses intervalos, podemos obter fun-
¢des continuas que levam um no outro. (Ver Exercicio 3.1.21.) A tnica excegdo é oferecida
pelos intervalos simultaneamente limitados e fechados, ou seja, compactos. Por exemplo, a fun-
¢do racional continua definida por f(z) = 1/z leva um intervalo compacto como [-3,—2] no
intervalo [— %, —%], que também é compacto. (Ver Figura 3.7.)

Em geral, nenhuma fungéo continua pode levar um intervalo compacto do dominio num
intervalo ilimitado, ou seja, toda fungéo continua é limitada em intervalos compactos.

Proposicao 3.19. A imagem direta por uma fungéo continua de qualquer intervalo compacto
contido no dominio da funcao € um intervalo limitado.

Demonstracao. De fato, suponha que [a,b] C X seja um intervalo compacto e que seja ili-
mitada a imagem direta de [a,b] pela fungdo continua f : X — R. Escolhendo, com qualquer
n € N, algum vy, € f([a,b]) tal que n < |yn|, obtemos uma sequéncia (z,) de [a,b] tal que
n < |yn| = |f(zn)|, com n € N.

Pelo Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass, essa tltima sequéncia possui alguma subsequén-
cia convergente. Se (7, ) denotar uma tal subsequéncia e se zy, — ¢, entdo k, = n e c € [a,b],
j4 que [a,b] é um intervalo fechado. Mas, por continuidade, f(zx,) — f(c), de modo que
n < ky < |f(zy,)| — |f(c)], com n € N, o que é uma contradigao. Desse modo, provamos que
f([a,b]) é um conjunto limitado. O

\ flz2) =M
y=1i() I
flz1) =m
a 1 i) b N

Figura 3.8. O Teorema de Weierstrass

Em mais palavras, a proposi¢io precedente afirma que se f : X — R for continua em
[a,b] C X, entéo existem o supremo e o infimo de f em [a,b] e, em particular, temos

inf f([a,b]) < f(z) < sup £([a,b]),
qualquer que seja x € [a, b].
O nosso segundo resultado relativo a funges continuas em intervalos afirma mais, que néo

s6 s@o limitadas as fungdes continuas em intervalos compactos do dominio, como o supremo e o
infimo da fungéo estdo na imagem, ou seja, sdo o maximo e o minimo da funcéo.

Teorema 3.20. (Weierstrass — TW) A imagem direta por uma fungio continua de gualquer
intervalo compacto contido no dominio da funcdo é um intervalo compacto.



Méximos e Minimos Globais 131

Demonstragdo. Sejam f : X — R uma funcdo continua e [a,b] € X. Queremos mostrar
que f([a, b]) ¢ um intervalo fechado e limitado. Pelo TVI e pela proposicdo precedente, jé
estabelecemos que f ([a,b]) ¢ um intervalo limitado. Resta mostrar que m = inf f ([a,b]) e
M = sup f([a,b]) pertencem & imagem f([a,b]).

Mostremos por que M € f ([a, b]) Pela propriedade do supremo, existe uma sequéncia (y,)
de f([a, b]) tal que y, — M. Assim, obtemos uma sequéncia (z,,) de [a, b] tal que f(z,) — M.
Pelo Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass, podemos escolher alguma subsequéncia convergente
(k,) de (zn). Temos f(xy,) — M. Como [a, b] é fechado, temos 21, — ¢, com algum c € [a, b],
e a continuidade de f garante que f(zy,) — f(c), acarretando que M = f(c) € f([a,b]). De
maneira totalmente andloga, podemos mostrar que m € f ([a, b]) O

Convém dispor da terminologia associada a méximos e minimos. Seja o € Y C X um ponto
de um subconjunto qualquer do dominio de uma funcio real f : X — R. Dizemos que o é um
ponto de minimo de f em Y se f(z) > f(o), qualquer que seja x € Y. Nesse caso, dizemos que
a restricao f|y da fungdo f a Y atinge o valor minimo em o, ou que f (o) é o walor minimo
de f em Y. Analogamente, dizemos que ¢ é um ponto de mdzrimo de f em Y, que f[Y atinge o
valor méximo em o, ou que f(o) é o valor mdzimo de f em Y, se f(z) < f(o), qualquer que
seja © € Y. Finalmente, dizemos que o é um ponto de extremo de f em Y, que f|Y atinge um
valor extremo em o e que f(o) é um valor extremo de f em Y, se o for um ponto de méximo
ou minimo de f em Y.

Nessa terminologia, o TW afirma que toda fungdo continua atinge seus valores extremos
em cada intervalo fechado e limitado contido no dominio. De fato, se f : [a,b] — R for uma
fungdo continua, entdo f ndo sé é limitada como necessariamente existem os valores minimo
m = min f([a,b]) e méximo M = max f([a,b]) de f. Em particular, temos f([a,b]) =[m,M] e
existem pontos z; de minimo e o de maximo em [a, b] tais que

m = f(z1) < f(2) < f(z2) = M,
qualquer que seja = € [a, b].

Exemplo 3.21. Fixado k € N, definamos f(z) = k?(1 — z)z*, qualquer que seja z € R. Como
f é continua — por ser polinomial — o TW garante que existem os valores maximo e minimo
de f em intervalos compactos, por exemplo, no intervalo [—1,1], ou seja, reais m e M tais que
(-1, 1]) = [m, M]. No entanto, o TW nao fornece informacdo sobre esses valores e, tampouco,
sobre os pontos z1,z2 € [—1,1] tais que m = f(x1), M = f(z2). A menos que consigamos
tracar o grafico dessa funcdo, néo temos informacao suficiente para determinar m, M,z e zo.
Na préxima segdo, no Exemplo 3.48, voltaremos a essa funcao. ©)

Quando um ponto for de extremo da fun¢éo no dominio todo (ou seja, quando ¥V = X)
costumamos omitir a referéncia ao dominio, ou entéo adjetivamos o ponto ou valor como global.

Um caso particular que ocorre frequentemente é o seguinte. Se uma funcgéo for néo crescente
a esquerda de um certo ponto do dominio e néo decrescente a direita desse ponto, entao esse
ponto é um ponto de minimo (global) da fungéo, mesmo se o ponto néo for um ponto interior do
dominio. Analogamente, se a func¢ao for ndo decrescente & esquerda desse ponto e néo crescente
a direita desse ponto, entéo esse ponto é um ponto de méximo (global) da fungéo.

Exemplo 3.22. A funcio quadratica definida por f(z) = z? é decrescente & esquerda da origem
e crescente a direita, portanto, essa funcao ilimitada superiormente tem na origem um ponto de
minimo global. A funcio quadratica definida por f(z) = —22 é crescente & esquerda da origem
e decrescente a direita, portanto, essa funcao ilimitada superiormente tem na origem um ponto
de méximo global. A funcio ctibica definida por f(x) = 23 é crescente & esquerda e & direita da
origem, portanto, essa funcéo ilimitada nfdo tem ponto de extremo. ©
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Continuidade Uniforme

Na construcio da integral de Riemann para fungdes continuas utilizamos o tltimo resultado
desta secdo, relativo as oscilagdes de funcdes continuas em intervalos.

Sejam dados uma fungdo f : X — R e um subconjunto néo vazio A C X. Se a imagem
f(A) de A por f for limitada, dizemos que o didmetro de f(A) é a oscilacdo de f em A, que
denotamos por w(f, A). Pelos Exercicios 1.4.23 e 1.5.7, a oscilacdo de f em A é dada por

w(f, A) = sup f(A) — inf f(A) = sup {|f(c) — f(d)| : c,d € A}.

Exemplo 3.23. A funcfo racional definida por f(z) = 1/z possui oscilagdes muito grandes em
intervalos muito pequenos. De fato, é imediato verificar que, dado n € N,

w(f, [55r3]) = n.

No entanto, longe da origem, as oscilagdes de f sdo controladas e obtemos oscilagoes arbitraria-
mente pequenas em intervalos suficientemente pequenos. ®

a b
Figura 3.9. A oscilagéo de f em [a,b]

Em geral, fun¢des continuas em intervalos compactos tém as oscilagées em subconjuntos
uniformemente controladas, como segue. Essa afirmacéo é conhecida como teorema de Heine,
em homenagem a Heinrich Heine (1821-1881).

Proposicao 3.24. (Heine) Seja f : X — R uma funciio continua num intervalo compacto
[a,b] C X. Dado qualquer € > 0, podemos escolher algum r > 0 tal que

0<w(f,4) <¢,

qualquer que seja o subconjunto A de [a,b] com didmetro no méximo igual a 7.

Demonstracao. Seja f : X — R uma fungdo continua num intervalo [a,b] C X. Queremos
mostrar que, dado qualquer € > 0, sempre podemos escolher algum 7 > 0 de tal forma que

w(f,A) = sup {|f(z) — f(¥)| : z,y € A} <e,
qualquer que seja o subconjunto A de [a,b] com diam A = sup {la: —yl:z,y € A} <7
Digamos que essa afirmacéo seja falsa, isto é, digamos que exista algum o > 0 tal que, dado
qualquer n € N, sempre possamos encontrar algum subconjunto A, C [a, b] tal que diam A,, < %,
mas w(f, An) > £¢9. Entao obteremos z,,y, € [a,b] tais que |z, —yn| < % e |f(zn)— flyn)| > €o-

Dessa forma construimos duas sequéncias de [a, b] e, pelo Teorema 2.42 de Bolzano-Weierstrass,
podemos supor que (uma subsequéncia de) (y,) seja convergente; digamos que ¥, — ¢ € [a, b].
Entdo também z, = (2, — Yn) + Yyn — 0+ ¢ = c e, por continuidade, ambas as sequéncias
(f(zn)) e (f(yn)) convergem a f(c), acarretando

0=[f(c) = f()| = lim|f(zn) = f(yn)| = €0 > O,

o que é uma impossibilidade. O
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A propriedade explicitada no teorema de Heine é conhecida como continuidade uniforme
e constitui uma propriedade global de funcdes, ou seja, que depende do comportamento das
fungdes em todo um conjunto de pontos, ndo sendo um conceito local como a continuidade.
Dizemos que uma fungéo f : X — R é uniformemente continua se, dado qualquer € > 0, por
menor que seja, sempre for possivel encontrar algum ntimero r > 0 tal que w( i, A) < g, qualquer
que seja o subconjunto A C X de didmetro no maximo igual a r.

Toda fungéo uniformemente continua é, em particular, continua. (Ver Exercicio 3.1.43.)
O teorema de Heine afirma que fungdes continuas em intervalos compactos sdo uniformemente
continuas.

Definicoes Equivalentes

Para estabelecer a continuidade de uma fungéo num ponto o de seu dominio X, a definicdo exige
que verifiquemos se f(z,) — f(0) com toda e qualquer sequéncia (z,) de X tal que z, —> o.
Serd isso, de fato, necessério? Na verdade, ndo é preciso verificar isso com todas as sequéncias
que tendem a o, bastando considerar as sequéncias monétonas que tendem a o. Mais que isso,
como a sequéncia constante x, = o sempre leva & sequéncia constante f(z,) = f(o), basta
considerar as sequéncias (mondétonas) de X — {0} que tendem a o e, dessas, apenas as crescentes
e as decrescentes. (Ver Exercicio 3.1.9.)

A continuidade de uma fungéo num ponto de seu dominio também pode ser caracterizada
sem referéncia direta a sequéncias, dizendo que f é continua em o se f(z) estiver situado arbi-
trariamente prérimo de f(o) sempre que z estiver suficientemente prézimo de o. Em simbolos,
temos a afirmacgéo seguinte.

Dado qualquer € > 0, existe algum ¢ > 0 tal que, qualquer que seja z € X, vale

|z -0l <é = |f(z) - flo)| <e.
Mostremos que essa afirmagéo equivale & continuidade de f em o.

Suponhamos que a afirmac@o seja vélida e mostremos que f é continua em o. Para isso,
consideremos uma sequéncia (z,) qualquer de X tal que x, — o e mostremos que também
f(zn) — f(o). Lembremos que isso significa que, dado qualquer € > 0, precisamos mostrar a
validade de |f(zy,) — f(0)| < € com nsG. Seja, pois, dado € > 0 arbitrariamente e tomemos o
0 > 0 fornecido pela afirmagéo. Com esse § > 0, nossa hipétese x,, — o garante a validade de
|7, — 0| < ¢ com nsG. Pela afirmagdo, |f(z,) — f(o)| < € decorre de |z, — 0| < &, portanto,
estabelecemos que |f(x,) — f(0)| < € vale com nsG. Como isso é valido com qualquer € > 0,
estabelecemos que f(z,) — f(0). Como isso é vélido com qualquer sequéncia (x,) de X tal
que z, — o, podemos concluir que f é continua em o.

Reciprocamente, suponhamos que a afirmagéo seja falsa e mostremos que, nesse caso, f nao
é continua em o. Seja, pois, 9 > 0 tal que, qualquer que seja § > 0, exista algum 2z € X tal que
ndo valha |z — 0| < § = |f(z) — f(0)] < €0, ou seja, vale |z — 0| < §, mas |f(z) — f(o)| > 0.
Assim, tomando § = 1, obtemos z; € X com |z; — o] < 1, mas |f(z1) — f(0)| = €p; tomando
§ = %, obtemos z3 € X com |zy — 0| < &, mas |f(z2) — f(0)| > €0, e assim por diante. Desse
modo, construimos uma sequéncia () de X com |z, —0| < 1, mas|f(z,)— f(0)| > €0, qualquer
que seja n € N. Em particular, pelo critério do confronto de sequéncias, temos x,, — o, mas
de |f(zn) — f(0)| = €0 > 0 decorre que (f(z,)) é divergente ou, entdo, convergente com limite
distinto de f(o). A existéncia dessa sequéncia garante que f nao é continua em o.

O argumento que acabamos de apresentar é bastante utilizado em Anélise quando queremos
provar alguma afirmacéo do tipo H == (Va)(3b)(Vc)[P(a,b,c)] e, para isso, usamos contra-
posicdo. Assim, partindo da negacéo (3a)(Vb)(3c)[~ P(a,b,c)], tomamos esse a que existe e, ao
invés de utilizar todos os b disponiveis, consideramos apenas os termos b, de alguma sequéncia
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nula conveniente (em geral, b, = %) e, com cada um desses by, escolhemos um ¢, correspon-
dente tal que valha ~ P(a, by, ¢,). Desse modo, obtemos duas sequéncias, com as quais tentamos
chegar a ~ H. Esse procedimento jé foi utilizado, por exemplo, na demonstragao do Lema 3.3).

Exercicios 3.1

3.1.1. Sejam f,g : X — R duas fungbes reais continuas num ponto o € X. Mostre que valem
as afirmagdes seguintes.
(1) f(o) < g(0) se, e 6 se, existir r > 0 tal que f(z) < g(x), com z € (0 — 7,0 +7)NX.
(2) f(o) < g(o) se, e s6 se, dado qualquer r > 0 existir algum z € (¢ — 7,0 +7) N X tal que
fz) < g(z).
(3) (Critério do Confronto) Se f(c) = g(0) e se h: X — R for uma fungdo qualquer tal que
f(z) < h(z) < g(x), com z € X, entdo h é continua em o e f(o) = h(o) = g(0).
3.1.2. Dada uma funcéo f : X — R, defina a fungdo valor absoluto |f| : X — R de f por
|fl(z) = |f(z)|, com z € X. Seja o € X um ponto do dominio de f. Mostre que se f for continua
em o, entdo |f| serd continua em o. Dé um exemplo de uma fun¢ao que nao é continua em
ponto algum de R tal que sua fungdo valor absoluto seja continua em R. Mostre que se f for
continua em o e f(o) # 0 entdo, dado qualquer ¢ > 0 tal que |f(o)| > ¢, existe algum r > 0 tal
que |f(z)| > ¢, comz € (6 —r,0+7)NX.
3.1.3. Mostre que toda fungéo é continua em cada ponto isolado de seu dominio. Em particular,
mostre que toda sequéncia é uma fungéo continua.

3.1.4. Dados uma funcdo f : X - Re A C X, dizemos que a funcéo g : A — R definida por
g(x) = f(z), com z € A, é a restricdo de f a A, denotada por f|4. (Ver Capitulo 0.)
Sejam f : X — R uma funcéo e 0 € X um ponto do dominio de f. Mostre que
(1) se f for continua em o, entéo existe algum r > 0 tal que a restricdo de f a (o —r,0+7)NX
é uma funcao limitada;
(2) f é continua em o se, e 6 se, existe algum r > 0 tal que a restricio de f a (0 —r,0+7)NX
é continua em o.

3.1.5. Mostre que a funcao f definida no Exemplo 3.6 é continua em o se g e h forem continuas
em o e se g(o) = a = h(o). Dado n € N, mostre que é continua em R a funcdo definida por
f(z) =-1,se z < —%, f@)=nz,selz|<Ltef(z)=1sez> % Dado n € N, mostre que é

continua em R a funcéo definida por f(z) =0,sez < Oousez > 2, f(z) =nz,se0<az< L e

flz)=2-nz,se 2 <z <2
3.1.6. Defina a funcdo serra s : R — R por s(z) = |z — 2m/|, em cada ponto z do intervalo

[2m —1,2m+1], com m € Z. Faga um gréafico dessa fungao. Mostre que s é periédica de periodo
2, ou seja, vale s(x + 2n) = s(x), quaisquer que sejam x € Ren € Z.

Mostre que s é par, continua e limitada, com 0 < s(z) < 1, sendo que s se anula em cada
inteiro par e vale 1 em cada impar. Mostre que, com quaisquer k < z,y < k+1e k € Z vale

|s(x) = s()| = [z —yl. (3.1)

3.1.7. Seja f a funcdo de Dirichlet dada por f(z) =1sexz € Qe f(z) =0sex € R—Q. Estude
o comportamento do gréfico da fungéo definida em R por

@ £=%; @ fWe); @) e+ fi); @2’ f=); (6) B+ f(a).

Obtenha todos os pontos de continuidade dessas fungdes.
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3.1.8. Seja ¢ € X um ponto do dominio de uma fungéo f : X — R qualquer. Mostre que séo
equivalentes as afirmagdes seguintes.
(1) Existe alguma sequéncia crescente ou decrescente (z,) de X que converge a o e tal que
( f(z,)) diverge ou converge a algum ponto distinto de f(o).

(2) Existe alguma sequéncia (z,) de X que converge a o e tal que (f (zn)) diverge ou converge
a algum ponto distinto de f(o).

(3) f n8o é continua em o.

(4) Existe algum £ > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer r > 0, sempre existe algum
z€(o—70+r)NX tal que |f(z) — f(o)| > eo.

(5) Existe algum &y > 0 com a propriedade seguinte: dado qualquer n € N, sempre existe
algum zn, € (0~ 3,0+ L) N X tal que |f(zn) — £(0)] > eo-

(6) Existem algum ¢y > 0 e alguma sequéncia () de X — {0} convergente a o tais que,
qualquer que seja o natural n, vale |f(:1cn) - f(a)| > £p.

3.1.9. Seja 0 € X um ponto do dominio de uma funcéo f : X — R qualquer. Mostre que sao
equivalentes as afirmagbes seguintes.

(1) Dada qualquer sequéncia (z,) de X — {0} que seja convergente a o, a sequéncia (f (zn)) é
convergente a f(o).

(2) Dada qualquer sequéncia (z,,) mondtona de X — {¢} que seja convergente a o, a sequéncia
(f(zn)) é convergente a f(o).

(3) Dada qualquer sequéncia (z,,) crescente ou decrescente de X que seja convergente a o, a
sequéncia (f(z,)) é convergente a f(o).

(4) f é continua em o.

(5) Se (zn) for qualquer sequéncia de X — {o} que converge a o, entéo a sequéncia (f(@,))
tem alguma subsequéncia que converge a f(o).

3.1.10. Seja 0 € X um ponto do dominio de uma fungéo f : X — R qualquer. Mostre que sdo
equivalentes as afirmagdes seguintes.

(1) f é continua em o.

(2) Existe algum A € R tal que, dada qualquer sequéncia (z,,) de X convergente a o, a sequéncia
(f(zn)) converge a .

(3) Existe algum A € R tal que, dada qualquer sequéncia (z,,) de X — {o'} convergente a o, a
sequéncia (f(z,)) converge a .

(4) Se (zy) for qualquer sequéncia de X — {0} convergente a o, entdo a sequéncia ( f(zn)) é
convergente.

(5) Se () for qualquer sequéncia de X convergente a o, entéo a sequéncia (f(zy,)) é conver-
gente.

3.1.11. Mostre que uma fungdo f : X — R é continua se, e s se, é convergente a sequéncia
definida pela imagem por f de qualquer sequéncia convergente de X com limite em X.

3.1.12. Dados uma fungédo f : X — R e B DO X, dizemos que uma fungdo g : B — R é uma
extensdo de f a B se f for a restricio de g a B, ou seja, se g|g = f. (Ver Exercicio 3.1.4 e
Capitulo 0.) Seja f a func@o definida em cada = # 0 de R por f(z) = z/|z|. Mostre que nao
existe extensdo continua alguma de f a R, ou seja, mostre que se alguma funcéo g : R — R for
tal que g(z) = z/|z|, com z # 0, entdo necessariamente g é descontinua (em 0).

Repita o exercicio, agora com a fungao racional definida em cada = # 0 de R por f(x) = 1/x.
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3.1.13. Seja f a funcdo definida em R por f(0) =0 e f(x) =sen(l/z), com x # 0. Mostre que
f ndo é continua em 0. Repita o exercicio trocando o seno pelo cosseno.

Mostre que as funcdes definidas por cos(1/z) e sen(l/z) em R — {0} ndo tém extensdes
continuas a R.

3.1.14. Seja g uma funcio de dominio R — {0} e defina a funcdo f : R — R por f(0) =0 e
f(z) =z - g(z), com z # 0. Mostre que se g for limitada, entdo f é continua em 0. Mostre que
as funcdes definidas por z - cos(1/z) e z - sen(1/z) em R — {0} tém extensdes continuas a R.

3.1.15. Sejam o € X um ponto e f : X — {o} — R uma fungdo quaisquer. Mostre que sao
equivalentes as afirmagdes seguintes.

(1) Existe alguma extensdo de f a X que é continua em o.

(2) Existe algum A € R tal que, dada qualquer sequéncia (z,,) de X — {0} convergente a o, a
sequéncia (f(zy)) converge a A.

(3) Se (z,) for qualquer sequéncia de X — {0} convergente a o, entdo a sequéncia (f (zn)) €

convergente.

Mostre que se o for um ponto de acumulagéo de X, entéo a extensdo do item (1) e o A do item
(2) séo unicos.

3.1.16. Sejam X C R um conjunto nao vazio qualquer e f : X — R uma funcio continua no
fecho X de X. Mostre que f(X) C f(X). Mostre que se X for limitado, entao f (X) = f(X),
sup f(X) = sup f(X) e inf f(X) = inf f(X). (Sugestdo: use o Exercicio 2.3.35.)

3.1.17. Sejam f : X — R uma fungdo limitada superiormente e o € X um ponto de acumulagao
de X. Mostre que se f for continua em o, entao

sup{f(z):z € X,z # o} =sup{f(z) 1z € X}.
Enuncie e demonstre resultado andlogo para o infimo. Mostre que esses resultados séo falsos se
o for um ponto isolado ou se a fungdo limitada for descontinua em o.
3.1.18. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Mostre que existe sup{f(z) : a < x < b} e vale
max{f(z) :a <z < b} =sup{f(z):a <z <b}.
Mostre que a igualdade permanece vélida trocando méximo e supremo por minimo e infimo.

Mostre que esses resultados sao falsos com fungdes limitadas, mas descontinuas em [a, b].

3.1.19. Sejam f : R — R uma funcéo continua crescente e X € R um conjunto nao vazio e
limitado. Mostre que a imagem f(X) de X por f é um conjunto ndo vazio e limitado e que

sup f(X) = f(supX) e inf f(X) = f(inf X).

Enuncie e demonstre resultado andlogo para fungdes continuas decrescentes. Mostre que esses
resultados sdo falsos com funcoes crescentes ou decrescentes descontinuas.

3.1.20. Dé um exemplo de uma funcio f: X — R e Y C R tais que a fungéo restrigdo g = fly
de f aY é uma fungio continua, mas f nao é continua em ponto algum de Y. Considere, agora,
uma funcdo f : R — R qualquer. Caracterize os conjuntos ¥ C R tais que a fungao restrigao
g= fly de f aY é uma funcéo continua se, e s6 se, a fungéo f é continua em Y.

3.1.21. Considere um intervalo I qualquer dentre os intervalos (0, 1),[0,1), (0, +00), [0,+c0) e
R. Dé um exemplo de uma funcéo f : R — R que seja continua e tal que a imagem direta f (I
de I por f seja [0,1]. Seja J qualquer um dentre os intervalos (0,1),[0,1), (0, +00), [0, +00) e R.
Dé um exemplo de uma funcio f : R — R que seja continua e tal que f(I) = J.



Exercicios 3.1 137

3.1.22. Seja f : [a,b] — R uma fungdo que é continua nas extremidades a e b de [a, b]. Mostre
que se a restrigao de f a (a,b) for crescente, entdo f serd crescente. Enuncie e mostre resultados
analogo para os trés outros tipos de funcdes mondétonas em intervalos compactos. Enuncie e
mostre resultados andlogos para fungdes continuas na(s) extremidade(s) de intervalos quaisquer,
mas monotonas no interior desses intervalos.

3.1.23. Dé um exemplo de uma fun¢do mondtona f : R — R tal que a imagem f([O, 1]) do
intervalo unitdrio [0, 1] C R seja um intervalo, mas tal que f néo seja continua em [0,1]. Assim,
¢ falso afirmar que se a imagem direta de um intervalo por alguma funcdo mondtona for um
intervalo, entdo essa fungéo é continua nesse intervalo.

3.1.24. Mostre que se uma fungao f : I — R for continua no intervalo I e tal que f(z) =0 em
cada x racional de I, entdo f(z) =0 em cada z € I. Dé um exemplo de uma funcdo f : X — R
continua tal que f(z) =0 em cada x racional de X, mas néo valha f(z) = 0 em cada z € X.

3.1.25. Seja f : R — R uma fungéo tal que f(z +y) = f(z) + f(y), com quaisquer z,y reais.
Mostre que se f for continua, entéo f(z) = z f(1), em cada z real, ou seja, f é linear. (Sugestdo:
use o Exercicio 1.5.10.)

3.1.26. Seja f : R — R uma funcéo tal que f(z +y) = f(z) + f(y), com quaisquer z,y reais.
Mostre que se f(z) > 0, com qualquer = > 0, entdo f é continua (e linear).

3.1.27. Sejam X C R um conjunto simétrico em relacio & origem e f : X — R uma funcao
qualquer. Mostre que a fungéo f é continua (em o € X) se, e s6 se, as funcdes parte par e parte
Impar fP e f* de f sdo continuas (em o € X). (Ver Exercicio 1.5.9.)

3.1.28. Dadas duas fungdes f,g: X — R, considere as fungdes m, M : X — R definidas por

m(z) = 3[f(z) +g(z) - |f(z) - g()|], M(z) = 3[f(z) + g(z) + |f(2) — 9(2)[],

com z € X. Mostre que m(r) = min{f(z),g(z)} e M(z) = max{f(z),g(z)} em cada z € X
e conclua que m(z) < f(x),g9(x) < M(z), com z € X. (Ver Exercicio 1.3.37.) Tomando f e g
como as fungdes seno e cosseno em X = R, esboce os gréficos de m, f,g e M.

Mostre que se duas fungdes f,g : X — R forem continuas (em o € X), entdo as funcdes
méximo e minimo m, M : X — R de f e g também sdo continuas (em o € X). Dé um exemplo
de fungdes descontinuas em algum ponto tais que o minimo e o méximo sejam continuos.

3.1.29. Dada uma fun¢do f : X — R qualquer, defina a parte positiva f*: X — Rde fea
parte negativa f~ : X — R de f por

(@) = max{f(2),0} e [~ (z)=max{-f(z),0},
com z € X. Mostre que, qualquer que seja z € X, valem f*(z)—f~(z) = f(z) e fH(z)+f(z) =
|f(z)], com fH(z) > 0e f~(z) > 0. (Ver Exercicio 1.3.37.) Tomando f(z) = senz, com
z € X =R, esboce os graficos de f, fT e f~. Faca o mesmo trocando o seno pelo cosseno.

Mostre que a fungdo f é continua (em o € X) se, e sé se, as fungdes parte positiva fT e
negativa f~ de f sfo continuas (em o € X).

3.1.30. Mostre que toda funcao continua e injetora num intervalo é crescente ou decrescente.
(Sugestdo: use contraposigdo, o Exercicio 1.5.3 e o TVI.)

3.1.31. Defina a pré-imagem de um ponto b € R qualquer por uma fungdo f: X — R como a
imagem inversa f~1({b}) = {x € X : f(z) = b}. Mostre se uma funcio f : R — R for crescente
ou decrescente, entdo a pré-imagem de cada ponto b € R é um conjunto de, no méximo, um
elemento. Mostre que a pré-imagem do ponto 0 € R pela fungéo f : R — R definida por f(0) =0
e f(z) =sen(1/z), com z # 0, é um conjunto infinito.
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3.1.32. Suponha que uma fungdo f : R — R tenha a propriedade de regularidade seguinte:
a pré-imagem de cada ponto b € R é um conjunto finito (que pode ser vazio). (Ver Exercicio
3.1.31.) Mostre que se essa fungéo f tiver a PVI, ento f serd continua. Mostre que a funcéo
f : R — R definida por f(0) = 0 e f(z) = sen(1/x), com z # 0, tem a PVI, mesmo sendo
descontinua.

3.1.33. Seja f : I — R uma fungao monétona no intervalo I. Usando o exercicio precedente
(mas ndo utilizando o Corolédrio 3.15) mostre que f é continua se, e so se, tem a PVI. Dé um
exemplo de uma fungdo monétona f : X — R descontinua com a PVIL.

3.1.34. Seja f : [0,1] — [0,1] uma funcdo continua. Mostre que f possui algum ponto fixo, ou
seja, algum ponto ¢ € [0,1] tal que f(c) = c. (Sugestdo: considere g(x) = = — f(x).) Mostre que
existe algum c¢ € [0,1] tal que f(c) =1 — c. (Sugestao: considere g(z) =1 -z — f(z).)

3.1.35. Considere as funcdes continuas f : [0,1] — R tais que f(0) = f(1).

1) Dé um exemplo de uma tal fungéo que satisfaca f(z) # f(z + %) em cada x € (0, %)

(
2) Supondo que f(1) # f(0), mostre que existe algum ponto ¢ € 0,3) tal que f(c) = f(c+3).
o 2 - 1 2 2
(Sugestdo: considere a funcéo g(z) = f(x) — f(z + 35).)
3) Generalize os dois itens precedentes de & para 1,1, etc.
2 371

Estabeleca que, a cada instante, existem dois pontos diametralmente opostos do Equador ter-
restre (ou seja, antipodas) nos quais se registra a mesmissima temperatura.

3.1.36. Dizemos que uma funcao f : X — R é lipschitziana se existir alguma constante M € R
tal que |f(z1) — f(z2)| < M|z1 — 2], quaisquer que sejam x1,72 € X. Mostre que toda fungao
lipschitziana é continua.

3.1.37. Dizemos que uma fungio f definida num intervalo I é conveza se o grafico de f entre
dois pontos quaisquer do intervalo permanecer abaixo da reta secante que liga esses dois pontos
do gréfico. Parametrizando o gréfico e a secante com um mesmo parametro v de 0 a 1, isso
equivale a dizer que a imagem da combinacgo convexa de dois pontos do dominio for menor do
que a combinagao convexa das imagens desses pontos, ou seja, se

£((1 = W +uy) < (1 - 0)f(2) +u f @)
com quaisquer z,y € I e 0 < u < 1. Dados dois pontos x e y distintos de I, denotemos por
fly) = f(=)
o(z,y) = (—;T
a inclinagdo da reta secante pelos pontos (.r, f(x)) e (y, f (y)) do gréfico de f. Observe que ¢ é
simétrica, isto é, p(z,y) = ¢(y, ).
Fixada alguma funcgao definida num intervalo I, mostre que sao equivalentes as afirmagcdes
seguintes.
(1) f é convexa.
(2) o(z,2) < p(z,y), quaisquer que sejam z,y e z em [ com z < z < .
(3) w(z,y) < p(z,y), quaisquer que sejam z,y e z em I com z < z < y.
(4) p(z,2) < p(z,y) < ©(2,y), quaisquer que sejam =,y e z em [ com z < z < y.
(5) Fixado qualquer o € I, a funcéo de I — {0} definida por ¢, (z) = ¢(z,0) é ndo decrescente.

Mostre que dados quaisquer z,y,a,b,cedem I, coma <c<z <y <d<b, vale
p(a,c) < p(z,y) < p(d,b).
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3.1.38. Sejam f : I — R uma funcdo convexa num intervalo [ e o € I um ponto que nao seja
uma extremidade de I. Mostre que existem m < M tais que o grafico de f ndo fica abaixo da
reta de inclinacdo o por (a, o (U)), qualquer que seja m < a < M. Mais precisamente, quaisquer
que sejam x € I e o € [m, M], temos

f(z) 2 flo) + a(z - o).

Dé um exemplo de uma funcdo convexa f : I — R e um ponto o € I que néo seja uma
extremidade de I no qual m < M; em particular, o gréfico dessa funcéo néo fica abaixo de uma
infinidade de retas pelo ponto (o, f(0)).

3.1.39. Seja f : I — R uma fungdo convexa num intervalo I aberto. Mostre que se [e,d] C I
entao existe M tal que

|F(z1) = f(z2)| < Mlz1 — 22|,
quaisquer que sejam z1 e zg de [c, d], ou seja, a restri¢do de f ao intervalo [c,d] é lipschitziana.

Mostre que se I for um intervalo aberto, entdo f é continua. Dé um exemplo de uma fungéo
convexa e descontinua num intervalo.

3.1.40. Sejam f, g : I — R duas fungdes convexas no intervalo I. Mostre que a funcéo max{f,g}
€ convexa. Dé um exemplo de fungdes f e g tais que a fun¢io min{f, g} néo é convexa. (Ver
Exercicio 3.1.28 para a defini¢do de min e max de duas fungdes.)

7

3.1.41. Seja f : [0,+0c0) — R uma fungéo convexa tal que f(0) < 0. Mostre que f(uz) < uf(z)
com quaisquer z > 0 e 0 < u < 1. Mostre que f é superaditiva, isto é, que f(z+y) = f(z)+f(y),
com quaisquer z,y = 0.

3.1.42. Seja f : X — R uma fun¢éo qualquer. Mostre que f é uniformemente continua se, e sé
se, dado qualquer ¢ > 0, existir algum 7 > 0 tal que |71 — 23| <7 = |f(z1) — f(22)] < &,
quaisquer que sejam i,y € X.

Mostre que f ¢ uniformemente continua se, e s6 se, a sequéncia (f(z,)— f (yn)) é nula sempre
que a sequéncia (z,, — y,) for nula, com quaisquer duas sequéncias (z,) e (y,) de X.

Mostre que se f for lipschitziana, entao f é uniformemente continua.
3.1.43. Sejam f : X — R uma fungéo limitada e o € X um ponto do dominio de X. Defina a
oscilagdo de f no ponto o por

wi(o) =inf{w(f,[c—=r,o+7]NX):r>0}.

(Ver Exercicio 1.5.7, em que definimos a oscilagio de uma fungfo limitada num subconjunto.)

Mostre que f é continua em o se, e s6 se, wg(o) = 0. Seja, agora, f : X — R uma funcéo

uniformemente continua. Mostre que f é continua.

3.1.44. Seja f: X — R uma fungdo de X C R. Dé um exemplo de uma fun¢ao continua em X
e de uma sequéncia (z,) de Cauchy de X tal que (f (:vn)) nédo é de Cauchy.

Mostre que se f for uniformemente continua, entdo f sempre transforma sequéncias de
Cauchy de X em sequéncias de Cauchy.

Mostre que se X for fechado e f for continua, entdo f transforma sequéncias de Cauchy de
X em sequéncias de Cauchy.

3.1.45. Mostre que a imagem f(C) de uma fungéo continua f : C — R definida num conjunto
compacto C' C R é um conjunto compacto. (Ver Exercicio 2.3.42.)

3.1.46. Mostre que uma funcdo f : R — R é continua se, e sé se, € um conjunto aberto a imagem
inversa f~1(B) de qualquer conjunto B C R aberto. Repita o exercicio trocando “aberto” por
“fechado”.
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3.2. Derivada

Sejam f : X — R uma fungéo real e 0 € X um ponto do dominio de f. Dizemos que f é derivdvel
em o se existir alguma funcéo ¢, = npg : X — R que seja continua em o e tal que valha

f(@) = f(o) = ps(2)(z — 0), (32)
com qualquer z € X. Nesse caso, dizemos que ¢,(0) é a derivada de f em o, que denotamos
por f'(0).

Como toda funcéo é continua em pontos isolados de seu dominio, nossa defini¢ao de derivada
s6 caracteriza alguma propriedade da fungéo nos pontos de acumulacéo do dominio dessa funcao.
Assim, daqui em diante, sempre que considerarmos a derivabilidade de uma fun¢do num ponto
de seu dominio, estaremos supondo que esse ponto é um ponto de acumulagdo do dominio da
funcdo. Para simplificar, daqui em diante passamos a supor que todas as nossas fungoes tém
por dominio algum intervalo (com mais de um ponto) ou uma unido finita desses intervalos.

Exemplo 3.25. Se f é uma fungéo constante, entdo ¢,(z) = 0, quaisquer que sejam z,0 € R
e, consequentemente, f’(0) = 0, em cada 0. Se g(z) = z, entdo ¢,(x) = 1, quaisquer que sejam
z,0 € R e, consequentemente, ¢’(c) = 1, em cada 0. Se h(z) = a+bz, entdo ¢, (x) = b quaisquer
que sejam z,0 € R e, consequentemente, h'(c) = b, em cada 0. Assim, a derivada da fungao
linear afim h(z) = a + bz, em cada ponto, é a constante b, que é a inclinagdo, ou o coeficiente
angular, da reta y = a + bz que constitui o grafico de h. ®

Em geral, a validade de (3.2) em cada z € X equivale a validade de

) = T — 10 (3.3)

z—o0
em cadax € X —{o}, de modo que f é derivavel em o se, e s6 se, a funcéo dada pelo quociente do
lado direito de (3.3) tem alguma extensao a X que é continua em o. Decorre disso que existe, no
méximo, uma tnica fungdo p, continua em o que satisfaca (3.2). (Ver Exercicio 3.1.15.) Além
disso, s6 existe uma tdnica opgao para o valor da extensdo de (3.3) continua em o e, portanto, a
derivada de f em o tem esse valor ¢, (o) como tnica opgao.

Y grafico
secante
f(z)
f(z) = flo)
flo)
—1 =
T
o T

Figura 3.10. A secante pelos pontos (o, f(0)) e (z, f(z)) do gréfico

Observe que (3.3) significa que cada g, (z) é a inclinagdo da reta secante que passa pelos
pontos (0, f(@)e(zf (:E)) do gréfico de f. Quando f for derivével em o, a continuidade de ¢,
em o garante que as inclinagdes p,(x,) das retas secantes tendem & inclinacdio ¢, (o) de uma
reta que é tangente ao grafico de f no ponto (o, f(c)), sempre que z, — o em X — {o}. Essa
inclinacio ¢, (o) é a derivada /(o) de f em o.
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Assim, em particular, se uma fungdo f for derivavel em o, dizemos que a reta de equagdo
y=flo)+ f(o)(z~0)
¢ a reta tangente ao gréfico de f no ponto (o, f(a)). Nesse caso, a funcéo f e a fungao linear
afim p;, denominada polinémio de Taylor de primeira ordem de f em o e dada por
pi(x) = f(o) + f'(0)(z - ),

em cada z € R, tém valor f(o) e derivada f’(o) iguais no ponto o.

incﬂinaééo 3
tarigente
............. /Yy = 20—1

- -inclinaééo 1

-incﬂinaééo 0

£

Figura 3.12. As inclinagdes das secantes

Todas as derivadas e as respectivas fungoes ¢, no Exemplo 3.25 foram constantes. E im-
portante observar que, em geral, a funcéo ¢, dada em (3.2) depende do particular ponto o sob
consideracao.

Exemplo 3.26. Se f(z) = a+ bz + cx? for uma fungdo quadrética, entdo
f@) = flo)=bz—0)+c@®—0%) = +clz+0)(z—0)=p,(z)(x—0),
quaisquer que sejam z,0 € R. Assim, f é derivdavel em cada ponto o de R, com derivada

f'(0) = vs(0) =b+c(oc+0) = b+ 2co, pois v,(z) = b+ c(x + o) é continua em o. Observe
que essas fungoes o, dependem do ponto o no qual estamos derivando.
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Fixando, por exemplo, a = b = 0 e c = o0 = 1, temos ¢1(z) = = + 1 e podemos ver
geometricamente a variagao continua da inclinacdio x + 1 da reta secante da pardbola y = 2
pelos pontos (z, %) e (1,1), passando pela inclinagéo 2 da reta tangente y = 1+2(z—1) = 2z—1
& pardbola em (1,1). (Ver Figuras 3.11 e 3.12.) ®

Da relagdo f(x) — f(0) = ¢s(z)(z — o) e da continuidade de ¢, em o decorre que também
f é continua em o. Destacamos esse resultado.

Proposicao 3.27. Se f : X — R € derivdvel em o € X, entdo f € continua em o. O

A afirmacao reciproca dessa proposi¢ido néo é valida.

Exemplo 3.28. A funcdo valor absoluto f(z) = |z| é continua em R mas ndo é derivdvel em
o = 0. De fato, f(z) =z com z > 0, o que for¢a pgo(z) =1 em (3.3) e f(r) = -z com z <0, 0
que forca @o(x) = —1. No entanto, sabemos que nao existe fungao alguma que seja continua em
0, constante e igual a —1 em (—00,0) e constante e igual a 1 em (0,00). (Ver Exemplo 3.5.) ©®

Exemplo 3.29. Generalizando o que ocorre com a funcéo valor absoluto, fixemos a,0 € R,
consideremos duas fungdes g : (—00,0] — R e h : [0,4+00) — R e definamos a funcéo real
f:R = Rpor f(0) = a, f(z) = g(z), se z < 0 e f(z) = h(z), se > 0, cujo grifico “pula”
do grafico de g para o grafico de h precisamente no ponto o. Essa funcéo s6 é derivavel em o se
ambas as funcoes g e h forem derivaveis em o e, além disso, os valores de g e h e suas derivadas
coincidirem em o, ou seja, se g(o) = a = h(o) e ¢’(0) = k(o). Nesse caso, f'(0) = ¢'(0) = h'(0).
(Ver Exercicio 3.2.1.) ®

Vimos que a fungdo valor absoluto é derivavel em todos os pontos de R — {0}. No entanto,
uma funcéo pode perfeitamente nao ser derivavel em ponto algum (como a fungéo de Dirichlet)
ou, entdo, ser derivdvel somente em um tnico ponto, da mesma forma como pode ser continua
somente em um unico ponto.

Exemplo 3.30. Seja f: R — R a funcéo definida por

z?, se z€Q,
Flo) = ,
20 —1, se z€R-Q.

Essa fungao sé é continua em 1, onde também é derivavel. De fato, usando as contas dos
Exemplos 3.25 e 3.26, obtemos ¢1(z) =z + 1, com z € Q, e v1(z) =2, com z € R — Q. Assim,
1 é continua em 1 e f é derivavel em 1, com f'(1) = ¢1(1) = 2; essa é a derivada comum das
duas partes de £, cujo grafico “pula” entre a pardbola y = 22 e sua reta tangente em (1,1), dada
por y = 2z — 1. (Ver Exemplo 3.8.) ®

Velocidade Instantanea

Um objeto em movimento retilineo permanece confinado a uma reta durante sua trajetéria. Ao
longo de séculos tentou-se entender a relagdo entre o tempo t decorrido e a distancia s percorrida
em varias situagoes.

Num movimento uniforme, o objeto percorre distdncias iguais em tempos iguais, digamos,
X unidades de distdncia a cada unidade de tempo. A distancia total percorrida desde uma
posicdo inicial sg, a partir da qual inicia a medigao, e o enésimo intervalo de tempo é dada por
s(t) = so+ nA, o que constitui uma simples relagdo afim entre a distancia percorrida e o tempo
decorrido.

Bem mais complicado foi entender um movimento néo uniforme, por exemplo, o de um objeto
em queda livre. No século XIV, Oresme e outros conseguiram avangar os estudos de Arquimedes e
estabeleceram que a distancia percorrida por um objeto em movimento uniformemente acelerado
no segundo intervalo de tempo é o triplo da distancia percorrida no primeiro intervalo de tempo.



Velocidade Instantanea 143

Foi 86 no inicio do século XVII, no alto de sua carreira cientifica, que Galileu estendeu
aquela descoberta, mostrando que as distancias percorridas no terceiro e no quarto intervalos
de tempo por um objeto em movimento uniformemente acelerado séo o quintuplo e o séptuplo
da distancia percorrida no primeiro intervalo de tempo. Denotando por s, a distancia total
percorrida num movimento uniformemente acelerado desde uma posicao inicial sg, a partir da
qual inicia a medicéo, até a quarta unidade de tempo, obtemos s1 = so+u, s2 = s14+3u = sg+4u,
53 =382 +ou=390+9pess =253+ 7u=S50+ 164, ou seja, 5, = 80 +n2u, com 0 < n < 4. Isso
indica uma relagdo quadrdtica entre a distancia percorrida e o tempo decorrido.

No caso de um objeto langado verticalmente para cima, em queda livre, a altura s em que
se encontra esse objeto é obtida subtraindo do deslocamento vertical para cima (produzido por
movimento uniforme) o deslocamento vertical para baixo (produzido por movimento uniforme-
mente acelerado) da queda livre. Se a altura inicial do objeto for sg, sua velocidade inicial for
A =wp > 0 e os intervalos de tempo forem continuos — ou seja, variando com ¢ > 0 — ent&o
sua altura s(t) no eixo s no instante de tempo ¢ é dada por s(t) = s + vot — %gtz, em que g é
a constante que denota a aceleracdo da gravidade.

A velocidade média desse objeto ao longo de um intervalo de tempo [t1,2] é definida pela

razao entre a variagao da altura As = s(t2) — s(¢1) e o tempo decorrido At = ty —t; 0. Assim,
a velocidade média desse objeto em queda livre é dada por

N 5(t2) — s(t1) (50 + vota — %gt%) — (so +vot1 — %gt%)
Tt —ty b s By
_lta—t) ~ }e(B =) _
to — 11

Fixando ¢; e variando continuamente 5, vemos que as velocidades médias variam continuamente
e que, no proéprio instante ¢; temos uma “velocidade média” igual a vy — % g(ty +1t1) = vo — gt1.
Como isso néo pode ser uma velocidade média, essa abstracio fisica recebe o nome de velocidade
instantanea.

secante

altura

At

tempo

Figura 3.13. Movimento retilineo uniformemente acelerado

Desse modo, a velocidade instantanea v(t) = vy — gt do objeto em queda livre ndo é nada
mais do que a derivada §'(¢) da fungdo altura s(t) = so + vot — 5 gt2. (Ver exemplo precedente.)
Da mesma forma, a velocidade instantanea de um objeto em movimento uniforme, que percorre
linearmente a disténcia s(t) = sp + At, é dada pela derivada v(t) = §'(t) = A da funcao posigéo,
ou seja, sua velocidade constante.

Isso € generalizado para qualquer movimento retilineo, mesmo se nao for uniforme ou unifor-
memente acelerado. Se s(t) denota a posigdo ocupada por um objeto em movimento retilineo,
entdo a derivada v(t) = §'(t) de s em t é denominada velocidade do objeto.
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Propriedades Operacionais da Derivada

Vejamos as propriedades algébricas da derivada. A soma ou a diferenga de duas fungdes de-
rivdveis num ponto sao derivéveis e as derivadas sdo dadas pela soma ou diferenca das derivadas
dessas funcdes nesse ponto. Também é derivdvel qualquer miltiplo de uma fungao derivédvel, ou
seja, combinacdes lineares de fungdes derivaveis sdo derivéveis. No Exemplo 3.25 isso ja pode
ser observado, pois a derivada da combinagdo linear h(z) = a + bz é a combinagao linear das
derivadas das fungoes f(z) = a e g(x) = bz.

O mesmo poderia ter sido feito no Exemplo 3.26, ou seja, a derivabilidade e a derivada das
funcdes quadraticas poderiam ter sido obtidas pela regra operacional seguinte, como a derivada
do produto da funcio g(z) = z por si mesmo. No entanto, o produto da derivada g'(z) = 1 de
g por si mesmo resulta néo ser a derivada do produto da fungdo g por si mesmo e, em geral,
o produto de duas fungdes derivdveis num ponto é derivivel nesse ponto, mas a derivada do
produto ndo é dada pelo produto das derivadas.

Proposiciao 3.31. (Regras Operacionais da Derivagdo) Se as duas fungées f,g : X — R sdo
derivdveis em algum ponto o € X, entdo qualquer combinacdo linear dessas fungdes e o produto
dessas funcdes também sao derivdveis nesse ponto e valem as relagoes seguintes.

(1) (f+X-9)(c)=f'(o) +X-g'(0), com qualquer A € R fizado e

2) (f-9)(0) = f'(0) - 9(0) + f(0) - §'(0).

Demonstracao. Sejam ¢, e 1, duas fungdes continuas em o tais que, dado z € X,

fl@)=flo)+po(z)(@—0) e g(z)=4g(0)+¢s(2)(x—0)
Fixado A € R qualquer, somamos as expressoes para f(z) e g(z) e obtemos
f@)+X-g(@) = f(0) + A 9(0) + (0o (@) + A 9o(2)) (x — 0)
e, portanto,
(f+X-9)(@) = (f+A-9)(0) +no(z)(x —0),

onde 1, (z) = p,(x) + A+ Y, () define uma fungéo continua em o. Assim, f + A - g é derivavel
em o, com

(f +X-9)(0) =15(0) = f(0) + X ¢'(0).

Para provar a derivabilidade do produto, multiplicamos as expressdes para f(z) e g(x)
explicitadas no inicio da demonstracao e obtemos

(f-9)(@) = (f-9)(0) + ne(z)(x — 0),
com
10(2) = 9o (@) - 9(2) + f(0) - Yo (z) + 0o () - Yo(z) - (X — 0),
em cada z € X. Por ser derivavel, g é continua em o, de modo que 7, define uma fungao

continua em o e, portanto, f - g é derivavel em o, com derivada dada por 7,(c). Resta lembrar
que p,(0) = f'(0) e Ys(0) = ¢'(c) para obter a relagdo do enunciado. O

Seja A C X um intervalo (ou uma uniéo finita de intervalos) contido no dominio X de uma
funcdo f. Dizemos que f é derivdvel em A C X se f for derivével em cada ponto de A. Nesse
caso, obtemos uma nova funcgdo, a fungdo derivada f' : A — R de f em A, definida, em cada
z € A, pela derivada f/(z) de f em z. Dizemos, simplesmente, que uma fungao é derivdvel se f
for derivével em cada ponto de seu dominio. Do ponto de vista da func@o derivada, a fungao f
é uma primitiva, ou antiderivada, de f’.
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Exemplo 3.32. As fungdes lineares afins f(z) = a + bz e as quadréticas f(z) = a + bz + cz?
sao derivdveis (em R). Mais que isso, com as regras operacionais das derivadas, podemos ver
que qualquer fungdo polinomial ¢ derivével (em R). De fato, j4 vimos no Exemplo 3.25 que se
f(z) = z, entdo f'(x) = 1, portanto, pela regra do produto, decorre que se flz)=22=2. =z,
entdo f'(z) = 1.z + z-1 = 2z. Por inducdo, decorre que se f(z) = z"! é derivavel com
derivada f'(z) = (n — 1)2"2, entdo f(z) = 2™ = 2" 1 . z é derivével com derivada Ty =
(n—1)z" 2.2+ 2" 1.1 =nz""! quaisquer que sejamz € Ren € N. ®

Vejamos a derivada de func¢des racionais.

Exemplo 3.33. Seja f(z) =z~ ! = 1/, com z # 0. Entéo

1 1 o—x

f(@) = flo) = r o 7o = ¢po(z)(z —0),
quaisquer que sejam x,0 # 0, onde ¢, (z) = —1/(z0) é continua em o. Logo, f é derivdvel em
oe f'(o) = p,(0) = —1/0?. Assim, f é derivével, com f'(z) = —1/22 = —z™2, em cada = # 0.
Em particular, a férmula da derivada f'(z) = nz""! da fungéio f(z) = 2™, com n € N fixado,
do Exemplo 3.32, também é valida com n = —1. ©

Podemos imitar o raciocinio do exemplo precedente para calcular a derivada da reciproca
1/g de qualquer fungéo e, assim, chegar na derivabilidade de qualquer fungéo racional. Em vez
disso, utilizamos o Exemplo 3.33 e a regra da cadeia que é, talvez, o resultado mais importante
sobre derivadas.

Teorema 3.34. (Regra da Cadeia — RC) Sejam f : X — R uma funcdo derivdvel no ponto
o€ X,g:Y — R uma fungdo derivdvel no ponto £ € Y e suponha que f(X) CY, com f(o) = ¢£.
Entdo a funcdo composta go f: X — R € derivdvel em o e

(go f)(o) =4'() - f'(o) =4 (f(0) - f'(0).

Demonstragao. Sejam ¢, uma fun¢éo continua em o e 1), uma func¢io continua em ¢ tais que
f(z) = flo) = p(z)(z — 0), comz€eX e
g9(z) — g(&) = ve(x)(z - §), comz €Y.
Entéo
(go f)(z) = (g0 f)o) = g(f(x)) — 9(£(0)) = ¥e(f () (f(2) = £ (o))
= Ve(f(2)) - o (2) (2 = 0) = 7o (2) (z — 0),

onde 75 (x) = Ye(f(x)) - po(x), com z € X. Por ser derivdvel, f é continua em o, de modo que a
composta ¢ o f é continua em o e, portanto, o produto 7, é uma fungéo continua em o. Assim,
a composta g o f é derivdvel em o, com derivada dada pelo produto 1,(c) = ¥e(§) - po(0) =

g'€) - (o).

Corolario 3.35. Considere duas fungées f,g : X — R derivdveis em algum ponto o € X e
suponha que g(o) # 0. Entdo existe v > 0 tal que o quociente f/g estd definido na intersegdo
(o0 —r,o+71)NX e é derivdvel em o, com

(L)) = 25 (F(0) -90) - 0) -4 ).

Demonstragdo. Seja g uma fungéo derivével em o, com g(o) # 0. Por continuidade de g em
o (Proposigéo 3.27), a permanéncia do sinal (Lema 3.3) garante a existéncia de r > 0 tal que
g(z) # 0, qualquer que seja z € (0 — r,0 + )N X. Denotemos h(z) = 1/z, com z # 0. Pela
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RC e o Exemplo 3.33, a composta hog: (¢ — 7,0 +7)NX — R, dada por h(g(z)) = 1/g(x), é
derivével em o, com derivada

1y/ 1
“) (o) =(hog) (o) =H(g9(0)) -¢(0) =——= ¢ (0).
(5) @) =(hogy(0) =H(5(0)) (0) = =5 ()

Sejam f e g duas funcdes derivéveis em o, com g(o) # 0. A relagdo entre as derivadas de f
e g e do quociente de f por g, a saber,

D= (3) @ =10 o5+ (5) @) = pp )90 = 1) @)

decorre, agora, da regra da derivada do produto. O

Exemplo 3.36. Como o quociente de fungdes derivéveis é derivavel e toda fungao polinomial é
derivével (ver Exemplo 3.32), decorre que qualquer funcdo racional é derivével. Em particular,
a derivada

f'(@) = na™!
da funcdo f(z) = 2", com n € N fixado, do Exemplo 3.32, também ¢é valida com poténcias n
inteiras negativas, desde que lembremos que, nesse caso, o dominio da funcdo deixa de contar
com a origem. ©®

Para obter a derivada de poténcias fracionarias f(z) = z}/", é conveniente interpretd-las
) p

como funcdes inversas de poténcias inteiras g(z) = ™. (Ver Exemplo 3.17.)

Proposicao 3.37. (Derivada da Inversa) Seja f : I — R uma fungdo continua e injetora no
intervalo I. Se f € derivdvel em algum ponto o de I e se f'(0) # 0, entdo a fungdo inversa f~!
de f € derivdvel em & = f(o) e vale

]\ _ 1 _ L
U0 = 7y = Ty

Demonstracdo. Pelo Corolério 3.16, a funcdo inversa ¢ = f~! : J — R de f é continua e
injetora no intervalo J = f(I), com ¢(J) = I. Seja ¢, : I — R uma funcdo continua em o tal
que f(z) — f(0) = p,(z)(xz — o), com = € I. Substituindo, nessa expresséo, f(z), f(o), z e o
por y, £, g(y) e g(§), respectivamente, obtemos y — & = ¢ (9(y))(9(y)) — g(§), com y € J. Por
hipétese, (o © g)(§) = wo(o) = f'(o) # 0. Como g é continua em J e ¢, é continua em o,
decorre que @, 0g : J — R é continua em £ e (¢, 0 g)(§) # 0. Pela permanéncia do sinal (Lema
3.3), existe r > 0 tal que (p, © ¢)(y) # 0, qualquer que seja y € (£ —7,§ + 1) N J. Segue que a
reciproca ne = 1/(ps09) : (€ —7,§+7)NJ — R de ¢, 0 g é continua em & e satisfaz

| ne(y) (y — &) = 9(y) — 9(),
com y € (£ —r,&+r)NJ. Isso mostra que a inversa g de f é derivdvel em £, com derivada

ng(§) = 1/1'(0)- O

Exemplo 3.38. Em (0, +c0), a fungdo raiz enésima g(z) = {/z = z7 éa funcéo inversa da
funco derivavel f(z) = 2, que tem derivada f'(z) = nz™' > 0, com & > 0. Assim, pela
Proposicao 3.37, g é derivével em (0,400) e tem derivada
1 1 1
/ L o1
g (_’L‘) = = = = =, 5
f(g(z)) n(:v%)n e

com z > 0. Como h(z) =z~ = (:c%)m é a composta de f(z) = 2™ com g(z) = zw em (0, +00),
a RC garante que h = f o g é derivavel em (0,+00) e tem derivada

W(e) = F(o(e)) - o () = m(ax)" " - Lai ™l = Ba® L,
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com z > 0. Assim, provamos que a fungéo poténcia f(z) = 2", com expoente r € Q fixado, é
derivéavel, com derivada dada por f’(z) = ra™!, qualquer que seja z > 0. ©

Nos exemplos e exercicios utilizamos, também, a derivabilidade das fungdes exponencial e
trigonométricas, com suas derivadas conhecidas. Assim, no Capitulo 4 veremos que, denotando
f(z) = e®,g(z) = senz e h(zx) = cosz, temos f'(z) = e e ¢'(z) = cosx, bem como A/ (z) =
—senz, com = € R. Decorre da Proposicao 3.37 que a fungdo k(z) = logz é derivével e

Wy L L 1
f(k(z)  fk(z) 2
com > 0. Em particular, vemos que, fixado A € R, a fungdo poténcia f(z) = z* é derivével,
com derivada

f/ ) = Aa:)\—l7

em qualquer z > 0. De fato, f(z) = 2} = e198% ¢, portanto, pela RC,

f/<$) — e)\'log:c . /\l _ 33/\ . /\l _ )\J;)\—l7
T x

em qualquer z > 0. Isso generaliza o exemplo precedente.

Derivada e Monotonicidade

Fungoes crescentes e derivdveis podem ter derivada nula em algum ponto, como sucede na
origem com a cibica definida por f(z) = 2z, que é crescente. No entanto, funcdes derivéveis e
nao decrescentes (néo crescentes) nédo podem ter derivada negativa (positiva) alguma.

Proposicao 3.39. Seja f : X — R uma funcdo qualquer.

(1) Se f for ndo decrescente, entdo f'(x) >0 em cada x € X no qual f for derivdvel.

(2) Se f for ndo crescente, entdo f'(x) <0 em cada x € X no qual f for derivdvel.

Demonstracao. Seja f : X — R uma funcéo derivivel em o € X e tomemos a (tnica) fungao
Yo : X — R que é continua em o e satisfaz

T—0
qualquer que seja x # o de X, conforme (3.3). Supondo que f seja ndo decrescente, temos
f(z) < f(o), com z < o, de modo que z — o < 0 e, também, f(z) — f(o) < 0; analogamente,
temos f(o) < f(z), com o < x, de modo que z — o > 0 e f(z) — f(0) = 0. Assim, em cada
z # o de X temos ¢, (x) > 0 e, portanto, f'(0) = ¢,(0) = 0, pela permanéncia do sinal de @,
em 0. A demonstragdo no caso nao crescente é andloga. O

Em termos de posicao e velocidade, é bastante razodvel afirmar que a posi¢cdo de um objeto
é constante (e néo hd movimento) se, e s6 se, a velocidade desse objeto for identicamente nula.
Para fungdes gerais, j4 vimos que a funcéo derivada de uma fungéo constante é identicamente
nula, mas a reciproca depende finamente do Axioma Fundamental da Anélise Matematica. De
fato, a fungdo f : Q — Q definida por f(z) = —1, se 2° < 2, e f(z) = 1, se 2% > 2, nfo é
constante, mas é continua e tem derivada identicamente nula em seu dominio Q.

Para mostrar que uma derivada identicamente nula garante que a funcdo é constante em
intervalos reais, comegamos com um resultado muito intuitivo em termos de velocidades, a
saber, que as velocidades (instanténeas) ao longo de um intervalo de tempo ndo podem ser
todas menores nem todas maiores do que a velocidade média nesse intervalo.
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Teorema 3.40. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : X — R uma funcdo derivdvel. Se
[a,b] C X, com a < b, entdo existem cy,c2 € [a,b] tais que

pley < L2 < e,

Demonstracgao. A maneira da prova alternativa do TBW, construimos uma sequéncia de in-
tervalos encaixados que tendem a um ponto em que a derivada nao é menor do que a inclinacao
das retas secantes nos intervalos encaixados. Mais precisamente, dados dois pontos z < y de X,
denotemos a inclinacdo da reta secante pelos pontos (z, f(z)) e (v, f(y)) do grafico de f por

fly) - f(x)
y-x
Queremos mostrar que se [a,b] C X, entdo existe ¢ € [a,b] tal que ¢(a,b) < f/(c2).

o(r,y) =

Pelo Exercicio 1.3.12, dado qualquer ponto ¢ € (a,b) entre g = a e yo = b, a inclinagéo
¢(a,b) ndo é maior do que ambas as inclinagdes ¢(a,c) e ¢(c,b). Assim, tomando ¢ = (b — a)
como o ponto médio, ou temos y(a,b) < ¢(a,c) ou, entdo, p(a,b) < ¢(c,b). Denotamos x; =
a,y; = ¢ no primeiro e 1 = ¢,y; = b no segundo caso. Se as trés inclinagoes forem iguais,
escolhemos o intervalo da esquerda.

Continuando esse processo, obtemos duas sequéncias (z,,) € (yn) de [a,b] tais que z, < yn €
o(a,b) < ¢(zn,yn), com n € N. A Proposicao 1.32 garante que existe um ponto ¢z na intersegao
de todos os intervalos [z,,yn] €, como y, — x, = 27"|b — a| — 0, esse ponto é tnico. Por
hipétese, f é derivavel em cs e, entdo, o Exercicio 3.2.9 garante que ¢(zn,yn) — f'(c2). Pela
permanéncia do sinal, de ©(a,b) < ¢©(Tn,yn), com n € N, decorre p(a,b) < f'(c2).

Como (—f) = —f’, podemos obter a outra desigualdade trocando f com — f. O

Observamos que tanto a desigualdade do valor médio quanto a afirmagéo (3) do coroldrio
seguinte sao equivalentes ao axioma fundamental.”

Coroldrio 3.41. Seja f : I — R uma fungdo continua num intervalo I C R que € derivdvel em
cada ponto interior do intervalo.

(1) Se f'(z) > 0 em cada x interior de I, entdo f € crescente.
(2) Se f'(xz) 2 0 em cada x interior de I, entdo f € nao decrescente.

(4

(5) Se f'(z) <0 em cada x interior de I, entdo f € decrescente.

) (z)

(3) Se f'(x) =0 em cada x interior de I, entdo f € constante.
) Se f'(z) <0 em cada x interior de I, entdo f € ndo crescente.
) (z)

Demonstragao. Pelo Exercicio 3.1.22, uma fungdo que é continua num intervalo e monétona
no interior desse intervalo, é monétona (de mesmo tipo) no intervalo. Assim, basta provar o
coroldrio para fungdes f : I — R derivaveis num intervalo I C R.

Vamos supor que f'(z) > 0 em cada = € I, e mostremos que f é nao decrescente. Dados
quaisquer a,b € I com a < b, o teorema garante que ¢(a,b) > 0, portanto, como b—a > 0, resulta
f(b) — f(a) > 0, ou seja, f(a) < f(b). Como a,b foram tomados arbitrariamente no intervalo I,
mostramos que f é nao decrescente. Isso prova a segunda afirmacao; a demonstragao das outras
é inteiramente andloga. Observe que a terceira afirmacdo decorre da segunda e da quarta. [J

Corolario 3.42. Duas primitivas quaisquer de uma fun¢do num intervalo sdo iguais a menos
de alguma constante. Mais precisamente, se duas funcoes derivdveis tiverem a mesma derivada
em cada ponto interior de um intervalo, entéo, nesse intervalo, essas fungoes diferem por uma
constante.

*Ver Apéndice A5.
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Demonstragao. O terceiro item do coroldrio precedente garante que a diferenca de duas pri-
mitivas de alguma funcéio é constante em qualquer intervalo. ]

Maximos e Minimos Locais

Seja 0 € X um ponto qualquer do dominio de uma fungéo real f : X — R. Dizemos que o é
um ponto de minimo local de f se existir algum intervalo aberto I que contenha o e tal que o
seja um ponto de minimo de f em I N X, isto é, valer f(z) > f(o), qualquer que seja z € INX.
Nesse caso, dizemos que f atinge um minimo local em o e que f(o) é um valor minimo local de
/. Analogamente, dizemos que o é um ponto de mdzimo local de f, que f atinge um méximo
local em o e que f(o) é um valor mdzimo local de f, se existir algum intervalo aberto I que
contenha o e tal que o seja um ponto de méximo de f em I N X. Também dizemos que o é um
ponto de extremo local de f, que f atinge um extremo local em o e que f(o) é um valor extremo
local de f, se o for um ponto de méximo ou minimo local de f.

Um caso particular que ocorre frequentemente é o de uma funcéo derivével que tenha de-
rivada nao negativa (ndo positiva) & esquerda de um certo ponto do dominio e derivada nfo

positiva (ndo negativa) & direita desse mesmo ponto. Pelo Corolario 3.41, um ponto desses é de
méximo (minimo) da funcao.

Exemplo 3.43. A cibica dada por f(z) = 2> — 2 = z(x + 1)(z — 1) é derivével, com derivada
f'(z) = 3z% — 1 negativa no intervalo (—1 /V/3,1/4/3) e positiva nos demais pontos da reta.

Assim, z; = —1/+4/3 é um ponto de mdximo dessa fungdo e 2 = 1/v/3 é um ponto de minimo,
com valores extremos f(z;) = %\/5 e f(zg) = —% 3, respectivamente. (Ver Figura 3.14.)
Nenhum desses extremos é global, pois f(—2) = —6 < f(z2) < f(z1) < 6 = £(2). ®
~1/7 1
0 :

Figura 3.14. Pontos e valores extremos locais da fungao f(z) = z(z + 1)(z — 1)

Observamos que nada garante que uma funcdo seja crescente (decrescente), nem mesmo
numa pequena vizinhanga de um ponto de extremo. (Ver Exercicio 3.2.16.) Muitas vezes, uma
fung@o tem derivada nula num ponto de extremo em que a derivada troca de sinal, mas pode
ocorrer que a fungao sequer seja derivavel nesse ponto, como ocorre com a fungao valor absoluto
na origem, que é o ponto de minimo global dessa func&o.

Seja 0 € X um ponto qualquer do dominio de uma funcio real f : X — R. Dizemos que o
é um ponto critico de f se f néo for derivdvel em o ou se f for derivével em o, mas f'(c) = 0.
Frizamos que todo ponto critico de uma fungéo pertence ao dominio da fungéo.

Exemplo 3.44. A origem é o tnico ponto critico da funcdo valor absoluto f(z) = |z| e das
fungdes quadraticas f(z) = ax?, com a # 0, sendo um ponto de extremo global dessas funcdes.
A origem é o tnico ponto critico da fungdo ciibica f(x) = 2%, mas ndo é um ponto de extremo
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dessa funcdo. A fungao racional f(z) = 1/z néo tem ponto critico, pois é derivavel, com derivada
fi(z) = —z72 # 0, em cada ponto de seu dominio. ®

Uma derivada ndo nula num ponto garante que a fungéo troca de quadrante nesse ponto, ou
seja, localmente, o gréfico da fungéo passa de um lado da reta horizontal y = f(o) para o outro
lado dessa reta em (o, f(0)), como afirma o préximo resultado. (Ver Figura 3.15.)

Lema 3.45. Seja f : X — R uma funcdo derivdvel em o € X. Se f'(0) # 0, entdo existe 7 > 0
tal que f(z) # f(o), qualquer que seja x € X com 0 < |x — o| < r. Mais precisamente,

(1) se f'(o) > 0, entdo eziste r > 0 tal que vale f(x1) < f(o) < f(x2), quaisquer que sejam
1,9 €E X como—r<z <o<z3<0+T;

(2) se f'(0) < 0, entdo eziste r > 0 tal que vale f(x1) > f(o) > f(x2), quaisquer que sejam
1,22 € X como—r<r<o<za<0+T.

Reta tangente ao grafico

\
Gréfico de y = f(z) —— /

Reta y = f(g) ..................................

s
/

Figura 3.15. A derivada f’'(o) > 0 forga o grifico a cruzar a reta y = f(o) e permanecer, pelo
menos localmente, nos quadrantes destacados

Demonstracao. Seja p, : X — R uma funcao continua em o tal que

f(@) = fo) = ps(2)(z — o),
qualquer que seja z € X. Vejamos o caso em que @, (c) = f'(c) > 0. Por continuidade de ¢, em
0, a permanéncia do sinal (Lema 3.3) garante a existéncia de r > 0 tal que ¢,(z) > 0,com z € X
satisfazendo o —r < x < o-+r. Dados quaisquer 1,29 € X talsqueo—r < 21 < 0 < x93 < o+7,
temos z; — 0 < 0 < 79 — 0, de modo que, para manter o sinal positivo de ¢, (z) em
flz)— flo
o) = LB =)
T—o0
devemos ter f(z1) — f(0) <0 < f(z2) — f(o). Isso demonstra o caso f'(¢) > 0; o outro caso é
inteiramente analogo. O

O resultado seguinte é atribuido a Pierre de Fermat (1601-1665).

Teorema 3.46. (Fermat) Se uma funcdo atinge um extremo local num ponto interior de seu
dominio, entdo esse ponto € critico.

Demonstragao. Sejam f : X — R uma fungdo qualquer e 0 € X um ponto interior de X tal
que f é derivavel em o e f'(0) # 0. Basta mostrar que f ndo atinge um valor extremo em o.
Ora, pelo Lema 3.45, se /(o) > 0, entdo f(z1) < f(0) < f(z2), quaisquer que sejam os
pontos 1, x2 € X suficientemente préximos de o satisfazendo z; < 0 < x3. Como ¢ é um ponto
interior de X, efetivamente existem pontos 71 < o0 < x2 de X arbitrariamente préximos de o,
de modo que f(o) ndo é um valor extremo local de f. Analogamente, estabelecemos que f(o)
nao é um valor extremo local de f no caso em que f'(o) < 0. O
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Coroldrio 3.47. Seja f : [a,b] — R wma funcdo continua e sejam 1,z € [a,b] os pontos de
extremos globais de f dados pelo Teorema 3.20 de Weierstrass, ou seja, tais que

m = f(21) < f(2) < fl2s) = M,

qualquer que seja = € [a,b]. Os unicos candidatos a z1 e To sdo as extremidades a e b e 0s pontos
criticos de f em (a,b). O

Exemplo 3.48. Fixado k € N, definamos f(z) = k?(1— )", qualquer que seja z € R. Como f
¢ derivavel, os dnicos pontos criticos de f sdo as solugdes de f/(z) = 0. Derivando, encontramos
f(x) = k*2F (k- (k+1)z), de modo que f'(z) =0se, esése, 2 =0ou k = (k+1) -z, sendo
que f(0) =0 e, pela desigualdade (1.16), & p. 68,

st ) = £ () =4 () < £

Como f(1) =0e f(—1) = (—1)*2k2, encontramos
sup f([-1,1]) = max f([-1,1]) = max {kFT2 /(& + 1)%+1, (—1)F2K?},

inff([—l, 1]) = minf([—l7 1]) = min {O, (—1)k2k2},
como pode ser conferido. ©

Se uma fungéo f : X — R for derivdvel, pode acontecer que a funcio derivada f’ : X — R
de f, definida, em cada x € X, pela derivada f'(z) de f em z, ndo seja sequer continua. (Ver
Exercicio 3.2.5.) Se a funcéo derivada for continua, dizemos que f é continuamente derivdvel, ou
de classe C*'. As fungdes polinomiais, racionais, exponencial, logaritmo e trigonométricas sio,
todas, de classe C1.

No caso em que a funcéo derivada for derivéavel, dizemos que f é duas vezes derivével e que
a funcdo derivada (f’)" da fung@o derivada é a funcdo derivada segunda de f, denotada por f”.
A func@o derivada segunda, como toda fungao, pode ser, ou ndo, continua ou derivavel.

Corolario 3.49. Seja 0 € X um ponto critico de uma funcio f : X — R que € duas vezes
derivdvel. Se f"(o) # 0, entao o € um ponto de extremo local de f. Mais precisamente, o é um
ponto de minimo local de f se f"(c) >0 e o é um ponto de mdzimo local se f" (o) < 0.

Demonstracao. Seja o € X um ponto critico de uma fungdo f : X — R que é duas vezes
derivavel. Se f”(c) > 0, o Lema 3.45 garante que f'(z1) < f'(0) < f'(z2), quaisquer que sejam
r1 < o < x3 suficientemente préximos de 0. Como f’(o) =0, o Coroldrio 3.41 garante que f é
decrescente & esquerda de o e é crescente a direita desse ponto, de modo que o é um ponto de
minimo local de f. A demonstracdo é andloga no caso em que f”(o) < 0. O

Exemplo 3.50. A ciibica dada por f(z) = 2% —z = z(z + 1)(z — 1) é duas vezes derivavel,
com derivada segunda f”(x) = 6z negativa se x < 0 e positiva se z > 0. Assim, o ponto critico
—1/4/3 < 0 é um ponto de méximo local dessa funcéo e o ponto critico 1/v/3 é um ponto de
minimo local, confirmando o que foi estabelecido no Exemplo 3.43. (Ver Figura 3.14.) ©

O Teorema do Valor Médio

O resultado seguinte é devido a Michel Rolle (1652-1719).

Teorema 3.51. (Rolle) Sejam f : X — R uma funcdo qualquer e a,b € X tais que a < b,
[a,b] € X e f(a) = f(b). Se f for derivdvel em (a,b) e continua em [a,b], entdo existe pelo
menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Demonstracao. Seja f uma fungio continua em [a, b]. Pelo Teorema 3.20 de Weierstrass, f tem
algum ponto de minimo e algum ponto de méximo globais em [a, b]. Se ambos forem extremidades
de [a, b], entdo a hipétese f(a) = f(b) garante que f é constante em [a, b], portanto derivdvel, com
#'(c) = 0 em cada c € [a, b]. Caso contrério, f atinge um valor extremo em algum ponto ¢ € (a, b)
que, pelo teorema de Fermat, é critico. Se f for derivavel em (a,b), resulta File) =0, O

a: ‘c1 ‘Cy Ib
Figura 3.16. O Teorema do Valor Médio

O teorema do valor médio seguinte, publicado por Lagrange em 1797, afirma que a inclinacéo
©(a,b) da secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) do grafico de uma funcdo f
derivével é igual & inclinacdo da reta tangente ao grafico de f em algum ponto entre a e b. (Ver
Figura 3.16.) Nesse sentido, generaliza o teorema de Rolle de retas secantes horizontais para
retas secantes quaisquer.

Teorema 3.52. (Teorema do Valor Médio — TVM) Sejam f : X — R uma funcdo qualquer e
a,b € X tais que a < b e [a,b] C X. Se f for continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entdo
existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

f(®) = f(a) = f(c) - (b—a).

Demonstragio. Consideremos a reta secante pelos dois pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) do grafico
da funcdo continua f : [a,b] — R. Essa reta é dada por y = f(b) + ¢(a,b)(z — b), em que, como
antes,
f(0) — f(a)

b—a
A fungéo g : [a,b] — R que mede a diferenga vertical entre o grafico de f e a reta secante € nula
em a e em b, sendo definida em cada z € [a,b] por

p(a,b) =

b—x
g(z) = f(b) + ¢(a,0)(z = b) = f(z) = f(0) = fl2) = 3— [£(6) — f(a)]-
Supondo f derivdvel em (a,b), decorre que g é continua em [a,b] e derivavel em (a,b), com
d(z) = ¢(a,b) — f'(z), qualquer que seja © € (a,b). Pelo teorema de Rolle, existe algum
c € (a,b) tal que ¢’(c) = 0, ou seja, p(a,b) = f'(c). O
Podemos estender o teorema do valor médio para a derivada segunda, como segue.

Teorema 3.53. (Teorema do Valor Médio de Segunda Ordem) Sejam f : X — R uma fungdo
qualquer e a,b € X tais que a < b e [a,b] C X. Se f for continuamente derivdvel em [a,b] e se
f tiver derivada sequnda em (a,b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

f0) = fla) = fa)- (b= a) +5f"() - (b —a)*.
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Demonstragdo. Seja f : [a,b] — R uma funcéo derivdvel em [a,b] com fungdo derivada
continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Entdo ¥ (z) = f(b) — f(z) — f/(x)(b — x) define uma

fungdo continua em [a,b] e derivével em (a,b), com ¢/(z) = —f”(z)(b — ), em cada z € [a,b].
Generalizando a fungéo auxiliar da prova do TVM, definimos g : [a,b5] — R por
B 3 (b—z)?
g('r) - w(l‘) (b _ a)Q w(a)u
em cada z € [a,b]. Entéo g(a) = 0 = ¢(b) = g(b), g é continua em [a,b] e derivavel em (a,b),
com
/ Y Z(b_l'), _2(b—a:) 1 pn 2
9'(2) = ¥(@) + gy ¥(0) = G [¥la) — 37 @)~ 7).

qualquer que seja x € (a,b). Pelo teorema de Rolle, existe algum c € (a,b) tal que ¢/(c) = 0, ou
seja, f(b) = fla) = f'(a) - (b—a) = ¥(a) = 3f"(c) - (b— a)?. -

Definindo derivadas de ordens superiores, podemos estender o teorema do valor médio
também para essas derivadas. Isso ndo sera visto aqui.

Seja f uma fungo duas vezes derivdvel num intervalo I. Dado z € I, o teorema precedente
garante que, qualquer que seja h com z + h € I, existe algum c entre z e = + h tal que

fla+h) = f@)+ () - h+ 5f"(c) - W2
Essa forma alternativa do TVM de segunda ordem fornece um método de obter aproximacdes
muito boas de solugdes de equagdes algébricas, conhecido como método de Newton.

Suponha que o seja uma solugdo ezata desconhecida da equacéo f () = 0. Um ponto zg
qualquer é uma solugéo aprozimada de f(x) =0, com erro o — xg = h, e temos

0=f(0) = f(zo+h) = f(z0) + f'(z0) - h+ 1 f"(c) - B*.
Se f'(zo) # 0, podemos isolar o erro h, obtendo

@) ()
"= ) 2P ()"

¢ uma primeira aproximacéo da soluc¢do o de f(z) = 0, de erro

f(zo)
f'(z0)

h?. Em valor absoluto, esse novo erro pode ser bem menor do que o erro

e, portanto, 1 = xg —

_ f"(=o)

2f'(o)
o — xo = h original, em virtude do fator |h|?. O método de Newton consiste em considerar a
sequéncia de aproximagdes definida indutivamente, com n € N, por

Int1 = Tn — f(mn>

f(zn)’

a partir do valor inicial xg. (Ver Exercicio 3.2.10 para uma interpretagio geométrica.)

g — X1 =

Exemplo 3.54. Fixado b > 0, consideremos a funcio definida por f(z) = 22 — b, com z > 0.
Entdo o = Vb é a solugéo exata da equacdo f(z) = 0, isto &, de 22 = b e, como f'(z) = 2z, a
partir de qualquer zg > 0 obtemos a sequéncia definida indutivamente por

flzn) _ aa—b _ 1 b

Tl = Tn = iy = %o = B = 3(@n + 51)-

Essa sequéncia (conhecida dos babilénios) converge a v/b pelo Exercicio 2.2.32. Observe que o
TVM de segunda ordem confirma a estimativa

j& encontrada no Exemplo 1.50. ®
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Exercicios 3.2

3.2.1. Mostre que a funcao f definida no Exemplo 3.29 é derivével em o se g e h forem derivdveis
em o e g(o) = a = h(o), ¢'(0) = k(o). Mostre que f'(0) = ¢'(0) = h'(0).

3.2.2. Use a identidade do Exercicio 1.3.15 para mostrar diretamente a partir da definicao dada
em (3.2) que a fungio definida por f(z) = ™ é derivédvel, com f'(z) = nz” !, em cada z,
conforme jé mostramos no Exemplo 3.32.

3.2.3. Mostre que se f : X — R for derivével em o € X, entao existem M € R e r > 0 tais que
|f(z) — f(o)] < M|z — o], qualquer que seja x € X com |z — o] <.

3.2.4. (Critério do Confronto) f,g : X — R duas fungdes reais derivdveis num ponto o € X
tais que f(o) = g(o) e f'(o) = ¢'(0). Mostre que se h : X — R for uma fungdo qualquer tal
que f(z) < h(z) < g(z), com = € X, entdo h é derivdvel em o, com f(o) = h(o) = g(o) e

f'lo) = W (o) = g'(0)-

3.2.5. Mostre que a funcdo definida por g(z) =z - sen(1/z), com z # 0, e g(0) = 0 (é continua
mas) néo é derivével em 0. Mostre que a funcdo definida por h(z) = #? - sen(1/z), com = # 0,
e h(0) = 0 é derivével em R (com h'(0) = 0) mas que a fungéo derivada ' : R — R de h néo é
continua em R, por ndo ser continua em o = 0. (Sugestdo: ver Exercicio 3.1.14.)

3.2.6. Dé um exemplo de uma funcdo f : R — R continua, mas néo derivével, e tal que a
funcéo quadrado f2 : R — R de f, definido por f?(z) = (f(q;))z, com z € R, seja derivavel.
Seja, agora, I algum intervalo que contenha a origem e considere uma fungdo f : I — R que é
continua em 0, com f’(0) # 0, e tal que a fungio quadrado f? de f seja derivavel em 0. Mostre
que f é derivéavel em 0.

3.2.7. Dé um exemplo de funcdes f,g : R — R continuas em 0, com g(0) # 0, tais que a funcao
produto f-g : R — R de f por g, definida por (f-g)(z) = f(z) - g(x), com x € R, seja derivével
em 0, mas tais que f ndo seja derivavel em 0. Seja, agora, I algum intervalo que contenha a
origem e considere fungdes f,g : I — R continuas em 0, com ¢'(0) # 0, e tais que as funcdes
produto f - g e quociente f/g de f por g sejam derivaveis em 0. Mostre que f é derivavel em 0.

3.2.8. Mostre que f : X — R é deriviavel em o € X se, e s6 se,

f (l'n) =y f (U)
Tp— O
define uma sequéncia convergente, qualquer que seja a sequéncia (z,) de X — {o} convergente
a 0. (Ver Exercicio 3.1.15.) Obtenha um exemplo de f: X — R e de uma sequéncia (z,) de X
convergente a o € X tal que [f(z,) — f(0)]/(z, — o) defina uma sequéncia convergente, mas f
néo seja derivavel em o.

3.2.9. Seja f : X — R uma fun¢io derivavel em o € X. Mostre que a sequéncia definida por

fyn) — f(@n)
Yn — Tn

é convergente a f'(o), sempre que (z,) e (y,) forem sequéncias de X convergentes a o satis-
fazendo z, < 0 € Yn € Yn — Tp > 0, com nsG. (Ver Exercicios 1.3.12 e 2.2.3.) Obtenha um
exemplo de uma funcdo f que nio seja sequer continua num ponto o € X e de sequéncias (z,)
e (y,) de X convergentes a o satisfazendo z, < 0 < y,, com n € N, e tais que a sequéncia
definida por (3.4) seja convergente. Obtenha um exemplo de uma fungdo f que seja derivavel
num ponto o € X e de sequéncias (z,) e (yn) de X convergentes a o satisfazendo o < z,, < yp,
com qualquer n € N, tais que néo exista o limite (3.4).

(3.4)
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3.2.10. Sejam f : R — R uma funcdo derivével e xo um ponto que nio é critico, ou seja, tal
que f'(zg) # 0. Mostre que a reta tangente ao grafico de f no ponto (20, f(x0)) corta o eixo z
no ponto x; definido por

f(zo)

f'(z0)

Essa € uma interpretagéo geométrica do método de Newton. (Ver Exemplo 3.54.)

1 =29 —

3.2.11. Sejam f,g : I — R duas fungdes derivéveis num intervalo I e o algum ponto de I tal
que f(o) = g(o). Mostre que, se f'(z) < ¢'(z) em cada = > o de I, entdo f(z) < g(z) em cada
z > o de I. Mostre que, se f'(z) > ¢'(z) em cada z < o de I, entdo f(z) < g(x) em cada z < o
de I.

3.2.12. Considere a fungéo definida por f(z) = /z —logz, com x > 0. Mostre que f possui um
unico ponto critico; mostre que esse critico ¢ um ponto de minimo, com valor minimo positivo.
Conclua que logz < /T, qualquer que seja = > 0.

3.2.13. Defina f(z) =

x

s com T # —1. Verifique se f é limitada ou mondtona em algum
x

intervalo real. Obtenha os maiores intervalos de limitagdo e monotonicidade de f. Fixado n € N,

n
defina f,(z) = com x # —1. Verifique se f, é limitada ou mondtona em algum intervalo

x
1+ zm’
e obtenha os maiores intervalos em que f,, é limitada ou mondtona.

3.2.14. Fixado um natural n > 2, considere a fungéo definida em R por h(z) = 2" +n(1—z)—1.
Mostre que h € decrescente em [—1,1] e crescente em [1,+c0). Como h(1) = 0, conclua que
h(z) > 0 em cada —1 < z # 1. Considerando a funcio g(x) = h(1 + z), estabeleca (sem usar
indugdo) que vale a desigualdade (1.8) de Bernoulli estrita (1 4+ x)® > 1 +nz, em —2 < z # 0.
(Ver Exercicio 1.3.20.)

3.2.15. Considerando a derivada de fungoes apropriadas, mostre que

11—3:<log(1+w)<:c,

com qualquer z > —1 tal que z # 0.

8.2.16. Mostre que a fungéo definida por f(z) = 3z +2? - sen(1/z), com z # 0, e f(0) =0 ¢
derivédvel em R e f/(0) = % > 0, mas que a fungdo f néo é crescente em (—r,r), qualquer que
seja 7 > 0. (Ver Exercicio 1.5.3.) Enuncie e demonstre resultado dual para f’(0) < 0 e f néo
decrescente.

3.2.17. Considere a fungdo definida por f(z) = |z|3 - sen?(1/z) com z # 0 e f(0) = 0. Mostre
que f é derivével (sendo f'(0) = 0) e que a fungdo derivada f': R — R de f é continua. Mostre
que f atinge um valor minimo em 0 mas que, dado qualquer € > 0, f n&o é mondtona nem em
(—&,0) nem em (0,¢).

3.2.18. Sabe-se que e* > 0 em cada z real. Usando derivada, mostre que valem

(1) e* <lcomz<0el<e®comz > 0;

(2) 14z < e*, com z # 0;

(3) e <l4+z+32%, comz<0el+z+iz?<e”, comz > 0;
(4)

4 1+:L’+%562+%x3 < e*, com z # 0.
n
1
3.2.19. Dado n = 0, denote p,(z) = Z o 2¥, com z € R. Mostre que Dyl = Pn, com 1 = 0.
k=0

Mostre que, qualquer que seja m > 0, valem e* < pop,(z) com = < 0, pa(z) < e* comz >0e

Pom+t1(z) < €® com z #0.



156 3. Funcgoes

3.2.20. Sabe-se que cosxz < 1 com z € R. Usando derivada, mostre que, qualquer que seja
z > 0, valem

(1) senz < x; (3) x — %:U:J’ < sen x;

(2) 1 — 22” < cosu; (4) cosz < 1— 222 + $zt.
3.2.21. Dado n > 0, denote p,(x Z k 2% e gn(x) = kzomm%ﬂ’ ot o e T
Mostre que ¢, = p, € D), 11 = —(n, COM 0. Mostre que, quaisquer que sejam m = 0e x = 0,
valem

(1) cosz < pam(x) (3) pam+1(z) < cosz;

(2) senz < gam(2); (4) g2m+1(z) < senz.

Estabeleca que, com n > 0 e z € R, valem

|2n+3 |2n+‘2 )

]senx—qn(:t)|<m|$ |COS$—Pn($)‘<m|$

3.2.22. Seja f : I — R alguma fungao derivdvel num intervalo simétrico I = (—c¢, ¢) que coincida
com sua funcdo derivada, ou seja, tal que f'(z) = f(z), com x € I. Mostre que f(x) - f(—x)
é constante, com z € I. Mostre que se f(0) = 1, entdo f(z) > 0, com qualquer x € I. Mostre
que se f(0) =1eg:I — R for derivivel com ¢’ = g em I, entdo g é um miltiplo de f e, se
g(0) =1 = f(0), entdo g = f em I. Em particular, existe no maximo uma tnica funcéo derivavel
f:R—Rtalque f(0)=1le f'=femR.

3.2.23. Seja f : R — R uma funcéo derivavel que coincide com sua func@o derivada e tal que
f(0) = 1. (Pelo Exercicio 3.2.22 existe, no maximo, uma tnica funcdo dessas.) Mostre que

(1) f(z)-f(—x)=1e f(—x) =1/f(x), com qualquer z;

(2) f(z) > 0 em cada z, de modo que f é uma fungao crescente;
(3) f(z+y) = f(z) f(y), quaisquer que sejam os reais z e y;

4) f(r-z)=(f(z )) , quaisquer que sejam o real x e o racional r;
(5) f é ilimitada superiormente, com imagem f(R) = (0,400).

3.2.24. Sejam f, g : I — R duas fungoes derivaveis num intervalo simétrico I = (—c, ¢) tais que
fl(x)=g(z) e ¢'(z) = —f(z), com = € I. Mostre que (f(a;))2 + (g(:c))2 é constante, com x € I.
Mostre que se f(0) = 0 e g(0) = 1, entéo (f(a:))2 + (g(ac))2 =1, com z € I. Mostre que se
f(0) =0,9(0) =1ese F,G: I — R forem derivéiveis com F' = G e G' = —F em I, entédo F
e G s3o combinacdes lineares de f e g; mais precisamente, existem «, § tais que G = af + g
e F = 3f — ag em I. Mostre que se, também, F(0) = 0,G(0) = 1, entdo FF = f e G = g em
I. Em particular, existe no méximo um dnico par de fungdes derivaveis f,g : R — R tais que
f(0)=0,9(0)=1, f'=geg =—femR.

3.2.25. Sejam s,c¢ : R — R duas fungdes derivaveis tais que s'(z) = c¢(z) e /(x) = —s(z) em
cada z e s(0) = 0,¢(0) = 1. (Pelo Exercicio 3.2.24 existe, no méximo, um tnico par de funcdes
dessas.) Mostre que

(1) (s(:c))2 + (c(a:))2 = 1, com qualquer z;

2) s e c sdo limitadas, com imagens contidas em [—1,1].

3) s(—z) = —s(z) e ¢(—z) = ¢(z), com qualquer x, ou seja, s é impar e ¢ é par;
4) s(x +y) = s(z) - c(y) + c(z) - s(y), quaisquer que sejam os reais x e y;

5) c(z +y) = c(x) - c(y) — s(z) - s(y), quaisquer que sejam os reais z e y.
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3.2.26. Sejam f : I — R uma funcio qualquer definida num intervalo I CRec>0ea > 1
constantes dadas. Mostre que se |f(z1) — f(z2)] < ¢-|z1 — 22|%, com quaisquer 1, z5 € X, entdo
f é uma funcdo constante.

3.2.27. Use a desigualdade do Exercicio 3.2.18(2) para estabelecer que e*~! > z, com z € R.
Dados reais positivos a1, as,...,an, denotemos por A a média aritmética desses niimeros e por
G sua média geométrica. (Ver Proposido 1.37.) Mostre que e(®*/4)~1 > q; /A, com k de 1 a
n; multiplicando essas n desigualdades, obtenha 1 > G™/A™ e conclua que G < A. Mostre que
G=Ase, esése, a =ag=-- = a,. [Essa prova alternativa da desigualdade fundamental
entre as médias aritmética e geométrica de n nimeros é atribuida a George Pélya (1888-1985).]

3.2.28. Sejam dados a1, a2,...,a, € R e defina f : R — R por f(z) = > (z — ar)?, com z € R.
Encontre o ponto em que f atinge seu valor minimo global. Conclua que o minimo da soma dos
quadrados das distdncias de x a cada um de n pontos da reta é minima se, e sé se, © é igual a
média aritmética desses pontos.

3.2.29. Mostre que se a fungéo derivada f’ : X — R de uma funcdo derivével f : X — R for

limitada, entdo f é uma funcéo lipschitziana; em particular, f é uniformemente continua. (Ver
Exercicio 3.1.36.)

3.2.30. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a, b] e derivavel em (a, b] tal que fla) < f(b).
Mostre que se f'(b) < 0, entdo existe ¢ € (a,b) tal que f/(c) = 0. Enuncie e demonstre resultado
andlogo no caso em que f(a) > f(b). Observe que o teorema de Rolle cobre o caso f(a) = f(b).
(Sugestdo: use a demonstragdo do teorema de Fermat.)

3.2.31. Mostre que se a funcéo derivada f': X — R de uma funcéo derivavel f : X — R for
continua num ponto o € X, entdo

f,(0'> — Bm f(yn) = f(zn)

n—-+0oco Yn — Tp, ’

quaisquer que sejam as sequéncias (z,), (y,) de X convergentes a o satisfazendo z,, # y, com
nsG. (Sugestdo: use o TVM.)

3.2.32. Seja f : [a,b] — R uma funcao derivével tal que f(a) = 0 = f(b). Mostre que se a funcéo
derivada f’: [a,b] — R for uma fungéo ndo decrescente, entdo f(x) < 0, em cada x € [a, b].

3.2.33. Seja f : I — R uma funcéo derivavel tal que f’(z) # 0 em cada z. Mostre que f é uma
funcdo crescente ou decrescente e, em particular, injetora.

3.2.34. (Teorema do Valor Médio, de Cauchy) Sejam f,g : X — R duas funcdes continuas e
a,b € X tais que a < b e [a,b] € X. Mostre que se f e g forem derivdveis em (a,b) entdo existe
c € (a,b) tal que

[£(6) = f(@)] g'(c) = f'(e) [9(b) — 9(a)]-
Essa férmula é devida a Cauchy, que a publicou em 1821. Observe que o TVM de Lagrange é o
caso particular em que g(z) = z.

(Sugestdo: use o teorema de Rolle com h(z) = f(z) — a - g(z), com algum « conveniente.)

3.2.35. Sejam f,g,h : X — R trés funcbes continuas e a,b € X tais que a < b e [a,b] C X.
Mostre que se f,g e h forem derivéveis em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que
fie) g'(e) W)
det | f(a) g(a) h(a) | =0.
f(b) g®) h(d)
Mostre que o TVM de Lagrange é o caso particular em que g(z) = z e h(z) = 1. Mostre que a
férmula de Cauchy do exercicio precedente é o caso particular em que h(z) = z.
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3.2.36. Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivével e considere a fungdo ¢, : [a,b] — R definida
por f(z) = f(a) + pu(z)(z — a), com z € [a,b], como em (3.2).
Mostre que @, é continua em [a,b] e derivavel em (a,b] e que, em cada = € (a, b], vale

f'(z) = ¢a(2) 7

r—a

@y () =

Mostre que, com ¢ # a, a reta tangente ao gréfico de f no ponto (c, f (c)), passa pelo ponto
(a, f(a)) se, e s6 se, f'(c) = walc), ou seja, se, e 56 se, oo (c) =0.

Encontre o (tinico) ponto ¢ # —1 tal que a reta tangente ao gréfico da fungdo polinomial
definida por f(z) = 2° — z no ponto (c, f(c)) passa pelo ponto (—1,0).
3.2.37. Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivavel tal que f'(a) = f'(b). Mostre que existe algum
ponto ¢ € (a,b) tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (c,f(c)) passa pelo ponto
(a, f(a)), ou seja, algum ponto ¢ € (a,b) tal que f(c) = f(a) + f'(c)(c — a).

(Sugestdo: considere, inicialmente, o caso f'(a) = f'(b) = 0 e use os Exercicios 3.2.36 e
3.2.30. Reduza o caso geral usando a fungéo auxiliar f(z) — az, com o = f'(a) = f'(b).)

3.2.38. Seja f : I — R uma fungéo derivével do intervalo I. Mostre que o grafico de f nao fica
abaixo de qualquer reta tangente ao grafico de f, ou seja, que

flz) = fy) + f )@ — ),
com quaisquer z,y € I, se, e s6 se, a fungdo derivada f’: I — R é uma funcdo ndo decrescente.

3.2.39. Seja f : I — R uma fungéo derivével do intervalo I. Mostre que f é convexa se, e sé se,
a funcdo derivada f’ : I — R é uma fun¢do ndo decrescente. (Ver Exercicio 3.1.37.) (Observe
que, pelo Exercicio 3.2.38, isso ocorre se, e sé se, o grafico de f nao fica abaixo de qualquer reta
tangente ao grafico de f.)

Mostre que todo ponto critico de uma fungdo convexa é um ponto de minimo (global).

3.2.40. Dizemos que uma funcéo f é céncava se —f for uma funcao convexa. Mostre que f é
concava no intervalo I se, e so se,

F(l—wz+uy) > Q—u)f(z)+ufly)

com quaisquer z,y € I e 0 < u < 1. Mostre que uma funcdo f derivavel é concava no intervalo
I se, e s6 se, a funcao derivada f’ : I — R é uma fungdo néo crescente, o que ocorre se, e s6 se,
o gréfico de f fica abaixo de qualquer reta tangente ao gréafico de f.

Mostre que todo ponto critico de uma fun¢do céncava é um ponto de maximo (global).

3.2.41. Seja f : I — R uma funcdo duas vezes derivavel do intervalo I. Mostre que f é convexa
se, e s6 se, f’(x) > 0, qualquer que seja x € I. Mostre que a fungdo exponencial é convexa.
Mostre que f é concava se, e s6 se, f”(z) < 0, qualquer que seja x € I. Mostre que a fungao
logaritmo é concava.

3.2.42. Mostre que uma funcgao f é convexa num intervalo I se, e s6 se, vale a desigualdade de
Jensen, a saber,

f(ZUWEk) <) wef(w),
k=1 el

quaisquer que sejam n € N e x1,%9,...,%, € I, com up, Uy, ...,u, Nlmeros nao negativos tais
que 1 = Y u;. Enuncie e demonstre a desigualdade andloga para fungdes concavas em intervalos.
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3.2.43. Mostre que a média aritmética ponderada nunca é menor do que a média geométrica
ponderada, ou seja, mostre que, dados quaisquer nimeros positivos a1, as, . . ., an, € V1, Vg, . . . s Un,

com v = Y v, vale
1
<I_ICLZ’°)1 < %kaak.
(Ver Exercicio 1.4.45 para o caso de pesos v racionais.) Mostre que, em particular, com
quaisquer reais a,b,p e ¢ tais que p,qg >0 e zl) + % =1, vale |a| |b] < %|a|p + %|b|q.]
(Sugestdo: para demonstrar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica use a
concavidade do logaritmo; para o caso particular, use v = 1/p,v2 = 1/q,a; = |a|P e ag = |b|9.)

3.2.44. Sejam dados x1,Z2,...,Tn, Y1,Y2;s .-, Yn quaisquer. Mostre que

Sl < (X ) (i),

com p,q > 0 tais que % + % = 1, conhecida como desigualdade de Holder; observe que com

pP=g= %, essa desigualdade é equivalente & de Cauchy, do Exercicio 1.4.44.

(Sugestdo: use o resultado particular do exercicio precedente com a = |zx|/(3 |z [P)V/? e
b= lyel/(3 lyx|) 2 e some as n desigualdades assim obtidas.)

3.2.45. Sejam dados 1,22,...,Zn, Y1,%2,- - -, Yn quaisquer. Mostre que

(Z |z, +yk|p)l/p < (Z ka|p>1/p + (Z |yk|p)1/p,

com p = 1, conhecida como desigualdade de Minkowski; observe que, com p = 1, essa é a
desigualdade triangular.

(Sugestdo: observe que |z +yi[P = |z + yi| |z +yr[P~ e utilize a desigualdade de Hélder.)

3.3. Extensao de Funcdes Continuas e Limites

Existem fungdes cujo dominio tem um “furo” natural e podemos precisar estender o dominio
dessas fungoes para “tapar” esse furo. Por exemplo, o dominio pode ser a reta perfurada R — {0}
e podemos perguntar se existe alguma extens@o dessa fungdo a toda a reta. Sem exigir alguma
regularidade, isso é trivial, pois podemos definir uma fungdo de qualquer maneira. A sutileza
consiste em estender o dominio de uma fungdo que tenha alguma propriedade de tal maneira
que a funcdo estendida tenha essa propriedade também no novo dominio.

Por exemplo, dada qualquer sequéncia nula (z,) de R — {0}, temos x,/|z,| = %1, depen-
dendo de z,, ser positivo ou negativo; da mesma forma, sabemos que 1/|z,| diverge a +oo, pela
Proposicao 2.44. Assim, ndo existe maneira alguma de estender o dominio das fungdes continuas
definidas por z/|z| ou 1/z da reta perfurada na origem para a reta real inteira de tal maneira
que a extensdo resulte ser continua (em 0).

No entanto, pode ocorrer que alguma fungdo que sé néo esteja definida na origem possua
alguma extensao que seja naturalmente continua nesse ponto. Um exemplo trivial disso é o da
fungdo continua definida por z?/z, de dominio R — {0}. Evidentemente, a identidade £ é uma
extensao dessa func¢éo a R que é continua (em 0). Dois exemplos bem mais sutis s&o os seguintes.

Exemplo 3.55. Considere as fun¢des continuas definidas em R — {0} por
f(z)

e mostremos que f e g podem ser estendidas a R de modo a serem continuas também na origem,
bastando definir f(0) =1 e g(0) = 0.

senx (z) 1—cosz
= e T)=—————
i g e
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Para isso, partimos do conhecimento das relagdes trigonométricas
[1 —cosz| < |z] e |senz| < |z| <|tgzl,
visiveis no circulo trigonométrico e validas com qualquer arco |z| < 7/2.

Pelo critério do confronto, decorre dessas relacdes que
cosz, — 1 e senx, — 0, com qualquer sequéncia nula
(z,) de R — {0}. Usando, agora, a segunda relagdo trigo-
nométrica e o fato de cosz e senzx serem funcgdes par e
impar, respectivamente, verificamos que, dado qualquer
tal que 0 < |z| < /2, vale

tgx

senx

cosx < <1,

de modo que o critério do confronto garante que f(x,) — 1, qualquer que seja a sequéncia nula
(z,) de R — {0}. Dessa forma, definindo f(0) = 1, a extensdo resulta ser continua em 0.

Para estender g, observe que, com 0 < |z| < 7/2, temos

1—cosz (l—cosz)-(1+cosz) 1 —cos’z sen x 1
= = = -senx

x N x - (14 cosz) ~ x-(1+cosx) "1+cosz’

de modo que, pela regra do produto, g(x,) — 1-0- % = 0, qualquer que seja a sequéncia nula
(z,,) de R — {0}. Dessa forma, definindo g(0) = 0, a extensdo resulta ser continua em 0. ®

Na Secéo 4 do Capitulo 4 veremos a afirmagao desse exemplo sem depender da Trigonometria.

Singularidades

Dizemos que um ponto de acumulagdo o do dominio X de uma funcgéo é uma singularidade dessa
fungéo se o € X for um ponto de descontinuidade da funcéo ou se o nao pertencer a X. Seja
o uma singularidade de alguma fun¢io f de dominio X. Se existir A € R tal que f(z,) — A,
qualquer que seja a sequéncia (x,) de X — {0} que convergir a o, dizemos que a singularidade
o de f é removivel e que A é o limite da funcéo f em o.

Da unicidade do limite de sequéncias, decorre que € unico o limite de uma fungdo numa
singularidade removivel. E costume denotar o limite de alguma funcdo f numa singularidade
removivel o por lim f(z) ou, se o ponto o estiver claro no contexto, simplesmente por lim f(z).

T—0o

Suponha que A\ seja o limite de f numa singularidade removivel 0. Se o € X for um ponto
de descontinuidade de f, podemos redefinir f(o) = A e, caso o € X — X, podemos estender o
dominio de f a XU{c} definindo f(o) = A. Nos dois casos, obtemos uma nova funcéo (redefinida
ou estendida) que é continua em o. (Ver Exercicio 3.1.15.) Assim, o limite de uma fun¢éo numa
singularidade removivel é o valor que a func@o deve tomar nesse ponto para se tornar continua
nesse ponto, ou seja, representa uma tendéncia.

Se uma singularidade n&o for removivel, dizemos que é essencial; nesse caso, ndo héa real
algum que seja o limite da fungéo e dizemos que ndo existe o limite de f nessa singularidade.

Exemplo 3.56. A origem é uma singularidade removivel das funcdes (senz)/x e (cosz — 1)/x
definidas em R — {0} e, pelo Exemplo 3.55, valem
sen x . cosr—1

lim =1 e lim =1l (3.5)
z—0 X z—0 x

A origem é uma singularidade essencial das fungdes z/|z| e 1/x definidas em R — {0} e néo
existem os limites dessas fungoes na origem. ®



Singularidades 161

Observe que podemos definir exatamente da mesma forma o limite de uma fung@o num
ponto de acumulagdo do dominio no qual a funcdio seja continua, mas isso ndo fornece in-
formagéao adicional pois, num tal ponto, esse limite é o proprio valor da fungéo, por definicao
de continuidade. Foi por isso que definimos o limite de uma funcéo apenas em singularidades
removiveis da fungéo, No entanto, para simplificar os enunciados de propriedades dos limites,
passamos a definir o limite de uma fungéo f em o com o valor da funcéo nesse ponto,

lim £(z) = £(o),

sempre que o € X for um ponto de acumulacdo de X e também de continuidade de alguma
funcéo f de dominio X.

Os limites de fungdes satisfazem as mesmas propriedades dos limites de sequéncias decor-
rentes da permanéncia do sinal, do confronto e da composicio. (Ver Exercicios 3.3.3, 3.3.4(3)
e 3.3.1.) Da mesma forma, os limites de fungdes também satisfazem, como os limites de se-
quéncias, as regras operacionais arroladas na Proposicio 2.31, a saber, que o limite da soma,
diferenga, produto e quociente de fungdes é a soma, diferenca, produto e quociente dos limites
das fungoes. No caso do quociente f/g de funcdes, é essencial que g(z) # 0 em cada ponto z # o
e que lim g(x) # 0 para que valha

r—a
g L@ _ iim f(z)
im == .
z—o g(z)  lim g(x)
r—0c

Em particular, se lim f(z) =0 e lim g(z) # 0, o quociente tem limite nulo.
r—ao r—o
No caso em que ambos lim f(z) = 0 e lim g(z) = 0, mas g(z) # 0 com z # o, néo existe
r—o T—C
regra operacional alguma para o limite do quociente f/g na singularidade o e dizemos que o
quociente tem uma indeterminagdo 0/0 em o. Essas singularidades podem ser tanto removiveis,
e o limite ser algum niimero, quanto essenciais, e nio existir o limite.

Exemplo 3.57. As funcdes definidas por senz, cosz — 1, x e |z| se anulam na origem, de modo
que os trés quocientes (senx)/z, (cosz —1)/z e z/|z| tém uma indeterminagio 0/0 nesse ponto.
A origem € uma singularidade essencial do quociente x/|z|, mas é uma singularidade removivel
dos quocientes (senx)/x e (cosz — 1)/z, pelo Exemplo 3.56. ©

Observe que as indeterminagdes 0/0 dos quocientes (senz)/z e (cosx — 1)/x definem as
derivadas na origem das func¢des nos numeradores, j4 que sen0 = 0 e cos0 = 1 e, portanto, a
existéncia desses limites significa que as funcoes

senx — sen( senx cosx—cosO_cosx—l

e ¢%(z)=

i) = r—0 T z—0 - i

tém extensdes continuas na origem, ou seja, a fungéo seno é derivdvel na origem, com derivada
igual a ¢°(0) = i1—>mo ©°(z) = 1 e a fungdo cosseno é derivavel na origem, com derivada igual a
©°(0) = lim ¢%(z) = 0.
z—0
Em geral, toda derivada é o limite de uma indeterminag&o 0/0 removivel, de modo que temos
as seguintes defini¢Ges equivalentes da derivabilidade de uma funcgéo.

Proposicao 3.58. Dados uma funcao f : I — R definida num intervalo e um ponto o € I do
dominio de f, defina o quociente

o) = 112 T10)

como em (3.3), mas somente em I — {c} e ndo no ponto o. Sdo equivalentes as afirmacoes
sequintes.
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(1) A fungdo f € derivdvel em o.

(2) A fungdo ¢, tem uma extensio a I que € continua em o.
(3) E removivel a indeterminagdo 0/0 do quociente o, em o.
(4) Eziste o limite ;LIIIU 0o ().

Em cada um desses casos, temos f'(o) = ;im ¥g(x) = lim i(xa)c;i(a_)'
—0 T—0a -

Demonstracao. Por definicio, sdo equivalentes as afirmagdes (1) e (2), bem como (3) e (4).
Pelo Exercicio 3.1.15, temos que (2) ¢ equivalente a (4). O

A Férmula de Taylor

Sejam dados uma funcio f qualquer definida num intervalo I e o um ponto de I. Se f for
derivavel em o, a diferenca entre a fungéo f e o polindmio de Taylor de primeira ordem de f em
o, dado em R por pi(z) = f(o) + f'(0)(xz — o), pode ser escrita como

ri(z) = f(z) = pi(2) = f(2) = f(o) = f(o)(x - o),
com z € I. Dizemos que 1 é o resto de Taylor de primeira ordem de f em 0. Como 71(0) =0,

o quociente r1(z)/(z — o) tem uma indeterminagao 0/0 na singularidade . Mostremos que essa
singularidade é removivel, com limite nulo.

Por f ser derivavel em o, temos f(z) — f(0) = ¢o(x)(x — o) com z € I, sendo ¢, continua
em o e ¢, (o) = f'(0). Entéo, com qualquer = € I, obtemos
ri(z) = f(z) — f(o) = f'(0)(z — 0) = [po(z) = f(0)] (= — 0) = Y1(z)(z — 0),
em que 1 (z) = @, (z) — f'(0) define uma fungéo continua em o, com ¥1(0) = 0. Assim,
tim ") lim 1(2) = g1 (o) =0,

T—=o X — O T—a

como queriamos mostrar.
Podemos estender esse resultado para a derivada segunda, como segue.

Teorema 3.59. (Férmula de Taylor de Segunda Ordem) Se f for derivdvel num intervalo I e
duas vezes derivdvel num ponto o de I, entdo podemos escrever

f@) = flo) + (o) (z — ) + 5"(0)(z — 0)* +ra(),
comx € I, em que

lim _Ta (z)

Jim 255 =0

Demonstracao. Por hipétese, f é derivavel em I, portanto, 7o = f — po é derivavel em I e, em
cada x € I, temos r(x) = f'(z)— f'(0)— f"(0)(x—0). Como r; é derivével em I, o TVM garante
que, dado qualquer z € I, existe algum c entre z e o tal que r2(z) = r2(z) —ro(o) = ry(c)(z—0)
e, em particular, m5(z)/(z — o) = r4(c)/(z — o).

Por f' ser derivével em o, temos f'(z) — f'(0) = no(2)(x — o) com z € I, sendo 7, continua
em o e 1,(0c) = f"(0). Entdo, com qualquer x € I, obtemos

ro(x) = f'(z) = f'(0) = (o) (& — 0) = [no(2) = f"(0)](x — 0) = Y2(2)(z — o),

sendo a funcéo ¥y : I — R, dada por s(z) = n,(z) — f”(0), continua em o, com (c) = 0.

Dessa forma, dado qualquer z € I, existe algum c entre x e o tal que

10) | _ |14
e R e < la(0)l,

T‘Q(l‘) ¢

(z—o)

— 0
2 T—0
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pois |[c — 0| < |z — o|. Assim, dada qualquer sequéncia (zy,) de I convergente a o, obtemos uma
sequéncia (c,) de I convergente a o tal que limry(x,,)/(z, — 0)? = lim Ya(cn) = Yo(0) = 0 pelo
critério do confronto de sequéncias. Por definicéo, isso significa que

ro(x
5 = 1/)2 (U) — 07
como queriamos mostrar. O

Se uma fungéo f for duas vezes derivdvel no ponto o de algum intervalo I, definimos o
polinémio de Taylor de sequnda ordem de f em o por

pa(z) = f(0) + f'(0)(x — o) + 3f"(0)(z — 0)”

e dizemos que a diferenga 7y = f — py, definida em I, entre a funcéo f e o polinémio quadrético
p2 € o resto de Taylor de segunda ordem de f em o. Como ry(o) = 0, o quociente 75 (z)/(z — 0)2

tem uma indeterminagdo 0/0 na singularidade o. O teorema afirma que essa singularidade é
removivel, com limite nulo.

Definindo derivadas de ordens superiores, podemos estender a férmula de Taylor também
para essas derivadas, com polinémios de ordens superiores. Isso no serd visto aqui.

Limites Laterais

A fungao definida por f(z) = /|| tem uma singularidade essencial na origem, mas as restricdes
dessa fungdo aos intervalos (—oo,0) e (0,+00) tem, ambas, uma singularidade removivel na
origem; de fato, se r,, — 0 por valores negativos, sempre resulta f(z,) — —1 e, se &, — 0
por valores positivos, resulta f(z,) — 1. Assim, ndo existe o limite de f em 0, mas é inegével
que essa funcéo exibe algum tipo de limite lateral na origem.

Para simplificar, formalizamos essa nogéo de limite lateral somente para funcdes definidas
em intervalos (ou unides finitas desses), como segue.

Sejam f : X — R uma fungéo e o alguma singularidade de f que n#o seja uma cota inferior
do dominio; em outras palavras, supomos que exista algum a < o tal que o intervalo (a,o)
esteja contido no dominio X de f. Nesse caso, dizemos que o limite em o da restricio de f ao
intervalo (a,0), se existir, é o limite lateral de f em o pela esquerda. Equivalentemente, A\ € R
¢ o limite lateral de f em o pela esquerda se f(z,) — A, qualquer que seja a sequéncia (z,)
de X convergente a o e tal que z,, < o, com nsG. Denotamos o limite lateral de f em o pela
esquerda por

flo—) = lim f(x).

T—ro—

De maneira totalmente andloga definimos o limite lateral de uma funcao pela direita de uma
singularidade. Se a restricdo de f : X — R ao intervalo (0,b) C X, com o < b, tiver uma
singularidade removivel em o, dizemos que o limite de f |l(o,p) €m o € o limite lateral de f em o
pela direita. Equivalentemente, A € R é o limite lateral de f em o pela direita se f(z,) — A,
qualquer que seja a sequéncia (z,) de X convergente a o e tal que o < x,,, com nsG. Denotamos
o limite lateral de f em o pela direita por

flo+) = lim f(z).

Se existir o limite lateral de f em o pela esquerda, podemos redefinir f(o) = f(o—), caso
o € X, ou podemos estender o dominio da restrigio f|(, ) de f ao intervalo (a, o], caso o & X,
definindo f(o) = f(0—). Em ambos os casos, obtemos uma nova fungao (redefinida ou estendida)
no intervalo (a, o] que é continua em o. Analogamente, se existir o limite lateral de f em o pela
direita, podemos redefinir f em o ou estender o dominio da restricio f |(o.p) de f ao intervalo
[0,b) para obter uma nova fungéo no intervalo [0, b) que é continua em o.
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Esses dois tipos particulares de limite sdo denominados limites laterais da fungao. Da mesma
forma que convencionamos definir o limite de uma fun¢dio num ponto de continuidade da fungéao
como o valor dessa funcdo nesse ponto, também convencionamos definir os limites laterais de
uma funcéo num ponto de continuidade da funcdo pela esquerda (ou pela direita, o que fizer
sentido) como sendo o valor da fungao nesse ponto.

Exemplo 3.60. Seja f : R — R a fungéo real denotada por fo no Exemplo 3.5, ou seja,
f(zx)=—-1sexz <0, f(0)=0e f(z) =1, se z > 0. (Ver Figura 3.3.) Essa fungao é continua em
cada ponto de R, exceto em na origem, que é uma singularidade essencial e onde temos

F0-)= lm fz)=-1 e f(0+)= lim f(z)=1L

Observe que, embora f nio possua extensdo continua a R, cada uma das restricdes de f, a
(=00,0) e a (0,+00), tem uma extensdo continua, a (—00,0] e a [0, +c0), respectivamente. ®©

Em geral, como no exemplo precedente, uma singularidade o de uma fungéo é um ponto
interior do fecho do dominio, ou seja, existem a < o < b tais que os intervalos(a,o) e (o,b)
estdo contidos no dominio da fungdo. Entdo a singularidade ¢ da fungao é removivel se, e s6
se, existem ambos os limites laterais da fungéo em o e sdo iguais. Nesse caso, ambos os limites
laterais coincidem com o limite da fungao nesse ponto. (Ver Exercicio 3.3.16.)

Se uma singularidade o for essencial e existirem ambos os limites laterais de f em o, dizemos
que o é uma singularidade de salto, ou uma singularidade de primeira espécie, € que o nimero
positivo

|flo+) — flo-)I
é o salto de f em o. Nesse caso, se ¢ for um ponto do dominio de f, também dizemos que a
descontinuidade o é uma descontinuidade de salto de f. Observe que o valor f(o) da fungéo na
singularidade ndo afeta o valor do salto. Por exemplo, a origem é uma descontinuidade de salto
da funcdo fo do Exemplo 3.60, com salto 2, mas néo da funcéo definida por f(z) = z/|z|.

Exemplo 3.61. Seja f : R — R a fun¢do definida em cada z por f(z) = |x], a parte inteira de

z, cujo grafico é uma “escada infinita”. Essa func@o € mondtona néo decrescente, continua em

.cada real ndo inteiro e com uma descontinuidade de salto em cada inteiro, ja que
f(k+)=k=f(k), mas f(k—)=k-1,

qualquer que seja o inteiro k € Z. O salto dessa funcdo em cada inteiro é igual a 1, que é o

tamanho de cada degrau. ©®

O comportamento da fungdo monétona do exemplo precedente é compartilhado por todas
as fungdes mondtonas, como segue.
Proposigao 3.62. Toda funcdo mondtona tem os limites laterais pertinentes em cada ponto de

seu dominio.

Demonstracao. Seja f : I — R uma fung¢éo néo crescente do intervalo I e digamos que o €
n&o seja uma cota inferior de I. Queremos mostrar que existe o limite lateral f(oc—). Pelo Lema
3.14, todas as sequéncia definidas pelas imagens de sequéncias crescentes (z,,) de I que convirjam
a o sao convergentes e tém o mesmo limite, a saber,

lim f(z,) = inf{f(z) 1z € I,z < o}.

Pelo Exercicio 3.3.19, decorre que f(o—) = inf{f(z) : z € I,z < o}. Os demais casos séo
inteiramente andlogos. O

Exemplo 3.63. Seja f: R — R a funcfo definida por
1

sp<x
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em que S = ’i;—l, com k € N. O somatério & direita significa que para obter o valor de f (x)

somamos todas as fragdes 1/2F com expoentes k tais que ]”k;l < z. Como a sequéncia (si) é
crescente, com 1 = 0 < l =82 < -+ < 8, < 1, temos s, € [0,1) e, portanto, f(x) = 0, com
< 0ef(zx)=1,comz > 1 Se0—31<x<32= temosf( )—1/2,se%=52<x<53=%,
temos f(z) =1/2+1/4=3/4ese 3 =s3 <z < s4=2, temos f(z) =1/24+1/44+1/8 =17/8,
e assim por diante, com
f(a:):z%a se 3n<4r<5n+17
k=1

e o grafico dessa fungio é uma “escada infinita” com degraus de altura 1/2* decrescentes. Mais
precisamente, essa fungéo é monétona néo decrescente e continua em cada real, exceto nos pontos

sk da sequéncia, em que ha uma singularidade essencial. Em cada s;, existem ambos os limites
laterais, com

flsk—=) = Flsk) < f(sk) +1/2F = f(sp+),

de modo que s; é uma descontinuidade de salto dessa funcéo, com salto 1 g 2%, ©

Se uma singularidade o de uma fungéo for essencial, mas néo existir um ou ambos os limites
laterais da fungéo em o, dizemos que o é uma singularidade de sequnda espécie dessa funcéo.

Exemplo 3.64. Seja f : R — {0} — R a fungéo definida por f(z) = sen(1/z), com z # 0.
A origem é uma singularidade essencial que é de segunda espécie, pois néo existem os limites
laterais de f na origem. (Ver Figura 3.17 e Exercicio 3.3.17.) ©

)

/\N\L WA x
VAR VVV N

Figura 3.17. O gréfico (de uma parte) da fun¢o f(z) = sen (1/x)

Derivadas Laterais

Pela Proposicéo 3.58, toda derivada é um limite, portanto, podemos falar de derivadas laterais
de uma funcao num ponto do dominio. Sejam f : I — R uma funcio e ¢ um ponto que nao é
cota inferior de I. Definindo ¢, como em (3.3), dizemos que

FL(0) = lim (z) = pu(o-)

¢ a derivada lateral de f em o pela esquerda. Analogamente, se o € I néo é cota superior de I,
dizemos que f! (o) = lim+ Yo (x) = po(o+) é a derivada lateral de f em o pela direita.
T—raT

A derivada lateral num ponto por um lado é a tendéncia das inclinacdes das secantes por
esse lado. Da mesma forma que ocorre com os limites, uma fungdo é derivdavel num ponto se,
e s6 se, existem as derivadas laterais pertinentes e sdo iguais; nesse caso, as derivadas laterais
coincidem com a derivada.

Exemplo 3.65. A funcdo valor absoluto, definida por f(z) = |z|, ndo é derivavel na origem,
mas tem ambas derivadas laterais nesse ponto, com f’ (0) = =1 e f,(0) = 1. ®

Proposicao 3.66. Toda funcao conveza (ou céncava) tem as derivadas laterais pertinentes em
cada ponto de seu dominio.
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Demonstracao. Seja f : I — R uma funcéo convexa do intervalo I e digamos que o € [
ndo seja uma cota inferior de I. Queremos mostrar que existe a derivada lateral f’ (o). Pelo
Exercicio 3.1.37(5), a fungdo ¢, é mondtona, portanto, pela Proposicao 3.62, existe o limite
lateral o, (0—), que é a derivada lateral f’ (o). O

Quando uma funcéo é derivével, as derivadas laterais f’ (o) e f! (¢) ndo devem ser confundi-
das com os limites laterais f'(c—) e f'(0+) da fun¢do derivada, que é a tendéncia das inclinagoes
das retas tangentes.

Exemplo 3.67. Considere a funcdo definida por h(z) = z?sen(l/z) em z # 0 e h(0) = 0 do
Exercicio 3.2.5. Essa funcdo é derivével, com h’(0) = 0, portanto, em particular, as derivadas
laterais de h em 0 existem e sdo nulas, ou seja, h_(0) = R/ (0) = #'(0) = 0. No entanto, a
funcdo derivada h/(z) = 2xsen(l/z) — cos(l/z) tem uma descontinuidade essencial na origem,
néo existindo, sequer, os limites laterais h'(0—) = T1_1}110”1 B'(z) e K (0+) = Ili)rggr h'(z) dessa fungao

derivada na origem. ©

Limites Laterais no Infinito

Uma extensao do conceito de limite lateral é o de limite no infinito. Se f : X — R for uma
funcio definida num conjunto X ilimitado superiormente qualquer (intervalo ou néo), dizemos
que um real \ é o limite de f em 400, e escrevemos
lim )= A,

i f(z) =),
se a sequéncia ( f (mn)) das imagens for convergente a A, qualquer que seja a sequéncia (x,) de
X que divirja a +o0o. Quando X = N, esse é exatamente o limite de sequéncias, estudado em
todo o capitulo precedente. Analogamente, se X for ilimitado inferiormente, dizemos que A é o
limite de f em —o0 se a sequéncia ( f (xn)) das imagens for convergente a A, qualquer que seja a
sequéncia (z,) de X que divirja a —oo; nesse caso, escrevemos lim  f(z) = A.

T——00

Proposicao 3.68. Toda fungdo mondtona limitada num intervalo ilimitado tem os limites la-
terais pertinentes no infinito.

Demonstracdo. Seja f : X — R néao crescente e limitada num intervalo X = (a,+00) e
denotemos por A o infimo da imagem de f, de modo que f(z) > A, qualquer que seja a < z.
Dada qualquer sequéncia (x,) de X crescente e divergente ao infinito, vemos que a sequéncia
(f(zy)) das imagens é ndo crescente e limitada, portanto, convergente, com lim f (zn) = A Se
n > A, podemos encontrar € X tal que n > f(z) e, portanto, n € N tal que z < z,, de modo
que f(z,) < f(x) < n. Isso mostra que lim f(z,) < n e, como 1 > A foi tomado arbitrariamente,
resulta lim f(z,) = A. Os trés outros casos sdo inteiramente andlogos. d

Exemplo 3.69. Pela Proposicao 2.44, temos lir%ac = 0, portanto,
T—>

dm (3)=0= i (3)

Um exemplo menos imediato é dado por lim e® = 0. De fato, a funcdo exponencial é crescente
T——00
e positiva, com e™™ = 1/e" e e® — 400. ®

Observe que se f estiver definida em R, entdo lim f(z) = 1151_1 f(=z) e, se f estiver
T——00 T—rT0C
defnida num intervalo (a,+0o0), com a > 0, entdo g(z) = f(1/x) define uma funcdo no intervalo
(0,1/a) tal que
lim f(z) = limog(a:).
T—

T—+00
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Resultado andlogo pode ser obtido no caso de limite lateral em —oo.
Exemplo 3.70. Calculemos o limite
. l x
que ¢ um exemplo de indeterminacdo 1, pois hrJIrl 1+1l/z)=1e 1irj£1 r = +o00. Essas
T—T00 T—T00
indeterminagdes costumam ser “levantadas” com uma mudanca de varidveis logaritmica. De
fato,

10g(1+%)$:xlog(1+%)zlog(1+%)/%

e, como

log(1 log(1 —logl

z—0 713 z—0 x
obtemos . )
; INT g /1 _ .. log(l+zx)
i Jog (14" = i o (1+3) /2 = i L),
Assim,
: N _ 1 _
Igrfoo(l-%;) =e =g,

pela continuidade das fungdes logaritmo e exponencial. ©

Divergéncia a Infinito

Também € 1til considerar o caso de fungdes que divergem a infinito. Embora néo sejam auténticos
limites, ndo deixam de caracterizar uma tendéncia bem definida que pode ser designada com o
simbolo de limite. Sejam f : X — R uma fungdo e o € R uma singularidade qualquer de f.

Dizemos que f diverge a +00 em o se a sequéncia ( f (xn)) das imagens divergir a +oo,
qualquer que seja a sequéncia (x,) de X — {0} convergente a o, e escrevemos
lim f(z) = +o0.
T—0

Analogamente, dizemos que f diverge a —oo em o, e escrevemos lim f (x) = —0o0, se a sequéncia
T—0

(f(zn)) das imagens divergir a —oo, qualquer que seja a sequéncia (z,) de X — {o} convergente
a 0. Em ambos os casos, o é uma singularidade essencial.

Seja o um ponto de acumulacdo do dominio comum de duas fungdes f e g e digamos que
x .
lim f(z) = A # 0. Entao lim g(z) = 0 se, e s6 se lim fle) = *o00 (dependendo do sinal do
T—0 T—0 Hoas Yo g(x)
limite A\). No caso em que ambos lim f(z) = +o00 = lim g(x), dizemos que o limite do quociente
T—0 r—o

em o é uma indeterminagdo co/oco, o que significa que nao existe uma regra operacional para o
limite desse quociente, pois a singularidade pode tanto pode ser removivel (e o limite ser algum

. /g .. 1 . 1 . L
numero) quanto essencial. Como f/g = == e lim —— =0 = lim ——, essas indeterminacoes
) / 1/f  e=o f(z) e—0o g(x)

oo/00 sdo equivalentes a indeterminagdes 0/0.

Da mesma forma que antes, também podemos considerar a divergéncia a oo lateralmente
pela esquerda ou pela direita num ponto o, obtendo os quatro limites laterais thi Fz) = £66.
—a

Exemplo 3.71. Pela Proposicao 2.44, temos
. 1 ) 1
lim (—) =—-00 e lim (—) = +400.
z—0— \ZT z—0T \T

Um exemplo menos imediato é dado por

lim logx = —o0.
z—0+
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De fato, a funcdo logaritmo é crescente, com log(1/n) = —logn e logn — +o0. ®

Finalmente, ainda podemos definir divergéncia ao infinito no infinito, a saber, as quatro
expressoes lile:l f(z) = %00, que deixamos como diversao para o leitor.
T—00

Exemplo 3.72. Todas as fungdes polinomiais divergem ao infinito no infinito. Também temos

lim e*=4c0o= lim logz.
T—+00 T—+00
De fato, ambas as fungdes s@o crescentes, com e” — +oo e logn — +o00. ©

A Regra de I'Hopital

em o poderia ser

fx) = (o)

x
obtido derivando independentemente o numerador f(z)— f(o) e o denominador x — o desse quo-
ciente. E claro que, como o limite do quociente é a prépria definicdo da derivada, essa derivada
ndo pode ser usada no numerador para calcular a derivada, que é o limite desse quociente. Por
exemplo, para saber o limite de (sen z)/x na origem, basta derivar senz e x independentemente
para obter (cosz)/1 que, na origem, tem valor (cos0)/1 = 1. S6 que, se néo soubermos o valor
do limite de (senz)/z = (senz —sen0)/(x — 0) na origem, tampouco podemos alegar saber que
a derivada o seno é o cosseno.

Observe que o limite f’(c) da indeterminagéo 0/0 do quociente

Mesmo assim, essa observagao faz sentido geométrico, porque o grafico de uma funcgao de-
rivével f tem uma reta tangente no ponto (a, f (0)) de inclinagéo f’(o0), de modo que a tendéncia
do quociente f(x)/g(z) dos valores de duas fungdes por um mesmo ponto pode muito bem ser
aproximada pela tendéncia do quociente f’(c)/¢'(o) das inclinagdes dessas funcoes. Algebrica-
mente, pelas propriedades dos limites, se f(o) = 0 = g(0), g(z) # 0 com = # o e ¢'(o) # 0,
temos

fla)— - f@)=F(o)
@ f@) = fe) M m TR
lim = lim = lim = — .
a—o g(x) a—o g(z) —g(o) a—o gl@)=g@) lim £&)=9(@)  ¢'(0)
T—0 T—0o

Mais precisamente, vale o resultado seguinte — devido a Johann Bernoulli (1667-1748),
irm&o mais novo de Jakob — que é objeto de infindaveis exercicios nas disciplinas de Célculo.

Teorema 3.73. (Regra de I'Hopital) Sejam f e g duas fungdes derivdveis num intervalo I e
suponha que lim f(z) =0 = lim g(z), com o € I fizado e que ¢'(x) # 0 em cada x # 0. Entdo
r—0 T—0o

g(x) # 0 em cada x # o, de modo que o quociente f/g tem uma indeterminagdo 0/0 em o. Se,
além disso, existir o limite do quociente das derivadas

!/
lim _f,(x) ;
z—0o ¢'(z)
entdo a indeterminacdo 0/0 do quociente f/g em o € removivel e
f(z) /(=)

lim = lim ;
e=o g(z) <=0 g'(z)
Os cinco limites do enunciado também podem todos ser laterais pela esquerda ou todos laterais
pela direita. Além disso, supondo que I seja um intervalo ilimitado inferior ou superiormente
e que g'(z) # 0 em cada x € I, os cinco limites do enunciado também podem todos ser laterais
em —oo ou todos laterais em 400, respectivamente.

Demonstracdo. Vamos supor, inicialmente, que f e g sejam funcdes derivdveis num intervalo
(n,0), com lim f(z) = 0 = lim g(z). Entdo o é uma singularidade removivel de cada uma
r—a Tr—ao

dessas funcdes, de modo que, fixando algum a € (n,0), podemos supor que as funcdes f e g
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sejam continuas em [a, 0], com f(o) = 0 = g(o). Também temos que f e g sdo derivdveis em
(a,0) e, como ¢'(z) # 0 em cada z de (a,0), o teorema de Rolle garante que g(z) # g(y), com

quaisquer z,y € [a,0]. Em particular, g(z) # 0 e, portanto, o é uma indeterminagio 0/0 do
quociente f/g.

Dado qualquer z em (a,0), o teorema do valor médio de Cauchy garante que existe algum
¢ € (z,0) tal que
f@) _ f@)= f0) _ (o)
glz)  g(x)—glo) g'(e)"
Assim, dada qualquer sequéncia (z,,) de (a,0) convergente a o, obtemos uma sequéncia (cn) de
(a,0) convergente a o tal que

Por definicao, isso significa que

lim f(z) = lim F'(z)

v gl@)  eoe g(@)

Observe que todos esses limites de funcdes sdo laterais pela esquerda. De maneira totalmente
andloga podemos proceder no caso de limites laterais pela direita, ou seja, se f e g forem
derivéveis num intervalo (0,7), com lim f(z) = 0 = lim g(x). O caso geral de limite em o

T—ao r—o
decorre desses dois.

Finalmente, vejamos o caso de limites no infinito. Vamos supor que f e g sejam funcoes
derivéveis num intervalo (a,+o0), com 1iIJJ£1 fle) = = 111_13 g(x). Entéo, fixando algum

T— 100 T—r1T00
n > 0 tal que 1/n > a, podemos definir as fungdes derivaveis ¢(z) = f(1/z) e ¥(z) = g(1/x)
em (0,1/n), obtendo lin%) gz)= 0= lin%w(x). Além disso, ¥/(z) = —g'(1/x)/2? # 0 e, como
Tr— Tr—

¢ (z) = —f'(1/z)/x?, temos ¢'(z)/¥'(x) = f(1/z)/¢' (1/x), de modo que, pelo que j4 provamos,
f@) _ e L S@) PO fE

s 9(2) ~ ASb ) T A P(m) A (i fa) - e g (a)

No caso de limites laterais em —oo pela direita procedemos de maneira totalmente andloga. [

Exemplo 3.74. Podemos usar a regra de ’'Hopital para calcular o limite
et —1

1m
z—0 sen.zx

tomando as fungdes f(z) = e® — 1 e g(z) = senx, que se anulam em 0, de modo que a origem
é uma indeterminacdo 0/0 do quociente f(x)/g(z). Temos f'(z) = e® e ¢'(x) = cos z, portanto,
o quociente das derivadas f'(z)/¢'(z) = e®/cosz é continuo no intervalo (—7/2,7/2) em que
g'(x) # 0 e, em particular, tem limite igual ao valor f/(0)/¢’(0) = 1 em 0. Assim estabelecemos
que iii%(ex —1)/senz = 1, pela regra de 'Hopital. ®

Exemplo 3.75. A reciproca da regra de ’'Hépital néo é vélida. Por exemplo, tomando g(z) = x
e f(z) = 2% sen(1/z), existe e é nulo o limite do quociente das fungdes f(z)/g(z) = 22 sen(1/z) na
origem, mas néo existe o limite do quociente das derivadas f'(z)/¢’(z) = 2z sen(1/z) — cos(1/x)
na origem. (Ver Exercicio 3.2.5.) @

Além de todas essas formulagoes, a regra de I'Hopital também permanece igualmente valida
trocando os dois limites lim f(z) = 0 = limg(z) por lim f(z) = oo = limg(z), com o que
podemos calcular indeterminagdes oco/oco em pontos o ou no infinito.
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Exemplo 3.76. Podemos usar a regra de I'Hopital para calcular o limite

lim z log z,
z—0

que é um exemplo de indeterminacdo 0 x oo, pois hI%SE = 0 e limlogz = —o0. Tomando
r— r—
as funcdes f(r) = logz e g(z) = 1/x, ambas definidas em (0, +o0), temos hn}) logz = —o0,
< i 7

limol/x = 400, f/(z) = 1/ e ¢'(z) = —1/2® # 0, de modo que o quociente das derivadas
T—

f'(z)/g' (z) = —z tem limite nulo em 0. Assim, iii%aclogx = i%i;—((% = 0, pela regra de
I’Hoépital. ©

Definicoes Equivalentes

Para estabelecer que A é o limite de uma fun¢éo numa singularidade removivel o, a defini¢ao
exige que verifiquemos se f(xn,) — A com toda e qualquer sequéncia (z,) de X — {o} que
convirja a o. Serd isso, de fato, necessirio? Na verdade, nao é preciso verificar isso com todas
as sequéncias que tendam a o, bastando considerar as sequéncias crescentes e as decrescentes de
X que tendam a o. (Ver Exercicio 3.3.19.)

O limite de uma funcdo numa singularidade removivel também pode ser caracterizado sem
referéncia direta a sequéncias, dizendo que o limite de f em o é X\ se f(x) estiver situado
arbitrariamente prézimo de A sempre que x estiver suficientemente prozimo de o, mas distinto
de 0. Em simbolos, temos a afirmagao seguinte. (Ver Exercicio 3.3.2.)

;iix%rf(:c)z)\ = Ve>0)(FB>0)(VzeX)[0<|z—0|<d = |f(z) — A <e].

Para estabelecer que A é o limite lateral pela esquerda (respectivamente, pela direita) de
uma funcdo numa singularidade o, basta considerar as sequéncias crescentes (respectivamente,
decrescentes) de X que convirjam a o. A formulacdo sem referéncia direta a sequéncias, nesse
caso, consiste em exigir que |f(z) — )| seja arbitrariamente pequeno se x < o for suficientemente
proximo de o. (Ver Exercicio 3.3.19.)

Também para estabelecer que A\ é o limite de f em +o0, basta considerar as sequéncias
crescentes ilimitadas de X. A formulag@o sem referéncia direta a sequéncias, nesse caso, consiste

em exigir que |f(z) — | seja arbitrariamente pequeno se z for suficientemente grande. (Ver
Exercicio 3.3.22.)

Exercicios 3.3

3.3.1. Sejam o um ponto de acumula¢do do dominio X de uma funcdo f e A € R tais que
lim f(z) = A. Suponha que f(X) CY e que A € Y. Mostre que se g : ¥ — R for uma funcéo
T—0

continua em A, entao

lim (g o f)(z) = g( lim f()).

Tr—ra T—0

3.3.2. Sejam o um ponto de acumulagdo do dominio X de uma funcéo f e A € R um nimero.
Mostre que lim f(z) = A se, e s6 se, dado qualquer € > 0, existe algum 0 > 0 tal que, qualquer
T—0

quesejax € X, vale 0 < |z —0| <§ = |f(z) — A| < e. Mostre que se existir o limite de f
em o entdo f é limitada na vizinhanga de o, ou seja, existem M e r > 0 tais que |f(z)] < M,
qualquer que sejax € X com 0 < |z — | < 7.
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3.3.3. Sejam o um ponto de acumulagéo do dominio X de uma funcio f e A € R um ntmero.

Mostre que se lim f(z) = A, ento lim |f(z)| = |A|. Mostre que, se a < \ < b, entdo existe r > 0
Tr—0 LT

tal que a < f(z) < b, qualquer que seja z € X com 0 < |z — o| < r. Mostre que se A # 0, entdo

existe 7 > 0 tal que 2|f(x)| > |A|, qualquer que seja z € X com 0 < |z — 0| < -

3.3.4. Sejam f,g: X — R duas funcdes reais e o € R um ponto de acumulacio de X tais que
existam lim f(z) = A e lim g(z) = . Mostre que valem as afirmagdes seguintes.
r—ao r—0o

(1) Se A < p, entdo existe r > 0 tal que f(z) < g(z), qualquer que seja z € X com 0 <
|z — o] <.
(2) Se existe 7 > 0 tal que f(z) < g(z), qualquer que seja z € X com 0 < |z — 0| < r, entéo
A< p.
(3) (Critério do Confronto) Se A = pese h : X — R for uma funcio qualquer tal que
f(z) < h(z) < g(z), com z € X — {0}, entdo existe lim h(z) =ne A =n= pu.
e d

(4) SeA=0eseh: X — R for uma fungdo qualquer tal que |h(z)| < |f(z)], com z € X — {o},
entdo lim A(z) = 0.
r—o
3.3.5. Sejam ¢ um ponto de acumulagao do dominio X de uma funcéo f e A € R um ndmero.
Observe que a afirmacao il_rg f(x) # X significa que ou o limite de f em o néo existe ou, entéo,

existe mas é distinto de X\. Mostre que s@o equivalentes as afirmacdes seguintes.

(1) Existe alguma sequéncia crescente ou decrescente (z,,) de X tal que z, — o e f(2,) A— .
(2) Existe alguma sequéncia (z,,) de X — {o} tal que z,, — o e f(z,) /= \.
(3) lim f(z)# A
T—r0
(4) Existe algum € > 0 tal que, qualquer que seja n € N, existe algum z, € X tal que valem
0< |zn — 0| < £ e |f(zn) — A > e0.
(5) Existem algum ey > 0 e alguma sequéncia (z,) de X — {0} convergente a o e tais que,
qualquer que seja o natural n, vale ‘f(o:n) - /\’ > €.
3.3.6. Seja o € X um ponto do dominio da funcao f : X — R. Mostre que sdo equivalentes as
afirmacoes seguintes.
(1) f néo é continua em o.
(2) o é um ponto de acumulagdo de X e o limite de f em o nio existe ou, entdo, existe, mas
é distinto de f(o).
3.3.7. Sejam o € X um ponto de acumulagéo do conjunto X e f : X — {o} — R uma funcéo
quaisquer. Mostre que sdo equivalentes as afirmacoes seguintes.
(1) Existe alguma extensdo de f a X que é continua em o.
(2) Existe lim f(z).
T—a
(3) Se (z) for qualquer sequéncia de X — {o} convergente a o, entdo a sequéncia (f (mn)) é
convergente.

Mostre que se g : X — R for alguma extenséo de f a X, entdo g é continua em o se, e s0 se,
g(o) = lim f(z). Mostre que f tem, no méximo, uma tUnica extensdo a X que é continua em o.
L—a

3.3.8. Seja I C R um intervalo. Observe que o € I se, e sé se, 0 € {h : 0 + h € I}. Seja
f : I — R uma fungao real qualquer e fixemos o € I. Mostre que, se existir um dos trés limites
seguintes, entdo existem os outros dois e todos coincidem.

lim —f(x) — flo) , lim flo+h) - (o) e lim
T—0 r—0o h—o h h—o

flo =)= f(o)
h
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3.3.9. Sejam f : X — R uma fungdo e o € X. Mostre que f é derivdvel em o se, e s se, existe
d € R tal que }llil% % [f(o+h)—flo)—d- h] = 0. Nesse caso, d = f'(0). Mostre que f é derivavel

1 e
em o se, e s6 se, existe o limite }lLiI% 7 [f(a +h)— f(a)] . Nesse caso, o valor desse limite é f/(o).

3.3.10. Considere uma funcdo f : X — R e 0 € X um ponto interior de X. Mostre que se f for
derivével em o, entdo existe o limite
h) — —h
L flo+h) = o)
h—0 2h

e é igual a f’(0). Obtenha um exemplo de uma fungdo f que ndo seja derivdvel num ponto
o € X e tal que exista o limite precedente.

3.3.11. Considere uma funcao f : I — R e o € I um ponto interior do intervalo I. Mostre que
se f for derivdvel em o, entdo existe o limite

lim flo+2h)— f(o+h)
h—0 h

e é igual a f'(0). Obtenha um exemplo de uma fungdo f que néao seja derivdvel num ponto
o € X e tal que exista o limite precedente.

Sugestdo: somar e subtrair f(x) do denominador e obter, no limite, 2f'(z) — f'(x) = f'(z).)

3.3.12. Mostre que a funcéo continua f : R — R definida por f(0) =1 e f(z) = Lsenz, com
x # 0, é derivével, com f’(0) = 0.

3.3.13. Sejam f,g : X — R duas fungbes e o € R um ponto de acumulagao do dominio X de f
e g. Dizemos que f é de ordem de grandeza menor do que g em o ou, simplesmente, de ordem
menor do que g em o, e escrevemos f(z) = o(g(z)) em o, se

lim @ =0.

z—a g(z)
Suponha que f(z) = o(g9(z)) em o e que lim g(z) = 0. Mostre que lim f(x) = 0. Mostre que

r—a xT—0o

uma funcéo linear afim f(x) = a-x+b é de ordem de grandeza menor do que g(z) =z em o =0
se,esbse, a=0=0.

3.3.14. Dizemos que duas fungodes f,g: X — R s@o tangentes em o se lim M
=0 T —0

=0, ou
seja, se (f — g)(z) = o(z — o) em 0. (Ver Exercicio 3.3.13.) Mostre que duas funcdes lineares
afins h(z) =a-z+be g(z) = ¢ x + d sBo tangentes em algum ponto se, e s6 se, coincidirem.
Mostre que uma funcdo f derivdvel em o e uma fungéo linear afim h(z) = a -z + b séo tangentes

em o se, e s6 se, a = f'(0) eb= f(o)— f'(o) - 0.

3.3.15. Sejam o um ponto de acumulagdo do dominio X de uma funcao f. Mostre que o
¢ uma singularidade essencial de f sempre que existirem sequéncias (z,) e (y,) de X — {0}
convergentes a o e tais que (f(z,)) e (f(yn)) sejam convergentes, mas lim f(z,) # Lim f(yn).
Com um exemplo, mostre que a condigdo suficiente dada néo é necessaria para que um ponto
de acumulagdo do dominio seja uma singularidade essencial da fungao.

3.3.16. Considere uma funcéo f : X — R e 0 € R um ponto de acumulagéo de (c —1,0)NX e,
também, de (0,0 + 1) N X. Mostre que existe lim f(x) se, e s se, existem e séo iguais os limites
T—0

laterais lim f(x) e lim+ f(z) de f em o; mostre que, nesse caso, os trés limites sao iguais.
T—r0— T—a
3.3.17. Considere a fungio definida por f(z) = sen(1/x), qualquer que seja z € R néo nulo.

Mostre que a origem é uma singularidade de segunda espécie dessa funcéo, mostrando que nao
existem 11%1 o), 11%1 f(x), nem hn}J f(z). Enuncie resultados anélogos trocando sen por cos.
x—0— x— 04+ T—
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3.3.18. Seja X C R um conjunto limitado n#o vazio e considere a funcéo ¢ : R — R definida
por

1, se z é cota superior de X,
Y(z) =< 0, sex ndo é cota inferior nem superior de X,
—1, se x é cota inferior de X,
Mostre que ¥ é continua, exceto nos pontos o; = inf X e 05 = sup X, em que 9 tem desconti-
nuidades de salto, com salto igual a 1.

3.3.19. Sejam f: X — R uma fungdo, A € R um niimero e o € R um ponto de acumulacao de
(0 —1,0) N X. Mostre que s@o equivalentes as afirmacdes seguintes.

(1) lim f(z)=A\.
LG —

(2) Dado qualquer & > 0, existe algum ¢ > 0 tal que |f(z) — A| < &, qualquer que sejax € X
satisfazendo o — § < z < 0.

(3) f(zn) — A qualquer que seja a sequéncia (z,) crescente de X convergente a o.

Enuncie e demonstre resultado analogo para o limite pela direita. Mostre que se o é um ponto
de acumulagao qualquer de X, entdo lim f(z) = ) se, e 56 se, f(2,) — A qualquer que seja a
T—0

sequéncia (z,,) estritamente mondtona (isto é, crescente ou decrescente) de X convergente a o.

3.3.20. Considere uma funcao f : X — R néo decrescente e o € R um ponto de acumulacgo de
(0 —1,0) N X. Mostre que sdo equivalentes as afirmacdes seguintes.

(1) Existe lim f(x).
T—0o—
(2) Existe alguma sequéncia crescente (r,) de X convergente a o tal que (f(zn)) converge.

Mostre que se f for limitada superiormente em (o — 1,0) N X, entdo sempre existe o limite de
f em o pela esquerda. Enuncie e demonstre resultados analogos para funcdes néo crescentes.

3.3.21. Considere uma fun¢éo f : X — R néo decrescente e o € R um ponto de acumulacio de
(0,0 +1) N X. Mostre que sdo equivalentes as afirmacdes seguintes.

(1) Existe lim f(x).
r—o+
(2) Existe alguma sequéncia decrescente (z,,) de X convergente a o tal que (f(zy)) converge.

Mostre que se f for limitada inferiormente em (0,0 4+ 1) N X, entéo sempre existe o limite de f
em o pela direita. Enuncie e demonstre resultados analogos para fungdes nao crescentes.

3.3.22. Sejam f : X — R uma funcdo definida num conjunto X ilimitado superiormente e
A € R. Mostre que s&o equivalentes as afirmacgdes seguintes.

(1) lim f(z)= A\
T—+00

(2) Dado qualquer € > 0, existe algum M > 0 tal que |f(z) — \| < &, qualquer que seja x € X
com M < x.

(3) f(xn) — A qualquer que seja a sequéncia (z,) crescente de X que diverge a +co.

Enuncie resultados andlogos para conjuntos ilimitados inferiormente e limites em —oo.

3.3.23. Considere uma fungdo f : X — R definida num conjunto X ilimitado superiormente.
Mostre que se existir o limite de f(z) em +oo, entdo existe » > 0 tal que a restrigdo de f a
X N[r,+00) é limitada. Mostre que a reciproca é falsa. Enuncie resultados andlogos para limites
em —oo.

3.3.24. Considere uma fungéo f : X — R nao decrescente definida num conjunto X ilimitado
superiormente. Mostre que s@o equivalentes as afirmacdes seguintes.
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(1) Existe xgrilmf(x);
(2) Existe alguma sequéncia crescente (z,) de X divergente a +oo tal que (f(zn)) converge.

Mostre que se f for limitada superiormente em X N [r,+00), com algum r > 0, entdo sempre
existe o limite de f em -+oo. Enuncie e demonstre resultados andlogos para limites de fungoes
nao decrescentes em —oo. Obtenha resultados anélogos para fungdes nao crescentes.

3.3.25. Dado 0 < ¢ < 1 < d, mostre que

im (2EE)F = ()T

——00

Conclua que, com 0 < a < b, valem

& Ty L Z r, L
lim (a ;b )mza e lim (a ;_b )m:b.

T——00 E—+00

3.3.26. Considere uma funcdo f derivdvel num intervalo (7,+o0), com algum r > 0, e tal que
111113 f'(z) = M. Mostre que

T—T00

lim @=M.

r—+c0 X

3.3.27. Considere uma funcdo f : R — R que seja néo crescente em (—o0,0) e nédo decrescente
em (0, +00). Mostre que se existir lin%) f(z) = L, entdo f(z) > L qualquer que seja z # 0. Mostre
T—

que se f também for continua em 0, entdo 0 é um ponto de minimo global. Dé exemplo de uma
funcéo f : R — R derivavel em cada x # 0, tal que f'(z) < 0,com z < 0e f'(z) >0, com = > 0,
mas tal que 0 ndo seja ponto de extremo local de f.

3.3.28. Considere a funcao definida por f(z) = z - logx, com = > 0. Mostre que f possui um
dnico ponto critico; mostre que esse critico é um ponto de minimo, com valor minimo negativo.
Mostre que lim f(z) =0e que lim f(z) = 4o0.

z—0+ Tr—+00

3.3.29. Dé um exemplo de fun¢do derivavel f : (0,400) — R tal que lir+n f'(z) =0, mas ndo
T—r1T00

exista lim f(z).
T—00

3.3.30. Sejam a,b € (0,+00) fixados. Dado r # 0, defina a média de poténcia r de a,b por

a4+ b\
)
Observe que M(1,a,b) = A(a,b) é a média aritmética de a,b e M(—1,a,b) = H(a,b) é a média
harmoénica de a,b. (Ver final da Secéo 1.4.) Mostre que

lin%)M(r, a,b) = vVab = G(a,b).

M(r) = M(r,a,b) = (

Definindo M (0,a,b) = G(a,b) como a média geométrica de a e b, mostre que a fungéo M (r)
resulta continua em R.

3.4. Primitivas e o Teorema Fundamental do Calculo

Dizemos que uma funcio ¢ : X — R é uma primitiva, ou uma antiderivada de f em X se g
for derivdvel em X e ¢'(z) = f(z), com z € X. Do ponto de vista da funcdo g, a fungdo f é
simplesmente a funcdo derivada de g em X. Do ponto de vista de equagdes diferenciais, uma
primitiva de uma funcéo f é, simplesmente, uma solugao da equagdo diferencial y' = f(x).

Exemplo 3.77. A funcéo logaritmo y = log z define uma primitiva de y = 1/z em (0,+00). ®
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Dadas duas primitivas g1 e g2 de f num intervalo I, temos que a diferenga g1 —go tem derivada
nula em [ e, portanto, pelo Corolério 3.42, é constante. Assim, duas primitivas quaisquer de
uma fungéo num intervalo sempre diferem apenas por uma constante. A pergunta, agora, é se

toda funcdo possui alguma primitiva ou, equivalentemente, se toda equagdo diferencial Y = flz)
tem alguma solucéo.

Em qualquer teoria de integral, como, por exemplo, a de Riemann, vemos que toda funcao
continua possui primitiva. No entanto, existem funcgdes derivéveis em R cujas fungoes derivadas
nao sao continuas em R. (Ver Exercicio 3.2.5.) Assim, fungdes derivadas podem n#o ser continuas
ou, equivalentemente, fungdes descontinuas também podem possuir primitiva.

No entanto, ndo é verdade que qualquer funcio possa ter alguma primitiva pois, como
veremos a seguir, as fungdes derivadas tém uma propriedade comum &s funcdes continuas, a
saber, a propriedade do valor intermedidrio: a imagem direta f’ (J) de qualquer intervalo J C X
pela fungao derivada f’': X — R de alguma funcio derivavel f é um intervalo.

Teorema 3.78. (Darboux) Se uma funcdo tiver alguma primitiva num intervalo, entdo essa
fungdo tem a propriedade do valor intermedidrio nesse intervalo.

Demonstragao. Seja f uma funcdo derivavel num intervalo I. Usando a caracterizacao de
intervalo vista no Exercicio 1.4.26, basta mostrar que, dados z1,z2 € I e d € R entre 1 (z1)
e f'(z2), sempre existe algum z entre z; e x5 tal que f/(z) = d. Sem perda de generalidade,
suponhamos que 71 < x5 e f'(x1) > d > f/(z2) e consideremos a mesma funcéo g : I — R da
prova do Teorema 3.52 do valor médio, dada por g(x) = f(x) — d -z, que é continua e derivével
em [r1,29], com ¢'(z1) = f'(z1) —d > 0 e ¢g'(z2) = f'(z2) —d < 0. Se f’ fosse continua, entdo
¢’ seria continua e, portanto, pelo Teorema 3.9 do valor intermedidrio, aplicado a ¢’, existiria
c € (z1,72) tal que ¢'(c) =0, ou seja, f/(c) = d.

No entanto, nao sabemos se f’ é, ou néo é, continua. Ocorre que isso nem é necessério,
pois o Lema 3.45 garante que g(z1) < g(x), com x > z suficientemente préximo de z1, ja que
g'(r1) > 0, e, da mesma forma, ¢’(z2) < 0 garante que g(x) > g(z2), com z < x5 suficientemente
préximo de zo. Desse modo, nenhuma das extremidades pode ser um ponto de méximo local de
g em [z1,z2]. No entanto, como g é continua, o Teorema 3.20 garante que existe algum ponto
de méximo local de g nesse intervalo. Assim, obtemos algum ponto de méximo x € (z1,z2) de
g em que, pelo teorema de Fermat, ¢’(z) = 0, ou seja, f/(z) = d. a

Usando os exemplos vistos de derivadas, podemos obter exemplos de primitivas. Assim,

fixados quaisquer racional r # —1 e real o, a fungéo g(z) = % ™ + o define uma primitiva

de f(z) = 2" em Rse r > 0, ou em (0,+0), se 7 < 0. E tradicional denotar as primitivas de

uma funcdo f com o simbolo da integral indefinida | f(x)dx. Assim,

r N | r+1
/:c da:—THm + «

denota todas as primitivas de f(xz) = 2" no caso r # —1.

Das regras operacionais das derivadas decorrem, imediatamente, as regras classicas de pri-
mitivag@o. Por exemplo, usando as regras de derivagdo da Proposigdo 3.31, obtemos o corolario
seguinte.

Coroldrio 3.79. (Regras Operacionais da Primitivacio) Sejam f e g duas funcées quaisquer
definidas num mesmo intervalo I.
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(1) Linearidade: se f e g tém primitivas em I, entdo, fitado qualquer A € R, a funcao f+ Ag
tem primitiva em I, dada por

/(f+/\g)(x)da::/f(x)da:—!—)\/g(r)dx

(2) Integragdo por partes: se f e g sdo derivdveis em I e se o produto f'- g tem primitiva em
I, entdo o produto f - g tem primitiva em I, dada por

[ ¢z =1 2)- [ (7o)

Da regra da cadeia (Teorema 3.34) decorre, imediatamente, a regra da substituicdo de
varidveis em primitivas.

Corolario 3.80. (Substituigdo) Se f : I — R € derivdvel no intervalo I, g : J — R tem uma
primitiva h(z) = [ g(z)dz em J e se f(I) C J, entdo (go f)- f' tem primitiva em I, dada por

[go): lade = (ho @)

Exemplo 3.81. Fixemos r € Q com 7 > 0. Para calcular uma primitiva em R da fungéo fla) =

(1 —z)", usamos a substitui¢do f(z) =1—x, com f'(z) = —1, e a primitiva h(z) = +1 2"t de
g(z) = z". Temos
[a-oras=- [a-arnie = [ @) f @
= h(f(2)) = 7 (L —2)"",
pelo Corolério 3.80. ©®

Exemplo 3.82. Fixemos r € Q com r > 0. Para calcular uma primitiva em R da funcao definida
por n(x ) r2(1 — z)z", usamos as partes f(z) = r*(1 — x), com f'(z) = —r?, e a primitiva
g(x) = - +1 2"t de ¢’(x) = 2" do exemplo precedente. Usando integracdo por partes,

[ra-ned= [1a)-d(@)ds = Fl@at@)  [1'a):

1— r+l 2 r41
:LL+/’" i

r—+1 r—+1
9 .
T (1 —z)z™+ N 72 /$T+1dx=
TEs L r+1
7’2(]_—.23)$T+1 7,2 $r+2

r+1  rrDr+)

Essa conta pode até ser considerada dificil, mas é sempre muito fécil conferir o trabalho feito:
basta derivar a (candidata a) primitiva encontrada e verificar se o resultado € o integrando. ©

Enfatizamos, mais uma vez, que nao estamos integrando coisa alguma. As afirmagoes dos
coroldrios acima sdo, simplesmente, reformulagdes cldssicas das regras operacionais da derivada
da soma, do produto e da composta.

No apéndice a este capitulo construimos a integral de fungoes continuas. Nesta se¢ao, vamos
utilizar essa integral para apresentar o teorema fundamental do Célculo. Para esse fim, basta
supor que exista a integral de fungdes continuas em intervalos compactos. Essa integral pode ser
definida de vérias maneiras, sendo a de Riemann a mais tradicional nas disciplinas de Célculo,
mas todas elas tém as propriedades bésicas da monotonicidade e da aditividade, como segue. No
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que segue, supomos que dada qualquer fungdo f continua num intervalo I e qualquer intervalo
[a,b] C I, existe um numero real, que denotamos por

b
I
a
e que satisfaz as propriedades I1 e I2 seguintes.

(I1) A integral é mondtona: se a < f(z)<Bcoma<zr<bea,becl, entio

b
a~<b—a></ F<B-(b-a).

(I2) A integral é aditiva: se a < ¢ < b com a,b € I, entéo

/acf+/cbf=/abf-

Em particular, da primeira propriedade decorre que a integral de uma funcéo constante
positiva em [a,b] coincide com a drea do retdngulo determinado pela base [a,b] e o grafico
horizontal da fungéo. Mais geralmente, se f : X — R for uma funcio continua positiva em
[a,b] C X, interpretamos a integral

b
[
a

como a drea da regido delimitada pelas retas y =0, x = a e z = b e pelo gréfico de f.

Esse é o ponto de partida de todas as teorias de integracio. Podemos construir um conceito
de integral — a partir do qual definimos a &rea de regides entre o grafico de funcdes positivas
e 0 eixo r, acima de intervalos de continuidade dessas fung¢des — ou, entao, podemos construir
um conceito de drea para regides arbitrarias do plano — a partir do qual definimos a integral
de fungdes positivas em intervalos de continuidade dessas funcdes. Nesta seciio ndo veremos
isso, mas, tao somente, supomos a existéncia de uma integral que satisfaca as propriedades da
monotonicidade e da aditividade para func¢oes continuas.

/baf:_/abf

se [a,b] C I e f for continua em I. Nao é dificil verificar que, com essa convencéo, a propriedade
(I2) de integrais é vélida com quaisquer a,b,c € I, em qualquer ordem. Também vale (I1) com
pontos a, b distintos quaisquer de I, pois

bia/abf: aib[;af'

A integral, bem diferente da derivada, é um conceito fundamentalmente global, definido
somente em intervalos, nos quais fornece uma espécie de média da funcio toda no intervalo,
como afirma nosso primeiro resultado sobre integrais.

Por conveniéncia, definimos

Proposicao 3.83. (Teorema do Valor Médio da Integral, de Cauchy) Seja f : I — R uma
funcao continua no intervalo I. Dados a,b € I, existe ¢ entre a e b tal que

/abfzf(c)-(b—a)-

Demonstragao. Se a = b, o resultado é imediato. Sejam, pois, a,b € I dois pontos distintos.
Pelo Teorema 3.20 de Weierstrass, existem x1, o entre a e b tais que

a=f(z1) < f(z) < fa2) = 8
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com qualquer x entre a e b. Pela primeira propriedade da integral, decorre que

b
bia/ f < flz2).

1 b
Pelo TVI, existe c entre x1 e z2 tal que f(c) = / I O
a

f(z1) <

b—a

Figura 3.18. A 4rea da regido destacada é a integral de f em [a, b]

A primeira das duas versdes do Teorema Fundamental do Célculo é a seguinte.

Teorema 3.84. (Teorema Fundamental do Célculo I — TFCI) Seja f : I — R uma funcdo
continua no intervalo I. Fizados a € I e o € R, defina a fungdo F : I — R, em cada x € I, por

F(:c)zoﬁ—/;f.

Entdo F € derivdvel em I e F'(z) = f(x), qualquer que seja x € I, ou seja, F' € uma primitiva
de f em I. Observe que o = F(a).

Demonstracao. Que F é uma funcdo decorre da existéncia da integral e é claro que F(a) = a.
Mostremos que F' é uma primitiva de f. Fixemos ¢ € I e mostremos que F' é derivavel em o,
com F'(c) = f(o). Dado qualquer x € I, temos

F(x)—F(U):a+lIf—a—Laf
=/;f—/:f=/:f=soa<w><x—a>,

%(x)=xia /:f,

com qualquer z € I — {o}. Agora o teorema do valor médio da integral garante que, dado
qualquer z € I distinto de o, existe algum c entre = e o tal que p,(z) = f(c).

onde

Portanto, dada qualquer sequéncia (z,) em I — {o} e dado qualquer n € N, existe algum
¢, entre z, e o tal que w,(z,) = f(cy). Assim, se £, — o, o critério do confronto garante
que ¢, — o e a continuidade de f garante que f(c,) — f(0), ou seja, @, (z,) — f(o). Pelo
Exercicio 3.3.7, resta definir ¢, (0) = f(o) para estabelecer a continuidade de ¢, em ¢ e concluir
que F é derivéavel em o, com F'(0) = ¢,(0) = f(o). Como o ponto ¢ foi dado arbitrariamente,
temos que F' é uma primitiva de f em I. O

Em particular, decorre do TFCI que existe, no méximo, uma tnica maneira de definir uma
integral de func¢des continuas que satisfaca as duas propriedades dadas, como segue.
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Coroldrio 3.85. Se g € uma primitiva de f em I, entdo, dados quaisquer a,b € I,

b b
/ f=g] =90)-g(a)

Demonstragado. Fixado a € I, como F(z) = / f e g tém a mesma derivada f, sabemos que

F(z) — g(x) é constante. Como F(a) = 0, essa caonstante é —g(a) e, portanto, qualquer que seja
x € I, obtemos F(z) = g(z) — g(a). O

Esse fato € o que estabelece uma justificativa para a notagéo tradicional de integral indefinida

para as primitivas, ja que
b b
JE Y
a a

Observamos que, por serem as primitivas impropriamente denominadas de integrais indefinidas,
muitas vezes as integrais sdo denominadas integrais definidas. Isso é costume em disciplinas de
Célculo, mas neste texto, utilizamos apenas os termos primitiva e integral.

O coroldrio do TFCI permite que calculemos o valor de muitas integrais, pelo menos de
fungdes cujas primitivas sejam conhecidas. No caso em que a funcéo f for dada explicitamente,
€ costume substituir f por f(z)dz na notagdo de integral, ou seja, escrever

/abf=/abf(x)d-r-

b
i — 1 _r+1
/ x dx——THJ:
a

com 7 # —1. Também estabelecemos, com r > 0,

/1 201 _ z)a"d r2(1 — g)z"H N r2 g t2 r
T — L) T = = ’
0 r+1 (r+1)(r+2) |, ECE+1L)r+2)’

usando a primitiva obtida no Exemplo 3.82. ®

Exemplo 3.86. Temos
b br+l - ar+1

a r+1 ’

1 2

Exemplo 3.87. Dados a,b € (1,+00) com a # b, temos

b—a b—a
—— < logb—1loga < ——.
b 05 & a
Em particular, 1
<log(n+1)—logn < —, comn €N, 3.6
1 <log(n+1) —logn < — (3.6)
1 1
tomando b = n+1ea = n. De fato, se 1 < a < z < b, entdo 5 < - < o de modo que a
monotonicidade da integral garante que
_ b _
b—a < / l e b a'
b @ T a
Lembrando que y = log = define uma primitiva de y = 1/z em (0, +00), obtemos a desigualdade
no caso a < b. Deixamos o caso b < a como exercicio. ©)

No presente contexto de fungbes continuas, a segunda versdo do teorema fundamental do
Célculo é equivalente a primeira. Mais precisamente, como f é uma primitiva de f’, o corolario

precedente garante que / i f r = f(z)- f(0), sempre que a funcao derivada f’ for continua.

a
Esse fato é destacado como segue.
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Teorema 3.88. (Teorema Fundamental do Célculo II — TFCII) Seja f : I — R uma fungdo
derivdvel com funcao derivada f': I — R continua no intervalo I. Temos

fla) =)+ | 2

com quaisquer r,o € I. O

Vejamos algumas propriedades adicionais das integrais.

Proposicao 3.89. Sejam f,g: 1 — R fungdes continuas no intervalo I CR, a,bel ea € R.

(1) /:<f+a-g>=/abf+a-/abg.

b b
(2) Sea<be f(z)<glz) comx € [a,b], entdo/ F </ g.

(3) Integragdo por partes: se f,g forem derivdveis com derivadas f',g' continuas no intervalo
I, entao

b b
| 19 =1090) - f@g@ - [ 19
a a
Demonstragao. (1) Por virtude do (corolério do) TFCI, a linearidade da integral decorre da

linearidade da primitivacdo, vista no Corolério 3.79. (2) J& a monotonicidade decorre da li-
nearidade e da observacao seguinte: como m = 0 < (g — f)(z) com z € [a,b], a propriedade
b

caracteristica da integral garante que, também, 0 < / (9 — f). (3) Decorre da férmula cor-

respondente da integracdo por partes para primitivas dadas no Corolario 3.79, observando que
b
79|, = 10)90) - 1@)9(@). 0

Corolario 3.90. Sejam f: I — R uma funcdo continua no intervalo I CR e a,b € I tais que
a <b. Seja M € R tal que |f(x)] < M com z € [a,b]. Entdo

/abf </ab|f|<M-(b—a)-

Demonstragao. Basta observar que —|f(z)| < f(z) < |f(z)| e usar a proposic&o. O

A férmula da substitui¢do para integrais é a seguinte, em que geralmente convém denotar
com letras distintas as variaveis dos dois intervalos I e J envolvidos.

Proposicao 3.91. (Mudanga de varidveis) Se f : I — R € derivdvel com derivada f' continua
no intervalo I, se g : J — R € continua no intervalo J e se f(I) C J, entdo

b HO)
/ (gof)-f'= g.
a f(a)

Demonstracgado. Se G : J — R ¢ uma primitiva de g, entdo a RC dd (Go f) = (go f)- f' e,

portanto,
b

b ' ) f(b) Fb)
[won-r=@en| =¢ ()=/f() g
a a fla a
pelo TECI. O

Teorema 3.92. Sejam f : I — R uma funcao continua no intervalo I C R e a,b € I tais que

b
a<be f(z) =20 comx € [a,b)]. Entdo/ f=0se, esése, f(xr) =0 com x € [a,b].
a
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b
Demonstracao. Basta mostrar que f > 0 sempre que f(o) > 0 em algum ponto o € [a, b].

Suponhamos, pois, que f(o) > 0 em alagum ponto o € [a,b] e tomemos ¢ > 0 tal que f(o) > c.
Pela continuidade de f, a permanéncia do sinal garante que m = ¢ < f(x) com z € [a,]]
suficientemente préximo de o. No caso em que o € (a,b], tomamos § > 0 tal que m =c¢ < f (x)
com x € [0 — §,0] C [a,b] e, pelas propriedades caracteristicas da integral, decorre que

/abfz/:4“,/;5”/:0/0;]‘2c-5>o.

No caso em que o € [a,b), tomamos § > 0 tal que m = ¢ < f(z) com z € [0,0 + 8] C [a,b] e
procedemos analogamente. O

Exercicios 3.4

3.4.1. Sejam f : I — R uma funcéo continua no intervalo I C Re a,b € I tais que a < b. Mostre
que a primitiva F : [a,b] — R de f, definida por F(z) = fax f. é lipschitziana. (Ver Exercicios
3.1.36 e 3.2.29.)

3.4.2. Sejam f : I — R uma fungdo continua e g : I — R uma funciio mondtona derivével com
derivada continua no intervalo I C R. Dados a,b € I, mostre que existe ¢ entre a e b tal que

/abg-fzg(a)-/acf+g(b)-/cbf-

Essa afirmagdo é conhecida como o segundo teorema do valor médio da integral, ou teorema de
Bonnet. Observe que, no caso g(x) = constante, essa afirmacao é vélida em cada ¢, sendo a
propriedade (2) da aditividade da integral.

(Sugestdo: use integracdo por partes e depois, na integral resultante, o exercicio anterior.)

3.4.3. Sejam f,g : I — R duas fungdes continuas no intervalo I C R e a,b € I tais que a < b.
Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz, dada por

Lo <[ (L]

(Sugestdo: considere o polinémio de segundo grau néo negativo p(z) = | ab [z f+ g]2dt.)

3.4.4. Sejam f, g : I — R duas fungdes continuas no intervalo I C Re a,b € I tais que g(x) > 0,
qualquer que seja = entre a e b. Mostre que existe ¢ entre a e b tal que

/abf-ng(C)-/abg-

(Sugestdo: como g(z) é ndo negativo, m < f(z) < M implica mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z).) No
caso em que g(z) > 0 em algum z € [a,b], podemos interpretar

J"(C)=/abf~g//abg

como a média ponderada de f com peso g em [a,b]. Esse resultado costuma ser denominado
primeiro teorema do valor médio da Integral. Mostre que a afirmacdo da Proposicao 3.83 é um
caso particular desse teorema, com g(z) = constante.
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3.4.5. Sejam f : I — R uma fungdo continua no intervalo I C R e g : J — R uma funcao
derivével no intervalo J C R e tal que g(J) C I. Fixado a € I, mostre que é derivavel a funcéo

h:J — R, definida por
9(@)
)= [

com h'(z) = f(g9(x)) - ¢'(z) em cada x € J.

3.4.6. Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que, se f for impar, entao

a
f=0, emcadaa€eR

—a

e, se f for par, entao

a a
f:2/ f, em cada a € R.
—a 0

3.4.7. Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo T, ou seja, T' > 0 é tal que f(z + 1) =
f(z), com qualquer x € R.

(1) Mostre que se f for continua, com cada a € R vale

lﬁquiATf

(2) Mostre que se f for continua, com quaisquer a,b € R vale

b b+T
[i=] "+
a a+T
(3) Mostre que se f for derivével, dado qualquer ¢ > 0 existe algum ¢ € R tal que
fle+t) = fle)=t-f'(o),
ou seja, a reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)) volta a tocar o grafico de f no
ponto (c+t, f(c+1)).

3.4.8. Seja f : [1,+00) — R uma fungéo continua, positiva e ndo crescente. Mostre que, dado

n € N, vale
n+1

f(n+1)</ f < f(n).

n
Use indugao para mostrar que, qualquer que seja n € N, vale

n+1

n+1 n
IOHOEN MRS SHO!
k=2 1 k=1

3.4.9. Considere uma funcio f continua num intervalo (r,+00), com algum 7 > 0. Mostre que
se existir o limite quando z tende a +00 de alguma primitiva de f, entao esse limite existe com
qualquer primitiva de f. Suponha, agora, que f(z) > 0 com x > r e que g seja alguma primitiva
de f em (r,+00). Mostre que existe xgxfwg(x) se, e 86 se, a sequéncia (g(n)) converge.

(Sugestdo: o Exercicio 3.3.24 pode ser ttil.)

3.4.10. Seja f : [0,4+00) — R uma funcéo continua tal que exista hr_'I_l f(z). Mostre que o
T—rT00

limite da média de f em [0, z], quando x tende a +oo coincide com o limite de f quando z tende

a +oo, isto é, se lim f(z) = L, entéo
T—+00

. 1
lim -
T—+00 T

/Omf(t)dt:L.
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(Sugestao: Mostre que, qualquer que seja 0 < N < x, vale

/m [f(t)—L]dt:/xj'(t)dt—x-L+N-L,
N N

e estabeleca que

1 /® 1. 1 /c
5./0 f(t)dt—L_;/O f(t)dt+E/N FH)dt— L
N-L

1 Y 1 f®
=5/0 f(t)dt+;/N 76 - L)~ 2

Conclua o exercicio, lembrando que, pelo Exercicio 3.3.23, podemos tomar M > 0 tal que
|f(t)| < M, qualquer que seja x > 0.)

3.4.11. (Teste da Integral — TI) Seja f : [1,+00) — R uma funcdo continua, positiva e néo
crescente e denote f(k) = ug, com k € N. Mostre que a série numérica > uy converge se, e s6
se, com alguma primitiva g de f em [1,+00), existe

lim g(z).

T——+00
(Sugestdo: use os Exercicios 3.4.9 e 3.4.8.)

3.4.12. Usando o TI, mostre que as séries

1 1
2% ¢ Loy

convergem se, e so se, ¢ > 1.

Adendo: A Integral de Riemann

Neste apéndice, construimos a integral de Riemann de funcdes continuas em intervalos limitados
e fechados do dominio.

Daqui em diante, seja f : X — R uma fungao continua qualquer no intervalo X de R. Para
simplificar, passamos a utilizar ¢ como a varidvel independente de f. Fixemos, de uma vez por
todas, um intervalo [a,b] € X, com a < b, e os valores minimo m e méximo M de f em [a,b],
cortesia do Teorema 3.20 de Weierstrass: m < f(t) < M, com ¢ € [a, b].

Vi) 777744747/
mi —f
m:mz_,////% Ly = f()
a ¢ b t

Figura 3.19. Um ponto adicional ndo pode diminuir os minimos nem aumentar os miximos

Tomando um ponto ¢ € (a,b) arbitrério, obtemos dois subintervalos e o0 mesmo teorema de
Weierstrass fornece dois valores minimos m; e msy e dois valores maximos My e My de f nos
subintervalos [a, c] e [c, ], respectivamente. Os dois valores minimos néo sdo menores do que m
e os dois valores maximos néo sao maiores do que M, de modo que

m-(b—a)=m-(c—a)+m-(b—c)
<my-(c—a)+ma-(b—c)
<M -(ec—a)+My-(b—c) < M-(b—a).
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Generalizando de um para mais pontos intermediérios, convém dizer que uma cole¢ao finita
P = {to,t1,.. . tn—1,tn} de n+ 1 pontos é uma parti¢io do intervalo [a, b] se

a=t0<t1<t2<~--<tn,1<tn:b.
Tomando, com 1 < k < n, o valor minimo my, e o valor méximo My de f no subintervalo
[tk—1, k], Obtemos, com tp_1 <t < tg,

Figura 3.20. Uma soma inferior I(f,P)

A soma inferior e a soma superior de f em relagdo & particdo P de [a,b] s@o denotadas e
definidas, respectivamente, por

I(f,P)=> my - (tk —tr1)
k=1

S(f,P) = ZMk ) (tk - 7fk—l)'
k=1

Figura 3.21. Uma soma superior S(f,P)

Exemplo 3.93. Se v = v(¢) indica a velocidade de um objeto ao longo de um intervalo de
tempo [0, T, entdo cada parcela Umin - (tk — tk—1) € Umax - (tx —tx—1) das somas inferior e superior
tem a interpretacao de distancia percorrida, j& que essas velocidades sao constantes e

velocidade constante x tempo decorrido = distancia percorrida.
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Assim, tanto as somas inferiores da velocidade v de um ob jeto quanto as superiores representam
distancias percorridas pelo objeto. ©

Tomando a partigao Py = {a, b} de dois pontos, temos I(f,Po) =m-(b—a) < M- (b—a) =
S(f,Po) e, tomando a particio P; = {a,c,b} de trés pontos, vimos anteriormente o que pode
ser traduzido por

m-(b—a) <I(f,P1) < S(f,P1) < M- (b—a).

Repetindo aquele argumento — em que havia um ponto ¢ adicional no intervalo [a,b] — com
cada ponto adicional em cada subintervalo [ty_, t;] e observando que

n

Z(tk - tk~l) = tn = tO =h~— a,
k=1

podemos verificar (por indugéo) que, sempre,

by
al to t3 t4 tg Mk

Figura 3.22. A diferenga S(f,P) — I(f,P)

A diferenca entre as somas superior e inferior de f em relagio a uma particdo P é dada por

n

0<S(f,P) = I(f,P) = (M — my) - (t — te1)-
k=1

Lema 3.94. Dado qualquer € > 0, podemos escolher uma particio P de [a,b] tal que

Demonstragao. Pela Proposicao 3.24, as oscilagbes My — my de f nos intervalos [tg_1,tx]
podem ser controladas: dado qualquer £ > 0, podemos escolher r > 0 de tal modo que

0 < My — my = w(f, [te—1,t]) <

€
b—a’
em cada subintervalo [tx_1,x] de [a,b] tal que t; — tj_1 < 7.

Fixado, pois, € > 0, basta tomar r > 0 fornecido pela Proposicdo 3.24 e escolher uma
particdo P de [a, b] tal que ¢ — tr_1 < 7, qualquer que seja 1 < k < n, com a qual obtemos

n n

€
0< k_l(]VIk — )~ [ — th—] P— ;(tk —tg-1) =€

Uma tal particdo pode ser obtida tomando, por exemplo,

a=to<a+r=t1<---<at+(m—1r=t,—1 <t,=0b,
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onde n € N é o tdnico natural que satisfaz a + (n — 1)r < b < a + nr, pela propriedade
arquimediana. O

Nio sé as somas inferiores aumentam e as superiores diminuem sempre que passarmos de
uma dada particdo para uma outra que a contenha, mas até

m-(b—a) <I(f,Q) <S(f;R) < M- (b-a), (3.8)
quaisquer que sejam duas partigdes Q e R de [a,b], j& que sempre podemos comparar as somas
relativas as particdes @ e R com as somas relativas a particio Q UR, que contém ambas, e
observando que

I(f,Q) <I(f,QUR) < S(f,QUR) < S(f,R).
Assim, ndo s6 sdo limitados o conjunto de todas as somas inferiores e o de todas as somas

superiores de f em [a,b], mas nenhuma soma inferior é maior do que qualquer soma superior.
A integral inferior e a integral superior de f em [a,b] sdo denotadas e definidas por

I(f,[a,b]) = sup {I(f, Q) : Q é uma particdo de [a7b]}

S(f,[a,b]) = inf {S(f,R) : R é uma particéo de [a,d]},
respectivamente. Por (3.8), sempre temos I(f,[a,b]) < S(f,[a,b]) e, por virtude do Lema 3.94,
obtemos I(f,[a,b]) = S(f,[a,b]). (Ver Exercicio 1.4.22.) Destacamos esse resultado.

Teorema 3.95. Seja f : X — R uma fungdo continua. Dado qualquer intervalo [a,b] C X,

temos
I(f,[a, b)) = S(f,]a,b])-

Dizemos que esse valor comum das integrais inferior e superior é a integral de f em [a,b],

denotada por
b
Ik
a

Proposicao 3.96. A integral de uma fun¢do continua tem as propriedades de monotonicidade
I1 e aditividade I2.

Demonstracgao. Por (3.7), vale a propriedade I1. Para conferir a propriedade I2, observamos
que a adicdo de uma soma inferior de f em [a,c] com uma soma inferior de f em [c,b] é igual
a uma soma inferior de f em [a,b] e, reciprocamente, dada qualquer soma inferior de f em
[a,b], sempre podemos acrescentar o ponto ¢ & particdo e verificar que a soma inferior f em
[a,b] ndo é maior do que a adigdo da soma inferior de f em [a,c] com a soma inferior de f em
[c,b] induzidas pelas restrigdes da particdo a esses subintervalos. Isso nos permite concluir que
I(f,[a,c]) + I(f,[c,b]) = I(f,[a,b]), de modo que vale I2. (Ver Exercicio 1.4.21.) O



Capitulo 4

Sequéncias de Funcoes

4.1. Convergéncia Uniforme

Fixado um conjunto X C R, consideremos, com qualquer natural n, alguma funcéo f, : X — R.
Essas fungdes, todas de mesmo dominio X, constituem uma sequéncia de func¢ées de X, que
denotamos, como antes, no caso numérico, por ( f”)n N O, simplesmente, ( fn). As vezes, é
preferivel deixar n variar a partir de 0 ou, até, a partir de algum outro inteiro qualquer. No
que segue, o dominio de quase todos as nossas fungoes é igual a R mas, em geral, os dominios
das fungdes f, podem ser, possivelmente, distintos. Nesse caso, consideramos algum conjunto
X C R comum a todos os dominios e tratamos da sequéncia das restrigoes a X.

Fixado algum ponto ¢ € X, dizemos que uma sequéncia de funcdes ( fn> converge em o se

a sequéncia (fn(a)) = (fl(a), f2(0),..., fal0),...) das imagens de o pelas fungdes f, for uma

sequéncia numeérica convergente. Nesse caso, dizemos que ( fn) converge em o para lim f,(o).
n—oo

n—oo "

(

Figura 4.1. A sequéncia de fungdes (fn) converge em o

Dado um subconjunto D C X, dizemos que uma sequéncia ( fn) de funcbes converge sim-
plesmente em D ou, entdo, pontualmente em D, se (fn) converge em cada ponto de D. Nesse
caso, obtemos uma nova funcéo f : D — R, definida, em cada z € D fixado, por

f(z) = lim fy(z),
n—oo
dizemos que a sequéncia ( fn) converge simplesmente para f em D e escrevemos f, — f em
D. Pela unicidade do limite de sequéncias numéricas, é claro que dada qualquer sequéncia (f,)

187
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o . s . s ~ S
de funcdes e qualquer D C X, existe, no maximo, uma tnica funcao f : D — R tal que f, — f
em D; essa funcdo é denominada funcdo limite da sequéncia de fungées, ou simplesmente limite.
O conjunto de todos os pontos em que uma sequéncia de fungdes converge é denominado
dominio de convergéncia da sequéncia, sendo, portanto, o maior subconjunto de X em que a
sequéncia converge simplesmente. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1. A partir de funcdes periédicas podemos definir vérias sequéncias de fungées por

meio de variacdes na amplitude e na frequéncia. Tomando X = R e a fungéo seno fp(z) = senz,

por exemplo, podemos manter a frequéncia e diminuir a amplitude, como na sequéncia definida
i

por fn(z) = = senz, ou manter a amplitude e aumentar a frequéncia, como na sequéncia dada

por fn(z) = sen(nz).

fo f1

f2 f3 /g o

}’W

Figura 4.2. A sequéncia definida por fn(z) = 27" sen(2"z) converge a zero em R

Também podemos juntar esses comportamentos definindo fy,(x) = 27" sen(2"x), com o que
cada funcdo f,41 tem a metade da amplitude e o dobro da frequéncia da funcéo f, anterior.
(Ver Figura 4.2.) Como |senz| < 1, obtemos |f,(z)| = [27"sen(2"z)| < 27" — 0, qualquer
que seja z, de modo que f, —~50emR. ®

Exemplo 4.2. Uma versdo “retificada” da fungéo seno é dada pela fungao serra s : R — R,
definida por s(z) = |z — 2m|, em cada x do intervalo [2m —1,2m + 1], com m € Z. Desse modo,
o gréfico do valor absoluto s(z) = |z| em —1 < z < 1 se repete a cada intervalo de comprimento
2, sendo s uma fungdo continua, limitada, par e periédica de periodo 2, nula em cada inteiro
par e valendo 1 em cada impar.

Figura 4.3. A sequéncia definida por fn(z) = 27" s(2"z) converge a zero em R

Definindo f,(z) = 27"s(2"x), novamente cada funcéo f,41 tem a metade da amplitude e
o dobro da frequéncia da funcao f, anterior. (Ver Figura 4.3.) Como 0 < s(z) < 1, obtemos
0 < fa(z) €27 — 0, qualquer que seja z, de modo que f, —~,0emR. ®

Nos dois exemplos precedentes, cada fungio f, da sequéncia é uma funcio continua em R e
a funcao limite f dessa sequéncia também é continua em seu dominio. Em particular, temos a
comutatividade dos limites

lim [ 121100 fn(xm)} = f(U) =

n—oo Lm

m [ lim fn(a:m)] , (4.1)

li
m—0o0 n—oo
com qualquer sequéncia (z,,) convergente a algum ponto ¢ do dominio de convergéncia dessa
sequéncia de fungdes. (Ver Exercicio 4.1.2.)
No entanto, é perfeitamente possivel que a continuidade de todas as fungdes de uma sequén-
cia ndo seja transferida para a fungéo limite. Vejamos um exemplo disso.
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Exemplo 4.3. Tomando X =R e a funcfo arco tangente, definamos f,(z) = arctg(2"z), com
z € R e n € N. Sabemos que arctg(l) = {7, portanto, f, atinge o valor %77 jAemx =2""e¢
néo ¢ dificil ver que f, = f em R, em que f é a funcio dada por f(0) =0, f(z) = -7 com
z<0eflz)= %w com x > 0. (Ver Figura 4.4.) Uma versdo “retificada” dessa sequéncia pode

fs fo f1 fo

R

—7/2

Figura 4.4. A sequéncia definida por fn(x) = arctg(2"x)
ser obtida definindo f, : R — R por

-1, se acg—%,
fal@) = nz, se |a| <L,
1, se 1‘2%,

ef:R—-Rpor f(z) =-1,se x <0, f(0) =0e f(z) =1, se z > 0. Entdo f,(z) — f(z),

1+

fo /' f1

Figura 4.5. Os gréficos das fungdes fn(z) com 1 < n <7

qualquer que seja x € R fixado, isto é, f, — f em R. Observe que a funcéo limite f dessa

sequéncia de fungoes continuas é a fungao descontinua fy do Exemplo 3.5. (Ver Figura 4.5.)
Nesse caso néo vale a afirmacdo (4.1) com qualquer sequéncia (z,,) convergente. Por exem-

plo,

lim [ lim fn(:rm)} = lim [f(zm)] = lim 1=1,

m—0o0 LN—00 m—o0 m—0o0

lim | lim fn(azm)} = lim [fn(o)] = £(0) =0,

n—oo l: m—0o0

qualquer que seja a sequéncia nula (z,,) de (0, 400). ®
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Até o inicio do século XIX, essa possibilidade de uma sequéncia de funcoes continuas ter por
limite uma funcdo que nao fosse continua, como no Exemplo 4.3, sequer era considerada possivel
pelos matematicos, existindo registros de conclusoes precipitadas a esse respeito por parte de
matematicos do nivel de Cauchy. Foi sé em 1826 que Abel apresentou um primeiro exemplo
desse fenémeno, no contexto de séries de Fourier.

J4 na segunda metade do século XIX, Weierstrass consagrou o conceito mais exigente de
convergéncia uniforme, com a qual a continuidade é herdada pela fungao limite. Vejamos esse
conceito.

Observe que, no exemplo precedente, embora os gréficos das fungoes fr, tendam pontualmente
ao gréfico da fungao limite f, néo o fazem da maneira uniforme como os graficos das fungoes dos
dois primeiros exemplos. De fato, naqueles Exemplos 4.1 e 4.2 observamos que | f,(z)| < 27"
com z € R, de modo que a proximidade entre f,(z) e f(z) depende sé do indice n da sequéncia,
mas néo de z.

No caso das funcdes do Exemplo 4.3, a proximidade entre f,(z) e f(z) depende néo sé do
fndice n da sequéncia, mas também de z # 0 pois, exceto pela origem, em que todas as f, e
f coincidem, por maior que tomemos n, nunca ocorre que o grafico inteiro de f, esteja a uma
distancia bem pequena do grafico de f. Por exemplo, com 0 < x < 515 obtemos

[fale) = f@)l =z =1 =1-nz>1-3=3,

ou seja, o grafico de f,, com n fixado, jamais fica a menos do que %, em toda semirreta z > 0, do
grafico da fungao limite f. Isso ocorre porque a continuidade de f, obriga o grafico a “percorrer”
todo o caminho de —1 para 1 em virtude da PVI e, com isso, se afasta do grafico descontinuo
de f que, simplesmente, “pula” entre 0 e %1.

D

Figura 4.6. A distancia vertical u(fn, — f, D) entre os gréficos de fn e f é menor do que ¢

Para caracterizar uma uniformidade na convergéncia de todas as sequéncias ( fn(ac)), com
qualquer x € D, convém introduzir uma espécie de distancia entre as funcgdes f, e f ou, mais
geometricamente, entre os graficos dessas fungoes.

Dados uma sequéncia (f,) de fungdes de dominio comum X C R e um conjunto D C X
qualquer, dizemos que a sequéncia ( fn) converge uniformemente em D se existir alguma funcao
f : D — R tal que seja nula a sequéncia numérica (u,) definida, com qualquer n € N, pelo
supremo da distancia vertical entre os gréaficos de f, e f em D, ou seja,

pin = pin(D) = p(fn — £, D) = sup {|fa(z) — f(2)| : z € D}.
Isso significa que todas as funcoes f, — f s@o limitadas em D e, uma vez fornecido um nimero
real positivo € > 0 qualquer, por menor que seja, vale i, < & com nsG. Em outras palavras, a
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partir de algum indice, os graficos das fungoes £, estdo totalmente dentro de faixas “horizontais”
de largura vertical arbitrariamente pequena centradas no gréfico de f, ou seja, dado € > 0, vale

f(x) —e < fu(z) < fz) +¢
com quaisquer z € D en > N, em que N = N(¢) (geralmente) depende de &, mas néo pode
depender de x € D. (Ver Figura 4.6.)
Em particular, da convergéncia uniforme decorre, como era de se esperar, a convergéncia

simples e, pela unicidade do limite desta, novamente é tinica a funcéo limite da convergéncia
uniforme. Se ( fn) convergir uniformemente em D e f: D — R for a funcdo limite, dizemos que

a sequéncia (fn) converge uniformemente para f em D e escrevemos f, — f em D.

Quando todas as fungoes da sequéncia e a fungao limite forem continuas e D for um intervalo
fechado e limitado, o Teorema 3.20 de Weierstrass garante que u( =1 D) é igual ao méximo
da fungao continua |f, — f| em D. Assim, para mostrar que f, — f em D, devemos mostrar
que o méximo de | f,(z) — f(x)], com z € D, define uma sequéncia nula. Em particular, f, — 0
em D significa que o méximo dos valores |f,(z)], com x € D, define uma sequéncia nula.

Exemplo 4.4. E imediato verificar que as sequéncias ( fn) dos Exemplos 4.1 e 4.2 convergem
uniformemente & fungéo nula em R pois, em ambos os casos,

0K = sup{|fn(a:)| H= R} 2"

e, portanto, pelo critério do confronto, (u,) é uma sequéncia nula. Assim, f, — 0 em R. (Ver
Figuras 4.2 e 4.3.) ©

Exemplo 4.5. A sequéncia ( fn) do Exemplo 4.3 converge simplesmente em R, mas nao unifor-
memente. De fato, como f,,(z) = f(z) em z =0 e cada z € R com |z| > 1, é imediato verificar
que

pin(R) = sup {|fn(z) — f(z)| : 0<z < L} =sup{l-nz:0<z< i} =1

Assim, p,(R) néo define uma sequéncia nula, ou seja, a sequéncia ( fn) nao converge unifor-
memente em R. (Ver Figura 4.5.) Tampouco essa sequéncia ( fn) converge uniformemente em
R — {0}, (0,400) ou em (—0o0,0), pois, em cada um desses conjuntos, também temos p, = 1.
Além disso, essa sequéncia néo converge uniformemente em qualquer intervalo cujo fecho conte-
nha a origem. (Ver Exercicio 4.1.8.)

No entanto, a convergéncia é uniforme em qualquer conjunto “longe” da origem, ou seja, do
qual a origem nao seja um ponto de acumulagio, por exemplo, em R — (—7,7), com r > 0. De
fato,
sup {|fn(z) = f(@)] : |2] 27} =sup {1 -1: 2| > 7} =0,

. O}

un(R — (-, r)) =

com qualquer natural n > %

Decorre da Proposi¢ao 2.31 que a combinacéo linear e o produto de sequéncias de fungdes

simplesmente convergentes convergem simplesmente para a combinagdo linear e o produto das
fungdes limite, respectivamente.

Da mesma forma, néo é dificil conferir que a combinacdo linear de sequéncias de fungdes
uniformemente convergentes converge uniformemente para a combinacdo linear das fungdes li-
mite. Em particular, temos que f, — f em D equivale a f, — f — 0 em D. No entanto, nada
garante que o produto de sequéncias de fun¢des uniformemente convergentes convirja uniforme-
mente para o produto das fungdes limite. (Ver Exercicio 4.1.5.)

No Exemplo 4.3, cada fungdo da sequéncia é continua em R, mas a fungfo limite dessa
sequéncia é descontinua. Com a convergéncia uniforme, isso ndo pode ocorrer, como segue do
nosso primeiro resultado.
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Proposicao 4.6. Seja (fn) uma sequéncia de funcdes que converge uniformemente em D C R.
Se cada f, for continua (em o € D), entdo a funcdo limite € continua (em o).

Demonstracao. Vamos supor que f ndo seja continua em algum ponto de D e mostrar que, se
fn — f em D, entdo existe N arbitrariamente grande com fx descontinua em algum ponto.
Fixado ¢ € D, vamos supor que f ndo seja continua em o, de modo que, pelo Exercicio 3.1.8,
existem ey > 0 e uma sequéncia (z,) de D que converge a o, mas tal que |f(z,) — f(0)| > €o,
qualquer que seja n € N.

Como f, — f em D, temos (u,) nula e, como &; = %50 > 0, podemos escolher N € N
suficientemente grande tal que u(fx — f, D) < €1, de modo que obtemos |fy(z) — f(z)]| < &1
com qualquer z € D. Mostremos que fy nao é continua em o.

Se fy fosse continua em o, pela convergéncia z, — o poderiamos escolher p € N tal que
|fn(zp) — fn(o)| < €1, mas entdo terfamos

eo < |f(zp) = F()| < |f(mp) — f(@p)l + | fn(@p) = fn(0) + [ fn(0) — f(o)] < 3e1 = &0,

o que é uma impossibilidade. Logo fn néo é continua em o. (I

Dessa forma, a continuidade da funcéo limite de uma sequéncia uniformemente convergente
é herdada da continuidade de cada funcio da sequéncia, o que se configura como um bom
teste para a convergéncia nao uniforme: as sequéncias do Exemplo 4.3 realmente ndo poderiam
convergir uniformemente em R, pois cada funcdo da sequéncia é continua, enquanto que a fun-
¢ao limite ndo é continua (em 0). No entanto, esse argumento ndo prova que a convergéncia
ndo possa ser uniforme em (—oo,0) ou em (0,+00), pois a funcdo limite identicamente nula é
continua nesses intervalos.

Durante quase toda a segunda metade do século XIX nao se sabia se uma funcao continua po-
deria ser o limite de uma sequéncia de fungdes continuas que nao convergisse uniformemente, até
que Cantor apresentou, em 1880, um primeiro exemplo de uma sequéncia de funcoes continuas
simplesmente, mas ndo uniformemente, convergente a uma fun¢ao continua. Vejamos um exem-
plo desse fendmeno.

Exemplo 4.7. Tomando X = R, definamos f,,(z) = n?(1 — 2)2™ com n € N e x € R. Clara-
mente, fr(z) se anulaem z =0ex =1 e f,(—1) = (—1)"2n? diverge oscilando a Fo00. Qualquer
que seja z € (—1,1), temos 0 < |z| < v/|z| < 1, de modo que (ver Exemplo 2.16)

n?fal = [n(v/Ia)"]* — 02 =0

e, portanto, a sequéncia numérica ( fn(:z)) ¢ nula. Por outro lado, se |z| > 1, a sequéncia
| fr(z)| diverge a co. Assim, o dominio de convergéncia dessa sequéncia de fungoes é o intervalo
D=(-1,1] e f == 0 em (—1,1].
No entanto, essa sequéncia ( fn) nao converge uniformemente a fun¢éo nula em (—1, 1], nem
m (—1,1). De fato, como cada f, é uma fungo continua em R e f,(—1) = (—1)"2n?, temos
(ver Exercicio 3.1.18)

/in((_la 1)) = .Un((_la 1]) = Nn([_L 1]) 2 |fa(=1)] = 2n® — +o0.

S 3
Entretanto, f, — 0 em (—1,1] e poderfamos esperar que, como no Exemplo 4.5, resultasse
convergéncia uniforme & fungéo nula se cortassemos o dominio de convergéncia a direita de —1,
ponto em que parece residir o impedimento a convergéncia uniforme.

Ocorre que tampouco fp, — 0 em [—r,1], com 0 < r < 1. De fato, cada f,(z) = n*(1—z)2"
é uma fungao derivavel, com

flr)=0 < n22"=n?(1-2)n2™! < z=00un=(n+1)-z,

n
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sendo que o critico x = n/(n + 1) pertence ao intervalo [-r,1] e

P/t ) = (B (DR

Assim, pp([~7,1]) > fo(n/(n 4+ 1)) — 400, de modo que a sequéncia (fn) ndo converge
uniformemente & fungéo nula em [—r,1]. (Ver Figura 4.7 e Exemplo 3.48.)

Pelo Teorema 3.46 de Fermat, o valor extremo da funcio derivdvel f, num intervalo fechado
€ o valor dessa fungdo num ponto critico ou numa extremidade desse intervalo. Como os criticos

z =n/(n+1) de f, tendem a 1 com n — 400, vemos que, para garantir a convergéncia uniforme,
precisamos cortar o dominio de convergéncia também & esquerda de 1.

fo(z) =n2(1 — )z
\ / fn—=0 em (-1,1]
/)
} J T ]
-1 0 1

Figura 4.7. O valor extremo u(fn,[0,1]) de fn em [0, 1] diverge a +co

De fato, mostremos que f, — 0 em [—7, 7], com qualquer 0 < r < 1. Como a origem é o
unico ponto critico da funcdo derivével f, em [—r, 7], com nsG, os valores méximo e minimo
absolutos da funcéo f, s@o atingidos nesse critico ou nas extremidades —r e r desse intervalo;
mas, f,(0) =0, de modo que

0< Mn([_ra 7']) < maX{[fn(_T)L ‘fn(r)” — 0,

jé que a convergéncia simples garante que ambas as sequéncias ( fn(—r)) e ( fn(r)) sdo nulas. Pelo
critério do confronto, concluimos que un([—r, r]) define uma sequéncia nula, ou seja, obtemos
fn — 0 em [—r,7]. ®

A sequéncia de fungdes do exemplo precedente é uma sequéncia de funcoes continuas em R
que converge simplesmente & funcéo continua nula em [0,1], mas

1 ] . n2 k B 1

onde usamos a primitiva obtida no Exemplo 3.86.

Assim, vemos que, no caso de convergéncia simples, nao vale o resultado andlogo a (4.1) para
integrais, a saber, que a integral do limite é o limite das integrais. No entanto, isso ¢ garantido
pela convergéncia uniforme, como segue.
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Proposicao 4.8. Seja (fn) uma sequéncia de funcgdes continuas que converge uniformemente
em D CR. Se [a,b] C D, entdo

b b
/ lim f, = lim T, -

i
a n—oo n—oo a

Demonstragao. Denotemos por f a fungdo limite da sequéncia ( fn) em D e fixemos a < b,
com [a,b] € D. Dado € > 0, a convergéncia uniforme garante que u, < €, com nsG, ou seja,
podemos escolher algum N € N tal que, quaisquer que sejam z € D e n € N, vale

n> N=|fao(z) = f(2)| < pn <&/(b-a).

Suponha que cada f,, seja continua; pela Proposicéo 4.6, f também é continua e, pela linearidade
e monotonicidade da integral (Proposi¢ao 3.89 e Corolario 3.90), dado n > IV, temos

- [y a-til< [ 10— 1< -
a a a i b—a

Como isso é valido com qualquer & > 0, estabelecemos que a sequéncia numérica das integrais
de f,, em [a,b] converge & integral de f em [a,b]. O

(b—a)==¢.

Dessa forma, as integrais da funcfo limite de uma sequéncia uniformemente convergente sao
herdadas das integrais de cada fungio da sequéncia, o que se configura como mais um bom
teste para a convergéncia nao uniforme. Vemos, por exemplo, que a sequéncia das fungdes do
Exemplo 4.7 nem podia convergir uniformemente & funcéo nula em [0, 1], em virtude de (4.2).

Vejamos, agora, a versao de (4.1) para as derivadas. Queremos um resultado que nos garanta
que a derivada do limite de uma sequéncia de funcoes derivaveis exista e seja igual ao limite das
derivadas das fungbes da sequéncia, isto é,

£ (lim fo(2)) = lim £ fu(2). (4.3)

Que a convergéncia uniforme das fungdes nao é suficiente para garantir isso pode ser observado na
sequéncia do Exemplo 4.1, em que a fungdo f,(z) = 27" sen(2"z) tem derivada f,(z) = cos(2"x)
e, portanto, a sequéncia das derivadas nao converge a derivada identicamente nula da funcao
limite. Tampouco basta que a sequéncia das fungdes derivadas convirja uniformemente, como
pode ser observado na sequéncia de fungdes constantes definidas por fp(z) = n, de dominio de
convergéncia vazio, com derivadas identicamente nulas uniformemente convergentes.

Para garantir (4.3) e evitar os problemas desses dois exemplos, basta exigir que, simultanea-
mente, a sequéncia das fungdes convirja simplesmente e a das derivadas convirja uniformemente,
como segue. Para simplificar a prova, exigimos a continuidade das derivadas.

Proposicao 4.9. Seja (fn) uma sequéncia de fungoes derivdveis num intervalo I tais que cada

fungdo derivada f! é continua em I. Se f, — f em I e se f, =5 g em I, entdo f é derivdvel
em I, com f' = g, ou seja, vale (4.3) em cada z € I.

Demonstracao. Fixemos a € I. As hipdteses, a Proposicdo 4.8 e o TFCII (Teorema 3.88)
garantem que, em cada z € I, vale

[o=tm [ fi= im[h(e) = fale)) = 1) - (a)

n—oo
Agora o TFCI (Teorema 3.84) garante que f é derivével, com f'(z) = g(z) em cadaz € I. O

Para uso futuro, destacamos a versao para sequéncias de fungdes do critério de Cauchy, que
é uma maneira muito conveniente de verificar a convergéncia uniforme de uma sequéncia de

funcdes sem necessidade de conhecer a funcgéo limite.



Exercicios 4.1 195

Proposigao 4.10. (Critério de Cauchy) Uma sequéncia (fn) de funcdes de X converge unifor-
memente em D C X se, e s6 se, dado qualquer niimero real positivo € > 0, por menor que seja,
existir N € N tal que

|fn(z) = frep(@)| <&, quaisquer que sejamn > N, peN ez € D. (4.4)

Demonstragao. Digamos que f, — f em D. Dado ¢ > 0, temos u, < %6 com nsG, portanto,

| fn(z) — fn—f—p(x)[ < | falz) — f@)|+|f(z) - fn+p(x)| < pn F fintp <€,
quaisquer que sejam p € N, z € D e nsG, ou seja, vale a condicio dada em (4.4).

Reciprocamente, suponhamos que valha essa condicio de Cauchy. Fixado € > 0, tomamos
N € N tal que
|fa(@) = frip(2)| < 36,
com quaisquer n > N, p € Ne z € D. Fixado = € D, decorre que a sequéncia numérica ( fk(x))
é de Cauchy, portanto convergente; denotando f(z) = klirr;o fr(x), obtemos que f, = f em D.

Mostremos que f, — f em D.Dadosn> Nez € D, a continuidade da funcao valor absoluto
garante que

|fn(z) = f(2)] = 0 [fa(2) = faap(2)] < S5,

portanto, p, <& com n > N. Como isso é valido com qualquer € > 0, estabelecemos que (i) é
uma sequéncia nula, ou seja, f, — f em D. O

Exercicios 4.1

4.1.1. Sejam ( fn) uma sequéncia de fungdes de D e f alguma funcao definida em D. Demonstre
as equivaléncias

o= fem D < (Yz € D)(Ve > 0)(3AN e N)(Vn e N)[n > N = |fn(z) — f(z)| < €]

fo—— fem D < (Ve >0)(3N € N)(Vn € N)(Vz € D)[n > N = |f,(z) — f(z)| < €].

Isso mostra que, em termos de linguagem formal, a diferenca entre os dois tipos de convergéncia
de fungoes é bastante sutil.

4.1.2. Suponha que f, —~ f em D e que f e cada f, sejam continuas num ponto o € D.
Mostre que vale (4.1) com qualquer sequéncia (z,,) de D convergente a o.

4.1.3. Seja ( fn) uma sequéncia de funcdes de D tal que f,, — f em D. Mostre que f, é uma
funcao limitada, com nsG, se, e s6 se, f é uma funcéo limitada. Mostre que esse resultado é
falso com convergéncia simples, dando um exemplo de uma sequéncia de fungdes limitadas que
converge simplesmente em D a uma funcao ilimitada e de uma sequéncia de fungoes ilimitadas
que converge simplesmente em D a uma funcéo limitada.

4.1.4. Seja (p,) uma sequéncia de fungdes polinomiais. Mostre que se (p,) convergir unifor-
memente em R, entdo todos os polinémios p, tém o mesmo grau com nsG. Mostre que se (pp)
convergir uniformemente em R, entdo a funcdo limite é uma fung@o polinomial.

4.1.5. Mostre que a combinagdo linear de sequéncias uniformemente convergentes é uniforme-
mente convergente, ou seja, mostre que se f, — f € gn, — g em D, entdo a fp+08g, — af+0Gg
em D. Mostre que resultado andlogo nao vale com o produto de sequéncias. Por exemplo, defina
f(@) = fao(z) =z, gu(z) =1/n e g(z) = 0, com quaisquer n € N e z € R. Mostre que f, — f

e gn — g em R, mas f,g, — fg em R é falso.
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4.1.6. Mostre que se fr, — f e gn — g em D, entdo fngn 5 fg em D, sempre que f e
g forem funcdes limitadas. Defina f(z) = fu(z) = z, go(z) = 1/n e g(z) = 0, com quaisquer
n € Ne z € R, e mostre que frgn = fgem [—7,7], com qualquer r > 0 fixado.

4.1.7. Seja o € D um ponto de acumulagao de D e suponha que f, s fem D—{o}, sendo f
e cada f, funcdes continuas em o € D. Mostre que f, — f em D. Dé um exemplo mostrando
que esse resultado é falso se o for um ponto isolado de D.

4.1.8. Sejam I C J intervalos. Mostre que f, —, f em J implica f, — f em I. Mostre que,

reciprocamente, f, — f em I implica f, 5 fem J se f e todas as funcdes f,, forem continuas
em J e J estiver contido no fecho de I.

4.1.9. Mostre que a sequéncia ( fn) do Exemplo 4.5 ndo converge uniformemente em qualquer
intervalo cujo fecho contenha a origem.

4.1.10. Até aqui, a sequéncia geométrica foi tratada como uma sequéncia numeérica a um pa-
rdmetro, a saber, a razdo. Essa razao, interpretada como uma varidvel, é o que faz dela uma
sequéncia de fungoes. Defina f,(z) = z", quaisquer que sejam =z € R e n € N. Mostre que
o dominio de convergéncia dessa sequéncia de fungdes polinomiais é o intervalo D = (—1,1].
Denote por f : (—1,1] — R a fungdo limite da sequéncia geométrica (f,). Mostre que essa
funcéo é descontinua. Mostre que a afirmagao (4.1) é falsa com qualquer sequéncia (z,,) de
(=1,1) convergente a 1. Mostre que, com qualquer 0 < |z| < 1, vale | f(z) — f(z)| < 5 se, e 86
log%

se, n > m

Figura 4.8. Os graficos das fungdes fn(z) = 2" com |z|<1lel<n< 1l

Mostre que a sequéncia ( fn) nao converge uniformemente em (—1,1). Mostre que a sequéncia
( fn) converge uniformemente em qualquer intervalo do tipo [—7,7], com 0 < r < 1 fixado.

4.1.11. Encontre o dominio de convergéncia D da sequéncia de fungdes obtida com a funcéo
dada. Verifique que D néo contém intervalo algum. Verifique se, fora de D, a divergéncia é
oscilante finita, oscilante infinita, crescente a infinito ou decrescente a infinito.

(1) falx) =nz(l—z); () fale) =na’(1-2);  (3) falz) =na®(1 - 2°);
(4) falz) = n2z(1 — 2™); (5) fn(z) = n?22(1 — 2™); (6) fn(z) = n222(1 — z™)2.
4.1.12. Obtenha o dominio de convergéncia da sequéncia de funcdes continuas definidas por

fnlz) = cos™(mz), com quaisquer n € N e x € R. Mostre que f, -5 0 em R — Z. Encontre
algum intervalo em que a convergéncia seja uniforme.
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4.1.13. Encontre o dominio de convergéncia D da sequéncia de fun¢des obtida com a fungéo
dada. Mostre que D contém o intervalo (—1,1). Calcule tn (D) e verifique se a convergéncia
¢ uniforme em D. Caso contrério, obtenha algum conjunto (o maior possivel?) em que a con-
vergéncia da sequéncia seja uniforme.

(1) falz) =na®™  (2) falz) =2"1 =2");  (3) fa(z) = nz™(1 — &™);
() falm) = n2$”(1 —a"); (5) folz) = nz(l —z3)"; (6) fn(z) = nz?(1 — :UQ)".

4.1.14. Mostre que a sequéncia de fungdes obtida com a funcio dada converge uniformemente
a0emR.

_ sen®(nz) \_ 2—2cos(nz) _ sen(nx)

(1) fa(z) = —\/ﬁ i (2) falz) = T, (3) falz) = m,
o) = 1/n ' o cos(nzx) o) = sen(nz)

@ 50 = Ty O AE@=T0 @ e =2

4.1.15. Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias nulas. Mostre que a sequéncia de funcdes definidas

por fn(z) = @ cos(nx)+ by, sen(nz), com quaisquer n € N e z € R, é uniformemente convergente
a0emR.

nx

4.1.16. Mostre que a sequéncia de fungdes definidas por f,(x) , com quaisquer

14+ n222logn
n € N ez € R, é uniformemente convergente a 0 em R.

4.1.17. Mostre que a sequéncia de fungdes definidas por f,(z) = % sen(nmz), com quaisquer

n € N ez € R, é uniformemente convergente a 0 em R. Mostre que 0 é o tinico nimero racional
do dominio de convergéncia da sequéncia (f,,) das derivadas. Encontre algum z € R com o qual
nao valha a afirmacéo (4.3).

4.1.18. Defina f, : R — R por fp(z) =nz,se 0 <z < 1/n, fo(z) =2—nz,se 1/n < 2 < 2/n,
e fn(z) = 0, nos demais casos. Esboce o grafico de f, e mostre que f, — 0 em R. Mostre que

lim f; fn — 0, qualquer que seja o intervalo [a, b]. Mostre que ( fn) nao converge uniformemente
em qualquer intervalo que contenha a origem. (Ver Exercicio 3.1.5.)

4.1.19. Defina f, : [0,400) — R por fp(z) = (1 —n)z+1,5e 0 < = < 1/n, e fo(x) = 1/n%x,
se x > 1/n. Esboce o gréfico de f, e mostre que f, — 0 em (0,400). Mostre que (f,) nio
converge uniformemente em (0, +0c), mas que f, — 0 em [r, +-00), com qualquer 0 < 7 fixado.

4.1.20. Considere f,(x) = z"/(1 + 2™), com quaisquer n € N e z > 0. Mostre que f, — f,
sendo f : [0,400) — R dada por f(z) = 0, com 0 < z < 1, f(1) = % e f(z) = 1, com
x > 1. Mostre que ( fn) nio converge uniformemente em [0, +00). Mostre que f, — 0 em
0,1 —r]U[l+r,+0o0), qualquer que seja 0 < r < 1 fixado

4.1.21. Seja (u,) uma sequéncia de termos positivos que diverge a +oc0. Fixado b > 1, defina
fn(z) = b7, com quaisquer n € N e z € R. Mostre que D = [0,+00) é o dominio de
convergéncia da sequéncia ( fn). Mostre que ( fn) nao converge uniformemente em [0, +00), nem

em (0,+00). Mostre que f, — 0 em [r, +00), qualquer que seja r > 0 fixado.

4.1.22. Considere f,(z) = e™*1°6" Jogn, com quaisquer n € N e € R. Mostre que o dominio
de convergéncia da sequéncia (f,) é D = (0, +00). Mostre que (f,) ndo converge uniformemente

em (0, +00). Mostre que f,, — 0 em [r, +00), qualquer que seja > 0 fixado.
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4.1.23. Encontre o dominio de convergéncia D da sequéncia de fun¢des obtida com a fungao
dada. Calcule u,(D) e verifique se a convergéncia é uniforme em D. Caso contrério, obtenha
algum conjunto (o maior possivel?) em que a convergéncia da sequéncia seja uniforme.

n

1 . z T
(1) fulz) = Tt (2) falz) = T a2’ (3) fu(z) = pewe-t
@ f(e) = s ) fale) = s (6) Fal@) = T

4.1.24. Suponha que f, — f em D e que cada f, seja continua num certo ponto o € D fixado.
Use a afirmacao

|f(@) = ()| <|f(2) = fn(@)] + | fn(@) = (o) + N (o) — flo)]
decorrente da desigualdade triangular e a defini¢do alternativa de continuidade para mostrar
que f é continua em o obtendo, dessa forma, uma demonstragao direta da Proposigao 4.6.

Figura 4.9. Uma demonstragdo de 3¢

Assim como a demonstracao dada a p. 192, esse tipo de argumento é conhecido como uma
“demonstracao de 3¢”.

4.1.25. Seja ( fn) uma sequéncia de fungdes que converge uniformemente a uma funcéo f nalgum
intervalo. Mostre que se cada f, for uniformemente continua, entdo f é uniformemente continua.

(Sugestdo: use uma demonstragéo de 3¢, como no exercicio precedente.)

4.1.26. Seja ( fn) uma sequéncia de fungdes derivaveis num intervalo I tais que cada funcao
derivada f] é continua em I. Mostre que se a sequéncia numeérica ( fn(a)) for convergente em

algum o € I fixado e se f? —= g em I, entdo a sequéncia (f,) converge simplesmente em I. (Da
Proposicéo 4.9 decorre, entdo, que a fungdo limite é derivavel e é uma primitiva de g em I.)

4.1.27. Seja ( fn) uma sequéncia de funcdes derivdveis num intervalo I tais que cada funcao

derivada f] é continua em I e a sequéncia ( f,’l) converge uniformemente em I. Mostre que se
s ~ U

fn — fem I, entdo f, — f em I.

4.2. Séries de Funcoes

Do ponto de vista formal, ndo hd distingdo entre os conceitos de série e sequéncia de fungoes.
No entanto, o estudo de sequéncias de fungdes do ponto de vista de séries de fungdes apresenta
caracteristicas préprias e fornece a definigdo apropriada das fungoes transcendentes.
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Dada uma sequéncia ( fk)k ey de fungoes de X C R, formemos a sequéncia (s,) das somas
finitas de ( fk) definindo, com n € N,

sp=fi+tfo+ -+ f: X—>R

por s, (z) = fi(x) + fo(z) + - + fa(x), com = € X. Se a sequéncia (fx) comegar com k =0 (ou
outro inteiro), continuamos tomando s, = fo + fi+ -+ fn, sempre somando até f,.

Nesse caso, dizemos que a sequéncia de fungdes (s, ) é uma série de fun¢ées de X, escrevendo
> fr em vez de (sp). A funcio fj é o k-ésimo termo da série, ou seu termo geral, sendo k o
indice desse termo; aqui, f1 é o termo inicial. Como ocorre com séries numéricas, dizemos que
0 enésimo termo s, da sequéncia (s,) é a enésima soma parcial da série de fungoes.

Como toda sequéncia de fungdes, uma série de funcdes tem seu dominio de convergéncia.
Dizemos que uma série de funcdes ) fi converge em um ponto de X se a sequéncia (sn) das
somas parciais convergir nesse ponto. O conjunto de todos os pontos de X em que a série
converge ¢ denominado dominio de convergéncia da série. Nesse caso, a funcdo limite f da
sequéncia das somas parciais definida no dominio de convergéncia é tnica, sendo denominada
fungdo soma da série de funcoes e escrevemos

o0
f=lmsn=) fisfitfotfattfoto.
n—oo

k=1
Dizemos que uma série de fungoes > fi converge simplesmente em D se a sequéncia (s,) das
somas parciais convergir simplesmente em D, ou seja, se D estiver contido no dominio de con-
vergéncia da série de fungdes. Dizemos que uma série de fungdes > fi converge uniformemente
em D se a sequéncia (s,) das somas parciais convergir uniformemente em D; nesse caso, é claro
que D serd um subconjunto do dominio de convergéncia da série de funcdes, ou seja, a série de
funcgbes ) fr também convergird simplesmente em D.

Como no caso de séries numéricas, temos aqui o teste da divergéncia, como segue.

Proposicao 4.11. (Teste da Divergéncia — TD) Se a série > fi, convergir simplesmente em

D, entdo f, = 0 em D. Se a série > fx convergir uniformemente em D, entdo fr, — 0 em
D. O

De fato, basta observar que f; = s; — sx_1. E claro que a reciproca continua sendo falsa
tomando, por exemplo, fung¢des constantes.

Existem pelo menos duas grandes familias de séries de funcoes, as séries de poténcias e as
séries trigonométricas. As séries de poténcias serdo tratadas na préxima secdo, mas as trigo-
nométricas, que sdo séries do tipo

(o ]
1 (I
500 + E [ak, cos(kz) + by sen(kz)],
k=1
com (ay) e (br) sequéncias numéricas nulas, néo serdo abordadas aqui. Nossos métodos sequer
sao suficientes para decidir a convergéncia de uma série trigonométrica especifica, como

(o]

Z Sen(ka:)

k=1 k
que converge simplesmente & funcdo periédica de periodo 27 definida, no intervalo [0, 2], por
fz) =0,emz =0exz =2re f(z) = 3(r —z), com 0 < z < 2, cujo grifico é uma

“serra” descontinua em cada miultiplo par de 7. Esse mundo das séries de Fourier pode ser
desbravado em obras mais avangadas de Andlise Matemé&tica, como, por exemplo, “Anélise de
Fourier e Equagdes Diferenciais Parciais”, de Djairo Guedes de Figueiredo, Projeto Euclides,
Rio de Janeiro: IMPA, 1977.
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No nosso estudo de séries numéricas, no Capitulo 2, ja nos deparamos com, pelo menos, duas
séries de funcoes, a saber, a série geométrica, que serd considerada na proxima segao, como um
exemplar conspicuo de série de poténcias, e a série harmoénica de expoente c. Essa série, que até
aqui foi tratada como uma série numérica a um pardmetro, na realidade constitui uma série de
funcdes muito famosa que, entretanto, néo faz parte nem da familia das séries de poténcias nem
da das séries trigonométricas.

Exemplo 4.12. Definamos fi(z) = k™% = ¢~%1°8% com quaisquer z € R e k € N. No Exemplo
2.67 (& pagina 115) vimos que a série harménica de expoente ¢ dada por > k™€ converge se,
e s6 se, ¢ > 1. Assim, D = (1,+00) é o dominio de convergéncia da série de fungdes ) fi e,
definindo ¢ : D — R por

=1 11
((m)zzﬁ:1+2—x+ﬁ+--- , com x> 1,
obtemos (uma parte da) fungdo zeta de Riemann. Essa fungao jé foi estudada por Euler, mas
Riemann estendeu o dominio ao plano dos nimeros complexos, excetuando o ponto z = 1. Num
trabalho que marcou época, Riemann obteve, em 1859, uma férmula analitica para a quantidade
de ndmeros primos, menores do que uma cota dada, em termos dos zeros (ndo triviais) dessa
funcao, sendo importante lembrar que a distribui¢do dos nimeros primos dentre os naturais nao
segue qualquer padrao de regularidade conhecido. O entendimento dessa particular fungao zeta
é 0 objeto do trabalho de pesquisa de muitos dos melhores matematicos da atualidade, envolve
um prémio milionario (www.claymath.org) e tem consequéncias até na criptografia, que é a base
da seguranga da internet. ©®

Usando as proposicoes da segdo precedente, relativas a sequéncias de funcoes, obtemos re-
sultados andlogos relativos & continuidade, integral e derivada da soma de séries de fungoes
uniformemente convergentes. Basta observar que da continuidade ou derivabilidade de cada f;
decorre a de cada soma parcial s, = f1 + fo + - -+ fn, j& que o limite, a integral e a derivada
de qualquer soma finita é a soma dos limites, integrais e derivadas. A convergéncia uniforme
permite estender essa afirmagéo a somas infinitas, como segue.

Proposicao 4.13. Seja (fk) uma sequéncia de funcdes continuas em D C R. Se a série Y, f
convergir uniformemente em D, entdo a fungdo soma Y fi, € continua em D e

/absz - Z/:fk,

em qualquer [a,b] C D. O

Proposicao 4.14. Seja (fk) uma sequéncia de fungdes derivdveis tais que cada funcgdo derivada
fr. € continua num intervalo I. Se a série de fungoes > fr convergir simplesmente em I e a
série de funcgoes Y. fj. convergir uniformemente em I, entdo a fungdo soma > fi serd derivdvel

em I e vale
/
() @ =3 fil@),
qualquer que seja x € I. O

Também temos o critério de Cauchy, aplicado a séries de fungoes.

Proposicao 4.15. (Critério de Cauchy) Uma série ) fr de funcdes de X converge uniforme-
mente em D C X se, e s6 se, dado qualquer niumero real positivo € > 0, por menor que seja,
ezxistir K € N tal que, com qualquer k > K, valer

| frs1(®) + frao(@) + - + fropp(®)| <€, quaisquer que sejamp e N ex € D. (4.5)
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Demonstragdo. Basta observar que fi41(z) + fit2(z) + -+ + frip(z) = spap(x) — sk(z) € usar
o critério de Cauchy da Proposicao 4.10 com a sequéncia (s,,) das somas parciais. ]

Uma caracteristica prépria de séries, tanto numéricas quanto de fungoes, e que néo se aplica
a sequéncias, é a distin¢o entre convergéncia absoluta e condicional. Em cada ponto o do
dominio de convergéncia de uma série de fungdes Y fi, a série numérica 3 fi(c) pode conver-
gir absoluta ou condicionalmente; se convergir absolutamente, dizemos que a série de fungoes

converge absolutamente em o e se convergir condicionalmente, dizemos que a série de fungoes
converge condicionalmente em o.

A convergéncia uniforme num conjunto néo tem relacio com a convergéncia absoluta em
cada ponto desse conjunto. De fato, a série de funcdes
52
Z (1+ z2)x
converge absolutamente em cada z real, mas néo converge uniformemente em intervalos que
contenham a origem, ao passo que a série de funcdes

(_1)k—1
Z 2+ k
converge uniformemente em toda a reta, mas converge condicionalmente em cada z real. (Ver
Exercicios 4.2.9 e 4.2.10.)

Uma outra possibilidade de convergéncia de séries (mas ndo sequéncias) de funcdes é a
convergeéncia absoluta no espago das fungdes, como segue. Dizemos que uma série de fun-
¢oes ) fi converge normalmente em D se a série numérica . u(fx, D) estiver definida e for
convergente, em que, como ha se¢ao precedente, denotamos

1(fr, D) = sup {|f(z)| : z € D}.

Em particular, como 0 < |fi(z)| < p(fr, D) com qualquer z € D, todas as funcdes fi sdo
limitadas e o teste da comparagéo (TCD) de séries numéricas garante que a convergéncia absoluta
em cada ponto de um conjunto decorre da convergéncia normal nesse conjunto.

Mais que isso, também a convergéncia uniforme decorre da normal, como afirma o teste
seguinte, que é uma versdo turbinada do TCD de séries numéricas que ndo tem andlogo para
sequéncias quaisquer de funcoes.

Teorema 4.16. (Teste M, de Weierstrass) Toda série normalmente convergente é uniforme-
mente convergente. Mais precisamente, seja (fk) uma sequéncia de funcgées de X tal que existam

D C X e uma série numérica convergente y My que magjore Y u(fr, D), ou seja, tal que
|fru(z)| < My, quaisquer que sejam x € D e ksG. (4.6)
Entdo a série ) fi, converge uniformemente em D (e absolutamente em cada ponto de D).
Demonstragao. Como M, > 0, com ksG, o critério de Cauchy para séries numéricas (Pro-
posigao 2.67) garante que, dado £ > 0, existe K € N tal que
M1+ Mo+ -+ Mpyp = |[Mpy1 + Migo + -+ + Miiy| <e,

quaisquer que sejam k > K e p € N. Resta observar que da desigualdade triangular decorre

|[fe+1(z) + fr2(@) + - - + frgp(@)] < | for1(@)] + | fop2(@)] + - + | forp(@)]

S M1+ M2+ -+ My <&,
quaisquer que sejam z € D, k > K e p € N. Assim, vale (4.5) e, portanto, pelo critério de
Cauchy para séries de fungdes, a série Y fr converge uniformemente em D. (]
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Exemplo 4.17. Consideremos fi(x) = k=3 -sen(kz), com k € N e z € R. Observe que, qualquer
que seja z € R, temos | fi(z)| < k73 e f{(z) = k72 - cos(kz), com | f}(z)] < k~2. Lembrando que
a série harménica de expoente ¢ é convergente se ¢ > 1, o Teste M garante que ambas as séries
S fr e 3 f} sdo uniformemente convergentes em R, de modo que a fungao soma > fx, dada
por

o~ sen(kz)
= Zgnk?’—x, com z € R,
k=1
é derivavel (e continua) em R, sendo

Fle)= iC—M, com z € R,

7.2
k=1
sua derivada. (Ver Proposigoes 4.13 e 4.14.) ®

Exemplo 4.18. Definamos fx(z) = k™ =¢e™° logk com quaisquer z € R e k € N. No Exemplo
4.12 vimos que o dominio de convergéncia da série Y fr é D = (1,+00) e que a fungdo soma

1
ka +—+§7+ , comx>1,

é denominada funcdo zeta de Riemann.

Observe que cada funcao fi é continua em R. Pela Proposicao 4.13, basta provar que a série
>~ fx converge uniformemente em D para concluir que a fungio zeta € continua em D. Ocorre
que, na melhor tradi¢do das séries harmonicas, temos fi 5 0 em D, mas a série > fx nao
converge uniformemente em D. (Ver Exercicio 4.2.4.)

Observe que cada fungdo fi é derivavel com funcéo derivada continua em R, sendo a derivada
dada por
Il — 1. —zlogk log k
fi(w) = —log ke 18k = ——2=,
Pela Proposigao 4.14, basta provar que a série ) f; das derivadas converge uniformemente em
D para concluir que a fungéo zeta é derivavel em D e que a derivada dessa série ¢ a série das
derivadas, ou seja, que

com x > 1.

2 logk _ log2 log3

/ - — —_ “ .
C(:C)— L o 3z 2

com z > 1. (4.7)
k=2

u . . o~
Ocorre que, novamente, temos f;, — 0 em D, mas a série ) f; das derivadas ndo converge
uniformemente em D. (Ver Exercicio 4.2.4.)

Entretanto, como a continuidade e a derivabilidade sdo propriedades locais, basta mostrar
que a funcdo ¢ é continua e derivdvel em cada ponto de D. Para isso, fixemos o > 1 e mostremos
que ¢ é (continua) e derivavel em o. Escolhendo 1 < r < o, observamos que

logk logk
/
I
com qualquer x > 7, e a série Y. M}, converge. (Ver Exercicio 2.4.10.) Agora, o Teste M garante
que a série Y f;. converge uniformemente em [r, +00), de modo que ¢ é derivével nesse intervalo
e, em particular, em o. Assim, a fungdo zeta é continua e derivével em D e vale (4.7). ©

O Teste de Leibniz, série do Djairo, série do Hyslop

Consta que Riemann comentou, numa de suas aulas, em 1861, que a fun¢éo soma

sen(k?x)
D
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que certamente € continua em R, dada a convergéncia uniforme dessa série, ndo possui derivada
em ponto algum. N&o conseguindo provar isso, Weierstrass publicou, em 1872, uma demons-
tracao de que a fungéo continua Z g : cos(bkm), com z € R, nao possui derivada em ponto
algum, bastando, para isso, que 0 < a < 1 e b seja um ndmero inteiro impar tal que ab > 14-37/2.
A derivabilidade da fungao dada por Riemann sé foi resolvida um século depois de Riemann, e é
notével observar que foi um aluno da Universidade de Columbia, J. L. Gerver, quem conseguiu
descobrir os inicos pontos de derivabilidade dessa funcéo, a saber, os pontos do tipo mz/n, com
m e n inteiros impares. Também sabe-se, hoje em dia, que Bolzano ja havia construido uma

fungao continua sem derivada alguma em 1834 que, no entanto, permaneceu ignorada na época,
junto com sua obra.

Depois de Weierstrass, foram construidos muitos exemplos, como o que segue, de 1908,

essencialmente devido a G. Faber (1877-1966). Atualmente, constroem-se muitos exemplos
desses com caracteristicas fractais.

Exemplo 4.19. Tomando X = R, consideremos as fungdes serra fi(s) = s(10°z) /2% dos Exem-
plos 4.2 e 4.4. Como a serra fo = s é continua em R, cada f; também é continua em R e, como
Is(z)] < 1, decorre que 0 < fi(z) < 1/2F = M. J4 que a série geométrica de razdo % converge,
o Teste M garante que a série ) fi converge uniformemente em R e, em particular, é continua
em R a funcdo soma dessas serras, definida por

o0

Sil) = Z %s(lokx), com z € R.
k=0

No entanto, fo = s néo é derivével nos pontos o € Z e, qualquer que seja k € N, f ndo é
derivével nos pontos o tais que 10Fc € Z. Assim, entre cada dois pontos consecutivos de néo
derivabilidade de uma fungio da sequéncia ( fn>, a funcgao seguinte apresenta nove novos pontos
de néo derivabilidade, mas a funcéo limite dessa sequéncia é derivavel em todos pontos, por ser
constante. No entanto, a fungao soma da série dessas fungdes tem tantos “dentes”, que acaba
nao sendo derivavel em ponto algum!

De fato, fixemos um ponto o € R qualquer e mostremos que f nao é derivével em o. Dado
qualquer nimero natural n € N, escolhemos o dnico m € Z tal que m < 10%¢ < m+1 e
definimos

Ty = 107 "m, Yp=10""(m+1) =z, + 107"
Obtemos, assim, duas sequéncias (z,) e (y,) tais que z, < 0 < yp, e 0 < Yy, — z, = 1077, de
modo que ambas s&o convergentes a o. Resta mostrar que a sequéncia dada por

f(zn) = f(yn)
In = Yn

nao € convergente para concluir que f néo é derivdvel em o. (Ver Exercicio 3.2.9.)

(4.8)

Dado k € N, a periodicidade da fun¢ao serra s garante que
s(10Fz,) — s(10%y,) = 5(10¥7"m) — s(10*"m 4 10*™) = 0,

se k > n ja que, nesse caso, 10F~" é um inteiro par. Em particular,

o

f(@n) — fyn) = Z %5(10167371) - Z Qiks(lokyn) ~ 2-115 [3(10k$n) - 5(1Okyn)]
k=0 k=0

o
Il
o

5 [5(10°2,) — 5(10%gn)] .

?N
Il
=]

Il

Também temos |s(10"zy,) — s(10"y,)| = |s(m) = s(m+1)|=1e,se 0 < k < n,
]8(101“:1:”) - 3(10kyn)| — |s(10_(”_k)m) - 5(10_(”_k)(m +1))| = 168,
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Essa tltima igualdade decorre de uma propriedade da fungao serra, ja que 0 < k < n garante
que néo existe nimero inteiro algum entre 10~ (n=k)mp, ¢ 10~ )(m + 1); ver Equagéo (3.1) no
Exercicio 3.1.6.

Assim,

|f(@n) — f(yn)l =

M:

% [ (10Fz,,) — 5(10Fy,)]| (desigualdade triangular)

k=0
1 n—1
= 5—] 5(10"zy,) — s(10"y,)| — Z %[5(10’”33,1) - s(lO’”yn)]‘
k=0
1 n—1 1 n—1
2 X |s(107z,) — 5(10%y,)| = o J107 (=)
k=0 k=0
1
1 [, S .k 1 3-5"+1
S
107 [5 ZO 10l 4
e, portanto, lembrando que y, — x, = 107", estabelecemos
f(@n) — fyn) S 3-5"+1
—Yn - 4 .
Como a sequéncia (57) diverge ao infinito, resulta que diverge a sequéncia dada em (4.8). ©

Exercicios 4.2

4.2.1. Para cada uma das séries de funcoes dadas, verifique que a série converge uniformemente,
no dominio indicado, para alguma func¢éo continua.

_— sen kx ) !
)Zfﬁe $,em[0+oo Zkz—FCOSkx o R; (3)Zk2+xwemR;
k
@ Y e em B (5 Lot em ) om0 <<
2 — cos )
ko 25—1

4.2.2. Mostre que a série Z tem dominio de convergéncia (—1,1). Mostre que a con-

Qk
vergéncia é uniforme em cada 1ntervalo —7,7r], com 0 < r <1, mas nao em (—1,1). Mostre que
g Tl ) ) q

a funcdo soma dessa série é uma funcéo continua em (—1,1).

4.2.3. (TCD) Suponha que 0 < fi(z) < gr(z), com quaisquer z € D e k € N. Mostre que se
a série de funcdes Y gx converge uniformemente (simplesmente) em D, entéo a série de fungdes
>~ fr converge uniformemente (simplesmente) em D.

4.2.4. Mostre que o TD nao é aplicavel as séries da fungao zeta e de sua derivada, ou seja, mostre
que Y fr e > fi. ndo convergem uniformemente em (1, +o00), sendo fi(z) = k™% = e~zlogk com
k € N e z € R. (No entanto, pelos Exercicios 4.1.21 e 4.1.22, fj 5 0e 11 5 0em (1,4+00).)

4.2.5. Usando que 0 < log(1l + z) < z, com z > 0 (pelo Exercicio 3.2.15), mostre que a série

> log(1 + :ch) tem dominio de convergéncia (—1,1). Mostre que a convergéncia é uniforme em
cada intervalo [—r,7], com 0 < r < 1, mas néo em (—1,1). Usando o Exercicio 2.4.20, mostre
que

oo
> log (1 +2%) =log (1£2) , com |z| < 1.
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4.2.6. Mostre que, com |z| < 1, vale

R B i 2k 21 1
4z 1+22 1424 4 -z
(Sugestao: use o exercicio precedente e a Proposicio 4.14.)

4.2.7. Mostre que a série > ¥ /(1 4+ 2*) converge uniformemente em qualquer intervalo [—7, 7],
com 0 < r < 1, mas nao em (—1,1). Mostre que f(z) = > 2*/(1 + z¥) é uma funcéo continua
em (—1,1).

4.2.8. Mostre que a série _ 1/(1+k%z) define uma funcdo continua em toda reta R, exceto nos
pontos £ = 0 ¢ x = —k™2, com k € Z. Mostre, também, que essa fungao é derivével em cada
ponto de continuidade, sendo sua derivada dada pela série obtida por derivacio termo a termo
da série original.

4.2.9. Mostre que a série Y x?/(1 + 22)* converge absolutamente em cada z real, mas nio
converge uniformemente em intervalos que contenham a origem em seu fecho.

4.2.10. Mostre que a série Y (—1)%7!/(z? 4+ k) converge uniformemente em toda a reta, mas
converge condicionalmente em cada x real.

4.2.11. Mostre que a série Y 1/(k? — 2%) define uma funcéo continua em toda reta R, exceto
nos pontos x € Z. Mostre, também, que essa fungio é derivével em cada ponto de continuidade,

sendo sua derivada dada pela série obtida por derivagdo termo a termo da série original.
o>

(Sugestdo: considere a série E T2

5 Testrita ao intervalo [—r, 7], com r < K.)
X
k=K

4.2.12. Encontre o dominio de convergéncia, o de continuidade e o de derivabilidade termo a
termo da série de fungdes ) (1 — cos §). (Sugestdo: ver Exercicio 3.2.20.)

4.2.13. Encontre o dominio de convergéncia, o de continuidade e o de derivabilidade termo a
termo da série de fungdes ) (¥ —sen ¥). (Sugestao: ver Exercicio 3.2.20.)
4.2.14. Considere a fun¢ao serra s do Exemplo 4.2 e defina fi(s) = a* - s(b*2), com = € R.
Mostre que a fungao soma ) fi é uma funcao continua em R sem derivada em ponto algum,
sempre que 0 < a < 1 < b satisfacam ab > 2.

(Sugestao: imite a prova do Exemplo 4.19, em que a = % eb=10.)

4.2.15. Mostre a continuidade das fungdes definidas pelas séries > k72 cos(kz) e 3. 2% sen(z/3%).

4.3. Séries de Poténcias

Quando cada funcdo f; de uma série de fungoes for um monomio, obtemos um caso particu-
larissimo de série de fungoes. Tao particular que casos estranhos, como o de uma func¢ao continua
sem derivada em ponto algum (Exemplo 4.19), estao sumariamente proibidos: no mundo desses

polindmios infinitos, tudo funciona como nos acostumamos a esperar de todas as fungdes no
Célculo.

Dada uma sequéncia (c)r>o de ntimeros reais, definimos fy como a fungéo constante igual
a cp em R e, quaisquer que sejam k& € Ne r € R,

fr(@) = cpz®.
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Observe que cada fi, é um monomio de grau < k, portanto derivéavel em R. A série de fungoes

> fu: ou seja,

o
chxk :co+6117+02x2+-~-
k=0

é denominada série de poténcias de coeficientes cj. Toda série de poténcias tem indices variando
a partir de n = 0 e, por conveniéncia, definimos cor? = ¢p, em cada = € R, inclusive z = 0.
E claro, entretanto, que podemos ter (alguns, ou muitos) coeficientes nulos. Alids, os exemplos
mais simples de séries de poténcias s@o os polinémios, em que ¢, = 0 com ksG.

Como ocorre com toda série de funcoes, podemos ter divergéncia ou convergéncia condicional
ou absoluta num ponto fixado e convergéncia simples, uniforme ou normal num conjunto dado.
Tomando z = 0, a série se reduz a ¢o+0+ - -+ , portanto z = 0 estd no dominio de convergéncia
de toda série de poténcias.

Exemplo 4.20. Seja Zr"' a série de poténcias de coeficientes ¢, = 1, qualquer que seja k.
Sabemos desde o Capitulo 2 (ver Exemplo 2.5.8) que essa série geométrica converge se, e sé se,
|z| < 1. Assim, o dominio de convergéncia dessa série é (—1,1) e a série de poténcias converge
simplesmente em (—1,1). Mais que isso, dado 0 < r < 1, temos |z¥| < r® = M, portanto o Teste
M garante que a série converge uniformemente em [—r,r]. Como cada monémio é continuo, a
soma da série é uma funcdo continua em [—r,r]. Como 7 ¢é arbitrario, a soma da série resulta ser
uma funcao continua em cada ponto de (—1,1). E claro que isso néo constitui novidade, pois ja
sabemos que a soma da série geométrica é dada por

o0
1
: k
B) = f=——,com —-1<z<l.
fla)=) of =1,
k=0
Dizemos que o dominio de convergéncia (—1,1) é intervalo de convergéncia dessa série. [Cuidado:
a convergéncia da série geométrica ndo é uniforme em (—1,1), pelo Exercicio 4.3.1(1).] ©
Exemplo 4.21. Seja % zF a série de poténcias de coeficientes ¢, = % qualquer que seja k.
Dado z € R com |z| < r, temos
B ||k - i
kD TR
sendo que a série numérica Y My, converge (Exercicio 2.4.21). Pelo Teste M, decorre que essa
série converge uniformemente em [—7, 7], portanto, a fungéo soma

(o) = [ 2" = M

flay= Z %r}” , com z € R,
k=0
é continua nesse intervalo. Como r > 0 foi dado arbitrariamente, a funcao é continua em R.
Dizemos que o dominio de convergéncia R = (—o0,+00) é o intervalo de convergéncia dessa
série. [Cuidado: a convergéncia nao é uniforme em R, pelo Exercicio 4.3.1(2).] ©

Exemplo 4.22. Seja > k!z¥ a série de poténcias de coeficientes ¢, = k!, qualquer que seja k.
Denotando u;, = k! z® e tomando x # 0, temos
Clugg] (R

ty = = =(k+1)|z +00,
S TP

de modo que o TRCA garante que essa série diverge, qualquer que seja + € R — {0}. E claro
que essa série converge em = = 0, como toda série de poténcias. Assim, essa série de poténcias
converge simplesmente apenas em C' = {0}, que é o dominio de convergéncia dessa série. ©
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Os trés exemplos precedentes sdo representativos do comportamento geral de séries de
poténcias: quando néo é somente {0}, como no tltimo exemplo, o dominio de convergéncia
de uma série de poténcias sempre é um intervalo, denominado intervalo de convergéncia, que
até pode ser toda a reta real, como no Exemplo 4.21; nesse dltimo caso, incluem-se os polinémios,
que sao séries de poténcias que sempre “convergem” em cada ponto.

Proposicao 4.23. Se uma série de poténcias chxk convergir num ponto o, entdo o intervalo
simétrico (—|o|,|o|) estd contido no dominio de convergéncia dessa série. Além disso, a série
numérica Y ¢,z converge absolutamente em cada x € (=lol,|ol) e a série de poténcias 3" cj, "
converge uniformemente em [—r,7], qualquer que seja 0 < r < |o].

Demonstragao. Vamos supor que a série numérica 5 cxo* convirja em 0 # o € R. Entao
€ nula a sequéncia numérica (cj ak) de seus termos e, em particular, limitada, de modo que
podemos tomar M € R tal que |c,0*| < M com k € N. Dados z,r € R, com |z| < r, obtemos

k
xz
lex 2| = %

% k
lcx o] <M‘f‘ <M (L) =m.
o o o]

A série geométrica > My converge se, e sé se, a razio |t7| for menor do que 1, ou seja, 0 < 7 < |o].
Assim, o TCD e o TCA garantem a convergéncia absoluta da série numérica > cpzF e 0 Teste

M garante que essa série de poténcias converge uniformemente no intervalo [—r,7]. O

Corolario 4.24. Se uma série de poténcias > cr.a® divergir em o, entdo a série de poténcias
diverge em cada x € R tal que |z| > |o|, ou seja, o dominio de convergéncia dessa série de
poténcias estd contido no intervalo simétrico [ — |o|, o]

Demonstragao. Caso contrério, se a série . ¢ E convergisse em z, com |z| > |o|, entdo, pela

proposicdo precedente, a série de poténcias > cp2* convergiria em o. O

Teorema 4.25. Se uma série de poténcias 3. cpz® ndo converge em cada ponto de R nmem
diverge em cada x # 0, entdo existe um tinico 0 < R < 400 tal que

(1) dado qualquer x € (—R, R), a série numérica > cxz" converge absolutamente;
(2) dado 0 <7 < R, a série de poténcias converge uniformemente em [—r,r];
(3) a série de poténcias diverge em cada z tal que |z| > R.

Demonstragao. Seja D C R o dominio de convergéncia da série de poténcias > ciz* e su-
ponhamos que existam o7 € D — {0} e 05 € R — D. Pela proposicéo e coroldrio precedentes,
podemos supor que 0 < 02, 0 < 01 e D C [—09,03]. Assim, D é limitado superiormente e
podemos tomar
R =supD.

Pelo visto, 0 < 01 < R < 092. Se |z| > R, entdo ¢ D. Dado 0 < r < R, podemos escolher
o € D tal que r < ¢ < R, de modo que, pela Proposicao 4.23, (—o,0) C D, a série de poténcias
converge uniformemente em [—r,7] e, qualquer que seja = € (—0,0), a série numérica > ¢ z*
converge absolutamente. O

Seja Y~ crx® uma série de poténcias qualquer. Se o dominio de convergéncia for {0}, definimos

R =0 esefor R, definimos R = 400. Assim, cada série de poténcias tem um raio de convergéncia
R, com 0 < R < +00. Pelos resultados que acabamos de provar, o intervalo de convergéncia de
qualquer série de poténcias é dado por {0}, R ou um dos quatro intervalos (—R, R), (—R, R],
[-R, R) ou [— R, R], sendo que a série de poténcias converge absolutamente em cada = € (—R, R)
e uniformemente em qualquer intervalo fechado e limitado [—7,7], com 0 < 7 < R.
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O procedimento padro para encontrar o raio e o intervalo de convergéncia de uma série de
poténcias é o TRCA. E importante observar que o TR ndo serve para testar a convergéncia nas
extremidades.

J4 vimos exemplos de séries de poténcias com intervalos de convergéncia dados por {0}, R
e (—R, R). Vejamos exemplos dos outros trés tipos.

Exemplo 4.26. A série de poténcias ) (—_%ka tem rajo de convergéncia R = 1, pelo TRCA.
De fato,

|G 1S e = gyl — lal,
portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em z = 1 obtemos a
SHA > (—_é—)k, que converge e, em x = —1, a SH ) %, que diverge. Assim, I = (—1,1]. ®
Exemplo 4.27. A série de poténcias ) %xk tem raio de convergéncia R = 1, pelo TRCA. De

fato,
xk—H |/

portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em 2 = 1 obtemos a SH

J== F2*| = ghylal — lal;

> % que diverge e, em z = —1, a SHA ) %, que converge. Assim, I = [—1,1). ®

Exemplo 4.28. A série de poténcias Y ﬁwk tem raio de convergéncia R = 1, pelo TRCA.

De fato,
1

| e | e 2|

= glel — lal,

portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. Além disso, em z = 1 obtemos a
_1\k

série telescépica convergente do Exemplo 2.66 e, em x = —1, a série alternada %, que

converge absolutamente. Assim, I = [—1,1]. ©

Exemplo 4.29. Considere fixado algum ndmero real o que néo seja um inteiro nao negativo.
A série de poténcias binomial

tem raio de convergéncia R = 1 pelo TRCA. De fato, pelo Exercicio 1.3.42,

()05

= z| — |z|.
o) — o
portanto, essa série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1. O intervalo de convergéncia dessa
série depende de o, como segue.

(1) Se a < —1, entdo I = (—1,1), pelos Exercicios 2.4.15 e 2.5.10.

(2) Se -1 < a < 0, entdo I = (—1,1], pelo Exemplo 2.88. De fato, basta lembrar que a
sequéncia binomial é alternada e que é condicionalmente convergente a série

= ()5

(3) Se 0 < a, entdo I = [—1,1], pelo Exemplo 2.100. ®

Corolario 4.30. Se uma série de poténcias 5. cyx® tem raio de convergéncia R > 0, entdo a
funcao soma f: (—R,R) — R dessa série, dada por

o0
f(=z) :chxk =co+ 1z +cox’ 4+, com|z| <R,
k=0
é continua no intervalo (—R, R).
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Demonstracao. De fato, pelo Teorema 4.25, a série converge uniformemente em cada intervalo
[~=7,7], com 0 < 7 < R, de modo que a funcéo soma é continua em cada intervalo [—7,7], com
0 <7 < R. Assim, a fungéio soma é continua em cada ponto de (—R, R). O

Para mostrar que a fungéo soma de uma série de poténcias também é derivével, convém
examinar o raio de convergéncia da série das derivadas.

Lema 4.31. Dada qualquer sequéncia (ci) em R, as séries de poténcias

k Z ; ) k Ck—1 &k
chx ; (k+1) cpsrz” e Z P
tém o mesmo raio de convergéncia (mas possivelmente intervalos de convergéncia distintos).

Demonstracao. Denotemos o raio de convergéncia de 3 ¢y z* por Reode Y (k+1) - cppq zF
por R'. Dado z € (—R', R'), temos que Y_(k+1)-crr1 2° = 3 k-c 2571 converge absolutamente
e, como

k—1| <

ek 2| = tlz| [k - ez B

)

o TCD garante que a série Y. cyz* converge absolutamente, de modo que |z| < R. Isso mostra
que R’ < R.

Reciprocamente, dado z € (=R, R), tomemos r € R tal que |z| < r < R. Sabemos que
> crr* converge absolutamente. Logo, a sequéncia de seus termos é nula e, em particular,
limitada, de modo que |c;7*| < M, qualquer que seja k€ Nealgum M € R. Se z # 0, obtemos

le"

k—l| — |ckrk| m
ER ll’l
onde C' = M/|z| é constante em %k e a = |z|/r. Como 0 < a < 1, o TR garante que 5. ka*

converge, portanto o TCD garante que a série Sk - ¢, 27! converge absolutamente, de modo
que |z| < R'. Isso mostra que R < R'.

|- e k = CkaF,

Pelo visto, estabelecemos que R = R'. Em particular, decorre que ) =2 zF tem o mesmo

raio de convergéncia do que Y k- (Z2)z* "l =Y gy 2F Tl =Y gzt O

Exemplo 4.32. No Exemplo 4.27 vimos que a série de poténcias Z z* tem intervalo de con-

vergéncia [—1,1). A série das derivadas Y z¥ tem intervalo de convergéncia (—1,1) e a série das

integrais k(k1+ 0 z*+1 tem intervalo de convergéncia [—1,1]. (Ver Exemplos 4.26 € 4.28.) ®

Coroldrio 4.33. Se uma série de poténcias > cpz® tem raio de convergéncia R > 0, entdo a
fungdo soma f: (=R, R) — R dessa série, dada por

:ch:rk:co+clx+02x2+-~- ; com x| < R,
k=0

tem derivadas de todas ordens em (—R, R), dadas, em cada x € (—R, R), por

)
Zk? Ckl‘ Zk-{-l ck+1xk=cl+202:£+303w2+---,
k=0

o0
Zkk—l ckaz Zk-l-l (k+2)- c;be —262+603:L‘+1264£L‘ e
k=2

e assim por diante. Em particular, f(O) =c¢p, f'(0) =ci1, f'(0) =2-c ¢ com k €N,

F®0) =& - c.
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Demonstracio. Fixado z € (—R, R), tomamos 0 < r < R tal que |z| < r. Pelo Lema 4.31
e a Proposicao 4.23, as séries S cxz® e S (k + 1)cg41 2¥ convergem uniformemente em [—7, 7],
portanto, pela Proposigio 4.14, a derivada da série é a série das derivadas. Assim, a fungao
derivada é a soma de uma série de poténcias de mesmo raio de convergéncia e podemos, por
inducdo, repetir o procedimento para as derivadas de todas as ordens. O

Coroldrio 4.34. Se uma série de poténcias ch:ck tem raio de convergéncia R > 0, entdo a
fungdo soma f: (=R, R) — R possui a primitiva F : (~R, R) — R dada, em cada |z| < R, por

[ee] [e.e] o0
/sz/ckrkdazz kj]jlxkﬂz %.’L‘k:C0I+%01$2+%62$3+“-ZF(I‘).
k=0 k=0 k=1
Assim, dado [a,b] C (=R, R), vale
b o b 00 z=b
/fzz:/ ckxkd:v-——zk:_klxkﬂ = F(b) — F(a).
va k=0"¢ k=0 r=a

Demonstragao. Pelos mesmos resultados invocados na demonstracao do corolario precedente,
as séries Y cpzF e S(ep_1/k)2* = S(cx/k + 1) 2! convergem uniformemente em [—r,7],
portanto, a derivada termo a termo dessa ultima série de poténcias é a série original e, pela
Proposicao 4.13, a integral da série é a série das integrais. O

Coroldrio 4.35. Se duas séries de poténcias 3. cxx® e 3 dpx® tém raios de convergéncia posi-
tivos, entdo 3. cxx® =3 drx* em cada |x| < 7 e algum v > 0 se, e s6 se, ¢, = dy,, qualquer que
seja k € N.

Demonstracao. Denotemos f(z) = Y. czz¥ e g(z) = Y dia®, com |z| < r. Se f(z) = g(z)
em cada |z| < r, entdo essas fungles tém derivadas de todas ordens iguais em O e, portanto,
ke = fB)(0) = g™ (0) = k! - dg, ou seja, ¢, = di, com k € N. Reciprocamente, se ¢, = dj,
com k € N, evidentemente f(z) = g(z), qualquer que seja z no dominio de convergéncia dessa
série. O

Podemos considerar, também, séries de poténcias centradas em algum o € R qualquer, dadas

por
o0
Z e (z — o).
k=0

Essas séries tém centro em o e seus intervalos de convergéncia sao centrados em o, nada mais
sendo do que uma translagio das séries de poténcias que estamos considerando. De fato,
S ¢, (z — o)F tem raio de convergéncia R se, e s6 se > cyz* tem raio de convergéncia R e
a funcao soma

o
fg) = ch(:c —0o)*, com |z —o| <R,
k=0
é derivével termo a termo no intervalo (o — R,o + R).

Exercicios 4.3

4.3.1. Mostre que a série de poténcias

(1) Z 2* de raio de convergéncia R = 1 néo converge uniformemente em (—1,1);
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1
(2) T z* de raio de convergencia R = oo néo converge uniformemente em R;

1
Z =7 de raio de convergéncia R = 1 converge uniformemente em [—1,1]

1 ;
) Z m 2" de raio de convergéncia R = 1 converge uniformemente em [—1, 1]

1 .
E ok T de raio de convergéncia R = 2 converge uniformemente em [—2, 2]
1
(6) g o z* de raio de convergéncia R = 2 nio converge uniformemente em (—2,2)

4.3.2. Encontre o raio e o intervalo de convergéncia, com extremidades explicitadas, de cada

uma das séries de poténcias dadas.

) Sk (@) T 42k

(1) Y ket (2) YK 5
O L O Ypeets 05 @ Nkt
T+2F " g2k * ER .

10) T ik ) Tognat (2 >0 o,

Iogk —2)k
a >Z2(1c+)3:”k'

8¢ .
9) me ;
(13) > ! zF:  (14) ZGO% z®;  (15) Z

klogk
4.3.3. Encontre o raio e o intervalo convergéncia, com extremidades explicitadas, de cada uma

das séries de poténcias dadas.

_2k 2_k _23k
W Tads = 0 k—-?-lx%; (3)2(132422 : Z(k+2 o,

3k + 2
L ok, L sk, sk, 3 35 k1.
5)Zﬁ$ ; )ZQ—M ; (7)28733 ; ()Z\/—Eiﬁ ;

L 241 (1) ng 2% (11) Z—(;;_??: z®; (12) Z;;\l/% 2y

© > %r1- 3
(_1)k+1 g

_1\k
(13) Z (3\/1)_ 221 (14) Z s, (15) 22k+1x2k+1_

4.3.4. Sem utilizar a informacdo dada no Exemplo 4.29, obtenha o raio e o intervalo con-
vergéncia, com extremidades explicitadas, de cada uma das séries de poténcias binomiais dadas.

o) o oz
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4.4. Funcoes Elementares

Nesta secdo, definimos precisamente as fungdes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

Consideremos a série de poténcias > 7}—, zF que, pelo Exemplo 4.13, tem raio de convergéncia
R = 00, de modo que sua fungdo soma f : R — R definida, em cada z € R, por

(o.¢]

1
flz)= ﬁaz "=1+4z+3 +é:c3+~-, (4.9)
k=0

é uma funcdo continua e derivavel em toda reta real e sua derivada é dada por

oo o o¢]

Flz) = Z%kxk 1 = Zﬁmk_l = Z%xk = f(z), comz€R.
= ! !

k=1 k=0
Assim, a derivada da fungao f é a prépria fungéo f. Além dessa propriedade especial, valem as
propriedades seguintes.

Teorema 4.36. A funcdo f : R — R definida por (4.9) tem as propriedades seguintes.
(1) f(0)=1, f(z)>0 em qualquerx €R e f(l):Z%:e;

(2) f(z)  f(—z) =1 em qualquer x € R;

(3) f(x) #0, f(-=z)=1/f(z) em qualquer x € R;

(4) f € a nica fungdo real g : R — R derivdvel tal que ¢’ = g e g(0) = 1;

(5) fz+y) = f(z)- fly), quaisquer que sejam x,y € R;

(6) f € uma funcgao crescente e convera em R;

(7) f(r-z) = (f(x))", quaisquer que sejam z € R, r € Q;

8) flz)>1+a+ 122+ + 42" > 1+, quaisquer que sejam > 0 real e k € N;
(9) xgglmf(w) =0, xgg_lwf( x) =400, € 11)11100 fgzk) 0, qualquer que seja k € N.

Em virtude das propriedades (1) e (7) do teorema precedente, temos
f(r) =€", qualquer que seja r € Q. (4.10)

Daqui em diante, passamos a escrever
o 1
e® = exp(z Z— "=1+z+iz?+ it (4.11)
P k!

e a funcdo f passa a ser denominada a fung:ao exponencial real. Pela propriedade (7), a ex-
ponencial real é injetora e, por (10), define uma bijecdo de R sobre (0,400). A funcéo inversa
da exponencial, denotada por log : (0,+00) — R, é denominada a funcdo logaritmo real, ou
logaritmo natural, ou, ainda logaritmo neperiano, sendo dada pela relacao

logz =y < €Y =z, quaisquer que sejam z,y € R. (4.12)

As principais propriedades da fungéo logaritmo séo as seguintes.
Teorema 4.37. A funcado log : (0,+00) — R, dada por (4.12), tem as propriedades seguintes.

(1) logl =0, loge=1,

(2) log(1l/x) = —logz, qualquer que seja x > 0;

(3) log € a dnica funcdo real g : (0,4+00) — R derivdvel tal que ¢'(x) = 1/x e g(1) = 0;

(4) log(x -y) = log(x) + log(y), quaisquer que sejam x,y > 0;

(5) log € uma funcgdo crescente e céncava em (0,400);
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(6) log(z") = r - logz, quaisquer que sejam x>0 e r € Q;

(7)

Jim, log(z) = —co, lim log(z) = +o0, e lm —

Em virtude das propriedades (4.10) e (6) do teorema precedente, temos
erlosb — glogb") — pr - quaisquer que sejam b > 0,r € Q. (4.13)

Além disso, dada qualquer sequéncia (r;) em Q, tal que r, — c, temos 7 logb — clogb e,
portanto, pela continuidade da exponencial, obtemos

108l = lim e 108% — Jim pTE = inf{b" iy > c,r € Q} =sup{d’ : r < ¢,r € Q},

n—oo n—oo

o que fornece nossa definigéo formal da potenciagio real de base positiva, a saber,
b = 18 com quaisquer b > 0,c € R. (4.14)

Evidentemente, b° = 1, b' = b e, dados quaisquer b >0 e c € R,07¢=1/be
log(b°) = c-logh.
Além disso temos as propriedades operacionais
petd — pe. ba’7 be . v = (b . U)c e (bc)d _ bC'd,
validas quaisquer que sejam b,v > 0, e ¢,d € R.
A partir da definicdo (4.14), obtemos as fungdes potenciacio e exponenciacio generalizadas,

definidas com ¢ € R e b > 0 fixados, por

flz)=2°=¢1%% comz >0, e

g(z) = b% = e"1°8%  com z e R.
Todas essas fungdes sdo derivaveis (pela regra da cadeia) e, com b > 1, temos

lim 6*=0 e lim b =+4o0.
T——00 T—+00

e, com 0 < b < 1, temos

lim b* =400 e lim b =0.
——00 r—+o0

Também obtemos as fungoes logaritmicas de bases (positivas) generalizadas, a saber, fixado
b > 0 tal que b # 1, o logaritmo na base b é caracterizada por

logyz =y <= b¥ =z, quaisquer que sejam b > 0 e x,y € R. (4.15)
Assim, log, z = @ logz com z > 0, e é claro que log, = log. Cada logy, : (0,+00) — R é uma
fungdo derivavel, com
lOgé.’L‘ . zlégb'

5 5 R s —1)% o1 —1)k .
Consideremos as séries de poténcias ((.Zk;! i ey (gk +)1)la:2k+1, ambas com raio de con-

vergéncia R = oo, e suas fungoes soma ¢, s : R — R definidas, em cada x € R, por

(z) —i—(_l)kxz’“—1—lr2+ix4—ix6+--- e
ar) = (2]»)' - 2 41 6!
L= (4.16)
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que sdo funcdes continuas e derivdveis em toda reta real e suas derivadas satisfazem

d(z) = i (___1)_}62]5562’“—1 _ i (_(‘U_kxzk—l _ f: L)]C—H_IZIC—H = —s(z) e

= @R  (2k - 1)! 22 2k + 1))
L - Y i L
S (-T) = gm(2k + I)IQI” — kXZ(:) (2k>' 22k — C(l‘),

com = € R. Assim, a derivada da fungao s é a funcdo c¢ e a da funcéo ¢ é —s. Além dessas
propriedades especiais, valem as seguintes.

Proposicao 4.38. As funcdes ¢,s : R — R definidas por (4.16) tém as propriedades seguintes.
(1) (c(z)? + (s(z))> = 1 em qualquer z € R, com ¢(0) =1, 5(0) = 0;

(2) c(—z) =c(z) e s(—z) = —s(z) em qualquer T € R;
(3) c(z+y) =c(x) - cly) — s(z) - s(y), quaisquer que sejam z,y € R;
(4) s(z+y) =s(x)-cly) +c(z) - s(y), quaisquer que sejam z,y € R.

Proposicao 4.39. As funcoes ¢, s : R — R definidas por (4.16) sdo as dnicas fungdes reais
g,h : R — R derivdveis tais que ¢’ = —h, b’ =g, g(0) =1 e h(0) = 0.

Teorema 4.40. As funcoes ¢, s : R — R definidas por (4.16) tém a propriedade sequinte: existe
um tunico X € (0,2) tal que
(1) c(A) =0, s(A) =1;
(2) 0 <e(z),s(z) <1, com0<z <X
(3) ¢z + ) =—s(x) es(x+ ) =c(x) em cada x € R.
A partir das propriedades das funcoes ¢ e s arroladas no teorema precedente, vemos que

essas funcgdes tém, praticamente, todas as propriedades das “conhecidas” funcdes trigonométricas
cosseno e seno. Para estabelecer isso, passamos a definir

=2\ (4.17)
e terminar a relacdo de propriedades dessas funcoes c e s como segue.

Coroldrio 4.41. As fungdes ¢, s : R — R definidas por (4.16) e o numero definido por (4.17)
tém as propriedades seguintes.

(1) c(z+7) =—c(z) e s(x+7m) = —s(m) em cada z € R;

(2) c(z +27) = c(z) e s(z+2m) = s(z) em cada x € R;

(3) dados a,b € R tais que a’? 4+ b2 =1, existe um tnico z €ER tal que 0 <z < 27 e

c(z) =a, s(x) =h.

Demonstragdo. Pelo teorema, c(z + 5) = —s(z) e s(z + §) = c(x); segue que c(z +7) =
oz +35+3)=—s(z+5%)=—c(z) e portanto, c(z + 27) = c(z + 7 + ) = —c(z + 7) = c(z),
em cada 2 € R. Analogamente obtemos as duas identidades para s(z + 7) e s(z + 2m).

Sejam dados a,b € R tais que a®> +b> =1.Sea=1,entiob=0e z =0 ¢é o tnico z € R

tal que 0 < z < 2w e ¢(0) =1, s(0) =0;se a =—1, novamente b=0e z =7 é o tnico z € R
tal que 0 < < 27 e ¢(0) = —1, s(0) = 0. Analogamente obtemos z = 5 com b=1e z = 35
com b = —1. O caso geral ocorre com 0 < a?,b*> < 1 e temos quatro opgdes de pares (a,b),

relativamente aos sinais de a,b € (—1,0) U (0, 1). a
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Em virtude das propriedades dessas funcdes c e s, é natural passar a definir
cosz = c(x) =1—%$2+%x4+-~- e fenz=s(z) :x—%mﬁ—l—%mf’—f—u‘ ,

em cada x € R. Essas fungdes tém periodo (positivo minimo) 27 e a dltima afirmagéo do corolério
precedente mostra que, dado 0 < z < 7, podemos interpretar cosz e senz como a medida dos
catetos adjacente e oposto ao angulo de medida = de um tridngulo retangulo de hipotenusa de
medida igual a 1, conforme a defini¢do geométrica dessas funcdes.

A partir do cosseno e seno, definimos todas as outras fungbes trigonométricas, inclusive as
inversas (ver exercicios). Por exemplo, pelas propriedades do cosseno, sabemos que 0 < cosz
com |z| < 7, portanto o dominio natural da fungio tangente, definida por tgz = (senz)/(cos x),
é o intervalo aberto (— = %) Nesse intervalo, a tangente é crescente, com imagem R, portanto

sua inversa, a fungdo arco tangente, estd definida em toda a reta (Exercicio 4.4.8).

Exercicios 4.4

4.4.1. Cada fungdo f(r) dada tem dominio R. Calcule seu valor em z = 0 e z = 1, os limites
com r — —o0 e £ — +00, 0s intervalos de crescimento e decrescimento e esboce seu grafico.

(1) e7%; (2) e™; (3) ze®; (4) 2% (5) z2e7®.

4.4.2. Estude o dominio, o gréfico e os limites nos pontos de fronteira do domfnio das funcdes
dadas.

(1) log (1+1); (2) zlog (1+1); (3) L log(1+z); (4) Llogz; (5) 2 log (141).

4.4.3. Estude o dominio, o grafico e os limites nos pontos de fronteira do dominio das funcoes
dadas.

8=

1 1
Mez;  @QA+3)%5 @ Q+n)z; @ (1+1)=; (5) "
4.4.4. Mostre que a funcéo cosseno, restrita ao intervalo (0,7), é decrescente, com imagem
(—=1,1). Mostre que a fungdo inversa arccos : (—1,1) — R tem derivada dada por arccos’ z =

—(1—22)7Y2 em cada z € (—1,1).

4.4.5. Mostre que a fungao cosseno, restrita ao intervalo (m,27), é crescente, com imagem
(—1,1). Mostre que a fungao inversa arccos : (—1,1) — R tem derivada dada por arccos’z =
(1 —22)"Y2, em cada z € (—1,1).

4.4.6. Mostre que a fungéo seno, restrita ao intervalo (—g, %) , é crescente, com imagem (—1,1).
Mostre que a funcio inversa arcsen : (—1,1) — R tem derivada dada por arcsen’ z = (1—z2)"1/2,
em cada z € (—1,1).

4.4.7. Mostre que a fungéo seno, restrita ao intervalo (g,%“), é decrescente, com imagem

(—1,1). Mostre que a fung@o inversa arcsen : (—1,1) — R tem derivada dada por arcsen’ z =
—(1—22)7Y2 em cada z € (—1,1).

4.4.8. Mostre que a funcdo tangente, restrita ao intervalo (—%, %) , é crescente, com imagem

R. Mostre que a fungéo inversa arctg : R — R tem derivada dada por arctg’z = 1/(1 + z2), em
cada z € R.
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Adendo: Funcoes Analiticas

Na se¢ao precedente, definimos as fungdes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas a partir
de séries de poténcias especiais. O caminho inverso, qual seja, o de dada uma série de poténcias,
encontrar a expressao de sua soma, a rigor, s6 é conhecido para uma tnica série de poténcias, a
saber, a série geométrica > z¥, cuja soma nos é conhecida desde o Exemplo 1.44 da Segéo 1.5.
Pelos corolarios no final da Secao 4.3, podemos derivar e integrar ambos os lados de

1 (o]
= zf=14+2+2°+ -, comlz| <1,
1—2 o
estabelecendo
! —Ook n=l =1+ 23 + 32 1
m—z 2" =142 +3z"+---, com |z| <1,
k=1
e
(0.0}
—log(l——x)zz%x}”—x—i-1:r2+1$c3—|— , com |z| < 1.
k=1

Nessa tltima série podemos trocar o sinal de lado e substituir  por —z, obtendo
K1 : .
log(1 + ) Z (o) ki 1) Tk = %xz + %a:‘g — ., com |z| <1, (4.18)

e, na série original, substituindo x por —g%,

1 - 2%
TT 2 Z(—l)kx”‘ =1-z242*—..., com |z| <1 (4.19)
k=0

Essas substituicoes sdo permitidas, ja que as igualdades sao validas em cada valor no intervalo
dado. E claro que se substituirmos, por exemplo, 2 por —3z? numa das expressoes acima, a
igualdade s6 permanece vélida se | — 322| < 1, ou seja, se |z| < \/— Assim, obtemos

i - w : 1
—_— = k- (=3)F 1. 222 =1_622+272%—-.., com |z| < —=.
(1 + 3z)? l; (=3) i V3

Em geral, dada uma série de poténcias S cxz® de raio de convergéncia R > 0, podemos
multiplicd-la por constantes (que independam de k) e substituir  por qualquer expressao a(z),
desde que tenhamos |a(z)| < R. Substituindo, por exemplo,  por x — o, obtemos as séries
de poténcias de centro o, mencionadas a pagina 210, de mesmo raio de convergéncia da série
original e de intervalo de convergéncia transladado por o (com, ou sem, as extremidades).

Exemplo 4.42. Em (4.18) vimos que log(1 +z) = z — 222+ 2% — - -+ se |z| < 1. Substituindo
x por x — 1, obtemos a série de poténcias
= k+1
logcvzz%(x—l)k= (.’E—l)—%($—1)2+%(I—1)3—~- , com |x—1| <1,
k=1

de centro o = 1 e mesmo raio R = 1, mas com intervalo de convergéncia (0,2). Evidentemente,
a funcao logaritmo n&o pode ser a soma de uma série de poténcias centrada na origem, pois
sequer estd definida na origem. Por esse motivo que tomamos o desenvolvimento em série de
poténcias centrada em o = 1 ou, 0 que é a mesma coisa, o desenvolvimento em série de poténcias
da funcao transladada log(1 + z). ®
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Exemplo 4.43. Observe que a série de poténcias da derivada (1+)~* de log(1+ z) tem inter-
valo de convergéncia (—1,1), mas o intervalo de convergéncia da série de poténcias de log(1 +x)
inclui a extremidade & direita, j& que a série de poténcias dada em (4.18) converge em z = 1,
por ser a SHA. A priori, no hd motivo para que a igualdade entre a fungdo log(l + ) e a
série de poténcias seja vélida também nessa extremidade. Entretanto, nesse caso, isso ocorre
e, efetivamente, as igualdades em (4.18) sdo validas em (—1,1], de modo que, em particular,
obtemos (novamente, ver Exemplo 2.83) a soma da SHA, a saber,

log2=log(1+1)=1-3+4-24+L—.... (4.20)

Para verificar isso, lembre que, da Férmula (1.6) da soma de uma progressio geométrica
finita, com quaisquer k € N e ¢ # —1, decorre

. =1—t+t2 -3 4. ()14 (=)
141 1+t
Assim, dado qualquer z > —1, podemos integrar todas essas expressdes de 0 a z, obtendo
T x 1
0 0 1+1¢
1,2, 1.3 1.4 k=11 T (—t)k
=z—gat+ e’ -t + (CD)F R |
o 141
e, em particular, com = =1,
1,11 (~1)k=1 e
1%2:h%U+J)21*§+§—z+'“+—77—+@4)/ﬁ1+td
0

Assim,

’10g2—[1—%-{—%_%+...+(“1l): .

’ /l—i—t t‘
lk 1
/—1 tdf /(;f dt——k 1—>()

e vale (4.20). Observe que, também a expansao do logaritmo em série de poténcias centrada em
1, vista no Exemplo 4.43, tem intervalo de convergéncia igual a (0, 2]. ®

Exemplo 4.44. No Exercicio 4.4.8 vimos que a derivada da fungéo arco tangente, a inversa da
tangente, é dada por arctg’ = 1/(1 + z?) em cada r € R. Usando a expansio (4.19), podemos
integrar ambos lados de 0 a x para obter

oo

T 1 X
arctg z = arctgx — arctg0 = /0 e dt = ;(—l)k/o 8 dt
- - (4.21)
(-1 . 1,3, 1.5_ 1,7
ZQ +1 T—32° + 32" -+

k=0

em cada = € R tal que |z| < 1. Observe que a série de poténcias da derivada 1/(1+22) de arctg x
tem intervalo de convergéncia (—1,1), mas o intervalo de convergéncia da série de poténcias de
arctg z inclui ambas extremidades, ja4 que a série de poténcias dada em (4.21) converge em
x = %1, como é fécil de constatar. A priori, ndo hd motivo para que a igualdade entre a fungéo
arctgx e a série de poténcias seja valida também nas extremidades. Entretanto, nesse caso,
isso ocorre e, efetivamente, as igualdades em (4.21) sdo vélidas em [—1,1], de modo que, em
particular, obtemos a famosa formula de Leibniz que dd uma expansao de 7, a saber,

T =arctgl =1l—g4+g—7+g5— - (4.22)
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Para verificar isso, partimos da férmula da soma de uma progressdo geométrica finita
1 (_tQ)k
142 1+’
vélida com quaisquer n € N e t € R, e integramos ambos lados de 0 a x, obtendo

=124+t -0+ ()T 4

arctgz =z — 2B + 1a® — LoT 4. GHE g2l /x (=£)" dt.
3 5 /i 2k—1 0 1 +t2

pelo TFC, j4 que arctg’t = 1/(1 4+ t?). Em particular, com z =1,
1 (—t2>k
L2

g:arctgl:1—§+%—%+---+(—1)’Hﬁ+/0 dt

e, portanto, como no exemplo precedente,

' 1 i 1 k—1_1
f-[-3+5-7++(1 m]‘

1 t2k 12k 1
= _dt</tndt:2,‘——>0
/0 1+ 2 0 2L

e vale (4.22). ®

Nos dois exemplos precedentes, a férmula da soma de uma PG finita nos forneceu diretamente
o0 assim chamado polinémio de Taylor de grau k com resto integral da fungao soma, a partir do
qual conseguimos mostrar que o valor da soma da série de poténcias na extremidade coincide
com o valor da fungdo soma nessa extremidade. Em geral, nao podemos contar com tanta sorte.

Nao obstante, o caso geral é verdadeiro, mas em virtude de um resultado muito geral e
profundo, o teorema de Abel, que afirma que, se o intervalo de convergéncia de uma série
de poténcias 3 crpx® de raio de convergéncia R > 0 incluir a extremidade z = R, entdo a con-
vergéncia é uniforme em [0, R] (valendo resultado andlogo na outra extremidade). Em particular,
a funcdo soma f dessa série é continua nesse intervalo fechado [0, R] e, portanto, por (4.1),

f(R)=_exR",



Apéndice

Nesta parte final, elaboramos alguns tépicos do texto que, mesmo tendo sido tratados de maneira
totalmente satisfatéria para um primeiro contato, néo o foram com o rigor exigido pelo método
axiomatico. Além disso, desenvolvemos alguns outros tépicos que apenas foram insinuados no
texto, ndo por apresentarem um grau muito maior de dificuldade, mas por estarem fora da
ementa de uma disciplina introdutéria de Andlise Matemdtica na reta.

Al. Definicdo Recursiva

Na Secao 1.1, utilizamos indugéo néo s6 para demonstrar resultados, como também para definir
conceitos, tais como a soma e o produto de naturais, o fatorial e as poténcias de naturais e,
finalmente, as sequéncias recursivas. Convém destacar que a validade essas definicdes recursivas
depende de um resultado mais sutil da Teoria de Conjuntos, denominado Teorema da Definicdo
Recursiva — TDR. Vejamos o que estd em jogo.

No Exemplo 1.5 da torre de Hanoi, definimos a sequéncia (s,) indutivamente por s; = 1
€ Spy1 = 25, + 1, para n € N. Dessa forma, certamente obtemos valores bem definidos para
s1 =1, 59 =3, 53 =7, s4 =15 e, pelo PIM, o conjunto dos n para os quais obtemos um valor
bem definido para s, é igual a N. Isso nao estd sendo questionado.

O que se questiona é o uso da palavra “sequéncia” que, nesse caso, significa uma aplicacio
s : N — N. Para que os valores (1,3,7,15,...,Sp,...) definam uma aplicagdo s de N em N é
necessério saber o valor de s, em termos de n somente e ndo em termos de s,_1, ou seja, s(n) =
8y, = 25,1 + 1 néo define uma aplicacdo. Assim, para poder dizer que (1,3,7,15,...,8p,...)
uma sequéncia, precisamos de uma aplicagdo s : N — N tal que

[N

s(n) = sp, qualquer que seja n € N,

isto é, precisamos de uma férmula fechada para s,.

Reforcamos que isso néo significa que (1,3,7,15,...,8,,...) ndo seja uma sequéncia. Até
porque, nesse caso particular, temos muita sorte, pois podemos constatar (ver Exercicio 1.1.38)
que s(n) =2"—1comn € N, ou seja, (s,) é uma sequéncia auténtica. Mas o que dizer das outras
defini¢Ges recursivas dadas na Segdo 1.17 Teremos a mesma sorte? E muito dificil imaginar uma
forma fechada para aquelas defini¢des, em que fixamos m € N e definimos

e a soma m + n, a partir do sucessor m + 1 de m, com m+ (n+1) = (m+n) + 1,
e o produto m - n, a partir de m -1 =m, com m- (n+1) = (m-n) +m,

e a poténcia m”, a partir de m! = m, com m**tt =m” - m.

219
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Todas essas definigoes sdo do mesmo estilo da torre de Hanoi. De fato, em todas, temos uma
aplicacdo ¥ : N — N especifica, escolhemos s; e definimos, indutivamente,

Snt1 =(sn), paraneN.

No caso da torre de Hanoi, usamos s; = 1 e ¢(n) = 2n + 1 e nos trés casos arrolados, fixamos
m € N e tomamos

e a aplicacdo sucessor ¥(n) = n+ 1 e escolhemos s; = m + 1 para a soma m + n,
e a soma ¥(n) = n + m e escolhemos s; = m para o produtom-n e

e o produto ¥/(n) =n-m e escolhemos s; = m para a poténcia m”.

Existe um resultado geral da Teoria de Conjuntos, que depende dos trés axiomas P1, P2 e
o PIM e que afirma que toda sequéncia indutiva é, de fato, uma auténtica sequéncia.

Teorema A.1 (Teorema da Defini¢do Recursiva — TDR). Dados uma aplicagdo ¢ : X — X e
um elemento a € X quaisquer, existe uma unica aplicacdo ¢ : N — X tal que ¢(1) = a e, dado
n € N

p(n+1) = P(p(n)).

E por virtude do TDR que nos é permitido dizer que sequéncias definidas recursivamente
sao sequéncias. Como ocorre com tantos resultados de existéncia, o TDR n&o fornece a férmula
fechada explicita, s6 garante que ela eziste, ou seja, existe uma maneira de definir o enésimo
termo da sequéncia em funcdo somente de n. De fato, tomando X = N e a = s1, decorre do
TDR que s = ¢ : N — N, ja que s1 = a = ¢(1), s2 = ¥(s1) = w(np(l)) = (2), s3 = P(s2) =
¥ ((2)) = ¢(3), sa = Y(s3) = Y(p(3)) = p(4) e, em geral,

sn =@(n), qualquer que seja n € N.

Para uma demonstracdo do TDR, recomendamos a leitura da Secdo 12 do cldssico Teoria
Ingénua dos Conjuntos, de Paul R. Halmos (1916-2006). Em todo caso, a unicidade da aplica-
céo ¢ do TDR é uma consequéncia imediata do PIM (ver Exercicio 1.1.44) e o Exercicio 1.1.45
encaminha a prova da existéncia, que consiste em mostrar que a intersecio de um conjunto
especifico de relagdes em N x X, por ser minima, é uma relacdo funcional de N em X.

A importancia de termos um resultado tedrico desses a disposi¢ao é inquestiondvel. Basta
observar que uma das funcdes mais conspicuas da Andlise é a exponencial y = b de base fixa
b > 0 e expoente x varidavel. Tomando b = 2 e x € N, temos a aplicacao ¢ : N — N dada por
©(n) = 2™. Seria constrangedor ter que esperar até a definicao da funcéo exponencial em R para
obter a aplicacio ¢ por restri¢io a N. (A definigdo de poténcia como fungdo da base e néo do
expoente pode ser dada por meio do produto cartesiano finito, conforme Exercicio 1.1.43.)

O TDR também garante que a iteracio de aplicagoes é um conceito bem definido. Trata-se
de iterar uma aplicacdo f : Y — Y, ou seja, definir a sequéncia das iteradas
fl=f e fl=f"of, qualquer quesejan cN.
Para isso, tomamos X como o espago de todas aplicacdes g : Y — Y e ¢(g) = gog, para g € X.

Entdo a = f € X e o TDR garantem que a composta de f com f “n vezes” é o valor bem
definido p(n) = f" = fo fo---o f em n de uma certa aplicagdo ¢ : N — X.

Para garantir que a defini¢do recursiva de fatorial é uma sequéncia, usamos uma generalizagao

do TDR, como segue.

Coroldrio A.2. Dado k € N, seja ¢, : X — X wma aplicacdo qualquer. Dado a € X, existe
uma tnica aplicagio ¢ : N — X tal que o(1) =a e p(n+1) = vn(p(n)), com n € N.
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Demonstragao. O TDR, aplicado ao espago N x X, ao elemento (1,a) € N x X e & aplicacio
U :Nx X — Nx X definida por ¥(n,z) = (nwn(x)) fornece uma aplicagdo @ : N — N x X
tal que (1) = (1,a) e ®(n+1) = ¥(®(n)). Basta escrever ®(n) = (a(n), p(n)) e observar que
(a(n) = 1 é constante e que) o segundo componente ¢ de ® satisfaz (1) = a e p(n + 1) =
Yn(p(n)), qualquer que seja n € N. O

Para obter o fatorial, usamos o coroldrio com X = N, ¢4(n) = (k+1)-n e a = 1, obtendo
¢ :N— Ntal que (1) =1e@(n+1) =Ys(p(n)) = (k+1)-p(n), ou seja, p(n) = n!, qualquer
que seja n € N.

Resta justificar defini¢des recursivas como as dos Exemplos 1.6 e 1.7, em que sdo dados dois
valores iniciais s1, s2 e depois s,+2 é definido em termos de s,.1 e de s,. Por exemplo, para a
sequéncia de Fibonacci, s,19 = sp4+1 + sp. Em geral, dado qualquer k € N, temos uma regra
explicita

Sk+1 = wk(sl, 82,5 e i Sla—Tiy Sk)
que fornece o (tinico) termo seguinte a partir de alguns ou todos os termos anteriormente obtidos.

Novamente, nao estd sendo questionado se os valores de s3, 54, S5,... estdo bem definidos.
O que se questiona é, novamente, o uso da palavra “sequéncia”, ou seja, se existe ¢ : N — N tal
que ©(n) = s,. A unicidade dos valores de s, (e de ¢) decorre do PIM, mas a ezisténcia de ¢ é
mais sutil. Nesse contexto geral, em vez de construir a sequéncia de valores ¢(k), construimos
a sequéncia de restricies de v a {1,2,3,...,k}. Como na Secdo 1.2, dado k € N, escrevemos

Li={1,2,3,... k}={ieN:i<k}

para o segmento inicial de k elementos de N. Dado um conjunto X qualquer, definamos X como
o conjunto de todas as aplicacdes de segmentos de N em X, ou seja, f € X se, e s6 se, existir
k € N tal que f é uma aplicagido de I em X. Por exemplo, se g : N — X for uma aplicacio,
entdo cada restricao g|7, é um elemento de X.

Corolario A.3. Seja ¥ : X — X uma aplicagéo qualquer. Dado a € X, existe uma inica
aplicagio ¢ : N — X tal que o(1) = a e p(n+ 1) = ¥(¢|1,), qualquer que seja n € N.

Antes de demonstrar esse corolério, vejamos como obter as sequéncias do tipo Fibonacci.
Dados dois valores iniciais s; e so temos, qualquer que seja k € N, alguma férmula explicita
Sk+2 = Wik+1(Sk+1, Sk). Agora definimos ¥ : X — N em cada f : {1} — N por ¥(f) = s e
em cada f : Iy — N, com 2 < k, por ¥(f) = ¢y (f(k), f(k — 1)). Pelo corolério, existe uma
tnica aplicagdo ¢ : N — N tal que ¢(1) = s; e p(n+ 1) = ¥(y|s,), com n € N. Entéo
0(2) = T(¢lr) = s2,

0(3) = W (pl1) = B2 (v(2), (1)

(1) =
p(4) = (ﬁplls) - <tp 3), (2 )

e, qualquer que seja n € N, tendo obtido <p( ) = 55 <p(n + 1) = sp+1, resulta
(,D(TZ + 2) = (99|In+1) = 'L/)n—i-l( (n ) ( )) = wn—{—l(sn—{—l: Sn) = Sn4-2-

82781 = 83,

337 82 = 84,

Para sequéncia recursivas em que cada termo depende de véarios ou todos os termos anteriores,
como, por exemplo, a sequéncia (2,3,5,7,11,...) dos primos, o procedimento é analogo.

Demonstragiao do Corolédrio A.3. Sejam f, : {1} — X definida por f,(1) =aey : X - &
a aplicacdo que a um elemento f : I, — X qualquer de X associa o elemento ¥(f) : Iy41 — X
de X dado por

F@), se 1<i<k,

w(f)(z):{\ll(f) se 1=k+1.



222 Apéndice

O TDR, aplicado ao espago X, ao elemento f, € X e & aplicacdo ¢ : X — X fornece uma aplica-
¢io @ : N — X tal que ®(1) = f, e ®(n+ 1) = (®(n)). Resta observar que ®(n) tem dominio
I,, e que, pela definicao de ¥, ®(n+ 1)|1, = ®(n), com n € N. Agora definimos p(n) = ®(n)(n)
e obtemos a aplicacdo ¢ : N — X tal que |7, = ®(n), ¢(1) = ®(1)(1) = fo(1) =ae

on+1)=dn+1)(n+1)=¢(@n))(n+1) = ¥(2(n) = ¥(ol1,),
com n € N. O

A2. Axioma da Escolha

Convém destacar que na demonstragdo da Proposicdo 1.15 e do Teorema 1.16 utilizamos, sem
maiores comentérios, um dos axiomas mais importantes da Teoria de Conjuntos, o que nos
permite escolher “simultaneamente” um elemento de cada um de uma infinidade de conjuntos.
Na proposicao, com qualquer k € N, obtivemos alguma aplicacdo sobrejetora o : N — X e
o que fizemos foi tomar todas essas aplicagdes simultaneamente para definir ¢(n,m) = ¢,(m),
com n,m € N. No teorema, com qualquer & € N, obtivemos um subconjunto X de X com
card X;, = k e o que fizemos foi tomar todos esses conjuntos simultaneamente para formar sua
uniago UXj.

Escolher um elemento de cada um de uma quantidade finita de conjuntos é facil e escolher
um elemento de cada um de uma infinidade de subconjuntos de N nao requer axioma algum,
pois podemos escolher, simplesmente, o menor elemento de cada conjunto — isso foi feito na
construgdo de (1.4). No entanto, nossos conjuntos de aplicagdes e de subconjuntos néo séo finitos
nem tém alguma ordem conhecida em que valha o PBO. A esse respeito, existe um exemplo
classico devido a Bertrand Russel (1872-1970).

Exemplo A.4. Considere uma cole¢ao infinita de pares de sapatos. Entdo sabemos escolher
um sapato de cada par, digamos, o sapato esquerdo de cada par. Considere uma colecéo infinita
de pares de meias (idénticas). Podemos escolher uma meia de cada par? ®

Para resolver esse tipo de divida é que um dos axiomas da Teoria de Conjuntos é o Azioma
da FEscolha, que afirma que é possivel escolher, de uma sé vez, um elemento de cada um de uma
infinidade de conjuntos. No exemplo de B. Russel, esse axioma garante que existe uma colegao
de meias que contenha exatamente uma das duas meias de cada um dos infinitos pares.

Consideremos uma colecao nao vazia qualquer de conjuntos nao vazios X, indexada por
A€ A, em que A é um conjunto, finito ou néo, de indices, e denotemos por UX, a unido de
todos os conjuntos X, dessa colecdo. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : A — UX), é uma funcdo
escolha da colegio X se valer p()\) € X, qualquer que seja A € A.

Axioma da Escolha

Cada colecdo nao vazia de conjuntos nao vazios possui alguma funcéo escolha.

Exemplo A.5. Seja X um conjunto néo vazio qualquer e denotemos por P*(X) = P(X) — {0}
a cole¢ao de todos os subconjuntos néo vazios de X. Nesse caso, P*(X) é uma colegdo nao vazia
de conjuntos néo vazios indexada por P*(X) cuja unido é o préprio X. Uma fungéo escolha de
P*(X) é uma aplicagdo @ : P*(X) — X tal que ®(A) € A, qualquer queseja D #AC X. ©

O axioma da escolha e suas equivaléncias aparecem em todos as areas da Matemética. Nao é
por acaso que esse axioma também seja equivalente ao Azioma da Boa Ordenag¢do, que garante
que todo e qualquer conjunto pode ser (linearmente) ordenado. Definindo o produto cartesiano
de uma colegdo como o conjunto de todas as funcdes escolha da colegdo (como no Exercicio
0.0.23 no caso de A finito), o Axioma da Escolha afirma que é néo vazio o produto cartesiano
de uma colecdo néo vazia qualquer de conjuntos nao vazios.
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Exemplo A.6. Seja ¢ : X — Y uma aplicaciio sobrejetora qualquer. Dado qualquer y € Y, seja
Xy o conjunto de todos = € X tais que p(z) = y. Entéo Xy € uma colegao néo vazia de conjuntos
nao vazios indexada por Y cuja uniéo ¢ o préprio X. Uma funcio escolha dessa cole¢io é uma
aplicagao p : Y — X tal que p(y) € X, ou seja, tal que ¢(p(y)) = y, qualquer que seja y € Y.
Assim, p € uma “inversa & direita” de . (Ver Exercicio 0.0.8.) ®

E interessante observar que essa afirmagio “toda aplicacio sobrejetora tem uma inversa &
direita”, bem como a afirmg¢éo “toda relagdo contém (o grafico de) alguma aplicacio de mesmo
dominio” sdo equivalentes ao axioma da escolha.

Ocorre que na demonstragdo que apresentamos no texto nem utilizamos toda a forca do
axioma da escolha. Somente utilizamos sua versdo enumerdvel, como segue.

Axioma da Escolha Enumeravel

Cada colegéo enumeréavel de conjuntos ndo vazios possui alguma funcéo escolha.

Com esse axioma ja garantimos as demonstragdes da Proposicio 1.15 (ver Exemplo AT)e
do Teorema 1.16 (ver Exemplo A.8).

Exemplo A.7. Seja Xj uma colegio enumeravel de conjuntos nio vazios e denotemos por Sj
a colegao de todas as aplicagdes sobrejetoras de N em Xj. Se cada X}, for finito néo vazio ou
enumeravel, §1,Ss,. .., Sk, ... € uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos nio vazios e uma funcéo
escolha dessa colec@o é uma sequéncia ¢ : N — US), da unido desses conjuntos de aplicacdes tal
que p, € Sp, qualquer que seja n € N. Agora, sim, podemos definir a aplicagio (n,m) — @, (m)
©

Exemplo A.8. Seja X um conjunto néo vazio qualquer e denotemos por P,(X) a colecio de
todos os subconjuntos de X com cardinal n. Se X for infinito, P1(X),P2(X),...,Pp(X),...
é uma colecdo enumeravel de conjuntos néo vazios e uma fungdo escolha dessa coleciio é uma
sequéncia ¢ : N — P(X) do conjunto das partes de X tal que ¢(n) = X,, € Pp(X), qualquer
que seja n € N. Agora, sim, podemos tomar a unidao UX,,. ©

Observe, que para demonstrar o Teorema 1.16 néo precisamos de duas aplicagdes do axioma
da escolha enumeravel. Bastaria uma tnica fungéo escolha ¢ que a cada n associa uma aplica-
Gao ¢ : N — X cuja imagem é um subconjunto X,, de cardinal n de X. Entdo a imagem de
(n,m) — wp(m) é um subconjunto enumeravel de X.

Finalmente, vamos reforcar o que estd em jogo entre o PIM e o axioma da escolha enumerével.
Se pudermos escolher, qualquer que seja n € N, um subconjunto X, de algum universo X, ent&o
o PIM garante que, dado n € N, podemos tomar, a unido X; U X, U---U X,,, mas o PIM nao
garante que podemos tomar a unido UX; = X1 UXoU---UX,U--- de todos X, com k € N. E o
axioma da escolha enumerdvel que garante que podemos considerar, simultaneamente, todos X
e tomar, por exemplo, sua unido enumeravel UX},. Observe também que o TDR e seus corolarios
(ver Se¢do Al) néo podem ser aplicados, pelo simples fato de garantirem a unicidade de uma
certa sequéncia. Sé que, nesse caso, ndo ha unicidade alguma em escolher subconjuntos de algum
universo.

O mesmo ocorre se, dado qualquer n € N, pudermos escolher algum elemento z, 1 € X,11 C
X. O PIM néo nos déd uma sequéncia de X, mas somente aplicacoes ¢, : I, — X, com n € N.
Para passar da colecdo ¢, de aplicagdes para uma aplicacdo ¢ : N — X, precisamos do axioma
da escolha enumeravel da familia X,,. Diferente disso é se pudermos escolher z,+1 € X,,+1 sem
ambiguidade, de maneira bem determinada. Por exemplo, se o indice n+1 de z,+1 for o minimo
dentre todos os k € N tais que x; € X,,+1, basta lembrar que o TDR j4 garante que (z,) é uma
auténtica sequéncia.
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A3. Cardinais

Observamos, na Secdo 1.2, que os cardinais de conjuntos definem uma relagdo de ordem. A
reflexividade card X < card X e a transitividade card X < cardY < card Z = card X < card Z
sao bastante evidentes. No entanto, a antissimetria néo é, de modo algum, imediata.

Naquela mesma Secao 1.2 vimos que conjuntos X infinitos podem ter aplicagoes injetoras
¢ : X — X que nado sdo sobrejetoras. E claro que ¢ continua definindo uma bijecio sobre
a imagem o(X). Existe uma construgdo notével, devida a Felix Bernstein (1878-1956), aluno
de Cantor, que mostra muito mais, que é possivel definir uma bije¢do de X sobre qualquer
subconjunto Y de X que contenha a imagem ¢(X), como segue.

Teorema A.9. (Bernstein) Sejam ¢ : X — X uma aplicagdo injetora e Y € X um subconjunto
tal que p(X) CY C X. Entao existe alguma bijecio de X sobre Y.

Demonstracao. Se Y = X, sempre existe a aplicacdo identidade {x : X — X de X, de modo
que podemos supor que Y # X, ou seja, que existe uma aplicacdo injetora ¢ : X — X tal
que p(X) CY C X para algum subconjunto ¥ # X. A partir de Z; = X —Y # ) definimos
Zo=0(Z1) CY CX,Z3=9(Z2) CY CX, Zy =9p(Z3) CY C X e assim por diante, obtendo
uma colecdo Z, de subconjuntos de X indexada pelos naturais. Consideremos a uniéo Z = J Z,
de todos esses conjuntos. Temos Z; C Z, do que decorre

X-ZCX-7Z1=Y.
Também ¢(Z) CY, de modo que estd bem definida a aplicagdo ¢ : X — Y dada por

_Jplz), sezxze€ Z,
vle) = {x, serxe X —Z.

o

—_
O+
o+
-
o+
-3+
oo+
o+

Figura A.10. A bijecdo 9 com X = [0,4+00),Y = (1,+00) e p(z) =z + 2

Mostremos que ¥ é uma bijecao. Dado x € Z, obtemos ¢(x) € Z, de modo que a restri¢do
de 1 a Z é a restri¢do injetora de ¢ a Z; como a restricdo de ¥ a X — Z é a identidade, o
Exercicio 0.0.16 garante que também i é injetora. Resta mostrar que 9 é sobre Y = X — Z;.
Sejay € Y dado. Sey € X — Z, entdo y = ¢¥(y), logo Y N (X — 2Z) CY(X). Sey €Y NZ,
necessariamente y ¢ Z e, portanto, existe algum N tal que y € Zy41 = ¢(Zn). Disso decorre
que y = (), para algum = € Zy C X, ou seja, estabelecemos que Y N Z C 4(X). Como
Y =[YN(X-2)]U[YNZ],segue que Y C ¢(X) e, portanto, 1 é sobre Y. a
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Corolario A.10. Sejam X eY conjuntos quaisquer. Se existirem aplicages injetoras de X em
Y e também deY em X, entdo exsite alguma bijecio de X sobre Y.

Demonstragado. Sejam p: X — Y en:Y — X duas aplicacdes injetoras. Entdo a composta
@ =mnop: X — X é injetora, com ¢(X) = n(p(X)) € n(Y) C X. Pelo teorema, existe
alguma bijegdo 1 : X — n(Y). Como 7 define uma bijegiio & de Y sobre 7(Y), a composta
& loty: X — Y também é uma bijecio. O

A4. Corpos Ordenados

N e Z n@o séo corpos, mas Q e R, bem como o conjunto C dos ntimeros complexos, sdo. Em
geral, dizemos que um conjunto K qualquer é um corpo se K possuir dois elementos distintos
bem determinados, que denotamos 0 e 1, e duas operagdes binérias, denominadas adicdo e
multiplicacao, que a cada par de elementos z,y € K associam dois elementos = +y e = - y de
K, que denominamos soma e produto de x e y, respectivamente, satisfazendo as propriedades
seguintes.

(C1) Associatividade. Dados quaisquer z,y, z € K,

s+y+) =@ty +s ¢ T @A=(y) 2
(C2) Comutatividade. Dados quaisquer z,y €K, z+y=y+2z e z-y=y-z.
(C3) Distributividade. Dados quaisquer z,y,2 €K, z-(y+2)=z-y+z-2.
(C4) Elementos neutros. Dado qualquer r €K, z4+0=zex-1=uz.
(C5)

C5) Elementos inversos. Dado qualquer z € K existe algum y € K tal que z +y = 0 e, se
x # 0, existe algum z € K tal que - z = 1.

Pela propriedade C4, o elemento especial 0 de K é o neutro da adigcdo, denominado zero, e 1 é
o o elemento neutro da multiplicagdo, denominado unidade. Mostra-se que 0 e 1 sdo os Unicos
elementos de um corpo que satisfazem C4. Finalmente, também so inicos os elementos inversos
y,z € K de qualquer z € K, sendo denotados por —z e 27! e denominados elemento simétrico
e reciproco, respectivamente.

Escrevendo z —y = x + (—y) para a subtra¢io e x/y = x -y~ ! para o quociente num corpo
qualquer, como sempre o fizemos em Q e R, obtemos todas as regras usuais da aritmética (ver
Exercicio A0.1). Por exemplo, mostra-se que 0 -z = 0, qualquer que seja z € K. Assim, o
simétrico —1 de 1 satisfaz (—1) -z = —z, qualquer que seja = € K. De fato, (-1) -z +z =
(-1)-z+1-z2=(-14+1)-2=0-z =0, portanto, (—1) - x = —z, pela unicidade do elemento
simétrico. Também pela unicidade do simétrico, —(—x) = x e, em particular, (—1) - (—=1) = 1.

Também podemos introduzir a notacio de potenciacdo num corpo qualquer, definindo 2! = z

e r? = x - T e, mais geralmente,

n+1

T =& 0",

qualquer que seja o natural n.

Seja K um corpo qualquer. Por defini¢gdo, K contém, pelo menos, os elementos distintos 0
e 1. Além desses, podemos formar, sempre, a soma de 1 consigo mesmo, obtendo 1 +1=2-1,
1+1+1=3"1, etc. Assim obtemos todos os elementos “naturais”

N=i{g-Limn=1,23,...}

de K. Observe que esse subconjunto N de K pode ser caracterizado como o menor subconjunto
S de K tal que 1 € S e satisfaz a afirmacdo s € S = (s+1) € S, qualquer que seja s € S. (Ver
Exercicio A0.3.) Além disso, temos 0 € K e cada simétrico —n = (=1)-n € K, portanto obtemos
os elementos “inteiros” de K. Finalmente, como m/n = m - (1/n) € K, obtemos os elementos
“racionais” de K.
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No entanto, num corpo K qualquer, pode ocorrer que esses elementos nao sejam todos
distintos, de modo que nao podem desempenhar o papel usual conhecido de N, Z e Q em R.

Exemplo A.11. O conjunto Z, = Z/p-Z = {0,1,2,...,p— 1} tem uma estrutura de corpo
(quociente) sempre que p for um inteiro primo. Por exemplo, Zy = {0,1} é um corpo “minimo”,
constituido de dois elementos, apenas. A soma e o produto de Z, sdo definidos como em Z, mas
sempre tomando o resto na diviséo por p, ou, como se diz, congruéncia mddulo p. Por exemplo,
temos 6 = 1 (mod 5) e 8 = 3 (mod 5) em Z, portanto, em Zs, valem 3+3 =6=1e4-2=8=3.

Assim, 5-1 =05 =0 em Zs e, em geral, sempre p-1 =p =0 em Z,, de modo que, em Z,, 0s
“naturais”, os “inteiros” e os “racionais” de Z, coincidem, todos, com Z,,. ©

Dizemos que um corpo tem caracteristica 0 se seus “naturais” sao todos distintos, ou seja,
sen-1%# 0 comn € N. Isso equivale a exigir que 0 € N. Os corpos Z, ndo tém, mas Q tem
caracteristica 0, sendo o menor desses corpos.

Se um corpo K tem caracteristica 0, podemos construir auténticas cépias (isomorfas) de N,
Z e Q dentro de K, da mesma maneira pela qual construimos Q a partir de N. Assim,

NCZCQCK,

sempre que K for um corpo de caracteristica 0.

Corpos Ordenados

No entanto, a caracteristica 0, em si, ndo determina o corpo dos reais, pois também o corpo
Q dos racionais e o corpo C dos complexos tém caracteristica 0. A propriedade que falta num
corpo K de caracteristica O para ser util em Andlise é a da ordem. Dizemos que um corpo K é
ordenado se existir um subconjunto P C K com as duas propriedades seguintes.

(O1) Tricotomia: dado z € K, vale exatamente uma das trés opgdes:
xe€P, =0, ou —z€P.
(02) Fechamento: dados =,y € P, também x+y € Pex-y € P.

Pensando em Q e R, o conjunto P é, simplesmente, o conjunto dos ntimeros positivos. Assim,
escrevendo —P = {z € K: —x € P}, dizemos que os elementos de P s&o positivos e os de —P
sao negativos. Observe que a exigéncia O1 afirma que

K=PuU{0}U(-P)
é uma unido disjunta. Logo, 0 é o dnico elemento de K que nao é positivo nem negativo.

Como fizemos no caso de Q, dados z,y € K, dizemos que y é menor do que x, ou que = é
maior do que y, se x—y € P, e escrevemos y < x ou = > y. Em particular, x > 0 significa x € P,
ou seja, que x é positivo. As expressoes y < = e x 2 y tém os significados esperados.

As propriedades da ordem num corpo ordenado s@o as que conhecemos de Q e R. Para
referéncia futura, reunimos todas no resultado seguinte.

Proposicao A.12. Seja K um corpo ordenado. As afirmacdes seguintes sao relativas a elemen-
tos z,y,z,t € K quaisquer.

(03) Tricotomia: vale exatamente uma das opgoes:

r<y, =y, ou x>y.
(04) 0 < 22, qualquer que seja = # 0; em particular, 0 < 1.
(O5) Transitividade: sex <y ey < z, entdo T < z.
(06) Sex<yez<t, entdor+z<y+t.
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(O7) Sex<yez>0,entdox-2<y-z;
analogamente, sex <y ez <0, entGo x -2 >y - 2.

(08) Se0<zel<z-y,entdo0<yel<l/z

(09) Se0 <z <y, entdo0<1/y<1/z.

Demonstragao. Sejam z,y, z elementos quaisquer do corpo ordenado K. Por O1, z —y € P,
r—y=0ouy—z=—(x—y) € P, ouseja, vale 03. Se x # 0, entdo z € P ou —z € P, portanto
02 garante 22 = z -z = (—x) - (—z) € P. Isso mostra O4. Para mostrar 05, O6 e O7, basta
observar que z—z = (2 —y) +(y—z), (y+t)— (z+2)=(y—z)+(t—2),y-2—z-2= (y—1x)-2
ex-z—y-z2=(y—z)-(—2).

Provemos O8. Sejam z,y dados, com 0 < z. Se y =0, entdo 7 -y = 0 e, se 0 < —y, entdo

0<z-(~y)=—(x-y), ouseja, -y < 0. Logo, 0 < y decorre de 0 < z - y. Em particular,
0 < 1/x decorre de 0 < 1 = z - (1/z). Finalmente, 1/z — 1/y = (y — z) - (1/z - y) > 0, sempre
que 0 < z < y, mostrando O9. O

Observe que, por O4, C néo pode ser ordenado, pois i = —1 < 0. As propriedades 03, 05,

06 e O7 sao suficientes para que um corpo com uma ordem total seja um corpo ordenado. (Ver
Exercicio A0.2.)

Todo corpo ordenado tem caracteristica 0, pois 0 < 1 fornece 1 < 1 + 1 = 2, que fornece
2 <2+1 =3, e assim por diante. Assim, nos corpos ordenados, as inclusdes N C Z C Q C K
respeitam, inclusive, a ordem de K.*

Dado x € K, definimos o valor absoluto de x por
T, se
|| =
—x, se
Sempre |z| > 0, com |z| = 0 se, e s6 se, x = 0. Essa propriedade, junto com V2 e V4 a seguir,
caracterizam a nocao de valor absoluto em corpos arbitrarios, ordenados ou nao.

7

0
0.

VANR\Y%

As propriedades do valor absoluto num corpo ordenado sao as que conhecemos de R. Para
referéncia futura, reunimos todas no resultado seguinte.

Proposicao A.13. Seja K um corpo ordenado. As afirmacées sequintes sdo vdlidas para quais-
quer x,y € K.

(V1) |- z| = |=].

(V2) |z -yl = |z]|yl.

(V3) |z| <y se, esd se, —y<z<y.

(V4) Desigualdade triangular: |z + y| < |x| + |y|.
(V5) |lz| = lyl| < |z -yl < |z + |yl

Demonstracao. Sejam x,y elementos quaisquer do corpo ordenado K. As duas primeiras
afirmagoes decorrem diretamente da definigéo, lembrando que —(—z) = z e que (—z)-y = —(z-y).
Para provar a terceira, basta observar que de 0 < = < y decorre —y < 0 < 2 < y e, de
<0< —z <y, decorre —y < z < 0 < y. Reciprocamente, se —y < z < y, entdo z < y e
—z < —(—y) =y, de modo que |z| < y.

Para mostrar V4, observe que z < |z| e y < |y|, portanto, z +y < |z| + |y|, pela propriedade
06. Como também —z < |z] e —y < |y|, a mesma propriedade de ordem garante que —(z+y) <
|z|+]y|. Por defini¢éo, decorre a propriedade V4. Por V3, a primeira desigualdade de V5 equivale
a

—lz -yl <lz| =yl < |z -yl

*Ver demonstragdo do Teorema A.20, no Apéndice A5.
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que, por sua vez, equivale a

yl < lzl+ 1z -yl e |z] <lyl+]|z -yl
Escrevendo y = z+(y—x) e z = y+(z—y), ambas decorrem de V1 e V4. A segunda desigualdade
de V5 também segue de V1 e V4. O

De posse da nogao de valor absoluto, podemos introduzir em K as nogoes de distancia e
intervalos e, com elas, todos os conceitos bésicos da Andlise Matematica, tais como sequéncias
convergentes, fungdes continuas, funcdes derivéaveis e a integral. Mesmo assim, existem corpos
ordenados que sao um pouco diferentes do que se poderia imaginar.

Exemplo A.14. Seja Q(t) o conjunto das fungdes racionais p(t)/q(t) numa varidvel ¢t com
coeficientes em Q. Observe que, tomando a funcao constante ¢(t) = 1 como denominador, Q(t)
inclui todas as func¢oes polinomiais com coeficientes em @Q; em particular, todos os racionais,
como funcdes constantes, ou seja, Q C Q(t). E possivel verificar que as operacdes usuais de
funcoes fazem de Q(t) um corpo. Observe, também que as fungdes y =t e y = t*/t de Q(¢) sdo
consideradas iguais no corpo Q(t), embora, como funcgdes, tenham dominios diferentes.

Definimos uma ordem de Q(¢) por p(t)/q(t) > 0 se, e 86 se, anby, > 0 em Q, onde p(t) =
apt™ + -+ a1t + ag € q(t) = byt™ + -+ + byt + by, com a,, # 0 e by, # 0. Nessa ordem, uma
funciio racional f(t) é maior do que uma fungdo racional g(t) se, e s6 se, o grafico de f(¢) no
plano de abscissa t e ordenada Q estd acima do de g(t), a partir de algum ponto da reta racional
(ver Exercicio A0.5).

r y=r
t

Figura A.11. A funcdo y = ¢ é maior do que qualquer fungéo y =r

Em particular, t > 7, qualquer que seja r € Q, ja que 1 > 0 em Q, portanto, t —r =
(1t — r)/1 > 0. Isso significa que qualquer polindmio néo constante é maior de que qualquer
elemento de Q e, em particular, que N é um subconjunto limitado de Q(t), pois N cabe no
intervalo limitado (0,t) = {x € Q(¢) : 0 < z < t} de Q(¢). ®

Corpos Arquimedianos

Dizemos que um corpo ordenado é arquimediano se valer alguma das quatro propriedades da
proposicao seguinte (portanto, as quatro; ver a Proposico A.16 na préxima secdo para mais
duas propriedades equivalentes). Sabemos que Q e R séo arquimedianos, mas o corpo ordenado
das fungdes racionais do Exemplo A.14 nao é.

Proposicao A.15. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirmagdes sequintes sdo equiva-
lentes.

(E1) Se x € K € positivo, existe n € N tal que 0 < % <.

(E2)

(E3) Dado qualquer x € K, eziste algum n € N tal que x < n.

(E4) Dados quaisquer x,y € K com z < y, existe algum r € Q tal que z <7 <y.

Se x,y € K sdo positivos, existe n € N tal que 0 <y <n-z.
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Demonstragao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E1. Dados z,y € K positivos,
temos que z/y € K é positivo, portanto, existe n € N tal que 0 < 1/n < z/y. Isso significa que
0 <y <n-zeprova E2. Supondo que valha E2; temos = < 1 qualquer que seja z € K que néo
seja positivo; se x é positivo, 1/z > 0 e E2 fornece n tal que % < 1/z, ou seja, x < n e vale E3.
Supondo que valha E4 e que = € K seja positivo, obtemos TeQCcKtalque0< % Lo L m,
de modo que vale E1. Resta provar que E3 = E4.

Seja K um corpo ordenado com a propriedade E3 e sejam =,y € K quaisquer tais que z < .
A hipdtese E3 garante que existe n € N tal que 1/(y—z) < n,ouseja, 1 < n-(y—=z) =n-y—n-z.
Logo,n-y>1+n-uz.

Supomos, agora, que z > 0. Entéo existe, por E3, algum natural m € N tal que n-z < m. O
conjunto desses naturais m tem algum menor elemento m € N que satisfaz n-z < m. Agora, de
duas, uma: oum —1=0oum—1 & N. Em ambos casos, m — 1 < n -z < m. Assim, obtemos

n-r<m<n-z+1l<n-y,

do que decorre n -z <m < n-y, ou seja, r = I satisfaz E4, nesse caso z > 0.

Finalmente, se x < 0, E3 fornece k£ € N tal que —z < k e, portanto, 0 < z +k < y + k. Pela
parte que acabamos de provar, existe r € Q C K tal que z + k < r < y + k, do que obtemos
z<r—k<y,comr—keQCK. Isso mostra que E3 = E4. O

A5. Os Completamentos de um Corpo

Nesta segao, mostramos que existem vérias opgoes para caracterizar o que distingue Q de R,
todas equivalentes num corpo ordenado arquimediano K qualquer e também mostramos que
todos corpos ordenados completos sdo isomorfos.

Conforme vimos na se¢@o precedente, num corpo ordenado qualquer podemos introduzir as
nogoes de valor absoluto e intervalos e, com elas, todos os conceitos bésicos da Andlise Ma-
tematica, tais como sequéncias convergentes, fungdes continuas, fungdes derivdveis e a integral.
O cuidado é que, em K até podemos usar niimeros racionais mas certamente nao podemos usar
numeros reais; em particular, todos os epsilons também devem ser elementos de K. Por exemplo,
dizemos que uma sequéncia (s,) de K é de Cauchy se, dado qualquer ¢ € K positivo, existir
N € N tal que vale |z, — Zp4p| < €, para quaisquer n,p € N com n > N. Com esse cuidado em
mente, podemos usar todas as nossas definicdes do texto, bastando trocar R por K, ndo havendo
a necessidade de reproduzir todas no presente contexto de um corpo ordenado arbitrario.

Comegamos ampliando as equivaléncias da Proposi¢ao A.15.

Proposicao A.16. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirmagdes sequintes sao equiva-
lentes.

(E) K € um corpo arquimediano.
(E5) Toda sequéncia mondtona e limitada € de Cauchy.

(E6) Toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E5 e consideremos qualquer
sequéncia limitada de K. Sabemos (Lema 1.65) que toda sequéncia limitada possui alguma
subsequéncia mondtona, que também é limitada, portanto, por hipdtese, de Cauchy. Assim,
vale E6. Se K for ndo arquimediano, entéo a sequéncia (n) dos naturais é limitada (ver E3) e,
evidentemente, néo é de Cauchy, pois |(n+p)—n| =p > 1, paran € N. Em particular, nenhuma
subsequéncia de (n) é de Cauchy, portanto, nao vale E6. Resta mostrar que vale E5 em corpos
arquimedianos.
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Sejam K um corpo ordenado arquimediano e (sy) uma sequéncia néo decrescente e limitada
qualquer de K. Seja ¢ € K uma cota superior dos termos s, da sequéncia. Para mostrar que
(sp) é de Cauchy, fixemos, arbitrariamente, algum ¢ € K positivo. Consideremos os elementos
¢,c—e,c—2¢,... de K. Como c é cota superior de {s,} e K é arquimediano, existe um unico
m € N tal que ¢ — (m — 1)e ainda é cota superior de {s,}, mas ¢ — me ndo é mais cota superior
de {s,}. Tomando N € N tal que ¢c—me < sy e lembrando que (s,) é ndo decrescente, obtemos

c—Mme < SN < 8n < Spgp < ¢ — (M —1)g,

quaisquer que sejam n = N e p € N. Como ¢ é arbitrario, (s,) resulta ser de Cauchy. Pelo
Exercicio A0.8, resulta que vale E5 em corpos ordenados arquimedianos. O

Uma das opgoes de caracterizar corpos ordenados completos € por meio de cortes de Dede-
kind, que ainda nao definimos. No caso de Q, a motivacao para esse conceito pode ser encontrada
na préxima segdo. Em geral, dado um corpo ordenado K qualquer, dizemos que um subconjunto
X CK é um corte de K se

(D1) X néo é vazio nem igual a K,
(D2) (—o0,z] C X, qualquer que seja x € X, e
(D3) X ndo tem maior elemento.

Um elemento o € K é um elemento separador de um corte X se X = (—00,0).

Exemplo A.17. Dado qualquer o € K, o intervalo (—oo,0) de K é um corte com elemento
separador o.

Dado um corte X qualquer de K, mostremos que X é ndo vazio e limitado superiormente e
mais, se o corte X possuir supremo em K, entdo sup X é o elemento separador de X.

Pela propriedade D1, existe pelo menos algum ¢ € K que nao pertence a X. Se existisse
z € X tal que ¢ < x, entdo D2 acarretaria ¢ € X. Logo, cada ¢ € K — X é uma cota superior
de X. Segue que todo corte é ndo vazio e limitado superiormente. Se existir ¢ = sup X em K,
entdo X C (—o0,c| e, por D3, ¢ ¢ X, de modo que c é o elemento separador de X. ©

Teorema A.18. Seja K um corpo ordenado arquimediano. As afirmacgdes sequintes, todas
relativas a K, sdo equivalentes.

K1) Todo conjunto néo vazio e limitado superiormente tem supremo.

~

2) Todo corte tem elemento separador.

>

3) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
4) Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

=

5) Toda sequéncia de intervalos encaizados fechados e limitados tem intersecdo ndo vazia.
K6

) Toda sequéncia de Cauchy converge.
K7) Toda fungdo continua tem a propriedade do valor intermedidrio.

N TN TN PN S BTN o

Demonstracao. No exemplo precedente, vimos que K1 = K2. Reciprocamente, seja K um
corpo ordenado no qual todo corte tem elemento separador e mostremos que vale K1. Seja
Y € K um subconjunto néo vazio e limitado superiormente arbitréario. Se Y possuir elemento
maximo, entfo esse elemento é o supremo de Y e nada mais hd a mostrar. Supomos, entédo, que
Y néo possui elemento maximo e consideramos a unido X de todos os intervalos (—oo,y], com
yey,

X ={zr €K: existe algum y € Y tal que = < y}.

Praticamente por definicao, X satisfaz D2 e, como Y n&o é vazio e limitado superiormente, é
facil verificar que X também satisfaz D1. Dado z € X, seja y € Y tal que < y. Como Y néo
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tem maior elemento, existe y < y' € Y. Entdo o ponto médio z’ = £(y +y'), que é maior do que
Y, € maior do que x e pertence a X, ou seja, £ néo é o maior elemento de X.

Dessa forma mostramos que X é um corte de K e, por hipétese, X = (—00,0), para algum
o € K. Dado z < 0, existe x € X tal que z < z, portanto, existe y € Y tal que z < y e decorre
que z < y, mostrando que z ndo é cota superior de Y. Como Y C X, resulta que ¢ = supY.
Assim, mostramos que K1 <= K2 em corpos ordenados.

No Teorema 2.36 demonstramos que K1 = K3, no Exercicio 2.2.38 demonstramos que K3 =
K5, no Teorema 2.42 demonstramos que K3 = K4, na Proposicéo 2.55 demonstramos que K4
= K6 e, no Capitulo 3, demonstramos que K1 = K7. A bem da verdade, tudo isso foi provado
em R, mas o leitor é convidado para reproduzir as provas pertinentes em K e mais, constatar
que para obter K1 = K3 = K4 nao se utiliza a propriedade arquimediana de R.

A prova de K6 = K3 é imediata, pela Proposicio A.16. De fato, seja (sn) uma sequén-
cia monotona e limitada de K. Pela Proposigao A.16, (s,) é de Cauchy e, portanto, por K6,
convergente. Assim, resta provar que K7 = K3 e que K5 = K1, para concluir a demonstracéo
do teorema.

Seja, pois, K um corpo arquimediano com a propriedade do valor intermedidrio K7 e mostre-

mos que vale K3. Seja (s,,) uma sequéncia ndo decrescente e limitada qualquer de K e mostremos
que (s,) converge. Consideremos a funcio ¢ : R — R definida por

1, se x é cota superior de {s,},
v(@) = { £

0, se x nao é cota superior de {s,}.
Suponha que o € K néo seja uma cota superior de {s,}. Entdo existe N € N tal que o0 < sy

e, portanto, nenhum elemento de (—oo, si) pode ser cota superior de {s,}; em particular, v é
constante e igual a 0 nesse intervalo de K e, portanto, é continua em o.

Supremo (K1) )

(K5) Encaixados TVI (K7)

| Monoétona (K3) .&

I (K4) BW =>| Cauchy (K6)

Dedekind (K2)

Figura A.12. A demonstragao do Teorema A.18

Como a imagem ¥(K) = {0,1} de v nao é um intervalo e K tem a propriedade do valor
intermedidrio, necessariamente existe algum ponto ¢ € K no qual 1 é descontinua. Pelo que
acabamos de verificar, ¢ é cota superior de {s,}. Seja ¢ € K positivo dado arbitrariamente. Se
¢ — ¢ fosse uma cota superior de {s,}, entdao cada elemento de (c—¢&,00) também seria uma cota
superior de {s,} e, portanto, ¢ seria constante e igual a 1 nesse intervalo de K; em particular, ¢
seria continua em o, o que é impossivel. Logo, ¢ — € n#o é cota superior de {sn}, ou seja, existe
N e N tal que ¢ — ¢ < sy. Como (s,,) é ndo decrescente e ¢ é cota superior, resulta

c—e<sysSs,<¢cC

?

qualquer que seja n > N. Como ¢ é arbitrério, concluimos que lim s, = ¢ € K. Assim, K tem a
propriedade K3.
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Finalmente, mostremos que vale o axioma fundamental em corpos ordenados arquimedianos
com a propriedade K5 dos intervalos encaixados. Seja, pois X € K um conjunto limitado
superiormente e escolhamos dois elementos x1,y; € K tais que x; nao é, mas y; ¢ cota superior
de X. Escrevendo I; = [z1,%1], temos que I; é um intervalo compacto. Se y; € a menor cota
superior de X, nada mais hd para provar. Caso contrario, tomamos o ponto médio o = %(1:1 +11)
de 1 e y; e verificamos se o é cota superior de X. Se o for cota superior de X, definimos x = 11 e
Y2 = 0; se o nao for cota superior de X, definimos 23 = o e y2 = y1. Em ambos casos, escrevemos
Iy = [z, ys]. Assim, I, C I e o comprimento do intervalo compacto I é a metade do de I, isto
é, Yo — z2 = (11 — 1) ,

Continuando, se yo é a menor cota superior de X, nada mais hé para provar. Caso contrario,
tomamos o ponto médio o = %(Iz +y2) de x2 e Yo e verificamos se o é cota superior de X. Se o
for cota superior de X, definimos z3 = 3 e y3 = 0; se ¢ nao for cota superior de X, definimos
r3 =0 e y3 = y2. Em ambos casos, escrevemos I3 = [z3,y3]. Assim, I3 C I> e o comprimento do
intervalo compacto I3 é a metade do de Iy, isto é, y3 — w3 = %(yz —I9) = z%(yl —x1).

Dessa forma, chegamos num y,, que é o supremo de X ou, entdo, (usando indugao ma-
temadtica), obtemos uma sequéncia I,, = [, yn] de intervalos compactos encaizados tais que
cada z,, nao é, mas cada y, é uma cota superior de X, com Y41 — Tpt1 = %(yl —x1).

Por hipdtese, essa sequéncia possui algum ponto limite ¢ € K, ou seja, ¢ € I,, com n € N.
Como K é arquimediano, temos ZL" — 0, portanto, de z, < ¢ < y, decorre que x, — c ¢
Yy, — ¢. Mostremos que ¢ = sup X. Como cada y, € cota superior, ¢ € cota superior.

Ty ——
XNI;;H!
{ . | K
L1 Ty =2x3 Y3 Y2=M41

Figura A.13. O comego da sequéncia de intervalos encaixados

Dado ¢ € K positivo, escolhemos N € N tal que Iy C (¢c—¢,c+¢), de modo que c—¢& < xy.
Como zy nao é cota superior, resulta que ¢ — € tampouco pode ser cota superior. Ja que ¢ foi
arbitrario, concluimos que ¢ = sup X. Assim, vale o axioma fundamental K1 em K. O

Convém observar que as quatro primeiras afirmacgoes do teorema sao equivalentes em corpos
ordenados quaisquer.

Coroléario A.19. Seja K um corpo ordenado. As afirmagoes sequintes, todas relativas a K, sao
equivalentes.

K1) Todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.

(

(K2) Todo corte tem elemento separador.

(K3) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
(

K4) Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

Se valer qualquer uma dessas afirmacgoes, K € arquimediano.

Demonstragao. Na prova do teorema precedente, observamos que K1 e K2 sdao equivalentes
em quaisquer corpos ordenados. No mesmo teorema também mostramos que K1 = K3 = K4,
sem usar a arquimedianidade. Finalmente, seja K um corpo com a propriedade de BW, ou seja,
em que vale K4. Entao é evidente que vale E6 e, portanto K é arquimediano. Pelo teorema, ja
sabemos que K4 = K1 é uma afirmacdo vélida em corpos arquimedianos. O
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Dizemos que um corpo ordenado é completo se vale o axioma fundamental, ou seja, se todo
subconjunto nao vazio e limitado superiormente possuir supremo. Sabemos que R é completo,
mas nao Q. Pelo Corolario A.19, todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Essas sete equivaléncias nao contam toda a histéria. Introduzindo o conceito de derivada de
fungoes definidas em intervalos de um corpo ordenado K qualquer, podemos mostrar que as sete
equivaléncias do teorema sdo equivalentes, ainda, as quatro condicdes seguintes, que também
foram tratadas neste texto.

A afirmagao K8 e K9 compde o Coroldrio 3.41, a afirmacio K10 decorre do Teorema 3.40 e
a afirmagao K11 ¢ o Teorema 3.52 do valor médio, de Lagrange.
(K8) Toda fungdo derivdvel com derivada nula num intervalo é constante.
(K9)
(K10) Toda fung¢ao derivdvel num intervalo satisfaz a desigualdade do valor médio.
(K11)

Toda fungdo derivdvel com derivada ndo negativa num intervalo € ndo decrescente.

Toda fungao derivdvel num intervalo satisfaz a igualdade do valor médio.

Nas afirmagées K10 e K11 utilizamos a terminologia seguinte. Seja f : I — K uma funcéo
qualquer derivéavel num intervalo I C K.

Dizemos que f satisfaz a desigualdade do valor médio se dado qualquer M € K néo negativo
tal que valha f'(x) < M, qualquer que seja x € I, entdo

fb) = fla) < M- (b~ a),
para quaisquer a,b € I, com a < b.

Dizemos que f satisfaz a igualdade do valor médio se dados quaisquer a,b € I distintos,
existir ¢ entre a e b tal que

fb) = fla)=f(c)- (b—a).
Unicidade

Dois corpos ordenados quaisquer nao tém motivo para serem considerados iguais: basta olhar
para Q e R. No entanto, dois corpos ordenados completos quaisquer sempre podem ser conside-
rados iguais, ou seja, do ponto de vista algébrico, isomorfos. Assim, podemos dizer que R é o
Unico corpo ordenado completo.

Teorema A.20. Seja K um corpo ordenado completo. Entdo existe um isomorfismo ¢ : R — K
de corpos ordenados, ou seja, uma bije¢do que satisfaz as propriedades seguintes.

(1) Dados x,y € R, vale p(z +y) = p(x) + ©(y).
(2) Dados z,y € R, vale p(z - y) = ¢(z) - ¢(y).
(3) Dados z,y € R, se x <y, entdo p(x) < @(y).

Assim, podemos identificar R com K via x = ¢(z).

Demonstragao. Apresentamos apenas um esbogo da demonstragao. Seja K um corpo ordenado
qualquer e denotemos por Ok e 1k os elementos zero e unidade de K. Evidentemente, comegamos
definindo ¢ por ¢(0) = Ok e ¢(1) = 1k e, mais geralmente, p(n) = lx + lx +---+ 1k =n- 1k
e ¢(—n) = (—n) - 1lg e mostramos que ¢ satisfaz (i)-(iii) para n,m € Z. Observe que, por
ser K ordenado, ¢(n) # 0 e, portanto, p(n) é invertivel em K. Em seguida, definimos o(r) =
w(m/n) = p(m)/p(n) = p(m)-p(n)~t, qualquer que seja o racional » € Q, mostramos que essa
definigao independe da particular representacdo m/n do racional r e verificamos que, agora, ¢
satisfaz (i)—(iii) para =,y € Q.

Assim, chegamos num isomorfismo ¢ do corpo ordenado Q sobre os “racionais” de K, justi-
ficando a afirmacéo & pégina 227.
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Para estender ¢ a R, passamos a supor que K é completo (portanto, arquimediano). Dado

qualquer = € R, definimos
o(x) =sup{p(r):r€Qer <z} ek

Inicialmente conferimos que essa defini¢io coincide com a anterior no caso z € Q. Ora, pelo
Exercicio 1.4.28, sabemos que, qualquer que seja r € Q, vale r = sup{s € Q : s < r}. De maneira
totalmente andloga, mostramos que, também no corpo arquimediano K, cada “racional” o(r) é
o supremo do conjunto dos “racionais” menores do que (), de modo que ¢ estd bem definida
em Q. Também é facil observar que realmente existe o supremo ¢(z) em K e que ¢(z) < ¢(r)
sex<r,comzE€Rereq.

Mostremos que vale (iii) em R. Dados z < y em R, escolhemos 7, s € Q tais que x <r < s <y
e entdo, como j& sabemos que ¢(r) < ©(s), resulta ¢(z) < ©(r) < ¢(s) < ¢(y), pelo que
acabamos de explicitar. Isso mostra (iii). Finalmente, a demonstracao de que ¢ é sobrejetora e
satisfaz (i) e (ii) é deixada a cargo do leitor. O

A6. Completamentos de Q

Nesta secdo final, esbogamos as duas construgoes de R a partir de Q mais famosas, devidas a
R. Dedekind e G. Cantor. Assim, finalmente podemos dizer que o corpo ordenado completo R
existe e é Unico; o axioma fundamental, entao, passa a ser um teorema.

Dedekind

Inspirado na teoria de proporgoes de Eudoxo, conforme exposta no Livro V do mais famoso livro
de Matemética, Os Elementos, de Euclides, R. Dedekind concebeu a nogao de corte como uma
maneira de identificar cada elemento de Q e também cada “furo” de Q com um elemento bem
determinado de um novo conjunto, que entao é R.

Essencialmente, a observacao bdsica é que a colecdo dos intervalos ilimitados (—oo,b) de Q
fornece uma cépia de Q, pois cada b € Q define exatamente um desses intervalos, que sempre
sdo nao vazios (b — 1 < b), distintos de Q e desprovidos de elemento mdximo. No entanto, cada
“furo” de Q, como v/2, também pode ser caracterizado como um subconjunto nao vazio, distinto
de Q e desprovido de elemento méximo, por exemplo, {x € Q : z < 0 ou r? < 2}. E claro
que, uma vez conhecido R, sabemos que esse conjunto é, simplesmente, Q N (—oo, V2), mas a
percepcao crucial é que esse conjunto pode ser caracterizado totalmente usando sé Q.

Generalizando esses intervalos ilimitados, definimos um corte de Dedekind de Q como um
subconjunto X néo vazio e distinto de Q que néo tenha maior elemento e que contenha o intervalo
(=00, x], qualquer que seja x € X. (Ver defini¢ao & pégina 230.)

Dado b € @, o intervalo ilimitado (—o0,b) de @ é um corte de Q. Pelo Exercicio 1.3.30,
sabemos que, também {z € Q : 23 < 2} é um corte. A diferenga crucial desses cortes é que
(—c0,b) tem o elemento separador b em Q, ao passo que {r € Q : 2% < 2} ndo tem, ou seja,
{r € Q:2® <2} # (—00,b), qualquer que seja b € Q.

Agora definimos R como a totalidade dos cortes de Q, ou seja,

R ={X : X é um corte de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar @ dentro de R, ou melhor, uma cépia de Q, que é a
colecdo dos cortes com elemento separador, ou seja, a colegio dos intervalos ilimitados (—oo, b)
de Q. Também vemos, em R, muitos dos “furos” de @Q, como as raizes enésimas de naturais,
dadas pelos cortes {z € Q : z < 0 ou 2™ < m}, com m € N.

No entanto, esse R é sé um conjunto de cortes e certamente ainda ndo é um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos definir no conjunto R as operacoes
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de adigdo e multiplicagdo e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5, O1, O2 ¢ a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operacdes e a

ordem resultem exatamente nas operagoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos
de Q em R.

Como b < cem Q se, e s6 se, (—00,b) C (—00,c¢), temos uma indicacéo da ordem “natural”
de R: definimos X <Y por X C Y. Assim b < c em Q se, e s6 se, (—00,b) < (—00,¢) em R e
é bastante facil mostrar que < define uma ordem total em R (ver definigio no Exercicio A0.2),
com a qual ent@o j4 podemos definir cota superior e supremo em R, segundo <. O espantoso é
que até ja podemos mostrar que, realmente, qualquer subconjunto néo vazio de R que possua
cota superior possui supremo, como segue.

Seja & € R um subconjunto ndo vazio qualquer de R. Digamos que Xg € X e que Y € R
seja uma cota superior de X'. Se um corte S fosse o supremo de X, terfamos X < S, ou X C S,
pra cada elemento X de X'. Entéo é natural considerar a unio de todos os cortes X de X como
candidato a supremo de X, ou seja,

S={recQ: existe X € X talquez € X} = U X
XeXx

Como Xy € X, temos Xy C S, de modo que S é ndo vazio, e também X < Y, qualquer que
seja X € X, pois Y é cota superior, do que decorre que S C Y. Mas Y é um corte, portanto,
Y # Q e, em particular, S # Q. Dado = € S, existe algum X € X tal que z € X. Como X é
corte, temos que (—oo,z] C X e existe algum z € X que é maior do que z, portanto obtemos
(—o0,2] CX CSex<ze X CS. Assim, S é um corte de Q.

Por definicao, X < S com X € X, ou seja, S é uma cota superior de X'. Mostremos que é
a menor cota superior. Se algum corte Z de Q fosse uma cota superior de S, entdo X < Z, ou
seja, X € Z com X € X, de modo que S C Z, ou seja, S < Z. Assim, S = sup X.

Resta, portanto, definir a estrutura de corpo ordenado para R. A ordem esté quase pronta e
a adicdo é bastante simples, mas a multiplicagio requer trabalho. Nada disso serd visto aqui. ®

Cantor

A construcdo de R devida a G. Cantor é completamente diferente da de Dedekind.

Na primeira metade do século XIX, B. Bolzano e A. L. Cauchy, de maneira independente,
caracterizaram a convergéncia de uma sequéncia sem mencionar seu (possivelmente desconhe-
cido) limite, por meio do conceito da sequéncia agora denominada de Cauchy. Por exemplo,
todas sequéncias de racionais cujos limites s@o irracionais ndo tém limite em Q, mas sdo de
Cauchy. Ambos Bolzano e Cauchy utilizavam a convergéncia de toda sequéncia de Cauchy, sem
se darem conta de que isso nao estava provado.

Basta observar que para os matemadticos da época, todo nimero irracional era o limite de
alguma sequéncia de racionais, mas nao é logicamente coerente definir v/2, por exemplo, como
sendo o limite de uma sequéncia, digamos, de xg = 1;21 = 14,20 = 1,41;23 = 1414524 =
1,4142;... se, para provar a convergéncia dessa sequéncia de Cauchy, precisamos, antes de
tudo, da prépria ezisténcia do niimero /2, que é o limite dessa sequéncia.

O problema bésico é que néao se conseguia compreender corretamente a estrutura dos ntimeros
reais. A bem da verdade, s6 aos poucos os matemaéticos comecaram a entender a necessidade
de uma formalizacdo — ou aritmetizacio — de R que possibilitasse entender a natureza dos
numeros reais e a convergéncia das sequéncias de Cauchy. Ento, em 1872, G. Cantor publicou
sua idéia genial de definir os niimeros reais, ndo como o limite de sequéncias de racionais, mas
sim como as proprias sequéncias!
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Essa construgao também exige muito trabalho, mas uma vez na vida de todo estudante de
Matemética isso deveria ser desenvolvido passo a passo. Aqui s6 veremos o eshogo da idéia de
Cantor, por total falta de espago.

Comecamos observando que podemos definir sequéncias de Cauchy e sequéncias convergentes
dentro de Q, da mesma forma que o fizemos em R, na Secéo 2.3. O cuidado é que, como queremos
construir R a partir de Q, nédo podemos usar nimeros reais daqui em diante. Em particular, todos
os epsilons também devem ser racionais. No entanto, como podemos encontrar vérias sequéncias
de racionais convergindo a um mesmo irracional, e queremos identificar todas essas sequéncias
com esse irracional, precisamos decidir quando duas dessas sequéncias serao consideradas iguais
ou, mais precisamente, equivalentes. Isso é parecido com a construgdo do préprio corpo Q, em
que identificamos as fragdes 4/6 e 6/9, por exemplo, como sendo o mesmo nimero racional.

Dadas sequéncias (z,,) e (y,) de Cauchy de Q, dizemos que (z) e (yn) s80 equivalentes,
e escrevemos (zn) ~ (yYn), se lim(z, — yn) = 0. E bastante simples verificar que ~ define uma
relacao de equivaléncia no conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q que, portanto, divide
esse conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q em classes de equivaléncia (disjuntas).
Denotamos por

[2n] = {(yn) : (zn) ~ (yn)}

a classe de equivaléncia da sequéncia de Cauchy (z,) de Q e definimos
R = {[zy] : (zr) é uma sequéncia de Cauchy de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de R, ou melhor, uma cépia de Q, que é a
colecao das classes definidas pelas sequéncias constantes de racionais. Por exemplo, o racional
0 € Q é identificado com a classe [0] € R da sequéncia constante definida por z, = 0, para
n € N. Também vemos, em R, muitos dos “furos” de Q, como /2, que é a classe de equivaléncia
da sequéncia definida por z1 = 1,4; 20 = 1,41;23 = 1,414; 24 = 1,4142;. .., que é igual a classe
da sequéncia dos babildnios definida indutivamente por 7 = 2 e x4+ = %(l’n +2/ xn), para
n € N.

No entanto, esse R é s6 um conjunto de classes e certamente ainda nao é um corpo ordenado
em que vale a propriedade do supremo. Para isso, precisamos definir no conjunto R as operacoes
de adigdo e multiplicagdo e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5, O1, O2 e a
validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos cuidar para que essas operacoes e a
ordem resultem exatamente nas operagoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos
de Q em R.

Gragas as propriedades algébricas das sequéncias convergentes (e pensando que sequéncias
de Cauchy sdo, no fim do dia, sequéncias convergentes) é muito facil definir as operagdes de
corpo de R. Dados dois elementos [z,] € [y,] de R, definimos

[2n] + [yn] = [z +yn] € [2a] - [Yn) = [25 - yn).

Agora precisamos conferir se isso realmente resulta em operacoes para o corpo, antes de podermos
verificar as propriedades dessas operacdes. Assim, precisamos mostrar, primeiro, que soma e
produto termo a termo de sequéncias de Cauchy séo sequéncias de Cauchy, para fazer sentido as
definigbes. (Isso foi indicado no Exercicio 2.3.21 para sequéncias reais; a mesma demonstracio
funciona em Q.) Agora, se (z,) ~ (z},) e (yn) ~ (y,), entdo z, — 2, — 0 e y, —y;, — 0,
de modo que (zp, + yn) — (@, + b)) = (xn — 2,) + (Yn. — y5,) — 0 pelas regras operacionais do
limite de sequéncias e, portanto, (x, + yn) ~ (2, + y,), de modo que a adigdo independe das
particulares sequéncias usadas em sua defini¢do. Da mesma forma, como sequéncias de Cauchy
séo limitadas, decorre que a multiplicacao de R estd bem definida. (Ver Exercicio 2.1.27.)

As propriedades C1-C5 sao todas razoavelmente faceis de demonstrar, exceto a existéncia
de reciproco, que requer mais trabalho. Depois disso, podemos afirmar que R é um corpo. A
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ordem de R n&o é de todo evidente, j& que ndo basta ter z,, < y, para todon € N para concluir
que [z,] < [yn]. De fato, basta tomar z,, = 0 < L =y, e observar que [z,] = [yn)-

A ordem de R depende de uma observagio crucial (vista, em sua versio para R, no Exercicio
2.3.22): se [zp] # [0], como (z,) ndo converge a 0 mas é de Cauchy, podemos escolher £ € Q
positivo e N € N tais que z, > € com n > N, ou entdo tais que z, < —e, com n > N. Como
a classe de cada subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy coincide com a classe da prépria
sequéncia, isso significa que para toda classe [z,] # [0] existe algum ¢ € Q tal que, para algum
representante (y,) dessa classe, y, > ¢, com n € N, ou entdo y, < —¢, com n € N. No primeiro
caso, definimos [z,] > [0] e, no segundo, [z,] < [0]. Agora devemos mostrar que essa relacio
independe da particular sequéncia escolhida e que satisfaz as propriedades O1 e 02 de uma
ordem.

Finalmente, de posse da estrutura de corpo ordenado R, podemos mostrar que vale o axioma
fundamental. No caso dessa construgao é mais conveniente mostrar que R é arquimediano e que
toda sequéncia de Cauchy de R converge. Qualquer corpo ordenado que satisfaca essas duas
propriedades, necessariamente satisfaz o axioma fundamental do supremo (ver Teorema A.18,
na Segdo A5).

Demonstrar que R é arquimediano é bastante simples. De fato, dado [z,] € R, obtemos
uma sequéncia (z,) de Q que, por ser de Cauchy, é limitada. Basta tomar N € N tal que
Tn <IN —1 < N, com qualquer n € N, e concluir que, na ordem de R, resulta [z,] < [N], onde
[V] é a classe da sequéncia constante e igual a N, identificada com o natural N.

Observe que, em particular, pela propriedade arquimediana, daqui em diante tanto faz tomar
epsilons em R ou em Q, pois, dado qualquer € € R positivo, sempre existe £ € Q tal que 0 < & < &.

Em seguida, demonstramos o lema especial seguinte. Dada qualquer sequéncia de Cauchy
(rn) em Q, mostramos que a classe [r,] dessa sequéncia é o limite, em R, da sequéncia ([z,])
dos reais [z,,] definidos pelas sequéncias constantes (y,) de Q dadas por y, = 7, com n € N.
A partir desse lema, néo resta muito para mostrar que toda sequéncia de Cauchy de R converge
em R, mas tampouco isso sera visto aqui. ©)

A7. Exercicios

A0.1. Seja K um corpo qualquer (ver definico & pagina 225). Mostre que, para quaisquer
z,y,2,t € K, valem as afirmacoes seguintes.

Q) z+y—2)=(@x+y)—zez—(y+2)=(x—-y) -2

Sex-y=0,entdo x =0ouy =0.

z2 Iz
S t # 0, enta C— = .

)
2)
(3)
(4) —(—z)=2z e (z71)"l =z, para z #0.
(5)
(6)
) Y

Sez#0ex-z=y-z entdo z = y.
T

-t
T+

Il

y-z

R A o T R
y-t

Lo b Y 2
y-t

(8) Sey,z,t#0, entdo g/%

(9) Se y,t #0, entéo g -+

W W

(10) Se y,t # 0, entdo =
Y
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A0.2. Seja K um conjunto qualquer e considere uma relacao bindria < entre pares de elementos
de K com as propriedades seguintes.
(1) Total: para quaisquer z,y € K, vale z g y ou y < .
(2) Antissimétrica: se x Xy ey < z, entdao x = y.
(3) Transitiva: se z Xy e y <X 2, entéo z < z.
Nesse caso, dizemos que < define uma ordem total no conjunto K. Suponha, agora, que K tenha
uma estrutura de corpo com uma ordem total que satisfaz as propriedades adicionais seguintes.
(4) Mondtona na soma: sex syeze€K, entaox +2y+ 2.
(5) Mondtona no produto: se 0 <z e 0 <y, entdo 0z y.

Defina P C K por z € P se, e s6 se, 0 < x e x # 0. Mostre que P tem as propriedades Ol e O2
de corpo ordenado (ver defini¢do & pagina 226), de modo que K é um corpo ordenado.

A0.3. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que o menor subconjunto S de K tal que
1 € S e, qualquer que seja s € S, (s+ 1) € S decorre de s € S, é dado por S = {n-1:n & N}.

A0.4. Seja K um corpo ordenado. Mostre que as afirmagoes seguintes, relativas a elementos
x,y,z,t € K quaisquer, sdo verdadeiras.

(1) Se0<z<yel<z<t,entdio 0Kz -2<y-1t.
(2) Se z,y > 0, entdo x < y se, e 6 se, 22 < y2.
(3) SeneNexz,y>0,entdo x <y se, esdse, 2" <y".
(4) 22 +y?> > 0.
(5) 22 +y?>>0se,esése,z #0ey #0.

AO0.5. Sejam p(t) = apt™+---+a1t+ap e ¢(t) = bypt™+- - -+ bit+bg, com ay, e by, racionais néo
nulos, dois polindémios de coeficientes racionais e uma variavel t. Mostre que a funcgio racional
f = p/q pode ser fatorada como

£ = at 1+ R(2)],

onde lim h(t) =0 (a definigao desse limite pode ser encontrada em qualquer livro de Célculo).

t—-+o0
Como t* > 0 com t > 0 e p € Z, mostre que a,/b,, > 0 se, e s6 se, existe r € Q tal que em
f(s) > 0, qualquer que seja s € Q com s > r. Conclua que a ordem no corpo Q(¢) das funcoes
racionais f = p/q dada no Exemplo A.14, & pagina 228, satisfaz f < g se, e s6 se, existe r € Q
tal que em f(s) < g(s), qualquer que seja s € Q com s > 7.

A0.6. Seja X C K um subconjunto néo vazio e denotemos o simétrico de X por ¥ = {y € K :
—y € X}. Dado qualquer z € K, mostre que

z é cota superior de Y se, e s6 se, —z é cota inferior de X;

I

é cota inferior de Y se, e s6 se, —z é cota superior de X;

=minY se, e 6 se, —z = max X;

I8

= maxY se, e 86 se, —z = min X

z=1infY se,esbése, —z=supX e

A~ N N N N
w

S g R
I8

z=supY se, e sdse, —z =inf X.
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A0.7. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes as propriedades se-
guintes, relativas a subconjuntos de K.

(1) Todo conjunto ndo vazio e limitado inferiormente tem fnfimo.

(2) Todo conjunto ndo vazio e limitado superiormente tem supremo.

(3) Todo conjunto ndo vazio e limitado tem infimo e supremo. *

A0.8. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que séo equivaléntes as propriedades se-
guintes.

(1) Toda sequéncia monétona e limitada é de Cauchy.
(2) Toda sequéncia néo decrescente e limitada é de Cauchy.
(3) Toda sequéncia ndo crescente e limitada é de Cauchy.

A0.9. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que s&o equivalentes as propriedades se-
guintes.

(1) Toda sequéncia monétona e limitada converge.

(2) Toda sequéncia ndo decrescente e limitada converge.

(3) Toda sequéncia néo crescente e limitada converge.
A0.10. Dizemos que um conjunto munido de duas operacdes bindrias é um anel comutativo com
unidade se valerem todas as propriedades C1-C5 de um corpo exceto (possivelmente) a exigéncia
da existéncia de elementos inversos da multiplicacio; tampouco é necessério ter 0 = 1. Mostre

que o conjunto § = F(N,K) das sequéncias (sp)nen de um corpo K munido das operacdes de
soma e produto definidas termo a termo constitui um anel comutativo com unidade 1 # 0.
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identidade, 5 Cohen, P., 30
iguais, 5 Combinacao convexa, 41, 85, 94, 138
imagem de uma, 5 Comutatividade, 15, 34
imagem direta de conjunto por uma, 5 Conjunto(s)
imagem inversa de conjunto por uma, 5 aberto, 103
inclusao, 5 compacto, 107
injetora, 5 conjunto das partes de um, 4, 10
inversa de uma, 6 cota inferior ou superior de um, 47, 53
pré-imagem de conjunto por uma, 5 de Cantor, 108
restricao de uma, 5 didmetro de um, 56
) sobrejetora, 5 diferenca de, 4
Area, 177 enumeravel, 27
Arquimedes, 37 enumeracao de um, 27
< — assintoticamente menor, 98 equipotentes, 6, 29
~ — assintoticamente igual, 99 finito, 26
Associatividade, 15, 34 ilimitado, 53, 54
Axioma(s) infimo de um, 53
da escolha, 222, 223 infinito, 27
de N, 13 limitado, 17, 53
fundamental da Analise, 47 limitado superior ou inferiormente, 53
maximo ou minimo de um, 17
Bernoulli, Jak., 38 menor cota superior de um, 47
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nao enumeravel, 29 de Bernoulli, 38
produto cartesiano de, 4 de Cauchy, 59
sequencialmente compacto, 107 de Cauchy-Schwarz, 181
simétrico em relagdo a origem, 72, 137 de Holder, 159
supremo de um, 47 de Jensen, 158
unido e intersec¢do de, 4 de Minkowski, 159
vazio, 4 triangular, 40, 227
Constante Diametro, 56
de Euler, 99 Diagrama de teia de aranha, 65
de Gauss, 96 Diagrama de teia de aranha, 64
Contraposicao, 3 Diferenga, 16
Corpo, 225 Dirichlet, P., 4, 124, 126, 134
adicdo num, 225 Distancia, 40, 228
associatividade num, 225 Distributividade, 15, 34
comutatividade num, 225 Divisao, 17, 41
de caracteristica 0, 226 Divisor, 16
distributividade num, 225 : Dizima
elemento inverso num, 225 periddica, 35
elemento neutro num, 225 simples ou composta, 41
elemento reciproco num, 225 Dominio de convergéncia, 188

elemento simétrico num, 225
multiplicagdo num, 225

neutro da adi¢do num, 225
neutro da multiplicagdo num, 225
ordenado, 226

produto num, 225

quociente num, 225

soma num, 225

e, 91

irracionalidade de, 127
FElementos méaximo e minimo, 17, 39
Elementos neutro e inverso, 34
Erro, 127, 153

da série alternada, 128

da série exponencial, 127

de ordem m de uma série, 109

s S Euclides, 13, 23, 25, 30, 37, 52
unidade de um, 225

) 995 Fudoxo, v, 37
G i & Euler, L., 4, 20, 91

Corpo ordenado
arquimediano, 228
completo, 233

Expansao decimal, 35
Expansao do binémio, 38

corte de um, 230, 234 Faber, G., 203

elemento maior do que outro num, 226 Fatorial, 16, 43

elemento menor do que outro num, 226 raiz do, 105

elemento positivo ou negativo, 226 Fermat, P., 150
Corte (de Dedekind), 230, 234 Fibonacci, 19

elemento separador de um, 230, 234 Férmula
Cota superior de um conjunto, 21, 47 aberta ou fechada, 18, 62
Critério recursiva, 18

de Cauchy, 195 Forma fechada, 18

de Cauchy, 101, 102, 113, 200 Fracao

do confronto, 80, 85, 93 continua, 63

decimal, 35

da Vinci, L., 63 Funcao(des)
de Moivre, A., 20 antiderivada de uma, 144, 148, 174
de Morgan, A., 7 concava, 158
Dedekind, R., 2, 13, 25, 28, 52 continua, 126
Defini¢ado recursiva, 18 continuamente derivavel, 151
Denominador e numerador, 33 convexa, 138, 158
Derivada, 140 crescente, 59

lateral, 165 de Dirichlet, 134

Desigualdade de classe C', 151
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de Dirichlet, 126 Inducao, 14, 21
de ordem menor, 172 fnﬁmo, 53
decrescente, 59 de uma funcio limitada, 71
derivavel, 144 Integral
derivavel num ponto, 140 de func¢ao continua, 186
derivada em um ponto de uma, 140 inferior e superior, 186
derivada segunda, 151 Intervalo(s), 39
descontinua, 125 aberto, fechado, 40
duas vezes derivavel, 151 compacto, 40
funcdo derivada de uma, 144 comprimento de um, 39
integral de uma, 186 encaixados, 96, 232
limitada (superior ou inferiormente), 59 limitado, ilimitado, 39
limitada numa vizinhanca, 170 particao de um, 184
limite de uma sequéncia de funcoes, 188, 194
limite lateral de uma, 163 Landau, E., 2
lipschitziana, 138 Leibniz, G., 4, 217
mondtona, 59 Leis de cancelamento, 15, 34
oscilacdo de uma, 71, 132, 139 Limitada(o)
par e impar, 72 conjunto, 17, 53
parte par e impar de uma, 72 fungao, 59
parte positiva e negativa de uma, 137 sequéncia, 66
periédica, 182 Limite(s)
polinémio de Taylor de uma, 141, 162 de uma funcgao, 160
ponto critico de uma, 149 de uma funcdo no infinito, 166
ponto de minimo ou méximo (global) de de uma sequéncia, 87
uma, 131 indeterminacgéo 0/0 de um, 161
ponto de minimo ou méximo local de uma, indeterminagao de um, 167
149 inferior e superior, 92
primitiva de uma, 144, 148, 174 lateral pela esquerda ou direita, 163
serra, 134 Lucas, E., 19

singularidade de uma, 160

soma de uma série de fungées, 199
soma e produto de, 59
superaditiva, 139

supremo e infimo de uma, 71
supremo e infimo de uma, 130
tangentes, 172

uniformemente continua, 133

Maximo divisor comum, 22
Maéaximo e minimo de um conjunto, 17, 39
Média
aritmética, 52, 74, 94, 96
aritmetico-geométrica, 96
geométrica, 52, 94, 96
harmoénica, 52
ponderada, 59, 181

Godel, K., 30 quadratica, 58

Galileu, 257 143 Método de Newton, 153, 155
Gauss, C. F., 96 Minimo multiplo comum, 22
Gerver, J. L., 203 Montmort, P., 20

Grupo (aditivo), 54 Movimento retilineo, 142, 143, 184

Multiplo, 15, 16
Halmos, P., 220

Heine, H., 132 N — Numeros naturais, 14
Hilbert, D., 30 Nimero(s)
Hipétese do Continuo, 30 inteiros, 33
algoritmo da divisao, 17, 36

I, — segmento de N, 17, 25, 221 aureo, 63
Imagem de Bernoulli, 66

de aplicacao, 5 de Euler, 76, 91, 127

direta de conjunto, 5 irracionais, 49

inversa de conjunto, 5 naturais, 14

Inclinacao, 140 soma e produto finitos de, 15
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par ou impar, 16, 17, 38

parte fracionédria de um, 49

parte inteira de um, 37, 49, 54

parte positiva e negativa de um, 45

primo, 16

primos entre si, 16

racionais, 33

forma irredutivel de, 33

reais, 47, 234, 236

sucessor de um natural, 13
Numerador e denominador, 33

Ordem
dos naturais, 16
dos racionais, 36
dos reais, 37
fechamento da, 226
linear (ou total), 16, 36
monotonicidade da, 36
total, 238
transitividade da, 36, 226
tricotomia, 36, 226
Oresme, N., 71, 142
Oscilagao, 71, 132, 139

Parte
fracionaria, 37, 49
inteira, 37, 164
par e impar, 72
positiva e negativa, 45, 137
Particao
de um conjunto, 11
de um intervalo, 184
Pascal, B., 19, 43
PBO — Principio da boa ordenacao, 17
Peano, G., 13
Permanéncia do sinal, 84, 88, 92
PIM - Principio da inducdo matematica, 14
PIMG - Principio da indugao matemaética, 21
PIMN - Principio da indugdo matematica, 21
Polinémio de Taylor, 141, 162
Ponto
antipoda, 138
critico de uma fungéo, 149
de fronteira de um conjunto, 103
de méximo ou minimo (global) de uma
fungdo, 131
de méximo ou minimo local de uma fungéo,
149
extremo (global) de uma fungéo, 131
extremo local de uma fun¢ao, 149
fixo de uma funcao, 9
fixo de uma funcdo, 65, 91, 124, 138
interior de um conjunto, 103
limite de intervalos encaixados, 232
médio, 37 ‘

Potenciagao, 16, 38
Pré-imagem de conjunto, 5
Primitiva, 144, 148, 174
Principio
da boa ordenagao, 17
da indugdo matematica, 14, 21
da indug@o matemdtica, 21
da nao contradigdo, 2
da tricotomia, 10
das gavetas (ou casa dos pombos), 25
do terceiro excluido, 2
Produto
de naturais, 15
notavel, 42
Proposigéo(des), 1
condicional, 2
contrapositiva, 3
equivalentes, 3
reciproca, 3
Propriedade
do valor intermediario, 57, 127, 231
PVI - Propriedade do valor intermediério, 57,
127

Q — Numeros racionais, 33
Quociente, 16, 17, 41

R — Numeros reais, 47, 234, 236
Raiz
enésima, 48
quadrada, 48
Reducao ao absurdo, 3
Regra
da cadeia — RC, 145
de I’'Hopital, 168
Relacédo, 9
de equivaléncia, 10
de ordem, 10
de ordem linear (ou total), 10
dominio de uma, 9
funcional, 10
Resto, 17, 41
Resto do polindémio de Taylor, 162
Reta tangente, 141
Riemann, B., 126
Rolle, M., 151
Russel, B., 222

Segmento de N, 17, 25, 221
Semigrupo (aditivo), 57
Sequéncia(s), 18, 59
assintoticamente iguais, 99
assintoticamente maior, 98
convergéncia imprépria de uma, 97
convergente, 87
crescente de naturais, 18
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das médias aritméticas, 94

das médias geométricas, 94

das médias aritméticas, 74, 96

de Cauchy, 101, 229
equivalentes, 236

de Fibonacci, 64, 67, 73

de fungoes, 187

de naturais, 18

de um conjunto, 61

divergente, 87

divergente a co, 97

enésimo termo de uma, 60

geométrica, 60, 66, 73, 78

harmonica, 70, 97

imagem de uma, 60

indice do termo inicial de uma, 60

limitada, 66

limite de uma, 87

mondtona, 66

nula, 77

partes positiva e negativa de uma, 73

periodo de uma, 75

periddicas, 75

permanéncia do sinal de uma, 84, 88, 92

subsequéncia de uma, 69

termo inicial de uma, 60

teste da razao para, 74, 86, 94, 104

transladada, 93

valor absoluto de uma, 73

Série(s), 108

absolutamente convergente, 123

binomial, 208

comutativamente convergente, 124

condicionalmente convergente, 123

convergente, 109

de fungdes, 199

divergente, 109

exponencial, 110

geométrica, 62, 66, 89, 109, 114

harmonica, 70, 111, 114, 115
alternada, 104, 120

majorante, 113

reduzida de uma, 108

resto, ou erro, de uma, 109

soma de uma, 109, 122

soma parcial de uma, 108

termo geral de uma, 108

teste da série alternada, 121

teste da razao para convergéncia absoluta de,
128

teste da comparacgao de, 113

teste da convergéncia absoluta de, 124

teste da divergéncia de, 113

teste da razao de, 117

truncamento de uma, 109

Singularidade, 160
de primeira espécie, 164
de salto, 164
de segunda espécie, 165
essencial, 160
removivel, 160
Solugdo aproximada, 153
Soma de naturais, 15
Soma inferior e superior, 184
Stifel, M., 43
Subconjunto préprio, 4
Subsequéncia, 69
Sucessor, 13
Supremo, 47
de uma funcdo limitada, 71

TBW — Teorema de Bolzano—Weierstrass, 92
TCA — Teste da convergéncia absoluta de
séries, 124
TCD - Teste da comparagao de séries, 113
TCM — Teorema da convergéncia monétona, 90
TD - Teste da divergéncia de séries, 113
Teia de aranha, 65
Teorema
de Heine, 132
critério de Cauchy, 102, 113
da convergéncia monétona — TCM, 90
da defini¢@o recursiva, 220
da derivada da composta — RC, 145
da férmula de Taylor de segunda ordem, 162
de Bernstein, 224
de Bolzano—Weierstrass, 92
de Darboux, 175
de Dirichlet, 50
de Fermat, 150
de Riemann, 126
de Rolle, 151
de Weierstrass — TW, 130
do valor médio da integral, 181
do valor médio de segunda ordem, 152
do valor médio, de Lagrange — TVM, 152
do valor médio, de Cauchy, 157
fundamental do Célculo, 180
fundamental da Aritmética, 23
fundamental do Célculo, 178
Termo, 18
Terno pitagérico, 45
Teste da
comparacéao de séries — TCD, 113
Teste da
série alternada — TSA, 121
comparacao de sequéncias, 80
convergéncia absoluta de séries — TCA, 124
divergéncia de séries — TD, 113
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razao para convergéncia absoluta — TRCA,
128
razdo para sequéncias, 86, 94, 104
razao para séries - TR, 117
razdo para sequéncias, 74
Teste de Leibniz — TSA, 121
TFCI — Teorema fundamental do Calculo, 178
TFCII — Teorema fundamental do Célculo, 180
TR — Teste da razéo para séries, 117
TRCA — Teste da razdo para convergencia
absoluta, 128
TSA - Teste da série alternada, ou de Leibniz,
121
TW - Teorema de Weierstrass, 130

Valor
absoluto de um numero, 40, 227
de aderéncia de uma sequéncia, 92
extremo (global) de uma funcéo, 131
extremo local de uma fungao, 149
méximo ou minimo (global) de uma fungéo,
131
méaximo ou minimo local de uma funcao, 149
Velocidade, 143
instantanea, 143
média, 143
Vizinhanga, 103

Weierstrass, K., 92, 190

Z — Numeros inteiros, 33
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