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SUR LA DENSITÉ DES SVSTEMES DE PF AFF SANS SOLUTION ALOÉBRIOUE 

L.G. Hendes et H. Sebastiani 

Résumé: On démon~re que dans ~ou~e sur~ace ra~ionnelle. non­

isomorphe au plan projec~i~. il exis~e une ~euille~age anal~ique 

rigide. possédan~ des ~euilles algébriques e~ n•ayan~ que des 

singulari~és isolées . 

Abs~rac~: I~ is proved ~ha~ in every ra~ional sur~ace. non -

isomorphic ~o ~he projec~ive plane. ~here exis~s an holomorphic 

~olia~ion which is rigid and has algebraic leaves. having only 

isola~ed singulari~ies . 

Dans c e qui sui ~ "sur ~ ace •• voudr a di r e "var i é~ é anal ~i que 

complexe .connexe.de dimension 2" e~ "sur~ace algébrique" voudra 

dire ''sur~ace algébrique projec~ive. complexe. lisse. connexe". 

Si M es~ une sur~ace.on no~era nCMD 1•ensemble des sys~émes 

de Pfaff anal~iques C de dimension 1) sur M n•ayan~ que des 

singulari~és isolées . 

voir lL-Nl. 

nCMD es~ muni d•une ~opologie na~urelle. 

Dé~ini~ion 1: Si M es~ une sur~ace algébrique e~ O e n cMD . une 

solu~ion algébrigue de O es~ une courbe algébrique X c M ~elle 

que X-SingCO) es~ une ~eui lle du ~euille~age dé~ini par O dans 

M-SingCO). 

Dé~ini~ion 2: Si M es~ une sur~ace e~ O e ncMD . O es~ rigide 

si O es~ un poin~ isolé de ncMD C c•es~ à dire. ~ou~ r e ncMD 

assez proche de O es~ iden~ique à O) . 

Rappelons la suivan~e : 

Dé~ini~ion 3: Une sur~ace algébrique M es~ géomé~riguemen~ 

reglée si il exis~e une courbe projec~ive lisse C e~ un morphisme 

lisse p :M ---4 C don~ les ~ibres son~ isomorphes à la droi~e 

projec~i ve IP . 
~ 

L•obje~ de ce~ ar~icle es~ de prouver le 
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THÉOREME Soit H une surface ateébrique qui domine une 

s urjace eéo~triquement reetée. Ators it existe un O e n(H.) 
• 

q u i est rieide et qui possede des sotutions ateébriques. 

COROLLAIRE : Soi t H une surjace ateébrique rat ionnet te non 

isomorphe à~. Ators it existe un O e n(H.) qui est rieide et qui 
2 • 

possede des sotutions ateébriques. 

En particutier.t•ensembte des O efl(H) sans sotution ateébrique 

n • es t pa.s dense dans n( H) 

Preuve du corollaire : Si M es~ ra~ionnelle e~ non isomorphe à 

I? • alors M domine une surf'ace géomé~riquemen~ reglée e~ on peu~ 
2 

appliquer le ~héoreme. En ef'f'e~. d•aprés lBl ~h. 5.10. M domine 

une surf'ace F ClBl 4.1) avec n jlll! 1 ou bien M domine IP Mais. 
n 2 

dans ce dernier cas. M domine F ([Bl prop 4.1) puisque M n•es~ 
t. 

pas isomorphe a 1?
2

• 

Par con~re. aucun O e nc~) n•es~ rigide C voir [Jl ). 
2 

Ce ~ravail a é~é mo~ivé par la lec~ure de !•ar~icle [L-Nl 

• 

C ou 1•on ~rouve des exemples des surf'aces dans lesquelles 

1•ensemble des sys~emes de Pf'af'f' sans solu~ion algébrique n•es~ 

pas dense) e~ par des en~re~iens avec C.Camacho qui naus on~ 

suggéré d·u~iliser la classe de Chern. Des en~re~iens avec E.Ghys 

naus on~ amené à améliorer une premiere version de ce~ ar~icle. 



1. Préliminaires : 

Dans ce § 1. M deno~era une surface e~ S une surface de 

Riemann compac~e plongée dans M . 

Défini~ion 4 : Soi~ O E neM). On di~ que S es~ une solu~ion 

persis~an~e de O si 

a) S c M-Sing(O) 

b) S es~ une feuille de O ICM-Sing(O)) 

c) il exis~e un _voisinage W de 0 dans neM) ~el que si r E W 

alors S es~ feuille de r ICM-SingCr)) 

No~ons TCM) C resp.TCSJ) le fibré ~angen~ de M C resp.S ). 

Lenune 1 : Supposons que 

i.) S es~ isomorphe à. IP e~ 
~ 

i.i.) TC M) I S se decompose anal vt..i guemen~ 

TeM) IS = TeS) e N 

ou N es~ fibré vec~oriel holomorphe de dimension 1 de base S. 

Soi~ O E neM) ~el que S c M-SingCO) e~ S es~ une feuille de 

O ICM-Sing(O)). 

Alors S es~ solu~ion persis~an~e de O lU pour ~ou~ voisinage 

ouver~ U de S dans M. 

Exemple 1: Soi~ K une surface de Riemann compac~e non-isomorphe 

à IP. Alors. il exis~e w ;o!o l-forme holomorphe sur K. Soi~ D un 
~ 

disque de cen~re o e C. Sbient: M = K x D. S = K x {o}. p : M ---+ K 
~ 

e~ p : M --+ D les projec~ions. O E nCM) défini par P* Cd:z)=o z z 
ou :z es~ la coordonnée dans D. O n•a pas de poin~ singulier e~ ses 

feuilles son~ K X {z}. z E D. Soi~ ~ E neM) défini par 

P* Cd:z) +À P* Cw)=o z 1 
avec À e ~. À ;o! o 

C Ce~~e équa~ion défini~ bien un sys~eme de P~af~ à singulari~és 

isolés puisque P* Cd:z)+À P* Cw) n • es~ pas la forme nulle.) z 1 

Alors. S c M-Sing(~) n•es~ pas feuille de~ e~ ~--+ O 

quand À ---+ o. Ainsi S n•es~ pas persis~an~e pour O . 
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Par cont.re. d • apres le lemme 1. S est. persist.ant.e si K est. 

i somor phe à IP . 
1 

Exemple 2: Si L est. une droit.e dans I? • alors la condit.ion U.) 
2 

du lemme 1 est. sat.is~ait.e. puisque L est. t.ransverse aux droit.es 

passant. par un point. Q ~ L. Si on éclat.e dans IP un point. P e L. 
A 2 

la t.rans~ormée st.rict.e L de L conserve cet.t.e propriét.é C on releve 

les droi t.es passant. par Q di~t'érent.es de la droi t.e PQ et. on 

complet.e par la droit.e except.ionnelle ). 

Soit. O EflCIP) t.el que L est. une solut.ion algébrique de o. O n•a 
2 

qu•un point. singulier P sur L et. ce point. est. dicrit.ique Cau sens 

que si on éclat.e P dans IP • le t.rans~ormé st.rict. O de O n•a aucun 
2 A 

point. singulier sur la droit.e except.ionnelle). Alors L est. une 

solut.ion persist.ant.e de o. d•apres le lemme 1. 

Le lemme 1 est. conséquence immédiat.e du suivant. 

Lemme 2: Dans les hypot.heses du lemme 1. soit. U ~ S un ouvert. 

et. soit. A e ncuo t.el que S c U-SingCAJ e A 
X 

jlt N pour t. out. x e S 
X 

Cou x ~ A est. le champ de droit.es dé~init. 
X 

par A dans U-Sing(A)) 

Alors S est. solut.ion algébrique de A. 
La démonst.rat.ion du lemme 2 s•appuie dans le 

Lemme 3: Dans les hypot.heses du lemme 1. soit. PTCM) le t'ibré 

en droit.es project.ives associé à TCMD. Soit. E= PTCMDIS -{N ·xe S) 
x• 

Alors E est. un t'ibré analyt.ique à t'ibre t.ype ~ sur s . 
• analyt,iquement. isomorphe à N ® TCS) . 

Preuve du 1 emme 3: 

• T (S). x e S. L• isomorphisme est. dét'ini par 
X 

Soient. 1-J e N • ~ e 
X 

{ <jxv) 1-J + v ; v e T C S) } e E 
X X 

• 
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Preuve du 1 emme 2: 

La correspondance x ~ A dé~ini~ une sec~ion analytique de E. 
X 

Pour prouver que S es~ encere ~euille de A IU-Sing(A) il 

su~~i~ de prouver que ce~~e sec~ion es~ iden~ique à la sec~ion 

X~ T (S). 
X 

Supposons que ces sections ne soien~ pas iden~iques. Alors • 
• d•aprés le lemme 3, N ~ TCS) admettrai~ une section analytique 

di~~éren~e de la sec~ion nulle. Donc,l•indice de autoin~ersec~ion 

de la sec~ion nulle serai~ ~ o. Alors • 
• (c j, C N ~ TC S) ) • [ Sl ) 2:: O 

ou [SJ es~ la classe ~ondamen~ale de S e~ c es~ la premiére 
j, 

classe de Chern. 

o• autre par~. comme S est isomorphe à IP • on a : 
• t. 

{( c t. C N ~ TC S) ) • [ SJ) = (c j, C N) , [ SJ) - (c t. C S) • [ SJ) = (c j, C N) , [ Sl) - 2 

Mais. d•apres la ~ormule de Camacho-Sad [C-S1, 

(C 
1 
C N) • [ SJ) = O 

et on arrive à une con~radic~ion. 

2. Preuve du Théoreme : 

• 

Soit N une sur~ace géométriquement reglée telle qu•il existe un 

morphisme birrationnel ~:M ~ N. Alors.il existe un ensemble 

· ~ini F c N ~el que ~:U V est un isomorphisme, ou V= N-F e~ 

u = ~-i(V) . 

Soit p :N ------~C un morphisme lisse, ou C es~ une courbe 

projective lisse, don~ les ~ibres sont isomorphes a IP. Alors. p 
1 

est une ~ibra~ion analytiquemen~ localemen~ ~riviale ([B1th.3.4) 

Soit o E nCN) dont les ~euilles sont les ~ibres de p. 
-1 Soit A c C un ouver~ connexe non-vide tel que W = p (A) c V 

e~ que p IW :W A soit analytiquemen~ ~rivial. Au moyen 

5 



d•une ~rivialisa~ion on ob~ien~ un champ anal~ique de droi~es 

tangen~es x ~ N sur W transverse aux ~ibres. 
X 

Soi t., B c C un ouvert non-vide t.,el que B c A. Soi t w• = p - 1CB). 

Comme W• c W est compact. pour tout., A e nCW) assez proche de O jW 

on aura : a) A n•a pas de point singulier dans w• et., b) A ~ N 
X X 

pour ~OU~ X e W•. 
-1 o•apres le lemme 2 appliqué à p Cy) pour chaque y e B. on a 

-t. que p Cy) est., aussi ~euille de A. Alors O jw• =A jw•.Donc O= A. 

Ceci mon~re que O jW es~ rigide. Donc. f'•cro jf'-1CW) es~ rigide • 
• puisque ~:U V est., un isomorphisme et., W c V. Donc. ~CO) est., 

-1 -t • rigide. En plus. ~ Cp Cy)) est., une ~euille de ~ (O) pour chaque 
• y e A. Donc. f' Cro possede des solu~ions algébriques. 
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