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UNE GENERALISATION DE
L'INVARIANT DE MALGRANGE

Marcos Sebastiani

Deédié a Monsieur le Professeur J. L. Massera

Soit Al une variété différentisble {C™) de dimension n > 2 orientée ot
soit X' un champ de vecteurs (C>) tangent 2 M. Soit ¢ une sous-variété
compacte a bord de M de la méme dimension. Le flot H, associé & X est
bien définmi pour € R au voisinage de c. Dans cet article on considére
Vaction de H, sur les variétés ¢ (et. plus généralement, sur les n-chaines) et
on appligue ceci & 1'étude des rapports entre germes de champs de vecteurs et
de fonctions, ce qui conduit & une geénéralisation de Vinvariant de Malgrange
d’une singularité isolée,

Cet article a é1é motivé par (2] et par des entretiens avec Jean-Paul Bras-
selet & qui je suis heureux d’exprimer ici ma reconnaissance.

Une approche possible & I'action de f1 sur ¢ est de considérer Ia variation
des integrales Jigey @ 0l w est une n-forme différentielle (C*) sur 3. Pour ce
faire. on applique le lemme suivant 3 un cycle fondamental de ¢ {on travaille
en homologie singuliére différentiable; si d est une chafine, dd denote le bord
et Sup(d), son support).

LEMME. Soit 5 nne ¢-forme fermée sur Al et soil d une g-chafine de Miq >
1}. Alors,

d | /
— o PI— Dy
dt Jaa; 7it=0 = ¢ e Ix

ou nx est la {¢ — 1) - forme définie por:

Bl 35 sy }f;,-—:) = Q(X,Y, ey ;—1)



Preuve
d

- M= | Lyt
dt Jugd M=o /:f w

ol L x est la dérivée de Lie ([3]chap.1ex.(3.3)). Comme 7 est fermée, Lyn =
gdnx([3]pg.35) et on conclut par Stokes.

Supposons maintenant que M est un voisinage de O € R” ( qu'on prendra
plus petit au besoin). Soit f : 3/ — R, (C) telle que f(0) = 0, f(z) > 0 se
z#0et df(z) #0si2#0. Soit w une n-forme sur 37. Soit ¢ ={f <s}
Alors

Vo(s) = °

W (0<s<e
df Hife,) ‘.‘.:{) ' j

définit un germe de fonction V. Si X est transverse au variétés de niveau
de f (fonction de Lyapounoff) alors ¥, # 0 quand w = dey AL.. Adz,,.

Considerons maintenant le cas analytique complexe cest & dire, M est
un voisinage de O € C™* (n > 2), X est un champ de vecteurs analytigue sur
M et f: M — C est une fonction analytique telle que f(0) = 0, df(0) =0
et df(z) # 0six #0.

DEFINITION Une famille ¢ (de n-cycles relatifs & f) est la donnée d’une
n-chaine ¢, pour chaque s > 0 assez petit, qui dépend contintiment. de s, telle
que f{z) = s pour tout z € Sup(dc,) et avec la propriété que pour chaque
voisinage ' de 0 il existe p > 0 tel que Sup(c,) C U si 0 < s < p.

La famille est appélée triviale si pour chaque voisinage I de O il existe
p > 0 tel que Je, soit un bord dans f~1(s) N0 si 0 < 5 < p. (Bc, est un
“cycle évanescent”: voir [1Jch. I). {Ces familles de chafines remplacent les
variétés o, du cas réel ).

A une famille ¢ et 3 une n-forme w holomorphe au voisinage de 0 on peut
assocler un germe de fonction 17> défini par:

o d
Vis) =

= — W (0<s<e
at S Hi(ee) If 0 j

Draprés le lemme et [4]§4 on a un développement:
(*)
Vs =3 a,,5%log?s 0aq €C

ey

ol l<g<n—1etola>0eteFa

L]



est valeur propre de la monodromie de fen0.

THEOREME, a) Si la famille ¢ est triviale, 12 = 0 pour toute wi,

b} Si 1 = 0 pour toute famille ¢, alots wy = df Ao+ d3 au voisinage
de 0, ol «, 3. sont des (n — 2)-formes analytiques, et réciproquement.

¢} Si f est intégrale premiére de X, VS = 0 pour toute famille « ef tonfe
{forme w.

d) Si X est transverse aux variétés de nivean non singuliéres f(z) =
w,w # 0de f, alors V¢ = 0 pour toute forme w implique que la famille est
triviale.

Preuve (a) D’écoule du lenmme et du {fait que wx|f~(s),s > 0, est fermée
par des raisons de dimension.

(b) A été demontré dans [2] pour w = dz; A ... A dz,,, mais la preuve est
la. méme por w quelconque.

(¢} Si f est intégrale premiére de X,

Sup(Hy(de,)) C f7(s)

pour tout {. Soit w = dy. Alors

i =5 = Ll
~[H({r‘lr) ./;fdﬂr:,} 7 Hi(8e,) n[f @

et cette derniére intégrale est constante parce que
0|/ (s)

est fermée.
{d) La condition de transversalité s’exprime par:

> XA{8ff0z;) = gf™

au voisinage de 0, avec g analytique, g{0) # 0.
Supposons la famille ¢ non triviale. Alors, il existe ume (n—1) forme p
holomorphe au voisinage de 0 telle que

b7
e,

n'est identiquement nulle dans aucun mtervalle (0,¢). {([1]eh.111812.1). Soii

df An = hde A Ade,



. Soit

= ho7lde A Ade,

. Alors,
(**)
| GA™n) = ndf Abx
En effet,
fx = -:;hg—l Z(—l)‘“ﬁ}dxl A us \!;’ L LD
Donc,

ndf A0, = hg™' S X{(8f /d2)de A Adz, = hf7dein Adz, = fdfAn = dfn(f™n)

Liégalité (**) implique que pour tout s > 0 assez petit:

"l f~(s) = nox|f 7 (s)

[Y'aprés le lemme et tenant compte du fait que Sup(de,) C f~(s),

17¢(5} = ?1/ 97:/ fm.? - Sm[ .
g { } Ae,; Ge, 7 Gy {

Donc,
e #0

EXEMPLE. Soit f(z,y) analytique réelle au voisinage de (0,0} € R2
Supposons:

F0.0) = 0. f(e.y) >0 si (z,1) 2 (0,0)

et (0,0) point critique isolé de 'extension analytique de f au voisinage de
(0.0) € C°. Soit ¢ = {c,} ot ¢, est un cvcle fondamental de {f < s}. Soit
X = (fa fy) et w=dz Ady.

Alors, d’aprés le lemme

Vi) = [ (=it fud,) > 0



parce que {—f,, f,} est tangent & dc,. Donc, ¢ nest pas triviale,
Dans le cas particulier ot f est un polynéme homogéne de degré m > 2
on a
VAHs)= ks, k>0

En effet,
Vi) = [ Afdady
f<s
On calcule cette intégrale en coordonnées polaires.
Soit f = p™g(p) ol g > 0 est périodique de période 27, Alors.

3

Af =m(m—Dp"gle) + 0™ 726 () + mp™2g()

Dong,

Ve(s) = [“” do /;m

o

(m*g(2) + g”(2))p™ 'dp =

Do L 2% o1\ 2
= 2ems+ 2 [TEB o g 1IN
mJdo  g(p) mJo  \ g{¢)

(En intégrant par parties et utilisant la périodicité de g). Dans le cas
général, on peut conjecturer que

d1_1‘1(1)3F Vi(s)/s

existe et est positif.

OBSERVATIONS FINALES. Les développements (*) permettent d’étendre
Vinvariant de Malgrange o(f) ([4] Remarque 4,8) aux conples (X, f). On
définit o(X. f) comme étant la borne inférieure des o tels qull existe une
n-forme w et une famille ¢ pour les-quelles Ua,q # 0 pour un q dans le
développement de V. (s). Si il nexite pas de tel a. on pose (X, f) = +cc.
Naturellement, o(X, f} > o(f). Si X(0) # 0, o(X, f) = o(f). En effet, si
X(0) # 0 toute (n— 1) - forme est localement du type wy, et on applique le
lemme. Si 0 est un point critigue isolé de X, Pegalité gwy = w,x et le lemme
montrent que o(X, f) ne dépend que de f et du feuilletage défini par Y.



Dans le cas particulier de I exemple précédent, o{X, ) < 1. En particu-
lier, o(X, f)=1si f=2"+1 et X = (z.y).

Finalement, si f est une intégrale premiére, o(X, f) = +oo {Théoréme
{c})). On peut conjecturer que la réciproque est vraie (comparer avec [2] et

théoréme (d)).
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