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Intersections Transverses dans 
!'Espace Projectif 

Dans cet article nous donnons une démostration élémentaire du 
théoreme suivant (dans ce qui suit "variété"signifié "va.riété algébrique pro
jective irréducible", le corps de base est C et pm dénote Pespace projectif 
complexe à. m dimensions; les notions topologiques sont relatives à. la topo
logie usuelle de pm) 

Théoreme 1 Soit Y C pm une variété de dimension k qui n'est contenue 
dans aucun hyperplane. Soit L C pm une variété linéaire de dimension m-k 
qui intersecte transversalement Y (voir définition LI}. Alors L n Y n'est 
contenue dans aucune variété linéaire de dimension m-k-1. 

Avec l'hypothese plus restrictive de E générique, au lieu d'intersection 
tra.nsverse avec Y, ce résulta.t est classique. Pourtant, même avec cette hy
pothese plus restrictive, nous n'avons pu trouver de référence accesible que 
pour le casou Y est une courbe ([3] Chap.III §I). 

Dans le dernier pa.ragraphe nous considérons la possibilité de général.iser 
le théoreme 1. 

Du théoreme ( 1) on déduit le suivant corollaire (voir aussi [1, (5.13)] 
et (2, {12.35)]) 

Corollaire 1 Soit Y C pm une variété de dimension k et degré d {théoreme
définition 1}. Soit r la dimension de la plus petite variété linéaire qui contient 
Y. Alors r ~ k + d- 1. 

Preuve. Considerons l'intersection M de toutes les va.riétés linéaires qui 
contiennent Y. On peux supposer M = pm et r = m. Soit L une va.riété 
linéaire qui intersecte transversalement Y, dimL = m - k. Alors par le 
théoreme, L n Y n'est contenu dans aucune va.riété linéaire de dimension 
m- k - 1. Donc, d = card(LnY) ~ m- k + 1. Alorfl 

r =m ~k+d-1. 

1 Préliminaires 

Soit p E pm et soit H ~ p un hyperplan dans pm. Pour chaque q E pm, 
q :f: p soit q' l'intersection de la droite pq avec H. Alors 1r(q) = q' définit une 
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aplication continue 
7r : pm- {p} --+ H 

appélée la. projec.tion de centre p dans H. 

Lemme 1.1 Si V C pm est une variété de dimension k et p fJ. V alors 
V'= 1r(V) est une variété et dimV' = k. 

Preuve. ([1, (2.28)]). 

Déftnition 1.1 Soit {L,. }r=1,2, •.. une suíte de lignes droites passant toutes par 
le même point p dans pm. Soit H ~ p un hyperplan et soit q,. l'intersection 
de L,. avec H. Si lim q,. = q on dit que lim L,. = L ou L est Ia droite pq. 

Obsérvation. Le fait que limL,. = L ne dépend pas du chiox de H puisque 
la projection de centre p donne un homéomorphisme entre deux hyperpla.ns 
qui ne contiennent pas p. 

Lemme 1.2 Toute suíte {L,. },.=1,2, ... de droites de pm passant par un même 
point p contient une suíte partielle convergeante dans /e sens de la définítion 
( 1.1). 

Preuve. Tout hyperpla.n est un ensemble compact. 

Q.E.D. 

Définition 1.2 Soit V C pm une variété et 3oit p E V. On dit qu 'une droite 
L 3 p est une tangente en p à V s 'il existe une suíte 

{q,. },.=1,2, ... C V, q,. # p Vr, 

telle que lim q,. = p et lim L,. = L ou L,. est la droite pq,.. 
On appelle cône tangent en p à V l'ensemble: 

Cp(V) = l_J{ L; L est tangente en p à V} C p m. 

(Si V= {p} on définit C,,( V)= {p} ). 
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Définition 1.3 Soit V C pm une variété et 8oit p E V. On définit l'e8pace 
tangent en p à V comme l'ensemble des points (x0 : x1 : .•• : xm) E pm te/s 
que 

pour tout polynôme homogene f tel que f I V= O. On le note Tp(V) 

Lemme 1.3 Tp(V) est une variété linéaire qui contient p. Si p est régulier 
dans V alors dim TP(V) = dim V. 

Preuve. ([1, cha.p.1]). 

Lemme 1.4 Gp(V) C TP(V) pour tout p E V. 

Preuve. C'est trivial si dim V = O. On suppose dim V ~ 1. Pa.r un change
ment de coordonnées on peut supposer p = (1: O: ... : 0). 

Soient H l'hyperplan x0 = O et qn E V, qn =f:. p, qn --+ p. On peut 
supposer q,. fi. H'Vn. Soit q~ E H la. projection de centre p de qn. da.ns H. 
Supposons que q: --+ p' E H. 

Soit f un polynôme homogime de degré d tel que f I V= O. 
n suflira de prouver que: 

m ôf , L ~(p)aa =O, ou p =(O: a1 : ... : am)· 
â:l x, 

Soit q: = (O : x1n : ••• : Xmn)· Comme q: ---+ p' il est facile de voir qu'on 
peut choisir les coordonnées de q: de tel façon que Xjn ---+a; (1 s j S m). 
De plus, 

Qn = (xon : •. • : Xmn) a.vec Xon =f:. O et I Xon 1--+ +oo. 

Soit 

ou g, est homogEme de degré i. Donc, puisque qn E V 

O f(xon, ... •, Xmn) 9J(X1n' · • ·, Xmn) ( ) = d-1 = d-1 + • • • + 91 X1ru • • • 1 Xmn • 
XOn XOn 
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Em passant à. la limite pour n - +ex> on obtient 

D'autre part, 

m ôj d m Ôglc L ~(p)Cii = L L ~(o, ... , O)a;. 
i=l x, lc=li=l x, 

Si k > 1, ~(O, ... , O) = O. Si k = 1, g1 est linéaire, et 

m Ôg1 L ~(o, ... ' O)a; = 9I(ai, ... 'am) =o. 
i=l x, 

Définition 1.4 Soient V, W C pm des variétés avec dim V + dim W = m. 
Soit p E V n W. On dit que V et W s 'intersectent transversalement en p si 
p est régulíer dana V et dana W et 

Si cela est vrai pour tout p E V n W on dit que V et W s 'intersectent trans
versalement ou que chacune est transverse à l'autre. 

Théoreme-définition 1 Soit V C pm une variété de dimension k. 

1. Ils existent des variétés linéaires L C pm qui sont transverses à V. 

~. Pour ces variétés L le cardinal d de L n V est fini et ne dépend pas de 
L. R est appélé le degré de V. On le dénote deg V. 

3. Si L est une variété linéaire de dimension m-k et si le cardinal de L n V 
est plus grand que d, alors L n V est un ensemble infini. 

4· Si L est une variété linéaire de dimension m-k et le cardinal de L n V 
est d alors L ed transverse à V. 

Preuve. ([1, chap.5]) 
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Lemme l.ó Soient V, H C pm des variétés, dim V= 1, dimH = m- 1. 
Supposons que V et H s 'intersectent transversalement en p = (1 : O : •.. : 
O) E V n H. Soit f= O une équation irréductible de H. Alors 

(1) 

est un générateur de l'idéal maximal de l'anneau local de V en p. 

Preuve. Comme f est un générateur de l'ídéal de H, il suit de la définition 
( 1.3) que Tp(H) est définit par la. seule équation 

m IJj 
2:-{p)x; =O. 
j:O ÔXj 

Comme l'anneau local de V en p est régulier de dimension 1, il suit du 
lemme de Na.ka.ya.ma, que si ( 1) n'est pas un générateur de son idéal maximal 
M, alors 

(2) 

Ceci implique qu 'il existe un polynôme homogene u tel que u(p) i= O et 
que 

ou h;, g;, cp sont des polynômes homogEmes avec 

Soit q = (ao : al : ... : am) E Tp(V). Alors E~o ôcpfôx;{p)a; = o. n 
s'en suit que 

m 8J 
u{p) _f; ôx; (p)a; =O. 

Cela. entraine que q E Tp(H). Donc, Tp(V) C Tp(H), ce qui contredit la 
tra.nsversalité. 

Q.E.D. 
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2 Preuve du Théorême 

1. Si m - k = O c'est trivial. 

2. Soit m - k = 1. Dans ce cas Y est définie par une équation 

f(xo,xl, ... ,xm) =O 

ou f est un polynôme homogene irréductible de degré d > 1. Soit R 
une droite transverse a. Y. Soient a, b ·E R, a, b ~ Y. Supposons que 
l'équation 

f( ao+ >.bo, ... , am + Ãbm) =O 

ait une racine multiple À = p.. Alors, 

et 

Avec la formule d'Euler, fd = xofzo + ... + xmfz'"' on déduit 

{3) 

On en déduit que R est tangente à Y a.u point c = a + p.b; con
tradiction. Donc, ( 3) n'a pa.s de racine multiple. Alors, le cardinal 
de R n Y est d > 1, ce qui dit que R n Y n'est pas contenu dans une 
variété linéaire de dimension O. 

3. Soit m - k = 2. Supposons, par absurde, qu'il existe un plan P trans
verse à Y tel que P n Y c R, R droite. Soit p E R, p 9i. P n Y et soií 
H hyperplan de pm, p (/:.H. On considere la projection <p de centre p 
sur H. Comme .r (f- Y. Y' = wfY) C H est une va'dété de dimeP~ion k 
{..1.\jl..illne l. i). 

Soit {v} = R n H. Soit II ::> R un plan. Si II contient un point 
q E Y, q ri. R, alors II n Y contient plus de d points ( d = deg Y). Alors 
II n Y est un ensemble a.lgébrique de dimenaion 2 1. Donc, puisque 
p E II, <p(IT n Y) est une droite par v. On en déduit que Y' est un cône 
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de sommet v. 
Soit L C Yl une droite par v. Soit { vn} C L, tln - v, tln -::/:- v. 

Soit Un E Y, fP( Un) = tln· Comme fP est propre on peut suppOBer que 
Un --+ u E Y. Donc, tln = cp(un) --+ cp(u). Alore cp(u) = v. C'est à 
dire u E Y n P. On peut a.ussi supposer que la. droite Sn = ttnu tend 
vers une droite limite S C Tu(V) (voir les définitions 1.1 et 1.3 et les 
lemmes 1.2 et 1.4). Par hipothese S r!- P. En pa.rticulier, S i:- R. Cela. 
entra.lne que cp(Sn) --+ fP(S). Comme fP(Sn) =Lona. que fP(S) =L. 
n en rés ui te que . 

y' c U cp(T .. (Y)). 
•EPnY 

Comme Yl est variété, Y' C cp(Tu(Y)) pour quelque u. Mais 

dimY' = dimY = dimTu(Y) 2: dimfP{Tu(Y)) 

Donc, Y' = fP(Tu(Y)). Mais, da.ns ce cas, Y' sera.it une variété linéa.ire 
de dimension m - 2, ce qui implique que Y sera.it contenu da.ns un 
hyperplan; contra.diction. 

4. Soit m-k 2: 3. Supposons, par a.bsurde, que L n Y c E, E c L va.riété 
linéa.ire, dim E = dim L - 1 = m - k - 1 ~ 2. ll existe p E E, p ~ Y 
et il existe hyperplan H de pm, tels que p ~ H et la projection cp de 
centre p SUI H soit telle que cp I L n y soit injective. Soient 

I I n I n Y = fP(Y), L = L H, E = E H. 

Alors L' nY' c E, dimE = dimL'- 1 et L' est tra.nsverse à. Y', 
parce que deg Y' ~ deg Y ([1, chap.5]) et le cardinal de L' n Y' est 
exactement d {voir théoreme-définition 1). Mais 

dim H- dimY' < m- k. 

Alors , par récourrence, on se réduit au cas m- k = 2. 

3 Généralisations 

Dire qu'un sousensemble S d'une variété linéaire L de dimension k n'est 
pas contenu da.ns une va.riété linéaire de dimeneion k -1 équivaut à dire que 
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tout hyperplan qui contient S, contient aussi L. Cela motive,à partir du 
théoreme, la suivante 

Conjecture 1 Soit Y C pm une variété de dimen~ion k qui n'e~t contenu 
dans aucune hypersurface de degré ~ r. Soit L une variété de degré r et de 
dímension m-k qui intersecte transversalement Y. Alors toute hypersurface 
(irréductible) de degré r qui contient L n Y, contient aussi L. 

Preuve de la conjecture dans le cas k = 1. . Dans ce cas L est définit par 
une équation de degré r, f= O. Soit Zune hypersurface qui contient LnY, 
définie par g = O, g polynôme homogtme irréductihle de degré r. Considérons 
la fonction rationnelle h = g I f SUI y. Elle est réguliere dans y - y n L. 
Soit u E Y n L. Par un changement des coordonnées, on peut suppoeer 
u = (1 :O: ... : 0). Consedérons l'ouvert affine z0 :f; O avec les coordonnées 

X 
ZI Zm 

1 = -, ... Xm = -. 
zo zo 

Alors u est l'origine et u est regulier dans Y. L'hipothese d'intersection trans
verse entraine que f( 1, X 1 , •.• , Xm) est un générateur de 1' !déal maximal de 
l'anneau local de Y en u (lemme 1.5). Alors, comme g( u) = O, on a que 
g I f est réguliere en u. Donc h est réguliere sur Y. Cece implique h = c, 
constante. Alors Y C {g- cf = 0}. Comme Y n'est contenu dans au
cune hypersuríace de degré ~r, g- cf doit être identiquement nulle. Donc, 
Z ::> L. 

Q.E.D. 
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