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Intersections Transverses dans
I’Espace Projectif

Dans cet article nous donnons une démostration élémentaire du
théoréme suivant (dans ce qui suit “variété”signifié “variété algébrique pro-
Jjective irréducible”, le corps de base est C et P™ dénote I’espace projectif
complexe & m dimensions; les notions topologiques sont relatives a la topo-
logie usuelle de P™)

Théoréme 1 Soit Y C P™ une variété de dimension k qui n’est contenue
dans aucun hyperplane. Soit L C P™ une variété linéaire de dimension m-k
qui intersecte transversalement Y (voir définition 1.4). Alors LY n'est
contenue dans aucune variéié linéaire de dimension m-k-1.

Avec ’hypothése plus restrictive de L générique, au lieu d’intersection
transverse avec Y, ce résultat est classique. Pourtant, méme avec cette hy-
pothése plus restrictive, nous n’avons pu trouver de référence accesible que
pour le cas oit Y est une courbe ([3] Chap.III §1).

Dans le dernier paragraphe nous considérons la possibilité de généraliser
le théoréme 1.

Du théoréme { 1) on déduit le suivant corollaire (voir aussi [1, (5.13)]
et [2, (12.35)])

Corollaire 1 Soit Y C P™ une variéié de dimension k et degré d (théoréme-

définition 1). Soit r la dimension de la plus petite variété linéaire qui contient
Y. Alorsr < k+d—1.

Preuve. Considerons 'intersection M de toutes les variétés linéaires qui
contiennent Y. On peux supposer M = P™ et r = m. Soit L une variété
linéaire qui intersecte transversalement Y, dimL = m — k. Alors par le
théoréme, LY n’est contenu dans aucune variété linéaire de dimension
m—k— 1. Donc, d = card(L\Y) > m -k + 1. Alore

r=m<k+d-—1.

1 Préliminaires

Soit p € P™ et soit H ¥ p un hyperplan dans P™. Pour chaque ¢ € P™,
¢ # p soit ¢’ Pintersection de la droite pg avec H. Alors #n(g) = ¢' définit une



aplication continue

m: P"—{p} — H
appélée la projection de centre p dans H.

Lemme 1.1 Si V C P™ est une variété de dimension k et p € V alors
V! = n(V) est une variété et dimV’' =k.

Preuve. ([1, (2.28)]).

Définition 1.1 Soit {L, },=1,5,.. une suite de lignes droites passant toutes par
le méme point p dans P™. Soit H ¥ p un hyperplan et soit g, l'intersection
de L, avec H. Silimgq, = q on dit que lim L, = L ot L est la droite pq.

Obsérvation. Le fait que lim L, = L ne dépend pas du chiox de H puisque
la projection de centre p donne un homéomorphisme entre deux hyperplans
qui ne contiennent pas p.

emme 1.2 Toute sutte {L,},=12 . de droites de assant par un méme
L 1.2 Toute sutte {L, },=1,,. de droites de P™ p tp ¢
point p contient une suite partielle convergeanie dans le sens de la définition

(1.1).

Preuve. Tout hyperplan est un ensemble compact.

Q.E.D.

Définition 1.2 Soit V C P™ une variété et soit p € V. On dit qu’une droite
L 2 p est une tangente en p a V s’il existe une sutte

{Qf }r=1,2,... = VI G '_Jé p VT‘,

telle que limg, = p etlim L, = L ou L, est la droite pg,.
On appelle cone tangent en p a V Uensemble:

Co(V) = {L; L est tangente en p a V} C P™.

(5i V = {p} on définit C,(V) = {p}).



Définition 1.3 Soit V C P™ une variété et soit p € V. On définit l'espace

tangent en p @ V comme lensemble des points (zo:21:...: 2,n) € P™ tels
que

52 (o=

1=0 63"

pour tout polyndme homogéne f tel que f | V = 0. On le note T,(V)

Lemme 1.3 T,(V) est une variété linéaire qui contient p. Si p est régulier
dans V alors dimT,(V) = dim V.

Preuve. ([1, chap.1]).

Lemme 1.4 Cp(V) C T,(V) pour toutp € V.

Preuve. C’est trivial si dimV = 0. On suppose dimV > 1. Par un change-
ment de coordonnées on peut supposer p=(1:0:...:0).

Soient H 1’hyperplan z5 = O et g, € V, ¢, # p, g» — p. On peut
supposer g, ¢ HVYn. Soit ¢, € H la projection de centre p de g, dans H.
Supposons que ¢, — p € H.

Soit f un polynéme homogéne de degré d tel que f | V = 0.

Il suffira de prouver que:

ii@)ai=0, odp =(0:ar:...:am).

=1 9%
Soit g:. =(0:21n:...: 2Zma). Comme q:, St p' il est facile de voir qu’on
peut choisir les coordonnées de q:, de tel fagon que z;, — a; (1 < j < m).
De plus,
@n = (Zon t -+« i Zyun) aVEC To, # 0 €t | zom |— +o00.
Soit
=y

f = gd(xh' *'Izm) +gd—l(zls"°>zm)30 +... +gl(=11° '°sz)zo

ol g; est homogéne de degré i. Donc, puisque g, € V

T vesy Lonn Zinys«1Tmn
e f( Ony 3_3, ) - gd( in d_g’ m )+...+gl(31m---;3mn)'
Zon Ton



Em passant & la limite pour n —+ +oco on obtient

91(G1y ..+, 8m) = 0.

D’autre part,
m f d m

Sik>1, gg(o,...,0)=o. Sik=1, g est ]inéa.ire, et

. 0)a;.

QJIQ

691 (
=10

Définition 1.4 Soient V, W C P™ des variéiés avec dimV + dim W = m.
Soit p e VN W. On dit que V et W s’intersectent transversalement en p st
p est régulier dans V et dans W et

TL,(V)NT(W) = {p}.

Si cela est vrai pour tout p € VW on dit que V et W s'intersectent trans-
versalement ou que chacune est transverse & l’autre.

Théoréme-définition 1 Soit V C P™ une variété de dimension k.
1. Ils existent des variétés linéaires L C P™ qui sont transverses ¢ V.

2. Pour ces variétés L le cardinal d de LNV est fini et ne dépend pas de
L. Il est appélé le degré de V. On le dénote deg V.

8. Si L est une variété linéaire de dimension m-k et si le cardinal de LNV
est plus grand que d, alors LNV est un ensemble infini.

4. Si L est une variété linéaire de dimension m-k et le cardinal de LNV
est d alors L est transverse ¢ V.

Preuve. ([1, chap.5])



Lemme 1.5 Soient V, H C P™ des variétés, dimV =1, dmH = m — 1.
Supposons que V et H s’intersectent iransversalement enp = (1:0: ... :
0) € VN H. Soit f =0 une équation irréductible de H. Alors

I T
f(l’g’””a:—o)lv (3)

est un générateur de l'idéal mazimal de I’anneau local de V en p.

Preuve. Comme f est un générateur de I'idéal de H, il suit de la définition
( 1.3) que T,(H) est définit par la seule équation

E (P)-"J = 0.

J"'U

Comme ’anneau local de V en p est régulier de dimension 1, il suit du
lemme de Nakayama, que si ( 1) n’est pas un générateur de son idéal maximal
M, alors

Ji,2... TV e M (2)
2o g

Ceci implique qu’il existe un polyndme homogéne u tel que u(p) # 0 et
que

uf =3 higi +¢
ou h;, g;, v sont des polynémes hon.logénee avec
hi(p) = gi(p) =0 et |V =0.
Soit ¢ = (ap : a3 : ... : ap) € Tp(V). Alors 7L, 8¢/0z(p)a; = 0. 1

s’en suit que

u(p) E (p)a_, = 0.

J—O
Cela entraine que ¢ € T,(H). Donc, To(V) € T,(H), ce qui contredit la
transversalité.

Q.E.D.



Preuve du Théoréme
. Si m—k = 0 c’est trivial.
. Soit m — k = 1. Dans ce cas Y est définie par une équation

f(zovmlv--szm)=0

ou f est un polynéme homogéne irréductible de degré d > 1. Soit R
une droite transverse a Y. Soient a,b € R, a,b ¢ Y. Supposons que
I’équation

F(ao+ Moy .. s Grn + Ab) = 0 (3)

ait une racine multiple A = u. Alors,

f(ao + pbo, . .. sam + pby) = 0

et

bofzo(ao+1bo, - . . Gt pbm )+ . .+ fom (@04 pibo, - - - , @+ i) = 0.
Avec la formule d’Euler, fd = z¢fz, + ... + Zm fz,,, on déduit

m
S(i+ b g (a+ ) = 0
i=0 i

On en déduit que R est tangente & Y au point ¢ = a + pb; con-
tradiction. Donc, ( 3) n’a pas de racine multiple. Alors, le cardinal
de RNY est d > 1, ce qui dit que R(\Y n’est pas contenu dans une
variété linéaire de dimension 0.

. Soit m — k = 2. Supposons, par absurde, qu'il existe un plan P trans-
verse & Y tel que P(Y C R, R droite. Soit p € R, p & PNY et soit
H hyperplan de P™, p & H. On considére la projection ¢ de centre p
sur H. Comme p @Y. V' = ofY) € H est une variété de dimension
\icliirie l.i}.

Soit {v} = RN H. Soit Il D R un plan. Si II contient un point
g€Y, g€ R, alors INY contient plus de d points (d = degY). Alors
IINY est un ensemble algébrique de dimension > 1. Donc, puisque
p €I, p(IINY) est une droite par v. On en déduit que Y est un céne



3

de sommet v,

Soit L C Y' une droite par v. Soit {v,} C L, vy — v, v, # v.
Soit u, € Y, ¢(u,) = v,. Comme @ est propre on peut supposer que
u, — u € Y. Donc, v, = ©(u,) — @(u). Alors p(u) = v. Clest &
dire u € Y] P. On peut aussi supposer que la droite S, = u,u tend
vers une droite limite S C T (V) (voir les définitions 1.1 et 1.3 et les
lemmes 1.2 et 1.4). Par hipothése S ¢ P. En particulier, S # R. Cela
entraine que ¢(S,) — ¢(S). Comme ¢(S,) = L on a que ¢(S) = L.

Il en résulte que '
v'c U L))
uEPﬂY
Comme Y est variété, Y' C o(T,(Y)) pour quelque u. Mais
dimY' =dimY = dmT,(Y) > dim o(Tu(Y))

Donc, Y' = @(Tu(Y)). Mais, dans ce cas, Y serait une variété linéaire
de dimension m — 2, ce qui implique que Y serait contenu dans un
hyperplan; contradiction.

. Soit m—k > 3. Supposons, par absurde, que LY C E, E C L variété

lindaire, dimE =dimL—1=m—k—12> 2 llexistep€ FE, pgY
et il existe hyperplan H de P™, tels que p ¢ H et la projection ¢ de
centre p sur H soit telle que ¢ | LY soit injective. Soient

Y =p(Y), L' =L{H, E =EH,

Alors L'NY' € E', dimE' = dimL' — 1 et L' est transverse & Y,
parce que degY' < degY ([1, chap.5]) et le cardinal de L'N\Y" est

exactement d (voir théoréme-définition 1). Mais
dim H —dimY' < m—F.

Alors, par récourrence, on se réduit au cas m — k = 2.

Généralisations

......

pas contenu dans une variété linéaire de dimension k — 1 équivaut a dire que

7



tout hyperplan qui contient S, contient aussi L. Cela motive,a partir du
théoréme, la suivante

Conjecture 1 Soit Y C P™ une variéié de dimension k qui n’est contenu
dans aucune hypersurface de degré < r. Soit L une variété de degré r et de
dimension m-k qui intersecte transversalement Y. Alors toute hypersurface
(irréductible) de degré r qui contient LY, contient aussi L.

Preuve de la conjecture dans le cas £k = 1. Dans ce cas L est définit par
une équation de degré r, f = 0. Soit Z une hypersurface qui contient LY,
définie par g = 0, g polynéme homogeéne irréductible de degré r. Considérons
la fonction rationnelle h = g/f sur Y. Elle est réguliére dans ¥ — Y L.
Soit u € Y (L. Par un changement des coordonnées, on peut supposer
u=(1:0:...:0). Consedérons I'ouvert affine zo # 0 avec les coordonnées

z Iy
Xy==L X =2
Io Lo

Alors u est origine et u est regulier dans Y. L’hipothése d’intersection trans-
verse entraine que f(1, Xy,...,X,,) est un générateur de I’!déal maximal de
P’anneau local de Y en u (lemme 1.5). Alors, comme g(u) = 0, on a que
g/ f est réguliére en u. Donc h est réguliére sur Y. Cece implique h = c,
constante. Alors Y C {g — ¢f = 0}. Comme Y n’est contenu dans au-

cune hypersurface de degré < r, g — cf doit étre identiquement nulle. Donc,
Z DL

Q.E.D.
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