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RESUMO

Nas tltimas trés décadas, problemas de transporte véem despertando in-
teresse em diversas areas como equagoes diferenciais parciais, mecanica dos fluidos,
geometria e teoria de probabilidade. Dentro deste contexto, o presente trabalho é
o inicio do estudo em transporte 6timo de massa com uma aplicagao em sistema
optico. No documento, sao descritos principios de éptica geométrica necesséarios
para a modelagem do sistema, e introduzidos os problemas de transporte de Monge
e de Kantorovich. Por fim, aplica-se a teoria de transporte para um problema de
transferéncia de sinais luminosos em um sistema constituido de dois refletores. O
objetivo é, dada duas fungoes integraveis nao-negativas, que representam as intensi-
dades luminosas da entrada e da saida do sistema, determinar as posicoes e os tipos
de refletores que transformem a intensidade luminosa da entrada na intensidade lu-
minosa da saida, obedecendo a lei de conservacao de energia. Para isso, definiu-se
uma solucao fraca para esse problema, e a existéncia dessa solucgao foi obtida através
de dois problemas de minimizacao distintos, um problema de Monge e um problema

de cdlculo variacional.



ABSTRACT

In the last three decades, optimal transport problems have been attrac-
ting interest in different areas such as partial differential equations, fluid mechanics,
geometry and probability theory. In this context, the present work is the beginning
of the study in optimal mass transport with an application in the optical system.
Principles of geometric optics that are required for the modeling of the system are
described, and the transport problems of Monge and Kantorovich are introduced.
Finally, the transportation theory is applied to a problem of transfering light signals
within a system consisting of two reflectors. Considering two non-negative integra-
ble functions, which represent the luminous intensities at the entrance and exit of
the system, the research goal is to determine the positions and types of reflectors
that transform the luminous intensity at the entrance in the luminous intensity at
the exit, obeying the law of conservation of energy. For this purpose, a weak solu-
tion was defined for this problem, and the existence of this solution was obtained
through two different minimization problems, a Monge problem and a calculus of

variations problem.
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1 INTRODUCAO

O problema de transporte étimo de massa surgiu na Franca em 1781,
com Gaspard Monge [10]. O problema consistia em encontrar uma aplicagdo de
transporte que minimizasse o custo total para deslocar uma quantidade de massa.
Passou-se um longo tempo até que o assunto voltasse a apresentar interesse pelos ma-
tematicos. Apenas em 1942, Leonid Kantorovich apresentou uma nova formulagao,
agora o problema de encontrar uma funcao de transporte 6tima é substituida pelo
problema de encontrar um plano de transporte que minimize o custo total [8]. No
entanto, sé a partir de 1987 com Yann Brenier [4], o tema passou a despertar in-
teresse em diversas areas como equagoes diferenciais parciais, mecanica dos fluidos,

geometria, teoria de probabilidade e analise funcional [14].

O presente trabalho, tem como objetivo iniciar o estudo em teoria de
transporte. Para isso, aplicou-se a teoria de transporte para a transferéncia de sinais
luminosos em um sistema éptico constituido de dois refletores. Dadas duas fungoes
integraveis nao-negativas, que representam as intensidades luminosas da entrada e
da saida do sistema, queremos determinar as posigoes e os tipos de refletores que
transformem a intensidade luminosa da entrada na intensidade luminosa da saida.
Esse transporte deve obedecer a lei de conservagao de energia. A aplicacao realizada

baseia-se no artigo de Glimm e Oliker [6].

No capitulo 2, introduzimos alguns conceitos de Optica Geométrica,
como Principio de Fermat, conservagao de energia, e reflexao e refracao de ondas

em problemas de propagacao em altas frequéncias.

No capitulo 3, sao apresentadas as formulagoes dos problemas de Monge
e de Kantorovitch. Essa descrigdo é baseada no livros [14]-[12]. Na terceira segao,
sao enunciados e demonstrados alguns resultados de andlise convexa, necessarios

para o restante desse capitulo e para o capitulo 4. Nas tltimas duas secoes, sao



apresentadas as condigoes para existéncia de um plano de transporte 6timo para
o problema de Kantorovich e de uma aplicagao 6tima para o problema de Monge
com custo de transporte quadratico em R". Esse ultimo resultado é conhecido como

Teorema de Brenier.

No capitulo 4, apresentamos a modelagem do sistema éptico e uma
solucao fraca para o problema de encontrar as posicoes dos dois refletores. Essa
solucao ¢é obtida a partir de transporte 6timo. O capitulo consiste na modelagem do
sistema, caracterizacao geométrica dos refletores e apresentacao de trés problemas.
O Problema 1 consiste encontrar a posicao do primeiro refletor e um mapa que
transporte os sinais luminosos da entrada do sistema para a saida. O Problema 2
consiste em um problema de minimizacao de Monge, onde é demonstrada a existéncia
e unicidade da solucao fraca. No Problema 3, apresentamos uma forma alternativa
de obter a existéncia da solucao fraca, através da minimizacao de um funcional por

meio de célculo variacional.

Por fim, destacam-se as consideracoes finais do trabalho.



2  PRINCIPIOS DA OPTICA GEOMETRICA

A oOptica geométrica, ou 6ptica de raios, é originalmente desenvolvida
para analisar a propagacao da luz em altas frequéncias, onde a natureza ondulatéria
nao necessita ser considerada. Pode ser desenvolvida considerando o transporte de
energia de um ponto para outro, sem se preocupar se o mecanismo de transporte é
onda ou particula. A dptica geométrica cldssica aplica-se a meios isotropicos sem

perdas que podem nao ser homogéneos [13].

2.1 Principio de Fermat

De acordo com a 6ptica geométrica, o raio de luz entre dois pontos P,
e P5 segue um caminho que a distancia éptica entre eles é um extremo (usualmente
um minimo). Matematicamente, dados dois pontos Py, P, € R* e n € C(R?), o

caminho s : [0,1] — R* que o raio de luz percorre, satisfaz

P P se (0, 1]: R?
/ n(sg)dsy = min / n(s)ds (10,11 , (2.1)
Py Py S(O):Pl, S(l)ZPQ

onde n(s) representa o coeficiente de refragdo do meio. Se o meio é homogéneo, o

coeficiente é constante e o caminho sao linhas retas.

Se a propagacao da onda se da em um meio homogéneo e isotropico
(meios isotrépicos sao aqueles cuja a velocidade de propagacao da luz é a mesma em
qualquer diregao), o caminho do raio de luz sao linhas retas normais as superficies
das frentes de onda, sendo o comprimento do caminho 6ptico (OPL, do inglés optical
path length) constante entre cada frente de onda [2]. Na Figura 2.1, estao ilustradas

as superficies das frentes de ondas planas e cilindricas.



Frentes de onda

Y Y Y Y Y

LSS 7 7/

Frentes de onda

(a) Onda plana (b) Onda cilindrica

Figura 2.1: Representacdo das frentes de ondas planas e cilindricas em R?.

2.2 Reflexao e Refracao de Ondas

Para problemas de propagacao em meios sem perdas e em altas frequéncias,
onde o comprimento da onda eletromagnética é bem menor que as dimensoes dos
equipamentos opticos, como antenas e refletores, a reflexao e refracao de ondas se-

guem as leis de Snell:

e Reflexao. Sejam E* o raio incidente e E" o raio refletido em uma su-
perficie refletora. Tem-se, |E*| = |E"| e o angulo do raio incidente 6; e

refletido 6, sao iguais em relagao a normal dessa superficie.

e Refragao. Dados dois meios distintos com coeficientes de refragao cons-
. i t . . .

tantes nq e ny. Sejam E' e E' raios nos meios ny e ng, respectivamente,

onde E' é o raio incidente na superficie que divide os dois meios e E*

o raio transmitido. Tem-se, |E’| = |E'| e a relacio do angulo do raio

incidente 6; e do transmitido 6, segue a lei

ny sin @; = ny sin 6. (2.2)



Na Figura 2.2, esta ilustrada a lei de Snell para reflexao e refragao.

E! Et
0; 3
7, Do
B Et
ny | N2
(a) Lei de reflexéao (b) Lei de refracao

Figura 2.2: Representacdo das leis de Snell para reflexao e refracao em R?

2.3 Conservacao de Energia

Em 6ptica geométrica, a intensidade de luz (ou densidade de irradiagao)
entre dois pontos é governada pela conservacao do fluxo de energia dentro de um
tubo de raios. O fluxo de energia é constante dentro de um tubo de raios, logo,

dadas duas frentes de onda em pontos distintos, vale

/ LdS = / L,dS, (2.3)
Sl 52

onde I; e Iy sdo as intensidades de luz, e S; e Sy sdo as segOes transversais [2].
Na Figura 2.3, estd ilustrado um tubo de raios para uma fonte pontual de ondas
esféricas, sendo [y o comprimento 6ptico entre a fonte e a primeira frente de onda e

Il 0 comprimento éptico entre as duas frentes.



Figura 2.3: Representacao de um tubo de raios para ondas esféricas em R,
Adaptado de [2].



3 INTRODUCAO AO TRANSPORTE OTIMO
DE MASSA

Um problema de transporte consiste em deslocar uma quantidade de
massa ou energia de uma regiao para outra, de forma que a massa inicial e a final se-
jam iguais, ou seja, em termos fisicos, exista uma lei de conservacao. Um transporte

é dito 6timo, quando é a maneira mais eficiente de realizar esse deslocamento.

No presente capitulo, serd abordados os problemas de transporte de
Monge e de Kantorovich, e as condicoes necessarias para existéncia de uma aplicagao

de transporte em R".

3.1 Problema de Monge

Considere o problema de transportar uma quantidade de carvao de uma
regiao para outra, por exemplo, de uma regiao X para uma regiao Y, como ilustrado
na Figura 3.1. A condigao para fazer esse transporte é que a quantidade de carvao
em X e Y devem ser iguais. Para modelar esse problema, podemos considerar duas
funcoes f, g > 0 que representam a densidade de carvao em X e Y, respectivamente,
isto é, a relacao da massa e volume do material a ser transportado. Podemos escrever

essa condicao de forma normalizada

/Xf(:v)d:v = /Yg(y)dy =1. (3.1)

O problema proposto por Monge em 1781 era encontrar uma mapa T : X — Y,
responsavel pelo deslocamento do carvao de uma regiao para outra, que minimizasse

o custo total do transporte

/X |T(x) — z|f(x)dx, (3.2)

sob a condigao (3.1).



X

Figura 3.1: Problema de transporte de massa.

De forma mais geral, dados X, Y C R" e duas medidas de probabilidade
p € P(X)erv e P(Y), é necessario encontrar um mapa 7' : X — Y mensuravel com
respeito a u, tal que v é a medida imagem de p por T'. Essa condigao ¢ denotada
por v = T, e significa que a medida de qualquer conjunto mensurdvel em Y ¢é igual

a medida da sua pré-imagem pelo mapa T em X, ou seja,
v(B) = Tyu(B) = w(T~*(B)), VB C Y mensuravel, (3.3)

onde T" nao é necessariamente inversivel. A condicdo (3.3), também pode ser escrita,

considerando que para toda fun¢ao mensuravel i : Y — R U {400}

/X(hOT)duz/Yhdv. (3.4)

Seja ¢ : X xY — RU {400} a funcdo custo de transporte, que in-
tuitivamente indica o preco a ser pago para transportar a massa de z para y. O
problema de Monge consiste em encontrar um mapa 7' : X — Y, tal que v = Typ,

que minimize o custo total

C(T) = /X o, T(2))du(z). (3.5)

Os mapas que satisfazem a condigao (3.3) sdo chamados de aplicagoes de transporte,

e a aplicacdo que minimiza (3.5) é a aplicacao de transporte étimo.

Independentemente da escolha da funcao custo ¢, o problema de Monge

é nao trivial. Pode nao existir aplicagdes de transporte (Exemplo 3.1.1); ou as



aplicacoes devem satisfazer condigoes nao-lineares, como no caso da equacao de

Monge-Ampere (Exemplo 3.1.2).

. 1 1
Exemplo 3.1.1. Sejam X =Y = [0, 1], p(x) = 01/2(x), v(y) = 551/3(9) + 552/3(3/)
e uma funcdao custo continua qualquer. Afirmamos que sob essas condig¢oes ndao

eziste solugao para o problema de Monge.

Suponha por absurdo que exista um T : [0,1] — [0,1] que satisfaca
v = Typ. Sem perda de generalidade, suponha que T(1/2) = 1/3 e T'(zo) = 2/3
para algum xo € [0,1\{1/2}. Logo, 1/2 = v(2/3) = u(T~*(2/3)) = u(zo) = 0, uma

contradicao.

Exemplo 3.1.2. Dada a aplicagio T' =V : X =Y com a restricao Vui = v,
considere p e v medidas absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue
em R"™. Logo, pelo Teorema de Radon-Nikodym, existem func¢oes mensurdveis f,qg >

0 tais que
u4) = [ syt e v(m) = [ gy
B
onde dx e dy representam a medida de Lebesque. Agora, a condi¢do (3.4) pode ser

reescrita por

/Xh(Vgo(x))f(x)dx = /Yh(y)g(y)dy, Vh :Y — RU {400} mensurdvel.

No caso de Vi : X =Y ser um difeomorfismo, podemos usar a formula de mudanc¢a

de varidveis para integrais maltiplas, fazendo y = Vp(x), obtemos

/Xh(Vgo(x))f(x)dx = /Xh(Vgo(a:))g(Vgo(:x)ﬂ det V2p(x)|dz, Vh:Y — RU{+oo} mensuravel.

Logo, concluimos que Vi deve satisfazer

f(x) = g(Ve(x))| det VZp(x)|, para quase todo ponto,

que € uma equagao nao-linear. Essa equagao é conhecida como equagao de Monge-

Ampeére.



3.2 Problema de Kantorovich

O problema de Kantorovich é uma versao relaxada do problema de
Monge, onde é permitido que a massa em cada ponto x € X seja dividida para ser
transportada para mais de um ponto em Y. Dadas duas medidas de probabilidade
p € P(X)erveP(Y), procuramos medidas de probabilidade 7 no espago produto
X x Y que satisfacam

T(AXY)=pu(A) e (X x B) =v(B), (3.6)

para todo A C X e B C Y mensuraveis. Essa condicao é equivalente a afirmar que

para qualquer par de fungoes (p, 1)) € Cp(X) x Cp(Y)

/X lpla) + v(w)ldn(a.y) = /X o(@)du(z) + /Y S)dvy).  (37)

Dizemos que probabilidades 7 € P(X x Y) que satisfazem (3.6) tém
marginais i e v, e o conjunto de probabilidades que satisfazem essa condigao é

definido por
M(pu,v) ={r e P(X xY) | 7(AXY)=pu(A) en(X x B) =v(B)}, (3.8)
onde cada 7 € II(y, v) é um plano de transporte.

Vale ressaltar que, ao contrario do problema de Monge, onde aplicagoes
de transporte podem nao existir (vide Exemplo 3.1.1), sempre existe pelo menos um

plano de transporte, pois a medida produto pu x v € I(u, v).

Dadas duas medidas € P(X) e v € P(Y), e um custo de transporte

c: X xY — RU{+o0}, o problema de Kantorovich consiste em minimizar

C(m) ::/X Yc(x,y)dﬂ(x,y), para m € [I(p,v), (3.9)

sendo os planos que minimizam (3.9) chamados de planos de transporte étimo.

10



Em termos de planos de transporte, podemos relacionar os problemas

de Monge e de Kantorovich da forma
dr(z,y) = drr(z,y) = du(@)dly = T()), (3.10)

onde T : X — Y. A medida de probabilidade que aparece no lado direito de (3.10)
pode ser escrita por (Id x T').p e significa que para qualquer fungdo nao-negativa

mensuravel ¢ em X x Y, vale

/X (e g)dnaay) = /X C(a, T(x))du(z). (3.11)

Observe que, o mapa 7" satisfaz a condicao Txp = v se, e somente se mp € II(p, v),

pois dado (¢, 1) € Cp(X) x Cp(Y') temos

/ (p(z) + (y))drr(z,y) = / () + (7)) dulx)
XxY X (312>
_ /X o(@)dpu(z) + /Y b(y)dv(y).

Logo, a relacao entre o custo total de transporte para os dois problemas é dada por

/X Yc(a:,y)dﬁT(x,y) = / c(x, T(x))du(z), para mp = (Id x T)gp.  (3.13)

X
3.3 Topicos de Analise Convexa

A presente secao tem como finalidade definir e demonstrar alguns re-
sultados classicos de andlise convexas que serao utilizados nas proximas secoes do

capitulo 3 e no capitulo 4. Esses resultados foram baseados em [14]-[11]-[9].

Definigao 3.3.1. Seja ¢ : R" — RU {+00}:

1. ¢ € propria se nao € identicamente +00.
2. O dominio de ¢, dom(yp), € dado por
dom(p) = {x € R" | p(x) < +00}.
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3. ¢ € conveza se Vx,y € R" Vt € [0,1]
ety + (1 —t)z) <tp(y) + (1 —t)p(z).

4. A transformada de Legendre de ¢, é uma fun¢ao £(p) : R* — R U
{+o0}, definida por

£(p)(y) = sup [(z,y) — ¢()].

zeR™

5. ¢ € semicontinua inferiormente se VA € R o conjunto
[p <Al ={z e R" [p(z) < A}

¢ fechado, ou de forma equivalente, se para qualquer sequéncia (x,,)nen

que converge para um ponto x € R"™, tem-se iminf o(x,) > ¢(x).
n—oo

Proposicao 3.3.2. A transformada de Legendre de uma fungao propria é convexa

e semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Seja ¢ : R®™ — RU {400} fungao prépria. Para qualquer (z,y,t) €
R™ x R"™ x [0, 1], temos

L)ty + (1 = t)x) = sup [(z, ty + (1 — t)z) — p(2)]

= sup t(z,y) + (1 = t)(z, ) — tp(z) — (1 = t)p(2)]
< tZSEuRg [(z,y) —p(2)] + (1= 1) Sup [(z,2) — ()]

= tL(p)(y) + (1 = ) L(p)(2).

Logo, £(¢) é convexa.

Para a segunda afirmagao, dado A € R, precisamos mostrar que [£(p) <
A] é fechado. Considere uma sequencia (y,)neny € [£(p) < A] tal que y, — y. Por

definicao, temos que

(T, yn) —p(x) <A\, Yz € R", ¥n € N.

12



Como vy, — y, obtemos
<‘/L‘7y> - SO(I) < )‘7 Vr € Rna
logo, y € [£(¢) < A]. Portanto, £(¢) é semicontinua inferiormente. O

Proposicao 3.3.3. Se ¢ : R" — RU {+o0} ¢ uma fungdo convexa propria que €

diferencidvel em x € dom(yp), entdo
e(y) = o(z) + (Ve(z),y — x), Vy € R™.
Demonstracao. Se ¢ é convexa propria, vale que

to(y) + (L = t)p(x) > oty + (1 — t)z), Yo,y € dom(p), Vt € [0,1],

p(ty + (1 —t)z) — p(x)

o(y) — plz) >

aplicando t — 0

v
<
5
=
<
|
=

o(y) — ()

]

Teorema 3.3.4. Suponhamos que ¢ : R" — R U {400} € uma fungio convera

propria. Entao, ¢ € localmente limitada e localmente Lipschitz em int(dom(yp)).

Demonstragao. Considere zy € int(dom(p)) e » > 0 tal que o cubo fechado com
aresta 2r paralelo aos eixos coordenados satisfaz @, (x¢) C int(dom(p)). Observe
que B.(zo) C Q,(zo) C int(dom(p)). Sendo ¢ convexa, o maximo de ¢ em Q,(zo)

¢ atingido em um vértice x;. Logo,
o(y) <supp(zg) =: M < 400, Yy € B,(x).
k

Em seguida, vamos mostrar que ¢ é limitada por baixo em B,.(zg). De fato, dado

x € B.(xg), temos y := 2z9 — x € B,(xg). Logo,

o(r) + ¢(y) < p(x) + M

—> <
p(m) < 9 9
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= () > 2p(zg) — M.
Portanto, para algum C > 0, |¢| < C' em B,.(x), 0 que mostra que ¢ é localmente
limitada no int(dom(yp)).
Agora, fixamos § € (0,7). Dados x,y € B,_s(x0), temos que

_ 6 oo y—=l
S+lly—=z|  o+y—=|”

Y

onde
y—

ly — |

z:=y+0

€ Br (130)
Pela convexidade

J |y — ||

p(y) < o(r) + m@(z)

< 5 Ty =2l
5 ly— ]

-_— €T +—

g LA R T

©(2) — ¢(x)

r

<2y -«
<< lly ==l

o(y) — () ©(2) — p(z)

ly — |

Trocando os papéis de z,y € B,_s(x), concluimos que ¢ é Lipschitz em B,_s(zo).
m

Teorema 3.3.5 (Teorema de Rademacher). Se ¢ : R" — RU {400} € uma funcgao
Lipschitz, entao ¢ é diferencidvel em quase todo ponto em relagao a medida de
Lebesqgue.

A prova desse teorema é omitida, mas pode ser encontrada em [5].

Defini¢ao 3.3.6 (Subdiferenciabilidade). O subdiferencial ¢ de uma fung¢ao con-

vexa @ € um conjunto definido por

Op(r) ={p € R" | Vy € R", p(y) > ¢(x) + (p,y — x)}, Vo € R™
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Proposicao 3.3.7. Seja ¢ : R" — R U {400} conveza e diferencidvel em xy €

dom(yp), entao o subdiferencial consiste em um ponto so, tal que Op(xo) = {Vp(zo)}.

Demonstracao. Se ¢ é diferenciavel em xq, pela Proposicao 3.3.3,
o(x) — p(xo) > (Vp(xg), x — 0), Vo € R"™.
Logo, d¢(xg) = {V(xg)}. Por outro lado, dado p € dp(zy), temos

(o) + (p, & = w0) < @(x) = p(20) + (Vp(wo), 2 — 20) + o[ — zo]), Y € dom(p)

ou ainda,

(p— Vp(xg),x — z0) < o]z — x0]), V& € dom(p).

Portanto, p = V(zy). O

3.4 Existéncia de um Plano de Transporte Otimo

Nessa secao, estamos interessados em provar a existéncia de um plano
de transporte 6timo para o problema de Kantorovich, nas condi¢oes de X, Y C R",
p € P(X), v e PY) e funcdo custo de transporte ¢ : X x Y — R continua e

limitada inferiormente.

Definicao 3.4.1. Sejam X CR" e p € P(X). Uma familia de medidas K C P(X)

¢ rigida se para qualquer € > 0 existe K. compacto tal que sup u(X\K.) < e.
peKX

Definicao 3.4.2. Sejam X C R" e K C P(X). Dizemos K € sequencialmente
relativamente compacta se para qualquer sequéncia (fin)nen em K pode-se extrair
uma subsequéncia, denotada por (fin, )ren, € uma medida de probabilidade pu. € P(X)

tal que para qualquer ¢ € Cyp(X),

lim [ @du,, :/ Od . (3.14)
be X

k—o00

Teorema 3.4.3 (Teorema de Prokhorov). Seja X C R". Entao uma familia KK C

P(X) € sequencialmente relativamente compacta se, e somente se, € rigida.
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A prova do presente teorema é omitida, mas pode ser encontrada em
[3].
Lema 3.4.4. Sejam X, Y CR". Se K; CP(X) e Ky CP(Y) sdo familias de me-
didas rigidas, e II(pu,v) C P(X xY') definido em (3.8), entio K = U I, v)

pek,vekls
¢ uma familia rigida.

Demonstracao. Para qualquer € > 0, existem K, C X e L. C Y compactos tais que

P\ < 5 e v(Y\L) <

DN ™

para quaisquer u € Ky e v € Ky. Portanto, para todo m € IC, temos
F((X XY\ (Ko x L)) < m((X\K) XY )+r(X x (V\LL)) = p(X\K)+v(Y\L.) < e.
A desigualdade implica que

sup((X x Y)\ (K. x L.)) <e.

ekl

Logo, a familia de medidas K ¢ rigida. O

Lema 3.4.5. Sejam XY CR", p € P(X), v € P(Y) e a fungdo custo ¢ : X X
Y — R continua e limitada inferiormente. O custo total de transporte C(m) €
semicontinuo inferiormente em P(X X Y') com respeito a convergéncia da Definigdo

3.4.2.

Demonstracao. Seja (1, )ren € (1, v) uma subsequéncia que converge para m €
P(X x Y) no sentido da Defini¢ao 3.4.2. Como a fungao custo ¢ continua e limi-
tada por baixo, isso garante que existe uma sequéncia de funcoes continuas nao-
decrescentes ¢, tal que c(z,y) = nh_}ralo cn(z,y). Logo, segue pelo Teorema da Con-

vergéncia Monotona,

C(m) :/X Yc(x,y)dﬂ(x,y) = lim cn(z,y)dm(z,y)

n—oo XxY

= lim lim cn(x,y)dm, (x,y) < liminf/ c(x,y)dm,, (v, y)
k XxY

n—00 k—oo XxY —00

= h’gglong(wnk).

16



Isso prova que o custo total é semicontinuo inferior. O

Teorema 3.4.6. Sejam XY C R", u € P(X), v € P(Y) e a fungdo custo c :
X xY — R continua e limitada inferiormente. FEziste um plano de transporte

otimo para o problema de Kantorovich.

Demonstracao. Pelo Lema 3.4.4, TI(u,v) € P(X x Y) é uma familia de medidas

rigida e, pelo Teorema de Prokhorov, é sequencialmente relativamente compacto.

Dado uma sequéncia minimizante, (m,),en € II(p, ) tal que

para o problema de Kantorovich, existe uma subsequéncia (7, )ren que converge

para 7, € P(X x Y) no sentido da Definini¢ao 3.4.2.

Para mostrar que m, € II(p,rv), sabemos que (7, )ren ¢ uma sub-

sequéncia em II(u, v) e para qualquer ¢ € Cp(X X Y) temos

lim C(z,y)dmp, (x,y) = / ((z,y)dm(x,y).

k=oo Jxxy XxY
Assim, dado um par de fungoes (¢, ¢) € Cp(X) x Cy(Y)
| @+ vl = Jim [ e + o), )

k—o0 XxY

:/Xgp(x)du(x)—i—/yw(y)dV(y)-

Portanto, 7, € II(u,r) é uma plano de transporte 6timo para o pro-

blema de Kantorovich, e, pelo Lema 3.4.5, temos

mell(p,v) mell(p.v)

C(W*):/Xyc(x,y)dﬂ*(x,y): inf /Xyc(:t,y)dw(x,y): inf C(m).

Como a funcao custo é continua e limitada inferiormente, o infimo é finito. O
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3.5 Existéncia de uma Aplicacao Otima

Agora, estamos interessados na existéncia de aplicacao étima para cus-
tos de transporte quadraticos em R". Antes de ser demonstrada a existéncia dessa
aplicacao sob essas condicoes, é necessario caracterizar os planos de transporte
otimos. Isso é feito através do Teorema 3.5.2, a demonstracao desse teorema é omi-
tida. A existéncia da aplicagao 6tima para custo quadratico em R" se deve a Yann
Brenier e encontra-se no Teorema 3.5.4, a demonstracao realizada nesse trabalho

baseia-se em [1]-[7].

Definigao 3.5.1. Sejam X, Y CR", c: X XY R e¢: X - RU{—o0}:

1. Um conjuntoI' C X XY ¢€ dito c-ciclicamente mondtono quando, para
todon > 1 e para todo (x;,y;) € ', valer

n

Z c(xi,y;) < Z c(,Yo()), Yo permutacao do conjunto {1,...,n}.
i=1 i=1

2. A c-transformada de ¢, é uma funcao ¢ : Y — RU {—oc0}, definida
por

¢“(y) = inf [c(x,y) — o(z)].

zeX

3. ¢ € dita c-concava quando existe 1 1Y — R U {—o0} tal que ¢ = ¢°,
ou seja,

¢(x) = inf [c(z,y) — ¥(y)].

yey

Em particular, ¢(x) + Y(y) < c(x,y).
4. O c-superdiferencial de ¢, é definido por

¢ = {(z,y) € X XY | ¢(x) + ¢°(y) = c(z,y)}-

Teorema 3.5.2 (Teorema Fundamental do Transporte ()timo). Sejam X,Y CR",

ec: X xY — R continua e limitada inferiormente. Sejam p € P(X) ev € P(Y),
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tais que para alguma a € L'(u) e b € L*(v), vale que
c(@,y) < a(z) + b(y).

Além disso, seja m € (u,v). Entao sao equivalentes:

1. O plano transporte ™ € otimo;
2. O suporte de 7, supp(m) € c-ciclicamente mondtono;
3. Existe uma fun¢ao c-concava ¢ : X — RU{—o0} tal que max{¢p,0} €

L'(p) e supp(w) C 0.

A prova do presente teorema sera omitida, mas pode ser encontrada em

[1].
. ‘ . -y
Proposicao 3.5.3. Sejam X, Y CR", ¢: X XY — R com ¢(z,y) = —— ¢
2
¢ : X - RU{—o0}. Entao ¢ € c-concava se e somente se p(x) = % — ¢(x)

¢ convexa e semicontinua inferiormente. Nesse caso, y € 0°¢(x) se e somente se

y € 0p().

Demonstrag¢ao. Observe que

|z —y|

o) = iut L1 )] = o) = nr [HE — (o + 12— vt

= o)~ it |—te) + I i)
= @ —¢(x) = Sup [(rﬂ,w - (g - ¢(y))}

= ol =sup (o) - (v ).

y 2
como, pela Proposicao 3.3.2, a transformada de Legendre de uma fungao prépria

é convexa e semicontinua inferiormente, isso prova o primeiro enunciado. Para o
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segundo, observe que

_ eyl

g€ Fo(z) ¢(z) R —¢°(v), pfais y,E 3i¢(ﬂf)
| 6(2) < B~ 6°), pois 6 c-concava
e - s
o) - Bt e < %—ww
= o) - Lt <o - Loy
= o) - <o -y a2
- (- ¢<z>> > (B o) + o)
= 0l2) 2 o) + vz - 2)
> y € dp(x).
Isso concluf & demonstragio. 0

Teorema 3.5.4 (Teorema de Brenier). Sejam X =Y = R", p,v € Pyq(R") e
| —yl?
2

clx,y) = . Entao, existe uma unica aplicacao de transporte otimo T : R" —
R"™ para o problema de Monge. Além disso, T = V¢ para ¢ : R" — R convezxa e

semicontinua inferiormente.

Demonstrag¢ao. Do Teorema 3.4.6, existe um plano de transporte 6timo m € II(u, v)
para o problema de Kantorovich e, pelo Teorema 3.5.2, temos que supp(mw) é c-
ciclicamente monétono, de modo que existe uma fungao c-concava ¢ tal que supp(m) C
0°¢. De p ser uma medida absolutamente continua a Lebesgue, pelas Proposigoes
3.3.7 e 3.5.3, 0°¢(x) = dp(x) = {Ve(x)}, onde ¢ : R" — R é convexa e semi-

2
continua inferiormente. Logo, supp(m) C graph(V) para ¢(z) = il | — o(z).
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Para mostrarmos que 7' = V¢ é uma aplicacao 6tima para o problema

de Monge, segue que

z—yl? — S

= inf &dthy <1nf/ i d,u( ).
7l (p,v) XxY 2

Para unicidade, suponha que exitam duas aplicagoes 6timas 17 e T5

distintas, os planos 6timos correspondentes sao m; = (Id X T7)xp e g = (Id X Th) 4 p1.

Seja 73 definida por

my = o ((Id x T)gp + (Id x Ty)4p)

[\J|>—t

como 73 também é Gtima existe uma aplicacao T3 associada. Portanto, para qualquer

¢ € Cp(X xY), temos

(/chl Vdp(x /ng2 me: ) /ngg ))dp(z).

Isso implica que p({z € X | Ti(z) # Ta(x)}) = 0. Logo, segue T3 = Ts e m = my

em quase todo ponto com relagao a medida de Lebesgue. O
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4 SISTEMA COM DOIS REFLETORES
PARA TRANSPORTE DE SINAIS
OPTICOS

Um sistema de transporte éptico é um sistema que transfere sinais lu-
minosos na forma de ondas eletromagnéticas através de um meio utilizando com-
ponentes Opticas. O sistema proposto é para transporte de sinais de uma antena
fonte passando por dois refletores até uma antena receptora. Essa transferéncia é
realizada em R"™ onde o dominio € representa a antena fonte no hiperplano de
entrada do sistema, denotado por «, o dominio ¥ representa a antena receptora no
hiperplano de saida do sistema, e R; e Ry representam as hipersuperficies refletoras.

O sistema proposto esta ilustrado na Figura 4.1.

Um ponto nesse sistema possui coordenadas (x1, s, ..., T, k), onde k é
a coordenada perpendicular ao hiperplano «, definido pela equagao k = 0. Como
forma de facilitar a notagao, seja © = (x1, x2, ..., z,,) definiremos um ponto no espago
R™ por (z,k). O feixe de raios B; é paralelo ao eixo k, definido por uma secio
transversal 2 C R" no hiperplano a e se propaga na direcao positiva de k. A
intensidade luminosa desse feixe é denotada por I(x), para x € €0, onde I é uma
funcao integravel nao-negativa. Os feixes refletidos por Ry e Ry sao denotados por
Bs e Bs, respectivamente. O feixe B3 é paralelo ao eixo de k e a secao transversal
de saida de Bs é denotada por ¥ C R™™ definida no hiperplano k = d. A projecio
de ¥ em « é denotada por ¥, C R". Além disso, é requerido que a intensidade
luminosa de entrada [ seja transformada em uma intensidade em Bj denotada L(p),

onde (p,d) € ¥, sendo L uma funcio integravel nao-negativa.

A descricao da propagacao e da conservacao de energia é feita utilizando
Optica geométrica. Em particular, é assumido que o caminho 6ptico percorrido de
2 a U é constante para qualquer valor de x € €2 e o sistema nao tem perdas. Para

isso os dois refletores sao considerados ideais, o meio de transporte é homogéneo e
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Figura 4.1: Representacao de um sistema de transporte optico utilizando dois refle-
tores em R3.

Adaptado de [6].

isotrépico, e o comprimento de onda eletromagnética é muito menor que o diametro

de Qe W.

Dados os dominios €2 e ¥, e fungoes integraveis nao-negativas I e L, que
representam as intensidades luminosas da entrada e da saida do sistema, o objetivo
¢ determinar as posigoes e os tipos de refletores que transformem a intensidade da
entrada na intensidade da saida. Esse transporte deve obedecer a lei de conservacao

de energia.

4.1 Apresentacao do Problema

A distancia entre o hiperplano « e o primeiro refletor é dada por z(x), e
o vetor posi¢ao de R; é definido como sendo o gréfico de z, assim () = (z, 2(x)),

para x € Q e considerando z € C*(€Q). Seja S(z,2) = 2p41 — z(x) = 0 a superficie
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de nivel do primeiro refletor, onde z,,; é a n 4+ 1-coordenada na direcao do eixo k.
Como o gradiente de S no ponto (z, z) é perpendicular a superficie de nivel S que

passa por esse ponto, podemos definir um vetor unitario normal a R; por

VTL+1S _ (—VZ, 1)

V1S \/1+ \Vz]2

sendo V,,; o gradiente em R™".

(4.1)

U =

A partir da Lei de Snell para reflexao (ilustrado na Figura 4.2), a dife-

rencga do raio incidente e refletido em R; é
§(x) — k= —2cos 0a = —2(k, i) 14,

onde k = (0,1), vetor normal na dire¢ao do eixo k, ¢ é o vetor normal na dire¢ao do
raio refletido e (,),,1 é o produto interno em R™™'. Assim, utilizando (4.1), o vetor
na dire¢ao do raio refletido é dado

X - (—Vz,1) 2Vz 2
=k—2 = 1-— . 4.2
i) 11 V22 14|V (42)

1+ |Vz)?

Figura 4.2: Representaciao em R? do raio refletido no primeiro refletor.

A distancia do raio refletido entre R; e R na direcao de g(z) é denotada

por t(z), e a distancia do raio refletido por Ry no sentido de k até U é representada
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por s(z). Assume-se que t € C'(Q) e R, é uma hipersuperficie C'. O comprimento

do caminho 6ptico, representado por [(x), é dado por
I(z) = z(z) + t(z) + s(x), VoreQ. (4.3)

Como [(x) é a distancia déptica entre duas frentes de onda, temos que I(z) =

constante = [.
A posicao do segundo refletor é dada por
ro(x) = ri(x) + t(x)y(x), Vz € Q, (4.4)

e o mapa P : Q — U que transporta a onda plana do hiperplano « para o hiperplano
k = d, é definido por
P(z) = ro(x) + s(2)k, VzeQ. (4.5)

Entdo, um ponto (p,d) € ¥ é a imagem de algum x € Q pela aplicagao P.

Seja P, (x) a projecao de P(z) no hiperplano a. Entao, P, : Q — W, é
dada por
P.(z) = P(z) — dk, Yz €. (4.6)

A partir da projegao de t(x)y(x) no plano «, usando (4.2), temos que

2Vz

—_— Q. 4.
1+ |Vz]? vr e (47)

P,(z) =z +t(z)

Para projecao de P(z) no eixo de k, usando (4.2) e (4.3), temos

2

z(x) + t(z) (1 — TVZP

)+d@:d, (4.8)

definindo 8 =1 — d, segue

z(z) + t(z) (1 T ]2Vz|2) +s(x)=1-p
z(z) + t(z) (1 T |2Vz\2) + s(z) = z(x) + t(z) + s(x) — B
. 2t(x)
b= 14 |Vz|?



assim, temos que

B

t(z) = 5 (14 |Vz]?). (4.9)
Substituindo (4.9) em (4.7), obtemos
P,(z) =z + BVz, Vz €. (4.10)

Como P, é a projecao do mapa P no hiperplano «, podemos escrever
a intensidade luminosa de saida para o mapa projetado; e como a relacao da inten-
sidade de entrada I(x) em €2 e a intensidade de saida L(p) em ¥, é dada pela lei de

conservacao de energia, segue

/ aL(p)dp: /Q I(z)dz. (4.11)

Utilizando mudanga de variavel (4.10) em (4.11), obtemos
/ L(P(2))| det DP, (2)|dz — / I(x)dz. (4.12)
Q Q

Problema 1. Dados dois dominios ) e W, no hiperplano «, e duas funcgoes in-
tegraveis nao-negativas I em Q e L em U, que satisfazem (4.12), queremos encon-

trar uma funcio z € C*(Q), tal que
P, :Q—T,
r+—x+ [fVz

seja um difeomorfismo.

A partir da obtencao de z que satisfaca o Problema 1, podemos encon-
trar uma fungdo w que descreva a posicao do segundo refletor. Utilizando (4.3) e
(4.9), temos
w(Pa(x)) = d — s(x)
=(=p) = (- z(z) —t(z))
=z(x)— B+ g (1+1|Vz]?)
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assim

W(Py(2)) = 2(z) + § (V22— 1), (4.13)

segue que, o vetor posigao de Ry é o grafico de w, dado por ra(z) = (P, (z), w(Pa(z)))

para z € Q.
Agora, podemos definir uma funcio potencial V : @ — R por
— + Bz(x) — = (4.14)

assim temos

Py =VV. (4.15)

A partir do potencial V' também podemos reescrever w, usando (4.14) e (4.15), assim

1 V2
w=— [V —(z,VV) + N—'} , (4.16)
I6; 2
e a equacao de conservagao de energia (4.12), fica
/L(VV(x))|det V2V (z)|dr = / I(z)dz, Yz €. (4.17)
Q Q

Se o mapa P, : Q@ — ¥, é um difeomorfismo, entdo podemos re-
parametrizar o vetor posicao de Ry como 73(p) = (p,w(p)), p € ¥,. Além disso, o
mapa possui inversa tal que z(p) = P.'(p). Dado p = VV em (4.16), aplicando o

[0}

gradiente com respeito a p, obtemos

logo
z(p) = Py (p) = p— BV,w(p), p € V. (4.18)

Utilizando (4.16) e (4.18), temos que

V() = u(p) + (2(p). 1) —

= Bulp) + ol = 3lp. V,o(p) — 2
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assim

V(o) = folp) — B, V() + 2 (4.19)
A partir de (4.14), (4.18) e (4.19), temos
lp) — Blp, Vo) + 2 = Oy o) 2
= . 9,0 + L1V + B2)
segue que ) )
() = wlp) — S V) + - (1.20)

agora, utilizando (4.18) e (4.20), podemos reescrever o vetor posicao de R; tal que

ri(p) = (2(p), 2(p)), p € V.

4.2 Caracterizacao Geométrica dos Refletores

Nessa secao, vamos relacionar as posicoes dos refletores z e w, com
fungoes potenciais V' e U, respectivamente. Essas fungoes podem ser convexas ou
concavas. Para isso, supomos que €2 e ¥, sao conjuntos limitados no hiperplano «

e P,: Q) — ¥, é um difeomorfismo.
Dado z € Q, p € ¥, defina

Q) = (w.) + Bop) — (421

como p = P,(z) para algum z € Q, de (4.15) e (4.16), obtemos que
Q(z, Py(2)) = V(z). (4.22)
Denote Sy o grafico da funcio V(z) e py = Pa(z0), para 7o € Q. O
hiperplano tangente a Sy no ponto (xg, V(zg)) é dado por
7 =V(xg) +(VV(xg),x — x0) = V(o) + (po, z — xg)

Z = (x,po) — (o, po) + V (0), (4.23)
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onde (z,Z) denota um ponto arbitrario no hiperplano tangente. Segue de (4.21) e

(4.23), que

Z = (.0} + Bolpo) — P = Qe o), (124)

isto ¢, dado ¢ € € tal que py = VV(xg), Z = Q(x,p) é o hiperplano tangente
a Sy no ponto (g, V(xg)). Consequentemente, se V' é convexa Z é um hiperplano
de suporte inferior para Sy e se V é concava entao Z é um hiperplano que suporta

superiormente Sy (relativo a dire¢do positiva do eixo k).

Como U, é um conjunto limitado em av e P, = VV : Q — ¥, logo
Vp € Uy, |p| < M para algum M > 0, ou seja, |[VV(x)| < M, Vx € Q. Entdo, para

U, limitado, ndo existe hiperplano tangente vertical ao grafico de V.

J& que para cada p € ¥, o hiperplano Q(z, p) é suporte para Sy para

algum ponto (', V(z')), temos que
V(z) > Q(x,p) Vx €Q, pe€ ¥, seV éconvexa, (4.25)

V(z) <Q(x,p) V€, pe V¥, seV é concava (4.26)

e em ambos os casos p = P,(z').

Defina

2 2
U(p) = % — puw(p) — % Vp € W, (4.27)

Ra.p) = {e.p) = B:(@) — 2, Vo e 0, vpe T (4.28)

Observe que, assim como P, = VV : Q — ¥, utilizando (4.18), também podemos
escrever a inversa do mapa P, em funcdo de um potencial, tal que P,' = VU
U, — .

Se V' é convexa, segue de (4.21) e (4.25)

el

V(x) > (z,p) + fw(p) 5
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assim, de (4.14), (4.27) e (4.28), segue que

2 2 2
P B g
0 =2~ ) - 2 = () - Vi) - 2
2
x
= (o)~ D ()
= R(z,p)
Logo,
U(p) > R(x,p) Vx € Q, pe€ ¥, seV é convexa, (4.29)
de maneira analoga,
U(p) < R(x,p) Vz € Q, pe ¥, seV éconcava. (4.30)

Também, dado zy € 2, o hiperplano R(zg,p) é suporte para o grafico de Sy para o

ponto (po = Pa(0),U(po)).

Usando a caracterizagao de fungoes convexas, obtemos de (4.25), (4.26)

e (4.29), (4.30), que

V(z) = sup Q(z,p), U(p) =sup R(z,p), quando V é convexa, (4.31)
peW, zeQ

V(z) = inf Q(z,p), U(p) = inf R(x,p), quando V é concava. (4.32)
peY, e

Segue que, para V' convexa, substituindo (4.14) e (4.21) em

V(z) = sup Q(z,p),

peV,
obtemos
2 2 2
B+ pota) = 5 = sup [tauph + Bt - 12
PEV,

2 2 2
PP, g
2 2 2

Bx(x) = sup {<x,p> T Bulp)

pE‘I’a

assim, podemos escrever z tal que

[62 — |z —p|?

z(z) = sup +w(p)] , x e (4.33)

pEW,

2
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De forma similar, para V convexa, usando (4.27) e (4.28) em

U(p) = sup R(z,p),

z€Q
temos
2 2 2
% — Bw(p) — % = sup {(w,m — Bz(p) — %}
p* L |2
L N I i
2 2 2
Blp) = inf |~ o) + 5500+ 5+ 128 - O
assim, escrevemos w tal que
N .
= inf | ————— 0, 4.34
o) = inf [T s e (434
De maneira analoga, para V' concava, podemos escrever z e w, conforme
2 |y 2 B
z(x) = inf {w +w(p)} , T €, (4.35)
pEVq 25
12 B2 ~
w(p) = sup Pm il + z(x)] , pEVY,. (4.36)
z€Q Qﬂ

A partir das caracterizagoes (4.33), (4.34) e (4.35), (4.36), podemos ter
uma interpretacao geométrica para as posicoes r1(x) e 1o(p) dos refletores. Lem-
brando que o comprimento éptico é dado por | = z(z) + t(z) + d — w(P.(z)) e
t*(z) = |x — Py(2)|* + |2(2) — w(Py(2)|?, onde B =1 — d. Segue de (4.33) e (4.35),
que a posicao do primeiro refletor (z, z(x)) é um ponto no grafico do paraboloide

52 —|z—p 2
Fp) (€) = % +w(p), = €a, (4.37)

representado pela cor vermelha na Figura 4.3, e o foco desse paraboloide é a posi¢ao
do segundo refletor (p,w(p)), para p = P,(x). De forma andloga, de (4.34) e (4.36),

a posigao do segundo refletor (p,w(p)) é um ponto no grafico do paraboloide

r— 2 _ 32

representado pela cor azul na Figura 4.3, e o foco é a posicao do primeiro refletor
(%, 2(x)).
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L,

Figura 4.3: Representacao dos paraboloides k) () (vermelho) e hy .(5) (p) (azul)
em R?.

/

4.3 Formulacao Fraca do Problema

Na presente secao, sera apresentada uma formulacao fraca para o pro-
blema de obter os tipos e as posigoes dos dois refletores que transformam a intensi-

dade luminosa da entrada na intensidade luminosa da saida do sistema 6ptico.

Definigao 4.3.1. Um par (z,w) € C(Q) x C(V,) € denominado dois-refletores do

tipo A se
z(z) = sup kpw (2), ©€Q, (4.39)
IS
W(p) = Helff) hx,z(x) (p) , D€ \I]om (440)

onde Ky ) () € he o) (p) sao definidas por (4.33) e (4.34), para V' convexa. De

forma similar, o par (z,w) € C(Q) x C(V,) é denominado dois-refletores do tipo B
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Se

2(z) = inf kyup) (), €9, (4.41)
pEVq

(A)(p) = sup hz,z(a:) (p) , D€ \Ijou (442)
e

onde kpup) (T) € ha(z) () sao definidas por (4.35) e (4.36), para V' concava.

Para evitar repeticoes, os enunciados dos lemas e teoremas, assim como

as demonstracoes, serao feitas para refletores do tipo A.

O primeiro objetivo, é construir extensoes do par (z,w), denotadas por

2" e w* , onde o dominio seja todo o plano a.

Para V' convexa, de (4.31), temos que

V(z) = sup Q(z,p), v €Q (4.43)

PEVy
onde V e Q sdo definidas em (4.14) e (4.21), respectivamente. Para algum p € ¥,

fixo, Q(x,p) é um hiperplano e podemos definir o semiespaco

Q" (p) ={(z,t) ea xR |t = Q(z,p)}. (4.44)
Observagao 4.3.2. Afirmamos que ﬂ Q" (p) € um conjunto convezo.
pe¥,
Suponha V' conveza e seja (x1,t1), ..., (Tn,tn) € QT (p), para algum
Ay Ay € [0,1] com Z)‘i = 1. Para qualguer p € VY, e o ponto (v,t) =

i Z(mi,ti) = (Z Nii, Z )\iti), temos que
E=3 6= Y AV (@) 2V (3 w) = V(@) > Q).

Consequentemente, (z,t) € Q% (p) e QT (p) € convexo. Como a intersecg¢do de con-

Juntos converos € convexa, 1SS0 prova a afirmac¢ao.

Observagao 4.3.3. Afirmamos para cada (x,t) € m Q" (p), temos que (z,s) €
pEVq

ﬂ Q" (p) para qualquer s > t.
pe¥,
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Suponha (x,t) € QT (p) para todo p € W, logo t > Q(z,p) para todo
p €V, Ses >t entios > Q(x,p) para todo p € V,. Isso implica que (z,s) €

Q(p) e (z,5) € [ QT (p).

pEY,

Pela Observacao 4.3.3, temos que para cada x € (2, existe um tunico
t. € R tal que
(x,t:) €0 | [) Q" ()
pe‘I/a

e, pela Observacao 4.3.2, podemos definir

Sy-=0( ) Q" ], (4.45)

IS
como sendo o grafico de uma fungao convexa V* para x € . Note que V(z) = V*(z)

quando = € . Agora, podemos definir a extensdo de z para o dominio «, por

@) = % [—% V) + %1 | (4.46)

De forma andloga, para U convexa, de (4.31), temos que

U(p) = sup R(z,p), p€ VY, (4.47)

ze
onde U e R sido definidas em (4.27) e (4.28), respectivamente. Para z € Q fixo,

R(z,p) é um hiperplano e definimos o semiespago
R™(z) ={(p,t) € a xR |t > R(z,p)}. (4.48)

Logo, pelas Observagoes 4.3.2 e 4.3.3,

Sy =0 (ﬂ R+(x)> (4.49)

z€Q
é o grafico da funcdo convexa U* para p € a. Note que U(p) = U*(p) se p € VU,,.
Agora, definimos a extensao de w para o dominio «, dada por

)= |

5 ﬁ —U*(p) — 5_2} , (4.50)

2 2
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Observagao 4.3.4. Dado py € V., Z = Q(x,py) € um hiperplano tangente ao

grdfico Sy« no ponto (xg, V*(xg)), assim
Z = (po,x — x9) + V" (20)

Z —(po,x) = —(po, xo) + V*(20) = Co
(Z, 1>1 - <~’U7P0> = Cy
<(ZE, Z)a (_pOa 1)>n+1 = 007

onde (,)1, (,) e {,)ny1 sdo, respectivamente, o produto interno em R, R" e R
Logo, temos que, (x,Z) € um vetor no hiperplano tangente e (—po, 1) é um vetor

ortogonal a esse hiperplano.

De forma similar, dado xy € Q, W = R(x, p) é um hiperplano tangente

ao grdfico Sy~ no ponto (po, U*(po)), assim
W = (zo,p — po) + U"(po)

W — (xg,p) = — (@0, po) + U"(po) = Do
<W> 1>1 - <p7 ZE0> = DO

((p, W), (=20, 1))ns1 = Do.

Logo, (p, W) € um vetor no hiperplano tangente a Sy« e (—xq, 1) € um vetor ortogonal

a esse hiperplano.

Como (—po, 1) e (—x9, 1) sao vetores ortogonais aos hiperplanos tangen-
tes aos grdficos Sy~ e Syx, respectivamente, entao podemos dizer que esses grdficos

nao possuem hiperplanos tangentes verticais.

Lema 4.3.5. As fungoes V* e U* sao Lipschitz continuas em « com constante
de Lipschitz max |p| e max |z|, respectivamente. Além disso, z e w sao Lipschitz
T, Q
continuas em 2 e W, respectivamente, e possuem constante de Lipschitz menor ou
1

igual @ —  sup |z —p|.
(x,p)EQx T,
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Demonstragio. Pela Observacgao 4.3.4, dado p € ¥, o vetor normal ao plano Q(x, p)
é representado por (—p,1). Da definicao de V* temos que o gréafico Sy« nao possui
hiperplanos tangentes verticais. De forma andloga, dado x € Q o vetor normal
ao plano R(x,p) ¢é representado por (—z,1) e Sy« nao tém hiperplanos tangentes

verticais.

Para a segunda parte do enunciado, como V* é Lipschitz continua em
a e V*(xr) = V(x) para todo z € Q, de (4.46) temos que z* é Lipschitz em Q. A
funcdo w ¢ Lipschitz em ¥, pelo mesmo argumento, pois U*(p) = U(p) para todo

pc ¥,

Agora, para estimar a constante de Lipschitz para z em €, considere
(2,w) dois-refletores do tipo A. Sejam z,2" € Q tal que z(z') > z(x) e fixe ¢ > 0

pequeno. De (4.39), existe um p’ € U, tal que z(2') < ky o) (2') + . Entao

2(2") — 2(2)] < [y win (@) — 2(2) + e] < |y wn (27) = by we ()] +€
1
< sup |V we) ()| |2 —zl+e== sup [s—p|l2/ —z[+¢
se(x!,x) B s€(z!,x)

1 /
<— sup |[s—pl|lz—2[+e
s€QpeV,

A constante de Lipschitz de w é obtida de forma similar. Sejam p,p’ € ¥, tal que
w(p') < w(p). De (4.40), existe um 2’ € €, tal que w(p') > hy .v)(p') — . Logo

|(U(p) - W(p/)| S |W(p) - hx’,z(ﬂf’)(p/) + 5‘ S ‘hx’,z(:r:’)(p) - hx 2(x") { +¢
< sup |Vl oar) ()] p—p|+e== sup o' —rllp—p|+e
r€(p,p’) B re (p,p')
1 /
<< sup_ |z—rlp—p+e

6 zeQ,rev,

Definigao 4.3.6. Seja (z,w) dois-refletores do tipo A. Para x € o defina

Py(x)=0V*(z)= | {p} (4.51)

peEIV*(x

onde OV* € o subdiferencial da func¢do convera V™, definido em 3.5.6.
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Segue da Definicio 4.3.6, se V* néo é diferencidvel, o mapa P, nao é

unitdrio e Sy« tem mais de um hiperplano suporte.
Lema 4.3.7. Seja (z,w) dois-refletores do tipo A, e z* e w* suas respectivas ex-
tensoes. Entao

1. P(z) C ¥, Vz € a;

2. V¥p € WU, o conjunto {x € Q| P,(x) =p} #0;

3. ¥z €Q, Po(x) = {p € Vo | w(p) = ha(x) (p)}-

Demonstracdo. O mapa P,(z) é conjunto dos p tal que p € OV*(z) e, pela definicao
de V*, p € ¥, com (—p, 1) sendo o vetor normal ao hiperplano suporte ao gréfico

de V* no ponto (x,V*(x)). Logo P.(z) C ¥,, Yz € a.

Dado py € ¥,, Q(z,po) é um hiperplano suporte a Sy-. Precisamos
mostrar que existe o € Q tal que py € Pa(20). De (4.14), (4.21) e (4.40), temos
para qualquer z, € ),

’ 2

e — % _ ((m*,p@ + Bw(po) — @)
(|x* pol* — z(x*)) —W(PO)}

w*,z Tx) - W(po)} = 6 |:ha:*,z(x*)<p0) - ;Iglgf) h:c,z(z) (po)} Z 0.

V(z.) — Q. po) =

Como h é continua em €2, pelo Teorema de Weierstrass, existe o € ) tal que
Pgo, (o) (P0) = inf hy -2y (Do), assim V(xg) — Q(xo, po) = 0. Isso prova os itens 2 e 3.
e

Destaca-se de 2 que P, é sobrejetivo. ]

Observagao 4.3.8. Como V™ € convexa, pelo Teorema 3.5.4, € localmente limitada
e localmente Lipschitz e, pelo Teorema de Rademacher, V* € diferencidvel em quase
todo ponto, e os pontos onde V* ndo € diferencidvel € um conjunto de medida zero

em relagao a medida de Lebesque. Assim, Pa(x) € unico para quase todo ponto
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x € «a. Além disso, as funcgoes z e z* sao diferencidveis em quase todo ponto,
respectivamente, em e . Como V*(x) = V(z) para todo x € S, seque das

definicoes de P, e V que

P,(x) =0V*(z) ={VV(2)} = {x + BVz(x)}, qt.p.x €. (4.52)

De forma similar, w e w* sao diferencidveis em quase todo ponto em V¥, e «, res-

pectivamente, e temos que

ByY={V,U} ={p—BV,w(p)}, q¢tp.pe Vo (4.53)

Lema 4.3.9. Se (z,w) sdo dois-refletores do tipo A. Entdo, Yz € Q, Vp € U, temos

que
1
> 55 (8% =]z —p|?). (4.54)

Em adicdo, para quase todo x € Q existe um tnico p € U, tal que p = ISQ(:L') e,

2(z) —w(p) 2

neste caso, (4.54) é uma igualdade.

Demonstracao. De (4.33), vale que

z(z) > 52+xﬁ—p]2 +w(p), z€Q, (4.55)

assim, obtemos a desigualdade (4.54). Do Lema 4.3.7, se existe um p € ¥,, entdo
existe um x € € tal que, pela Observacao 4.3.8, ]-:’a(x) = p é Unico para quase todo

ponto com respeito a medida de Lebesgue. Assim do Lema 4.3.7, temos
W(poc(x)) = hx,Z(x)(Pa(x))v

e segue

2(z) — w(Pa(z)) = % (8~ le = Ba(a)?). (4.56)

]

Definicao 4.3.10. Sejam I e L funcgoes integrdveis nao-negativas. Um par de
fungées (z,w) € chamado de solugao fraca do tipo A para o Problema 1, se o mapa

P, :Q — U, ¢ sobrejetivo e para qualquer conjunto de Borel 7 C U,
/L(p)dp:/ I(x)dz, (4.57)
T Pal ()
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onde dx e dp representam a medida de Lebesque em R™.

Lema 4.3.11. Sejam Q e ¥, conjuntos limitados em «, I e L funcgoes integrdveis
nao-negativas, e P, : Q — U, mapa associado a solucdo fraca do tipo A. Entdo,

para toda funcao continua h: ¥, — R vale
/ h(p) L(p)dp — / h( P ()] () da. (4.58)
T, Q

Demonstracao. Fixe ¢ > 0 e um inteiro positivo N. Particione [min h(p), max h(p)]
em N subintervalos S; com i = 1,2,..., N tal que cada S; < ¢/ (2/ I(a:)dx). Seja

_ Q
hi € S; e defina 1; = {p € ¥, | h(p) € S;}. Entao para N suficientemente grande

/a p)dp — Zh/ p)dp

Para todo i,j = 1,..., N, i # j, pela Observacio 4.3.8, L(P,'(r;) N P;'(7;)) = 0.

o

Consequentemente,

/Qh(ﬁ dx—Zh/ ] (z)dx

€
=. 4.
Z) <3 (4.60)

Assim, utilizando a Definigao 4.3.10 e a desigualdade triangular, obtemos

<e. (4.61)

/Q h(Po(w)) I(2)d — / h(p)L(p)dp

«

4.4 Relacao entre o Problema de Monge e o Problema dos

Dois-Refletores

Na presente secao, vamos relacionar a solucao fraca do Problema 1 com
os problemas de transporte 6timo. Para isso serd necessario definir um problema
de minimizagao de um funcional com custo quadratico em R" (Problema 2). Esse
problema tem o formato de Monge e, pelo Teorema de Brenier, existe uma aplicagao

de transporte 6timo e essa aplicagao ¢ unica.
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Agora, considere a classe de mapas P, : {2 — ¥, com a condigao

/Qh(Pa(x))](x)dx = / h(p)L(p)dp, Yh:V¥, — R continua. (4.62)

@

Cada mapa P, que satisfaz (4.62) é uma aplicagao de transporte.

Problema 2. Minimizar o funcional com custo quadrdtico

1 2
= §/Q|x — Py(2)|°I(x)dx (4.63)

para aplicagoes de transporte P,.

O mapa P, que minimiza (4.63) é a aplicacdo de transporte &timo.
Note que, o mapa P, correspondente a solugdo fraca (z,w) para o Problema 1 é
uma aplicagao de transporte pelo Lema 4.3.11. No Teorema 4.4.1, sera demons-
trada que o mapa correspondente a solugao fraca do Problema 1 é a aplicagao de
transporte 6timo. Nesse teorema, também serd demonstrada de uma forma alterna-

tiva a unicidade da aplicagao 6tima.

Teorema 4.4.1. Seja (z,w) uma solucao fraca do tipo A para o Problema 1 e seja

P, o mapa correspondente. Entio P, minimiza (4.63), por conseguinte, P, ¢a
aplicacao de transporte étimo. Além disso, a aplicacao de transporte minimizante €

tinica em quase todo ponto x € supp(I)\{r € Q | I(x) = 0}.

Demonstracao. Usando o Lema 4.3.9, temos que

5 / (82~ o = Pa(@)?) I(w)da = / (2(2) = w(Pa(@))) I()de
= [ z(z)I(z)dx — w(p)L(p)d
D
_ /ﬂ (2(2) — w(Py () I(2)da
35 | (7~ o= PP Iy,

segue que

’ i 2= - 7)|?) I(z)dx
25/ — |z — Pa()| )[(:U)de 2B/Q(5 |z — Po(2)?) I(x)dz.  (4.65)



Logo,
/ 2 — Py(2) 2 (2)de < / 2 — Po(a) 2 ()da, (4.66)
para todo P, : Q — W, que satisfaz (4.62). Portanto, P, é a aplicacio de transporte

otimo.

Para provar a unicidade da aplicagao 6tima, considere que P, minimiza

(4.63), logo vale a igualdade em (4.64), assim

/Q (z(x) — w(P(a)) — % (8~ |a - Pa(x)|2)) I(2)dz = 0, (4.67)

Logo, para I(z) > 0

1
z2(z) — w(Py(x)) = 25 (8% = |z — Pa(2)]?) q.t.p.z € (4.68)
Portanto, pelo Lema 4.3.9, P, = P, em quase todo ponto z € supp(/)\{z €
Q| I(z) = 0}. O

4.5 Um Problema Variacional e uma Solucao Fraca para o

Problema dos Dois-Refletores

Uma forma alternativa de encontrar a solucao fraca do Problema 1 é
utilizando calculo variacional. Para isso serd definido um novo problema de mini-
mizagao (Problema 3). Através da Proposicao 4.5.1 é demonstrada a existéncia do
minimizante para esse problema e, pelo Teorema 4.5.2, a equivaléncia desse minimi-

zante com a solucao fraca do Problema 1.

Considere um novo par de refletores (¢,w) € C(Q) x C(¥,) do tipo A.

O novo comprimento éptico, ilustrado na Figura 4.4, é dado por

1(¢,w, z,p) ) + v/ (¢( 2+ o —p? +d = w(p). (4.69)
Agora, defina o conjunto dos pares admissiveis, por
Q,v,) = {(C,w) € C(Q) x C(¥,) | 1(¢,w,x,p) > 1¥(z,p) € Q x \I!a} ., (4.70)
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onde [ é a distancia éptica constante para o par (z,w).

Por construcao, o par (¢,w) € C(Q) x C(V¥,) estd na classe I1(Q, ¥,,)

se, e somente se, Vo € 0, Vp € ¥,

C(l‘) Z kp,w(p) (:E) ) w(p) S hz,z(m) (p)> (471)

ou de forma equivalente, se e somente se

() — wip) > % (8% — |z = pP?) (4.72)

para todo x € Q e para todo p € ¥,. Segue de (4.39) e (4.40) que o par de refletores

(z,w) é um par admissivel.

 _

Refletor 1

Refletor 2

V/ ~L=d
d

v

b

Figura 4.4: Representacdo em R® de um sistema de transporte éptico para um
problema variacional.

Adaptado de [6].

Sejam [ e L duas fungoes integraveis nao-negativas em €2 e ¥, respecti-
vamente, e satisfazem a lei de conservacao (4.11). Para ((,w) € II(£2, ¥, ), definimos

o funcional

Flow) = / (@) (x)dx — / w(p)L(p)dp. (4.73)
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Observe que esse funcional é linear e limitado em C(Q) x C(¥,) com respeito a

norma max{||¢[l,. , [wll.}, pois

[ [ aw(p)L(p)dp\s [ s +| [ aw<p>L<p>dp]

< / C(@)| T ()dx + / w®)|L)dp < Il / I@)dz + |9 / L(p)dp

@ a

[F (G w)| =

< max{|]L. . [l } [ [ 1@ | L(p)dp] = 2max{[Cl [l [ T

o

Logo, F é continua em C(Q) x C(¥,,).

Geometricamente, F((,w) é proporcional a distancia horizontal entre
os dois refletores, com as intensidades como funcoes peso. Agora podemos definir o

Problema 3.
Problema 3. Minimizar o funcional F em I1(Q, ¥,).
Proposicao 4.5.1. Existe um par (z,w) € I1(Q2, V,,) tal que

Flz,w) = inf F(C,w). 4.74
(z,w) it o) (¢,w) (4.74)

Demonstrac¢ao. Sejam ((,,wy) € II(Q2, ¥,) para todo n € N, pares de refletores do

tipo A, tal que

1
F(Cnywn) < Fzyw) + —. (4.75)
n
Pelo Lema 4.3.5, (()nen € (wn)nen s@o Lipschitz, ambos com constante de Lipschitz
1
K = — sup |z — p|. Assim, os pares de refletores ({,,w,) sdo equicontinuas
5 (2,p)EQX T4

para todo n € N.

Agora precisamos mostrar que ((,,w,) sao equilimitadas para todo n €
N. Por causa de (4.11), F((,,wy) ¢é invariante frente a translagoes ¢, — (, + p e
wn — wyp+p para p € R. Consequentemente, é suficiente considerar os pares ((,, wy,)

tal que (,(7) = 0 para 29 € Q. De (, ser Lipschitz, temos que
Cal)] = Cal) — Galwo)| < Kdiam@, ¥z € 0. (4.76)
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Logo, ¢, sdo equilimitadas para todo n € N. De forma similar, para todo p € ¥,

temos
nl8) < hapion ) = I <
Por outro lado, por (4.76), temos
P co(2)(P) = W—%@(m) > —g—i—fn(x) > —S—Kdiamﬂ, Vz € Q, (4.78)
consequentemente,
wn(p) = ilelg ha ¢u(@) () = —g — KdiamQ, Vx € Q. (4.79)

Logo, w, sao equilimitadas para todo n € N.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, segue de os pares de refletores (,, Wy )nen
serem equicontinuas e equilimitadas em ) x U, que existe um par de subsequéncias
convergentes ((, ,wn, JkeN que converge uniformemente para um par (z,w) em € x
V,. Da continuidade da funcional F em C(Q) x C(¥,), o infimo de F ¢ atingido
para (z,w). O

Teorema 4.5.2. Sejam (z,w) € C(Q) x C(V,,) dois-refletores do tipo A. Entdo sio

equivalentes:

1. (z,w) € uma solugao fraca do tipo A para o Problema 1;

2. (z,w) minimiza F em I1(Q, V,).

Demonstragao. 1 —> 2. Para qualquer par ((,w) € II(Q, ¥,,), por (4.72) e pelo
Lema 4.3.9, Vx € ,

(@) = w(Palw)) 2 o= (8 = |8 = Pu@)]) = 2(0) —wlPul2)).  (4.50)

1
2p
Integrando, obtemos

z(a:)[(m)dm—/w( W () (z)dz. (4.81)

Q

/QC(m)I(:E)dx—Lw(ﬁa(x))[(x)dxZ/

Q
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Usando o Lema 4.3.11,

F(Cow) = / (@) I (2)di— / w(p)L(p)dp > / () (x) e / () L(p)dp = F(z,).
i i (4.82)

Logo, a solugao fraca (z,w) do Problema 1 minimiza o funcional F em II({2, V).

2 = 1. Para a segunda parte do teorema, precisamos mostrar que,

se o par de refletores (z,w) minimiza o funcional F em II($2, ¥, ), entao
/ I(2)dz = / L(p)dp, V7 C W, (4.83)
By (7) T

onde P, : Q — U, é 0 mapa associado a solucao fraca (z,w).

Primeiramente, suponha 7 = B,(py) C V¥, bola aberta de raio r cen-

trada em py € V,. Para i € N e p € a, defina a funcao

1
1 se [p—po| <r—-—
i
. 1
Xi(p) =94 i(r—|p—po|) se re- <lp—pol <71 - (4.84)

0 se [p—po| 27

Logo, x; é continua em «, 0 < y; < 1, e a sequéncia {x;(p) | p € a}ien converge

pontualmente em « para a funcao caracteristica de 7, denotada por x,(p).

Agora, fixe i e € € (—1,1), defina

we(p) = w(p) +exi(p), (4.85)
e
ze(x) = sup ky . ) (2) = sup % (B—|z—pl°) +w:(p)] - (4.86)
pEVq peY,,

Precisamos mostrar que (z.,w.) € II(Q, ¥,). Como w, é a soma de duas
fungoes continuas também é continua. Para z. vamos mostrar que é Lipschitiz em (2.

Seja z,z" € Q tal que z.(z') > z.(x). Escolha p’ € ¥, tal que z.(z') = ky o) (7).
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‘ZE(x/) - z€<x)| = ‘kp’,wa(p’)(xl) - 25(1:)| < |kp’,we(p’)(xl) - kp’,wa(p’)<x)|

1
< sup |Vkyw. o (8) ]2 —x] == sup |s—7p|la’ — x|
: |V w.1)(5))] B selarm) (4.87)

se(z!,x

]‘ /
< sup |s—pllz -2
5 s€Q,peV,

Assim (z.,w.) € C(Q) x C(¥,) e por construcao satisfaz (4.72), entdo (z.,w.) €
(0, U,,).

Sejam z € Q e p. € ¥, para cada ¢ € (—1,1), tal que z. = kp_ () ().
Logo

Zg(x) _Z<x) = k e ,We (Pe (':C) _Z(x) S k e ,We (Pe (:C) _k e ,W(Pe (‘T)
Pe we (Pe) Pe we (Pe) Pew(pe) (4.88)

= wa(pa) - w(ps) = EXZ(pE)
Similarmente, escolha p € U, tal que p = pa(x), segue do Lema 4.3.9 que z(z) =

Kpw(p) (z), logo

2e(1) = 2(2) = 2e(2) = Kpaip) () 2 kpare)(2) = kpair) (2) (4.89)
= w.(p) — w(p) = exi(p).
Portanto,

—lel < exi(p) < z(x) — 2(7) <exalp:) < el (4.90)

para todo x € . Em particular, z. converge uniformemente para z em € quando

e — 0.

Agora, precisamos mostrar que p. converge para p quando € — 0. Para
isso, vamos supor que essa afirmacao ¢ falsa. Logo, existe uma sequeéncia {p., }jen €

dado €; = 1/4, quando j — oo, deve existir n > 0 tal que

|p —p6j| >mn, VjeN. (4.91)

Defina 2'(z) =  max  ky @) (2). Note que o méximo definido por 2" ¢ al-
P'EVq,lp'—p[>n N

cangado. Pelo Lema 4.3.9, existe um tnico p € W, tal que 2(x) = k() (¢), segue
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entdao que 2z’ < z(z). Portanto, para todo j temos

z(w) — Ze; (z) = 2(z) — kpaj,uJaj (pej)(x) = z(z) — kpsjw(pej)(@ + W(ﬂq) — We; (paj)

= Z(x) - kpsj,w(pej)($) - ngi(psj) > Z(I> -7 - |5j|‘
(4.92)

Isso contraria o fato de z.(x) convergir para z(z) quando ¢ — 0, logo p. converge

para p quando € — 0.

Segue de (4.90) que

z(2) = 2(2)

—M@ﬂsm@a—m@m (1.93)

fazendo ¢ — 0 e usando a continuidade de y;, concluimos que para quase todo ponto

z € ) temos

2:(x) = xi(p) = xi(Pa(2)), (4.94)

—o /st<x>1<x)dg;: /Q d%

De forma similar, usando (4.85), segue

logo
d

de

e=0

d% we(p) = ?i%M = xi(p), (4.96)
logo
d% 6:O/awe(P)L(ID)dp = /Pa d% _ w:(p)L(p)dp = /a Yi(p)L(p)dp.  (4.97)

Do funcional F ser minimo para o par de refletores (z,w), obtemos

0=

f@waaém&mﬂmm—/xmw@@. (4.98)

e=0 @

Como y;(p) converge pontualmente para x.(p) em «, consequentemente, y; (P, (z))

converge pontualmente para y,(P,(x)) para quase todo ponto = € €. Note que, pela
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Observacao 4.3.8, se Py(z) € 7 entdo x € P;(7), assim x,(Pa(z)) = Xpzt(n) ().
Usando (4.98), obtemos

/T L= | RRCLOUE / Yo Pal@)] (w)da = / Vot oy (@)1 (@) da .
= / I(z)dx.

P ()

que equivalente a solucao fraca do Problema 1.

4.6 Existéncia e Unicidade da Solucao Fraca para o

Problema dos Dois-Refletores

A existéncia da solucao fraca foi encontrada definindo dois problemas
de minimizacao, um com formato de Monge e um problema de calculo variacional. A
unicidade também pode ser obtida de duas formas, usando a unicidade da aplicagao
otima pelo Teorema de Brenier ou através do Teorema 4.4.1. No Teorema 4.6.1, é

enunciado e demonstrada a existéncia e a unicidade da solugao fraca para o Problema

1.

Teorema 4.6.1. Eziste uma solucdo fraca para refletores do tipo A para o Problema
1. Se (z,w) € solugdo para o Problema 1, entdo z € Lipschitz em Q e w € Lipschitz
em ¥,. O mapa Py : Q — U, associado a solugdo fraca (z,w) € inico em quase
todo ponto, tal que

P, = {z+ Vz(x)}.

Além disso, se (z,w) e (2',w') sao solugdes do mesmo tipo com mapas P, e P.,

respectivamente, entao

Pu(z) = Po(x)

para quase todo ponto x € supp(I)\{zx € Q| I(z) = 0}.
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Demonstracdao. A existéncia da solucao fraca para o Problema 1, pode ser alcancada
de duas formas. Através do Problema 2, onde é definido um problema de mini-
mizacao do custo total de transporte com custo quadratico em R", e a existéncia
da aplicacao étima vem do Teorema de Brenier. Através do Problema 3, onde, pela
Proposigao 4.5.1, existe um par de dois-refletores (z,w) € I1(Q2, ¥,,) que minimiza o

funcional F, e, pelo Teorema 4.5.2, esse par é a solugao fraca do Problema 1.

Segue do Lema 4.3.5 e da Observacao 4.3.8 que z e w sao Lipschitz,

respectivamente, em e U,. Também da Observacio 4.3.8, temos
P, =0V*(x) = {VV(x)} = {z + BVz(2)},

pois V*(z) = V(x) para todo z € , e, pelo Lema 4.3.7, temos que P, : Q@ — ¥, é

sobrejetivo.

Se (z,w) e (2,w') sdo solugdes para o Problema 1, com seus respecti-
vos mapas associados P, e ]5(;, pela condigao (4.62) esses mapas sao aplicagoes de
transporte e, pelo Teorema 4.4.1, P, = ﬁo’é para quase todo ponto x € supp(I)\{z €
Q| I(x)=0}. O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, iniciou-se o estudo em teoria de transporte. Foram
apresentadas as formulagoes dos problemas de Monge e Kantorovich, e as condigoes
necessarias para existéncia de uma aplicacdo 6tima em R" com funcao custo de
transporte continua. A teoria de transporte étimo pode ser formulada em condigoes
mais gerais, com fungoes custo semicontinuas inferiormente e em espagos poloneses,
isto é, espacos métricos, completos e separaveis. A opgao pela formulacao realizada,

se deu pelos resultados necessario para a aplicagao no sistema éptico.

A aplicagao proposta consistia na modelagem de um sistema 6ptico com
dois refletores em R™"! e encontrar as posicoes e os tipos de refletores que transpor-
tassem os sinais luminosos da antena fonte até a antena receptora. A modelagem
geométrica e caracterizacao dos refletores foram realizadas através de principios de
Optica e de analise convexa. A formulagao para essa aplicacao, projetando a secao de
saida do sistema ¥ para o plano « possibilitou reduzir o problema para R". Através
de um problema de minimizacao de Monge foi possivel obter a existéncia e unici-
dade da solugao fraca utilizando o Teorema de Brenier. De uma forma alternativa,
a existéncia da solucao fraca também pode ser obtida através de um novo problema

de minimizacao utilizando calculo variacional e o Teorema de Arzela-Ascoli.

Para trabalhos futuros, pode-se estender a aplicacao para o caso de nao

existir conservacao de energia.
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