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RESUMO

A anisotropia de temperatura de elétrons e ions no Vento Solar é um fendomeno que evi-
dencia o papel de processos nao térmicos que ocorrem no sistema Sol-Vento-Solar-Magnetos-
fera Terrestre (SVSM). Distribuigdes com dispersoes de velocidade distintas, nas dire¢oes
paralela e perpendicular ao campo magnético ambiente, possuem energia livre disponivel
para gerar instabilidades, as quais irao transferir parte desta energia livre para ondas, rela-
xando desta forma a distribuicao em sentido ao equilibrio termodindmico. A fim de investigar
as condi¢des marginais de instabilidade, os modelos de fungoes de distribuicao de velocidade
supertérmicas com anisotropia de temperatura mais empregados na literatura e que sao
baseados num comportamento tipo lei de poténcia, sdo a distribuigdo bi-kappa (BK) e a
distribui¢ao produto-bi-kappa (PBK). Do ponto de vista puramente matematico, o célculo
do tensor dielétrico é mais simples com a distribuicao PBK; isto porque esta ja possui as de-
pendéncias em v e v fatoradas, simplificando o calculo das integrais ressonantes, a exemplo
do que ocorre com a distribui¢ao bi-Maxwelliana (BM). No presente trabalho desenvolvemos
um formalismo matematico geral que permite a descricao analitica dos mais diversos feno-
menos presentes em plasmas supertérmicos descritos por distribuig¢oes bi-kappa. Aplicamos
este formalismo matematico na descrigao da propagagao e amplificagdo/absor¢ao de ondas
eletromagnéticas/eletrostaticas em plasmas supertérmicos e na presenga de anisotropia de

temperatura.
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ABSTRACT

The temperature anisotropy of electrons and ions in the Solar Wind is a phenomenon
that highlights the role of non-thermal processes occurring in the Sun-Solar Wind-Terrestrial
Magnetosphere system (SSVM). Distributions with distinct velocity dispersions, both in
the parallel and perpendicular directions relative to the ambient magnetic field, have free
energy available to generate instabilities, which will transfer part of the free energy into
waves, thereby relaxing the distribution towards the thermodynamic equilibrium. In order
to investigate the marginal conditions for instability, the models of superthermal velocity
distribution functions more frequently employed in the literature, which feature a power-
law dependence on the high-energy particles, are the bi-kappa (BK) and product-bi-kappa
(PBK) distributions. From a purely mathematical point of view, the calculation of the di-
electric tensor is simpler with the PBK distribution, since its dependence on the v, and v
velocity components is already factored, similar to what occurs with a bi-Maxwellian (BM)
distribution. In this work we develop a general mathematical formalism that provides the
analytical description of various phenomena present in superthermal plasmas described by
bi-kappa distribution functions. We apply this mathematical formalism to the study of the
propagation and amplification /damping of electromagnetic/electrostatic waves in superther-

mal plasmas and in the presence of temperature anisotropy.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Um dos grandes temas estudados pela Fisica de Plasmas nas tultimas décadas é a in-
teragdo Sol-Vento Solar-Magnetosfera Terrestre (SVSM), cuja importancia ganha destaque
na evolucao do conhecimento acerca dos processos fisicos e fendomenos presentes no sistema
SVSM, os quais geram consequéncias relevantes para o bioma e clima terrestres, interfe-
rindo economicamente no quotidiano da sociedade, sendo esta tao dependente da geragao e
transmissao de energia em grande escala e a longas distancias, assim como de um sistema
de comunicacoes baseado em satélites orbitando a Terra.

Fenomenos relacionados a SVSM foram observados ja no comego do século XX. Estudos
iniciais utilizavam instrumentos posicionados na superficie da Terra. Entretanto, foi a partir
de 1957 (considerado o Ano Intenacional Geofisico pela ONU) e através do lancamento de
satélites e sondas interplanetarias que observagoes mais importantes passaram a ser reali-
zadas. O dia 4 de outubro de 1957 foi um marco para a histéria mundial; nesta data a
Uniao Soviética colocou o satélite Sputnik 1 em érbita espacial, primeiro satélite artificial
lancado ao espago, o qual auxiliou estudiosos de astronomia na identificacao das camadas
da alta atmosfera da Terra. Dado o grande sucesso no lancamento deste satélite, outros
seriam lancados e, ja em novembro do mesmo ano, o satélite Sputnik II fora lancado, desta
vez tripulado pela cadelinha Laika. Em 1958 houve o lancamento do Sputnik III que per-
maneceu em Orbita por dois anos e se tratava de um laboratério com o objetivo de estudar o
campo magnético terrestre e seu cinturao radioativo. Permitindo assim, investigagdes mais
aprofundadas e baseadas em dados reais sobre SVSM.

Os processos fisicos que ocorrem no sistema SVSM ocorrem no interior da heliosfera, a
qual compreende todo o espaco em torno do Sol e que é dominado pelo campo magnético
interplanetario e pelo vento solar. A figura 1.1 é uma ilustragdo que mostra a concepc¢ao
moderna da heliosfera a medida que a mesma se desloca pelo meio interestelar.

O ambiente de plasma na heliosfera ¢ dominado pelo vento solar, o qual consiste em
um fluxo continuo de particulas completamente ionizadas que sao ejetadas no espaco in-

terplanetario a partir da fotosfera e/ou cromosfera solares [1]. Embora o vento solar seja
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Heliosphere

Fig. 1.1: Diagrama ilustrando a heliosfera e algumas de suas componentes a medida que esta se

desloca através do espaco interestelar.

majoritariamente composto por elétrons e préotons, uma pequena fragdo (menos de 4%) da
massa total do vento solar é composta por particulas alfa e fons mais massivos, com uma
concentragao ainda menor de graos de poeira carregados [2, 3].

No sistema SVSM, a matéria encontra-se em estado de plasma. Portanto, o conhecimento
na area da fisica de plasmas torna-se um requisito fundamental para que se alcance a evolugao
do desenvolvimento cientifico. O estudo da dindmica de um plasma composto por particulas
ionizadas (elétrons + fons positivos + ions negativos) e campos eletromagnéticos pode ser
abordado de duas formas diferentes: pelas equagoes da Magnetohidrodinamica - Teoria
MHD (larga escala), ou pela Teoria Cinética de Plasmas - TCP (escala microscépica).

De acordo com a TCP, a dinamica de plasmas é descrita por um conjunto de equagoes
integro-diferenciais acopladas, composto pelas equagoes de Maxwell, descrevendo a dindmica
dos campos, cujos termos de fontes sao as densidades de carga e correntes das particulas
e um conjunto de equagoes cinéticas, que descrevem as fungoes de distribuicao de particu-
las. A sucessao de funcoes fy,fqs... satisfaz um conjunto de equagoes estatistico acopladas
conhecido como Hierarquia BBGKY, por terem sido derivadas independentemente por Bo-
golyubov, Born e Green, Kirkwood e Yvon [4]. A primeira e mais simples das equagdes desta
hierarquia descreve a evolugao da fungao de distribui¢do de uma particula f, (7,9, t), sendo

que

consiste na probabilidade de uma particula da espécie a ser encontrada no instante t e no
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ponto (7, 7) do espaco de fase do sistema, dentro do elemento de volume d*rd3v. A equagao
cinética para f, é conhecida na mecanica estatistica de nao-equilibrio como a equagao de
Boltzmann, a qual depende de uma forma auto-consistente dos campos e, através de um
operador integral de colisao, da funcao de distribuicao de duas particulas f,3. Esta tltima
também determinada por uma equacao cinética e, tendo como termo de colisdo, um operador
dependente da distribuicao de trés particulas, f,3,. A sequéncia de equagoes progride de
forma complexa, de modo a existir tantas equagoes cinéticas quanto particulas no plasma.

No meio interplanetario, o plasma encontra-se em estado extremamente rarefeito, de
modo que o tempo médio decorrido entre colisoes binarias entre particulas ¢, em geral,
grande comparado com os tempos de evolucao dos fendmenos relevantes ocorridos. Deste
modo, as correlagdes entre particulas podem ser desprezadas. Com isto, a equagao para f,
nao possui mais o termo de colisao e todas as interagdes entre as particulas sao de longo
alcance. A equagdo cinética resultante é também denominada equacao de Boltzmann nao
colisional, ou ainda Equagdao de Vlasov. Desta forma, a dindmica do plasma passa a ser
descrita pelo Sistema Vlasov-Maxwell de equagoes (SVME) [4-6].

O SVME consiste em um conjunto de equacoes integro-diferenciais nao lineares e aco-
pladas, cuja solucao exata, em geral, é impossivel de ser obtida. O mais simples processo de
aproximacao para obtencao de solugoes é a linearizacao do sistema, considerando pequenas
quaisquer flutuagdes em torno dos valores de equilibrio e, desprezando-se assim termos de
segunda ordem ou ordens mais altas.

Os resultados mais importantes dessas solucoes sao as relagoes de dispersao de ondas,
as quais mostram quais sdo os modos normais de oscilacdo permitidos no plasma. Simul-
taneamente as relagoes de dispersao, a teoria cinética fornece, para cada modo normal, a
correspondente taxa espectral de amortecimento/amplificacio (k) do mesmo [6].

As relagoes de dipersao e as taxas de absorgao/amplificacao sdo importantes porque ser-
vem de condicao inicial para a evolucao dindmica do plasma. Esta evolucao sera responsavel
por diversos fenomenos observados no sistema SVSM, dentre os quais se destacam a acelera-
¢ao e aquecimento de particulas, ou os fendmenos de emissao de radiacao que ocorrem tanto
na cromosfera e coroa solares quanto nas magnetosferas planetarias. Portanto, a obtencao
tanto das relagoes de dispersdo quanto das taxas de absorgao/amplificagdo é uma tarefa
importante para a correta descri¢ao dos processos fisicos que ocorrem no plasma do sistema
SVSM.

Existem dois estados basicos para o vento solar: o vento solar rapido e o vento solar lento,
os quais podem ser melhor caracterizados pelas suas distintas velocidades caracteristicas [2,3,

7]. O vento solar lento caracteriza-se por uma alta variabilidade e sua origem estéd associada
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a regioes ativas que ocorrem sobre a fotosfera solar e nao estd necessariamente relacionado
aos chamados solar streamers [8]. A sua velocidade de fluxo é observada no intervalo 250 —
400km/s. As temperaturas tipicas dos prétons e dos elétrons sao, respectivamente, 7, ~
3,4x 10K e T, ~ 1,3 x 10°K (T, <T.), com T, x R™'?' como é o comportamento
esperado de um fluxo adiabatico [8], sendo R a distancia heliocéntrica, usualmente medida
em Unidades Astrondmicas (UA).

Por sua vez, o vento solar rapido é caracterizado por velocidades de fluxo no intervalo
400 — 800 km /s, temperaturas T, ~ 2,3 x 10°K e T, ~ 10°K (7, > T.), com T, oc R~
indicando a existéncia de fontes de calor adicionais no espago interplanetario. As particulas
do vento rapido sao observadas originando-se de buracos coronais, aparentemente oriundas
de lacos magnéticos que se situam a cerca de 103 km sobre a fotosfera e aceleradas devido a
reconexdes magnéticas que ocorrem nesses lagos [3].

Contudo, o aspecto que é mais relevante para este trabalho sdo as fungoes de distribuicao
de velocidades tipicas das espécies majoritarias no vento solar. As distribui¢oes de veloci-
dade observadas por satélites e espagonaves mostram caracteristicas topologicas distintas,
dependendo da espécie da particula e do local da observacao. Dentre as caracteristicas mais
comuns observadas nas fungdes de distribuicao de velocidades (FDV) locais destacam-se:
feixes de particulas energéticas, anisotropia entre as velocidades médias nas diregoes para-
lela e perpendicular em relagao ao campo magnético local e cones-de-perda. Sera realizada
agora uma breve discussao a respeito das das caracteristicas gerais das FDV das espécies
majoritarias presentes no vento solar (elétrons e prétons) e a respeito do contexto no qual

as mesmas se encaixam neste trabalho.

FElétrons

Os elétrons do vento solar apresentam diversas caracteristicas nao térmicas. Suas FDV’s
sdo tipicamente compostas por 3 populagoes distintas: um ntcleo denso (core) de baixa
energia, que contém cerca de 96% dos elétrons presentes no vento solar, combinado com duas
populagoes adicionais mais ténues (com cerca de 4% dos elétrons), cujos perfis ndo podem
ser adequadamente descritos por combinagoes de Maxwellianas. Uma destas populacoes é o
halo, o qual se apresenta em todos os angulos de arremesso (pitch angle) e é composto por
elétrons com energias da ordem ~ 10%eV. A outra populacdo é denominada Strahl, a qual
consiste em um feixe de elétrons, altamente anisotrépico, com velocidade de deriva alinhada
com By e que se propaga no sentido de afastamento do Sol [2,9-18]. Uma descoberta mais
recente foi a populagdo denominada superhalo [19,20], também isotrépica mas composta por

elétrons com energias da ordem de 10* — 10°eV. A figura 1.2 mostra alguns exemplos de
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Fig. 1.2: Exemplos de fungoes de distribuicao de velocidades de elétrons observadas no vento solar
rapido (esquerda), lento (direita) e com velocidades intermedidrias (centro). Os paineis superiores
mostram espectros de energia revelando a estrutura core-halo, bem como a assimetria do Strahl

no sentido contrario ao Sol. Os paineis inferiores sdo isocontornos das FDV eletronicas [18].

FDV eletronicas em trés regimes de velocidades do vento solar.

A origem dos distintos aspectos caracteristicos das FDV’s eletronicas foi inicialmente
descrita pela teoria exosférica dos elétrons do vento solar [12,15]. De acordo com esta
teoria, a populacao do nicleo é composta por elétrons de baixa temperatura aprisionados
pelo poco de potencial termo-elétrico ambipolar da heliosfera, ao passo que as populagoes
do halo e do Strahl sdo compostas por elétrons de alta energia que escaparam desta barreira.
A forte anisotropia do Strahl é entendida como o resultado do efeito de focagem em angulo
de arremesso que ocorre a medida que seus elétrons derivam ao longo das linhas de forca
magnética, no sentido oposto ao Sol, conservando o momento magnético.

Contudo, a relativa isotropia do halo nao é bem compreendida e, além disso, a distribui-
¢do em angulo de arremesso do Strahl aumenta com a distdncia heliocéntrica, ao invés de
se colimar, como seria o esperado pela conservagao dos invariantes adiabaticos. Estas ob-
servagoes nao podem ser explicadas simplesmente com base em colisoes Coulombianas, uma
vez que estas distribui¢oes sao basicamente nao colisionais nas regioes onde as espagonaves
realizam suas observagoes [13,17,21,22].

Efeitos cinéticos associados ao espalhamento onda-particula sao necessarios para dar

conta das distintas populagoes eletronicas no vento solar. Ha fortes indicios de que a forma-
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cao do halo e Strahl esta associada ao espalhamento ocasionado pela instabilidade de dois
feixes atuando na faixa das ondas de Alfvén cinéticas ou whistler [23-25]. E neste ponto
que se faz necessaria uma descricao cinética da dindmica de ondas e particulas no plasma
do vento solar.

Portanto, uma caracteristica comumente observada nas distribuic¢oes eletronicas do vento
solar é o afastamento das mesmas de uma distribuicdo mais provavel em um sistema em
equilibrio termodindmico, a distribuigdo de Maxwell-Boltzmann f);(v), para a qual fy;(v)
e~""/ta sendo v2, = 2T /m, a velocidade térmica da espécie «, onde m, é a massa da
particula e 7' é a temperatura (em unidades de energia).

Nos tultimos anos, as pesquisas acerca da origem e propriedades do plasma contido no
meio interplanetario tém empregado as fungoes de velocidade de particulas do tipo super-
térmico ou kappa (da letra grega kappa: k) [26-29]. A versdo isotrépica mais usada destas

distribuigoes é a funcao f.(v), sendo

—(k+1)
 ne T(k+1) ) v?
- w3203 T(k — 3/2) k0?2 ’

fr(v)

onde k > 3/2. A descrigao das demais quantidades que compde f,(v) serd realizada na segéo
2.4. Estas distribuicoes apresentam justamente as caracteristicas observadas pelas sondas
interplanetarias: um carogo (core) Maxwelliano, juntamente com uma cauda (v > vp,) com
perfil de lei de poténcia, isto é, f, (v) oc v™2¢. Estas caracteristicas tornam as distribuigoes
kappa ideais para o estudo dos fendmenos que ocorrem no plasma interplanetario e por esta
razao as mesmas tém sido empregadas em um nimero ainda crescente de publicagoes na
area [26-29].

Uma distribuicao do tipo kappa pode ser caracterizada pelo indice x, o qual é uma
medida do afastamento desta de uma distribuigdo térmica (Maxwelliana), sendo que esta
tltima é restabelecida quando x — co. Maksimovic et al. (1997, 2005) [30,31], Stverdk et
al. (2009) [32] e Livadiotis et al. (2018) [33] mediram o indice k da FDV (kFDV) eletronica
através de um ajuste nao linear a partir dos dados obtidos por espaconaves no intervalo
0,3 — 4UA. Exemplos dos valores obtidos para o indice xk que melhor se ajusta as FDV
eletronicas, tanto para o halo quanto para o Strahl, para ambos os regimes de velocidades
do vento solar sdao apresentados na figura 1.3.

Os resultados mostram que o indice x cai monotonicamente com a distancia radial tanto
para as populagoes do halo quanto do Strahl e também para ambos os tipos de vento solar,
com 10 S k <16 para R~ 0,3UA e k >~ 2 para R ~ 4UA, o que implica que 0s processos
fisicos operando no vento solar, a medida que este se afasta do Sol, contribuem para um

afastamento gradual de suas propriedades termo-estatisticas em relacdo a termodinamica
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Fig. 1.3: Valores medidos para os indices x em func¢ao da distdncia heliocéntrica para ambas as

populagoes supertérmicas (halo e Strahl) da FDV eletronica. Painel esquerdo: resultados para o

vento solar lento. Painel direito: resultados para o vento rapido [32].

de Boltzmann-Gibbs tradicional. Mesmo a distdncias relativamente proximas ao Sol (em
R =0,3UA), a FDV ¢é visivelmente distinta da Maxwelliana, com o vento rapido exibindo
dois regimes claramente diferentes (k ~ 7 para o halo e k ~ 14 para o Strahl), enquanto
que ambas as populagoes estao no mesmo estado (k ~ 9,5) para o vento solar lento.

Distribuicoes supertérmicas que sao adequadamente modeladas por fungoes kappa, tanto
para elétrons quanto para ions, também sao observadas nas magnetosferas planetarias; em
particular, em diversas regioes da magnetosfera terrestre, tais como na bainha de plasma
(plasma sheet), na plasmaesfera (plasmasphere) e na cauda magnetosférica [34-38]. Em
diversas observagoes foram encontrados indicios de existéncia de fontes de energia livre
presentes na kFDV | tais como anisotropias de temperatura, as quais indicam a importancia
dessas distribuicoes no nivel de turbuléncia do plasma e nos processos de aceleragao de
particulas que ocorrem particularmente na cauda magnetosférica.

Estas evidéncias tém atraido bastante a atencao da comunidade de fisica solar e também
sao de interesse para a fisica basica, uma vez que fornecem credibilidade ao formalismo da
mecanica estatistica nao aditiva [39,40]. Uma distribui¢do kappa corresponde a FDV que
descreve o equilibrio termo-estatistico quando o sistema fisico estd sujeito a interagoes de
longo alcance (como em um plasma nao colisional) ou possui fortes efeitos de meméria (como
em um meio altamente dispersivo) [41-43], de tal forma que este nao pode ser adequadamente
descrito pela termo-estatistica de Boltzmann-Gibbs, estritamente valida quando o sistema
estd sujeito a interagbes de curto alcance (tais como colisdes Coulombianas) [26-28, 44—
47]. Este é justamente o caso de um plasma tipico do vento solar, de uma magnetosfera
planetaria, ou de outros sistemas astrofisicos. Devido ao grande niimero de particulas na

esfera de Debye, estes sistemas sao geralmente submetidos a intera¢oes de longo alcance.
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Tsallis (1988) [39] propds uma expressdao alternativa para a entropia associada com um
sistema estatistico deste tipo. A entropia generalizada proposta por Tsallis (1988) possui
a maior parte das propriedades da expressao usual para a entropia, mas é nao aditiva
(S(A)+S(B)#S(A+ B)), sendo que a entropia de Tsallis é caracterizada pelo indice
entropico ¢, de tal forma que S, (A+ B) = S, (A) +5,(B)+ (1 —q) S, (A) S, (B). Quando
q — 1, a propriedade aditiva usual da entropia é restabelecida. Considerando o equilibrio
termodindmico de um gas diluido, Silva et al. (1998) [41] e Tsallis et al. (1998) [42]
derivaram a FDV no contexto da termo-estatistica de Tsallis a qual, apds a substituicao
q — 1 —1/k, torna-se a distribui¢ao kappa usualmente empregada nas modelagens atuais do
plasma do vento solar. Uma analise mais aprofundada da mecénica estatistica nao-aditiva

de Tsallis no contexto especifico da fisica dos plasmas sera realizada no capitulo 2.

Proétons

Funcgoes de distribuicao de velocidades da componente protonica do vento solar foram
medidas em diversos pontos no espaco interplanetario pelas espagonaves Wind, Helios e
Ulysses, majoritariamente no plano da ecliptica em distancias heliocéntricas entre 0,3 UA a
1,0UA [2,18]. A figura 1.4 mostra exemplos de FDV protonicas medidas pela espagonave
Helios, organizados em uma sequéncia crescente de velocidade do vento solar ao longo das
colunas e em ordem decrescente em distancia heliocéntrica ao longo das linhas. Observa-
se claramente na maioria dos exemplos ilustrados a presenga de uma anisotropia nas FDV
protonicas, medida pela razao T, /T, onde Tj, e T, sdo, respectivamente, as temperaturas
das distribuicdes de protons nas diregoes paralela e perpendicular ao campo magnético
ambiente, cuja direcdo local é indicada pelas retas tracejadas. Cabe mencionar que, de
acordo com o jargao usual na fisica dos plasmas, o termo “temperatura” aqui nao se refere
a medida termodinamica de temperatura, a qual somente faz sentido quando o sistema esta
em equilibrio térmico, o que evidentemente nao ocorre com as FDV ilustradas na figura 1.4.
Os termos “temperatura paralela” ou “perpendicular” aqui se referem ao valor do segundo
momento da fungao de distribuigdo de velocidades, de tal forma que se f, (v) é a fungdo de

distribuicao da espécie a = e, p, ..., entao

1 1
TJ_a = ima <Ui> = §ma/dgv Uifa (’U) € Tv||a = Mg <'Uﬁ> = ma/dgv Uﬁfa (’U)
sao as medidas das temperaturas perpendicular e paralela em relacdo a B.
De uma forma geral, a anisotropia das FDV medidas aumenta quanto mais préoxima a
espaconave se encontra do Sol, mas observa-se também uma tendéncia de maior anisotropia

no regime de vento rapido. Em diversas observagoes (paineis B, H e J), ocorre também a
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Fig. 1.4: Distribuicoes de velocidades de protons medidas pela espaconave Helios para trés regimes
de velocidades do vento solar: lento (coluna da esquerda), velocidades intermedidrias (coluna
central) e vento rapido (coluna da direita). A diregao local do campo magnético interplanetério é
indicada pelas retas tracejadas. As distdncias heliocéntricas das observagoes decrescem da linha
superior para a linha inferior. Os maiores desvios da isotropia ocorrem nas menores distancias
do Sol, mas também ocorrem nas maiores velocidades. Os paineis B, H e J mostram também
a presenca de um feixe adicional de prétons, com velocidade média proxima ao valor local da

velocidade de Alfvén. [18].
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presenca de um feixe adicional de prétons, alinhado com o campo By local e com velocidade
média préxima ao valor local da velocidade de Alfvén vy = By/\/4mn,m,, sendo n, a
densidade de ntimero dos protons.

A dependéncia da anisotropia de tempe-
ratura das VDF protonicas observadas no
vento solar é melhor caracterizada na figura 254 HELIOS 1and 2 J
72457 spettra I
1.5, a qual mostra esta dependéncia em fun-

¢ao da distancia heliocéntrica onde as medi-

das foram realizadas. Os diferentes regimes

do vento solar sao agrupados em seis inter-

valos distintos de velocidades e as medidas

o
[ =}
realizadas em cada intervalo estao conecta-
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Por outro lado, as duas curvas superiores fo- niadl

ram obtidas quando o vento solar estava no Fig. 1.5: Dependéncia da anisotropia de tem-
regime lento ou intermediario. Nao hd uma peratura das funcoes de distribuicdo de prétons
clara tendéncia de aumento ou redugao com (THp/ TLp) no vento solar com a distancia heli-
a distancia, mas em todos os casos a razao océntrica. Os pontos experimentais estdo agru-
tipica é Tj,/T1, > 1. Portanto, as observa- pados em diferentes intervalos de velocidade do
coes realizadas indicam que as anisotropias Vento solar [18].

tipicas das FDV dos prétons do vento solar

sao: T,/T\, > 1 para o vento solar lento e Tj, /T, < 1 para o vento rapido.

Distribui¢oes com dispersao de velocidade distintas nas dire¢oes paralela e perpendicular
ao campo magnético ambiente B possuem energia livre disponivel para gerar instabilidades
as quais irao transferir parte dessa energia livre para ondas, relaxando desta forma a distri-
bui¢ao em sentido ao equilibrio termodinamico. Historicamente, observagoes da anisotropia
de temperatura dos prétons do vento solar foram inicialmente associadas com a sua dina-
mica no interior da bainha magnética (magnetosheath) da magnetosfera terrestre. Ao entrar

nesta regiao, o plasma do vento solar sofre uma compressao, resultando em um aumento

na temperatura medida da FDV protonica na dire¢ao perpendicular a By (7)) em relagao
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a temperatura paralela (T”) Modelos iniciais baseados somente no movimento adiabatico
dos ions ao longo das linhas de B nao foram capazes de reproduzir os valores observados
da razao T/ T, o que implica que efeitos cinéticos sao os responsdveis por esta anisotropia,
haja visto a baixa colisionalidade do plasma nesta regiao; em outras palavras, a interagao
dos prétons do vento solar com o campo de turbuléncia Alfvénica presente no local promove
o aquecimento dos prétons preferencialmente na dire¢ao perpendicular a B [48].

De acordo com a teoria cinética de plasmas, uma anisotropia de temperatura <T "WJTy # 1)
na FDV de uma determinada espécie de particulas indica a existéncia de energia livre, ca-
paz de excitar certas instabilidades nas oscilagoes presentes no plasma [49,50]. De forma
reciproca, a presenca dessas instabilidades indica a existéncia e impoe vinculos ao grau de
anisotropia presente na FDV. Quando 7', > T}, na FDV protonica, as instabilidades exci-
tadas sdo a instabilidade préton-ciclotron (ou fon-ciclotron eletromagnética, EMIC), a qual
ocorre na preferencialmente na dire¢ao paralela a By, e a instabilidade de espelho (mirror),
a qual ocorre na direcdo quase-perpendicular a Bj. Por consequéncia, o esforco tedrico e
observacional se concentrou no estabelecimento da correlacao inversa entre a anisotropia de
temperatura T',,/Tj, e o pardmetro beta paralelo dos prétons 3 = 8mn,T|,/By, de forma
a se estabelecer as condi¢coes marginais de instabilidade associadas com esta anisotropia.

Dentre as diversas publicagoes com este intuito estao os trabalhos de Gary et al. (1994,
1997) [51,52]. Utilizando a teoria linear de instabilidades em um plasma bi-Maxwelliano
e simulagbes hibridas em 1D e 2D e denotando por v (> 0) a taxa de crescimento da ins-
tabilidade normalizada pela frequéncia (angular) de plasma w, = y/4mn.e?/m., os autores
estabeleceram as condigoes marginais (Ymax = 10_3) para a ocorréncia das mencionadas ins-

tabilidades através da férmula semiempirica

T, S
Loy 2 (1.1)
T Ai

sendo S e a parametros de ajuste. Para a EMIC, Gary et al. (1997) obtiveram (S, ) =~
(0,43;0,42), ao passo que para a instabilidade mirror obtiveram (S, «) ~ (0, 87;0,56), sendo
ambos os conjuntos validos para a FDV protonica.

Por outro lado, no espaco interplanetario distante da bainha magnética, o plasma pode
sofrer uma expansao, ao invés de uma compressao. Neste caso, a teoria adiabatica prevé
que a anisotropia se inverte, isto é, T',/Tj, < 1. Nesta situagao, ao invés das instabili-
dades EMIC e mirror, a teoria linear prevé a excitacao das instabilidades firehose paralela
ou obliqua. Para estas, a condicao marginal de instabilidade segue uma relagdo de pro-
porcionalidade 1", /T, o B”_pa como em (1.1), porém agora a tendéncia é oposta. Para as

instabilidades firehose, a condigao marginal (yy,.x = 1072) pode ser obtida, por exemplo, do
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trabalho de Hellinger et al. (2006) [53],

Lo, 5 (1.2)

T (ﬁu - ﬁo)a’

com (S,a,fBy) ~ (0,47;0,53;0,59) para a instabilidade firehose paralela e (S, «, 3y) =~
(1,4;1,0;0,11) para a instabilidade firechose obliqua. Cabe ressaltar mais uma vez que
0s processos recém mencionados nao sao os unicos fatores relevantes para a determinacao
de T'1,,/Tj,. Existem também as correlacoes da anisotropia de temperatura com distancia e
com o regime do vento solar ilustradas nas figuras 1.4 e 1.5. Yoon (2017) [54] fornece uma
revisao recente das observagoes, dos processos relevantes e das consequéncias da anisotropia
de temperatura das FDV protonicas na evolucao das proprias distribuicoes e da turbuléncia
presente no vento solar.

No trabalho de Hellinger et al. (2006) [53] foi realizado também um levantamento esta-
tistico das FDV’s protonicas observadas pela espagonave WIND, com dados colhidos durante
o periodo 1995-2001, tanto para o vento solar lento quanto para o vento solar rapido. A
figura 1.6 mostra os resultados obtidos para o caso de vento solar lento. A escala logarit-
mica de cor indica a frequéncia de observacoes em um determinado ponto do par ordenado
(BHP»TLP/TIIP)- As curvas sobrepostas correspondem aos valores tedricos para a taxa de
emissao maxima (Ymax ), obtidos a partir da teoria linear de instabilidades para valores fixos
dos parametros do diagrama, variando-se todos os outros parametros do plasma. A figura 1.6
mostra que em um ponto do espaco interplanetario suficientemente distante da bainha mag-
nética, é possivel observar, em diferentes periodos, tanto FDV protonicas com 1',,/Tj, > 1
quanto na razao oposta. A distribuicdo de observagoes é, a grosso modo, simétrica em re-
lagao T',/Tj, = 1, com uma ligeira preponderancia de observagoes com 71',,/Tj, < 1. As
evidéncias apresentadas por Hellinger et al. (2006) mostraram que as instabilidades presen-
tes no vento solar apresentam uma melhor correlacao com as instabilidades mirror e firehose
obliqua (painel direito da figura 1.6) do que com as outras instabilides.

Os dados observacionais mostraram também que, a despeito do fato de que uma FDV
protonica tipica muito provavelmente seja anisotrépica, é também muito provavel que a
mesma se encontre em um estado marginalmente estavel, uma vez que as bordas direitas
do diagrama “Brasil” na figura 1.6 correlacionam-se muito bem com as condi¢oes marginais
de instabilidade Ymax = 1072 e, portanto, a FDV se encontrard em um ponto entre as
curvas superiores e inferiores, ao invés de se encontrar acima ou abaixo das mesmas, como
aconteceria se a distribuicao possuisse uma anisotropia de temperatura grande o suficiente
para excitar significativamente uma das instabilidades mencionadas.

Contudo, simultaneamente as observagoes das FDV, também observa-se usualmente um
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Fig. 1.6: (Escala de cor): frequéncia relativa de observagdes em (,B”,TJ_ / T”) obtidas no vento
solar lento pela espagonave WIND. As curvas superimpostas representam as taxas de amplificacio
maximas (Ymax/wp) para as instabilidades. (Esquerda): (curvas continuas) EMIC, (tracejadas)

firehose paralela. (Direita): (pontilhadas) mirror, (ponto-tracejadas) firehose obliquas [53].

nivel ligeiramente elevado de turbuléncia eletromagnética Alfvénica presente no vento solar,
acima do nivel previsto por um plasma em equilibrio termodindmico. Esse fato indica
que o nivel observado de turbuléncia foi obtido a partir da relaxacdo da FDV protonica
para o estado marginalmente estavel por meio de interacoes onda-particula nao lineares.
A determinacao de qual é o processo fisico por tras dessas evidéncias constitui-se em um
problema importante para a fisica do vento solar. As referéncias [55-58] sdo apenas alguns
poucos exemplos de trabalhos recentes encontrados na literatura. Uma lista e discussao mais
extensas sao fornecidas por Yoon (2017) [54].

Um outro aspecto até o momento inexplicado é também aparente na figura 1.6. As flu-
tuacoes observadas no vento solar apresentam limites, para valores de 3, > 1 (borda direita
do diagrama Brasil), aparentemente bem delimitados pelas condigoes de instabilidade (1.1)
e (1.2). Contudo, observam-se também na figura 1.6 limites bem definidos para f, < 1, na
borda esquerda do diagrama. Estes limites, até o momento, nao possuem explicacao tedrica,
uma vez que nio sao previstos pela teoria linear de instabilidades no plasma. E oportuno
mencionar também que a mesma discussao envolvendo as FDV protonicas a respeito da
relacdo entre as observagoes da anisotropia de temperatura com os critérios marginais das
instabilidades excitadas pela anisotropia também tem sido realizada com relacao as distri-

buigoes eletronicas [59].
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Para o presente trabalho, o aspecto relevante das pesquisas até o momento realizadas
com relacao a evolugao das FDV e da turbuléncia no vento solar esta no fato de que a vasta
maioria das mesmas assume que as fungoes de distribuicao de velocidades tipicas no vento
solar podem ser adequadamente descritas por uma combinag¢ao de FDV Maxwellianas ou bi-
Maxwellianas. Como exemplos, além das referéncias ja fornecidas pode-se citar também os
trabalhos recentes de Klein et al. (2015, 2018) [60-62]. Porém, da mesma forma que ja esta
bem estabelecido que as populagoes de alta energia das FDV eletronicas sao melhor ajustadas
por distribuicoes kappa [31,32,63], trabalhos recentes tém reportado investigagoes referentes
as distribuic¢oes das populagoes ionicas majoritarias do vento solar empregando distribuigoes
kappa [33,64-68]. Uma das evidéncias mais relevantes obtidas por estes trabalhos estd no
fato de que as distribuigoes i6nicas sao adequadamente ajustadas por distribui¢oes kappa
com indice k; < 5. De fato, a tabela 1.1 de Livadiotis (2017) [69] mostra valores tipicos do
parametro x para diversos ambientes espaciais e astrofisicos (ver também [27]). Portanto,
deve-se concluir que para se realizar uma analise completa e fisicamente relevante dos pro-
cessos fisicos relacionados com as funcgoes de distribuicao de velocidades presentes no vento
solar e em outros ambientes espaciais e astrofisicos, é necessario levar em conta a natureza
supertérmica dessas distribuigoes.

A vasta maioria dos trabalhos publicados na literatura que estudam a geracao de insta-
bilidades a partir da anisotropia de temperaturas foram realizados assumindo que as fungoes
de distribuicao de velocidades observadas em ambientes espaciais sao adequadamente mode-
ladas por combinagoes de distribuigoes Maxwellianas ou bi-Maxwellianas [54,60,61]. Con-
tudo, de acordo com os argumentos apresentados acima referentes tanto as FDV eletronicas
quanto protonicas, essa suposicao usualmente nao é correta. Por esta razao, nos ultimos
anos comecaram a surgir trabalhos destinados a estudar a geracao dessas instabilidades a
partir de distribuig¢oes do tipo kappa ou bi-kappa.

Até o presente momento, essa andlise estava restrita as instabilidades que se propagam
paralelas a By: a EMIC e a firehose paralela. As referéncias [70-79] formam uma lista
representativa de publicagoes envolvendo geracao de instabilidades tanto em plasmas con-
vencionais quanto em plasmas empoeirados. Uma revisao detalhada dos aspectos tedricos
envolvendo a excitacao de instabilidades paralelas ao campo magnético ambiente devido a
anisotropias nas temperaturas de distribui¢oes do tipo kappa ¢é realizada por Vinas et al.
(2017) [80].

Em comparacao, hé poucos estudos envolvendo instabilidades excitadas por kKVDF e que
se propagam obliquamente a By. Uma linha de pesquisa esta focada no desenvolvimento

de codigos computacionais que determinam as relagoes de dispersao e as taxas de cresci-
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mento/amortecimento para os modos normais em um plasma supertérmico por meio de um
procedimento numérico ab initio; isto é, a implementacao computacional ja se inicia pela
descricao das funcoes de dispersao de velocidades por meio de tabelas numéricas, a partir
das quais os calculos dos componentes do tensor dielétrico e das solugoes da equacao de
dispersao sao todos realizados também numericamente [81-83].

Uma outra linha de pesquisa foi adotada pelo grupo de fisica dos plasmas do IF-UFRGS,
a qual enfatiza a derivagdo de expressoes analiticas fechadas para o tensor dielétrico de um
plasma supertérmico (kappa ou bi-kappa). Uma primeira publicagdo considerou o efeito de
uma kVDF na propagacao e amortecimento de ondas de Alfvén dispersivas que se propagam
em angulos muito obliquos na magnetosfera terrestre [84]. Posteriormente, foram desenvol-
vidas expressdes analiticas exatas para os tensores dielétricos de distribuigoes kappa [85]
e bi-kappa [86]. Estas representacoes sdo completamente gerais, por descreverem o tensor
dielétrico frente a quaiquer combinagoes de espécies de particulas e de frequéncia, polariza-
¢ao e direcao de propagacao das ondas eletrostaticas e/ou eletromagnéticas em um plasma
supertérmico magnetizado. Mais recentemente, a formulagao de Gaelzer et al. (2016) [86]
foi aplicada no estudo da geracao da instabilidade firehose obliqua em um plasma descrito
por distribuigoes bi-kappa [87].

No presente trabalho buscamos estudar as condi¢oes de surgimento de instabilidades
de anisotropia de temperatura empregando-se distribui¢oes supertérmicas e comparar os
resultados obtidos anteriormente com as observagoes realizadas por sondas interplanetarias
e publicadas na literatura.

Os demais capitulos desta tese estdo organizados da seguinte forma: no capitulo 2 ana-
lisamos a origem do formalismo atualmente utilizado para descrever plasmas supertérmi-
cos, empregando fungoes kappa; no capitulo 3 introduzimos a formulacao matemética para
ondas eletromagnéticas/eletrostaticas na versao obliqua; no capitulo 4 fazemos uma ra-
pida discussao de uma abordagem inicial do trabalho, envolvendo ondas de Alfvén cinéticas
propagando-se em plasmas supertérmicos. Essa abordagem foi posteriormente abandonada.
No capitulo 5 desenvolvemos um formalismo geral que possibilitou a obtenc¢ao do tensor
dielétrico de um plasma que contém populacoes de particulas descritas por fungoes de dis-
tribuicao de velocidades na forma de distribuigoes bi-kappa (ou bi-Maxwellianas, como caso
particular). Finalmente, no capitulo 6 fazemos a andlise da instabilidade que surge no modo
de propagacao obliqua, resultado final do trabalho.

Cabe ressaltar que os resultados obtidos ao longo do trabalho foram publicados em 2
artigos de revista indexada de circulagao internacional.

Este texto é complementado por trés apéndices, nos quais encontram-se os detalhes dos
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calculos envolvidos na derivacao de alguns componentes do tensor dielétrico e os artigos

publicados.



Capitulo 2

FORMALISMO DESCRITIVO PARA O ESPACO DE PLASMAS

2.1 Introducao

Neste capitulo analisamos a generalizacao feita na literatura para o formalismo de Boltz-
mann-Gibbs, através da teoria nao-extensiva de Tsallis. E, na sequéncia, analisamos a
relagdo existente entre as fungoes kappa e o parametro g da teoria de Tsallis. Por fim,
abordamos os diferentes tipos de distribuicao kappa presentes na descricao de fendmenos

ligados aos fendmenos que ocorrem em plasmas espaciais.

2.2 Mecanica Estatistica de Boltzmann-Gibbs e a Mecanica Nao-Aditiva

de Tsallis

A posicao ocupada pela estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) no cenério cientifico é
incontestavel, cuja aplicabilidade é bastante abrangente. Contudo, muitos fenémenos fisicos
nao podem ser completamente descritos por esse formalismo. Isso se deve, em parte, ao fato
de que a estatistica de BG trata de fenomenos que se encontram no equilibrio termodinamico.
Em regides onde o equilibrio térmico nao prevalece, outros formalismos estatisticos devem
ser utilizados. Um dos formalismos bastante utilizado e também criticado, tendo em vista o
fato de seus pilares se basearem na aditividade e a extensividade de certas grandezas fisicas,
¢é o entao chamado g-estatistico, desenvolvido por Constantino Tsallis no final da década de
80.

Para tanto, neste capitulo, sera realizada a generalizacao da teoria BG através da teoria
de Tsallis.

Como dito anteriormente, sistemas classicos em equilibrio hé anos vem sendo descritos
de forma satisfatoria pela Mecénica Estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG), cuja abordagem

entrépica extensiva pode ser dada por [41,88]:

S=klnW =—k> pilnp, (2.1)

17
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onde k é a constante de Boltzmann, W representa o nimero de estados do sistema e p;
denota as probabilidades de configuragoes microscopicas.

No entanto, o equilibrio térmico nao ¢ o inico estado que muitos sistemas podem atingir.
O espaco de plasmas presente no vento solar, magnetosfera terrestre e heliosfera, por exem-
plo, sao sistemas altamente nao-colisionais de particulas, com interagoes de longo alcance,
os quais podem assumir estados meta-estaveis de nao equilibrio. Portanto, o formalismo de
Boltzmann-Gibbs nao descreve adequadamente fendmenos que ocorrem em plasmas espaci-
ais, havendo assim, a necessidade de uma descricao tedrica mais generalizada. Foi entao que
Tsallis [43], com o intuito de minimizar as dificuldades relacionadas a nao extensividade,

postulou a generalizacao a seguir:

rim1—1
In,z = ~T— (x> 0;ln;z =1Inx) (2.2)
—q

reescrevendo, consequentemente, a definicao de entropia de BG na forma:
Sq = klnq w (Sl = Sgg) (23)

Vamos abordar o proximo caso geral, isto é, p; arbitraria. Podemos expressar Spg como

o valor médio de In(1/p;). Desta forma, reescrevemos:

S = k(in,(1/p)). (2.4)

Onde, usando a defini¢ao

|
y:li_qzlnqx (x > 0;ln; z =Inx), (2.5)
obteremos:
11— pe

S = k =114 ) 2.6
g qg—1 (2.6)

Esta fungao é considerada uma generalizacao da Mecanica Estatistica de BG. Esta forma
entropica ja havia sido descoberta na literatura com um fator de multiplicacao diferente e
estd diretamente relacionada com a métrica desenvolvida por Hardy, Littlewood e Polya, em
1952, cujo caso particular ¢ = 2 recai na métrica de Pitdgoras [43]. Existem diversas formas
de provar que S = limy1S, = Spe. Por exemplo, dado um sistema composto A + B,
constituido por 2 subsistemas (A) e (B), que sdo independentes em termos da fatorizagao

das probabilidades dos microestados, isto é Pi(jAJrB) = PZ-(A)P]-(B), tal que [41]:

S(A+ B) = 54(A) + 54(B) + (1 = ¢)54(A)Sy(B). (2.7)
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Tab. 2.1: Entropia Spg e Entropia Sg, [43].

Entropia Igual Probabilidade Probabilidades Genéricas
(pi = 1/W, Vi) (Vpi)

Spe kW =k pilng_gp; = kXY, pidn(1/p;)
Sy € R) kin, W R s png (1/p)
= —k ZZl pi Ing pi

= —k ZYL Di 1H2—q Di

no limite ¢ — 1, S, recai na formulacdo de BG para entropia aditiva, conforme (2.8).
Segundo [41], um nimero crescente de evidéncias sugerem que a g-entropia descreve, de
forma adequada, diversos sistemas fisicos. A termoestatistica ndo-extensiva, como definida
em [41], possui propriedades matematicas interessantes e tem tido aceitagdo de parte da
comunidade Estatistica, na qual muitos consideram sua generalizacao bastante adequada.
Nos detivemos, nesta se¢ao, apenas ao entendimento da relagdo entre o pardmetro g e a

dinamica microscopica basica.

2.3 Distribui¢coes Kappa no Contexto da Mecanica Estatistica de Tsallis

A fim de modelar distribuicoes eletronicas fora do equilibrio termodinamico observadas
na magnestosfera, Vasylitinas, em seu trabalho [89], adotou a distribuigdo kappa, assim co-
nhecida devido ao pardmetro x (kappa) utilizado em sua formulagao, justificando um melhor
ajuste para a descricdo fenomenologica e, a partir dai, inimeros trabalhos tem embasado a
descrigao do espaco de plasmas sob este formalismo [46]. A figura 2.1 mostra o nimero de ar-
tigos publicados na literatura entre 1980 e 2010. Observa-se um aumento quase exponencial
no nimero de publicagoes ao longo destes trinta anos.

A distribuicdo de Maxwell-Boltzmann é amplamente conhecida como a base da teoria
cinética dos gases. E, fazendo uso da associacao do formalismo de Tsallis com distribuicao
Maxwelliana de velocidades frente a transformacao dos indices: ¢ = 1 + 1/k, faremos nesta
secdo uma analise da vinculacao entre as distribugoes kappa e o formalismo de Tsallis.

Iniciaremos a andalise Maxwelliana descrevendo a distribuicao de velocidades u das par-
ticulas de um gas, a qual pode ser derivada substituindo-se a energia cinética ¢ = % p.u? de

um gas com particulas de massa p na distribuicao de energias de Boltzmann:

€

p(e;T) ~ e *7 (2.8)



Capitulo 2. Formalismo descritivo para o Espaco de Plasmas 20

resultando em

u

1
p(u: 0) ~ e &) §u.92 = kT (2.9)

onde k ¢é a constante de Boltzmann, 7' é a temperatura e 6 é o parametro caracteristico da

escala de rapidez. Uma das defini¢oes formais da fungao exponencial é dada pelo limite:

n—oo

¢® = lim <1+x> neN (2.10)
n
ou equivalentemente,
x nq—1 T —n
e’ = (e )= [ lim (1 - ) 1 = lim (1 - ) (2.11)
n—00 n n—00 n
Realizaremos a partir de agora a associacao
lim = lim .
n—oo K—00

Assim, teremos:

e’ = lim (1 — x) 8 ERT (2.12) 60

K—00 K

o ) o

e, substituindo x = —(u/0)*, reescrevemos 8
o 404

. . .~ a

a distribuicao de Maxwell na forma: ™

@

o

£
=z 204

n—oo

p(u;0) ~ lim ll—ki(;) ]_H. (2.13)

Ao considerar o pardmetro escala de rapidez (6) d%&g@n ente dejdug ele borna-gpdenghado pox

0,.. E o pardmetro 6 pode ser restaurado no limite: 6 = lim,_, . 6,.. Y8Alssim, temos:
27-+Fig. 2.1: Distribuicao de artigos relacionados a

) ] dggﬁb%lggealglaﬁ)%ub%ﬁbﬁgm essas distrib@u’;%%g

~ ~em seus titulos [46]. o
onde p(u;0,; k) fornece a deformacao da distribuicao de Maxwell em termos do indice k.

1 (u
001 k) ~ |14+ = —
p(u; b; k) [ + - (95

A forma de (2.14) foi introduzida de forma empirica por Vasyliunas [89] a fim de descre-
ver distribuigao de energia em todo o espectro, tanto para de baixas energias (Maxwellianas)
quanto para altas energias (lei de poténcia). Entretanto, uma forma mais geral para dife-

rentes gamas de kappa, introduzida por [89] caracteriza-se pela forma:

p(2)(u_9 '/i) ~ 1_1_} |ﬁ—ﬁb| 29 —k—1
Uk o 0,
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Consideramos a transformacao do indice x [43] abaixo:

! 142 (2.15)
= —— ou = — .
. q -

da mesma forma para indices com (x). A partir dela, os dois tipos de distribuigao kappa em

(2.13) e (2.15) tornam-se:

B — — 27 —K*
1 —

L 27—
*. ok * uUu—1u 1a
PO (s 03107) ~ |1— (1—g >(") ] (2.16)

1 S o 29 —k—1
PP (u; 0,05 5) ~ 1+.<|ub|> ] =

PP (u;659) ~ 1_(1_q)_<|6;1|>2] o (217)

onde 6, = 0, e 0; = 0;. No formalismo da Mecéanica Estatistica de Tsallis, existe uma forma
fechada para a funcao

1

flasg) =1+ (1 —q)a]i™, (2.18)
a qual é chamada de exponencial g-deformada, denotada por exp, (7). Assim, escrevemos as
funcoes kappa de primeira e segunda espécie da forma:
a1, |\
P (i; 035 57) ~ expy. l— <9b> ] (2.19)

K

Ry 27q
P (it 6,; ) ~ ex, [— ('“9“') ] | (2.20)

onde consideramos diferentes indices ¢, ¢ e escalas de rapidez caracteristicas 67, 6, para
cada tipo de distribuicio p(!) e p®, respectivamente.
Ainda, dentro do sistema da Mecénica Estatistica de Tsallis, a distribuicao de probabi-
lidade candnica na descrigdo continua do espectro de energia [46] é dada por:
p(e;Ty; q) ~ exp, [— 1351 (2:21)
1q(§) kaq
que é expressa em termos da temperatura fisica 7. Onde 1,(u) = 1+ (1 — q)u, que é a

funcao unitdria g-deformada.
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Um aspecto fundamental da Mecéanica Estatistica de Tsallis reside na distribuicao de
Probabilidade P, que pode ser expressa em termos da distribui¢ao de probabilidade ordinaria
p e vice-versa

P(e;Ty;q) ~ ple; Ty; q) ~ exp, [— 13.8](1. (2.22)
1q(§) kBTq

O significado fisico do momento estatistico é obtido pela distribui¢ao de probabilidade,

sendo denotada pelo simbolo (),. E, no caso de uma fungio energia f(c), temos que:

Jo? P(g;Ty;q) f(e)gr(e)de
Joo P(e;Ty; ) gr(e)de

(fe))y =

Jo~ p(e; Ty; ) f (e)gr(e)de
IS p(e; Ty q)0gp(e)de

onde gg(e) é a densidade de estados de energia. E a energia interna (U,) ¢é estimada a partir

(2.23)

do valor esperado da energia (¢),, que é:

Is° P(e; Ty q)egr(e)de

Vs =l 15 P(e; Ty q)ge(e)de

Io° p(e; Ty; q)egr(e)de
Joo p(e; Ty; q)ge(e)de

e, considerando a densidade (tri-dimensional) de estados de energia, isto é gg(e) ~ €'/2,

(2.24)

U, = 2kBTq. (2.25)

Portanto, a temperatura cinética Tk, definida por [46]

Uq = ngTK, (226)
coincide com a temperatura fisica, Tx = Tj. Este resultado é obtido na medida em que
o sistema é caracterizado pela mesma energia interna (energia cinética) ou temperatura
cinética, independente do estado estacionario especifico da relaxacao. Isso implica que a
temperatura fisica (7;) constitui a definicao apropriada de temperatura, uma vez que ela é
comum para todos os estados estacionarios, independentemente do indice q.

Assim, as distribui¢oes de probabilidade estacionéria e escorte podem ser escritas como:

1 €
p(e;Ty;q) ~ equ[— 3 ]
2
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1 e 1?
P(e;Tyq) ~ exp, | — IR (2.27)
2

ou, em termos de velocidades,

p(us0459) ~ exp, [— (:) ] P(u; 04:.) ~ exp, l— (;) ] ) (2.28)

com

1=\ ey,
A coincidéncia da distribuicdo de probabilidade escorte em (2.28) com a distribuigao
kappa de 2% espécie, em (2.20), torna-se evidente:
N
p®(@;04; q) = P(T; 0,5 9) ~ exp, l— <|u;ub|> ] : (2.29)
q
No entanto, se 0 momento estatistico for calculado em termos da distribui¢ao de proba-

bilidade ordindria, entdo (2.23) e (2.24) devem ser escritas como [46]:

oo (e Ty q7) fe)gr(e)de
Vs = T e T ) gu () e (2.30)

_ It p(es Tysq)egn(e)de 13
oo P(&; Tyes q*)gm(e)de — 14-(1) 2

onde, novamente, o asterisco indica parametros associados a distribuicao de probabilidade

Uy = (€)g = (€) kpTye, (2.31)

ordinaria a fim de diferencid-la da distribuicao escorte. E o sistema deve ser caracterizado
pela mesma energia interna, independentemente da distribuicao de probabilidade que esta

sendo considerada [46], ou seja,

3
Uq* = Uq = ikBTK =Tk = .Tq*. (232)

1
1,(1)

Com isso, a temperatura cinética Tk coincide com a temperatura fisica (7,) somente
quando valores esperados sao estimados por meio da distribuicao de probabilidade escorte.
Por outro lado, quando os valores esperados sao estimados por meio da distribuicao de
probabilidades ordinaria, T« nao constitui uma temperatura bem definida, uma vez que
depende do valor do indice ¢*, Ti+(¢*) ~ 14+(1) = (2 — ¢*) e nao coincide com T.

Entao, a distribuicdo de probabilidades (ordindria) pode ser expressa em termos da
temperatura cinética (Tk), o que significa dizer que ela pode ser expressa em termos da

temperatura fisica Tj,.

N 1 €
p(€7TQ?q )Nequ* l_ 1 *(5)kBT]7
q
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ou
* * u
plu;b;:q%) ~ l— (9*)2], (2.33)
q
com
. [ 5 2T,
0=\l =

e verificamos a coincidéncia entre a distribui¢cdo de probabilidade ordinéria (2.34) com a
distribuigao kappa de 1% espécie em (2.19),
L N2
— . % — x. % U — Up
pl(u;Hq 1q") = p(U;0475q") ~ exp,. [— <| o ‘) ] (2.34)
q
E, comparando (2.29) e (2.34), encontramos:

1
¢F=2—-, ou K'=rk+1 (2.35)
q

Leubner [44] em sua andlise sobre a derivagdo da distribuigdo kappa a partir da Me-
canica Estatistica de Tsallis, mostrou que a distribuicdo kappa constitui a distribuicao de
probabilidade Canonica por extremizacao da entropia de Tsallis sob os vinculos do Ensemble
Candnico. Contudo, em relacao a 2* limitacao da energia interna, Leubner nao considera o

valor esperado escorte. Neste caso, tem-se que:

1
9

ple;Tiq) ~ [1 —(1- Q)'kBTt ; (2.36)
De fato, (2.36) foi a primeira distribuigao obtida [39]. Entretanto, este resultado foi consi-
derado problematico, principalmente por nao ser invariante para uma selecao arbitraria de
niveis de energia. Mas, em 1998 Tsallis [42] retomou este recurso e Leubner [44], usando

(2.36) encontrou a distribuicao kappa de 1* espécie usando a transformacao:

1 1
= — =1-- 2.37
1—¢ ou, ¢ o ( )

a qual possui sinal oposto, se comparada a (2.15). Para Leubner [44], a distribui¢ao kappa

R

de 2% espécie é uma forma reduzida da distribuicao de 1 espécie.

E importante destacar que todas as analises anteriores foram restritas aos intervalos
k* > 0ou¢" > 1. As analises de Leubner e Voros [90], para as distribuigdes bi-kappa, foram
desenvolvidas para o intervalo * < 0 ou ¢* < 1, em termos do indice ¢, tal que:

Sk, ok u—u u—1u
pbk(u, 9q ,q ) ~ €.qu** [ — <|0**b|> ‘| + epr,q** [ — (le**b’> 1 . (238)
q

q

Por fim, apods a abordagem realizada, verificamos que existe conexao entre as distribui-
coes kappa, derivadas empiracamente, e a Mecanica Estatistica de Tsallis. De modo que a
Estatistica de Tsallis possibilita o entendimento das propriedades de varias distribui¢oes de

particulas e energia observadas em fendmenos observados em plasmas espaciais.



Capitulo 2. Formalismo descritivo para o Espaco de Plasmas 25

2.4 Versoes para Distribuicao Kappa

A distribuicao p(u;0,; k) descreve sistemas nao somente para valores de K — 0o coin-
cidentes com a Maxwelliana classica, mas também para outros valores finitos de k. Sendo
a descricao Maxwelliana deformada dada por p(u;6,; k), esta é entdo chamada distribuigao
kappa.

Existem estudos voltados para a descrigao de sistemas espaciais que empregam fungoes

kappa isotrdpicas, tal como [91,92]:

. _ n I'(k+1) v\
Jalrv) = zw(ﬁwéﬁ)w T(r— 1/2)T(3/2) (1 N mw%) (2:39)

onde wyz = \/(Qn — 3)kT}/kmg, sendo que vy, = |/2kTs/mg é a velocidade térmica, mg é
a massa da particula da espécie 3, ng ¢ o nimero de densidade, T' é a temperatura cinética,
v é a velocidade das particulas e I'(z) é a funcdo Gama. E, novamente, no limite k — oo, a
funcao recai na forma Maxwelliana, enquanto que, para valores de x finitos, apresenta um
excedente na populagao supertérmica. Para representagoes unidimensionais, a fungao kappa

apresenta uma cauda supertérmica caracteristica, o que pode ser visto na figura 2.2.

K=2
K=6
k=25

Maxwelliana (K = BO)

Distribuicdes Normalizadas

Inn‘- I M "! At U "i MAdd | |"]l1'ollivl LARL) S [ A L Inn, -nlu 4 hbi Raka M

5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Velocidade Normalizada

Fig. 2.2: Comportamento da Funcao kappa, para diferentes valores do indice x, em comparacao

com a distribuigdo Maxwelliana (k — 00).

Outra forma variante da fun¢ao kappa, denominada funcao bi-kappa traz a possibilidade
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de anisotropia na temperatura efetiva [93]. Uma das primeiras versoes para a distribuicao
bi-kappa, foi proposta por Summers e Thorne em 1991 [91]. A fun¢do bi-kappa perma-
nece expressa em termos de um valor inico para k, porém admite valores distintos para

temperaturas paralela e perpendicular

1 r 1 v V3 —(rt1)
fup = —75em (k+1) <1+ ol sl ) (2.40)
onde
3 1/2 3 1/2
Op1L = (1 - 2/-@> UTg Op) = <1 - 2/<;> VT
e
2 2kpTpsy1 2 2kpTp
Tpr — mg Tgy mg

Outra generalizacao da fungao kappa, chamada produto-bi-kappa ou PBK, permite a
introducao da anisotropia tanto na temperatura quanto no valor do indice k. Estas ca-
racteristicas tornam a funcao PBK mais flexivel para descrigdo da influéncia do plasma na

presenca de instabilidades associadas a anisotropia. A funcdo PBK é dada por

fo.x(V) = 180 INGCIBING <1+ vﬁQ >—“| <1+ 2 >—ml7

32k 15203 gy D = DE(ky = 1/2) 7 w0, KLV
onde
o2 = 2kelsl o2 = 2keTsL
]l mg AL mg

As formas de distribuicao tipo kappa, descritas acima, sdo objeto de estudo do grupo de
Fisica de Plasmas do IF-UFRGS, do qual este trabalho faz parte. E, nesta tese, abordaremos
a derivagao do tensor dielétrico para um plasmas contendo particulas descritas pela fungao

de distribuicao de velocidades supertérmicas do tipo bi-kappa.



Capitulo 3

TENSOR DIELETRICO GERAL PARA PLASMAS BI-KAPPA
MAGNETIZADOS

3.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos o desenvolvimento da formulagao matematica destinada ao
estudo de ondas eletromagnéticas/eletrostéticas (e suas instabilidades) se propagando a an-
gulos obliquos em uma plasma magnetizado quente, no qual as particulas sao descritas por
fungoes de distribuigao de velocidades (VDFs) supertérmicas assimétricas, ou bi-kappas. A
formulacao apresentada aqui emprega a teoria cinética linear de plasmas e é uma extensao
da generalizagao do tratamento desenvolvido nos artigos [84] e [85]. Esta formulagao serd
posteriormente aplicada, no capitulo 4, para o estudo de ondas de Alfvén em plasmas su-
pertérmicos com anisotropia de temperatura. O artigo, no qual os resultados apresentados

neste capitulo foram publicados, encontra-se anexado ao final do texto.

3.2 'Tensor Dielétrico para uma Funcao de Distribuicao Bi-kappa

O tensor dielétrico para um plasma supertérmico do tipo bi-kappa é obtido da fun¢ao de
distribuicdo de velocidades cuja funcao, descrita abaixo, é semelhante a forma introduzida

no capitulo 2,

2 2 —Os
v v
£ (v, v,) = AC?) (1+ 5 ) , (3.1)

KW, KW

a qual é valida para o, > 3/2, onde 05 = ks + a5 €

JICS T S A )

= 2
32w aw?  T(og — 3/2) (3:2)

¢ a constante de normalizacao. As quantidades w)s e w,, sdo proporcionais as velocidades
térmicas paralela e perpendicular, respectivamente.

A VDF (3.1) é uma generaliza¢ao anisotropica da distribuigao isotrépica (w) = w; = w)
adotada nas referéncias [84] e [85]. Nestes trabalhos, mostrou-se como escolhas adequa-

das dos parametros a e w reproduzem e unificam formalmente func¢oes de distribuicao de

27
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velocidades (kappa) aparentemente diferentes. Por exemplo, no caso anisotrépico, se esta-

3\ (2T
2 _p2  _— (1_ ) Il .
Wi, =) ( o ( g (3.3)

a fungao (3.1) se reduz a distribuigao bi-Lorentziana introduzida por Summers e Thorne [91],

belecemos aa =1 e

a qual nomeamos de modelo ST91. Todas as expressoes obtidas abaixo irdo se reduzir aos
resultados obtidos pelos modelo ST91 caso estas escolhas sejam feitas.

Contudo, o pardmetro « pode ser também ttil quando a funcao fs(o‘)(v”, vy ) descreve a
funcao de distribuicdo de uma particulacom um ntmero arbitrario de graus de liberdade.
Se (3.1) descreve a probabilidade da fungao de distribui¢do de uma particula com f graus
de liberdade, pode-se definir, no caso isotrépico T) = T, = T, o indice kK = k,, onde &,
é o pardmetro kappa invariante introduzido por Livadiotis e McComas [47], « = 1 + f/2,
w? = 62 = 2T/m, v®> = Y102, e a constante de normalizacdo ¢ AV = T(k, + 1 +
f/2)(7ko0%)~1/2 /T (k, + 1), obtendo assim a equacio (22c) da referéncia [47].

Formas particulares da VDF bi-kappa (3.1) ou seu caso limite Mawelliano (quando
ks — 00) tem sido frequentemente aplicadas na literatura a fim investigar instabilidades
oriundas da anisotropia de temperatura que amplificam os auto-estados de propagacao pa-
ralela ou obliqua em um plasma magnetizado. De importancia particular para o presente
trabalho estao os efeitos de raio de giro finitos das particulas (raio de Larmor) na dispersao
e amplificagdo/amortecimento dos modos de propagagdo obliqua. Por exemplo, Yoon et
al [94] descobriu a instabilidade Firehose obliqua, que é uma instabilidade ndo propagante
excitada em um plasma bi-Maxwelliano de alto beta quando os elétrons apresentam tempera-
tura anisotrépica (com Ty > T 1) e que estd continuamente conectada com o ramo esquerdo
das ondas de Alfvén com o raio de giro dos ions tendendo a zero. A mesma instabilidade
foi novamente encontrada por Hellinger e Matsumoto [95]. Outros estudos subsequentes
consideraram a excitagao de instabilidades de baixa-frequéncia para angulos arbitrarios em
plasmas bi-Mawellianos para outras situagoes, tais como plasmas de baixo beta [96], ou
com fontes de energia livre adicionais tais como anisotropia de temperatura eletronica [97],
correntes paralelas ao campo magnético [98], cones de perda [99] e inomogeneidades de
densidade [100].

Estudos similares empregando distribuigoes supertérmicas sdo raros. Summers et al. [101]
obteve as primeiras expressoes para o tensor dielétrico geral de uma distribuigao bi-kappa (ou
bi-Lorentziana). Entretanto, suas expressoes finais nao sao escritas sob uma forma fechada,
isto ¢, para cada componente do tensor, permanece uma integral ao longo de v, que deve
ser numericamente calculada. Uma aproximagao semelhante foi adotada posteriormente por

Basu [102], Liu et al. [103] e Astfalk et al. [82].
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Expressoes analiticas, de forma totalmente fechada para as componentes do tensor dielé-
trico de um plasma supertérmico foram primeiro obtidas por Gaelzer e Ziebell [84,85] ainda
para o caso particular de distribuigoes isotrépicas (w)s = wis). Aqui, obteremos o tensor
dielétrico para a VDF bi-kappa dada por (3.1).

A forma geral do tensor dielétrico pode ser escrita como [4, 5, 85]:

cj(k,w) = 5ij+ZX§;)(k,w) (3.4a)
UJ_ \—'ns z )Efs 3 U
kw) = /d3 Zns 5iz5-2/d g (34b
XZ] ( W) |ﬁ;oo w—nQ, — k”UH + j UUJ_ f ( )
onde XE;) é o tensor de suscetibilidade associado com particulas de espécie s, o conjunto
{i,5} = {x,y,2} identifica as componentes cartesianas (no espago E?) do tensor, com

{Z,9,2} sendo a base em E?,

Ofs
‘Cfs:w f +k||Lfsa
aUJ_
LfS:'UJ_afS afs

— v
8U|| | 8% ’
n

_ A . v 5
s = —Jul(0)& — i, (0)F + Tu(00)2,

Os 1

onde J,(z) é a fungdao de Bessel de primeiro tipo,

- kivy - 4mnq2 0. — qsBo
s ) wps - Y s 9
Q, Mg meC

onde w,s e {2, sao as frequéncias de plasma e ciclotron da espécies s, respectivamente, w e
k =k, & + k2 sdo a frequéncia angular e o vetor de onda, By = By2 (By > 0) é a inducao
magnética ambiente e os simbolos || (L) denotam as componentes paralela (perpendicular)
dos vetores/tensores, em relacao a By.

Inserindo a funcao (3.1) em (3.4b) obtivemos o tensor suscetibilidade para um plasma
bi-kappa. Maiores detalhes da derivacao de y;; sdo dados no Apéndice do artigo [86], o
qual é também reproduzido no apéndice B. Aqui mostraremos apenas a forma final das
expressoes, dadas por:

2 [e'e] 2

S wS n Qg 0557
=Y 62 () + 5406 20 )| (3.52)
n——oo I"’s
»w28 - [e% e%
\y =ik n;@n[@sa Z8 D (g, Ens) + Aa2 e e (umgm)] (3.5b)
(s) Whs Wis

Xay = (Eos — Asns)0e,, 28050 (11, &) (3.5¢)

w2 Wls 5" /ﬁst

w28 00 N N
Xg(/z) = wipg Z [508 nnsf) (M&fns) + A aﬁnswn Iﬂ: (M875n8>‘| (35d)

n——oo
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2 o0
XY = zi}fﬂ% 20 (or = Akn) 6, 200 e ) (3.5e)
X = —Z;‘j'l nfjw(fgs = Ans)&nsDen, 2521 (1, 6ns). (3.5f)
onde )
WD (1, €) = ZZW (11.€) = 26VED (1, ). (3.6)

Os elementos fora da diagonal principal de x;; obedecem relacoes de simetria usuais X, =

~Xyzs Xez = Xzz © Xyz = —Xyz-
Nas equagoes (3.5a) a (3.5f), definimos os pardmetros
s wi, _w—nf

ILLS - kipgv ps - 2927 é.ns -

S

kyjwys

O parametro p, é o raio de giro (raio de Larmor) da particula s, o qual depende do indice
kappa. Assim, us € o raio de giro normalizado, proporcional a razao entre ps e A, o qual é a
projecao perpendicular do comprimento de onda. A magnitude de u, quantifica os efeitos do
raio de Larmor finito na propagacao da onda. Por outro lado, o parametro &,, quantifica as
interagoes lineares onda-particula em um plasma de temperatura finita. Também em (3.5a)

a (3.5f), a quantidade

wy
A, = 1—-—=
Wi|s

¢ o parametro de anisotropia que quantifica os efeitos do afastamento da VDFs de uma
distribuicao anisotropica, devido a anisotropia de temperatura.

Finalmente, as funcoes Z, (o, 3) e Y, .(a, B) sdo chamadas fungoes especiais de duas
varidaveis de plasma supertérmico. Inicialmente definidas por Gaelzer e Ziebell [85], estas

sao dadas por

200 (1. €) = 2/000 PR GRS (€> o (V=2 (3.7a)

L S WYy

o 2 oo by (va) Jup (VT) o, 3
Vo) (u,f)zﬂfo dx AU gen ), (VF=2p). (3.7H)

(1+a2/k)* V1+2?/k

sendo & 0 mesmo pardmetro introduzido em (3.1), f um novo pardmetro real e A = o + 3,

lembrando que ¢ = k + «. Adicionalmente, a funcao

1 T(-1 /oo d8(1+s2/n)*“*”

(a,8) =
2,57 (§) = 2RI T (0 — 3/2) J-o s—¢ ’

> 1), (3.8)

é denominada a funcgio de dispersio de plasma supertérmico generalizada (kPDF), tendo

sido também definida por [85].
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Em Gaelzer e Ziebell [85] foram deduzidas diversas propriedades matematicas e repre-
sentacoes fechadas da funcao Z(® (¢), algumas das quais serdo reproduzidas mais adiante.
No mesmo trabalho, foram deduzidas também algumas expansoes das fungdes Z e ) em
termos da funcado KPDF e da func¢do de Larmor de plasma supertérmico ou fungdo de raio
de giro de plasma supertérmico,

o o0 zJ? (yx

Para o primeiro trabalho publicado [86], cuja cépia encontra-se no apéndice B, diversas
novas propriedades e representagoes foram obtidas para todas as fungoes especiais envolvidas
no calculo do tensor dielétrico de um plasma bi-kappa. Estas novas propriedades serao

apresentadas na proxima sec¢ao.

3.3 Novas Expressoes para as Funcoes Kappa Especiais

3.3.1 Funcao de Larmor ou raio de giro para plasma supertérmico

A funcao Hff‘f)(z) quantifica os efeitos fisicos na propagacao da onda devido ao raio de
giro finito das particulas quando sua funcao de distribui¢do de probabilidade é descrita por
uma kFDV. Por esta razao, ela foi chamada em [85] como fung¢ao de Larmor ou de raio de
giro de plasma supertérmico (kPGF - kappa plasma gyroradius function). A sua defini¢ao
bésica foi apresentada em (3.9) e diversas propriedades ja foram obtidas por Gaelzer e
Ziebell [85]. Nesta secdo, novas propriedades serdo deduzidas, as quais foram divulgadas
por Gaelzer et al. [86].

O limite Maxwelliano desta funcao é a representacao bem conhecida em termos da funcao
de Bessel modificada do primeiro tipo,

lim H ) (2) = #,(2) = e *1,(2). (3.10)

K—00 ’

Uma forma de representacdo de ‘H em termos da funcao G de Meijer é dada por:

~1/2,. [ 1/
HOA () = T T g2l oy, , (3.11a)
’ r(A—1) % A—2.n,—n
—1/2 -1 3—AN1—-n,14+n
(@B) () — K 12 ’ ’ 3.11b
%n,n (Z) F()\ N 1) 3,1 YKz 1/2 ( : )

A definicao da fungdo G de Meijer, bem como algumas de suas propriedades, podem ser
consultadas no apéndice B de Gaelzer e Ziebell [85], onde também podem ser encontradas

outras representagoes para esta funcao.
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Embora a representacéo (3.11) para a fun¢ao H((z) em termos da fun¢do G de Meijer
seja completamente geral, do ponto de vista pratico, visando-se uma implementacao numé-
rica de alto desempenho, a mesma nao é particularmente ttil. Até o presente momento, a
funcao G é suportada somente por programas de computacao algébrica, os quais, além de
serem usualmente proprietarios, também sdo muito mais lentos que programas compilados
em linguagens de alto desempenho como Fortran Moderno ou C. Por outro lado, a funcao
G é suportada pela excelente biblioteca MPMath [104], escrita em Python. Contudo, fungoes
em Python ainda sao lentas em comparagao com Fortran ou C. Por estas razoes, buscou-se
outras representacoes para a fungao Hﬁlaf)(z) que possibilitassem sua implementagdao com
linguagens de alto desempenho.

A funcao Hﬁ{f‘f)(z) possui duas representagoes distintas dependendo se o parametro A =

K+ a+  é inteiro ou ndo. Se X\ # 2,3,... [85],

“125 [T 2— N T (\—3/) _ A\ —3/2
(@) (o T K (Dot A2 .
i (2) r(xq)[ T e LA T] NP RS GEP R
F'A=n—-2)T'(n+1/2) n n+1/2
2%kz)" | . 2 12
* T (2n+1) A P St 1§ (3-12a)

onde | F5 ( b‘fc; z) é uma funcao hipergeométrica generalizada. Maiores detalhes sobre essas
fungoes podem ser vistos no apéndice B da referéncia [85].

Por outro lado, se A = 2,3,..., a func¢ao 7—[7(10,‘,;5) (z) possui uma singularidade logarit-
mica na origem e, por isso, nao pode ser representada por meio de séries de poténcias.
Uma representacao de %,g‘ff) (z) em termos de fungoes de Bessel modificadas foi obtida na

referéncia [85], sendo

K K2\ M2-1222 —
7-[7(3,;6) (2) = I‘(/\2—1) (2> SZ:% (-)° (A . 2) Ko (x—2)+s <\/ QKZ) Iy (\/ 2&2) .
(3.12b)

3.3.1.1 Derivadas

Também é possivel obter representacoes das derivadas de 7—[,(1’?‘,;/8)(2) em qualquer ordem.

Aplicando o operador D" = d"/dz" (k = 0,1,2,...) na equacao (3.11a), obtém-se

1/2 2.0
"Gl 2Kz / , (3.13)

Ky A—2,n,—n

/%K
7_[7(3’;6)(19)(2) = m(—z)

onde H*) = d*H /dz* e onde foi empregada a identidade

dk
Gm,n [

(ap) kil
Aok P 2|7 = (—2) ka++1%q+1 z

(ap) 70]
ke, (bg) |
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A férmula acima é valida para qualquer z e k > 0, mas o valor de H na origem deve ser
tratado separadamente. Aplicando o operador D* na definicao (3.9), podemos empregar a
expansao em série de poténcia da fungao J? (yz) dada, por exemplo, pela eq. (10.8.3) da
ref. [105], de forma a ser possivel o célculo da integral no limite y — 0. Este procedimento

fornece

HEPB () 1 (A =2) & Y 5,
C%Wﬁ_(_2> A—2k§3k+@(k£@p (3.14a)

o qual é valido para A > 2 + k. Nesta expressao, d,,, ¢ o simbolo (delta) de Kronecker e
(a), =T (a+¢) /T (a) é o simbolo de Pochhammer. Verifica-se facilmente que no caso k = 0

obtém-se
K

Ho (0) =

Ono, (A>2), (3.14b)

resultado este ja apresentado na ref. [85].
Assim como com a fungao Hf{ff)(z), a sua derivada em qualquer ordem tem duas dife-
rentes representacoes em termos das fungoes mais usuais, dependendendo se A é inteiro ou

nao. O caso de A ndo inteiro encontra-se discutido no apéndice B, no artigo [86] anexo.

3.3.1.2 Regra da Soma

Se somamos (3.9) sobre todos os niimeros harménico e usamos a identidade [105, eq.

10.12.1]:
J2 =1,

a integral restante pode ser calculada pela defini¢ao da fungao beta B(a, b) [106, eq. 5.12.1],

resultando:
K

(@) ()
Z H’Il,ﬁ (Z) A_ 2 (315)

n——oo

Diversas outras regras de soma podem ser encontradas na mesma forma.

3.3.1.3 A funcao associada de Larmor de plasma supertérmico

A funcao a seguir também aparece nas expansoes para as fungoes Z e ):
~1/2

~(a T K Lo —k
Hikﬁg (1) = mGié [2/<H|>\ _/ —n] ) (3.16)

a qual claramente se reduz a fungio H{%” (1) quando k = 0.

Quando k # 0, as seguintes relagoes entre H( 5 w) e HP (1) sdo validas:
n,k,k n,K

k L9 () ()
27 (a,B) 1) k 2 Hn,n (M)
P (1) = F(k*'z Ez(e) NTERYS

=0
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HED® () = Z( ) (G-%), A .

A deducao destas relagoes reciprocas pode ser vista no apéndice B.

3.3.2 Funcao de Dispersao de Plasma Supertérmico

A fungéo de dispersao de plasmas supertérmicos (kappa) foi definida no artigo que pre-
cede este trabalho [85], no qual é feita uma discussao de suas propriedades. Esta defini¢ao
foi repetida em (3.8). Aqui apresentaremos algumas propriedades adicionais que sdao impor-

tantes para o trabalho em questao.

3.3.2.1 Representacao em termos da Funcao G de Meijer

Tomando a representacao (1.15) de [85] para Z(*#)(¢) e (1.B15a) do mesmo artigo para

a funcao de Gauss, temos:

A2l e ] 0,3/2 - A

@A (e) = _ &
20 = (0—3/2)G K| 0,—1/2
iT/2T(A — 1) g2\~
T —3/3) (1 + ) (3.17)

O limite Mawelliano desta representacao reduz-se a

Z(€) = —JmEGH] [»32 iy

"
0,—1/2
expressao esta que corresponde a conhecida representagao da funcao de Fried e Conte em
termos das série hipergeométrica confluente de Kummer [107].

Outra representacao mais compacta é obtida se primeiro modificamos os limites da in-
tegral (I.11) em [85] no intervalo 0 < s < oo, definimos uma nova varidvel de integragao
s = y/u e identificamos a integragao resultante com a identidade (I.B12) de [85]. Procedendo

desta forma, obtemos a representacao equivalente:

—gG 2|62 0,3/2- )

(0—3/2) el 0,-1/2 (318)

Tomando o limite kK — oo de (3.18), obtemos:

lim Z\*9(&) = Z(§) = ¢U ! :
K—00 3/27 _§2

onde U(...;z) ¢ a fungao hipergeométrica confluente de Tricomi. Esta é outra conhecida

representagdao da funcao de Fried e Conte [107].
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3.3.2.2 Funcao de Dispersao de Plasma Supertérmico Associada

Da mesma maneira que a kPGF possui uma funcao associada, a kPDF possui associada

a si a funcao

(A—3/2+k
() (€ - —(k+B+1/2)T / s (1+ 32/14) /) (3.19)
kot V7l (o — 3/2 s—¢& ’ '
a qual possui a propriedade trivial
a, roa-—1 0B1/2
252 (€) = =) g0 (g).

VAT (A= 35 "
A seguinte relagao é deduzida no apéndice B:

KIPT(A=1) 2 T(k+0)
2K (A — 3/2 + k) 2 200 (k — £) 0!

=0

250 (€) = A OF

onde Z@AM) (&) = qnZ(@P) /d¢n.

3.3.3 Funcgoes Kappa Plasma de duas Variaveis

O tensor dielétrico de um plasma supertérmico (kappa) é escrito em termos das fungoes
especiais Z o‘ﬁ (1, €) e y;gﬁ (11, €), coletivamente chamadas de fungdes kappa-Plasma de
duas variaveis (2VKPs - two-variables kappa plasma functions), como pode ser verificado
nas expressoes (3.4a) — (3.6) para os componentes do tensor dielétrico de um plasma bi-
kappa.

O limite Maxwelliano das 2VKPs recai em:

lim Z1%7) (1, €) = A, (1) Z(€)

K—00

lim y a’B (M §) =, (1) Z(§),

K— 00

sendo 77, (z) a fungao de Larmor de um plasma Maxwelliano, dada em (3.10), enquanto que

Z(&) é a fungao de Fried e Conte.

3.3.3.1 QOutras representacoes integrais

As definigdes originais das fungoes Z e ) sdo dadas por (3.7a,b), em termos de uma inte-
gral simples envolvendo a funcio de dispersio de plasma Z(*?)(¢) (kPDF). Representagoes

equivalentes, em termos de integrais duplas, também sao possiveis, sendo dadas por

or~1/2 T rJ2(vz) x2 s2\ "D
Z(@h) / / ds="1"2 — 4= 2
K (,LL, f) 1/2+5 F O_ — 3/2 i + i (3 Oa)
22T )J (vz) 22 52\ Y
() _ / d / ds® ntl 1 2
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onde 2 =2u, \=0c+feoc=r+a.

Outras defini¢goes em termos de uma integral simples podem ser obtidas. Se trocarmos
a ordem das integragoes em (3.20a) e (3.20b) e definirmos novas varidveis de integracao por
x = \/xt, onde x = 1+ s%/k, a integral em t pode ser identificada com (3.9), de onde se

obtém

S F(A—l)/ d5(1+82/n)‘“‘2)%<a@>[ <1+Z>

AR T (o —3/2) P (3:21a)

@, o T2 TO=2) (L /507y s
yn,l{ (/*675) - B—1/2 F(U—3/2) /_ ds S_£ ! 12 1+ o . 321b)

—_

3.3.3.2 Representacoes em séries

Diversas propriedades, representagoes, derivacoes, expansoes e outras formas das fungoes
Z e Y podem ser encontradas na referéncia [85] e no apéndice B. Serdo destacadas aqui
algumas expansoes em séries destas fungoes, as quais permitem a implementacao numérica

do calculo das mesmas.

3.3.3.2.1 Séries para |§| < \/k. Expansdes em séries tteis para o calculos das fungoes

ZE (1, €) e YU (1, €) quando [€] < /k sdo:

A —1/y © (N — 1/9 2\ k »
2050 (u,6) = —/jil(r (012/52) kE_:O( (3/2)/k)k <_i> S ()

i PT (A= 1) MG (p(1+8/5)]

kB2 (o —3/2) (1+ gz/H)A*Q ’ (3.22a)
A—3/2) € & (A —3/2 b 1/2)) 2\ *
00 = 2, 0 ()
i 2T (A —2) HE TV [ (1+€2/k)) (3.220)

ROITIRT (0 =32) (14 €2/r)""

ambas em termos da kPGF definida em (3.9).

3.3.3.2.2 Séries gerais. Para valores arbitrarios das variaveis u e £, as expansoes em séries

ficam:
250 Z k,%fﬁi 757 (€). (3.23n)
Vi meﬁ”>£””@, (3.23b)

ambas em termos da kPGF associada (3.16) e da kPDF associada (3.19).
Este capitulo mostrou um estudo e o desenvolvimento de diversas fun¢oes especiais envol-

vidas na descricao fisica de plasmas supertérmicos. Primeiramente derivamos o tensor que
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estd sendo empregado no estudo da propagagao e amplificagdo/amortecimento em plasmas
anisotropicos supertérmicos.

As componentes do tensor foram escritas em termos das fungoes kappa plasma especiais,
que devem ser calculadas numericamente para aplicagoes praticas. O formalismo desenvol-
vido neste capitulo sera aplicado para problemas especificos que envolvem instabilidades em

plasmas tipo kappa, o que sera discutido nos préximos capitulos.



Capitulo 4

ONDAS DE ALFVEN DISPERSIVAS EM PLASMAS SUPERTERMICOS
COM ANISOTROPIA DE TEMPERATURA

4.1 Introducao

Neste capitulo fizemos o calculo das componentes do tensor dielétrico para ondas de
Alfvén Dispersivas em plasmas supertérmicos. Todavia, como nao haviamos encontrado
instabilidades, optamos por um redirecionamento do trabalho, o qual culminou no contetdo
apresentado nos capitulos 5 e 6. O mesmo trabalho foi desenvolvido por Liu, Wang e

Hu [108], cujos resultados sdo equivalentes aos que ja haviam sido obtidos por Gaelzer e

Ziebell [84].

4.2 Ondas de Alfvén Dispersivas

Ondas de Alfvén Dispersivas (DAW - Dispersive Alfvén Waves) sao ondas eletromagné-
ticas de baixa frequéncia que se propagam obliquamente a campos magnéticos com grande
componente perpendicular do vetor de onda (k) em relagdo ao campo magnético ambiente
B,. Estas ondas consistem em uma modificacao das ondas de Alfvén transversais (shear Alf-
vén waves) para o caso de propagacao quase-perpendicular. Essa modificagdo ocorre através
do acoplamento do modo magnetosonico quando a componente perpendicular do vetor de
onda ¢ muito maior que a componente paralela [109].

Quando a escala espacial perpendicular das DAW fica perto do raio de giro do ion p;
e o plasma se encontra em um regime de plasma beta moderado (m./m; < . < 1, onde
Be ¢ a razao da pressao térmica dos elétrons do plasma sobre a pressao magnética, e m, e
m; sao as massas do elétron e do ion, respectivamente), as DAW sdao denominadas ondas
de Alfvén cinéticas (KAW - kinetic Alfvén wave), o que enfatiza a relativa importancia de
efeitos cinéticos na propagacao das ondas. Por outro lado, quando a escala espacial das
DAW fica préxima do comprimento de inércia do elétron A\. = c¢/w,. e o plasma esta no

regime de beta pequeno (S < m./m;), os efeitos mais importantes sobre a propagagao das
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ondas ocorrem devido a inércia dos elétrons e, por esta razao, a onda é chamada de onda
de Alfvén inercial (IAW - inertial Alfvén wave).

Hasegawa [110] foi o primeiro a sugerir que campos elétricos paralelos associados a KAWs
poderiam ser um mecanismo eficiente para acelerar particulas ao longo de linhas de campo
magnético. Muitos trabalhos com DAWSs foram realizados ao longo do tempo, mas estes
se limitavam a uma descricdo através da distribuicdo de velocidades de plasma assumindo
que no estado de equilibrio a forma é a de uma Mawelliana isotrépica. Entretanto, muitas
observagoes, nos ultimos anos, indicam que as particulas no espago e plasma astrofisico tém
uma melhor descricao de suas velocidades através de uma lei de poténcia. Sendo assim,
como ja mencionado, distribuigoes tipo kappa sao utilizadas ao longo deste capitulo a fim

de descrever DAWEs.

4.3 Funcoes de Distribuicao Anisotrépicas

As distribuigoes bi-kappa (BK) e produto bi-kappa (PBK) sdo, respectivamente, dadas

por:

FPR (oL, vp) =

—(k+1
n 1 I(k+1) ] vl Uﬁ ey
w32 0% 0 k3T (k — 1/2)

(k1) 9 —(k+1)
Por(y py = L T vl 14—
K 1K) ) 7T3/2 eiell /ﬂ?ﬁ/QF(H/ + 1/2) K}J_ei ’

onde 67 = (1—3/2x)(27T)/m) para a distribuicdo BK, enquanto 63 = (1—1/k.)(2T1/m)
e 0f = (1 —1/2r))(2TL/m) para a distribuicio PBK. Ambas as distribuicdes acima,
reduzem-se & FDV bi-Maxwelliana (BM), no limite x — oc:

n 1 1 v? v?

3/2 5,2 2
T2 03 vr) Ut U

onde vr(L) = lim, o0 QLH'

As distribuigoes supertérmicas BK e PBK serao empregadas para a obtencao das rela-
¢oes de dispersao e taxas de absor¢do/amplificacdo em cada caso, seguindo procedimentos
padroes da teoria cinética de plasmas [4,5]. De acordo com os mesmos, é necessario realizar-
se o calculo das componentes do tensor dielétrico do plasma para cada FDV, a partir do
qual as relagoes de dispersao e as taxas (k) sdo calculadas. Este procedimento envolve
a integracao das distribui¢des ao longo de contornos de integracdo que envolvem denomi-
nadores ressonantes, os quais descrevem matematicamente o processo de integragao linear

onda-particula [4,5].
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Contribuigoes recentes encontradas na literatura [71, 72,92, 111-114] dedicaram-se ao
mesmo problema, fazendo o emprego da distribuicio BK e apenas na direcao paralela ao
campo magnético ambiente (k; = 0), sendo k; a componente perpendicular do vetor de
onda. Vale ressaltar que o grupo de fisica de plasmas do IF-UFRGS também contribuiu
para o estudo da propagacao e instabilidade de ondas em plasmas tanto Maxwelliano quanto
supertérmicos, com énfase em plasmas empoeirados [70,74-77,115-119]. E como mencionado

no inicio deste capitulo a mesma problemaética discutida aqui foi abordada por [84,108]

4.4 Tensor Dielétrico para um Plasma Magnetizado

Em nossos céalculos adotamos a forma geral das componentes do tensor dielétrico:

51] +Z pa [ Z /d3 UJ-ﬁfO‘O TLOé) (H ) ‘| +5zz5j2/d3 UH Lfa07

e w — nfle — kjy)

sendo

n “ L " v R
H = 7Jn(paa>x + Zjn(paa)y + %Jn(pa)z

no pa
6fa0 6fa0
Lfao = -
f 0 UL 5UH U” (5UJ_
(5foz0 5fa0 5fa0
"0 = ki fao = (w — kyjoy) =22 + k
Llao=w = F kifoo = (W = kypuy) 5 =+ boas
e 47rﬁaq3
pa Me
Qa _ QaBO
MeaC
B lﬁ_’UJ_
pOé - Qa
Z k pa/2)2k
pa) k'F (n+k+1)

I n(pa) = (=)"In(pa),

sendo J,(p) a fungao de Bessel de ordem n.

Seja a distribuicao tipo Bi-kappa abaixo,

—Kataq
— 1 ['(kq + ) vi Uﬁ
) = T o
’ ( ) 7T(3/2>’%2/2w2Lwa|| F(Kla + g — 3/2) I{ang_ RqW ( )

com (kq + a, > 3/2). De acordo com a metodologia de Lysak e Lotko [120] para ondas
de Alfvén dipersivas (DAW), na qual adota-se ondas de baixa frequéncia (w < €2,) com

propagacao quase-perpendicular (kj < k1) em um plasma de baixo 3. < 1, a equagao de
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dispersao para ondas de Alfvén dispersivas se reduz a [84,108,120]:

Exx — N||2 NJ_NH
NNy e, — N}

det =0 (4.2)

com e, F, = 0, a qual determina o modo rapido. Assim, para as DAW:

2 2
kje? e
Ezz | Exx — 2 — Ezx 5 — Y
W w

Consequentemente, calculemos somente as componentes €,, e €., do tensor dielétrico.

Para ¢,
Efao ) (H ):c
=1 Pa /d3 VL no
i Z L_Zoo w —nfla — Ky
Substituindo [],,,, resulta
nJ, 7na)/(ra)Pﬁfon
gy e [ vuln .
+Z Z w—nQ —kHU”

n——oo

E, para a componente ¢,

2
=1+3 5 i > /d3 I (7a) oo —i—/d?’vﬂlzfao-

ns oo viw = nlla — k)

Aplicando os operadores diferenciais, resulta:

Ofa Ofa Ofa
Lf, = w 8Uf + k”Lfao = (w — k”UH)an + kHUJ_ 8Uf
afon afon

Lfw =
fO ULaUL '6%

Com a forma genérica da distribuigao Bi-kappa dada por (4.1) e apés a realizagdo dos

calculos mostrados no apéndice A, as componentes tomam a forma:

Exx = 1+Z pa Z |:§0a na§é2)(ﬂa7§na)+ A affla éasé (,uaufna)

n—>ooa

£, = 1 — Z pa foa - agna)gna gnaa&m éa’gcz (,Uaa fna)-

n——oo Aa

E importante mencionar que estas expressoes para e, € £,, ja aparecem nas equagoes (3.4a),

(3.5a) e (3.5f).

4.5 Resultados Encontrados na Literatura

Em seu artigo entitulado "Ondas de Alfvén Dispersivas em Plasmas com particulas ani-
sotrépicas supertérmicas', Liu, Wang e Hu [108] calculam a relagao de dispersao e a taxa de

amortecimento das DAWs para um plasma com elétrons e ions anisotrépicos nao-extensivos,
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no contexto da relagao de dispersao cinética para plasma de baixo 3, com baixa frequéncia

e assumindo comprimento de onda curto. Os autores assumem a forma da distribuicao bi-q

1
2 2 qa—1
o —1 (V] v <3 )
1-— — 4+ = —<qg<l1
9o =3 (U?M ' Ugl)} 500 ’

que é normalizada por [ f,(v)dv =1 e cuja constante de normalizagao é dada na forma:

L1 (1-a )\ r ()
o <5qa—3> aaLaa”]_“( 1 _5)'

1—qa 2

abaixo:

fa(v) = Aqg.

(e

Aqui Liu adota a mesma relacao de dispersao para KAW em um plasma uniforme que

utilizamos no inicio deste capitulo:

k22 k2 2
) - Eccxj_ic =0

_ Il
D = €2z (Exx _ w2 w2
As expressoes para os elementos do tensor dielétrico ja feitas as aproximacgoes tomam a

forma:

c? 3.9 9 kﬁCQ
€ ~ E (]- - 4klaiJ_> - Wﬁ“c

onde ( revela efeitos de anisotropia de temperatura das espécies e k o;, tem origem nos

efeitos do raio de giro dos ions.

1 3q. — 1 9 k3 ¢ ,
zz & — kg + — + 56
€ k_ﬁA%e <5qe -3 J_UeJ_> w2 BJ_T] t

Liu testa alguns limites da equacao de dispersao, dentre os quais estd o Cinético, mos-

trado abaixo:

L (3¢.-1 ., K& ¢ (1- 2202 K o o R
ke Ky I R L i
|:kﬁ)\%)e <5qe -3 10e1 + w2 6J.77 /U?4 4 1051 w2 ﬁll( w2

c? 3 kic? k2 2
-1 (1= Se) - ] o

V5 4 w2 15| T2

Em seus cédlculos Liu encontraram que para as IAW, os efeitos da temperatura anisotropica
terdao um efeito significativo somente quando ¢ ~ 1/8 > m;/m. e este estado extremo
raramente ocorre. Portanto, a mudanga mais relevante ocorre para KAW quando ( ~ 1 e,
por isso, consideram apenas a natureza das KAW e analisando numericamente a frequéncia
e taxa de amortecimento na figura 4.1.

Da anélise realizada acima Liu, Wang e Hu [108] encontraram que em plasmas de baixo
[, a temperatura anisotropica dos elétrons nao gera instabilidades em KAW, enquanto Chen
e Wu [97] encontraram que a anisotropia de temperatura dos elétrons conduz a instabilidades

de KAW para plasmas de alto S.
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-10” -2

1.05 s
—10°
104 T,c1=10KeV
—10™ - Tye1 =20KeV
104 Tyer =20KcV = Ty =20KeY 3
S fe—toKkev < 1o g
=il z Tyl =10KeV =
2] ~e
= e 4F = Tge 1 =10KeV
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Fig. 4.1: Frequéncia e taxa de amortecimento de KAW versus k| ,,, sdo mostradas em (a) e (b) e

taxas de amortecimento em regimes de pequeno e grande nimero de onda sdo mostradas em (c) e

() [108].



Capitulo 5

EQUACAO DE DISPERSAO PARA ONDAS DE BAIXA FREQUENCIA
EM PLASMAS DO TIPO BI-KAPPA

Este capitulo apresenta a primeira etapa do trabalho: a algebra das equagoes, das quais
apresentaremos uma descri¢cao dos calculos que foram implementados a fim de encontrar-

mos a equacao de dispersao e a subsequente andlise dos modos de instabilidade no limite

Maxwelliano.

5.1 O tensor Dielétrico e a Equacao de Dispersao

Dadas as componentes do tensor dielétrico na forma abaixo, tal como fora expresso em

termos da suscetibilidade nas equagoes (3.4a,b) e (3.5a-f), temos:

(5) Dps g T (@0,2) 1 (as,1)
Epp — 1+ 5 Z — osZn,s’ (Ms7£ns> + *Asaénszn;’ (HSafns) (51&)
W 500 Ms e 2 s
2(8) —iwgs i n (&0 Z(a3,2)( 13 )+ EA o2 Z(as,l)( ¢ ) (5 1b)
w B w2 —— o5 Hs ks ILLS’ ns 2 s ,u‘sﬁns n,Ks /’LS7 ns .
2 0
© = 2o Ole Ml e Ag)0 2o -
gxz w2 wJ_S n;m kj_wj_s (508 ans) fns n,Ks (/J'sagns) ( . C)
2 oo
s s o 1 N
géy) =1 p2 Z [goswr(%":f)('us’ §”S> + iASaﬁnsWr(L,/j;I) (:U/m gns):| (51d)
n——00
2 o0
(5) — s Wlis KLwis 2 e
Eyz =1 w2 W, 295 n;@(fos - As&ns)aus,énszr(z,ns )(,usa Sns) (5,1e)
2 00
S w S o
e D D (T W I - (e (TR S (5.1f)
w st n——00 sfvs

com Wﬁfﬁ;ﬁ) (i, &) dado por (3.6). Iremos nos restringir agora ao caso particular

3
— 2 _ 2
a=1, Wi1)s = (1 - %) VT (L)s1

o que significa que serd adotado o modelo ST91 para a kFDV.

Neste caso, as func¢oes kappa plasma especiais e suas derivadas, nas representacoes de

44
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dupla integracao (3.20a,b), serao escritas como:

—(k+8)
9 /<a—i—5 rJ2(ve 2§
8 I
200 (1, 8) = m/2,1/24+6 T K_, / / R ( K i k

) 2 'k + B)

(B =

—(k+8)
2 2
/ dw/ e e lua:)JnH(ux) <1+x +5)

—& K K
—k—p—-1
412 1( Ii—i—ﬁ—l— 59(;J2 2 82
af nn(ﬂ?g)_ (3/2+8 / / ds———— 1_‘_;—’_;
—(k+8)
4121 ( K,—l—ﬁ (va)J! (ve) r? 2
20 (1, €) = / / ds” 1+
a (M?g) /ﬁ]l/QJrﬁF K',—* 6 + K + K
4r 2T (k+ B+ 1)1
e N (T
—Kk—p—1
) ) 3 2 2
></ dx/ 7s5% Jn_1(vx) i1 (ve) <1+x+s)
0 —o0 s—¢& K K

82T (k+ B+ 1)1
auaﬁzr(ﬁz(ﬂa §) =— 3/2+8 I'(k— l) v

2

—k—p—1
2 / 2 2

/dm/ dst I/:E)J(Vm)<1+x+s> '
K K

§

Desenvolvimentos em séries que permitem a implementagao numérica do célculo das fungoes
Z e Y foram encontradas por [85] e sdo também apresentadas na se¢ao 3.3.3.2 e no apéndice
B.

Podemos reescrever as componentes do tensor acima, seguindo a formatacao proposta

por Yoon et al. [94]:

Z ns kTt A—ns,n) (52&)

=1+ Z
s n—>1
— ZZ “is Z Apsr — Ansr) (5.2b)

n—>1
/{ZJ_’LU”S X n
oy —(Buss — B- 2
Eaz . w2 2Qs nZ;l ( ns,k ns,f-i) (5 C)
—1+Z ©ps [COMJFZ s O_W)] (5.2d)
n—1
k 59
Z s J_w|| O, BOMJFZ Boss 4 Bons.r) (5.2¢)
w n—1 ’

2
Ery = 1 - THS [fos 08,K + Z gns ns,K +€ nsB—ns n)] ) (52f)

2
s W UTJ_s n—1
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onde

_ Kwi, (1 B

fs = 202
Além disso,
Ans,/@

’VLSI"i

3>kiv%ls e ¢ :w—nQS:(l_ 3>5w—n§25
QHS 292 e k:”wHS 2%8 kHUTHS ’
1
= G020, (o &ns) + 5 A0, 200 (15, &ns) (5.3a)
(505 A gns) 5@152&,){5 (Hsa gns) (53]3)
= &os L’J 7(12:)-:9 (NSv gnS) - 2/4Lsy7(3,)45 (MS? §n8>‘|
1 (1) (1)
§A 8§ns n,Ks (MS? 5718) QMSafnsyn,ms (ﬂ'sa fns) . (53C)

Note que, como foi mostrado no capitulo 3, dentre as propriedades das fung¢oes especiais,

no limite Maxwelliano temos:

lim fo,z (155 &ns) = A0, (115) Z (ns)

K— 00

hm y (ﬂsagns) = jfn/ (:us) Z (5718) )

de onde resulta também

R—00

lim Ans K — % (HS) |:§05Z <£ns) + 1AASZ/ (gns):l - %1 (Ms) Ans

Hh_)ngo an,n = (505 A gns) (Ms) A (Sns) = %1 (ﬂs) an

K—00

2
lim Cns K — [n% (/fls) - 2/115% (Ns)] Ans-

S

Assim, as componentes do tensor se reduzem a:

6133,’

1+ Z

e =8 St () (A — A
s n=1

Epy = — Z (’:}ps kl’UT”s Z % ,us ns - B*TLS)

17T,
1+22 2”5%, :us) <1+2TJ”_ Z (505))

Z % Hs) (Ans + A—ns)
n= 1

Z Z[ (1) — 2457, <us>] (Aps + A )

. kl TLS
"=k 20 T,

A (1) Z' (§os)

S

Z Ps kJ_UTHS Z%l L ( ns+B_n5)
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2

€ = 1-— Z kﬁ %” %(IU’S) /<§Os)

S

U
- wps THS Z% Hs (gns ns—i_g nsB ns)-

2
s w UTLSn 1

Utilizamos também as derivadas da fungoes especiais Z e ), obtidas em [86] (ver apéndice

B),

I'(k+B+3 1
0:20) (1.6) = wa&ros% GV )+ €200 (u9
2 J
+5-1 ]
OV (€)= —2 K(ﬁ';(ﬁ))%ﬁn )+ 9 (1)
L 2 J

Como estamos considerando ondas de baixa frequéncia (w < ;) e com grande compri-
mento de onda (kjvr < €);), temos que para n # 0,

w — nfl

> 1.
kyjwys

|€ns| =

Neste caso, podemos fazer uma expansao assintética das fungoes Z,(ﬁg (1, €) e y}fg (1, €) para

|€] > 1. Esta expansao pode ser vista no apéndice B, sendo reproduzida aqui:

20 (1) = —— " HﬁlZF(u ) (m+ﬁ e—l)gw =3) )

F(FL—*)

P(ctB=3)1], (-3« w2, (5-9)
—mg HM (1) —"—=—3 +5_7 w0 (1)
3K2/4€1

WD o

<m+ﬁ—§)(/<a+/3—§)
) 2k et 3\ w! (B—t-32)
VO (1,€) = —ZF(H >F<H+ﬁ—£—2> P2

F(/i—§)

_ (I{—i_ﬁ_i) [ 7(“{3)’(”)_'_ K /282 (B—%)’(M)

3

/iﬁ*lF(/{—*)g K—i_ﬂ_g -
342 46" (-3
i (s45-3)(s+0-3)"" "
Assim:
1/2,-1 1
g F(HS_QZF( )T (et 5 - 0)
) ié;%+5‘% d H§SQWJ—/%<?+1>H%j)er

e Ks w — nfl
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de onde obtemos

a1/2 71
Ans,n + TA—ns K

T (v, )§3F@+ D)0 (et g =)

Kst+ 32— 1

( ) —2¢ r —2/
ns —ns
K s (hs) (w—an +w+nQ$>w

= a0+ ) R () (62000 e “”)].

s

ns
ASSIH], Se escrevermmos agora

-1/2,.-1
™ K
AnS,H+TA—n8I6 = - .

F(/@S—l)f(%emr)’

Zr(z+;)r(xs+;—f) e
0 () [ -
Y (£+ ) 7(ms)( ) i[( _1>—2(£+1)+T(x+1)—2(z+1)}]’

expandindo f (z, €,;7) em uma dupla série de poténcias em z e €, e tomando apenas termos
de ordem mais baixa, resulta

f(z,e;1)

1) 20 1+T<x+1)—2€—1i|x

7wl (k41
f(l‘,é,i;’l“)%—\/_ ( ° )

%2{ {3%(1+As)7{

(r+1)z* — {Ii (245 +1) ’Hgi) (ps) € + 2’H<g)

nﬁso%>(n+-;)]

/\

X (r—1)x+ /fAS’HSL,Z)S (ps) (r+1) 62}.
Consequentemente
o — L
Ans,n + A—ns,n ~ % 3 (1 + As) Hn Ks (,us)
l 3 1
o o) ) | 4 A ) 62}
. — 1 <+ 1
~ r 2 { ZHSLK)S (,us)l' +A HT(LIQ)S (,Us) }
Ks K
1 2 1
_ R 2P (Rt (3)
ks, n202 [ "

A H< ) kﬁwﬁs
s n,Ks (,Us) + n,Ks (,us) 2 )
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_1 1
Apsr — A per = % (24,4 1) ”HS) (o) & 42212 T3 ’HSL n)s (us)]
hom3 w [matgo ()] (1) () Mt
= 2 ® 2 2 n,K — (1 2A nZ,{ s
re | R Hns (ps) + 5 (14 245) Hnk, (1) n2Q2 |

Para simplificar o restante do calculo e tornar as expressoes mais compactas, definimos

r
HE) () = ﬁ/(rzﬂj PR, (5.4)

de onde obtemos

2w? [(3) 1) K
Ans,n + Afns,n - n2Q§ [Hn,ﬂs (/’LS) + iAan,Hs (:us) w2 ) (55&)
2w [(3) 1 (2 kiwl
A — Af - n%@ s 1 2A Hn Ks s . .
o= A = e L )+ a2 ) 6w
Apos algumas generalizacoes e defini¢oes, obtemos também
an,ﬁ + Bfns,n ~ 2 (As + 1) HV(Z?")@ (,us) €T
_ (3 kjwjs w -
= 2(As+ 1) Ha%, (us) Q. nel, (5.5¢)
an,/{ - Bfns,n ~ QHT(L?/‘)@ (,Us) €k [(As + 2) -1'2 + As}
(3) knwwws
~ 2H)%, 5.5d
(a4, (554)
1
gnans,m + g—nsB—ns,H ~ _QH(Q) ( ) As (556)
E, ainda:
oa® (@ qB) L Ed .
Ons,m + C—’VLS,K] ~ 2Gn7'€s (:us) TLng + anw‘is (H’s) nQQz ) (55 )
sendo ,
G (u) = “HE) () — 2uHE Y ().
b /,L 9 b

As aproximagoes recém obtidas para as quantidades A, ., Bys s € Chs . S80 agora intro-
duzidas nas componentes do tensor dielétrico em (5.2a-f). Adicionalmente, como estamos

considerando ondas de baixa frequéncia, entao

2 2 2
w NsMs C
S S S S
2> 2= — > 1,
w Q2 nym,; vg

0 que permite ignorar a unidade nas componentes €,,, €,y € €,,. Assim, teremos:

w

2 k
= T [H&B( 2+ 3 )

3 k
o = =i 2 [l - S0 2 Tl o)
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1 UJQS kllklwﬁs (1)
Exz = _5 - wp2 Q? AsHl,is (NS)
1
Eyy = —2 Z o2 l/Js {5033}(52;35 (/~L87 gOS) + §Asa£osy(§,1fzs (,us’ 503)]

+ Z C;Q {anz (Ms) - 2“8[—[2(.%2 (;us)

1 kiwd, -3
+ 2As Al |:H1(/1> (,us) - 2M8H2<,n5 ) (Ms)} }
w?
KT Z W, T, 00 2, i o)

w kLkHw”S

u+A>“Nw

R M-

S

S TS
€2z = _Z 2p 8§OSZORS (M&&)S) 2 ” ASMSHl(RZ ('U“S)
kjwis Tis
Definindo
~ 2“31
Eij =% ?51']’7 (5~6)
teremos:
. 1 3
Exa = 3 /BH’L,KAlHl(,iZ) (:ul)
1 3 M 3
+5W&ﬂ£@aquﬁhw+mﬂﬁwaf
~ ) 3Y, 3Y, i
Ey = _ZZ{H(E) (1) —HS) (e) — = | (14 24)) BW,KHQ(ﬁ? (112)

— % (1 + 2Ae) BHe,HHQ(,iz (:U’e>

i

i

€pz = _; |:5||175A1H1(,i1) (:U’z) + ﬁHe,nAeHl(,iz (Ne)] \/IiQ||

1
§0iy(g,2,2i (Mm fm‘) + §Aia£myfg,1fzi (Mm 501’)}

éyy = - {ﬁLi,n

+ BLe,n

1
§0ey((),2fze (Ma €0e) + §Ae3§0€y((),1,26 (Mm §0e)] })\i

+ [Hfig (ki) — QMiHQ(i? (Mz)] 22

+ ;AiQﬁﬁni,n [Hfi) (i) — 2M1H2(,j) (Mz‘)]
+ % [Hl(i) (1e) — 21 HLE) (/Le)} 2
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BJ_e K
Blew

5” aﬂ’La{OZZO Ki (/‘1/17 601)

~ Z\/)‘_l lﬁl.zﬁ

T Ty

+ ;Z {ﬁm (1+A) Hz(? (i) — %BHQ& (1+Ae) Hz(%;) (Me)] @Qn

2

z

gzz - 0, 1Z/§ Mlvgz 0, EZ Ke Meage]

[6”2/& £0i <0 z( 0) 5|en £0e <0, ( 0) qﬁ

b5 Bt 2] () + B E) (u0)] X
onde foram definidas também as quantidades auxiliares

k() 1)va 2pi o
= ’77 A’L et = .

- Q; Blinx o

Definimos agora novos parametros, dados por:

e,(f) = H1(/621 (#4i)
e = P — 2, BV (1)

1
850620 Ke <IU’€7 506)] )\7

%

€I€: aolz K 19 7
[5“5 ‘ o 1(,“ 50) /BHEH

1

5 [6”8 /{A Hl Fe ,ue) + ﬂ”z HA E - 2] qﬁ

1

5[ IenA Hlne Ue)+5llznAe _2} Qﬁ
{1 + BLZ K fOzyo JKi (,uza 501) + A 85023)0 Ki (M“ g()z)]

+B1ex |:§Oey0,ne (tte, o) + §Aeagoeyo,ne (fhe) fw)} Ai}

3 3 1 !
me = —HE (1) + B (1) = 5 (L4 240) B (i) of

5 1,K
o~ 9 afOzZ(gllzz (Mufw)

5J_€I€ (1)
! 0,,.0¢,, 2, e 0e) —
€0e <0, ke (M 760 ) 45‘1’% i

/r/H €
45|\m :

1
- 15”"’” (1+ A) HYL () qi,

0S quais permitem escrever:

3 3
Eow = €94 6£2>22 = Ve + qf + 6;(42)2’2
Eqy = ze( )z = —ineZ

Ai
Epe = €9 = (% + CJH) VA
qi
oo 0 @2 oy (3) s
vy T Cyy yy =Yk QH + A+ e 2

VN
e z

~ (),
3 = 1,/ 2 = —
Yz yz
q)

>

%

I

N

£, = e -l = (’Yn + CIﬁ + gnZQ)
q

0 aEOEZ(g,lfze (,Uea 506)‘|

(5.7e)

(5.7f)

(5.8¢)
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sendo
by by
<0>—( 2) 2 @ _ _p 2N
€ = P)/K_FqH) 2 €rr = TEZT 3.
Ul Ul
Dadas as componentes do tensor dielétrico em (5.8a-f), na préxima se¢ao serd deduzida a
equacao de dispersao para ondas de baixa frequéncia propagando-se em um plasma bi-kappa,

para qualquer valor de angulo de propagacao.

5.2 Equacao de Dispersao

A equagao de dispersao para ondas se propagando em um plasma magnetizado é obtida

a partir de [4,5]
Exx — NH2 Exy N||NJ_ + €22
det —Eqy Eyy — N? Eyz =0,
N||NL + €z —Eyz €22 — NJQ_

ou seja,

(f:yy — N2) [(5m — N||2) 2o — NiEgy — (am + 2NHNL) 5962}
+ (em — Nuz) €§Z + <€ZZ — NE) siy + 2 (6m + NHNL) ExyEyz = 0,

onde N1y = k(,1)c/w é a componente paralela (perpendicular) do indice de refragao do
plasma.

Reescrevendo esta equagdo em termos da forma &;;, definida por (5.6) e introduzindo
as expressoes (5.8a-f), surgem diversos termos proporcionais a m./m; < 1, os quais serdo

desprezados. Apds uma certa quantidade de dlgebra, obtém-se

QDo + [t (o — gf — g2) + (2 — ) Dol — Ve
e + e () - @ (D)’
+ (e —qt)e? () — gt — 1) — e () — gf — ¢} ) 2
— e () - af) + 2D + & () — af — 1) e
+2) (9 + 291 ) €9 + (=9 — ¢F) (= (1)) + (9 - 4) (ggj)? 2 (9 + gq.) Ve ;12)} 2
+ () —af —a1) [(e +2qyq1) e — e (e — af) + ¢2l%] = 0.

Contudo, nota-se que

an 4L 9L
(5;(2 + 2q||cu) e — 0 (656(2 - qﬁ) +qiel) = [ 2— a M9 1+ aar ~qt + Qi] (7 + Qﬁ) = 0.
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Portanto, a raiz z? = 0 pode ser fatorada da equacdo de dispersao e a mesma resulta,

ap6s mais uma certa quantidade de algebra, escrita na forma:

1 ,omE R 11
e e
6&%)’ (7 6&%) Ex K Gf(v%) €x

Ve / 1 1 (77;-@ - T];/c)g _
+E |:’}/H (6(3)+€,€) —7(%)A ] = 0. (59)

K 6;{, 6){

22

2+

Realizamos a primeira implementagdo numérica da equagao de dispersao (5.9) e de seus
pardmetros constituintes (eqs. 5.7a-g). Contudo, como um primeiro teste de obtengao
de instabilidades oriundas das anisotropias de temperaturas, procedemos primeiramente a
implementagao numérica do limite Maxwelliano da equacao de dispersao (5.9).

O limite Maxwelliano (ks — 00) da equacao de dispersao (5.9) se reduz a equagao (10)

de Yoon, Wu e Assis [94]. Neste limite, a equagdo pode ser escrita

1 2 1 1 1 1 —)?
z4+[,<v’—"—77€>+7<6+€)]z2+3b’<+A)—M]:0, (5.10)

€ €€

sendo que os parametros contidos em (5.10) correspondem aos limites Maxwellianos dos

parametros em (5.7a~g), dados agora por

€= Hy ()
€ =e—2u;M, )

_ Bui [Z’ (€oe)
205 | Ble

+ 5 (i)

€ =

4 (§o¢)]
By

k302
= 2”(2;24 (Aeﬁne + Alﬂ”ZG — 2)
k2v>?
= 2”9; (Aeﬁ”e + A15||Z€/ — 2)
2,“1 1 BJ_e / , 1 ﬁli ,
" B [1 e (1 35,7 <foe>> ~ BLidty (1) (1 a5 @-))]
: kv
=1+ () = 5oz (1+24) BjiHa (1)
r_ BJ_e / 5J_l' , , kﬁvi
= —25”62 (0e) — 25”{%’6 (i) Z' (&oi) — 202 (1+ A;) B Ha (1)

os quais reproduzem os correspondentes pardmetros na equagao (11) de Yoon, Wu e Assis
[94].
A equacao de dispersao (5.10) foi resolvida numericamente. Foram obtidas ao todo 4

(quatro) raizes de (5.10), variando-se os componentes do vetor de onda k = (k 1, k”), escritos
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na forma adimensional g = kjva/; e p; = k3v7.,,/2Q7, sendo os demais pardmetros fisicos
(BHe, Bie, Byis B u) mantidos fixos. Desta forma, as solugdes numéricas correspondem as

fungoes analiticas ‘
2 (kioky) = ‘“Q“‘"

sendo w, = w, (k 1, kH) a relacdo de dispersdo dos modos de baixa frequéncia (ondas de
Alfvén obliquas) e w; = v (k 1, k”) a taxa de amplificacdo (se v > 0) ou amortecimento (se
7 < 0) dos correspondentes modos normais.

Dentro as quatro solugoes obtidas para a equagao (5.10), somente uma das raizes descreve
o modo normal instavel. A figura 5.1 mostra as solugoes para w, e w; = v, sendo mantidos
fixos os parametros B, = B = 2, B = 3 e B1; = 0,8. Ou seja, correspondendo a
uma populacao eletronica isotrépica e uma populagdo de ions anisotrépica. Os resultados
mostrados na figura 5.1 reproduzem a figura 4 de Yoon, Wu e Assis [94]. Estes resultados
mostraram pela primeira vez a existéncia da instabilidade firehose obliqua.

Neste capitulo mostramos a implementagao numérica da equagao de dispersao (5.9) para
um plasma bi-Maxwelliano, obtendo os resultados mostrados na figura 5.1. A implementagao
das solugoes numéricas da equagao de dispersao (5.9) para um plasma bi-kappa sera discutida

no capitulo 6.
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Fig. 5.1: (Superior) Relacdo de dispersao (w;,/€2;) do modo instavel, em funciao de kjva/S e
wi = k3v2 /202 correspondente a parte real da solugdo da equagdo (5.10). (Inferior) Taxa
de crescimento (w;/€;) (w; =) do modo instével, correspondente a parte imaginaria da mesma

solugao. Os parametros sdo: B, = B1e =2, Bj; =3 e B1; =0,8.



Capitulo 6

INSTABILIDADE FIREHOSE OBLIQUA EM UM PLASMA BI-KAPPA
MAGNETIZADO

Este capitulo apresenta os resultados obtidos na segunda etapa do trabalho a partir da
derivacao da equacao de dispersao que descreve a instabilidade firehose obliqua (ou Alfvén-
firehose) em um plasma que contém ambas as espécies ({fons e elétrons) modeladas por
fungoes de distribuicao bi-kappa. A equacao foi obtida no capitulo 5 e é valida para ondas
de baixa frequéncia e valores de moderados a grandes para o parametro beta de plasmas.
Os resultados sao validos para qualquer direcao de propagacao e para qualquer valor de raio
de Larmor.

Considerando valores de parametros fisicos tipicamente encontrados no vento solar, al-
gumas solugoes da equacao de dispersdo correspondem a modos instaveis. Com o intuito
de tornar possivel a implementacao numérica da solugoes da equacao de dispersao, neste
capitulo serdo também derivadas e incluidas novas propriedades matematicas das funcoes
especiais de plasmas do tipo kappa.

O conteudo apresentado neste capitulo foi divulgado em uma segunda publicacao recente

[87], a qual possui uma cépia disponivel no apéndice C.

6.1 FEquacao de Dispersao tipo bi-kappa para plasmas de alto beta

Dado um plasma de espécie s composto por particulas de massa mg, carga elétrica ¢5 e
numero de densidade ng e dadas as componentes do tensor dielétrico na forma abaixo, tal

como fora expresso nas equagoes (5.1a-f), retomamos:

w2, & n? 1
5(;2 = 1 + pr Z - [50527(35;2) (,us7 gns) + §A58§nsz7(;i:;l) (Msa fns) (613)
n——oo 'S
(s) s o (0s,2) L2zl
6my = 1 wg Z n gosaﬂszn,/s; (ﬂsa gns) + §Asa,u,s,§nszn,nss7 (MS? fns) (61b)
n——00

Whowis S nll
E;Sz) = _ii Z (gos_AS€nS)aﬁnsZ7s?§;1)(U5>gnS) (6'1C)

w? w N—a—00 kEiw,s

26
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2 o)

W s,
g(;g) = wp2 ; 508 n Ns (:usv gTLS) + A afns Wn Iisl) <1U’87 fns) (61d)
(s) .wgs W||s kJ_wJ_s — A (as
Eyz = ZFEW n;m(gos gns) s, {ann Ks ([LS, fns) (616)
W2, Wis
8,(282) - 2 e Z (gos Asgns)gnsagmzy(ﬁjs (,umgns) (61f)
W* Wes n 5"

Utilizamos agora as derivadas da fungoes especiais Z e ), obtidas em [86] (ver também
apéndice B):
D(r+B8+3), (s+1)

(1) + €250 (1,€)

A = -2 ho
3 n,Kk (:Uﬁf) I£IB+1F (f{ . %) ) |
o :
0V (16) = 2 W%ﬁn V() + 8 (1.6)
| AT (KZ — 7> |

Sob algumas condi¢oes impostas pelo plasma bi-kappa sobre a parte ressonante das fun-
¢oes Z e ), para n # 0 podemos fazer aproximar as mesmas por uma expansao assintotica,

uma vez que | £ > 1. Estas expansoes sdo dadas por:

o1/2 - 1
20 (e = —F(H_ﬁ)lzr(ﬂ 30 (5= 3) Sl
Il sm e, Lt
3K2/4&4 (8-3)
Ho
i <m+ﬁ—§)(ﬁ+ﬁ—§) =+

Y (1,8 =~ _;/(2,;/35)1

2

Zr<£+ ) (k8- 6—3)5% (=2) )
_ P(eB-8) 1 ey w28 (b
Kﬂflr(m—;)f e (W) + 5 e (1)
3K2/4&4
(n+ﬁ—%)(m+[)’—%)

Assim, dada, por exemplo, a quantidade A, , definida em (5.3a), esta pode ser aproximada

W Gy

por
1/2,

Anom 2= rﬁ( )ZF< 2 (st 50)

Kst+3s—0 w 2¢ A 1 1-¢
2 H'r(z,ns ) (,Us) — (£ + 2) HSL,KS ) (/Jls)] )

1
s
20
ns

Ks w — nfl 2.

de onde obtemos

1 1
Apse 1A s —% ZF (6 + ) r <I€s 4+ - - E) /{f;
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s + 1 E 3 —2¢ -2/
K 2 T(Lnf)( S)( ns 4 7"6_”5 )w

K w—nfs w+nf

Ay (0 5) M ) (g2 + fnf“))}

Assim, se escrevermos:

~1/2,.—1
Ans,ﬁ—i_rAfns,n = _Trﬂs)f (513,6,1;7“),

F(/@S—%

f(%%;r) = ZF<€+1)P<K8+1_€> /{ﬁeie
£=0 2 2

kst 3 — 1

R

HE () [e =) @ )

— A, <£+ ) 7<ms )( ) i[( _1)—2(£+1)4_70@_1_1)—2(“1)}]7

expandindo f (z, €,;7) em uma dupla série de poténcias em x e €, e tomando apenas termos

de ordem mais baixa, resulta

W{ 30 (14 4, M nz) (u5)62+2</€+;) '3 ()]

flz, eer)~—
< (r+1)2% — [m @A, + VA () e+ 2183) (1) (m + ;)]
x(r—1)z+ /fAS’HSL,%N)S (ps) (r +1) 62}.

Realizando estas aproximagoes e empregando a defini¢ao (5.4), obtém-se

2w? [ (%) (2) Kl
A A, — Hnm s A Hn sKs S ’
ns,K + ns,K H2Q2 [ s (ﬂ ) + 9 (:u ) w2
2w [(3) 1 (2) . Kl
Ans K Afns K Hn%ﬁs s 1 2A Hn s s )
, : nQ[ o (ps) + 5 (14 24) (#s) 2002

resultado este ja obtido em (5.5a) e (5.5b). Realizando-se as mesmas aproximagoes nas quan-
tidades By € Cys,c definidas em (5.3b) e (5.3¢), respectivamente, chega-se as aproximagoes
(5.5¢-f).

Para reduzir ainda mais a quantidade de simbolos envolvidos, realizamos agora novas
defini¢oes. Primeiramente, a quantidade

i kKB12T (K —1/2)’

K—0Q

tal que 1% %% 1. Com esta definicdo, a funcio H( (/L), dada por (5.4), pode também
ser calculada como

HE) (1) = 18U ().

n,K
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Inserindo esta definicdo também na regra de soma (3.15), resulta

S HO) () = 100,

n——oo

A partir desta identidade e fazendo uso da propriedade H(_ﬁ,z,i (n) = H; ) (1), podemos definir

também as novas fungoes auxiliares

1) — H) (1)
HY) (1) = i (6.2a)
(B)/
a7 (1) =2 Z (“) (6.2b)

De acordo com as identidades (3.14a,b), observa-se que

H{Y(0) = Hy) (0) =171,

K

Apropos, os limites Maxwellianos das fungoes H; (/B ) e HQ(K)

1— 74 (p 3 )
HNW:J():“MHW +
°°<%”’ 15 245
=2 T S g

onde J7, (1) = e *I, (). A expansdo de H; (u) apresentada acima ja é conhecida; ela é
obtida a partir das propriedades da funcdo de Bessel modificada.! Entretanto, a funcdo
Hj (i) tem sido apresentada sempre em forma fechada em grande parte dos trabalhos en-
contrados na literatura, sem expansdes em série.? A expansao de H, (i) aqui apresentada
sera divulgada em um trabalho futuro.

Finalmente, considerando um plasma de duas espécies de elétron-ion, reajustamos os

parametros (5.7a-g) para

= H{3, () (6.32)
e = e — 20, 1YY (1) (6.3b)
. Z (€oe) 1 Z() Blinr
€ = — [ Blen + B Nafol 0 (Mi 501‘)] 2 (6.3c)
1 (f2) IIUA
Y= 5 (BleAe + BinAiel™ —2) L (6.3d)
1 , kHvA
5 (BHeA + ﬁ”Z KA 6(1/ 2)

L — |

1 + BLe K < Ke 1/2) + BJ_e H (§06)>
2 Bles

! Ver, por exemplo, ref. [105].
2 Ver, por exemplos, refs. [94,120].
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- 5¢z‘,n (Hg{f)/ (Mz)

1 BLix (1) 241;
+35 =0, zy K /’L’Lag % 6.3e
2 By, C o (ki €0i) Bio (6.3¢)
me = 107+ Ho Y (o)
1 ) kiv?
— 5 (1+24) Bja,c H3J) (1) gz? (6.3f)
ﬂj_e K -1 BJ_’L' K (1)
' = _772( ), e) — . 8 a Z . i i
/r,ﬁ 25”6,% KRe (50 ) 25”1’5 i Yoi 0,k (H’ 750 )
1 . kv
= 5 Biae (L A) HYL (1) gz : (6.3g)

onde definimos os parametros beta kappa modificados:

Biwyss = (1 - 2i) Bl = fﬁ!(%
Devemos salientar também que, em sendo p. < p; por um fator da ordem m./m;, man-
tivemos nos parametros (6.3a-g) a contribuicdo de menor ordem para o raio de giro para
elétrons; isto &, Hfi)ﬁ (o) = HQ(BH) (pe) ~ 1871,

Os parametros (6.3a-g) sdo identificados com a equacao de dispersao det A = 0, onde os
elementos da matrix A sao

C2

Aij=—3 (kiky = K265) + €4, (625 = w,y,2)

Ap6s manipulagoes algébricas, onde alguns termos da ordem m,./m; sdo omitidos, a raiz
w? =~ 0 pode ser fatorada e a equacio de dispersdo pode ser escrita na forma transcedental

COo1mo:

w\? 1 , n? n? 1 1 w2
(Qz) + W '75_6’({3/2)_5 + Ve @‘*‘a (Qz)

L V” (1 N ;) ~ W] —0, (6.4)

7y | T\ (O P

e

a qual é, novamente, a equagao (5.9).

6.2 Novas expressoes para as funcoes especiais de plasmas kappa

Varias novas propriedades das fungoes especiais de plasmas kappa foram realizadas para
viabilizar a implementagao numérica eficiente das solugoes da equagao de dispersao (6.4). A

derivacao detalhada dessas propriedades pode ser vista no apéndice C. Estas compreendem:
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6.2.1 Propriedades de simetria

As funcdes Z*@P)(¢) (fungdo de dispersdo de plasma supertérmico), H,(f,;ﬁ)(z) (fungao
de Larmor de plasma supertérmico), Z{%9 (11,€) e Y% (1, €) (fungdes especiais de duas

varidveis de plasmas kappa) satisfazem as seguintes relagdes de simetria,

Z,ia’ﬁ) (=& + Z,,(f‘ﬁ &) = 22\/_ K zfi(;}z) D (1 + 62) (6.5a)
9 (€) = —7P (—g) (6.5b)
0 ——— (—B1/2 _ 2\ —(A—1)
( ) 20 70D (¢) 4 27 p<gr_<3,>2> D) (1 + i) (6.5¢)
HED) — ph) (6.5d)
HED (2) = 1D (2), (g 2| < ) (6.5e)
250 (1.6 = 287 (1,8) . VI (1.6) = VP (1, €) (6.51)
ZT(LC,X/{B) (:U’ug) - = 72” ) (:U’a 5) (65g)
VO (1,€) = =V (. —€) (6.5h)
~ - —1/2-8 o 7o\ —(A-2)
265 (1.6) = 257 () + 2w TGOS (145
x Hed) lﬂ (1 + 5:)] (6.51)
- K 1/2-8 o\ —(A—9)
59 (1) =P g+ 2iva 1 TG (146
AL [M (1 i f)] | (6.5))

Nas relagoes acima, se z = z,. + iz, € C, entao z = z, — iz denota a operacao de
conjugacao complexa. As propriedades (6.5a-c) implicam que a implementagdo numérica
do calculo da funcio Z(*9)(€) necessita apenas ser realizada para o primeiro quadrante do
plano complexo de . Da mesma forma, (6.5e-j) implicam que a implementagdo numérica

do célculo das fungdes Z{%% (1, €) e Y% (1, €) necessita apenas ser realizada para a regido

& =0

6.2.2 Expansdo em série de H'®% (z) para o caso inteiro

A funcdo de Larmor de plasma supertérmico, conforme discutido na secao 3.3.1, possui
duas representagoes distintas para os casos em que A = k+a+ 3 é ou nao inteiro. Essas duas
representacoes possuem propriedades analiticas bem diferentes. Quando A # 2,3,4,..., a
funcao 7-[%0",;5) (z) pode ser representada em termos de fungoes hipergeométricas generalizadas,

sendo dada pela equacao (3.12a). Por outro lado, quando A é inteiro isto ndo é possivel. Uma
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representagao em termos de fungoes de Bessel modificadas foi dada em (3.12b). Contudo,
quando o argumento da funcio H% 5)( ) é pequeno, como é o caso na presente aplica¢do, o
emprego da férmula (3.12b) é dispendioso do ponto de vista computacional. Por esta razao,
buscou-se uma nova representagao para o caso inteiro de Hflaf)(z) que permitisse um calculo
rapido da mesma.

A nova representacao foi obtida com o emprego do teorema dos residuos. Detalhes
a respeito dessa derivagao sao dados no apéndice C. Aqui nos limitamos a apresentar a
expressao final, dada por
~1/2

™ K

T(A—1)

- 1 2V o—1 (V—|—1/2) Ze
Foo(2) = Ve, (0 —1)! <2>V77!;—% CESIAG _ﬁg) i

(=) <1> (—2)" [(27%—11(12)1172( TRV )

Hﬁ%ﬁ) (2) = Fo -2 (2kz), sendo

Ylo! Y+1,0+1’
u+ /2) 2t
— H,+H H,.p—H, : —1,
Z O' + 1)[ ( ¢+ Hyyo+ +£ w /2+Z> /!

onde p = max(#,n), v = min(f,n), c = p—v, Y =pu+n,n=v+nee =1—70.
Além disso, v = 0.57721... é a constante de Euler e as quantidades H, sdo os nimeros
harménicos, dados por H,, = ¥ (w+1)+, sendo ¥(z) = I"(z)/I'(z) a fungdo psi ou digama.
Quando w é um ntimero natural, os nimeros harmoénicos sdo Hy = 0 e H,, = Y7 k™!

(m>1).

6.2.3 Expansoes em série de poténcias para || > \/k

Expansoes das funcoes Zno‘ B, &) e yn 40) (1, &) em séries de poténcias da variavel &,
para o caso |£| < y/k ou para o caso geral, foram discutidas na segao 3.3.3.2. Contudo,
na presente aplicacao, as variagoes dos parametros envolvidos nas solugoes da equagao de
dispersdao (6.4) sdo tais que frequentemente as raizes ocorrem para || > 1. Para esta
regiao, o calculo das fungoes Z e ) por meio das séries generalizadas é computacionalmente
dispendioso. Assim, expansoes para grande |¢| foram obtidas, cujos detalhes encontram-se
no apéndice C. Aqui, nos limitamos a apresentar as expressoes finais, que sao

AT (A —1 g2\~
)(Mag) = mlg:ﬁf((a _ 3)/2) <1 + /{)

e e (-
’ K ’ K

_ﬂﬁx(aﬂ) R
T(o—302) & ™ \7¢)
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) AT (A —2) &\
VD (1, 6) = KI12T (o — 3/2) <1 + /<;>

¢ ¢
b))
’ K ’ K

Kl/2=8 K K
— iaﬂxxzﬂ—l) 1= |
[(o—3/2) ¢ 3

onde

Ifl?‘f) (2) = \/1%I‘()G [2/{2

Ko = 3 (1) 280 3t
k=0

(a.5) (=) 2 A =5/212
jnkn() ﬁ G2,4 [2Hx|>\—5/2,n,—n,)\—5/2—/{ :

Representagdes para as fungoes Z%% (2) e (%P (z) sio discutidas no apéndice C, bem

A —5/2.1/2
A—=5/n —n,\—2

como propriedades adicionais para as fungoes especiais de plasmas kappa.

6.3 Solucao Numérica da Equacao de Dispersao

Nesta segao apresentamos as solugbes numéricas da equagao de dispersao (6.4). Atra-
vés da implementagao de um codigo de computador, empregamos diversas propriedades
apresentadas nos trabalhos [84-87], bem como as propriedades apresentadas ao longo desta
tese.

A maior parte do c6digo foi escrita em Fortran Moderno [121], mas diversos componentes-
chave se tornaram possiveis gracas a existéncia das bibliotecas de multipla precisao MPMath
[104] e Arb [122], respectivamente escritas em Python e C. As fungoes em C sao acessadas
do Fortran com a Interface de Programagao de Aplicagoes (API) presente no padrao da
linguagem, enquanto que os médulos Python foram acessados via o Py/C API [123].

Neste trabalho, apresentamos algumas solugoes representativas da equagao (6.4). Para

a implementagao da solugdo numérica, adotamos as formas normalizadas:

kyjyva Wy (i)
CJ||(J_) = T) ZT(Z) = 0. )

onde w = w, + iw;.

A figura 6.1 mostra uma solugdes tipica da equacao de dispersao (6.4). Plotamos apenas
os valores normalizados da relagdo de dispersao (w,/€2;) (grafico superior) e da taxa de
crescimento (w;/€2;) (grafico inferior) do modo instavel (7. e., w; > 0), versus as componentes
normalizadas do vetor de onda nas dire¢oes paralela (l{:Hv A/ QZ> e perpendicular (k v4/€;).

Os parametros fisicos usados na figura 6.1 sdo os seguintes: a funcao de distribuicao de
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velocidades (VDF - velocity distribution function) dos elétrons é isotrépica, com plasma
beta 8, = Bje = BLe = 2; a VDF dos ions ¢ anisotrépica, com S3); = 3 e 81; = 0.8, que
corresponde a uma razao de temperatura de Tj; /T ; = 3.75 ou a um pardmetro anisotropico
A; =1-Ty;/T); = 0.733. Estes sao parametros tipicos para excitar a instabilidade firehose.
Adicionalmente, ambas as VDFs sao supertérmicas, com k., = k; = 5.

A figura 6.1 é semelhante a figura 4 de Yoon et al. [94]. No grafico superior, podemos ob-
servar que a taxa de crescimento da instabilidade é dividida em dois ramos: no plano k; = 0,
a instabilidade estd restrita ao intervalo 0 < kjva /€ < 0.16. Este ramo rapidamente de-
saparece com crescimento de x, enquanto que o ramo obliquo exibe um comportamento
crescente, subindo até um méaximo z; &~ 0.07 para (qH, qL> ~ (0.37,0.32). Este ramo desa-
parece gradualmente com o crescimento de ¢, , mas decresce lentamente ao longo da direcao
q). Este ramo foi denominado Firehose obliqua por Yoon et al. [94] e Alfvén firehose por
Hellinger e Matsumoto [95]. Outro aspecto a ser destacado é que a taxa de crescimento
maxima da instabilidade firehose na dire¢ao obliqua é substancialmente maior que a taxa
de crescimento na dire¢ao paralela (z; =~ 0.02).

Sobre o intervalo espectral onde a instabilidade firehose obliqua é operante, observamos
no grafico superior da figura 6.1 que a parte real é nula; isto ¢, a instabilidade firehose
obliqua ocorre em um modo nao propagante. Esta caracteristica ja foi apontada por [94]
e [95] para plasmas bi-Maxwellianos e é também valida para um plasma tipo bi-kappa.

A transicdo entre os comportamentos obliquo e paralelo da instabilidade podem ser
vistos com mais detalhes na figura 6.2. Podemos observar uma transicao suave entre ambos
os ramos da instabilidade, com o ramo paralelo limitado ao intervalo 0 < ¢, < 0.03 e
0 < ¢ < 0.16, enquanto que o ramo obliquo opera para q; 2 0.03.

Os graficos de superficie nas figuras 6.1 e 6.2 mostram as caracteristicas da instabi-
lidade firehose para uma combinacao particular de parametros fisicos. Para uma anélise
mais detalhada dos efeitos dos pardmetros kappa (eletrénico e/ou i6nico) sobre a instabi-
lidade, graficos de superficie nao sao visualiza¢oes adequadas. Em vez disso, vamos tomar
as coordenadas da taxa maxima de crescimento para um plasma Maxwelliano, as quais sao
(q”, qL> ~ (0.41,0.37) para os parametros na figura 5.1, fixar kj ou k, no valor correspon-
dente e entao tracar o grafico da taxa de crescimento ao longo da outra componente do vetor
onda para diferentes valores de k. e k;.

Adotando a descricao acima, obtemos os resultados mostrados na figura 6.3. Nesta tese,
consideramos a escolha particular de k. = k;. No painel superior da figura 6.3, mostramos
a dependéncia de w; em ¢ para q; = 0.374 fixo. A curva pontilhada é a solugao do limite

Maxwelliano da equagao de dispersao (6.4), isto é, a equagao (5.10), obtida diretamente das
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Fig. 6.1: Plots da frequéncia real (grafico superior) e taxa de crescimento (grafico inferior) e modos

instdveis versus numero de onda para fe = 2 (T} = T'ic ), Bj; = 3, B1i = 0.8 and ke = Kk; = 5.
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Fig. 6.2: Plots da frequéncia real (grafico superior) e taxa de crescimento (grafico inferior) e modos

instaveis versus nimero de onda para (5, = 2 <T||e = Tle), Bji =3, Bri = 0.8 and ke = K; = 5.

expressoes para uma FDV bi-Maxwelliana. A curva azul do grafico da figura 6.3 (superior),
por outro lado, é a solugdo da equagdo (6.4) com k. = k; = 20. Como esperado, este
caso se aproxima de um plasma Maxwelliano. A medida que o indice kappa decresce, a
taxa de crescimento méaximo ao longo de ¢ também cai (de z;max ~ 0.08 quando £ — oo
para 2 max ~ 0.062 quando x = 3.5), com o valor de q,max = 0.41 aproximadamente o
mesmo para todos os kappas. Observa-se também que a largura espectral da instabilidade
permanece inalterada dentro do intervalo de valores de g mostrado na figura.

Um comportamento diferente é observado ao longo de ¢q,. O painel inferior da figura
6.3 novamente mostra que o caso k. = k; = 20 ¢ proximo ao limite Maxelliano e que 2; max
cai com a reducao dos valores de kappa, com a mesma variagdo observada no grafico supe-
rior. No entanto, ao longo da direcao perpendicular pode-se observar algumas caracteristicas
distintivas nao aparentes no painel superior. Na regiao de pequeno k; (¢, < 0.17), corres-
pondente ao caso de “raio de giro pequeno” (u; < 1), a taxa de crescimento permanece
aproximadamente independente de xk, com a situacao limite em que para q; = 0 a solu-
¢ao ¢é exatamente a mesma obtida com um plasma bi-Maxwelliano. Por outro lado, para
g1 2 0.17, a taxa de crescimento torna-se dependente de k, de tal forma que nao somente
os valores de z; max diminuem com x, mas o intervalo espectral de instabilidade na direcao
perpendicular também diminui. Assim, estes resultados sugerem que, para valores modera-
dos de raio de giro, a instabilidade firehose obliqua é fortemente dependente do parametro
kappa.

O mesmo comportamento é exibido pela parte real do modo instavel em funcao de
k), como pode ser visto na figura 6.4. No limite de pequeno raio de Larmor, a onda
refrata como em um plasma bi-Maxwelliano, tornando-se entao nao propagante ao longo
do intervalo espectral onde a instabilidade é operante (¢, 2 0.08). O modo finalmente

torna-se novamente propagante quando a instabilidade desaparece e é substituida por um
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Fig. 6.3: Plots da frequéncia real (grafico superior) e taxa de crescimento (grafico inferior) e modos

instaveis versus numero de onda para (B, = 2 <T||e = TJ_C), Bji =3, Bri = 0.8 and ke = Kk; = 5.
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Fig. 6.4: Gréafico de w,/€; em relacao a valores de k. = k;, variando k| com q| = 0.4094 fixo. Os

demais pardmetros sdo os mesmos da figura 6.1.

fraco amortecimento. O valor de ¢, onde o modo deixa de ser instavel depende do valor
do parametro kappa, mas observa-se que ha uma consistente reducao no intervalo espectral
onde o modo é nao propagante e instavel com o valor de k., = k;.

Como um resultado final, a figura 6.5 mostra tanto a taxa de crescimento normalizada
(curvas continuas) quanto a parte real normalizada (curvas pontilhadas) do modo instével
para um valor fixo de ¢, em funcdo de g,. Agora, a componente paralela do vetor de
onda ¢ fixa em kjva/Q; = 0.12, o que corresponde a maxima taxa de crescimento do ramo
paralelo da instabilidade firehose. As taxas de crescimento tracadas na figura mostram cla-
ramente a transicdo entre os ramos quase-paralelo e obliquo da instabilidade, o que ocorre
em ¢, ~ 0.026 para todos os valores do parametro kappa. Observa-se o0 mesmo comporta-
mento apresentado nas figuras 6.3 e 6.4: o ramo quase-paralelo é praticamente independente
do valor do parametro kappa, enquanto que o ramo obliquo, ao contrario, mostra uma de-
pendéncia evidente com . Novamente observa-se que nao somente o valor maximo da taxa
de crescimento é reduzido com kappa, mas o mesmo ocorre com o intervalo espectral da
instabilidade.

A parte real do modo instavel repete o mesmo padrao observado na figura anterior: o
ramo quase-paralelo é convectivo, com velocidade de fase ndo nula praticamente indepen-

dente do valor de kappa. Por outro lado, o modo obliquo é nao propagante por todo intervalo
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Os demais pardmetros sdo os mesmos da figura 6.1.

q = 0.12 fixo e varios valores de k. = K;
espectral da instabilidade e adquire uma velocidade de fase nao nula quando a instabilidade

desaparece, sendo substituida por um fraco coeficiente de amortecimento.



Capitulo 7

CONCLUSAO

Neste trabalho, realizamos a derivacao da equacao de dispersao que descreve a instabi-
lidade firehose obliqua, excitada em um plasma de elétrons-ions. Equacao esta dependende
do vetor de onda, dos parametros beta paralelo e perpendicular e dos parametros kappa das
funcoes de distribuicao de velocidades de ambas as espécies. Sendo assim, desenvolvemos
um formalismo mais geral para a equacgdo em questao.

Para a implementacao numérica das solu¢oes da equagao de dispersao, foi necessario o
desenvolvimento e inser¢ao de varias propriedades adicionais das fungoes especiais de plas-
mas kappa. Essas propriedades complementam o formalismo ja desenvolvido em publicagoes
anteriores e no capitulo 5.

Algumas solugoes da equacao de dispersdo, correspondentes a ambos os ramos (quase-
paralelo e obliquo) da instabilidade firehose foram ilustradas, empregando-se parametros
fisicos relevantes as condigoes presentes no vento solar. Os resultados obtidos mostraram
que, tanto o valor maximo da taxa de crescimento, quanto o intervalo espectral de operagao
da instabilidade dependem da natureza supertérmica das distribui¢oes de velocidades do tipo
bi-kappa. Tanto o valor maximo quanto o intervalo espectral da instabilidade apresentam
redugao com o valor de k., = K;.

Como futuros desenvolvimentos, pretende-se realizar uma andlise completa da instabili-
dade firehose obliqua por meio de uma analise multivariada de todos os parametros fisicos
relevantes: T';/Tjji; T'e/Tje, Bjjis Bjes Ki € ke. Esta andlise multivariada destina-se a estabe-
lecer as condi¢oes marginais de geracao da instabilidade firehose nas condigoes presentes no
vento solar, semelhantes as curvas ilustradas na figura 1.6, as quais foram obtidas a partir
de distribui¢oes bi-Maxwellianas.

Pretende-se, também, realizar uma analise semelhante com a instabilidade mirror, a qual
também ocorre em angulos muito obliquos no vento solar. Espera-se que esta instabilidade
também apresente sensibilidade com a variacao dos parametros kappa.

A partir dos resultados encontrados sera possivel desenvolver um codigo numérico capaz

de resolver a equagao de dispersao na sua forma geral, sem aproximagoes. Dessa maneira,

70
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relizaremos o estudo da propagagao e amplificagdo/amortecimento de ondas eletromagnéti-
cas/eletrostaticas em plasmas supertérmicos em qualquer regime de espécies de particulas,
frequéncia das ondas, sua polarizacao e direcao de propagacao.

Em um prazo mais longo, pretende-se contemplar também a inclusao de efeitos nao
lineares na descricao cinética de plasmas supertérmicos, iniciando-se com um tratamento
quase-linear, seguido por uma formulacao baseada na teoria de turbuléncia fraca em plasmas.
Dessa maneira, quantificaremos o efeito da supertermalidade nas distribuicoes de velocidades
sobre a evolucao temporal de longo prazo do sistema de particulas e campos em plasmas

espaciais.
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Apéndice A

CALCULO DOS COMPONENTES DO TENSOR DIELETRICO PARA
ONDAS DE ALFVEN CINETICAS

Em nossos calculos adotamos a forma geral das componentes do tensor dielétrico:

5Z]+Z pa[ Z /d3 V1 L foolllna)illlna) s

+ 8.0 [ do Ly,

ns oo =0 - Ky
sendo
n ~ . ~ U ~
H = 7Jn(paa)$ + Zjn(paa)y + Zjn(pa)z (A'l)
5f0£0 6f0(0
Lfoo = — A2
f oy U1, (A-2)
fCMO 5f0£0 6fao
Lfoo = ki fao = (w — kjv))— + k A3
f W5y, T Rifa = (W = Ryui) g Rboas (A.3)
AT o q>
2 _ afa A4
o = (A4)
B
Q, = Jbe (A5)
M C
kLUL
L= A.
p Qa (A.6)
) ( 2k
)" (pa/2)
n\Pa = A.
Jon(pa) = ( ) Jn(/)a> (A.8)
a equagao (7) representa a funcdo de Bessel de ordem n. Considerando a distribuicao

tipo Bi-kappa abaixo:

FO)(@) = ! Hra + ) G+1ﬁ-+v> (A.9)
all

7r(3/2)/1§/2w2lwa“ [(ka + g — 3/2) KawZL Kal,

com (kq, + a, > 3/2). E de acordo com a metodologia de Lysak e Lotko para ondas de

Alfvén dipersivas (DAW), na qual adota-se ondas com modo de frequéncia baixo (w < )
com comprimento de onda paralelo (kj < k1) em um plasma de baixo 3(< 1) e, com isso,
as componentes fora da diagonal principal podem ser omitidas :

o — N2 NN
: L (A.10)
fVLpﬁ| 822—-ff3
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com €y, E, = 0, que determina o modo rapido. Assim, para as DAW: (g, — NHQ)(»SZZ —
N2)— NN, | =0  Consequentemente, calculemos as componentes €, € €.:
wy V1L fao(ITha) 2 (Tna)
=1 “Pa /f La0 na/T A1l
) +%:W[mﬁm W—M?—@M| S
Substituindo [],,:
Qﬁf
=1 pa /d3 UJ— )/(TG)] o A12
+z: nE%D —M?—kWn (A12)
E para a componente z:
o Jn*(ra) £ fao 3 Yl
=14 <y /f‘ +/dwam) A13
E: ngla luw—ﬂﬂ — k) o (A1
Aplicando ao caso das DAW’s:
8fa0 af afao
Lf, = kyLfoo = (w—Fk
fo = wg = Rl = (@ = ko) 5 Do,
afao a]l‘OLO
Lo = — A.14
f UL 6’UJ_ v | (%L ( )
Com a forma genérica da distribuicao Bi-kappa dada por:
02 vZ ’
fon(U) = WS/%g/észwa” r(:jjs)/z) (1 + Ralng + Hal,'&) ,com o, > 3/2 e 0, = Kq + Q.

Realizando o calculo separadamente:

2
KqW5 | KqWs;,  KqW

(@) 20,01 Ui Uﬁ o (a)
LI5S =——5(w— Ak | 1+ +— 5| Jax
all

’1112
onde A, =1 — —4-

all

Calculando Para A Componente &,

gzm
n——oo

szm
n——oo

Substituindo féf,“{)

—1
a J 7"a /Ta] ZO'Q'UJ_ 1)2 ’Uﬁ
1 “ha Byl - — Agk 1 L
+ Z Z / w —nfy — kyu KqW? | (w 1on) + Kqw? + Kqw?

20’a 'UJ_ nJ Ta /ra] 03 v“
1— d>v — Agk 1 L —
Z Kqw?2 | w2 Z / —nQ, — kHv” vL(w e | 1+ Kqw? + KaW

20, v [ndn(ra)/ral®
vo =1 - d3 — Aak
) ; 7T3/2 5/2, 4 ( - 3/2 w2 Z / w — TLQ — kHUH (w HUH)

Ka' "W, | W nS—oo



Apéndice A. Célculo dos componentes do tensor dielétrico para Ondas de Alfvén Cinéticas 88

2 —(oa—1)
vi Y
X 1+ >— + 5
KaWs | — Kaly

Realizando uma mudanca de coordenadas:

d*v — 2mv dojdo,

20, ['(o,)
=1 — / 210% dv, [ (ra) /Ta
€ ; 7r3/2fi2/2w3lwa“ (o, —3/2) uﬂ n;oo T} dvy [ndy(ra)/ra)?

2 2 ~Aa
o " g W= Akpyy) (vl Yi
U _ + 5 T+ 2
0w —nfy — Ky KaWa|  KaWy
com N, =0,+1eoc, =k, + .

E, definindo n, = 1 + - lgz

al

o, Ll b § [ d{ <m>r

Ere =1 —
za: w120 wh way D(0a = 3/2) 02, 52

—Aa
(w — Akjv) Ui
d
/ UH — nQ — k’”U” Tla * Kawg“

Isolando 7,, escrevemos:

2
B 4o, (o 5 U3 | Ju(ra)
fao =1 = za: 1/2,5/2,,4 NG 3/2 w2 Z / v [ Ta

Ra waLwaH n——00

_)\a
> (w — Akjvy) Ui
X dv 1+ ——-
LOO I = nQq — kyyj naﬁawgu
Definindo novas variaveis de integracao:

V)| = Wa|\/TaS — AV = Wq||\/NadS V1 = Wq1 T — dv; = wedz, temos:

2
Z 4(Ja I Oa l 31 J?’l )a

52
2y Wl wy T(0a n—> %0

g
e (w = Akjwa) \/Ta5) wiu”asg
dswg|(v/Na 1
/—oo SWall VT w — 8y — kjWa|\/Nas + nafiawi”

Simplificando termos com wg|, wey € 7,, teremos:

2
4o, (o) n(Ta)
: D O TP naa[ "

n——oo
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g
(w — Ak”wa” nas) ( 82)

1 _
w —n8q — kjWa||\/Mas * Ka

x /Oods\/%

Definindo agora:

_ w—nQg _ _
S = kjjwa Lou = knwau "o = Vol
E resolvendo separadamente:
1 1 _ 1

w— nQa_kHwaH MNa s */’r]akHwaH(\/T ) ‘/nakHw“H(sf\/ﬁ)
Substituindo as novas varidveis e a expressao acima na Componente XX, teremos:

4o, (o 2
€op =1 + %:Wl/%igmr( 3/2 w2 Z / na V2$2Jn(’/a)

n——oo

g
00 — Akywa /s 2
X / ds/1a & il Z 9 (4 + >
—o0 kjjwg) (s — ==
Viakjway (s — )

Fazendo algumas manipulac¢oes, chegamos a:

4% I'(0,) x (Vo)
o [T a
D Dy 1 T(0a—3/2) - ,HZOO 2o i 2

Do
o _Ak a a 2
[ a5t A "S(m)
—00 (S—ﬁ) Rg

Separando as integrais em s:

4aa (o, w2, & n?
_1 pa o
vy P D00 — 3/2) &7 2

n——0o0 Va

rJ2(v,x) (14 s2/k)~(eatl)
{ /d (1+Z) /—oods s —&na/\/a

[e's) 2 o) 1 2 —(oa+1)
- Akuwan/ da:—w”(yam) / dss< + 5" /Ka) ]
0 —00

(1+ Zpeire -

Rearranjando os termos:

—1+4Zp“ —

n——oo

S —

[ [(o,+1) w 1 /OO v J2 (v / ds (14 82 /Kq)~(OatD)

rT————
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Fa—3/2 k”wH 71-1/21,{2/2 0 1+$2 Aa—1/2 &na

['(oa + 1) Ak 1 /00 v J2 (v / s s(1+ 52/5(1) ffa“)]
( Vi

Apo6s simplificagoes e explicitando o, teremos:

2

_1+4ZP“ —

n——oo a

I rJ2 (Vo [(o,+1) 1 * (14 s2/kq) (@t
§Oa/ 1+ xz Aa F(Ua_3/2) 7T21‘f5/2 /;oo 5 S — 57770‘
“ Vil

X

S J2(v, D(o,+1) 1 14 82/kg)~(eatD)
+ Aa/ dz - zg(TUxBI/Q) ( B F(U ;/2) 1/2 5/2 / ds ( e /ﬂfn)a
0 (]‘ + E) . a ™ KRa - S — \/ﬁ

Identificamos a funcao de distribuicao de plasma supertérmico generalizado, temos:

2

Erw =1 + 42 pa

n——oo a

00 2
X goa/ dx mJnQSzVax) 1 Z}&iaz) @
o (1) Vla

+ fA/ gy Vet) ey [ Ene
(14 &)loatl/2) Va

Usando que:

rJ2(v,z) 13
Z - 2/ a Z(a,ﬁ) __Sm Al
(. € dx 1+ xz )(@ath—1) /—1+x2//<a (A.15)

com 1% = 2.

Assim:

n——oo

Epxxr — 1+4Z pa lfoa n/@a (H’m&?a)—{_QA a&;a nna (Mavfna)]

Simplificando, finalmente, teremos:

a « 1 «
Exx = 1 + Z p [ oa n, :a2) (:uaa gna) + §Aaaﬁnaz7g fga (:uaa gna)]
n——oo Ha
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Calculando Para A Componente ¢,

Primeiramente calculemos:

8fao 8fao
L ao = -
f UL (‘%H U” a’UL
_ _(H/a"l‘a’a)_
9 1 I(Ka + 0a) vt of
L a0 = 1+ +
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v vl
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X 1+ 7t 2
KaWa,  KalWy
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Lfao = 1+ J_2 + I 3
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1 1
X ’UH”UL TUQJ_ — w72”

Tomando o, = Kk, + a € reescrendo:

— v {— (Ko + Q)

Assim:

—(oat1)
24 [(04) v vl
Lfe, = 1+ + V|VL
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8fao afozo
L fao —k k
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Rearranjando os termos:
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Ainda:
o (o) Wi,
=1 + “pa
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Simplificando wy|, 7, € rearranjando os termos:
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The general dielectric tensor for bi-kappa magnetized plasmas
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In this paper, we derive the dielectric tensor for a plasma containing particles described by an
anisotropic superthermal (bi-kappa) velocity distribution function. The tensor components are
written in terms of the two-variables kappa plasma special functions, recently defined by Gaelzer
and Ziebell [Phys. Plasmas 23, 022110 (2016)]. We also obtain various new mathematical proper-
ties for these functions, which are useful for the analytical treatment, numerical implementation,
and evaluation of the functions and, consequently, of the dielectric tensor. The formalism devel-
oped here and in the previous paper provides a mathematical framework for the study of electro-
magnetic waves propagating at arbitrary angles and polarizations in a superthermal plasma.
Published by AIP Publishing. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4953430]

I. INTRODUCTION

During the last years, a substantial portion of the space
physics community has been interested in plasma environ-
ments which are not in a state of thermal equilibrium, but are
instead in a turbulent state. Several of such environments can
be found in a nonthermal (quasi-) stationary state. When the
velocity distribution functions (VDFs) of the particles that
comprise these turbulent plasmas are measured, they often
display a high-energy tail that is better fitted by a power-law
function of the particle’s velocity, instead of the Gaussian
profile found in plasmas at the thermodynamic equilibrium.

Among all possible velocity distributions with a power-
law tail, the actual VDF that has been marked with a wide-
spread application in space plasmas is the Lorentzian, or
kappa, distribution (or a combination of kappas), and the
number of published papers that employ the kappa velocity
distribution function (kVDF) has been growing by a measur-
able exponential rate." However, the interest on the kappa
distribution is justified not only as a better curve-fitting func-
tion. A kappa function is also the velocity probability distri-
bution that results from the maximization of the nonadditive
Tsallis entropy postulate. Hence, the xVDF is also the distri-
bution of velocities predicted by Tsallis’s entropic principle
for the nonthermal stationary state of a statistical system
characterized by low collision rates, long-range interactions,
and strong correlations among the particles. For detailed dis-
cussions of the importance of kappa distributions for space
plasmas and the connection with nonequilibrium statistical
mechanics, the Reader is referred to Refs. 1-4. See also the
Introductions of Refs. 5 and 6 for complementary discus-
sions and references to other formulations for the K VDF.

One of the important problems related to space plasmas
in which the kappa distribution has been increasingly applied
concerns the excitation of temperature-anisotropy-driven
instabilities that propagate in electromagnetic or electrostatic
modes in a warm plasma. These instabilities (among others)
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1070-664X/2016/23(6)/062108/14/$30.00

23, 062108-1

play an important role on the nonlinear evolution and the
steady-state of the measured VDFs. They can also lead to
particle energization and acceleration, and are probably
related to some of the fundamental issues in space and astro-
physical systems, such as the problem of the heating of the
solar corona. Rather than giving here a long list of referen-
ces, we suggest that the Reader consults the cited literature
in our previous works.>

In the present work, we continue the development of a
mathematical formulation destined to the study of electro-
magnetic/electrostatic waves (and their instabilities) propa-
gating at arbitrary angles in a warm magnetized plasma, in
which the particles are described by asymmetric superther-
mal, or bi-kappa, VDFs. The formulation presented here
employs the linear kinetic theory of plasmas and is an exten-
sion and generalization of the treatment developed in Refs. 5
and 6.

The structure of this paper is as follows. In Section II,
we derive the dielectric tensor for a bi-kappa plasma. The
tensor components are written in terms of the kappa plasma
special functions introduced and studied in our previous
works. Section III contains several new developments and
properties of the kappa plasma functions, destined to provide
the necessary framework for the evaluation of the functions
and the dielectric tensor. After the conclusions in Section IV,
we have also included Appendixes A, where details about
the derivation of the dielectric tensor are given, and B, where
additional properties of relevant special functions are
derived.

Il. DIELECTRIC TENSOR

The dielectric tensor for a bi-kappa superthermal plasma
will be obtained with the use of the velocity distribution
function given by

2 2 —0s
T v v
£ 00y = A7 (1 +—|2+—é> -0
KW KW

lIs

which is valid for o, > 3/2 and where o, = ;s + o, and
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gL 5Py
y n3/2w|‘swij (o, —3/2)’

is the normalization constant. The quantities wy, and w
are, respectively, proportional to the parallel and perpendicu-
lar thermal speeds, but they can be a function of the k param-
eter as well. Finally, I'(z) is the gamma function.

The VDF (1) is the anisotropic generalization of the iso-
tropic (w| = w, = w) distribution adopted by Refs. 5 and 6.
In these works, it was shown how adequate choices of the
parameters o and w reproduce and formally unify seemingly
different (kappa) velocity distribution functions employed in
the literature. Now, in the anisotropic case, if we set o= 1

and
3\ (2T,
2 _ 2 [l
WL =0.= <1—§>< p >

the function (1) reduces to the “bi-Lorentzian” distribution
introduced by Summers and Thorne’ (see Table I. See also
Egs. (12a) and 12(b) of Ref. 4). This distribution will be
named here the ST91 model, and in all expressions obtained
below, one can simply drop the parameter o, should the
ST91 model be chosen from the start.

However, the parameter o can also be useful when the
function fx(“)(vu, v, ) describes (isotropic) one-particle distri-
bution functions with an arbitrary number of degrees of free-
dom. If (1) describes the probability distribution function of
a particle with f degrees of freedom, one can set k¥ = Ky,
where 1 is the invariant kappa parameter introduced by
Livadiotis and McComas,' o= 14f/2, w? = 0> = 2T /m,
v* =5Y_ 12, and the normalization constant is A()
=T(ko+ 1 +f/2)(m6*)7"? /T (g + 1), thereby obtain-
ing Eq. (22c¢) of Ref. 1.

Particular forms of the bi-kappa VDF (1) or its bi-
Maxwellian limiting case (when x; — oco) have been fre-
quently employed in the literature in order to study tempera-
ture-anisotropy-driven instabilities that amplify parallel- or
oblique-propagating eigenmodes in a magnetized plasma. Of
particular importance for the present work are the effects of
finite particle gyroradius (or Larmor radius) on the dispersion
and amplification/damping of oblique-propagating modes. For
instance, Yoon et al.® discovered the oblique Firchose insta-
bility, which is a non-propagating instability excited in a
high-beta bi-Maxwellian plasma when the ions display tem-
perature anisotropy (with 7); > T ;) and which is continu-
ously connected to the left-handed branch of the Alfvén
waves when the ion gyroradius tends to zero. The same insta-
bility was later rediscovered by Hellinger and Matsumoto.’

Other studies subsequently considered the excitation of
low-frequency instabilities at arbitrary angles in bi-
Maxwellian plasmas for other situations, such as low-beta
plasmas,'® or with additional free energy sources such as
electronic temperature anisotropy,'' field-aligned currents,'?
loss-cones,'® and density inhomogeneities'® (see also
reviews by Refs. 15-17).

In comparison, similar studies employing anisotropic
superthermal distributions are rare. Summers er al.'®
obtained the first expressions for the general dielectric tensor

Phys. Plasmas 23, 062108 (2016)

of a bi-kappa (bi-Lorentzian) plasma. However, their final
expressions are not written in a closed form, i.e., for each
component of the tensor, there remains a final integral along
v, (the perpendicular component of the particle’s velocity)
that should be numerically evaluated. A similar approach
was later adopted by Basu,19 Liu et al.,ZO and Astfalk et al.?!

In order to circumvent the mathematical difficulties
involved in the integration along v, Cattaert er al.** derived
the dielectric tensor and considered some simple cases of
oblique waves propagating in a kappa-Maxwellian plasma.
More recently, Sugiyama et al.*> employed the same VDF in
a first systematic study of the propagation of electromagnetic
ion-cyclotron waves in the Earth’s magnetosphere.

Closed-form expressions for the components of the
dielectric tensor of a superthermal plasma were for the first
time obtained by Gaelzer and Ziebell, still for the particular
case of isotropic (wy, = w.y) distributions. Here, we will
obtain the dielectric tensor for the bi-kappa VDF given by (1).

The general form of the dielectric tensor can be writ-
ten as®

&k, w) = ;5 + Z X,(f) (k,w), (2a)
N
2 T 01 (Bn); (22) Lf,
) :% Jd3 L= )i\ Zns ) ;s
% o) =4 Lzoo o =00,k
4 [ ﬂLfs] 7 (2b)
. o

where X,(;) is the susceptibility tensor associated with particle
species s, the set {i,j} = {x,y,z} identifies the Cartesian
(in the E* space) components of the tensors, with {%,¥,2}
being the basis in E’, E, =ng;'J,(0,)% — il (0,)y
+(v)/vL)Jn(@s)2, wWhere J,(z) is the Bessel function of the
first kind,>*?° 0y = kyv1 /Qs, Lfy = vy Of; /v — v 0f/ v,
Lfy = wdfy /0o, + kyLf;. Also, w2 =4nng;/ms and Qq
= ¢sBo/m;c are the plasma and cyclotron frequencies of spe-
cies s, respectively, w and k =k, x + kni are the wave fre-
quency and wavenumber, By = BoZ (By > 0) is the ambient
magnetic induction field and the symbols || (L) denote the
usual parallel (perpendicular) components of vectors/tensors,
respective to By.

Inserting the function (1) into (2b), we obtain the desired
susceptibility tensor for a bi-kappa plasma. More details on
the derivation of the components of y; are given in
Appendix A. Here, we will presently show the final, closed-
form expressions, given by

2 00

w n2
s _ s )
/{i\) - F /.l— |:603‘Z£l’1<5 )(lus? éns)

1
+ iAsaqV,,SZE:(jyvl) (,um 511s):| } (33)

(02Y 00
ng) = IQTI; Z n [fOsauszr(ﬁ:ilz) (Hys Ens)

HgsGps ™ 11K

1
+ EAJ({?Z Z(m“l) (,usa éns):| ) (3b)
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(1)2 w 00
lls
AS‘ ns
— 7 WU”Z ,q "~ (Gos = ACu)

——00

X aém \‘H (MS? éi‘l?) (3C)

2
/éy) —w_ |:£()v VlK\ (.usaém)“‘ A 8;”W,f,‘<\ (:us,énx) )
n——o00

(3d)
PR LI S
}') (02 Wi ZQY = Os s&ns
X 8,1 Eus ,(1;<\ )(:uw Qnr) (36)
(s) — Hs A
Xzz WL) "_Zoc(é(]v fm)
X imatm n;\‘ (.usvim) (Sf)
where
n2
Wil (,8) = 22 250 (1,8 = 20050 (. ).

Notice that the off- diagonal components of y;; obey the sym-
metry relations ., = =Xy, fy: = Jzps a0 1y, = =7y

In (3a)—(3f), we have defined the parameters i, = k2 1 ps,
p? =w? /202, and &, = (o — n€y)/kyw|;. The parameter
ps 1s the (kappa modified) gyroradius (or Larmor radius) of
particle s. Hence, p, is the normalized gyroradius, propor-
tional to the ratio between p; and /4, the perpendicular pro-
jection of the wavelength. The magnitude of u, quantifies the
finite Larmor radii effects on wave propagation. On the other
hand, the parameter ¢, quantifies the linear wave-particle
interactions in a finite-temperature plasma. Also in (3a)—(3f),
the quantity

Wl
Ay=1-—"2
Wis

is the anisotropy parameter, which quantifies the effects of
the VDF’s departure from an isotropic distribution, due to
the temperature anisotropy. The symbol 0. . =0" /
(0Ozy - -+ 0z,) is the n-th order partial derivative, relative to
Z]yeeayZp.

Finally, the functions Z(*#)(y, ¢) and Y*P) (1, &) are the
so-called two-variables kappa plasma functions (2VKPs).
Their definitions were first given in Ref. 6 (hereafter called
Paper I) and are repeated in Egs. (20a)—(20f). Some proper-
ties and representations of Z and ) were also obtained in
Paper I, and several new properties and representations will
be derived in Sec. III. The evaluation of the functions Z and
Y is determined not only by their arguments p (normalized
gyroradius) and ¢ (wave-particle resonance) but also by a set
of parameters: n (harmonic number), x (kappa index), and
the pair (o, ). Parameter o is the same real number adopted
for the kVDF (1). This parameter can be ignored and
removed from the equations if the distribution model is
fixed. On the other hand, the real parameter [ is crucial for
the formalism. The value of f is related to the specific
dielectric tensor component, wave polarization, and mathe-
matical properties of the kappa plasma functions.

Phys. Plasmas 23, 062108 (2016)

The isotropic limit of ij) is obtained from (3a)—(3f) by
setting A, =0 (and w; = w); = wy). In this case, the suscep-
tibility tensor for each particle species reduces to the form
that can be easily gleaned from the Cartesian components of
¢; presented in Appendix C of Paper I. On the other hand,
the susceptibility tensor of a bi-Maxwellian plasma is also
obtained from (3a)-(3f) by the process called the
Maxwellian limit, i.e., the result of taking the limit k; — oo,
for any species s. The Maxwellian limit of ;{gjs) is given by
Eqgs. (Ala)—(Alf).

Equations (2) and (3) show the general form for the
dielectric tensor of a bi-kappa plasma. These expressions,
along with the representations of the kappa plasma func-
tions derived in Paper I and in Sec. III, contain sufficient
information for a methodical study of the properties of
wave propagation and emission/absorption in a anisotropic,
superthermal plasma. Future works will implement an anal-
ysis of temperature-anisotropy-driven instabilities excited
in low-frequency parallel- and oblique-propagating electro-
magnetic eigenmodes.

lll. NEW EXPRESSIONS FOR THE KAPPA PLASMA
SPECIAL FUNCTIONS

A. Superthermal plasma gyroradius function

The function Hn“,cﬁ (z) quantifies the physical effects on
wave propagation due to the particles’ finite gyroradii when
their probability distribution function is described by a kappa
VDF. For this reason, it was named by Paper I as the (kappa)
plasma gyroradius function (kPGF). The basic definition of
this function was given in Eq. (I1.20) (i.e., Eq. 20 of Paper I)

and is repeated here

00 2
HED () = QJ dxM,
n,K 0 (1 +X2/K)Ail

where A =k + o+ f.
The Maxwellian limit of this function is the well-know
representation in terms of the modified Bessel function®*

lim HOP () =

K—00

Hn(z) = e 71,(2). %)

Sections III B and A.2 of Paper I contain several mathe-
matical properties of Hf:‘;f) (z) and most of them will not be
shown here, with a few important exceptions. One of the
exceptions is its general, closed-form representation in terms
of the Meijer G-function, as shown in Eq. (1.22). Namely
2;(2’ B 1/2 ] (6a)

V2

_ G2,l
r(o—1)

—2,n,—n

3—A1—nl1+n

12 (6b)

_ -1/2 12 L
ri—1) ' 2kz

Representation (6b) was obtained by employing the symme-
try property of the G-function given by Eq. (I.11a).

The definition and some properties of the G-function
can be found in Sec. B.2 of Paper I and in the cited literature.
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Some additional properties, employed in the present paper,
are given in Appendix B.

Additional mathematical properties of the H-function,
that were not included in Paper I, will be presented here.

1. Derivatives

Equations (I.25a)—(1.25d) show recurrence relations for
the H-function that involve its first derivative and that in the
Maxwellian limit reduce to the respective relations for
A ,(z), easily obtained from the properties of the modified
Bessel function.

It is also possible to obtain closed-form representations
for the derivatives of H<°‘ ﬁ)( ) in any order. Applying the op-
erator D* = d*/dz* (k=0,1,2,...) on (6a) and employing
identity (Bla), we obtain

%/3 k)(z) 125
(=)

where H®) = d*H /dz*.

1/2,0

3,1
Gra | 202 k,A—2,n,—n

TG ¢

o (Ta)

H (P (k) (z2) V2%

nK

F(n+2—A)T(1—3/2)

(-2 %  TG-1) L(i—1+n)
FA—2—-nI(n+1/2) "
T2n+1) (=i (2ez) Fs
where ,F3(- - - ; z) is another hypergeometric series of class 1,

discussed in Sec. B.1 of Paper 1. The case k=0 reduces to
Eq. (1.23).

b. Case ). integer. Now, writing A=m+2 (m=0,1,2,...)
in (7a) and looking at the representation (B4b), we notice that
if we choose y=n—k and v=n+k and employ the differen-
tiation formula (I.B13a), we can write

1[3)(/() 2K(—Z)7k(—2KZ)m
Hn K ( ) F(m + 1)
dm+k

)
y=2Kz

gt [P (V) Kk (5)]

where K,,(z) is the second modified Bessel function.**

Finally, employing Leibniz formula for the derivative®® and
the identities written just before Eq. (I.24), we obtain
k (m+k)/2m+k
Hglakﬁ)(k) (z) = _ 2%z (Kz Z(_)S
' I'im+1)\2 —
m+k — —
X ( )Kn—n1+.v( 2KZ)[n—k+s( ZKZ)
s
(70)

As expected, for k=0, this result reduces to (1.24).

(2 - i)k(zm)i_zzﬂ <
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Formula (7a) is valid for any z and k, but the value of H
at the origin must be treated separately. Applying the opera-
tor D* on the definition (4), we can employ the power series
expansion of J2(yx) given by Eq. (10.8.3) of Ref. 24 in order
to evaluate the integral in the limit y — 0, thereby obtaining

HEPW0) e\ (2= 2) kzk: 5|n|é
Qi or

(=

which is valid for 4 > 2 + k. Here, 6, is the Kronecker delta
and (a), =I'(a +¥)/T'(a) is the Pochhammer symbol. One
can easily verify that the case k= 0 reduces to Eq. (1.21).

As it happens with HE&’» (z), its derivative in any order
has two different representations in terms of more usual
functions, depending on whether /1 is integer or not. These
cases will now be addressed.

a. Case 2 noninteger. If 1 # 2,3, ..., then we can employ
the representation of the G-function in terms of generalized
hypergeometric functions, given by Eq. (I.LB14). Hence, we
have

A=3/2,2—-1
3 2KZ
A—1—-nd—14+ni—-1—k

n+1/2,n+1

2Kz | |, (7b)
n+3—-A42n+1,n+1—k

2. Asymptotic expansion

The representation of the H-function given by (6b) is for-
mally exact for any z, and the function could be formally
expressed in terms of the 3F(- - - ; z) hypergeometric series, af-
ter using Eq. (I.B14). However, as explained in Sec. B.1 of
Paper I, 3F belongs to class 3, whose series are everywhere di-
vergent, except at z= 0. Hence, the representation of H%"(z)
in terms of 3Fy only makes sense when one is looking for an as-
ymptotic expansion of H, which provides a finite number of
correct digits when z > 1 if only a finite numbers of terms in
the series expansion is kept.

With this caveat in mind, using Eq. (I.B14) in (6b), we
obtain

1 kT(2-3/2)
nlc () \/—1—‘(&_1)\/2@
X3Fo<ﬂh—3/z,1/2+n,1/2—nii>

— 2Kz

which, as explained, is only valid on the limit z — oco.

Inserting the series (I.B1), we obtain the asymptotic expansion
1 kI['(4—3/2)

Var (A — 1)V2xz
(A—=3/2),(1/2+n),(1/2 — n)

S K (2x2)*

Hl(2) =~

®)

k
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Notice that the upper limit of the sum is absent. This upper
limit must be computationally determined, taking into
account the desired number of correct digits in the evaluation
of KD (2).

The Maxwellian limit of (8) renders

1 (=)' T(n+k+1/2)

A n(z) = V2nz —oL(n—k+ 1/2)k!(22)k 7

which is exactly the asymptotic expansion of J#,(z) given
by Eq. (8.451.5) of Ref. 27.

3. Sum rule

Sum rules are useful for the numerical evaluation of spe-
cial functions. If we sum (4) over all harmonic numbers and
use the identity®*

> =1, ©)

the remaining integral can be evaluated by the definition of
the Beta function,?® resulting in

o0

> HEE) = . (10)

n——00

Several other sum rules for H can be found in the same fashion.

4. The associated gyroradius function

Among the representations for the two-variable functions
Z(P (u, &) and V%P (u, €), derived in the Section IIIC 3, the
following function appears:
~ (4,) 2k

B 12—k
n,k,K ('u) - m

'ui—Z,n,—n]’ an

which is clearly related to Hff‘,cﬁ)( ), differing by the parame-
ter k. For this reason, it is christened here as the associated
plasma gyroradius function. _

Some properties o/)i; the H-function are now presented. A

trivial property is HnO (2) = HE{’,‘;}ﬂ) ().

2,1
Gy |2k

a. Relation with H.; “ﬁ (z). The associated PGF is related

to the H-function and 1ts derivatives. First, due to the differ-
entiation formula (B1c), it is clear that we can write

7 (.f) 12d k—1/2 7 (w,p)
Hn,kiK('u) - / d k|: / Hn K[ ( )i|

Then, using Leibniz’s formula and the formula for D™z" just
above (Blc), we obtain

(i) = < >Xk:( )%ﬁg)@

=0

(12a)

The reciprocate relation is obtained starting from (7a),
which is written in terms of the Mellin—Barnes integral with
the help of (I.B10). Then, we have
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—k

o,f) (k) K:(_'u)
H( /3> ' (1) = 223/2i0(4 — 1)
r(-2 —s)F(n—s)F(1/2+s)
L o

On the other hand, from (11) and (I.B10) again, we have
wp ) 'k
nkl((/’t) 1"(},—1)

(TU—2-9T(n—s)I(1/2+5) (1
) JL T(1+n+s)(2xu)* <§+S) kds.

Then, if we employ the identity

_ zn: (—)f (Z) (@a+10),_,(=b),

(=0

we can finally write the reciprocate relation

H(@H)E) 1) [k <1 > ~ (2,p)
e W) S—k|  H, (1)
= Z(ﬁ) 5 Lt ()

=0

(12b)

b. Representations. The computation of Hn k. ,3(,11) can be

carried out as follows. For noninteger A, it is more efficient
to employ identity (I.B14) and evaluate

~@p), oV [Th+2-2) P
Hn,k,zc(z) - r(/L _ l) |:F()L 1+ I’l) (ZKZ) hk(Z)
r(o—2-n)
W(ZKZ) gk(Z)] (13)
where

he(z P=324k
L 2K
()—3/2+k A—l—ni—1l4n "7

n+1/2+k
2Kz |.
n+3—-12n+1

gk
( 1/2+k

On the other hand, for integer 4, the only representation
found for H similar to (7c) contains a double sum.
Consequently, it is equivalent to simply employ Eqs. (12a)
and (7¢).

¢. Recurrence relation. The numerical computation of

ﬂiakﬁz (z) can be carried out using either Eq. (13) or Eqgs.

(12a) and (7c) combined. However, since the associate func-
tion appears in series involving the parameter £, if a recur-

rence relation for ’Hn I h( z) = H[k] on this parameter could
be found, it could substantially reduce the computational
time required for the evaluation of the series.

Such recurrence relation can be found by first consider-
ing the particular case of noninteger A, given by Eq. (13).
We observe that the auxiliary functions /4(z) and gi(z) in
(13) and, consequently, the function H [k] itself, all obey the
same four-term recurrence relation, which can be derived
from the corresponding relation for the function F5(---;z)
in the upper parameter, given by Ref. 29. Namely
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ﬁ[k+3]—(l+§+3k>ﬂ[k+2]

3 3 -
+ [2/1—;12—4—1-2(/1—1-1+2k>k—2KZ]H[k+1]

3 1 1 ~
+<z—§+k> <n+§+k> <n—§—k)7-[[k] =0. (14

Although the relation (14) was derived for noninteger 4,
it can be easily shown that it is indeed valid for any 4.
Substituting into the functions H[k] in (14), the definition
(11) and then the corresponding representations in terms of
Mellin—Barnes integrals (Eq. (I.B10)), one can show, using
known properties of the gamma function,® that the identity
(14) is indeed valid for any real A.

B. Superthermal plasma dispersion function

The superthermal (or kappa) plasma dispersion function
(kPDF) was defined by Eq. (I.11), and several of its proper-
ties were discussed in Sections III.A and A.1 of Paper L
Here, we will merely present a few additional properties,
which were not included in Paper I and are important for the
work at hand.

1. Representations in terms of the G-function

Taking the representations (I.15) for Z,(f’ﬁ ) (¢) and
(I.B15a) for the Gauss function, we have

n2he 51E10,3/2 -4
[(c—3/2) **|x| 0,—1/2

~(-1)
it 2T —1) ( §2>
(s 373 1+ . (152)

7(.p) (&) =—

K

As explained in Paper I, the Maxwellian limit of this repre-
sentation reduces to the known expression of the Fried and
Conte function in terms of the Kummer confluent hypergeo-
metric series.

Another, more compact, representation is obtained if we
first modify the limits of the integral in (I.11) to the interval
0 < s < oo, define the new integration variable s = /u,
and identify the resulting integration with the identity
(I.B12). Proceeding in this way, we obtain the equivalent
representation

ZeP(E) =

K

7'571/2K7ﬁ716 22 62 0,3/2—}~
I'(oc—3/2) __‘ 0,—-1/2 |’ (156)

Taking the limit k — oo of (15b), and identifying the
result with (B4c), we obtain

L A () 2
where U(---;z) is the Tricomi confluent hypergeometric
function.*® This is another known representation of the Fried
and Conte function.*!
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2. Associated plasma dispersion function

The associated plasma dispersion function, defined by

Z(“vﬁ)(i) N K—(k+ﬂ+1/2)l"(;L _ 1)
o Val(c—3/2)
o 2l< 1 ) A=3/2+k)
| as ( “S{L .o

is another new special function that appears in the series
expansions derived in Section IIIC3 for the two-variables

special functions Z ) (1, &) and JJ P (1, &). It has the triv-
ial property

~(2.) re-1uy _,

Zo () = ZpAe), A

T VRT(i—3/2)"

and in the following, alternative representations for the
Z-function will be derived.

a. Representations. The first expression is valid when A4
is half-integer (1 =5/2,7/2,...). In this case, writing m = 1
=3/2+k (m=1,2,...), all singular points in (16), at s = &
and s = *iy/k, are poles, and thus, we are permitted to eval-

uate Z,ii;ﬁ)(é) using the residue theorem, exactly as was done

by Summers and Thorne.”

Let us consider the contour integral

2% 2
IB:sts (14 52/x) ’
B s—¢

where the contour B comprises the semicircle in the lower-
half plane of complex s (with radius S — 00), which is closed
by the integration along the real line of s, deformed according
to the Landau prescription (i.e., circulating around the pole at
s = & from below). See, for instance, the contour in Fig. 2 of
Ref. 7, but with closing in the lower-half s-plane. Then, it is
easy to show that the contribution along the semicircle of ra-
dius S vanishes as § — oo and /p is simply evaluated from the
residue at s = —i\/k as Iy = —2miRes(—i+/x), since the pole
at s = ¢ is always outside B.

The residue is evaluated by the usual formula for a pole
of order m,* leading to the representation

—(J+k=3/2)

Z(“"j)(é) 2y/mi(—-) (- 1)
o N (- 3/2)
M m—1— ﬁ ) e
* /Z; Z 2””’1" (m — K—I)Z‘r'

lé (m—t—r)
y (1 ﬁ> , (18a)

where M = min(m
that for integer x

— 1,2k). One can easily verify in (18a)

5(1.3/2)

Zy o = TEL32)

K12 k!

where Z*(£) is given by Eq. (20) of Ref. 7.
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A different expression for the Z-function will now be
obtained, which is valid for any real 1. We already know that
for k=0, the Z-function is given in terms of the xPDF by
(17). Now, for k > 1, we modify the limits of the integral in
(16) to the interval 0 <s < oo, define the new variable
s = y/u, and employ identity (I.B12) in order to obtain

ZN(M)(E) _ k=BT () - 1)
kae 20 /Al (o — 3/2)T(A+k —3/2)
211/2,5/2 -4
X Gy3| =% /kl//z ] (18b)

which is a G-function representation of the associated PDF.
If we now employ formula (I.B13a), we can write

i BT (5 — 1)
Jal(o —3/2)T( + k — 3/2)

~(O(,/f) o
Zk,,c (&) =

1/2,5/2 — 4
cand gl 125 -]
dz 0,1/2
where we have provisionally defined z = —¢&* /K. This result

will now be identified with the derivatives of Z*” (¢).

If we take representation (15b) of the xPDF, evaluate
the k-th derivative on ¢ and employ the differentiation for-
mula (Eq. 1.1.1.2 of Ref. 33)

dk k=1
AUCOIED I

) Tlk+0)
— )Tk — o

x (2v2) 0 (vA),

which is valid for £ > 1, we finally obtain

k120 (2 —1) ki T(k+¢)
2T(2—3/2+ k) 2T (k — 0!
x (=g N ).

S(p)
Z/QK (C)
(18c)

A final representation for Z,E“hﬁ)(f) will be derived by
returning to (16), changing the integration variable to f,
defined as s*> = k¢~ !(1 — t), and comparing the resulting in-
tegral with the formula (I.BS). In this way, we obtain

~p),.. T@A—1B(A—-1,k+1/2)
Zk,)c (C): B+1
VPHIT (6 — 3/2)
1,i—1 &
1+=1, (&> 0),
X af ‘( Y F K) (3¢>0)
(18d)
where B(a,b) = I'(a)T'(b)/T'(a + b) is the beta function®®

and ,F(---;z) is the Gauss hypergeometric function®®
(see also Sec. B.1 of Paper I). It must be pointed out that
the representation (18d) is only valid for the upper-half of
the &-plane. In order to employ this expression when
& <0, one must evaluate also its analytical continuation,
employing the same technique applied to Eq. (I.13). The
resulting expressions for the functions Z and ) are shown in
Egs. (25d) and (27c).
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b. Recurrence relation. The representation (18d) also
allowed us to obtain a recurrence relation for the associated
PDF on the parameter k. Employing the shorthand notation

ZN,(jkﬂ) (¢) = Z[k], we can write
> G-
ZW = <=t 7 9

T(k+1/2) 1,2 -1 e
= WA g 1
ATTO 124k 1( 124k +

Hence, if one finds the recurrence relation for the auxiliary
function z (&), the same relation applies to V4 [&].

Such a recurrence relation on the lower parameter of the
Gauss function is given by Ref. 35. Consequently, we obtain

(A—%+k>( 52) Zlk +2]
G S () (49
<k+ >i2 Zlk] = 0. (19)

This result can be verified by inserting the definition (16) in
place of Z[k] and then adequately manipulating the
integrand.

The three-term recurrence relation (19) can potentially
reduce the computational time for the evaluation of
the functions qu‘j‘;{ﬁ)(u, &) and y”“,f (1, &), discussed in
Section III C.

Zlk + 1]

C. Two-variables kappa plasma functions

The dielectric tensor of a superthermal (kappa) plasma
is written in terms of the special functions Zﬁlf‘,;ﬁ) (u, &) and

yfi‘;f)(u, &), collectively called the two-variables kappa
plasma functions (2VKPs), as can be verified in Eqgs.
(I.6a)—(1.6d), for an isotropic kVDF, or in Egs. (3a)—(3f), for
a bi-kappa distribution.

The functions Z and )Y were defined in Eqgs.
(I1.26a)—(1.26b) in terms of a single integral 1nV01V1ng the
superthermal plasma dispersion function (xPDF) Z,“ﬁ )(é)
(see Sec. III.A of Paper I). These definitions will be repeated
below. We will include equivalent definitions in terms of
double integrals, which will also be used in this work.

Hence, we define

o xJ?(vx) 14
Z(2B) &) = ZJ dx n 7(.B)
n.K ([l ) 0 (1 N XZ/K)/FI K \/m

(20a)

_ 00 00 2
B 2 ria—1) J d J s xJ; (vx)
n! 2K /2T (6 — 3/2)

) ~G-1)
X S

< (1+=+= :
K K

P

oo s—¢

(20b)
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,ﬂ (,6) = ro X pt (V) 1 (1) 7(®p) ¢
0 (1422 /)" “ V1+x% /K
(20c)
2 r(a—1) (>~ [~
= d. d.
n1/2K1/2+ﬁ,ul"(073/2)L XJ_OO S

X Tt ()1 (vx) (1 +xj +s> *(271)’
s—¢ i
(20d)

where 1> = 2pand, as usual, ¢ = x + ¢ and A = o + f.

Other definitions in terms of a single integral can be
obtained, which are the counterparts of Eqgs. (20a) and (20c).
If we change the order of the integrations in (20b) and (20d)
and define a new integration variable by x = ,/yt, where
=1+ SZ/K, the integral in 7 can be identified with (4), and
we can write

-(-2)

@iy oy B2 TO—1 (< (1+5/K)
Zn‘;c (ﬂvé)iKﬁ+l/2r(O'f3/2) _OOdS S—é
2
x HEP [u(l + %)} (20¢)

—(7—4)

—1/2 _ 00 1 2
g = T [T g L

d.
Kh=12T(c —3/2) |5 g s—¢

2
e u(19)]

The Maxwellian limits of the 2VKPs were already
obtained in Eq. (I.7) and are

(20f)

lim Z*P (u, &) = A, (W)Z (&),
K—00 (2])

lim VD (u, &) = A (0)Z(©),

where the function #,(u) is given by (5) and Z(&) is
the usual Fried and Conte function, given, for instance, by
Eq. (I.10).

Some new properties and representations of the func-
tions Z and ) that were not included in Paper I will now be
discussed.

1. Derivatives of Z\: (4, &)

As can be seen in Egs. (3a)—(3f), almost all tensor com-
ponents are given in terms of partial derivatives of the func-
tion Z*P (u, ). These derivatives can be easily computed
from the direct function, if one uses relations derived from
the definitions (20).

We need the partial derivatives 0;Z, 0,2 and the mixed
derivative 83 2. Applying 0; on (20a) and using Eq. (I.18a),
we can identify with (4) and (20a) and write

T —1/2)

(o +1/2)
(e —3/2) e ()

02000 = 2

+EZ0P ) é)} : (22a)
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Now, applying J, on (20b) and integrating by parts the
x-integral, the resulting expression can be manipulated in
order to provide the relation between the derivatives

1
10250 (1, €) = 5 €0: 2150 (. )
= (A=2)20P(, &) — k23 (1, 9).
Hence, after inserting (22a), there results

(Z=2)Z3D (u. &)

—K(l + %) ZP (, €)

r(i—1/2)
k1T (0 - 3)2)

HO 25 (€)=

n,K

EHP2) (). (22b)

Finally, the crossed derivative can be obtained from ei-
ther of the results above, leading directly to

5% Z(h) 1, :zé
(1, ) P

Eu = nx

EN L
K (1 +o ZP2) (u, )

—(1- 1)2(“[‘“)(#’ g)]

i (-3)(+5)
x M) (y — ()» —%)Hg“xﬁ“/z)(u)].

n,K K

(22¢)

2. Valuesaté=0o0ru=20

From the definitions (4), (20b), (20d), and (I.11), we
obtain the following limiting expressions:

2300, &) = ZFD(€)8,0, (23a)
250 (1,0) MH,&K@( ., (23b)
Vil (n,0) = %H% Vi, (@30
YR 0,8) = - <5n,o - %5H,I)Z£“f’f3)(é), (23d)
0:2150(0,8) = &PV ()50, (23¢)
020 (1,0) = NENCA) HEP (). (230)

kP12 (6 — 3/2)

3. Series representations

In Paper I, we have obtained representations for the
functions Z*P(u, &) and y<“f‘>(y, &) in terms of series

n,K

involving the k<PGF H*# () and derivatives of the xPDF

n,K
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z# )(é). These representations are given by Egs.
(I1.28a)—(1.28b). Subsequent applications have shown that
these expansions start to converge slower when &; — —3 \/—
(¢;: imaginary part of &) and may diverge when &; > —3 \/—
Consequently, new function representations are necessary, in
order to enlarge the convergence region of the expansions.

In this section, some new expansions for the 2VKPFs are
derived. Some of the obtained expansions are applicable to
particular regions of the functions’s domain and some are
valid throughout the domain. However, all representations
that have been found have in common that at least one
series expansion is involved, which contains at least one spe-
cial function. This is due to the fact that we were not able to
factor the functions in two simpler terms, ie., Z(u,¢)
# Fy(u)F,(&), for instance. Indeed, we believe that the func-
tions Z(u, &) and Y(u, &) are in fact altogether non-separable.

The transcendental relation between the variables p
(~w.) and & (~w)) ultimately stems from the physical na-
ture of the kVDF (1). According to the interpretation of
Tsallis’s entropic principle, one-particle distribution func-
tions such as (1) describe the statistical distribution of par-
ticles in a (almost) noncollisional system, but with a strong
correlation between the different degrees of freedom.'* This
strong correlation prevents the kVDF (1) from being separa-
ble in different velocity components. In contrast, a physical
system in thermal equilibrium has an entropy given by the
Boltzmann—Gibbs statistical mechanics and is characterized
by short-range Coulombian collisions and absence of corre-
lation between the degrees of freedom. As a consequence,
the equilibrium Maxwell-Boltzmann VDF is completely
separable. Therefore, the non-separable nature of the func-
tions Z(u, &) and Y(p, &) is a mathematical consequence of
the strong correlation between different degrees of freedom
of the particles that compose physical systems statistically
described by the kVDF.

It is worth mentioning here that the nonadditive statisti-
cal mechanics also admits that particles without correlations
may be statistically described by separable one-particle dis-
tribution functions.* This is the case of the product-bi-kappa
(or product-bi-Lorentzian) VDFE,*’ of which the kappa-
Maxwellian distribution®**® is a particular case. For such
distributions, the functions Z(u, &) and Y(u, &) result to be
completely separable, and the mathematical treatment is
much simpler. Future works will also consider this
possibility.

The first representation to be derived is a power series in
&, valid when |¢| < /k. Starting from (20a), we introduce
the form (I.15) for the kPDF and obtain

ZEP) (4, ¢)

n,K

__Ar(A—1/2)¢ J
 kPT(6-3/2) ),

&/x
><2F1< 32 ’1+x2/K>

X JOO dx zxji(z/x) o
0 (1+&/K+22/x)

xJ2(vx)
e
2in' 2T (L —1)
kB+12T (6 —3/2)

1,A-1/2
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The second integral can be evaluated. If we initially
assume that ¢ is real and define a new integration variable by
X = ﬂt, where =1+ 62 /K, then we can identify the
resulting integral with (4) and write

00 (2,
[ mdleen)

o (1+&/m+2/) ™ 20 +8/m)

Identity (24) can be analytically continued to the com-
plex plane of £ as long as it stays within the principal branch
of H*P)(z) (ie., of the G-function). Since the origin is a
branch point of the G-function and the infinity is an essential
singularity,>’ the complex-valued H-function in (24) has
branch cuts along the lines (—ioco, —iy/k] and [i\/K,ic0).
Hence, we can employ result (24) when [¢] < /k.

On the other hand, if the Gauss function in the above
expression for Z is substituted by its power series (I.B4), the
series will also converge if |¢| < /k, and we are then
allowed to integrate term by term and obtain

20()— 1/2)¢
kP (6 —3/2)
00 b 1 2 52 k »
y ; A 3/2/ ( ?> H,(L;}/Hkﬂ/z)(,u)
i PT(A—1) HEP[u(1+ & /x)]
TG =3/2) (14 &) 0
(25a)

2050 (1,6) = -

n,K

For the next series expansions, we will consider the
‘H-function in (20e). Since 1 + s? /K > 1, we can use the
multiplication theorem (B2) to write

2 2\ %
erbl9]-(-3
’ K K
> 1 SZ , S2 7k~(oz,p’)
X Z_| (;) (1 +;> ank(:u)
(25b)

In this result, the function H,, s K(u) is the associated plasma
gyroradius function, defined by (11).

In this way, the Z-function can be written in the generic
(and compact) form

o~ =@p) )
20D (&) = mHuee Wy (&), (250)

where, accordingly, the function ZN,iakm(i) is the associated
plasma dispersion function, defined by (16).
Therefore we can evaluate the function Z*F)(y, &)

using for an,c(u) representations (12a) or (13), and for

Z ;yhﬂ) (&) representations (18a)—(18c).

For the Z-function, we can also employ representation
(18d); however, in this case, as was then mentioned, we also
need to include the analytical continuation when &; = ¢ < 0.
The necessary expressions can be gleaned from the discussion
concerning the related continuation of Eq. (I.13). In this
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process, one would have to include the continuation of the
Gauss function. Alternatively, one can start anew from Eq.
(20b) and introduce the adequate continuation for the s-integra-
tion. In this way, one would end up with an additional term,
which is proportional to Eq. (24). Proceeding in this way, the
last series expansion for the Z-function is finally

°°1~<xﬂ Z )

Z(“ﬁ) k_ nkK (ISd)(g)
k=0

n,K 7

+2\/Eil“(/1 -1)0(=¢) <1 +§_2> —(1-2)
KP12T (6 — 3/2)

2
x H*%P) {u<1+5—>],
’ K

where we have used the shorthand notation Z~((lg>d)(f)

= Z,i Kﬁ)(é;Eq.ISd). We have also employed the Heaviside

function ®(x) = +1 (if x > 0) or O(x) =0 (1fx< 0).

The series expansions for the function yn ! )(u, &) follow
the same methodologies, and their derlvatlons will not be
repeated. The only intermediate result shown here is the identity
JOC dr x3Jn_1(Vx)J,1+1(Vx?

o (14 &/krarm) Y

2\ —(4-4) 2
1w (1+§> H;“fw'[u(wé)] (26)
24-2 K ' K

(25d)

which is derived similarly to Eq. (24) and to which apply the
same considerations about the analyticity domain.
Without further ado, the series expansions for

VD) (1, €) are
2( - 3/2)E X (2 - 3/2),
T -3/2)4% (3/2),

2\*
% Hl(f;cﬂ+k71/2)/(lu’) . ;>

NgE

)’I K ( é)

Il
=

in'?T()—2)
kP=12T'(¢ — 3/2)

Hl V(1 + ¢ /K)]
X

, (27a)
(1+¢ /K)
valid for |¢] < /k,
N X1~ (up 1)/ (1[)’ 1)
) (1, &) = Zk— HA T wzi e, e
valid for any &, and
ﬂ K (/“t7 é)
~ (o, f—1)1
- Zk' n,k,ic (1811) (5)
| 2VEO(=E)T (2~ 2) <1 . g_2> o
kP=12T'(6 — 3/2) K
2
x H%B= [u(l + —>] (27¢)
' K
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also valid for any ¢.

The series expansions and the other properties derived
in this section and in Paper I are sufficient to enable a com-
putational implementation of the functions Z;f‘;(m (u,&) and
VB (1, &), and hence for the evaluation of the dielectric
tensor (2a) for a bi-kappa plasma.

The numerical evaluation of the series can be substan-
tially accelerated if one also employs the recurrence rela-
tions (14) and (19). However, we must point out that so far
no analysis of the stability of these relations for forward
recursion has been made. It is possible that for a given set
of parameters either or both relations are only stable for
backward recursion, and so different strategies must be
implemented.

4. Asymptotic expansions

Here, we will derive expressions valid for either |£]| > |
or u > 1. Starting with &, the expansion we want to derive is
not the ordinary series representation for || > /k. Although
such a series can be easily obtained from the expressions al-
ready shown, they would be unnecessarily complicated, as it
was hinted by the derivation of the representation (I.16) for
the kPDF. Instead, we want to derive an expansion valid for
|€] > /K, convenient for a fluid approximation of the
dielectric tensor.

Accordingly, in the s-integrals of Egs. (20b) and (20d),
we will approximate

1 1
~ — 1 =
Py é( +§+€2+ ) ,;2;6”’

i.e., we ignore the high-energy particles at the tail of
the VDF and the kinetic effect of the pole at s=2¢.
Notice also that we have not written the upper limit of
the sum above, since such expansion is only meaningful
for a finite number of terms. Inserting this expansion into
the s-integrals, all the terms with ¢ odd vanish and the
others can be easily evaluated. However, these integrals
only exist if the additional condition 2 >k +3/2 (k=0,
1,2,...) is satisfied.

Identifying the remaining x-integrals with (4) and (26),
we obtain

121

fe s r(-e-3)

Z0 (&) ~

1 k
X F(k + 5) %Hfjﬁ,f*k”“)(ﬂ), (28a)
o128 5
W)~ ety (1-k-3)
k
X F(k - 5) %H},ﬁ”‘"‘””’(u). (28b)

Now, the large gyroradius expansion (p>> 1) is
obtained if we start from (20e), (20f) and introduce the
expansion (8). The resulting integrals can be identified with
the definition of the kPDF in (I.11). Hence, we obtain
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2+n),(1/2 - n),
20D (, &) Y
v 2”# kz(; k(2w
X ZIPHEUD(), (28¢)
5 1 2+ n 1 2—n)(k+1/2
e D L
’ \/27r/1 K(2u)
x Z(B+k= 3/2>(z:). (284d)

5. Closed-form expression for Z\%F) (u. &)

Since Z%}ﬁ) (u,¢) and yﬁf‘,’cﬁ)(u, &) are non-separable
functions of two variables, it is a relevant question whether
they can be represented by some special function discussed

l K3/2572 1
2T T ayarG— ) i)t
> 1/2
X {J duu™Gy | 2K /
0 ' n,—n,0

where we have also interchanged the order of integrations.
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in the literature. Here, we will show for Z(*F)(yu, &) that
indeed it can be represented in closed, compact form by the
relatively newly defined Meijer G-function of two variables,
introduced in Appendix B 2.

Returning to the definition (20b) and defining the new
integration variables x = y/ku and s = /kv, the double inte-
gral can be written as

o0 o0 —(i=1)
1
I, = @J du J dv U—l/zjfl(, /2K,uu> %
4 Jo 0 v— &k

Introducing now the function representations (B4a),
(I.B15c), and (B9), and then expressing the last in terms of
the double Mellin—Barnes integral (B5), one obtains

J YJLIdsth(i —1—s5s—0)(s)[(2)

[ oo

KU

62

i

The u- and v-integrations can now be performed by means of the Mellin transform (B3), resulting

_ VEERr T o\
12_4\/Er()»—1)< 52> (
(—1/2+s)T(n+1-—35)
I'(n+s)

2mi)

F(t)F(—

—2J J dsdtT(J —1—s—1)
LgJL,

+ r> r(% - z) [k ]” (- %2) - 29)

This result can be compared with (BS), in which case we obtain finally

a itk

Z00 (&) = “T(e—3/2)¢

The final expression for the Z-function in (30) was obtained
after employing also the translation property (B7).

The Maxwellian limit of (30) can be obtained.
Expressing again the G -function in (30) in terms of the defi-
nition (B5), and applying the limit k — oo on the resulting
expression, one can evaluate the limit using Stirling’s for-
mula.”® As a result, the s- and #-integrations factor out, and
the remaining integrals can be identified with G-functions
from the definition (I.B10), which in turn can be identified
with representations (I.B15d) and (B4c). After employing
properties (I.B11a), one finally obtains

lim 20 (1,¢) = emm)w(3}2 ; —52) — W),

as expected.

Formula (30) is the more compact representation of the
function Z,Sf‘;f)(y, &) that we have obtained. However, de-
spite being a closed-form for Z, this representation is not
yet very useful, since there is no known computational
implementation that evaluates the G®-function, contrary

GOL112.1 (2K/1)71

1,0:2,1:1,2

7/2—A:1—n1+n:1

—:1/2:1/2,1 (30)

_52/,6

to the one-variable G, which is implemented by some
Computer Algebra Software and also by the python library
mpmath.*® Nevertheless, we find it important to include the
derivation of formula (30) in order to stress the necessity of
further development on the numerical evaluation of these
special functions and also to present to the plasma physics
community the techniques involved with Meijer’s G- and
G -functions and Mellin-Barnes integrals in general, since
we believe that as more complex aspects of the physics of
plasmas are considered, such as more general VDFs and
dusty plasmas, for instance, the techniques employed in this
work and in Paper I have the potential to provide mathemati-
cal answers to the challenges that will appear.

IV. CONCLUSIONS

In this paper, we have presented two major developments
for the study of waves with arbitrary frequency and direction
of propagation in anisotropic superthermal plasmas. First, we
have derived the dielectric tensor of a bi-kappa plasma. This
tensor will be employed in future studies concerning wave
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propagation and amplification/damping in anisotropic super-
thermal plasmas.

The tensor components were written in terms of the kappa
plasma special functions, which must be numerically eval-
uated for practical applications. To this end, we have derived
in the present paper (and in Paper I) several mathematical
properties and representations for these functions. With the de-
velopment presented here and in Paper I, we believe that all
the necessary frameworks for a systematic study of electro-
magnetic/electrostatic waves propagating at arbitrary angles in
a bi-kappa plasma have been obtained. In future studies, we
will apply this formalism to the specific problems concerning
temperature-driven-instabilities in kappa plasmas.
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APPENDIX A: DERIVATION OF THE SUSCEPTIBILITY
TENSOR

The derivation of /( Y for a bi- -kappa plasma (or for any
VDF, for that matter) is simplified if one observes that all
tensor components have common factors. First, inserting the
function (1) into the tensor (2b), all components contain the
derivatives Lf; and Lf;. Using these derivatives, one can pro-
ceed with the evaluation of the integrals. Using a cylindrical
coordinate system and defining the nondimensional integra-
tion variables ¢ = v, /w, and u = vj/w|,, one obtains, after
some straightforward algebra, the unified form

2 00
w5 0,8 (K, 0,
15 =2 D) >

O
00 00 2 t2 —os—1
xj dtJ dulfji( +=4+=)
0 —00 Ky Ky
where
1(;21 = (éOs - )Jz(jSZn
(S>n = (éOv Ay ﬁnv) z/nv
g6 — 17 (vst)
e Mg U — éns
2 !
J)(c;)n _ il t°J (vst) ) (vst)
’ U u— 6ns
2 2 3
tJ (v I p 1 (V) g (Ut
L 20 a5 o)
s u— 5ns
2
KY, =2 Wi 1 1w, (V1)
B Wis Uy U — éns
KO — _2imf2Wn(Vsl)J;,(Vsl)
e Wls u—= énx

.<-)n =2—= HS fns 7(251‘)

Phys. Plasmas 23, 062108 (2016)

with g(Ksa O‘s) = K;3/2F(O-s)/r(as - 3/2): Vs = kJ_WJ_s/Qs’
and where the anisotropy parameter A; = 1 — w3/ wﬁs appears
for the first time. These results were obtained using the identity
(9) and the recurrence relations of the Bessel functions.

The remaining integrals in the Js and Ks can now be
identified with the deﬁnitions of the two-variables kappa
plasma functions Z(*# (y, &) and y,(f,f (1, &) and their deriv-
atives, given by Eqs (20) and (22). In this way, one arrives
at the final expressions shown in Egs. (3a)—(3f).

The Maxwellian limit of the partial susceptibility tensor
is obtained by the process x; — oo. Upon applying this limit,
one must replace w1y — UrjL) = 4 /ZTH(i)/m, and the
kappa plasma functions are replaced by their limiting repre-
sentations (21). In this way, one arrives at

(s) w5 N n? L,
Xt = F —nyn(,ug) éOsZ(én‘v) +§AAZ (in.v) 5
(Ala)
0D N [
Xy :lﬁ Z n?fn(,us) 60?Z(ém)+§Asz (éns) )
(Alb)
CU2 v
S _ps T”Y
- 602 Urls , 5= ka_UuS (503 ans)
X %n(#s) (Cns)v (AlC)
2 00 2
) _ Pps n
1) = D [ Alam) = 2 )
1
X |:50sz(€ns) + EASZ/(éns)]v (Ald)
(,L)2 v k 00
(s) _ :ps T|s KLUT Ls _A
7y~ wz UT L 2Qv nﬂiw(ém xéns)
X ‘W;:(H:)Z,(énx)v (Ale)
1=~ ’” T”s Z (o5 — Asény)
207, a0
X fns%n(ﬂs) "(Ens)- (A1f)

These results agree with expressions that can be found in the
literature. See, e.g., Eq. (20) of Ref. 22.

APPENDIX B: THE ONE- AND TWO-VARIABLES
MEIJER G-FUNCTIONS

1. G-function

The definition and some properties of the G-function are
given in Sec. B.2 of Paper I. All identities shown there and
in the following can be found in Refs. 37 and 39, except
when explicitly mentioned.

a. Derivatives

We have

d* mn
E Gp7q [Z

(an)] = (~2) kGI')":ll;H[ '1({”(2())] (Bla)
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We will now derive a formula that is not usually found
in the literature. If » > 1, we can employ the definition of
the G-function in terms of a Mellin—Barnes integral, given
by (I.B10), and evaluate, for k = 0, 1,2, ...

ik k alen 4 --esAp
dz* M (b

1 J H (b — )Hjnlr(]
[T}

—aj+5)

27-” j=m+1 ( b +S) Hj =n+1 r(a _S)
I'l—a +k+s) _—
“aTid, Bl1b
I'(l—a +s) (BIb)
since D"z' =T'(y+ 1)z22""/I'(y + 1 —m). Consequently,
we obtain the differentiation formula
dF ai,...,a
- Zk—ale,n 7 P
2 U RS
ay —k,...,ap, ( )
=z 9G™M" |z n>1). (Blc)
b. Multiplication theorems
If Rw > 1/2andn>0
00 k
m,n (ap) a;—1 (l—l/W)
G =w —_—
e | T
ay —k,ay, ...,aq,
X Gz . (B2
e (bg) ]
c. Mellin transform
The Mellin transform of the G-function is
S— m,n (ap)
J ‘Gt ny dy
0 (by)
LT I T g s
jq:m+1 F( b - S) H]:iH»l (aJ + S)
d. Function representations
A short list of function representations is
(14x)~" :LGH x‘ L= , (B4a)
T(p) - 0
0,1/2
(VAKVE) _ 2 N
=G|z ptv p—v pu—v putvl,
(Zﬁ) 2 ) 2 T 2 T 2
(B4b)
I'(a)U a;z
NPT || 1o (Bdc)
Ta—b+1)" 2010
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2. Two-variables Meijer function

The logical extension of Meijer’s G-function for two
variables was first proposed by Agarwal®® in 1965.
Subsequent publications proposed slightly different defini-
tions for the same extension.*'™ In this work, we will
adopt the definition by Hai and Yakubovich (Eq. 13.1 of
Ref. 43)

x| @) (@?): (@)

o o) 0

Gml Jy Mg N tm3 N3
P1,91:P2,92:P3,43

:Q;)ZJ J Wi (s + 1) Wa(s) W5 (r)x "y "dsdt, (B5)
[ L,JL,

where for k=1, 2, 3,

R L AR VT Gt s
+r

; (k) W _
[ F( ) - F(l —b = ’)

The Reader is referred to Sec. II.13 of Ref. 43 for an expla-
nation on the notation and a discussion on the general condi-
tions on the validity of (B5). Whenever convenient and
unambiguous, we will refer to the two-variables Meijer func-
tion as the G®)-function.

We list some elementary properties of the G?)-function,
some of which are employed in this work. The symmetry

property

(a)) : (@) : (a))

G ma mims X
P1,491:P2,92'P3,93 1 2 3
IR (0): (b))
_ 1) 3

ny MmNy, Mo N3, ms : 1- (bél ) : (b‘p ) T (bé3>)
q1:P1:92:P2:43,P3

T @ - @) - )

(B6)

and the translation property

x| (ap)): (a?) < (@)

1 2 3
YHBW): (b3 : (b))

o P vmynyimg npims,ng
X Yy GP]-QI»Pzﬂz-Pz-th

1 2 3
x| (ay)) +o+ B (ap)) +: (af)) +B
_ Gm] W imo N im3 N3
P1,91:P2,92:P3,43

bW +ot B (b5)) +a: (05)) +
(B7)

A product of two G-functions can be written as a single
G®-function as
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GO,O:mz Jpim3 N3
0,0:p2,42:3,43

2 3
x ’ — () : (a)

2 3
Y= (bglz)) : (b5h>)

— sz.ﬁz X

ms,n3
P2,92 G y

2 P393
b

(3)
sl

(b))

We will also use the function representation

—:1:1
o —

1 1,0:0,1:0,1 | X

mGO,l:I,O:I,O y (B9)

(I+x+y)" =

Properties (B6)—(B8) can be inferred from the definition
(BS). The identity (B9) is given in Sec. II.13 of Ref. 43.
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The oblique firehose instability in a bi-kappa magnetized plasma
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In this work, we derive a dispersion equation that describes the excitation of the oblique (or
Alfvén) firehose instability in a plasma that contains both electron and ion species modelled by bi-
kappa velocity distribution functions. The equation is obtained with the assumptions of low-
frequency waves and moderate to large values of the parallel (respective to the ambient magnetic
field) plasma beta parameter, but it is valid for any direction of propagation and for any value of
the particle gyroradius (or Larmor radius). Considering values for the physical parameters typical
to those found in the solar wind, some solutions of the dispersion equation, corresponding to the
unstable mode, are presented. In order to implement the dispersion solver, several new mathemati-
cal properties of the special functions occurring in a kappa plasma are derived and included. The
results presented here suggest that the superthermal characteristic of the distribution functions leads
to reductions to both the maximum growth rate of the instability and of the spectral range of its
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occurrence. Published by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/1.5063537

I. INTRODUCTION

The plasma environment found in the interplanetary
space is, in its majority, formed by particles of solar origin
transported by the solar wind. The solar wind plasma is com-
posed by electrons, protons, alpha particles, and some other
minority ions. Although the measured velocity distribution
functions (VDFs) for each of the major populations have
some specific characteristics, they also feature some com-
mon traits, such as high-energy isotropic or nonisotropic tails
and high-energy beam populations that are aligned with the
local interplanetary magnetic field (IMF)."

One of the most important characteristics shown by the
ion VDFs is a marked and conspicuous anisotropy in the
velocity spreads measured in the direction parallel to the
IMF with the spread measured in the perpendicular direction.
These anisotropic velocity spreads are called in the literature
temperature anisotropies and are measured by the second
moments of the VDF, respectively, evaluated in the parallel
(the parallel temperature) and perpendicular (the perpendic-
ular temperature) directions.

The importance of the presence of a temperature anisot-
ropy for the dynamical evolution of the solar wind plasma is
that its departure from a thermodynamic equilibrium state
means that the plasma contains free energy sources in the
particle distributions that can be tapped to excite several dif-
ferent plasma instabilities which will be ultimately responsi-
ble for several phenomena observed in the solar wind such
as wave emission, particle energization, and turbulence.?

In spite of the fact that other observed nonequilibrium
features such as particle beams also offer free energy sour-
ces, a large part of the work published in the literature is con-
cerned with the temperature anisotropy-driven instabilities
(TADI). If we restrict ourselves with the anisotropies caused
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25, 1129011

by the proton VDFs, there are four instabilities that are usu-
ally studied: the electromagnetic ion-cyclotron (or proton
cyclotron) instability (EMIC), roughly excited when
T1, > T),, where T|(,), is the parallel (perpendicular) tem-
perature of the proton VDF, the parallel proton firehose
instability (PFH), excited when Ty, > Ty, the mirror insta-
bility (MI, when T,, > T);,), and the oblique (or Alfvén)
firehose instability (OFH, when T, > T L,,).z These instabil-
ities are grouped in such a way that the first two (EMIC and
PFH) are usually studied in the direction parallel to the IMF,
whereas the second couple (MI and OFH) occur in the obli-
que direction. Rather than giving a long list of publications
on the subject, the reader is referred to the recent review pro-
vided by Ref. 3, which also provides lengthier discussions
both on the theoretical derivation of the instabilities from the
kinetic theory of plasmas and about their importance for the
physical processes that take place in the solar wind.

The vast majority of the theoretical work on the TADI
has been done assuming that the VDFs of the solar wind spe-
cies can be adequately fitted by a combination of Maxwellian
and bi-Maxwellian distributions.”™ However, a substantial
fraction of observed VDFs display high-energy (superther-
mal) tails that are better fitted by some power-law dependence
such as f(v) o< v2*, where f(v) is the velocity distribution
function and 0 < k < oo is a fitting parameter.

The most frequently employed model of distribution with
such power-law behavior is the kappa VDF,? which describes
the velocity distribution of a plasma species that is in a quasi-
stationary state away from thermal equilibrium, where the par-
ticle interactions are long-ranged and where there are strong
correlations among the degrees of freedom. With a Kk VDF, the
kappa parameter is a measure of the departure of the (quasi-)
stationary state from thermal equilibrium: the smaller the
value of x the farther from equilibrium, which is asymptoti-
cally reached when x — co. In practice, when k=20 the
kVDF is already quasi-Maxwellian. A collection of works
regarding the origin, observations, properties, and the

Published by AIP Publishing.
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statistical mechanics of kappa distributions was recently orga-
nized by Livadiotis.®

It is already well established that the high energy popu-
lations of the electron VDF in the solar wind (the halo and
the Strahl) are better modelled with kappa or bi-kappa distri-
butions.”” For both populations, it has been measured x,
< 10 for a wide range of heliocentric distances, ranging
from 0.3 AU (Astronomical Units) to nearly 4 AU. In fact,
the value of x, reduces with distance, showing that the elec-
trons in the solar wind are in a constant process of departure
from thermal equilibrium as the solar wind propagates
through the interplanetary space.

The observed distributions of the major ion species in
the solar wind and some physical properties associated with
the shape of the VDFs have also been analysed employing
kappa distributions. Detailed discussions and a longer list of
publications can be found in Refs. 10 and 11. It has been ver-
ified that the ion VDFs are also well modelled with typical
values of K,-SS.12

Therefore, one must conclude that a full picture of the
plasma instabilities operating in the solar wind can only be
obtained if, in their theoretical description, the superthermal
nature of the observed distributions is taken into account.

So far, of the four instabilities listed above, excited by
temperature anisotropies in the ion VDFs, only those that
occur in parallel-propagating modes (MTSI and PFH) have
been systematically studied when x distributions are
involved."*”?! The reader is referred to a recent review by
Vinas et al.?* for a detailed theoretical account and further
references.

By comparison, studies regarding instabilities that are
excited by kVDFs and that occur at oblique angles relative
to the IMF are scant. One line of research has been focused
on the development of computer codes that numerically eval-
uate the dielectric tensor of kappa distributions and solve the
dispersion equation, thereby obtaining the dispersion rela-
tions of the several wavemodes and their associated damp-
ing/growth rates with an ab initio numerical procedure.*~>>

Another line has emphasized the derivation of analytical
and closed-form expressions for the dielectric tensor of a (bi-)
kappa VDF. A first contribution considered the effect of the
kK VDF on the propagation and damping of highly oblique dis-
persive Alfvén waves in the Earth’s magnetosphere.?® Further
contributions provided the closed-form expressions for the
dielectric tensor of an isotropic kappa plasma (Ref. 27, here-
after called Paper I) and a bi-kappa plasma (Ref. 28, hereafter
called Paper II). Whenever possible, the derivation of analyti-
cal and closed-form expressions for the dielectric tensor is
desirable, because they provide important information about
the mathematical properties of the dispersion relations and
allow the derivation of the dispersion equations for specific
normal modes of propagation.

In this work, we will employ the formulation provided
in Papers I and II in order to derive a dispersion equation
suitable for the study of the oblique firehose instability
excited by a bi-kappa plasma. The OFH, first discovered by
Yoon et al*® and later found again by Hellinger and
Matsumoto,*® is an instability occurring in low-frequencies
and at oblique angles, commonly associated with dispersive
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Alfvén waves.?%3! However, as we shall see below, the OFH
is in fact an absolute instability associated with a nonpropa-
gating mode. Here, we will derive a dispersion equation
valid for plasmas with moderate values of the ion beta
parameter and show some numerical results. In order to
implement the dispersion relation solver, several new mathe-
matical properties of the special functions occurring in a
kappa plasma were obtained, which were not presented in
Papers I and II. Consequently, in this work we will present
some typical solutions of the dispersion equation and reserve
a more comprehensive and detailed analysis of the instability
for a future publication.

The plan of the paper is as follows. In Sec. II, the spe-
cific dispersion equation is obtained. In Sec. III, the new
mathematical properties for the special functions are derived.
Then, in Sec. IV, we present some solutions of the dispersion
equation, which show the occurrence of the OFH. Finally, in
Sec. V, we present our conclusions.

Il. DISPERSION EQUATION FOR A HIGH-BETA
BI-KAPPA PLASMA

The general form of the dielectric tensor for a magne-
tized bi-kappa plasma can be found in paper II, Egs. (2) and
(3). For the present application, we will employ the kappa
velocity distribution function (xVDF) introduced first by
Summers and Thorne,32 which can be obtained from the gen-
eral form adopted in Papers I and II by setting the parameters
o = 1 and Wﬁ(J_)s =(1- 3/2KS)U%H(L)S, where s =e,i,...
denotes the plasma species/population and U%H (L)s
= 2T(1)s/my is the thermal velocity squared of the same
species. With this particular choice, the explicit expression
of the kVDF is obtained from (I.1) [i.e., Eq. (1) of paper I]
or from (II.1) and is given by

2 5 —(5+1)
i % v
) = AP (1 +—'2+—z)

KW, KWl

A(Kx) o 1 F(KS + 1)
s T w2 a2 s\ K
W WL ik T (i, — 1/2)

1
>§> (1

In accordance with the particular choices of the parame-
ters o and w) (), adopted here, the same settings must be
imposed on the general expressions for the dielectric tensor
and the kappa plasma functions discussed in Papers I and II.

The particular form of the kVDF in (1) is the model more
frequently employed in the literature for reasons that have
been discussed at length in Ref. 26 and in Papers I and II.

Among the several new expressions introduced by
Papers I and II regarding the physical properties of the prop-
agation of electromagnetic/electrostatic waves and wave-
particle interactions in a kappa plasma, for any combination
of particle species and wave modes, frequency and polariza-
tion, a great amount of space was dedicated to the discussion
of the mathematical properties and numerical evaluation of
several special functions, namely, the kappa (or superther-
mal) plasma dispersion function A )(f), the kappa plasma
gyroradius function H,(I“,’cﬂ) (z), and the mwo-variables kappa
plasma functions Z(“’ﬁ)(u, &) and Y*P) (u, &). The reader is

n,K n.K
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referred to Papers I and II for the definitions of these functions
and for the mentioned properties. Some new mathematical
formulas and properties for the same functions, developed for
the present application, are presented in Sec. III.

In order to reduce the amount of algebra, we will first
define the quantity

16 — Fk+p-1)
kP (k- 1/2)]

)K o0

which is such that l(ﬂ 1, and then define the following
form for the kappa plasma gyroradius function:

) = 1D ().
We will also employ hereafter the shorthand notation
ZP) (1, &) and y,(f,i(% &), which implicitly assumes that we
are taking the same functions with o = 1.

Given a plasma species s composed of particles with
mass my, electric charge ¢, and number density n,, we start
by taking the general form of the dielectric tensor in (I1.2,3)
and make the change n — —n for all the terms involving
negative values of the harmonic index n, thereby obtaining

_1+Z

. n?
Dy

n=1 "%

ns,K + AfnS,K)a (23)

o= zz (:,’2’2 i 10, (Ans — A, (2b)
b = — 2'2; k;gy‘“ f; i (Busic — B s, 20)
gy =1+ Z sz Cose + g(cm + CM)] , (2d)
&y = lzcz)_f;k;gs 8MX_BOS,,<+§;8M (Busi +B_,,S,,<)] . ()

T
&z = 1- Z: pr DTE [éOYBOS K_l—; éns ns,K ‘l‘é mB—m K)‘|
(2f)

where ¢&; (i,j = x,y,z) are the components of the dielectric

tensor, which obeys the wusual symmetry relations
Exy = —&yx, & = oy, and &, = —&y. Also, 0, = 9/0p,
U, = kiwzlv —_ (1 o 3 ) kzlv%lx
o202 2i5) 207
_w—an_< 3>_%w—n§2‘T
kiwiis 2K/ ks
and w,zn = 47msqf /ms is the squared plasma and €

= ¢,Bo/msc the cyclotron frequencies of species s for a
plasma embedded in a uniform ambient magnetic induction
vector By = Byz. Additionally, c is the light speed in vacuum
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and @ and k = k X + k|2 are the usual (angular) frequency
and wave vector of oscillations propagating in the plasma.
In (2a)—(2f), the quantities A, B, and C are defined as

Anre = 0,22 (3, &) +5 Aagmz,ﬁ‘x (B )y (o)
Busic = (Eog — Acl) 02, 20 (1, Ens), (3b)
Cuse = C Wi (B, &) + 5 LAGe WY (1,6, (o)

where

W)(]‘ﬁ}lj (:usv éns) = /7 Zl,ﬁ,zs (:u'm éns) - ZMYyE'lﬁIzS (:u'm éns)'

s

A; =1—T.,/T|, is the temperature anisotropy parameter
for species s, and 9 = 9/9¢.

In the present application, we are interested in low-
frequency (w < |€]) and long-wavelength (kﬁU%Hs <)
waves propagating in oblique directions relative to By. In
such a situation, @} /®” > o /Q where

2 2
wps o nsig C

2 120
QS nim; vy

with s =i referring to the ion species and with the squared
Alfvén speed v = B}/4nn;m;. Hence, for an electron-ion
plasma if at least we have (m,/m;)(c*/v]) ~ 1, then

Wi 2 /w? > 1 and we can neglect, as a first approximation,
the displacement current terms (the unity) in the diagonal
components of the dielectric tensor (2).

Now we notice that given the (squared) particle gyrora-
dius (or Larmor radius) p? = v3 /207 = Th/m Q?, the
quantity i, can be written as p; = (1 — 3/2k,)k% p2. Among
the several low-frequency wave modes observed in the solar
wind and Earth’s magnetosphere, of particular importance
are the dispersive Alfvén waves (DAW).?*?! In regions
where the plasma thermal effects on the wave dispersion
cannot be ignored, the DAW are known as the kinetic
Alfvén waves (KAW). Measuring the thermal effect with the
parallel/perpendicular ~ plasma  beta  parameter  fj(,y;
= 87m3TH 1)s /BO, the dispersion relation of KAW propagat-
ing in an isotropic Maxwellian plasma with moderate values
of the electron beta (m,/m; < f,<1)is’"

2

« 2 2,35

kﬁ ~l+kl<pa+zpi>7

where p2 = T,/m;Q? is the ion-acoustic gyroradius. Hence,
for the ions, an estimate on the magnitude of the parameter
u; for KAW is given by

1 ke 3\ 0k
i = ) (1 2Kl> B~ ( - >Q2 k B

Therefore, even for low-frequency Alfvén waves, the
parameter y; can be small but finite when the ion beta is large
and/or the KAW is propagating at large angles relative to By.
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Moreover, since we are assuming o < |Q and
kﬁuTHY < Qf, the typical |&, | for n>1 is supposed to be
larger than unity by several orders of magnitude. In this situ-
ation, we can employ in the coefficients A, By, and
Cs,c the asymptotic expansions given in (II.28a,b) for the
functions Z(m( ¢) and yff,l( , &), with their derivatives
given by (I1.22) and (11), keeping only the leading terms in
the expansions. Then, defining the small parameters
x = w/nQ and € = kyw);/n€ for n>1, expanding the com-
binations of the coefficients in (2) and (3) in powers of x and
e and keeping only the lowest-order contributions, one
obtains, after some algebra

w* |’

1
(1/2) Wiis
2(1+2A )Hn Ky ('us) 292

20>
Ans K + A—ns KNS5
’ nzﬂf

3/2)( )+ AH<1/2)( 1)

n,Ky 1Ky

20

Ans,K nQ
Al

_A—ns,rc ~ )

Y () +

kwis @
nQ, nQ,’
kywig
nQy ’

By + By = 2(Ag + DHY (1))

n,K,

angc —-B_ ns,K ~ 2H,(71/2>( y)A

Ks

2
(3/2) w
Corsse+ Consre = 2600 () —

n,Kyg

k
+AGL (1) 505
n

n,Ks

iVlSBﬂS.K + ffnstns,K ~ 72H,(1},42)(N‘V)Asa

where

2
=" H 0 — 2 ()

Notice that the above approximations are only used for
the terms with harmonic n # 0. In the expressions for
Aosic, Bose, and Coy,c, we have kept the full thermal effects
for the kappa plasma functions.

Inserting these approximations back into (2), we observe
that each component of the dielectric tensor contains a sum
over n>1 of the function H(ﬁ)(,u) or its derivative. Making
use of the identity (II.10), we can establish the sum rule

> H ) (w

n——00

- 1}({1)’)7

whereby we can define the auxiliary functions

16 _g®
H(ﬁ) (/,l) — K # 0,k (iu) , (43)

0 H(m/ )

21c _22 =

which were obtained by also making use of the property
H) (1) = H{)(1). Additionally, by virtue of (1.21) and the

(4b)
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1dent1ty found at the top of page 4 of Paper II, we have
Apropos the Maxwelhan limits of functions H(ﬁ ) and
Hz{; are

1— A o(w) 35
= v /_1-=
1(1) P 4u+12u+
A (1) 15 245
H :2 n :1—— —2
A1) =2)_ g T ag T

where A ,(u) = e *I,(u). The small gyroradius expansion
of H,(p) presented above is well known and easily obtained
from the properties of the modified Bessel function.
However, the function H,(u) has always been presented in
closed form and, to the best of the authors’ knowledge, no
series expansion was known in the literature (see, e.g., Refs.
29 and 31). The derivation of the series expansion for H,(u)
will be given in a future publication.

Finally, considering a 2-species electron-ion plasma, we
define the following parameters, which are inspired by and
generalize the corresponding parameters given in Ref. 29:

el = 1 (), (52)
P = el —ounf V), (5b)
ZO(&,) 1 Bui
¢ = — e ; Z(l) ) . Lik
‘ [ ﬁHe,h +ﬁ\|i,lc % 0’;\"(#1’601) 2 ’ G
2.2
1 1/2 kHUA
e =5 (B + Bsiel? —2) -5 (5)
1 ar o\ Kiva
- z (ﬂHeA + :BHz KA EK/ 2) F
1 ﬁlei{ _
U Brese| 152 4+ 552 P (¢
1 ( 2 BHEW . ( 06’)
(1/2)r 1B, 24
ﬁLz K ( 0, 11, 4 (:u ) 2 ﬁ‘l ;: 6(0,-)}0 K (:un 501))] ﬁL[ﬂ( )
(5¢)
2,2
3/2) 1 (1/2 kijva
Me = 15({/2) + HO 1{ (:uz) - _(1 + 24; )ﬁHZK / )(:ui) Q2 )
(50)
ﬁ e,K — ﬁ 1,K
the= g2 o) = 55 000 Bl 1 )
! ), Kiva
_EBHi,KU +A)H, (#i)?v (52)

where we have also defined the kappa-modified beta parame-

ters as
3 Biwys
Biwysn = <1 - 2Ks>ﬁ|u>s el

s

We must also point out that since p, < i; by a factor of
order m,/m;, we have kept in parameters (5a)—(5g) the
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lowest-order g(yroradlus contribution from the electrons, i.e.,
HY) (1) ~ HY) (1) ~ 1071

The parameters (5a)— (Sg) are identified within the dis-
persion equation detA = 0, where the elements of the matrix
A are

C2

A,‘j = E (kikj — kzé,'j) + 8,‘1‘, (l,] =XY, Z).

After some algebraic manipulation, during the course of
which some other terms that are of order m,/m; are
neglected, one notices that one root ®? = 0 can be factored
out and the remaining equation can be written in transcen-

dental form as
1 Comeone
jER] e JEERNS

o\t

Q
. 1 1 o\ Y
+ 6}((3/2)*@7_ ﬁl +65€3/2)/

x|y ! +1
K 61(<3/2) €

Some of the particular cases of Eq. (6) are discussed
below.

(e —1.)°

NORP =0 ©®

K

A. Maxwellian limit

If one takes the limits k, — oo and k; — oo, one
observes that 1,@ 7% 1, and the limits of the kappa plasma
functions are given in Papers I and II. In this case, the disper-
sion Eq. (6), as well as the parameters (5a-g), reduces to the
corresponding forms given by Ref. 29, as expected.

B. Limit of parallel propagation

In the limit k; — O or, equivalently, the limit of zero
ion gyroradius, we have u; — 0, and we have to employ the
limiting forms given by (I.21), (I. 23), the expression given
in page 04 of Paper II and (12). As a result, the dispersion

Eq. (6) reduces to
w

(U2 w (02
o e \@ T
2.2
1 UA
=5 (Biede + Byt =2) 03"

1 k
n= 2(1+2A Wi~ o

)
2.2
| VA

VAR
1
which is exactly the same solution obtained by Ref. 29.

In this case, the dispersion relations are the roots of pol-
ynomials that only depend on the wavenumber, the plasma
betas, and the anisotropy parameters. In other words, the dis-
persion Eq. (6) predicts that the kappa parameters x, and «;
do not influence the parallel firehose instability.

An exact treatment of the PFH shows a different picture.
Whereas the real part of the dispersion relation is largely inde-
pendent on the kappas, the growth rate does depend on «, and,
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mostly, on ;. The reason why the treatment presented here is
not able to account for this fact lies with the assumptions made
about the magnitudes of the quantities |£.,| and |£.;|. When
k, = 0, the ion-firehose occurs in the right-handed mode (the
magnetosonic mode). A careful examination of the unstable
range shows that the nonresonant approximations |£.,|>> 1
and |£;| > 1 are still valid, but |¢_;| ~ 1. Hence, for the par-
allel firehose instability the kinetic effects due to this quantity
cannot be ignored and the growth rate is no longer given by the
simple root of a polynomial, as above. A detailed account of
the PFH in a bi-kappa plasma is given by Ref. 22.

C. Limit of perpendicular propagation

In the converse case (kj — 0), one must consider in
(5a)—(5g) the asymptotic forms of the kappa plasma func-
tions for the limits &, &y — oo. For the function Z,(< (&),
one can notice in the expansion given by the expression at
pa%e 14 of Paper 1 that the dominant term is

ﬂ“/z /& For the functions Z and ), one
employs agaln the dominant terms of expansions (II.28a,b).

After some manipulations, Eq. (6) factors into two
branches: »* = 0 and

o\? 1 &
—) =—— | e +—2_], where
(Qi> 653/2)/ 553/2)

24,
d3;€ = |:1 + ﬂj_e - BJ_I ch(()l}{,z)l('uf)} ﬁ '
Lix

dye = 107 + HEY (1),

In the Maxwellian limit, the expression of the nonzero
mode, in the lowest-order of a small gyroradius expansion, is

o= \/1+4+ B, + B kiva,

which corresponds to the dispersion relation of compressive
Alfvén waves. These waves are always damped. On the other
hand, the nonpropagating mode with ®? = 0 turns out to be
the unstable mode.

For any combination of (k. ,k|), the wave modes are
obtained from the numerical solution of Eq. (6). Several new
properties of the kappa plasma functions, not included in
Papers I and II, were needed in order to implement the
numerical solution of the dispersion equation. These proper-
ties are discussed in Sec. III, and some numerical solutions
are presented in Sec. IV.

lll. NEW EXPRESSIONS FOR THE KAPPA PLASMA
SPECIAL FUNCTIONS

Several new properties and representations for the kappa
special functions are developed here.

A. Symmetry properties of the superthermal plasma
dispersion function

The superthermal (or kappa) plasma dispersion function
(kPDF) Z(“ (¢) was initially defined in (I.11) and several
properties were presented in Papers I and II. Here, we will
show its symmetry properties, which will be important for
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the new expansions of the functions Z and ) to be presented
below.

Consider first the argument & = &, + i, € C. If & > 0,
one of the possible representations of Z,i“’ﬁ S(é) is given by
(1.13), while its analytical continuation for &<0 is given by
(I.A1). Hence, we can directly establish the first identity,
when & > 0

ZPD(=&) + 2P (&)

—p-172 2\ ~(=1)
=2 nw (1 +£_> ) (7a)
I'(c—3/2) K

As discussed in Papers I and II, when « = § = 1, the
function Z\"") (&) = Z,.(&) reduces to the dispersion function
first introduced by Summers and Thorne®” and largely dis-
cussed by Mace and Hellberg.> In this case, the symmetry
property above reduces to Eq. (27) of Ref. 33. In the
Maxwellian limit (x — co), the same property reduces to
the known identity for the Fried and Conte function®*

22

Z(=8) +Z(¢) = 2ivne"

Now, let us consider the representation (I.14), which is
valid in the principal branch —%n < arg(é =+ zﬁ) < %n
(i.e., the branch line runs along —iy/Kk < & < —ioco). This is
the generalization of the result given by Eq. (17) of Ref. 33.
If we denote by & = &, — i&; the operation of complex conju-
gation, we immediately observe that

(& >0).

KT (0 —1/2)
G- DI(e-3/2)

1,2-1) 1 i
XZFI[ /1 ,5(1-m>‘|
However, given that>
a,b . _ b
(0 =am (9)5) e o

which is a property shared by all hypergeometric functions
in their principal branches, it follows that

209 (-2) =

700 (&) = —ZzP(—¢). (7b)

This result also reduces to the known property Z(&)
— Z(-9).

Finally, by combining properties (7a) and (7b), we
obtain, for & > 0

Ze9() = A7

(-1
kTG (8

which, when k — oo, reduces to

Z(&) =7(¢) + 2iﬁe’gz.

Phys. Plasmas 25, 112901 (2018)

B. The superthermal plasma gyroradius function

The kappa plasma gyroradius function (kPGF) H*%F)(z)
was initially defined by (I.20) and its more general represen-
tation was given by (I.22) in terms of the Meijer G-function.
The definition and properties of the G-function can be seen
in Appendix B of Paper I or in the references given therein.
Several properties of Hﬁf‘f )(z) and an associated function are
discussed in Papers I and II. Here, we will present some new
properties of the kPGF.

1. Symmetry properties

In some of the representations shown in Papers I and 11
as well as in the present work, the function H%f )(z) needs to
be evaluated for complex z. Looking at the representations
(1.23, 24), respectively, valid for noninteger/integer values of
A=K+ o+ f3, and taking into account the symmetry prop-
erties of elementary and Bessel functions, one readily con-
cludes (i) that the kPGF is a multivalued function with the
origin as a branch point and with a branch cut along the neg-
ative real axis and (ii) that in the principal branch

HD(z) = HEP (2),

n,K n,K

(|argz| < m). )

2. Series expansion in the integer case

As it was argued at length in Papers I and II, the func-
tion H\*P(z) can be represented in terms of power series
only when 4=« + o+ f is not integer. When 4 € Z, the
function has a logarithmic term and a representation in terms
of modified Bessel functions was given by (I1.24) (see Eq.
IL.7c for the derivatives). Although general, the evaluation of
Hﬁﬁ‘;f‘) (z) via the Bessel functions can be computationally
expensive when |z| < 1, as is the case for the application dis-
cussed in this paper. Hence, a suitable series expansion for
Hfﬁ;f )(z) in the regime of small gyroradius is desired.

" The desired representation is obtained via the residue
theorem. Using (1.22) and (I.B10), the function Hﬁf‘f) (z) can
be written as

1 K
HEP () = —
e C) = AT )

1
Fil,@(z) = TmJLfn,G(S)Zisdsv

L0+ s)T(n+s5)(1/2—s)
I'n+1-5s) ’

Fn7/172 (ZKZ),

fno(s) = (9a)

where the integration contour L is such that all poles of
I'(6 +s) and I'(n + s) lie to the right of L, whereas the poles
of I'(1/2 — ) lie to the left. In this case, the residues of the
integration are given only by the poles of the first two
gamma functions.

If m € Z, when 0 = m (for H{%P), m=0,1,2,...), the
poles  of  f,o(s) occur at s=-m—r and
s = —n—r(r € N). Hence, there are two possibilities: (i)
m < n and (ii) m > n that will be treated separately.

1. m < n: the function f,o(s) has simple poles at s
=—-m,—m—1,...,—n+1 and  double  poles at
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s =—n,—n — 1, .... The residues of the simple poles can be
evaluated with the identity™®

I'(z) = O +(—)k¢(k+ 1) + O[(z + k)]
K(z+k) & ’

where V(z) is the psi or digamma function. This expansion is
valid for z ~ —k (k =0, 1,2, ...). Therefore

Cln—=0(1/2),,
) ( )n+/(1)/ m ( ) ’

where £ =m,m+1,....n—1 and (a), =T (a+7r)/I'(a) is
the Pochhammer symbol.
On the other hand, the double poles are obtained from

Resfn,() (S = -

. d
Resfyols = —€) = lim = |(s + 0)fua(s)|.
for £ =n,n+1,.... Given that I'"(z) = (z)I'(z) and using
the identity>’
1
W(z) = ot Yk +1) +O[(z + k)],

one obtains for the residues

VA(1/2),(—)"
(1),,44(1)[7"1(1)5,”
x Wl —m+1)+y(l—n+1)

!//<;+€> +y(n+€+1)—1Inz.

Resfn,()(s =—{) =

2. m > n: now the poles are simple for s = —n, ...,
—m+1(m > n) and double for s = —m,—m —1,.... The
evaluation of the residues follows the same lines as in the
previous case.

Summing the contributions from all residues, both possi-
bilities can be cast in a single expression for F), o(z), result-
ing finally in

F}LO(Z)

2=t () T
—) G)H (;!2!#
s, )

o (u+1/2),
; (Y + 1),(0 + 1),

(V+1/2 z¢
1),(1—0), 0

S
X(He+Hyyo + Horo — Hyo1/240) al (9b)

where u = max(0,n), v =min(0,n), 6 = u— v, Y = u+ n,
n=v+n,and €, = 1 — 5. In (9b), the quantities H,, are
the harmonic numbers, given by H,, = y(w + 1) + y, where
y = 0.57721... is Euler’s constant. When w is a nonnegative
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integer, the harmonic numbers are Hyp=0 and
- Zi:l kL

Notice that there are two terms in (9b) that distinguishes

the series expansion of %) (z) when / is the integer from a

simple power series expansion of the hypergeometric kind.

First, there is a term proportional to Inz and second, the last

term is a power series but is not hypergeometric.

C. The two-variable kappa plasma functions

The two-variable kappa plasma functions (2VKPs)
ZP(p, &) and YD (u, ) were initially defined by (1.26).
They describe the dispersive properties of oscillations occur-
ring in a magnetized (bi-)kappa plasma. Since a magnetized
plasma described by a kVDF displays strong correlations
between the parallel and perpendicular components of the
particles’ velocities, the 2VKPs cannot be factored as the
product of two simple functions; i.e., there are no functions
M(p) and N(&) such that Z(u, &) = M(p)N (&), for instance.
This point has been argued at length in Ref. 26 and in Papers
I and II. Consequently, the simpler representations one can
expect for these functions will always be some transcenden-
tal series expansion.

1. Symmetry properties

The symmetry properties of the functions Zﬁlf‘f) (u, )
and y,Sf‘;;ﬂ) (1, &) can be readily derived starting from the inte-
gral representations (I.26a,b). For applications to plasma
physics, ¢ > 0 always but ¢ is in general complex. Hence,
the symmetry properties of the 2VKPs are determined by the
7P (&) function.

Consequently, from the symmetry properties (7), one
concludes that

(10a)

(10b)

x H5D : (10¢)
VoD, &) = VP (u, ©)
1/2-p( ) s\ VY
K= PT(A =2 14
2i/m————— 1+
VR 3 ( +f<)
-2
x HES 1 4= (10d)
K

For the derivation of (10c) and (10d), we have employed the
identities (I1.24, 26).
Moreover, it can be easily verified that
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200 (&) = Z50 (1, ),
ygnﬁlz(ﬂa é) = yflof,'cﬁ)(,u, é)

Henceforth, we will implicitly assume that n>0.

(10e)

2. Derivative of VP (p, ¢)

As can be observed in the expressions for the dielectric
tensor given either by (I1.3) or by (2) and (3), one also needs
to evaluate 9: V%P (i, &). The expressions for this derivative
were not included in Paper II due to an oversight, which will
be remedied now.

The procedure is roughly the same as the one described
in section C.1 of Paper II for the function Z. So, without fur-
ther ado, we present

(2,6) _ o T(A=3/2)  ap1y2)
a:))nlc (H,f)— 2|: ( _3/2)H ( )
+EVII (u, é)} : (11)

with the particular case

af_yfﬁ‘f)(oi):( dno + 5 5,11) ZeP3eE. 12

3. Power series expansions for large ||

Power series expansions for Z and ) were given by
(I1.25a) and (I1.27a), which are formally convergent for
|€] < v/x. Additionally, other series expansions were given by
(I1.25¢) and (I1.27b), which are formally valid for the whole
complex plane of £. However, for the range of variations of
the physical parameters considered in this work, although
the argument p is always small, since it is proportional to
the particle’s gyroradius, the magnitude of the argument ¢
= &oy = 0/kyw, can vary from very small (for near-parallel

1
hl (X,y) = %JL dt

LC(n—0)I(1/2+1) , 24
T'(n+1+1) xGMH
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propagation) to very large (for near-perpendicular propaga-
tion). Hence, from the computational point of view it is desir-
able to have power series expansions for the 2VKPs valid for
|€] > /K. These series will now be derived.

We will consider first the function Z{%/ (i, ¢). Taking
the integral representation (I1.26a) and inserting representa-
tion (IL.15a) for " (&), we can integrate the last term using
identity (I1.24) and obtain

72 B-1/2 ¢
B CEETING

i 2T (= 1) (1 ¢ > 2
+xﬁ+1/2r(a—3/2) e

X Hfl"‘,f) { (1 +£—2>},
K
*© X2 (/21 x)
2(:“) 5) JO X (1 +_X2/K)/L_l/2

&/ 10,322
1+22/k| 0,-1/2

Zf,‘f"xﬂ)(ﬂa &) = Fa(p, &)

12
X Gz_’2

where G;f is the Meijer G-function defined by (I.B10).
Using the Mellin-Barnes representation for this function and
interchanging the integrations in F»(u, ), we can integrate
on x, resulting then in

oKk K1 I'(n—0T(1/2+1) ;
Fz(#,i)—mgz—mjb NCESET) (2kp)
21| K O 1/2
Gz Eli-5/2-10]

where we have also employed the identity (I.B11a).
Let us now define the auxiliary functions

0,1/2
—5/2-10|

ha(x,y) = >

Obviously, Fy(u, &) = hy (2K, k)&
contour, we will now evaluate /;

1 J [(7/2=2+00(A-5/2—0T(n—0)T(1/2+1)
J ! IFrn+1+1)

‘G2 .
T2\ 5 50

’ 0,1/2 1

). Noticing that the integrations in both functions are defined along the same integration
— hy. Introducing again the Mellin-Barnes representations for the G-functions and simplify-

ing the resulting expression with the help of properties of the gamma function, we obtain, after some amount of algebra

r(-1) ;.
hl_h2:_\/ETy i

1 K

T /Al - 1)

22
G2,4 2Kz

|

A—5/2,n,

—(1-2) (o, ) X 1
1+ A —(1+- whi
( y) n,K |:2K ( y ) ere

2—5/2,1/2 ] 13

—n, =2

In order to obtain this result, we used representations (I.B9, B10, and B14), which give

Gl,l

A—=5/2—1t

1/2 ] =T(1—2-0*"F, () ___ : z) —T(h =2 =) 5211 42 W20,



112901-9 Meneses, Gaelzer, and Ziebell

Now, using again (I.B14), we can write /;(x,y) as

1 I(A—=5/2—0)T(n—0(1/2+1)
\/‘2mL ! IFn+1+1)

< XF 1,1/2 -
7)2— A+t

Noticing that in Fp(u, &) there is now a term with

hy (2, 1/ E%) and that we are assuming that |¢] > \/k, we

can then formally expand the Gauss function in /, according

to (I.B4) and identify the remaining integral as a G-function.
Therefore, we arrive at the desired result

ha(x,y) =

_ JarG-) 2\
=T (6 —3/2) (“7)

22 2
)] o b(o-9)])

K 1/2-8 \/—X(“ﬁ)< 2)
¢

Z0P ()

(O' 3/2) n,K
o0 1 o
XD =3 (5) Tt
k=0
ok 4—5/2,1)2
() (7)'K 22 ’
‘-7n J<(x):—G 2Kx .
. v T s an 0, a— 52—k

(14a)

Now for the function y,(,f‘,'f) (u, &). Starting from the inte-
gral representation (1.26b), using (II.15a, 26) and proceeding
in the same manner as above, we obtain the power series
expansion

\/EF()L ) 52 (2—4)
T (5 = 3)2) (1 * )

Az u(1+9)]
+HH [ﬂ (1 * 6:)] }

VD (&) =

/28 K
(0_3/2)\/_8 anlcﬂ D <ﬂ, £2> ) (14b)
where 0, X (x,y) = 0X/0x.

The power series (14a) and (14b) are formally valid for
|€] > /K. However, there is an additional condition. Since
the argument of H*# (z) is z = pu(1 4+ &*/x) € C, and since
the semiaxis z < 0 is a branch line, we must verify when this
line can be crossed. This can happen when f, — 0 for a fixed
& in the region outside the hyperbolas & — & > k. The
same situation applies for the function Z, (e ﬁ)( ).

Consequently, we can impose for the formulas (14a) and
(14b) the additional validity condition &, >0. This is not a
hindrance, however, since the analytical continuations of the
expansions (14a) and (14b) for the region ¢, < 0 are evalu-
ated with the symmetry properties (10a)—(10d).
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4. Representations for the functions I
j(“ ﬁ)( )

The series expansions (14a) and (14b) for large |£| intro-
duced the new associated functions I,(fkm (z) and J*P)(2),
which require adequate representations for their numerical

evaluation. These representations are derived below.

()and

a. Function ZSf,;m (z). First of all, we observe in (13) that
the function I,(ﬁ‘;f) (z) is not defined when / is half-integer
(with 2 =5/2,7/2,...),and A —5/2 —n = 1,2, ....* In this
case, one can either go back to the definition of the G-func-
tion and manipulate the gamma functions or employ the
identity>?*°

m+1 n éGm+l N
Crai2 ‘ﬁ w] () Crar2 ‘w /3]
(m<gq),

followed by (I.B11a). Proceeding in this way, we can write

(“ﬁ )(z)= h)(7), where
f F( DR
~ 1/2 57
—)SRGEY | 262 ,<),=—,—7...>
Py ) 3 n,—n,A—2 272
e
I 2=5/2,1/2 57
G2 | 2Kz , (z —,—,...).
24 lS/Z,n,n,iZ] 727
(15a)

We can now develop different representations for Ifflf) (2)
depending on /.

b. Case =5/2,7/2,.... First of all, writing
= 5/2+m(m>0) when 42=5/2 we can employ
(IBl]b) and wrltel,(,K )(2) as
1/2
,—n,1/2

__n] = (—)"2Ky, (2v/2K2),

I5D(2)],2s = (-)'GT3

2Kz
2 n

20
= ( )Go,z ZKZn

b

where we have employed the representation of the modified
Bessel function K, (z) in terms of the G-function.*’
Then, using the differentiation formula

d | (@p) —by—k (@p)
- quJl Gm N
dzk {Z P4 % (b,) e %\ (b 1), by + k

(m < q), (15b)
it is easy to conclude that

dm
(o, ) oy mtn, 1/24m & | —1/2
30() = 2=yl o [u Ka, (2\/5)} .

Finally, with the help of the identities*'
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n n o) k
Kﬂ%@)=§:<k>@+"h¢)Kwdm
=0 z
8’1 a n
*u/2 _“ (xv—n)2p _
a P |: K, (a\/_)i| ( 2) z K1/+n(a\/2)7
we obtain
yor L =52
()2
POt
1 K 22
« <_> M7 <A:§7z7._> (15¢)
2 I3y (2 )(k*[)/z 2 2

c. Case J.#5/2,7/2,....In this case, the function
(o) L
I’ (z) can be expressed as a combination of hypergeomet-
ric functions via (I.B14), resulting in

()"

1
e et |y (N [CYo
me () I'(A—1)cos(nA) n—|—2 (21c2)
I’l+1/2 /=52
X 1¢ 2kz | -T(1—2)( 2K
]8’2<2n—|—1,3—0—n—i Z) ( )(22)
s 1,A-2
X 2Kz | |,
i—3/2—ni—3/24n,1/2 7"
57
At =, ... 15d
< #2727 )’ ( )
|
Gf% 2Kx
Tyi) = =i, where ) =
(—)ngﬁ lZKx
f. Case 2. =15/2,7/2,.... Some of the formulae already

obtained can be employed for the represe(ntatlon of 7, ,f;,z( ).
For instance, we can write J n“kﬁ,z (z)=T(1-3/2
—k)H#P=1/279)(z) and then use (I.24). However, this is only
valid for 1 — 5/2 — k=0.
A better alternative is to identify the definition of
El“k’iz (x) with the function F, ¢(z) in (9a) and then evaluate
the Mellin-Barnes integral using the residue theorem. This
procedure will result in a formula similar to (9b), with the
caveat that now some of the poles of I'(6 + s) are regular-
ized by some of the poles of I'(n+1—s),since I'(—r+¢)/
T(—p+4€) == (=)"7p!/ri (p,r =0,1,2,...). As a result,
the first line in (9b) is replaced by

. (0 — 1)!(1/2)”[021’“0
“(n + £o) ! (1 — a)y,
><6 L fo (v+1/2+ £p),2*
(1+n+4)(1 =0 +4o),(1+4),’

(=0

where £) = max(0, —u — v).
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where ,&,(a;b;z) is the regularized form of the ,F,(a;b;z)
hypergeometric function [see Eq. (16.2.5) of Ref. 42].

d. Derivative of TP (z). When 2 is half-integer, we can

employ the formula (15b) again to obtain the recurrence
relation

ZEP() = (G- DT (@) — (-
(32

On the other hand, when 4 # 5/2,7/2, ...,
ply employ the formula*®

) aﬁ+l)( )

b

(15e)

one can sim-

a+1

d a d
Eﬂgq va = jl}a.i qu iz

b+ 1

on (15d). The derivation is straightforward and will not be
shown here.

e. Function J*P)(z). Again, the G-function in the defini-
tion of J ﬁf;cﬁ) (z) given by (14a) is not defined when
A—5/2—n=1,2,.... Performing the same manipulations
mentioned with regard to 7 Sﬁ‘,}m (z), we can write

1/2
A=5/2—kn,—n|’

J—5/2,1/2

(16a)
AS/Z,n,n,ELS/Zk]’ <;L 7

g Case L#5/2,7/2,....
case for Iﬁ“’fi) (z), we obtain

Proceeding as per the same

(o) ntk+1 VK r
‘-7)1k;c(z) ( ) COSTC}~|: < 2>(2KZ)
n+1/2
X 182 2Kz
2n+1,n+7/2—-2+k
T —2)(2Kz2)"
1,i—2
X 283 2Kz | |,
A=3/2—n,2—-3/24+nk+1
57
T 16b
(431.) o

h. Derivative of J i“,ﬁg(z) For half-integer 4, we employ
the differentiation formula
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0.8

0.4
k”vA/Qj

FIG. 1. Plots of the real frequency (top panel) and of the growth rate (bottom
panel) of the unstable mode versus wave number for f, =2 (T), = T 1.),
Bji=3, B =08andrx, =x; =5.

d T ym,n (ap) _ o—1,~mn (ap)
_ o—1lrmn (ap)
Gy {Z‘b1-+ 1,(bq_1)]
in order to obtain the recurrence relation

5
T = (13-4 75000 - 7,

2
<A 5 7 >
A==,=, ).

22’

When 4 # 5/2,7/2, ..., we derive directly (16b).

(16¢)

IV. NUMERICAL SOLUTIONS OF THE DISPERSION
EQUATION

In this section, we will present some numerical solutions
of the dispersion Eq. (6). For the implementation of the com-
puter code, we employed several of the properties presented
in Papers I and II, as well as in Sec. III.

The bulk of the code was written in Modern Fortran,”*
but several key components were made possible thanks to
the multiple-precision libraries MPMath*® and Arb,*¢ writ-
ten in Python and C, respectively. The C functions are
accessed from Fortran with the Application Programmer’s
Interface (API) present in the standard of the language,
whereas the Python modules are accessed via the P/C APL*’

4
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0.2

: > o~ 0.1
015 kivg/Q; 01 0.05 0 0 kjva/S%

FIG. 2. Transition between the parallel firechose instability and the oblique
firehose. All other parameters as in Fig. 1.

In this work we will present only some representative
solutions of Eq. (6). A more detailed and comprehensive
analysis of the oblique firehose instability occurring in kappa
plasmas will be presented in a future publication. In order to
reduce the number of symbols employed in the discussion,
we adopt the following normalized forms:

kaea o)
Qi 5 r(i) Qi 5

9L =

where v = o, + iw;.

Figure 1 shows a typical solution of the dispersion Eq.
(6). We plotted only the normalized values of the dispersion
relation (top panel) and of the growth rate (bottom panel) of
the unstable mode (w;/€;) versus the normalized parallel
(kjva/€;) and perpendicular (k vs/Q;) components of the
wave vector. The physical parameters used in Fig. 1 are the
following: the electron VDF is isotropic, with plasma beta
Be = Bje = B.. = 2; the ion VDF is anisotropic, with f3j; =3
and f; = 0.8, which corresponds to a temperature ratio of
T”,-/Tl,- = 3.75 or to an anisotropy parameter A; =1 —T,;/
T; = 0.733. These are typical parameters to excite the fire-
hose instability. Additionally, both VDFs are superthermal,
with k, = k; = 5.

Figure 1 is similar to Fig. 4 of Yoon et al.*° In the bot-
tom panel, one can observe that the growth rate of the insta-
bility is split into two branches: on the plane k; = 0 the
instability is restricted to the range 0 < kv, /Q;=0.16. This
branch rapidly vanishes as k; grows, while the other branch
of the instability displays a growing behavior which climbs
to a maximum z; ~ 0.07 at (¢,¢q.) ~ (0.37,0.32) and then
gradually vanishes as well as ¢, grows, but falls slowly
along the g direction. This branch of the instability was
called the oblique firehose by Yoon et al.*® and the Alfvén
firehose by Hellinger and Matsumoto.*® Another noticeable
aspect is that the maximum growth rate of the oblique fire-
hose is substantially larger than the maximum growth-rate of
the parallel branch (z; ~ 0.02).

Over the spectral range where the oblique firehose is
operative, one observes, in the top panel of Fig. 1, that the
real part is zero; i.e., the oblique firehose instability occurs in
a nonpropagating mode. This characteristic was pointed out
by Refs. 29 and 30 and is also valid for a kappa plasma.

The transition between the parallel and oblique branches
of the instability can be seen in greater detail in Fig. 2, which
is an inset of the bottom panel of Fig. 1. One can clearly
observe the smooth transition between either branch of
the instability, with the parallel branch confined in the range



112901-12 Meneses, Gaelzer, and Ziebell
0.08F R S
/ S
/, .
/ N
// NS
/ I~
// \\\
/ \\\
0.06- Y, 2d
y
/
/
/
/
/
o
\§ 0.04 - 1
kyvy/Q;=0.374
T Ky > 0
— k,=200
e =10.0
0.02 - e =08.0 4
— =05.0
e =04.5
=04.0
— =03.5
0 1 " L
0 0.2 0.4 0.6 0.8
kyva/Q;
0.08F T T T = ”\\ T T T A
0.06 - T
G004 1
38
kyv./€;=0.4094
0.02 -
0 L L L L 1 T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

kJ_VA/Q,-

FIG. 3. Plots of w;/<; for several values of k, = k;. Top panel: varying kH,
keeping ¢, = 0.374 fixed. Bottom panel: varying &, , keeping ¢ = 0.4094
fixed. All other parameters are the same as in Fig. 1.

0 <¢1=0.03, 0 < ¢=0.16 and the oblique branch opera-
tive for ¢; = 0.03.

The surface plots in Figs. 1 and 2 show the characteris-
tics of the firechose instability for a single combination of
electron/ion kappa parameters. If one wishes to analyze the
dependency of the instability with different values for the
kappas, 3D surface plots are not adequate. Instead, we will
take the coordinates of the maximum growth rate for a
Maxwellian plasma, which are (g,q.) ~ (0.41,0.37) for
the parameters in Fig. 1, fix either k| or k; and then plot the
growth rates along the other component of the wave vector
for several different values of k, and ;.

Proceeding in this way, we obtain the results shown in
Fig. 3. In the present analysis, we will consider the particular
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FIG. 4. Plots of w, /Q; for several values of k, = k;, varying k; with q =
0.4094 fixed. All other parameters are the same as in Fig. 1.

choice of x, = k;. A more realistic and comprehensive anal-
ysis will be presented in a future publication. In the top panel
of Fig. 3, we show the dependence of w; with ¢ for a fixed
g1 = 0.374. The dashed curve is the solution of the
Maxwellian limit of the dispersion Eq. (6), obtained directly
from the expressions for a bi-Maxwellian VDF. The blue
curve of Fig. 3 (top), on the other hand, corresponds to the
solution of (6) with x, = x; = 20. As expected, this case is
already close to the pure Maxwellian plasma environment.
As the kappa indices decrease, the maximum growth rate
along g also drops (from z; . ~ 0.08 for kK — oo to
Zimax ~ 0.062 for k = 3.5), with the value of g nax = 0.41
approximately the same for all kappas.

A different behavior is observed along ¢, . The bottom
panel of Fig. 3 again shows that the case x, = k; = 20 is
already close to the Maxwellian limit and that z; n,x drops as
the kappas are reduced, with the same variation observed in
the top panel. However, along the perpendicular direction
one can observe some distinguishing features not apparent in
the top panel. First of all, in the small &k, region (¢, <0.17),
corresponding to the “small gyroradius” case, the growth
rate remains roughly independent of «, with the limiting situ-
ation that at ¢, = 0 the solution is exactly the same as in the
Maxwellian case. On the other hand, for ¢; =0.17 the
growth rate becomes dependent on x, in such a way that not
only the value of z; nax reduces with «, but the spectral range
of the instability in the perpendicular direction reduces as
well. Hence, these results suggest that for moderate values of
the gyroradius, the oblique firehose instability is strongly
dependent on the kappa parameter.

The same behavior is displayed by the real part of the
unstable mode as a function of £, as can be seen in Fig. 4.
In the low gyroradius limit, the wave refracts as in a
Maxwellian plasma, then the mode becomes nonpropagating
throughout the unstable spectral range and finally becomes
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FIG. 5. Plots of w;/Q; (continuous lines) and w,/€; (dotted lines) as func-
tions of g, for fixed ¢y =0.12 and various values of x, = x;. All other
parameters as in Fig. 1.

propagating again right at the point where the instability dis-
appears and is replaced by damping. The value of k; where
the mode ceases to be unstable is dependent on the kappa
parameter, with the nonpropagating, unstable spectral range
consistently reducing with x, = ;.

As a final result, Fig. 5 shows both the normalized
growth rate (continuous lines) and the normalized real part
(dotted lines) of the unstable mode for a fixed value of g
and varying ¢, . Now, the parallel component of the wave-
number is fixed to kjvs /Q; = 0.12, which corresponds to the
maximum growth rate of the (quasi) parallel branch of the
firehose instability. The growth rates displayed by the figure
clearly show the transition from the quasi-parallel to the obli-
que branches of the instability, which occurs at ¢, ~ 0.026
for all values of the kappa parameter. We observe the same
behavior displayed by Figs. 3 and 4: the quasi-parallel
branch is almost independent of x, and k;, whereas the obli-
que mode shows an evident dependence on the kappas. We
again observe that not only the maximum growth rate is
reduced with kappa, but so does also the unstable spectral
range.

The real part of the unstable mode also repeats the same
pattern observed in the previous figures: the quasi-parallel
branch of the instability is convective, with nonzero phase
velocity that is almost independent of the kappa values. On
the other hand, the oblique branch is nonpropagating
throughout the unstable spectral range and acquires a non-
zero phase velocity when the instability disappears, being
replaced by a very small damping coefficient.

As a final remark, we mention again that a more com-
plete treatment will show that the quasi-parallel branch of
the firehose instability does indeed depend on x;. However,
this does not invalidate the present treatment, since the main
objective was to study the effect of the superthermal nature
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of the electron and ion distribution functions on the oblique
firehose instability, which does depend on the kappas.

V. CONCLUSIONS

We presented the derivation of a dispersion equation
that describes the oblique firehose instability excited in an
electron-ion plasma depending on the wave vector, the paral-
lel and perpendicular electron and ion beta parameters, and
on the kappa parameters of the electron and ion velocity dis-
tribution functions.

In order to implement the numerical solution of the dis-
persion equation, several new mathematical properties of the
kappa plasma special functions were obtained, which com-
plement the formalism already derived in previous
publications.

Employing values of the physical parameters that are
relevant to space plasma conditions, some solutions of the
dispersion equation were shown. The results show that both
the maximum growth rate of the instability and its spectral
range depend on the superthermal nature of the x distribu-
tions, with both properties roughly displaying a reduction
with the values of k, = k;.

A more comprehensive and complete analysis of the
oblique firehose instability was not reported here, due to the
length of the paper demanded by the mathematical expres-
sions. This task will be carried out in future publications, not
only for the firehose instability but also for other relevant
instabilities occurring in arbitrary angles, polarization, and
frequency ranges.
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