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RESUMO

Nesse trabalho, desenvolvemos modelos predador-presa de tempo dis-
creto a partir das equagoes do modelo parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey e
consideramos o modelo de Beverton-Holt para representar o crescimento da popu-
lacao de presas, o qual ¢ equivalente ao modelo logistico continuo. Para descrever
os efeitos da predacdo, usamos uma resposta funcional do tipo II. Na construgao
dos modelos, consideramos a ordem especifica com que os eventos acontecem em
ambas as populacoes. Nossas simulacoes para este modelo ecolégico mostram resul-
tados similares ao modelo de tempo continuo de Rosenzweig-MacArthur, incluindo
os mesmos equilibrios e sequéncia de bifurcagoes. Além disso, discutimos também, a
ocorréncia dos efeitos hydra e paradoxo do enriquecimento. Consideramos também
uma distribuicao espacial através de redes de mapas acoplados e apresentamos simu-
lagOes para casos de invasao de uma ou das duas espécies e o efeito dos coeficientes
de difusao na dinamica das populagoes. Em particular, a alteracdo nas amplitudes
de oscilagao das populagoes totais de presas e predadores. Na sequéncia, incluimos
o efeito de uma doenca na populagao de predadores e consideramos duas fungoes
diferentes para descrever a fragao de predadores suscetiveis que nao é contaminada
em cada instante ¢, a primeira, através da lei da acao das massas, e a segunda,
através da lei de incidéncia padrao. Nossos simulagdes mostram resultados muito
semelhantes a modelos ecoepidemiolégicos de tempo-continuo desenvolvidos a partir
do modelo de Rosenzweig-MacArthur. Em particular, observamos a estabilizagao
das oscilagoes quando a doenca se torna endémica. Com a inclusao do espago, consi-
deramos, novamente, casos de invasao das espécies e comparamos com os resultados
obtidos nos modelos sem doenca. Além disso, apresentamos casos de formagao de
padroes espaciais heterogéneos, gerados a partir de perturbacoes nos equilibrios do

sistema e da instabilidade difusiva.
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ABSTRACT

In this work, we develop discrete-time predator-prey models from the
Nicholson-Bailey host-parasitoid framework and assume the Beverton-Holt model to
represent a growth of the prey population, equivalent to the continuous-time logistic
model. In order to describe the effects of predation, we used a type II functional res-
ponse. In the derivation of the models, we consider the specific order in which events
take place in both populations. Our simulations show many similarities with the
continuous-time Rosenzweig-MacArthur model, including the same equilibria and se-
quence of bifurcations. In addition, we also discuss the occurrence of the hydra effect
and paradox of enrichment. We also consider a spatial distribution through coupled
map lattice and perform simulations for cases of invasion of one or both species and
investigate the effect of diffusion coefficients on population dynamics. In particular,
we observe changes in the amplitudes of oscillation of the total populations of prey
and predators. We then include the effect of a disease on the predator population
and assume two different functions to describe the fraction of susceptible predators
that is not contaminated at each instant ¢, namely, the law of mass action and the
standard incidence law. Our simulations show results very similar to continuous-
time eco-epidemiological models developed from the Rosenzweig-MacArthur model.
In particular, we observe the stabilization of oscillations when the disease becomes
endemic. When we consider a spatial distribuition, we examine cases of invasion
and compare with the results obtained in the models without disease. In addition,
we present cases of heterogeneous spatial pattern formation, which are generated

from perturbations in system equilibria and diffusive instability.
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1 INTRODUCAO

Modelos matematicos sao ferramentas essenciais para o entendimento
dos mecanismos responsaveis pela persisténcia ou extingao de espécies em sistemas
naturais (Murray, 1993a; Kot, 2001). Em particular, a interagdo entre predadores
e presas ¢ um assunto de grande importancia em ecologia e que ja foi investigado
através de diversos modelos matematicos (p.ex. Kendall et al., 1999; Murdoch et al.,
2003; Turchin, 2003; Barraquand et al., 2017). Modelos matematicos podem ser
formulados considerando o tempo como uma variavel continua, de onde se obtém
os modelos de tempo continuo, ou como uma variavel discreta, de onde se obtém os
modelos de tempo discreto. Modelos de tempo continuo, ou simplesmente modelos
continuos, tém sido amplamente utilizados para modelar a dinamica de interagao
entre duas espécies (Hastings, 1997; Brauer and Castillo-Chavez, 2012). No entanto,
existem diversos sistemas com dinamicas melhor retratadas considerando-se tempo
discreto, como por exemplo, em espécies com reproducao sazonal ou com ciclo anual
de vida (Begon et al., 2006). Além disso, em estudos experimentais, os dados sao
frequentemente coletados em intervalos de tempo igualmente espagados, mesmo em
casos em que o objeto de estudo evolua, na verdade, continuamente. Por exemplo,
um pesquisador faz observacoes a respeito de uma reagao quimica a cada hora, da
altura de uma planta a cada dia, da populacao de determinada espécie a cada ano,
etc. (De Vries et al., 2006). Esses exemplos mostram que estudar e desenvolver mo-
delos de tempo discreto pode contribuir para um melhor entendimento de diferentes

tipos de sistemas presentes na natureza.

O comportamento qualitativo das solugdes de modelos discretos ¢, em
geral, muito mais complexo do que aqueles obtidos através de modelos continuos,
mesmo em modelos para uma tnica populagado (May, 1976). Embora o interesse por

modelos de tempo discreto tenha aumentado durante as ultimas décadas, modelos



para sistemas com interacao entre espécies como predador-presa, por exemplo, ainda

permanecem longe de serem completamente entendidos.

Hadeler and Gerstmann (1990) construiram um modelo predador-presa
de tempo discreto usando aproximagao de Euler para as derivadas do modelo conti-
nuo de Rosenzweig and MacArthur (1963), o qual denominaram “o modelo discreto
de Rosenzweig”. Embora, a semelhanca do modelo continuo, identificaram equili-
brios do mesmo tipo (extin¢do das espécies, sobrevivéncia apenas das presas, coe-
xisténcia das espécies), o sistema também apresentou comportamentos complexos,

tais como solugoes periddicas e caos, os quais nao sao observados no caso continuo.

Além disso, modelos de tempo continuo, em sua maioria, consideram
processos, tais como nascimentos e mortes, continuos e simultaneos ao longo do
tempo, o que nao se constata em sistemas realisticos. J4 em modelos de tempo
discreto, levar em consideragao a ordem dos eventos constitui uma tarefa mais facil.
Diferentes ordens de eventos podem levar a diferentes comportamentos qualitativos
e quantitativos, até mesmo em modelos discretos para uma tnica espécie (Astrom
et al., 1996; Jonzén and Lundberg, 1999; Hilker and Liz, 2013). Dessa forma, é
plausivel esperar também diferencas significativas em sistemas discretos com mais
de uma espécie, tais como predador-presa e parasitoide-hospedeiro (Wang and Gu-

tierrez, 1980; May et al., 1981).

Um modelo bastante conhecido para um sistema parasitoide-hospedeiro
foi desenvolvido por Nicholson and Bailey (1935), assumindo que, na auséncia de
parasitoides, a populacao de hospedeiros crescesse de acordo com uma progressao
geométrica e a fragdo de hospedeiros que nao é parasitada dependesse apenas da
populacao de parasitoides. Esse modelo, no entanto, apresenta equilibrio de coe-
xisténcia instavel para qualquer conjunto de parametros. Com o objetivo de tornar
o modelo de Nicholson-Bailey mais realistico, algumas modificagoes passaram a ser
realizadas. Uma das primeiras adaptacoes propostas consiste na inclusao da de-

pendéncia da densidade nas equagoes do modelo (Hassell and Pacala, 1990; Jang,



2006). Beddington et al. (1975), por exemplo, desenvolveram um modelo predador-
presa discreto a partir das equacoes de Nicholson-Bailey, onde usou o modelo de
Ricker (1954) para descrever o crescimento da populagao de presas. Essa modifica-
¢ao possibilitou nao sé a ocorréncia de um estado assintético estavel de coexisténcia,
como também o comportamento oscilatério das populagoes com um ciclo limite es-
tavel. Outra modificacdo no modelo parasitoide-hospedeiro consistiu em introduzir
respostas funcionais (Holling, 1959) ao descrever a interacao entre as duas espé-
cies envolvidas (Mills and Getz, 1996; Lane et al., 1999; Tang and Chen, 2002),

permitindo considerar a saturacao na predacao e o tempo de manejo.

Nas ultimas décadas, houve ainda um crescente interesse no estudo dos
efeitos de uma doencga sobre a dinamica de duas populacoes interagentes, através
de modelos denominados ecoepidemioldgicos. Estes estudos possibilitaram a com-
preensao de que as doencas infecciosas podem ter efeitos reguladores nao apenas na
populacao diretamente atingida pela doenca, mas também sobre outras espécies com
as quais estas interagem (Xiao and Chen, 2001; Venturino, 2002; pada Das et al.,
2009; Stiefs et al., 2009). Hilker and Schmitz (2008), por exemplo, usaram o modelo
continuo de Rosenzweig-MacArthur como base para a constru¢ao de um modelo
predador-presa ecoepidemiologico também continuo com doenga na populacao de
predadores e mostraram que a doenca, ao se tornar endémica, pode estabilizar as

oscilagoes das populacoes envolvidas.

A quantidade de modelos ecoepidemiologicos discretos disponiveis na
literatura, no entanto, ainda é pequena. Allen (1994), por exemplo, desenvolveu
modelos epidemiologicos SI, SIR e SIS de tempo discreto a partir da discretizacao de
modelos continuos. A analise dos limiares para a prevaléncia e extingao da doenca
foi desenvolvida por Yicang and Fergola (2004) em um modelo SIS discreto para
epidemias com estrutura etaria. Estes modelos, entretanto contemplam populagao

com unica espécie.



Tendo em vista que ambientes naturais consistem, em geral, de regioes
espaciais heterogéneas, as quais podem influenciar diretamente o comportamento de
um sistema ecoldgico e epidemioldgico, nao se pode restringir a hipoteses de distri-
bui¢oes homogéneas no espacgo. Na natureza, as espécies estao sujeitas as condigoes
do habitat em que vivem, o qual pode apresentar regioes favoraveis ou nao ao cres-
cimento e a sobrevivéncia das populacgoes. Além disso, uma mesma populacdo pode
ser constituida de individuos com propriedades de movimentacao distintas, mesmo
que o meio seja homogéneo, o que também exigiria uma especificacdo de coorde-
nadas espaciais. Por exemplo, raposas infectadas com o virus da raiva perdem o

senso de territério, dispersando-se de forma diferente de raposas saudaveis (Murray,

1993b, p.676).

Quando se trabalha com espaco e tempo continuos, os modelos sao cons-
truidos por equacoes diferenciais parciais. Nesta abordagem, acrescenta-se ao termo
de reagao (dindmica vital), termos de movimentagdo, como por exemplo, difusao,
que indica movimentos aleatorios sem direcao preferencial, nem estimulos externos.
Estes modelos sdo denominados modelos de reacao-difusao. Bate (2013), por exem-
plo, analisou a dindmica espacial em modelos predador-presa ecoepidemiologicos

considerando tempo e espac¢o continuos.

Dentre as alternativas para modelos espaciais, Ferreri and Venturino
(2013) utilizaram autéomatos celulares (tempo, espago e varidveis de estado discre-
tos) para estudar um sistema predador-presa primeiro sem e depois com a inclusao
de uma doenga em uma das populagoes. Ainda nesse sentido, quando se trabalha
com espago e tempo discretos, mas com varidveis de estado continuas (Chazottes
and Fernandez, 2005), dizemos que se trata de um modelo de Redes de Mapas
Acoplados (RMA). Esta abordagem foi introduzida em Ecologia no inicio dos anos
1990 e constitui uma poderosa ferramenta para analisar padroes espaciais e tempo-
rais, resultantes de interacoes biolégicas tais como parasitoide-hospedeiro (Hassell

et al., 1991), instabilidade difusiva (Rodrigues et al., 2011, 2012), invasoes biolégicas



(de Camino-Beck and Lewis, 2009; Mistro et al., 2012) e refugios espaciais (Mistro
et al., 2009). Comparados com os modelos com equagoes diferenciais parciais, os
modelos com RMA facilitam muito a incorporacao de diferentes escalas de tempo
ou de espago, bem como a modelagem de fluxos populacionais que levam em conta
diversos tipos de comportamentos individuais de movimentacao tais como taxia, ou

outras respostas a estimulos externos.

Neste trabalho, propomos e analisamos modelos matematicos de tempo
discreto, incluindo distribuicao espacial, para o estudo de interacoes predador-presa
com e sem a influéncia de uma doenca. Nosso objetivo é apresentar uma formulagao
alternativa aos modelos de tempo continuo, desenvolvendo modelos que nao sao
obtidos a partir de discretizagoes destes 1ltimos para sistemas ecoepidemiologicos.

A abordagem matematica que adotaremos sera a de Rede de Mapas Acoplados.

As solugoes dos nossos modelos possuem diversas similaridades quando
comparados aos modelos de tempo continuo — mesmos tipos de equilibrios, mesma
sequéncia de bifurcagoes, além de nao apresentarem comportamentos complexos
como duplicagoes de periodo e caos. Acreditamos que somos pioneiros em considerar
um modelo ecoepidemiolégico com distribuicao espacial totalmente formulado em

tempo e espago discretos.

O trabalho estd assim dividido: no capitulo 2, apresentamos alguns
modelos de tempo discreto para a dinamica populacional de uma tnica espécie e
também de duas espécies interagentes, previamente estudados. A nossa contribuicao
inicia no capitulo 3, no qual desenvolvemos e analisamos um modelo predador-presa
de tempo discreto, apresentando equilibrios, bifurcagoes, ao qual posteriormente in-
cluimos uma estrutura espacial na qual as populagoes movimentam-se por difusao.
No capitulo 4, incluimos o efeito de uma doenca na populacdo de predadores do
modelo desenvolvido no capitulo 3, analisamos equilibrios, estabilidade e posterior-

mente incluimos uma estrutura espacial.



Cada capitulo possui uma breve introducao e uma se¢ao de discussao,
onde sintetizamos os principais resultados e as suas relagbes com outros trabalhos
presentes na literatura. No capitulo 5, apresentamos as conclusoes gerais da tese e

as perspectivas futuras.

O capitulo 3 constitui o teor do artigo (Weide et al., 2018) disponivel
online através do link: https://doi.org/10.1016/j.mbs.2018.12.010.

As simulacoes e os graficos apresentados nesta tese foram realizados

usando os softwares Maple 15 e Geogebra 5.0.



2 MODELOS POPULACIONAIS DE TEMPO
DISCRETO

Neste capitulo, discutiremos alguns modelos de tempo discreto para
a dindamica populacional de uma unica espécie, e também de duas espécies que
interagem entre si. Para os modelos de uma tnica espécie (Segao 2.1) apresentaremos
o modelo de crescimento exponencial, o mapa logistico, o modelo de Ricker e o
de Beverton-Holt. Dentre os modelos de duas espécies (Se¢ao 2.2), discutiremos
primeiro o modelo parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey e, na sequéncia, a
inclusao da dependéncia da densidade na populacao de parasitoides. Os modelos de
Beverton-Holt e de Nicholson-Bailey servirao como ponto de partida para os modelos
predador-presa de tempo discreto que desenvolveremos a partir do capitulo 3 deste

trabalho.

2.1 Modelos discretos para uma unica espécie

Diferentemente dos modelos continuos, cujas hipdteses relacionam-se
com taxas de variagao CZ de uma populagao z(t), modelos de tempo discreto con-
sideram populacoes para as quais decorre um mesmo intervalo de tempo entre duas
medidas (observagoes) consecutivas, e as hipdteses relacionam valores das popula-
¢oes xy no instante ¢t com valores x;,,,, onde n € Z*. Em outras palavras, modelos de
tempo continuo sao construidos com equagoes diferenciais, e os modelos de tempo

discreto com equagoes a diferencas.

Uma equagado a diferencas de primeira ordem relaciona o ntimero de
individuos de uma populacao em um instante ¢ + 1, denotada por x;.;, com o

nimero de individuos x; da populagdo no tempo ¢, e é da forma (Murray, 1993a)

T = flz). (2.1)
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Um equilibrio de um modelo discreto é um valor x* que satisfaz a equa-
cao
Tpp =T = X7 (2.2)
diz-se que z* é linearmente estavel se uma pequena perturbagao ¢;, definida por
€t = X — LZ'*, (23)

se aproximar de zero a medida que ¢ cresce. Para o modelo (2.1), isso implica em

|f'(2")] < 1. (2.4)

A seguir, apresentamos alguns modelos de tempo discreto de primeira

ordem usados para descrever a dinamica populacional de uma tnica espécie.

2.1.1 Crescimento exponencial

Esse modelo pode ser obtido a partir do modelo de Malthus (Murray,

1993a),
d
d—f =ar, a>0, (2.5)
cuja solucao é
x(t) = xz(0) exp(at), t>0. (2.6)

d
Através da substituicdo da derivada d—j do lado esquerdo da equacao
(2.5), pela seguinte aproximagao

dr  Tiar— T
~Y

D0 At T 2.7
dt At ’ (27)
podemos escrever
T+ At = (1 + R)I’t, (28)
onde R = aAt > 0.
Representando por [e], a dimensdo de e, temos que [a] = [t|™!, donde

R é adimensional.



Definindo o parametro p através de p =1+ R > 1, e fazendo At = 1,

obtemos o modelo discreto de crescimento exponencial dado por

Ty = pry,  p > 1, (2.9)
cuja solucao ¢
T =x0.p", t=1,2,3,... (2.10)
L41

Da equagao (2.9), temos que a razao = p, nao depende de z;; por

Tt
isso, este modelo é dito independente da densidade.
Comparando as solugoes (2.6) com (2.10) vemos que os pontos da solu-
¢ao do modelo de crescimento exponencial estao situados sobre a curva solu¢ao do

modelo de Malthus, sendo p = exp(a), como pode ser visto na Figura 2.1.

populagdo
v e =

—
+
+

Figura 2.1: Solugao do modelo de crescimento exponencial (2.9) (pontos) sobre a solugao
do modelo de Malthus correspondente (linha continua).

O modelo de crescimento exponencial discreto possui um ponto de equi-
librio z* = 0, que satisfaz x411 = z; = * em (2.9). Visto que f(z;) = px; (de (2.1)),

tem-se f'(z*) = p > 1, o que por (2.4) implica na instabilidade desse equilibrio.

Quanto a interpretacao do modelo da equagao (2.9), depende do signi-

ficado atribuido ao parametro p:



e se p for o nimero médio de descendentes por individuo, entao, o produto
pxy € o numero de novos individuos na geragao seguinte. Neste caso,
x¢11 sera constituido apenas dos novos individuos, e o modelo considera
implicitamente a nao sobreposicao das geragoes. Neste caso, o intervalo
entre duas medidas, que define a unidade de tempo, representa uma

geracao;

e se p for apenas a razao entre o nimero de individuos z;;; no instante
t + 1 pelo nimero de individuos z; no instante t, nada impede que
haja sobreposi¢ao de geragoes consecutivas. Neste caso, o significado
do intervalo entre duas medidas, que define a unidade de tempo, devera

ser especificado para cada modelo.

2.1.2 Equacgao logistica discreta

Este modelo pode ser obtido (Murray, 1993a) a partir da equagao lo-

gistica de tempo continuo

d
@ _ . (1—;), r K >0, (2.11)

através da aproximagao (2.7) e depois fazendo At = 1, obtendo

th
=(1+R l— —— 2.12
T = (1+ )xt[ (1+R)K]’ (2.12)
onde R = rAt > 0.
. R , pK
Definindo os parametro p e k atravésde p =1+ R > 1e k = P
p JE—
obtemos a seguinte equacao a diferencas
x
Tio1 = pry (1 — kf) : (2.13)

cujo formato é similar ao do modelo logistico de tempo continuo, o que justifica sua

denominacao como equagao logistica discreta ou mapa logistico. Entretanto, como
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veremos na sequéncia, o comportamento das solugoes do mapa logistico apresenta

diferencas significativas quando comparado com o caso continuo.

O modelo (2.13) descreve um crescimento dependente da densidade,

. ~ X , ~ ~ .
pois a razao Ty 1 /T = p <1 — /;) é uma funcao de x;. Esta razao decresce linear-
mente com x;, além disso o modelo é biologicamente viavel apenas se 0 < x; < k,

pois x; > k implicaria em z;.1 < 0.

O mapa logistico possui dois pontos de equilibrio: z] = 0 e x5 =

1

k (1 — ) Para f(x;) = px, (1 — :IZ), tem-se f'(x}) = p > 1, donde concluimos
P

que x} é sempre instavel; por outro lado, f'(z3) = 2 — p, de modo que a condigao

de estabilidade linear de x5, |f'(23)| < 1, é satisfeita sempre que 1 < p < 3.

Para construir um diagrama de bifurcacao, itera-se o sistema variando
lentamente o parametro que se quer investigar, e para cada valor do parametro,

registra-se o estado assintoético do sistema, eliminados os transientes.

O diagrama de bifurcacdo do mapa logistico (2.13), apresentado na
Figura 2.2, além de confirmar os equilibrios e sua estabilidade para p < 3, indica a
existéncia de ciclos e caos para p > 3. Em p = 3, ocorre uma bifurcagao do tipo flip

(Kot, 2001; De Vries et al., 2006; Strogatz, 1994).

0.87

0.61

0.41

—_

2 3 4
P

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacdo para o mapa logistico (2.13) correspondente a k = 1
epe(1,4).
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A Figura 2.3 apresenta algumas solugoes do mapa logistico (2.13), com
k = 1, para diferentes valores do parametro p, nos instantes t = 0,1,...,50. Os
pontos, em t € Z, , sdo as solugodes; as retas que os unem apenas ilustram a sequéncia
entre eles. A Figura 2.3(a) apresenta o caso em que o modelo atinge o ponto de
equilibrio estavel z* = k(1—1/p), para p = 2,9. A Figura 2.3(b) apresenta a oscila¢ao
da solucao entre dois pontos, para p = 3,3, denominada p-ciclo de periodo 2. Por
fim, observamos o comportamento cadtico' da solucao na Figura 2.3(c), quando p =

3.9 .

12 1.2

(@) (b) ©
1q N 14
0.8 0.8 0.8
X 1YYV ARAAS A Re000005006000000060600005 N | i |
f 0.61/ ¥ / 0.6 / 0.6
0.41 0.41 ol
0.21 0.2 0.2

0 . . - . o
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t ‘ .

Figura 2.3: Solugoes do mapa logistico (2.13): (a) para p = 2,9, z* ~ 0,5, estével; (b)
para p = 3,3, p-ciclo de periodo 2; (c) para p = 3,9, caos.

2.1.3 Modelo de Ricker

O modelo de Ricker tem origem em problemas relacionados a pesca

e descreve a evolugao de uma populagao x; no tempo de acordo com a seguinte
equacao a diferengas (Murray, 1993a)

Tpy1 = Ty €XP [r (1 — ;;)] , 1, K >0. (2.14)

A dedugao desse modelo pode ser realizada (Eskola and Geritz, 2007)

a partir de um sistema de equagoes diferenciais para o caso de uma determinada

'Em um sistema deterministico, refere-se a um comportamento assintético ndo-periédico que
possui dependéncia sobre as condigoes iniciais (Strogatz, 1994).
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espécie onde individuos da populacao de adultos atacam individuos da populagao

de jovens.

Assim como o mapa logistico, o modelo de Ricker também é dependente
da densidade. A razao xyy1/x; é o produto de um fator de crescimento intrinseco,
exp(r), pela fungao exp (—7?), fator de mortalidade, que decai exponencialmente
com o aumento de x;. Quando x; = x* = K (equilibrio), z;.1/x; = 1, isto é, esse
valor separa o comportamento de crescimento da populacao, quando z; < K, do

comportamento de decrescimento, quando x; > K.

Este modelo possui dois equilibrios, a saber: 27 = 0 e 25 = K. Visto

que f(x¢) = xpexp [r( - %)}, tem-se f'(x7) = exp(r) > 1, donde concluimos que
x§ é sempre instavel; por outro lado, f'(z3) = 1 — r, de modo que a condicao de

estabilidade linear de x3, | f'(x3)] < 1, é satisfeita sempre que 0 < r < 2.

O diagrama de bifurcagdo, para o modelo de Ricker com K = 1, apre-
sentado na Figura 2.4 em fun¢ao do parametro r, além de ratificar a estabilidade do
equilibrio z* = K =1, para 0 < r < 2, indica uma bifurcacao do tipo flip em r = 2,

e comportamentos ciclicos e até mesmo caos, para r > 2.

Figura 2.4: Diagrama de bifurcagdo para a equacdo de Ricker (2.14) com K = 1.
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t t
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(c) (d)
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t t
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Figura 2.5: Solugdo do modelo de Ricker (2.14) com K =1e (a) r =18 < 2, 2" =1,
estavel (b) r = 2,2, p-ciclo de periodo 2, (¢) r = 2,54, p-ciclo de periodo 4 e
(b) r = 2,9, caos.

Solugoes nos instantes t = 0,1, ..., 50, para 4 valores de r distintos sao
visualizadas nos graficos z(t) x t da Figura 2.5, os quais confirmam o que apresenta

o diagrama de bifurcacao acima.

2.1.4 Modelo de Beverton-Holt

O modelo de Beverton-Holt, assim como o modelo de Ricker, também
tem origem em problemas relacionados a pesca, na qual ocorre a competicao entre
juvenis em uma populac¢ao (Eskola and Geritz, 2007). Este modelo também pode

ser obtido a partir da solucao da equagao diferencial (¢ continuo) logistica (2.11) em
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um instante de tempo t =ty + At, que pode ser escrita como

JT(tQ)K

z(to + A1) = x(to) + (K — z(tg)) exp —r At

(2.15)

Ap6s substituir ¢ty + At por um indice ¢ + 1, e definir o pardmetro

adimensional A\ = exp(rAt) > 1, a equagdo (2.15) assume a forma

)\l’t

Topy = (2.16)

Esta equagao a diferengas (2.16) é conhecida como modelo de Beverton-
Holt. Em um grafico x(t) x t suas solugdes serdao pontos que se situarao exatamente

sobre as curvas-solucao da equagao logistica de tempo continuo.

Trata-se de um modelo dependente da densidade, cuja razao x,,1/x; é

A

igual a , que decresce com z; e tende a zero quando z; — 0.
S T O = D/ t . t
Este modelo possui dois equilibrios, a saber, 27 = 0 e 25 = K. Visto que
AT
fze) L tem-se f'(z7) = A > 1, donde concluimos que x} é sempre

T 1+ (A= Da /K’
instével; por outro lado, f/(x3) = 1/\, de modo que a condicao de estabilidade linear

de z3, |f'(z})| < 1, é satisfeita sempre que A > 1.

Além de apresentar os mesmos equilibrios da equacao logistica de tempo
continuo (2.11), o modelo de Beverton-Holt também possui 0 mesmo comportamento

qualitativo daquele modelo continuo.

Na Figura 2.6 apresentamos, simultaneamente, trés solugoes da equacao
diferencial logistica (2.11) (curvas continuas), e do modelo discreto de Beverton-Holt
(2.16) (pontos) para trés diferentes condigoes iniciais. Os parametros considerados
nos dois modelos sdo dados por r = 2, consequentemente, A\ = exp(r) = exp(2)
e K = 3. Observamos que as solu¢oes do modelo de Beverton-Holt localizam-se

exatamente sobre as curvas-solugao do modelo logistico de tempo continuo.
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Figura 2.6: Solugoes do modelo de Beverton-Holt (2.16) (pontos) e da equagao logistica
continua (2.11) (linha continua) para r = 2, A = exp(r) e K = 3. e diferentes
condigoes iniciais.

Apoés termos examinado trés modelos de tempo discreto (equagdes a
diferencas) para a dindmica de uma populagao, passamos agora para o caso em que

duas espécies interagem, o qual é descrito por um sistema de equagoes a diferencas.

2.2 Modelos discretos para duas espécies interagentes

Nessa secao, discutimos modelos de tempo discreto para sistemas ecold-
gicos em que duas espécies interagem. Tais modelos sao descritos através de sistemas

de equagoes a diferencas, cuja forma geral pode ser escrita como

Tir1 = f(ze, ), (2.17)

Y1 = (T, yr),

onde z; e y; sao as populagdes de cada uma das duas espécies no tempo t. Se as
fungoes f e g forem lineares em relagao a x; e y;, entao o sistema (2.17) é dito linear,

caso contrario, trata-se de um sistema nao-linear de equacgoes a diferencas.
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De modo anélogo ao caso com apenas uma equagcao, os pontos de equili-

brio do sistema (2.17) s@o definidos como os valores z* e y* que satisfazem o sistema

‘r* — x*’ * ,
fla*,y7) (2.18)
Y=gz, y"),
0s quais serao estaveis se as perturbagoes ¢; e 6;, definidas como
g=x—2" e O, =y —y~, (2.19)

onde |e;/x*|, |0;/x*| < 1, se aproximarem simultaneamente de zero a medida que ¢
cresce. Para pequenas perturbagoes, isto se verifica se todos os autovalores da matriz
jacobiana J do sistema (2.17) aplicada no ponto de equilibrio (z*, y*) tiverem médulo

menor ou igual a um, o que equivale a satisfazer a condigao (Edelstein-Keshet, 1988)
e (J(@",y")| < 1+ det(J (a7, y")) < 2. (2.20)
Neste caso, diz-se que o equilibrio é linearmente estavel.

Existem diversos modelos discretos para interacdo entre duas espécies.
O modelo parasitoide-hospedeiro desenvolvido por Nicholson and Bailey (1935),
além de ser um dos pioneiros, é também muito utilizado como base na modela-
gem de diversos sistemas ecoldgicos. Na sequéncia, examinaremos esse modelo mais

detalhadamente.

2.2.1 Modelo parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey

Consideremos agora, a descricao de um sistema composto por uma po-
pulacao de parasitoides e outra de hospedeiros, desenvolvido em 1935 e a aplicada ao
parasitoide Encarsia formosa e ao hospedeiro Trialeurodes vaporariorum (Edelstein-
Keshet, 1988). A dindmica do sistema ocorre da seguinte forma: as fémeas adultas
do parasitoide procuram por seus hospedeiros (em estdgio de larva ou pupa) para
depositar seus ovos, de modo que as larvas do parasitoide crescem alimentando-se

deste hospedeiro.
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O modelo é dado pelas equagoes a diferencgas
Hi i  =rH;exp(—aPl;),
t+1 t P( t) (2'21)
Pryr = eH, (1 — exp(—ah)),

onde H; e P, representam as populacoes de hospedeiros e parasitoides, respectiva-

mente, no tempo ¢.

Na auséncia de parasitoides (P, = 0), a populagao de hospedeiros cres-
ceria ilimitadamente se r > 1 e iria a extingdo se 0 < r < 1. O parametro r

representa a taxa de crescimento intrinseca da populagao de hospedeiros.

O fator exp (—aP,) representa a influéncia da populacao de parasitoides
sobre o crescimento da populacao de hospedeiros. Mais precisamente, representa a
fracao de hospedeiros que nao é parasitada no instante ¢, em funcao da populagao de
parasitoides, que diminui a medida que P, aumenta. Essa fragdo supoe que o niimero
de encontros n. entre hospedeiros e parasitoides, no instante ¢, seja proporcional ao
produto de suas densidades, isto é, n. = aH;P; (lei da agdo das massas), onde a
representa a eficiéncia da busca de hospedeiros por parasitoides. Sendo assim, o
numero médio de encontros por hospedeiro, entre hospedeiros e parasitoides pode
ser escrito como aH;P,/H; = aP,. Visto que nem todos os encontros levam, de fato,
a uma parasitacao, e supondo que o nimero de encontros que leva a parasitagao

obedecga uma distribuicao de Poisson com média aF;, dada por

(aPy)Yexp (—aly)
y!

concluimos que a probabilidade de que o hospedeiro nao seja parasitado, no instante

P(y) =

: (2.22)

t, correspondente a P(0) na distribui¢ao acima. Esta é dada por

P(0) = exp (—al}). (2.23)

Portanto, o complementar 1 — exp (—aP;), no lado direito da segunda
equagao em (2.21), indica a fragdo de hospedeiros que é parasitada em cada ins-
tante t. Nessa mesma equacao, e > 0 representa o nimero médio de ovos vidveis

depositados pelo parasitoide no hospedeiro.
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O sistema (2.21) possui dois pontos de equilibrio (H}, P), i =0,1. O
primeiro equilibrio é o de extingao das duas espécies (H{, Py) = (0,0), e o segundo,
o equilibrio de coexisténcia (H;, P;), onde

rlnr Inr
- Pl=— 1. 2.24
ae(r — 1) © N e’ 77 (224)

HY =

A partir da andlise de estabilidade linear dos pontos de equilibrio do

modelo de Nicholson-Bailey, concluimos que o sistema (2.21) ndo possui nenhum
estado assintético estavel. Qualquer pequena perturbacao no valor do equilibrio

leva o sistema a oscilagoes divergentes (Edelstein-Keshet, 2005).

2.2.2 Inclusao da capacidade de suporte no modelo de
Nicholson-Bailey

O fato de o modelo de Nicholson-Bailey em seu formato original nao
possuir nenhum ponto de equilibrio estavel, seja qual for a escolha dos parametros
envolvidos no sistema, contraria o que se espera e o que se observa na natureza:
a coexisténcia e estabilidade das populacoes envolvidas. Em face disso, algumas

modificagoes no modelo parasitoide-hospedeiro (2.21) tém sido propostas.

Representando por X; e Y; as populacoes de presas e de predadores,
respectivamente, Beddington et al. (1975) estudou o comportamento do seguinte

sistema:

Xip1 = Xpexp {7"( - %) - aYt] )

Yij1 = €Xt[1 - eXp(—aY})],

(2.25)

obtido a partir do modelo Nicholson-Bailey, mediante a inclusao da capacidade de

suporte K na equacao da populagao de presas.

Observemos que na auséncia de predadores o modelo reduz-se a equa-
gao de Ricker (2.14), sendo r, K > 0 ja interpretados anteriormente. Além disso,
diferentemente do modelo parasitoide-hospedeiro, o parametro e > 0 na segunda

equacao indica agora o fator de conversao de presas em novos predadores por presa.
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Este modelo possui trés pontos de equilibrio (X, Y;*), para i = 0,1, 2.
O primeiro equilibrio refere-se a exting¢do das duas espécies (X§,Yy) = (0,0), o
segundo, a sobrevivéncia apenas da populagao de presas, a qual atinge a capacidade
de suporte, (X7,Y") = (K,0), e o terceiro, a coexisténcia entre as duas espécies

(X3,Y5), obtido numericamente.

A andlise de estabilidade linear mostra que o ponto de equilibrio de
extingao é sempre instavel e o equilibrio de sobrevivéncia apenas de presa é estavel
para 0 < r < 2 (como no modelo de Ricker). Além disso, para r > 2, existe uma
regiao no espaco de parametros em que o equilibrio de coexisténcia é estavel, fora
dela, observa-se comportamentos mais complexos, tais como p-ciclos, ciclos limite
e caos (Beddington et al., 1975). No caso dos ciclos limite, é importante ressaltar
que, a medida que t aumenta, dois pontos em instantes de tempo consecutivos
(tempo t e tempo t + 1) nao se localizam necessariamente “lado a lado” no ciclo.
O preenchimento dessa linha acontece apdés um numero suficientemente grande de
iteragoes, que faz com que mais pontos aparecam e localizem-se préximos dos demais,
dando a ideia de uma linha continua, comportamento que denominaremos oscilar
sobre um ciclo limite. A Figura 2.7(a) apresenta uma parte da sequéncia de iteragoes
consecutivas que levam a formagao do ciclo limite apresentado na Figura 2.7(b), em

torno do ponto de equilibrio instével de coexisténcia (cruz).

2.2.3 Respostas funcionais

Em um modelo predador-presa, o termo de predacao ¢é a resposta fun-
cional do predador a qual descreve de que modo a densidade de presas e/ou de
predadores afeta o niimero de presas atacadas por predador por unidade de tempo.

Holling (1959) propds uma classificagdo baseada nos tipos de respostas funcionais.

Quando supomos que o nimero de encontros entre presas e predadores

obedeca a lei da acao das massas, a fracao de presas que é atacada por instante de
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Figura 2.7: (a) Sequéncia de pontos e (b) ciclo limite no plano de fase gerados pelas solu-
¢oes do modelo (2.25) para um conjunto de pardmetros no qual o equilibrio
(X3,Y5) (cruz) é instavel.

tempo é descrita como
1 —exp (—aY;), (2.26)

onde a > 0 é a eficiéncia da busca de presas por predador, como descrito no modelo
de Nicholson-Bailey (veja Eq. (2.21)). Dessa forma, o nimero de presas consumidas

por unidade de tempo é dada por

X, (1 — exp (—aYy)). (2.27)

Na classificagdo de Holling, essa € a resposta funcional do tipo I, na qual
o numero de presas atacadas por predador cresce ilimitadamente com a densidade de
presas. A Figura 2.8(a) ilustra a fragao de presas capturadas em fungao do niimero
de presas, para um nimero constante de predadores. Na Figura 2.8(b) observamos o
crescimento linear do niimero de presas capturadas em funcdo do niimero de presas

disponiveis.

Entretanto, na natureza observa-se que a eficiéncia de busca do preda-
dor pode depender da abundéncia de presas. Supondo uma eficiéncia da busca de

presas por predador dependente da densidade populacional de presas, através de

a(X)=

-~ 2.28
T HY (2.28)
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Frag3o de presas (a) Ndm. de presas (b)
consumidas consumidas

Nudm. de presas Nim. de presas

Figura 2.8: Gréafico (a) da fracdo 1 — exp(—aY;) e (b) do ndmero de presas X;(1 —
exp (—aY;)) capturadas em funcdo do nimero de presas X; (para um va-

lor fixo da populagéo de predadores Y;) da resposta funcional de Holling tipo
I.

onde A > 0 é o nimero médio de encontros entre presas e predadores que resultam,
de fato, em predacao; e H = AT}, > 0, onde T}, é denominado tempo de manipulacgao
de uma presa, definido como o intervalo de tempo entre detectar e capturar uma
presa até a retomada da busca por outra presa (Hassell, 2000). Os parametros

envolvidos na equacio (2.28) sdo tais que [A] = [Y] ! e [H] = [X]7!.

Nesse caso, a fracao de presas consumidas é dada por

A
1— ——Y; ). 2.29

eXp( 1+ HX, t) (2.29)
Dessa forma, o nimero de presas capturadas por unidade de tempo é,

entao descrita como

A
X (1 exp (‘HH;QYt)) ’ (2.30)

cujo grafico, para Y; fixo, é crescente com concavidade para baixo, aproximando-se
cada vez mais de }3, a medida que X; cresce. A Figura 2.9(a) ilustra a fragao
de presas capturadas em func¢do do nimero de presas, para um nimero constante
de predadores. Na Figura 2.9(b) observamos o crescimento limitado do nimero de

presas capturadas em fun¢ao do niimero de presas disponiveis.

Na classificacdo de Holling, essa é a resposta funcional do tipo II, na
qual o nimero de presas consumidas por predador é limitada. Nesse caso, essa

limitacao (nivel de saturagao) ocorre devido a inclusao do tempo de manipulagao.
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No entanto, sabe-se que esse nao é o Unico mecanismo responsavel por respostas
funcionais do tipo II. O mesmo comportamento pode ser produzido por diversos

outros motivos, como por exemplo, a saciedade e a voracidade dos predadores.

Fragdo de presas (a) Nim. de presas (b)
consumidas consumidas
a
FF - e e mmmmmmeoeo oo
Ndm. de presas Num. de presas

A

Figura 2.9: Grafico (a) da fracdo 1 — exp (fm

Yt) e (b) do ntmero de presas

TI+HX
(para um valor fixo da populacdo de predadores Y;) da resposta funcional de
Holling tipo II.

Xy (1 — exp( A Yt)) capturadas em funcao do numero de presas X,

Esta é a resposta funcional que adotaremos no nosso modelo, apresen-

tado no capitulo seguinte.

2.3 Distribuicao espacial

Nos modelos discutidos até agora, consideramos a evolucao de popula-
¢Oes no tempo sem, no entanto, considerar uma estrutura espacial para o sistema.
A inclusao dessa estrutura espacial pode ser feita de varias formas, dependendo
das hipdteses do modelo. Nos modelos de tempo discreto, a formulagao através de
Rede de Mapas Acoplados (RMA) é uma das metodologias que pode ser empregada
quando se quer estudar a dindmica espacial de um sistema. Outras abordagens

foram referenciadas no Capitulo 1 deste trabalho.

Uma RMA é um sistema dinamico descrito por um conjunto de equagoes
que considera as variaveis tempo e espaco como sendo discretas, enquanto que o

tamanho das populagoes (varidvel de estado) é considerada continua.
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Nessa metodologia, o espaco é constituido por um dominio bidimensio-
nal dividido em sitios, os quais sdo identificados por um par ordenado (i, j) represen-
tando sua posicao, ao qual estd associada a densidade de cada populagao. Portanto,
o estado do sistema dinamico no instante ¢ é descrito por uma ou mais matrizes

sobrepostas que se atualizam em paralelo a cada etapa de tempo.

As condigoes de fronteira do dominio podem ser de trés tipos: reflexi-
vas, quando os individuos nao atravessam a fronteira, permanecendo no interior do
dominio; absorventes, quando os individuos movimentam-se para fora do dominio
saindo da contagem ou morrendo; e ciclicas, quando a tultima linha e a ultima coluna
do reticulado sao consideradas adjacentes a primeira linha e a primeira coluna do

reticulado, respectivamente (movimento sobre um toro).

A dindmica do modelo considerado é composta de duas fases distintas,
uma fase de dispersao, na qual os individuos se deslocam de um sitio para outro na
vizinhanga V;; de cada sitio, e uma fase de reacao, em cada um dos sitios do dominio,
na qual realiza-se a dinamica vital das espécies. Veremos mais adiante que a ordem
na qual ocorrem essas duas fases nao interfere no comportamento qualitativo do

modelo (a ordem temporal relativa é a mesma).

Dentre os diversos tipos de dispersao que podem ser analisados, a difu-
sdo é o movimento onde, a cada iteracao, uma fracdo p € [0, 1] de cada populagao
deixa o sitio de origem e se distribui igualmente em qualquer direcao. Denominare-
mos movimentagdo maior aquela que corresponder ao maior valor de i, no sentido
de que maior ¢ a fracdo da populacao que deixa o sitio de origem. O parametro pu
¢ denominado coeficiente de difusao, embora nao tenha a mesma interpretacdo de

velocidade de drea como nas equacgoes de difusdo de tempo continuo.

Para vizinhangas de Von Neumann (Ferreri and Venturino, 2013) a vizi-

nhanga considerada é composta pelos quatro sitios vizinhos: V;; = {(i — 1, ), (¢,7 +
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1),(i+1,7),(i,7 — 1)}, parai,j > 1. A Figura 2.10 ilustra o sitio (i,j) do dominio

e sua vizinhanga V;; de Von Neumann.

(6,5 —1) (i,4) (,j+1)

(i+1,9)

Figura 2.10: Malha reticulada com a vizinhanca V;; de Von Neumann do sitio (i, 7).

Para o modelo parasitoide-hospedeiro (2.21), representando por Ht(i’j )
e Pt(i’j ) as populagoes de hospedeiros e parasitoides, respectivamente, no sitio (i, 5)
no instante t, obtemos as equacoes para as populagoes apés a fase de movimentagao

COmo segue:

D = Q)+ Y P, (2.31)
(IE,y)GVij

Pdm) = (1—/~LP)Pt(i7j)+ > uipt(m’y)- (2.32)
(z,y)€Vij

onde ngi’j) e Py’j ) representam as populagoes de hospedeiros e parasitoides, res-
pectivamente, apds a fase de dispersao no sitio (i,j) e no instante ¢; e ug e up
representam os respectivos coeficientes de difusao da populagdo de hospedeiros e

parasitoides.

Na equagao (2.31), o termo (1 — ,uH)Ht(i’j ) representa o niimero de hos-
pedeiros que permanece no sitio (, j), enquanto que o somatoério > (ey) eV “THfo’y)

representa o numero de individuos que ingressa no sitio (7, j) proveniente dos quatro

sitios de V;;. O mesmo ocorre na equacao (2.32) para a populacao de parasitoides.
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Os valores de Ht(i]l) e Pt(i{) das populagoes, apos a fase de reagao em

cada sitio, sdo obtidos partir das equagoes (2.21) como segue:

Ht(il) = THC(li’j) exp —an’j),
. - - (2.33)
Pt(i{) = eHC(lZ’]) [1 — exp —aPCEZ’])] )
Esse sistema com dispersao espacial para o modelo parasitoide-hospe-
deiro de Nicholson-Bailey foi estudado em detalhes por Hassell et al. (1991) e Comins
et al. (1992). Dentre os resultados observados, os autores destacaram a possibilidade
de coexisténcia estavel das espécies, o que localmente sabe-se nao ocorrer (veja Segao
2.2.1). Isso evidencia a influéncia que a heterogeneidade espacial pode ter sobre um
sistema, nesse caso, por exemplo, um papel estabilizante sobre o comportamento

das populagoes totais.

2.4 Discussao do capitulo

Nesse capitulo, apresentamos conceitos e modelos previamente estuda-
dos que servirao como ponto de partida para os modelos ecoepidemiolégicos que
iremos desenvolver nos proximos capitulos. Para isso, estudamos quatro modelos de
tempo discreto para a dindmica vital de uma tnica populacao; na sequéncia o mo-
delo de Nicholson-Bailey para interagao entre duas espécies, ao qual posteriormente

incluimos capacidade de suporte para as presas e resposta funcional dos predadores.

O modelo de crescimento exponencial prevé o crescimento ilimitado da
populacdo. Do ponto de vista pratico, isso s6 é valido para pequenos intervalos
de tempo, visto que, em qualquer habitat ha limitacado tanto de recursos como
de espago. Em face disso, discutimos, entao, trés modelos onde ¢ incluida uma

dependéncia da densidade.

O primeiro deles, o modelo logistico discreto ou mapa logistico, possui

formato semelhante a equacgao logistica continua, visto que é construido a partir de
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uma aproximacgao discreta para a derivada. No entanto, como consequéncia dessa
aproximacao, suas solugoes podem apresentar comportamentos mais complexos que
nao sao observados no caso continuo. Além disso, diferentemente da equacao logis-
tica continua, o mapa logistico nao esta definido para populagoes acima da capaci-
dade de suporte. Esse modelo apresenta dois equilibrios: o trivial de exting¢ao da
espécie, e outro equilibrio que depende do parametro de crescimento intrinseco da

populagdo, que ¢é diferente da capacidade de suporte.

Com relagao ao modelo de Ricker, ao contrario do mapa logistico, este
modelo também esta definido para populacoes maiores que a capacidade de suporte.
Ainda assim, o comportamento do modelo de Ricker também pode apresentar di-
ferencas qualitativas em comparagao com a equacao logistica continua para deter-
minados valores do parametro. Este modelo apresenta os mesmos equilibrios da
equacao logistica continua, a saber: o equilibrio trivial e o equilibrio na capacidade

de suporte.

Diferentemente das equagbes de tempo continuo, onde um comporta-
mento cadtico s6 pode ser observado quando se trabalha com sistemas de trés os
mais equagoes (Strogatz, 1994; Hirsch et al., 2004), como observamos no modelo
de Ricker e no mapa logistico, uma unica equacao a diferengas pode apresentar
comportamentos qualitativos complexos como solugoes periddicas e até mesmo cad-
ticas (May, 1976). Nesse sentido, no modelo de Beverton-Holt, tais comportamentos
mais complexos, como p-ciclos e caos, por exemplo, nao sao observados. Exatamente
como na equacao logistica de tempo continuo, este modelo possui dois equilibrios,
um trivial de extingao da espécie e outro na capacidade de suporte do ambiente
para aquela espécie. Qualquer solugao desse modelo com condicao inicial diferente
de zero tende a capacidade de suporte para qualquer conjunto de parametros. Por
isso, optamos por utilizar o modelo de Beverton-Holt na construcao dos modelos

que serao apresentados na sequéncia desse trabalho.
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Com relagao aos modelos para duas espécies, discutimos o de Nicholson-
Bailey para um sistema parasitoide-hospedeiro, o qual nao apresenta nenhum es-
tado assintdtico estavel. Com o objetivo de obter um comportamento do sistema
mais préximo da realidade, podem ser feitas diversas modificades nas equagoes de
Nicholson-Bailey. O modelo apresentado por Beddington et al. (1975), por exemplo,
apresenta comportamento qualitativo diferente desse modelo parasitoide-hospedeiro
devido a inclusao da auto-regulacdo na populagao de presas a partir do modelo de
Ricker. No entanto, a predacgao é considerada independente da populagao de presas
e nao leva em conta fatores como saciedade dos predadores nem tempo de manipu-
lacao das presas. Essas hipdteses podem ser incorporadas aos modelos através das
respostas funcionais, as quais sao classificadas de acordo com o tipo de populagoes

envolvidas.

Encerramos aqui, os fundamentos e conceitos necessarios para a cons-
trucao do modelo predador-presa que apresentaremos no préoximo capitulo. A par-
tir de modificagdes nas equacoes de Nicholson-Bailey, consideraremos o modelo de
Beverton-Holt para descrever o crescimento da populagao de presas, adotaremos
uma resposta funcional do tipo II para a populacao de predadores, e evidenciaremos
a ordem na qual ocorrem estes eventos. Na sequéncia incluiremos uma estrutura

espacial, através de uma rede de mapas acoplados.

Deixaremos para o capitulo 4 a apresentacao da abordagem de doencas,
para a construgao dos modelos ecoepidemiologicos de tempo discreto que também

serdo discutidos nesta tese.
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3 MODELO PREDADOR-PRESA DE
TEMPO DISCRETO

No final do capitulo anterior, introduzimos o modelo (2.25), uma ex-
tensao do modelo de Nicholson-Bailey incluindo dependéncia da densidade no cres-
cimento das populacoes de presas e predadores, de modo que, na auséncia de pre-

dadores, a populacao de presas cresca de acordo com o modelo de Ricker (2.14).

Construiremos agora outra extensao do modelo de Nicholson-Bailey,
também com dependéncia da densidade, mas tal que, na auséncia de predadores,
o crescimento da populagao de presas seja descrito pelo modelo de Beverton-Holt
(2.16), e ainda incluiremos uma predagao com resposta funcional do tipo II (2.30).
Além disso, nesse novo modelo predador-presa discreto mostraremos de que modo a
ordem dos eventos de reproducao e predagao influi na modelagem do sistema. Apods a
determinacao dos pontos de equilibrio do modelo e de sua estabilidade, apresentare-
mos resultados numéricos, os quais serdo comparados com o modelo predador-presa
de tempo continuo de Rosenzweig and MacArthur (1963). Terminaremos esse ca-
pitulo introduzindo uma distribuigao espacial discreta para as nossas populagoes, e

assim, o problema sera abordado através da formulacao de redes de mapas acoplados.

3.1 Formulacao do Modelo

Sejam X; e Y; as populacoes de presas e predadores, respectivamente,
no instante t. Para considerar a ordem na qual os eventos ocorrem no sistema,
dividiremos o intervalo entre 7 =t e 7 =t 4+ 1, como ilustrado na Figura 3.1. Neste
modelo, supomos que a reprodugdo e a competi¢io intra-especifica (R) precedam a
predagao (P) na populagdo de presas e que esta, por sua vez, anteceda a conversao

C para predadores.
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Presas f J /,c
Predadores
f f f

t t1 to t3 t+1 T

Figura 3.1: Sequéncia de eventos para o modelo R — P entre t e t+ 1. Linhas tracejadas
indicam de qual(is) populagao(des) anterior(es) depende o evento em questao.
Linha pontilhada representa conversao.

No instante 7 = ty, ocorre o evento R, que leva a uma variacao da
populacao de presas, enquanto que a populagao de predadores permanece a mesma.
Representando por f(X;) o fator de crescimento per-capita da populagao de presas,
temos

Xy, = Xi f(X),
Y, =Y.

(3.1)

Em 7 = 5 ocorre o evento P. Uma fragao g(Xy,,Y;,) da populacao de
presas Xy, escapa da predagao. Consequentemente, a fragdo 1 — g(Xy,,Y;,) de Xy, é
predada, a qual sera, posteriormente, convertida em novos predadores. A populagao

de predadores ainda permanece inalterada nesse evento,

(3.2)

A toda predacgao P, apenas uma fracao das presas predadas é convertida
em novos predadores. Na Figura 3.1, temos em 7 = t3, esta conversao C. A
populagao de presas permanece inalterada. Representando por ¢ € [0, 1] o fator que
representa o nimero médio de novos predadores gerados por presa capturada, com

[c] = [Y][X] ™!, onde [e] indica a dimensdo de e, escrevemos:

th = Xt27 (3 3)
Yi, = cXy, [1 - g<Xt17Y;fl>] .

3
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Em 7 =t + 1, a populacao de presas ¢ igual a do evento anterior, en-
quanto que a populacao de predadores é composta por predadores que sobreviveram

a morte por causas naturais, assim:

Xt+1 - Xt37
}/;EJrl = d}/;ﬁgu

(3.4)

onde d é o fator de sobrevivéncia dos predadores, d € [0,1]. O modelo geral, consi-
derando a ordem dos eventos onde R é seguido por P, por sua vez seguido por C' (de
agora em diante, também referido como modelo R — P), pode ser escrito usando

as equagoes (3.1)-(3.4), como segue:

Xy = Xo f(Xe)g(Xo f(X0), Y7),
Yij1 = Cdth(Xt) [1 - Q(th(Xt), Y{e)] .

(3.5)

Neste modelo, caso Y; = 0, isto é, sem predadores, teremos g(Xy,, Yy, ) =

1, de modo que o sistema reduz-se para
X1 = Xi f(Xy), (3.6)

isto é, a populagao de presas, tem um fator de crescimento per-capita f(X;). Por
outro lado, caso X; = 0, ambas as populagoes de presas e de predadores sao extintas
na iteracao seguinte, isto é:

Xt+1 — }/t+1 — O (37)

A seguir, especificaremos as fungoes f(X;) e g(Xt,Y;), envolvidas em
(3.5). Para descrever o crescimento per-capita da populagao de presas, adotare-
mos o modelo de Beverton-Holt (2.16), o qual assume que o fator de crescimento
f(X;) é inversamente proporcional a uma fungao linearmente crescente do niimero

de individuos, a fungao f(X;) é dada por

_ Xen _ A
1) =" = o ew L (3.8)




O ntmero adimensional A é o fator de crescimento intrinseco per-capita e K > 0é a
capacidade de suporte, com [K] = [X]. Observe que, se A = 1, obtemos f(X;) = A,

indicando o crescimento geométrico na populagao de presas.

Quanto a fracao g(Xy,, Yy, ) de presas que escapa da predagao, supomos
uma funcao decrescente da populacao de predadores Y;, como na resposta funcional

do tipo II (2.30), isto é,

_AY,
X, Y, ) = — . .
o) = () (39)

Substituindo (3.8) e (3.9) nas equagdes em (3.5), o modelo pode, entéo,

ser escrito como
Xiy1 = X f(Xy) exp (#t?(&)) ’

Yip1 = cd X f(Xy) {1 — eXp (#tyft(&))} ’

onde A, ¢, d e H sao todas constantes positivas definidas anteriormente, e f(X;) dada

em (3.8).

(3.10)

As hipoteses consideradas na construcao desse modelo, juntamente com
as escolhas de f e g em (3.5), fazem com que o seu comportamento seja similar ao
modelo predador-presa de tempo continuo de Rosenzweig and MacArthur (1963),

como sera discutido na sequéncia desse capitulo.
Definindo as populagoes adimensionais através de
Nt = HXt e -Pt = AY;, (311)

para a populacao de presas e predadores, respectivamente, obtemos o modelo adi-

mensional predador-presa, como segue:

Nepr = NeF(N) exp (152 ) -

(3.12)
P,y = DN F(Ny) [1 — €Xp (Wﬁ]\h))] )
onde a funcao F'(V;) é definida por
A
F(N,) = A1 (3.13)

1+ (A= DNk
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ek =HK >0eb=cdA/H > 0 sao os novos parametros adimensionais, de
agora em diante também referidos como capacidade de suporte adimensional da
populacao de presas e fator de crescimento adimensional da populacdo de predadores,

respectivamente.

3.2 Pontos de equilibrio e estabilidade

A partir das condigoes Ny, 1 = N; = N* e Py1 = P, = P*, concluimos
que o sistema (3.12) possui trés possiveis pontos de equilibrio, representados por

E; = (N}, P}), i=0,1,2, a saber
e 5y = (0,0), extingao de ambas espécies;

e Fy = (k,0), sobrevivéncia apenas das presas, as quais atingem a

capacidade de suporte adimensional;

o Fy = (N3, Py), com Nj, Py # 0; esse equilibrio serd biologicamente
viavel se ambos forem positivos e neste caso sera denominado equilibrio de coexis-

téncia das duas espécies.

Para o equilibrio de coexisténcia das espécies, N é a solucao positiva

da equacao transcendental
(1+ N3 F(N3))In(F(N3)) = bN; (F(N3) — 1), (3.14)

e Py é dado por
P; = bN; (F(Ny) - 1), (3.15)
o que implica em F(N;) > 1, donde usando (3.13), decorre que Nj < k.
A equagao (3.14) pode ser reescrita sob a forma
hi(N3) = ha(N3), (3.16)
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onde definimos

hl(x)zln(F(x))—ln< A ) (3.17)

1+ax
e
br (F(x)—1) bx(A—1—ax)
h = = 3.18
2(7) 1+ 2F(x) 1+ (a+ Nz’ (3.18)
A—1
dea=——>0.

onde a :
A funcdo h; é tal que hy(0) = In(\) > 0, possui um zero em = = k
e é monodtona decrescente, visto que hj(z) = — ¢ <9 para todo x > 0. Por

ar +1
outro lado, a fungao hy, do lado direito de (3.16), possui dois zeros, um em = = 0

e outro em = = k e seu grafico possui concavidade para baixo, visto que hj(x) =
2bA(a+ A —1)
[(a4+ Nz +1)3

< 0 para todo x > 0, pois a,b >0 e A > 1 (Figura 3.2).

In(\)s

Figura 3.2: Gréafico das fungoes hi(z) (linha vermelha) e ho(x) (linha azul).

Uma solugao da equagdo (3.16) é x = k, como pode ser facilmente

verificado por simples substituigao; juntamente com (3.15), obtém-se o equilibrio

Ey = (k,0).

De acordo com a andlise acima podemos concluir que existe no maximo
uma solucdo Ny € (0,k) que satisfaz a equacdo (3.16). Em outras palavras, o

equilibrio E5, quando existe, é tinico.

A estabilidade de cada um dos pontos de equilibrio do sistema é ana-

lisada a partir dos autovalores da matriz jacobiana J associada a cada um dos
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equilibrios E;:

OG1 nrv ey 091,
aW(Ni7B) aP(NmPi)

J(E;) = L i=0,1,2, (3.19)
092 /vrv ey 092,00 o,

onde
0(N, P) = NF(N) exp (1 ) -
g2(N, P) = bNF(N) [1 — exp (
e F(N) dada em (3.13).

(3.20)
wrm) |

Um ponto de equilibrio E; serd localmente (linearmente) estavel se, e
somente se, todos os autovalores da matriz J(E;) possuirem médulo menor que um,

o que implica em (2.20).

Essa condicao sera tutil ao determinarmos a regiao de estabilidade do

equilibrio de coexisténcia que sera apresentada mais adiante.
e Ponto de equilibrio Ey = (0,0).
Para este ponto, a matriz jacobiana assume a forma

sy = (3.21)
0 0

cujos autovalores sao Ay = A e Ay = 0. Como |A;| > 1, de acordo com (3.8),

entao o ponto Fy é¢ um ponto de equilibrio instavel em qualquer regiao do espacgo de

parametros.
e Ponto de equilibrio Ey = (k,0).

Para este ponto, a matriz jacobiana assume a forma

k

1

A 14k
J(Ey) = S (3.22)
0

1+ Ek
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1 bk
cujos autovalores sao A\ = 3 e Ay = T 5 Por (3.8), |[\i| < 1 é sempre vilida,

dessa forma F; serd linearmente estavel se, e somente se, |\| < 1, isto é, a condigao
abaixo, que nao depende de A, for satisfeita

1+k

b
ST

(3.23)

A Figura 3.3 ilustra a regiao de estabilidade linear do equilibrio E7, no

espago de parametros Akb, gerada a partir da condigao (3.23), para A > 1 e b,k > 0.

Figura 3.3: Regiao de estabilidade do ponto de equilibrio E; no espago de pardmetros
Akb.

e Ponto de equilibrio Es = (N3, Py).

Para o equilibrio de coexisténcia, como nao possuimos uma expressao

explicita para a NJ, a sua regiao de estabilidade serd investigada numericamente.

A Figura 3.4 apresenta as regioes de estabilidade de cada um dos equi-
librio do modelo (3.12). As regides sao construidas a partir das condigoes (3.23) e
(2.20), para A fixo (Figura 3.4(a), planos ortogonais ao eixo A da Figura 3.3) e k
fixo (Figura 3.4(b), planos ortogonais ao eixo k da Figura 3.3). As correspondentes

regioes também estao detalhadas na Tabela 3.1.
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Na Figura 3.4, as curvas continuas, geradas a partir da condicao (3.23),
separam as regides de estabilidade dos equilibrio £y = (k,0) (abaixo da curva) e
E, = (N3, P;) (acima da curva). A curva tracejada-pontilhada, correspondente aos
valores dos parametros tais que os autovalores da matriz jacobiana associada sao
iguais a um, é tal que, acima dessa curva, o equilibrio de coexisténcia Fs5 deixa de

ser estavel, dando lugar a comportamentos ciclicos na regiao (III).

Figura 3.4: Diagrama de estabilidade dos equilibrios (E; na regiao (I), Es na regiao (II),
ciclos limite na regido (II1)) do sistema predador-presa (3.12) nos planos (a)
A=2e (b) k=2 no espago de pardmetros Akb.

Com relagao as bifurcagoes, aumentando-se o valor dos parametros b
ou k de modo a cruzar a linha continua na Figura 3.4(a), ocorre uma bifurcacao
transcritica, quando os equilibrios F; e F5 trocam de estabilidade. Da mesma forma,
ao cruzar a curva tracejada-pontilhada, ocorre uma bifurcacdo de Neimark-Sacker
(0 andlogo discreto da bifurcagdo de Hopf para modelos de tempo continuo) (Elaydi,
2000; Hale and Kogak, 2012), quando o estado assintético do sistema passa de um
ponto para um ciclo limite estével (veja Tabela 3.1). O mesmo ocorre ao cruzar as
linhas continua ou tracejada-pontilhada da Figura 3.4(b), ao variar o valor de A ou
b. A Figura 3.5(a) mostra que, em um corte paralelo ao plano kb, a posigao da
fronteira que separa as regides (I) e (II) ndo depende do valor de \; entretanto, a

fronteira entre as regides (II) e (III) é alterada a medida que A varia.
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Equilibrios

Regiao  Valores de b

EOZ(Ovo) E1:<k70) E2:(N2*>P2*)
(I) 0<b< % Instavel | Lin. Estavel Instavel
b= % Instavel | Bif. Transc. Bif. Transc.
(1) | Bl <b< (k)| Instével Instavel Lin. Estével
= (k) Instével Instével Bif. Neimark-Sacker
(I11) o(k) <b Instavel Instavel Instavel (ciclos limites)

Tabela 3.1: Estabilidade dos equilibrios do modelo (3.12) com A fixo. As curvas b = % e
b = ¢(\, k) separam as regioes (I)-(II) e (II)-(III), respectivamente, na Figura
3.4.
Ja a Figura 3.5(b) mostra que, em um corte paralelo ao plano A\b, tanto
a posicao da fronteira entre as regices (I) e (II), quanto aquela entre as regides (II) e
(III), & medida que k aumenta deslocam-se no sentido vertical para baixo, enquanto

que, no sentido horizontal, ha uma redugao no valor de A méaximo.

3.51
@ s . (b)
3] (I11)
N 1,5
2.5 k=2,0
b 2 b | s {
7] (ID) A=2,0 21
=15
1.5] \ 1 @
]
1+ , , : : : 0+—
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
k A

Figura 3.5: Projegoes das superficies que limitam as regides de estabilidade (I), (II) e
(I1T), de acordo com a Tabela 3.1, no espago de pardmetros Akb, (a) no plano

kb, e (b) no plano Ab.

3.3 Simulac¢oes da dinamica vital

Nessa secao apresentaremos simulagoes numéricas para o modelo pre-
dador-presa de tempo discreto (3.12) e compararemos alguns dos resultados com

aqueles do modelo continuo de Rosenzweig and MacArthur (1963). Comegaremos
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por obter o lugar geométrico Ly (linha tracejada azul da Figura (3.6)) dos pontos
que satisfazem N, ;1 = Ny, isto é, se em alguma iteracao, N, estiver sobre Ly, 0 Ny
correspondente (na geracao seguinte) serd igual IV;. Essa curva dividird o plano em
duas regioes, uma em que Ny > N, enquanto que na outra, Ny;i; < N, desde
que N; > 0. Analogamente, determinaremos o lugar geométrico Lp (linha continua
vermelha na Figura (3.6)), isto é, se em alguma iteragao, P; estiver sobre Lp, na
geracao seguinte teremos Py ; = P;. Essa curva dividirda o plano em duas regioes,
uma em que P, > P, enquanto que na outra, P,y < P;, desde que P, > 0. Cada

ponto de encontro entre Ly e Lp representa um equilibrio do sistema.

Além disso, discutiremos a estabilidade do equilibrio de coexisténcia e
os diferentes comportamentos qualitativos em funcao do fator de crescimento adi-
mensional dos predadores b. Examinaremos também, o diagrama de bifurcacao e a

ocorréncia do efeito hydra e do paradoxo do enriquecimento.

3.3.1 Plano de fase e bifurcacao

O comportamento qualitativo do modelo predador-presa para diferentes
valores de b é apresentado na Figura 3.6. Aos demais pardmetros atribuimos valores
fixos, A = 2, k = 2, e para a condi¢ao inicial adotamos (Ny,FPy)=(0,6; 0,1), ponto
que se situa muito préximo ao eixo N, nas quatro simulagdes que apresentaremos.
As solugbes sao sequéncias de pontos (pretos) que estao unidos por segmentos que

indicam a ordem em que ocorrem.

Na Figura 3.6 observamos o que segue. O equilibrio Ey = (0,0) sempre
existe e é instavel para qualquer valor de b. O equilibrio £; = (k,0) também sempre

EHL (regido (I)), como apresentado na Figura

existe, mas é estavel apenas quando b <
3.6(a), que corresponde a b = 1,47. Quanto ao equilibrio Es,, se b corresponder
a regiao (I), esse equilibrio nao é biologicamente vidvel (instavel para condigbes

iniciais maiores que zero); se b corresponder a regiao a regiao (II), existem duas
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possibilidades: né estavel, como na Figura 3.6(b), para b = 1,7; e espiral estével,

como na Figura 3.6(c), para b = 2,5. Aumentando-se ainda mais o valor de b,

de modo a corresponder a regiao (III), observamos a instabilidade do equilibrio de

coexisténcia, para b =3 > p(\, k).

2.5‘: @)
a2l
) I
81.5‘|
(@}
§= I
S N __
= v >~
CL0.51I o
~
0 =
0 0.5 1 1.5 2 25
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Figura 3.6: Solugoes do modelo (3.12) no plano de fase para A e k fixos e diferentes valores
do parametro b: (a) equilibrio E; estéavel; (b) equilibrio Eo estével (nd); (c)
equilibrio Fy estavel (espiral); (d) ciclo limite em torno do equilibrio equili-
brio instavel E5. Os pontos de equilibrio estao representados por circulos de
acordo com a sua estabilidade, circulos abertos indicam equilibrios instaveis,
enquanto que circulos fechados indicam equilibrios estéveis.

Além disso, identificamos as seguintes bifurcagoes: bifurcagao transcri-

tica, quando a estabilidade dos equilibrios F e E5 é intercambiada, e uma bifurcagao

de Neimark-Sacker, quando o equilibrio F5 perde sua estabilidade, dando lugar a

um ciclo limite estavel em torno dele. O diagrama de bifurcacao correspondente é

apresentado na Figura 3.7.



O comportamento qualitativo do modelo predador-presa (3.12) des-
crito nessa secao, juntamente com as hipoteses consideradas no desenvolvimento
do mesmo, permite-nos compara-lo com o modelo predador-presa de tempo conti-
nuo de Rosenzweig and MacArthur (1963). Desta comparagao, identificamos nao
apenas pontos de equilibrio equivalentes (extin¢ao de ambas as espécies, sobrevivén-
cia apenas das presas e equilibrio de coexisténcia), mas também a mesma sequéncia
de bifurcagoes, quando o fator de crescimento dos predadores é aumentado (bifur-
cagdo transcritica e bifurcagdo de Neimark-Sacker). Ainda, o tipo do equilibrio de
coexisténcia, a medida que b aumenta, também é similar ao modelo de tempo conti-
nuo, a saber, primeiramente nao viavel, depois, né estavel, espiral estavel e por fim

ciclo limite.

Além disso, mostraremos a seguir que dois importantes fenémenos pre-
sentes no modelo de Rosenzweig-MacArthur também ocorrem no nosso modelo: o
efeito hydra (Sieber and Hilker, 2012; Schroder et al., 2014), quando ocorre um au-
mento no crescimento da populagdo média de predadores em resposta a um decresci-
mento no seu fator de sobrevivéncia, isto é, aumento na sua taxa de mortalidade; e o
paradoxo do enriquecimento (Rosenzweig, 1971), caracterizado pela desestabilizac¢ao
do equilibrio de coexisténcia, e podendo inclusive ocasionar a extin¢ao das espécies,
quando a capacidade de suporte das presas for aumentada. A presenca desses dois

fendmenos nao havia sido investigada por Hadeler and Gerstmann (1990).

A Figura 3.7 apresenta o diagrama de bifurcagao e o valor médio da
populagao (curva preta) do sistema (3.12) como fungao do pardmetro b, que decresce
a medida que o fator de mortalidade dos predadores aumenta. Assim, podemos
observar um aumento no valor médio da populacao de predadores quando o valor
de b é reduzido, desde que b > 2,8. Esse comportamento nao-intuitivo nas nossas
simulagoes indica a ocorréncia do efeito hydra no nosso modelo. Em consequéncia,

nesse caso, a populacao média de presas diminui.
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacdo do sistema (3.12) e valor médio da populacao (linha
preta) para cada valor de b € [1;3,5], A = 2, k = 2 e condigoes iniciais
aleatérias, apresentando os ultimos 50 pontos apds 1500 iteragdes para (a)

presas (pontos azuis), (b) predadores (pontos vermelhos). A populac¢dao média
foi calculada sobre as tltimas 500 iteragoes.

A Figura 3.8 apresenta o comportamento da solu¢ao do sistema quando
o valor da capacidade de suporte adimensional das presas é k = 3,7, isto é, o sistema
foi enriquecido com relagdo ao da Figura 3.6(c), onde k = 2 correspondia a Fj
estavel. Vemos que agora, o equilibrio F, perde a estabilidade e as solu¢oes oscilam

sobre um ciclo no plano, conforme mostrado nas Figuras 3.8(a) e 3.8(b).

Esta desestabilizacao do equilibrio de coexisténcia, quando o valor da
capacidade de suporte é aumentada, é exatamente o paradoxo do enriquecimento.
Esse comportamento, primeiramente observado por Rosenzweig (1971), torna o sis-
tema suscetivel a extingdo para perturbagoes estocasticas, ja que, de acordo com
o modelo, o tamanho das populacées de ambas as espécies atingem sucessivamente

valores muito préximos de zero.

3.4 Alteracao na ordem dos eventos

Nas segoes anteriores, analisamos um modelo predador-presa de tempo

discreto no qual consideramos que a predacao era precedida pela reproducao e com-

42



b
(a) —e—predadores ()
—e—presas_

hd

i

Populacao
2
predadores, P

—_—
L

07‘ ‘ R ‘ ’.,,.,_-,'* ‘ c'f" ‘ ‘c;‘:'.""
0 10 20 30 40 50 60 70 80
tempo, t presas, N

Figura 3.8: Solugoes do modelo (3.12) com A = 2, b = 2,5 (como na Figura 3.6(c)) e
k = 3,7, maior que k = 2 daquela figura. (a) em funcao de ¢, (b) no plano de
fase.

petigao intra-especifica na populagao de presas (Figura 3.1). Investigaremos agora,

dois outros modelos supondo que os eventos ocorram em outra ordem.

No primeiro modelo, ilustrado pela Figura 3.9(a), assumiremos a ordem
inversa do modelo desenvolvido anteriormente, isto €, iremos supor que a predagao
P seja seguida pela reproducao e competicao intra-especifica R, na populacao de
presas (modelo P — R); no segundo modelo, ilustrado pela Figura 3.9(b), consi-
deraremos um modelo com retardo na dependéncia da densidade, isto é, que apos
o crescimento intrinseco da populacao de presas, a fracdo que escapa da predacgao
dependa do niimero de presas antes desse evento (modelo R — Pp). Discutiremos as
diferencas qualitativas e quantitativas, bem como as similaridades entre os modelos

desenvolvidos.

3.4.1 Modelos

Para a construcao do modelo P — R, seguimos passos analogos aos
realizados nas segoes anteriores. Em outras palavras, supomos que a fragao da
populacao de presas que ira se reproduzir e sobreviver a competicao intra-especifica

seja apenas aquela que escapou da predacao prévia. Usando a mesma notagao das
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Figura 3.9: Sequéncia de eventos para os modelos : (a) P — R, (b) R — Pp entre t e
t 4+ 1. Linhas tracejadas representam dependéncias entre os eventos. Linhas
pontilhadas representam conversao.

segoes anteriores (ver as Eq. (3.1)-(3.5)), as equagdes para o modelo P — R sao

dadas por

X1 = th(XhY;f)f(th(Xth;f))a
Yip1 = cdX, (1 - SJ(Xt, Yt)) .

(3.24)

Para o modelo R — Pp, consideramos a mesma ordem de eventos como
no modelo R — P, mas agora com um retardo na dependéncia dos eventos. Esse
retardo esta relacionado com nossa suposicao de que, apos o crescimento intrinseco
das presas, a fracao que nao ¢é predada por P, predadores depende do tamanho da
populagao antes do evento R. May et al. (1981) descreveu essa situagdo como nao
sendo “o mais 6bvio modo de introduzir a dependéncia da densidade no ciclo de vida
dos hospedeiros”, para sistemas parasitoide-hospedeiro, mas também destacou que
esse tipo de modelo pode corresponder a algumas situagoes reais, como por exemplo
o caso da larva da mariposa de inverno (Operophtera brumata), a qual é atacada por

um parasitéide (Cyzenis albican) na floresta de Wythan no Reino Unido.
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As equagbes para o modelo geral R — Pp sao dadas por

Xt+1 = th(Xt)g(Xtv }/;)7

(3.25)
Yip1 = cdX; (1 - 9<Xt, Yt)) .

A diferenga desse modelo quando comparado com o modelo (3.5) é que
agora, a fracao da populagdo de presas que escapa da predagao depende apenas
de X; e Y; e ndo mais do produto X,f(X;) (e de Y;). Cabe frisar que, o mesmo
sistema de equagoes (3.5) seria obtido, se nele permutédssemos a ordem dos eventos
R e P. De onde concluimos que a ordem dos eventos nao é levada em consideracao.
Na maioria dos trabalhos disponiveis na literatura, no entanto, esse é o tipo de
modelagem adotada (p.ex. Kot, 2001; Kulenovic and Merino, 2002; De Vries et al.,
2006; Allen, 2007).

3.4.2 Simulagoes e comparagoes

A fim de comparar os modelos desenvolvidos nessa segdo (P — R,
Eq. (3.24), e R — Pp, Eq. (3.25)) com o primeiro modelo (R — P, Eq. (3.5)),
escolhemos as mesmas fungoes f(X;) e g(X,Y;) especificadas em (3.8) e (3.9), res-
pectivamente. Das simulagoes que realizamos, observamos que os modelos P — R
e R — Pp apresentam pontos de equilibrio equivalentes ao modelo R — P, isto
é, extincao de ambas as populacoes, sobrevivéncia apenas das presas e coexisténcia
das espécies (veja Apéndice A), bem como a mesma sequéncia de bifurcacao au-
mentando b como descrito na Tabela 3.1 e na Figura 3.6. Além disso, os efeitos
hydra e paradoxo do enriquecimento (veja Fig. 3.7 e Fig. 3.8) também podem ser

observados nos modelos P — R e R — Pp, tal como mostramos na Figura 3.10.

Nosso objetivo aqui é estudar as diferencas qualitativas e quantitativas
entre os modelos. Por essa razdo, apresentamos na Figura 3.10 os diagramas de
bifurcacdo em funcao do pardmetro b para os trés modelos desenvolvidos até aqui:

R— P, P— ReR— Pp.
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcacdo dos modelos R — P (cruzes azuis), P — R (cir-
culos vermelhos) e R — Pp (estrelas pretas) em funcao do parametro b.
O diagrama apresenta os valores maximo e minimo atingidos pelas solu-
¢oes, os quais coincidem quando o equilibrio é estavel e, apds a bifurcacao
de Neimark-Sacker, correspondem ao valor médximo e minimo atingido pelo
ciclo limite. O valor médio de cada populacio estd representado por uma
linha pontilhada (modelo P — R) e tracejada (modelo R — Pp).

Vamos, primeiramente, comparar os modelos R — P (cruzes azuis) e
P — R (circulos vermelhos). Nesses modelos, embora a ordem dos eventos na popu-
lacao de presas seja diferente, a ordem temporal relativa entre os eventos é a mesma.
Assim, a tunica diferenca é o momento no qual se mede o tamanho da populagao
(Astrom et al., 1996). Portanto, é de se esperar que o tamanho da populacio de
presas no equilibrio de coexisténcia no modelo R — P (quando a populagao de pre-
sas é medida ap6s a predagdo, veja Fig. 3.1) seja menor que o valor da populacao
de presas no equilibrio de coexisténcia no modelo P — R (quando a medida é feita
apés o crescimento intrinseco, veja Fig. 3.9(a)). De fato, essa diferenga no compor-
tamento quantitativo pode ser visto na Figura 3.10(a). Por outro lado, em relagao a
populagao de predadores em ambos os modelos existe apenas um evento (conversao
(') entre os instantes t e a t + 1, que depende de P, o qual é sempre precedido pela
reproducao das presas . Em outras palavras, a ordem temporal relativa é, mais

uma vez, a mesma entre os dois modelos analisados. Portanto, é de se esperar que
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o comportamento quantitativo da populagao de predadores seja idéntica nos dois

modelos, como verifica-se na Figura 3.10(b).

Além disso, os modelos R — P e P — R possuem os mesmos valores
de b onde ocorrem as bifurcagoes. Uma possivel razao para isso estd no fato de
que as fungoes f(X;) e g(Xy,Y:) s@o bijetoras, o que faz com que os sistemas (3.5)
e (3.24) sejam topologicamente conjugados. Se tivéssemos escolhido uma dessas
fung¢des como nao sendo sobrejetiva, por exemplo, o comportamento qualitativo do

sistema poderia exibir diferencas significativas (Hilker and Liz, 2013).

Por fim, com relacdo aos modelos R — P and R — Pp, o retardo
considerado na dependéncia da densidade é responséavel tanto pelas diferencas qua-
litativas como quantitativas dos modelos, como pode ser visto na Figura 3.10. Em
particular, observamos que o intervalo no qual o equilibrio de coexisténcia é estavel
foi estendido. E interessante notar que o retardo na dependéncia da densidade pos-
sui um efeito estabilizador, o que, em geral, é ao contrario, pois é frequentemente
associado com a desestabilizagao (May, 1973, 1974) e com o surgimento de atratores

alternativos (Franco and Hilker, 2014).

3.5 Distribuicao espacial

Nesta secao, incluiremos uma estrutura espacial a dinamica vital des-
crita pelo modelo predador-presa (3.12) através de um reticulado bidimensional,
resultando em uma abordagem de redes de mapas acoplados tal como descrita na

Secao 2.3.

Analogamente as Equagoes (2.31) e (2.32), representaremos por N, ng‘,j )
e P as populagdes de presas e predadores, respectivamente, no sitio (i) no

instante ¢, apos a primeira fase, constituida pela movimentagao. Obtemos assim, as
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equagdes para as populagoes apos a fase de movimentagao, como segue:

i\ i,j BN A (z,
Né D= (1_NN)Nt( 7y > TNt( v, (3.26)
(z,y)€Vij
i,j 1,7 Hp xz,
N T AR S 22 (327
(z,y)€Vi;

onde Nc(li’j ) e Pf’j ) representam as populacgoes de presas e predadores, respectiva-
mente, apés a fase de dispersao no sitio (4, 7) e no instante ¢; e uy e pp representam

os respectivos coeficientes de difusdo das populacoes de presas e predadores.

A seguir, ocorre a fase de rea¢ao (dindmica vital) apds a qual resultam
as populacoes Nt( w) e PtJrl , obtidas substituindo em (3.12) N; e P, por N( ) g P( 53)
de (3.26) e (3.27), respectivamente, como segue:
i iy iy _plisd)
NG = NG p(NS J))exp( Py )

1+N(Z"J)F(N<Z J))

ol (3.28)
)|

Py = bN{ D F(NS) {1 — exp (HNMF(NM)

A seguir, apresentaremos algumas simulac¢oes deste modelo.

3.6 Simulacoes incluindo a distribuicao espacial

Através das simulagoes numéricas, investigaremos o comportamento do
sistema predador-presa para diferentes valores dos coeficientes de difusao e diferentes
condicoes iniciais. As simulagoes apresentadas nessa se¢ao consideram um reticulado
bidimensional de dimensao 41x41 com fronteiras reflexivas. Consideraremos dois
cenarios distintos: na primeira, resultante da insercao de ambas as espécies no sitio
central em um habitat previamente desocupado; e na segunda, resultante da inser¢ao
de predadores no sitio central em um habitat previamente habitado uniformemente

apenas por presas.
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3.6.1 Insercao de ambas as espécies em um habitat previamente
desocupado

Nas simulacoes a seguir, consideramos um habitat inicialmente ocupado
apenas no sitio central, isto é, na posi¢ao (7,j) = (21, 21); assim, escolhemos como
condigao inicial:

id id 0,6;0,2), parai =7 = 21,
(Né 73)7 Pé J)) _ ( ) J (3.29)
(0,0), para i,j # 21.

Com relacao aos parametros A\, k e b da dindmica vital, consideramos

valores correspondentes a regiao de estabilidade (III) da Tabela 3.1, para os quais o

modelo (3.12) oscila sobre um ciclo limite, a saber

A= 14, k=22 ¢ b= 2,7> ¢\ k). (3.30)

A distribuicao espacial das populacoes, resultante das nossas simula-
¢oOes, serd apresentada em diferentes instantes de tempo através de uma escala re-
lativa indicando em cada sitio a concentragao dos individuos; quanto mais (menos)

escura, maior (menor) a concentragao.

A Figura 3.11 apresenta as distribui¢des espaciais para as populagoes
de presas ((a),(b) e (c)) e de predadores ((d),(e) e (f)), respectivamente, em trés
instantes de tempo distintos: t = 50, t = 1100 e t = 1600. Para os coeficientes de
difusdo adotamos (uy,up) = (0,1; 0,1), isto é, caso em que a movimentagao das

duas espécies ¢ igual e pequena.

Inicialmente, a partir do sitio central, observamos o dominio sendo ocu-
pado por ondas de invasdo (Figura 3.11(a) e (d)), das quais as dos predadores seguem
as das presas. Como a fronteira é reflexiva, ocorre a deformacao das ondas de inva-
sao em decorréncia da interferéncia entre ondas que atingem a fronteira com aquelas
que dela retornam, Figura 3.11(b) e (e). Como mostrado nas Figuras 3.11(c) e (f),

visualizam-se padroes espaciais heterogéneos instaveis.
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(e)

Figura 3.11: Distribui¢ao espacial da populacao de presas ((a), (b) e (c)) e predadores
((d), (e) e (f)) em trés instantes de tempo distintos, para (un,up) =(0,1;
0,1) e pardmetros de acordo com (3.30). para (a) t = 50, (b) ¢ = 1100 e (c)
t = 1600.

Com os mesmo pardmetros, apresentamos na Figura 3.12(a), o gréfico
das populacoes totais correspondentes. Nessa figura é possivel observar o cresci-
mento durante as primeiras iteragoes e, na sequéncia, o surgimento de oscilagoes
irregulares, em ambas populagoes. O que chama a atencao é que a inclusao da difu-
sao, com esses coeficientes de movimentagao, aparentemente desestabilizou os ciclos
limites que ocorreriam se nao fosse considerada uma heterogeneidade da distribui-
¢ao espacial das populagoes. Em outras palavras, as oscilagoes seriam semelhantes
aquelas apresentadas na Figura 3.8(a) (oscilagbes regulares). Por outro lado, au-
mentando o valor dos coeficientes de difusao, a saber, (uy, pp) =(0,5; 0,5), obtemos
a Figura 3.12(b), na qual observamos que o estado assint6tico apresenta populagoes
totais com oscilagoes regulares e de maior amplitude (o que no plano de fase cor-

respondem a um ciclo limite) quando comparadas com a Figura 3.12(a). Isto é, os
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coeficientes de difusao tém influéncia direta sobre o comportamento qualitativo das

populacoes totais envolvidas.
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Figura 3.12: Populagdes totais para o modelo predador-presa (3.12) com movimenta-
¢do espacial para diferentes coeficientes de difusdo e condiges iniciais: (a)
(un,pp) = (0,1; 0,1), invasdo de ambas as espécies; (b) (un,up) = (0,5;
0,5), invasao de predadores em um habitat inicialmente composto apenas
por presas. Parametros dados em (3.30).

3.6.2 Insercao de um predador em um habitat inicialmente ocupado
apenas por presas.

Consideramos agora, um habitat inicialmente ocupado apenas pela po-
pulacao de presas, com valor igual a capacidade de suporte adimensional k& em cada
sitio do dominio, onde sera inserida uma populagao inicial de predadores apenas no

sitio central. Dessa forma, a distribuigcao espacial inicial é dada por:
. > k; 0,2), parai=j =21,
(Néz,j)7p(§z,])) _ ( ), P J (3.31)
(k; 0) parai,j # 21.

Nas simulacoes seguintes, os parametros para o modelo predador-presa
(3.12) sdo considerados como segue:

|
AN=12 k=22 ¢ b=22¢ (’“Z o, k:)) , (3.32)

correspondentes a regiao de estabilidade (II) da Tabela 3.1, para os quais o sistema

sem a estrutura espacial evolui até um ponto de equilibrio estével (coexisténcia).
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Com relacao aos coeficientes de difusao, consideramos que as duas espécies possuem

os mesmos parametros de movimentacao, a saber: puy = pup = 0,5.

A Figura 3.13 apresenta a distribuicao espacial das populagdes na co-
luna j = 21 do dominio, em diferentes valores crescentes de t, de acordo com a
escala cinza (mais claro para mais forte), para t = 5, ¢t = 10 e t = 15. O efeito da
invasdo de predadores na populagdo de presas pode ser visto na Figura 3.13(a), com

o decrescimento da populagao de presas a partir do sitio central.

31 39
(a) (b)

Z o nou,
Qo
1] 353
g g
= =
= 2.
21 21

ol ‘ ‘ ‘ ‘ Vi _ N\ ‘

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
posi¢do no dominio posig@o no dominio

Figura 3.13: Evolugao da densidade populacional na coluna j = 21 do dominio para (a)
presas e (b) predadores. A evolucdo temporal é caracterizada pela escala
cinza, em t = 5, cinza claro, em t = 10, cinza, e, em t = 15, cinza escuro. As
curvas azul e vermelha correspondem a densidade populacional em ¢ = 500,
para presas e predadores, respectivamente. Pardmetros do sistema: A = 1,2,
k=22 b=22 un=pup=0,5.

Por outro lado, na Figura 3.13(b), é possivel observar o aumento da
populagao de predadores com a invasao do habitat. As curvas azul e vermelha re-
presentam o estado assintotico do sistema, para ¢ = 500, quando as duas populagoes
ja estao estabilizadas. Isso corresponde, para j =1,2...21, a Nég(l]’j) =082~ N;
e ngé’j ) = 0,21 = Pj os valores Nj e Py podem ser calculados resolvendo numeri-

camente as equagoes (3.14) e (3.15).

O gréfico das populagoes totais em cada instante ¢ é apresentado na
Figura 3.14. Observamos a populacao total de presas diminuir logo nas primeiras

iteragoes, apos a insercao da populagdo de predadores; esta, por sua vez, cresce,
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conforme pode ser visto na Figura 3.14(a). A diminuigao na populagao de presas e o
aumento na de predadores acontece até que o sistema entre em equilibrio estavel de
coexisténcia, onde as populacoes totais de presas e predadores correspondem a 412 x

5 e 412 x Pj, respectivamente. A Figura 3.14(b) ¢ o plano de fase correspondente.
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Figura 3.14: Gréfico das populagoes totais de presas e predadores apds a invasdo de
predadores no sitio central do dominio, (a) em func¢ao do tempo e (b) no
plano de fase. Parametros dados em (3.32). (un,up) = (0,5; 0,5).

Nas simulagoes apresentadas na secao anterior, observamos a estabili-
zagao das oscilagoes (de irregulares para ciclo limite) das populagoes totais de presas
e predadores quando variamos os coeficientes de difusao do sistema. Na simulagao
seguinte, consideraremos novamente um conjunto de parametros da regiao (III) da
Tabela 3.1 (A= 1,4; k = 2,2 e b= 2,5), no qual o sistema sem a inclusao do espago
oscila sobre um ciclo limite, comportamento que também ocorre quando a estrutura
espacial é incluida. Investigaremos o efeito da variagdo dos coeficientes de difusao

da populagao de predadores no comportamento do sistema.

A Figura 3.15(a) apresenta as populagoes totais de presas e predadores
no plano de fase para o caso em que ambas popula¢des possuem movimentagao
baixa e idéntica (uy = pp = 0,1); a Figura 3.15(b) corresponde ao caso em que o

coeficiente de difusdo da populagao de predadores é considerado muito maior que
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o da populagao de presas (uy = 0,1 e up = 0,9). Comparando as duas figuras,
observamos que a diferenca no coeficiente de difusao dos predadores faz com que as
oscilagoes das populagoes totais do sistema sejam diferentes. Em particular, para

tn = 0,1, quanto maior o valor de pup, maior a amplitude de oscilagao das populagoes

totais de ambas as espécies.
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Figura 3.15: Grafico das populagoes totais de presas e predadores no plano a inser¢ao de
predadores no sitio central do dominio para diferentes coeficientes de difusao
da populagéo de predadores: (a) (pn, up) = (0,1; 0,1), (b) (un, pp) = (0,1;
0,9). Parametros do sistema: A\ = 1,4, k = 2,2 e b= 2,5.

Para pup = 0,9, o aumento no coeficiente de difusao uy, ndo causa
grandes alteragoes na amplitude do ciclo limite. Em particular, para uy = 0,9,

observamos um ciclo limite com amplitude semelhante ao apresentado na Figura

3.15(b).

3.7 Discussao do capitulo

Neste capitulo, desenvolvemos trés modelos predador-presa de tempo
discreto a partir do modelo parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey. Assumi-
mos um crescimento logistico para a populacdo de presas, através do modelo de

Beverton-Holt, e uma resposta funcional do tipo II para os predadores. Além disso,
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na construcao dos modelos, levamos em conta a ordem com que os eventos aconte-
cem e estudamos as diferencas qualitativas e quantitativas que podem ocorrer caso

diferentes ordens sejam consideradas.

No primeiro modelo desenvolvido aqui (Eq. (3.12)), observamos um
comportamento muito similar ao modelo de tempo continuo de Rosenzweig and Ma-
cArthur (1963). Mais precisamente, observamos nao s6 pontos de equilibrio anélogos
como também a ocorréncia do efeito hydra e do paradoxo do enriquecimento. As-
sim como o modelo de Rosenzweig-MacArthur se destaca por servir como base para
a construgao de diversos modelos de tempo continuo de cadeia alimentar (Yodzis,
1989; Pimm, 2002; Loreau, 2010), seria interessante identificar um modelo discreto
com as mesmas caracteristicas. Embora existam versoes discretas para este modelo,
estas apresentam dinamicas diferentes em comparacao ao caso continuo, por exem-
plo, existéncia de p-ciclos e até mesmo caos (Hadeler and Gerstmann, 1990; Fan and
Wang, 2002). Uma razao para esses comportamentos mais complexos estd no modo
como a construcao do modelo é realizada, geralmente através de aproximacoes para
as derivadas, o que introduz “retardos”, os quais podem causar comportamentos
nao existentes na versao de tempo continuo. Além disso, muitos modelos de tempo
discreto assumem o crescimento da populacao de presas, na auséncia de predadores,
segundo modelos como o mapa logistico (Hadeler and Gerstmann, 1990; Neubert
and Kot, 1992; Liu and Xiao, 2007) ou o de Ricker (Beddington et al., 1975; Lane
et al., 1999), o que, por si s6, apresentam bifurcagoes com duplicagdo de periodo
e caos. Em nosso modelo, entretanto, a populagao de presas cresce de acordo com
o modelo de Beverton-Holt, isto é, atinge a capacidade de suporte quando a po-
pulacao de predadores for nula. Além disso, em nenhum momento observamos em
nossos modelos comportamentos mais complexos como os descritos anteriormente.
Face as significativas semelhancas entre as hipdteses e o comportamento das solu-
¢oes do nosso modelo, comparado ao modelo de Rosenzweig-MacArthur de tempo
continuo, somos levados a crer que nosso modelo constitui a sua versao discreta mais

aproximada.
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Em modelos de tempo discreto, a ordem com que eventos como repro-
ducgao e predagao, por exemplo, acontecem deve ser cuidadosamente examinada, o
que em geral nao acontece nos modelos de tempo continuo. Nesse sentido, quando
consideramos diferentes ordens de eventos (modelo R — P, Eq. e modelo P — R.
Eq. (3.24)), observamos diferencas quantitativas nos modelos considerados, depen-
dendo do instante no qual as medidas foram tomadas. Por outro lado, no modelo
em que introduzimos um retardo no efeito da dependéncia da densidade (modelo
R — Pp, Eq. (3.25)), nao apenas diferengas quantitativas surgiram, observamos
um comportamento nao intuitivo: uma extensao no intervalo no qual o equilibrio de

coexisténcia é estavel (Figura 3.10).

Dando continuidade a formulagao em tempo discreto, incluimos uma
estrutura espacial e utilizamos a técnica de rede de mapas acoplados, no qual con-
sideramos a dispersao por difusdo das espécies para os seus quatro vizinhos mais
proximos. Considerando dois casos de insercao das espécies em um habitat, ob-
servamos o comportamento das populagoes totais em funcdo do tempo. A taxa de
movimentacao das espécies no habitat mostrou influenciar a dindmica das popula-
¢oOes totais de presas e predadores. Observamos nao apenas variacoes na amplitude
como também na forma de oscilagao. Para o caso em que ha diferenca entre as taxas
de movimentagao das espécies, observamos oscilacoes regulares das duas populagoes,
a0 passo que, no caso em que ambas espécies foram consideradas lentas, observamos

oscilagoes irregulares das populagoes totais.

No préximo capitulo, usaremos o modelo R — P, desenvolvido aqui,
como base para a construcao de um modelo predador-presa ecoepidemiologico com
doenga na populacao de predadores. Estudaremos as modificagoes decorrentes da
inclusao de uma doenca na dinamica do sistema com e sem a heterogeneidade espa-

cial.
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4 MODELO PREDADOR-PRESA DE
TEMPO DISCRETO COM DOENCA NA
POPULACAO DE PREDADORES

No capitulo anterior, construimos um modelo predador-presa de tempo
discreto, considerando nao s6 uma reproducao dependente da densidade e uma pre-
dacao com resposta funcional do tipo II, e fixando uma certa ordem para ocorrerem

estes eventos, mas também incluimos movimentos difusivos para ambas as espécies.

A partir desse modelo, incluiremos agora a influéncia de uma doenca
na populacao de predadores, a qual sera dividida em dois grupos: predadores sus-
cetiveis e predadores infectados. A transmissao da doenca serd considerada apenas
horizontal, a contaminacao ocorrera através do encontro entre individuos infecciosos
e suscetiveis e serda modelada de duas maneiras diferentes, a saber, através da lei da
acao das massas e através da lei de incidéncia padrao. Em cada caso, analisaremos
os pontos de equilibrio e sua estabilidade e usaremos alguns resultados para compa-
rar com o modelo ecoepidemiolégico de tempo continuo previamente estudado por
Hilker and Schmitz (2008); outros modelos de tempo continuo foram citados na in-
trodugao desta tese. Estudaremos ainda o efeito da inclusao da estrutura espacial, e
através da abordagem de rede de mapas acoplados, examinaremos casos de invasao

das espécies e formacao de padroes espaciais.

4.1 Formulacao do modelo

O modelo é construido com base no modelo ecoldgico (3.10) proposto
no capitulo anterior. Para isso, consideramos X; a populagao de presas, e V; e

W, a populacao de predadores suscetiveis e infectados!, respectivamente, de uma

1Usaremos os termos infecciosos e infectados como sindnimos, visto que, no nosso modelo, nio
incluiremos a existéncia de um periodo latente.
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populacao de predadores Y;, num instante ¢, com

Visto que as presas nao sao contaminadas/contaminaveis pela doenga,
os termos suscetiveis e infectados referem-se apenas a predadores. Seguindo o mesmo
raciocinio desenvolvido no capitulo anterior, supomos uma certa ordem na qual os
eventos ocorrem nas populagoes, para construir o modelo desejado. Na populagao de
presas, seguimos a mesma ordem adotada no modelo R — P, de (3.5) e Figura 3.1,
onde a predac¢ao P (em 7T = t5) sucede a reprodugdo e a competigao intra-especifica
R (em 7 =t; < t9). Nos predadores suscetiveis, o consumo C' (em 7 = t3) acontece
primeiro, sendo seguido pela contaminacao 7. Entre esses dois eventos, assumimos
a sobrevivéncia a morte por causas naturais pelo fator d € [0, 1]. Esse esquema esté

ilustrado na Figura 4.1.

4 N 4 N
’

Presas / gZﬂP_‘C X

s

1 o , 7 // 7
Predadores 9. d h
—‘ Vi L Vi
suscetiveis ¢ , ¢ ”
}
t+1

N
—_
I

Predadores ’ a N 6
L Wi
infectados @ @ t+1

1 1 1 1 1 1
T T

t tl tz t3 t4 t5

Figura 4.1: Sequéncia de eventos para o modelo ecoepidemiolégico predador-presa entre
os instantes t e t+1. Linha tracejada representa a dependéncia de um evento
sobre outro. Linha pontilhada representa conversao.

No evento T, em 7 = t4, uma fracdo de predadores suscetiveis, ao
entrar em contato com individuos infectados, é contaminada, de modo que apenas
uma fragao h(Vi,, W;) € [0, 1] escapa da doenga. O evento D, em 7 = t5, representa a
conversao de individuos suscetiveis em novos infectados através do fator 1 —h. Apds
esse evento, os novos infectados ainda podem morrer em decorréncia da doenca, de
modo que apenas uma fra¢ao § € [0, 1] sobrevive até o instante ¢ + 1; a fracdo 1 —§

representa o fator de mortalidade de predadores infectados devido a doenca.
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O modelo ecoepidemioldgico discreto é, entao, descrito por trés equa-

¢oes a diferencas, dadas por

Xy = Xof (Xo)9(Xe f (Xp), Vo),
W+1 = Cdth(Xt)[l - g(th(Xt)7 Y;f)}h(‘/;fs? Wt)a (42>
Wt+1 = 6Cdth(Xt)[1 - g(th(Xt>7 K)][l - h(v;fsv Wt)]?

onde ¢,d, 0 € [0,1] e V,, representa a populacao de predadores suscetiveis em 7 = t3,
isto é,

Vis = cd X f(Xe)[1 — g(Xi f(Xi), V1)) (4.3)

Nesse modelo, consideramos que nao ha transmissao vertical da do-
enca, isto é, todos os novos individuos sao considerados suscetiveis. Além disso, na
auséncia de predadores infectados, tem-se h(V;,,0) = 1; neste caso, a populagao de
predadores é constituida apenas por individuos suscetiveis, e o modelo (4.2) reduz-se

ao modelo (3.5) discutido no capitulo anterior.

Na sequéncia do trabalho, consideraremos as mesmas fungoes f e g

utilizadas no capitulo anterior, a saber, Eq. (3.8) e (3.9), respectivamente.

Dessa forma, o modelo geral pode ser escrito da seguinte forma

—AvV, — Aw W,
Xt+1:th(Xt)eXp< v v t)a

1+ HX,f(X,)
—AyV, — Aw W,

A v (44

—AyV, — AW,
Wii1 = dcd X, f (Xy) [1 —eXp ( 1 —:f;th(V;/(t)t

Vi1 = cd Xy f(Xy) |1 — exp (

] 1= h(Vie W),

onde Ay e Ay representam o numero médio de encontros entre presas e predadores
(Ay para suscetiveis e Ay, para infectados), por predador, que resultam de fato em
predacao. As dimensoes dos pardmetros A\, K, ¢ e H sao as mesmas observadas no

capitulo anterior, enquanto que,

[Av] = [Aw] = V] = W) = [¥] (45)
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Acrescentamos, entao, & populacdo adimensionais N; definida em (3.11),
duas novas variaveis dependentes para as populagoes adimensionais de predadores

suscetiveis (S;) e infectados (I;):
St = AVW (§] ]t = AWWt (46)

Obtemos, dessa forma, a partir das equagoes em (4.4), o seguinte sis-

tema adimensional:

S, — T
N1 = N,F(N,) exp (tt) ,

1+ NtF(Nt)
_ =5 — I
Sey1 = bsNeF'(N;) |1 — exp (1 I NtF(Nt)> h(Sty, 1), (4.7)

Ii11 = 6by Ny F(Ny) |1 — exp (M) [1 — (S, I)]
t t

onde F'(N;) é dada em (3.13), e bg e b; dados por

cdA cdA
bs = HV (S b[ = HW, (48)

sao dois novos parametros adimensionais, além de k = HK definido em (3.13).

A funcao h(Vy, W) é supostamente uma fungao decrescente do ntimero
W, de predadores infectados, visto que, quanto maior for W, menor sera a fracdo
de predadores suscetiveis que nao é contaminada pela doenca. Aqui, examinaremos

dois casos distintos para a funcao h.

Na primeira, Secao 4.1.1, consideraremos h dependente apenas do ta-

manho da populacao de infectados no instante ¢, de acordo com
h(Vi, W) = exp (—aW), (4.9)

denominada lei da acdo das massas, onde a > 0, [] = [W]™!, representa a eficiéncia
da contaminacao pela doenca por infectado. Observe a analogia com a expressao
adotada no modelo de Nicholson-Bailey (2.21), para a fracao de hospedeiros que nao

é parasitada.
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Na segunda, Secao 4.1.2, iremos supor que a incidéncia dependa nao so
da populacao de predadores infectados, mas também da populacdo de suscetiveis,

de acordo com

h(Vi, W) = exp (—5% ‘ftwj , (4.10)

para V; + W, # 0, denominada lei de incidéncia padrao (Han et al., 2001; Su et al.,
2008a), onde S > 0, adimensional, representa o fator de eficiéncia da contaminagao

da doenca. Observe que

5
= |a], 4.11
| (411
donde vemos que a eficiéncia da contaminacao por predador, nesse caso, depende da
populagao total de predadores. Na expressao a direita de (4.10), temos %If{/vt, que
é a proporg¢ao de W; na populagao total de predadores Y;.
Analisaremos agora cada um dos casos em detalhes.
4.1.1 Caso 1: Incidéncia através da lei da acao das massas
Substituindo (4.9) em (4.7), obtemos
_St - It
Niy1 = NF(Ny)exp | —————— |,
t+1 (V) p<1+NtF(Nt)>
S — I
Siv1 =bsN F(Ny) |1 —exp | ————= | | exp (—71Ly) , 4.12
t+1 N F'(Ny) p(l—i—NtF(Nt)) p (=1 ( )
Sy — 1,
Iiy1 = 0N F(Ny) |1 —exp | ——————— || [1 — exp (—71})],
= NP |1 e (e )| 1= e ()
onde v = @ é um novo parametro adimensional, além dos parametros bg e by

Aw
definidos em (4.8).

4.1.1.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

O modelo (4.12) possui quatro pontos de equilibrio representados por
E; = (N;,Sf,IF), para i = 0,1,2,3, que satisfazem as condigdes Nyy3 = Ny = N*,

1971

Si1 =8 =85"el;;1 =1, =1 asaber

61



OEO

= (0,0,0), extin¢ao das duas espécies.

e Iy = (k,0,0), sobrevivéncia apenas de presas, as quais atingem a ca-

pacidade de suporte adimensional.

OEQZ

(N5, S3,0), equilibrio livre da doenga. Representa a coexisténcia

apenas de presas e predadores suscetiveis.

obtidas a partir de

(1+ Ny F(N3)) In(F(Ng)) = bNy (F(Ng) —

S5 = b3 (F(N3) —

Os valores de N5 e S5 sao

1)7

(4.13)

(4.14)

as quais, como seria de se esperar, sdo idénticas as equagoes (3.14) e

(3.15), substituindo Py por S;.

.E3:

presas, predadores suscetiveis e predadores infectados.

(N3, S5, 15), equilibrio endémico. Representa a coexisténcia de

Os valores de

N3, S5 e I satisfazem o sistema nao-linear que se obtém a partir de

(4.12), substituindo Nyyq =

N

= N?fa St-‘rl

S;:, € ]t-i-l = ]t :]ék

A analise de estabilidade linear dos pontos de equilibrio descritos acima

é realizada de forma analoga ao que foi feito no capitulo anterior, através da analise

dos autovalores da matriz jacobiana J(E;) associada a cada um dos equilibrios E;,

sendo

dg1
ON

992
ON

dg3
ON

77

A

v (

N, SH I

1771

N;, St I?

1971

Ny, St IF

1771

)

)

)

dg1
oS

992
oS

dg3
oS

g

g

g

N, Sy LT

1771

Ny, St I?

1971
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)

)

)

01
ol

(992
ol

dg3
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onde ¢;(N, S, 1), go(N, S, I) e g3(N, S, I) sdo dadas por

g1 (N, S, I) = NF(N)exp(
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g2(N, S, I) =bsNF(N) [1 — exp (%)1 exp(—~I),

45(N, S, T) = 5by NF(N) l1 —exp (%)] 1 — exp(—T)],

e F(N) dada em (3.13).

(i) Ponto de equilibrio Ey = (0,0,0).
Para este ponto, a matriz jacobiana assume a formas:
A0 O

JE)=1]10 0 0 |,
000

(4.17)

(4.18)

(4.19)

cujos autovalores sao Ay = A e Ay = A3 = 0. Visto que, de acordo

com (3.8), tem-se || > 1, concluimos que Ey é um ponto de equilibrio

instavel em qualquer regiao do espago de parametros.

(ii) Ponto de equilibrio Ey = (k,0,0).

Para este ponto, a matriz jacobiana assume a forma:

=k -k
AN 1+EkE 1+k
JE)=|, bk bk |, (4.20)
1+k 1+k
0 0 0
. . 1 bk
cujos autovalores sao A\; = T Ay = 125 ° A3 = 0. Por (3.8), |\| <1

é sempre valido, de modo que FE; sera linearmente estavel, se e somente

se, [Aa] < 1, isto é, se a condicao (3.23) for satisfeita.

(iii) Pontos de equilibrio E3 = (N3,S5,15) e E5 = (N3, S5, I5)

A analise de estabilidade para os pontos de equilibrio Fy e FEj3 sera

apresentada através de diagramas de bifurcacao.
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4.1.1.2  Simulagoes da dinamica vital

Nessa se¢ao, apresentaremos simulacoes numeéricas para o modelo pre-
dador-presa ecoepidemioldgico (4.12). Investigaremos nao apenas os pontos de equi-
librio discutidos na secao anterior, mas também as mudangas qualitativas que se
observam no modelo quando variamos o fator de crescimento da populagao de pre-
dadores b e o pardmetro adimensional v, que representa a eficiéncia da contaminagao

da doenca.

Nas simulagoes a seguir, fixaremos a condi¢ao inicial do sistema, como
(No, So, In) = (0,8;0,3;0,2). Desse modo, a populagao total inicial adimensional
de predadores é Sy + Ip = 0,5. Além disso, consideramos valores iguais para os

pardmetros Ay e Ay e assim, por (4.8), teremos bg = by = b.

A Figura 4.2 apresenta a solugdo do modelo ecoepidemioldgico (4.12)

para dois conjuntos de parametros, que diferem apenas quanto ao valor do parametro

b. A Figura 4.2(a) apresenta o caso em que b = 1,4 < k (na regiao (I) da Figura
3.4(a)), isto é, satisfazendo a condicao de estabilidade (3.23) do ponto de equilibrio
E. Nesse caso, o fator de crescimento da populacao adimensional de predadores nao
é suficiente para garantir a sobrevivéncia dessa, de modo que, todos os predadores,

tanto suscetiveis quanto infectados, sdo extintos. A populagdao de presas, por sua

vez, atinge a capacidade de suporte adimensional k = 2.

A Figura 4.2(b) apresenta a solugao do sistema (4.12) para o caso em
que b=2> 1—;;]6 (na regiao (II) da Figura 3.4(a)). Nesse caso, o valor do fator de
crescimento b € suficiente para que a populacao de predadores suscetiveis sobreviva.
No entanto, com relagdo aos infectados, a fragdo de novos contaminados em cada
iteragao ainda nao garante a prevaléncia da doenca, isto ¢, o valor do parametro

ainda nao é grande o suficiente.
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Figura 4.2: Solugao do modelo ecoepidemiolégico (4.12) em fungéo do tempo atingindo

o equilibrio para diferentes valores do parametro b: (a) Fj, para b = 1,4 <
1+k 1+ k
i e (b) Fy, parab=2 > % Os demais pardmetros sao idénticos nas

duas simulagoes, a saber: A=14, k=2, y=2ed =0,8.

Ao aumentarmos ainda mais o valor do parametro b, de modo a cruzar a
curva tracejada ¢(k) que separa as regioes (II) e (III) da Figura (3.4)(a), o sistema
permanece livre da doenga, porém o comportamento das populacoes de presas e
predadores suscetiveis é alterado. Nesse caso, como a populagao de infectados é

extinta, o sistema passa a oscilar (Figura 4.3(a)) com comportamento andlogo ao

modelo predador-presa (3.12) do capitulo anterior.

— presas B €:)) — presas .. (b
— pred. suscetiveis — pred. suscetiveis
— pred. infectados — pred. infectados

populagdo
'\?

populacdo
)

—_
—_—

0 50 100 150 0 50 100 150

Figura 4.3: Comportamento da solu¢ao do modelo ecoepidemiolégico (4.12) em funcdo do

tempo para diferentes valores de v: (a) v = 2, (b) v = 4. Demais parametros
A=14,k=2b=27¢6=08.
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O equilibrio endémico s6 é atingido quando o valor de « for suficiente-
mente grande para garantir a prevaléncia da doenga, como mostra a Figura 4.3(b),
quando consideramos 7 = 4 (e os demais pardmetros idénticos aos do grafico da
Figura 4.3(a)). Isto corresponde a uma situacao em que o valor do niimero basico
de reprodugao da doenga? Ry (Anderson and May, 1992) é maior que um. A es-
tabilidade desse equilibrio serd investigada numericamente através de diagramas de

bifurcacao.

4.1.1.3 Diagramas de bifurcacdo

Os graficos apresentados acima evidenciam mudangas qualitativas nas
solugoes do sistema quando variamos os parametros b e 7. Para melhor examinar
essas mudancas, construimos diagramas de bifurcagdo em funcao desses dois para-

metros.

A Figura 4.4(a) apresenta o diagrama de bifurcacdo do sistema em
funcao do parametro b; para cada valor de b registra-se os tultimos 150 pontos de
um total de 2000 iteracdes. A medida que o valor de b é aumentado, observamos
a ocorréncia de trés bifurcagoes: (i) transcritica, para b ~ 1,5, quando o ponto de
equilibrio F; troca a estabilidade com o ponto de equilibrio Es; (ii) transcritica,
para b ~ 1,8, quando o ponto de equilibrio Es troca a estabilidade com o ponto de
equilibrio F3, caso em que a doenga torna-se endémica; (iii) Neimark-Sacker, para
b~ 3,7, quando o equilibrio F5 perde a estabilidade e o sistema passa a oscilar sobre

um ciclo limite.

Na Figura 4.4(b) apresentamos, em outra escala no eixo vertical, o di-
agrama de bifurcacao apenas para a populacao de infectados. Nesse diagrama, é

possivel observar que, apds a bifurcacao de Neimark-Sacker em b =~ 3,7, a populagao

2Ntmero médio de novos infectados que um individuo infeccioso contamina em uma populacio
composta apenas por individuos suscetiveis.
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Figura 4.4: Diagramas de bifurcacdo do modelo (4.12) em fun¢ao do pardmetro b da po-
pulagao de presas (azul), predadores suscetiveis (rosa) e predadores infectados
(verde), na figura (a), linhas tracejadas separam as regioes de estabilidade de
cada um dos pontos de equilibrio, E1, F3 e E3, em (b), no detalhe, o diagrama
de bifurcacdo da populagao de infectados. Parametros considerados: A = 1,4
k=22 vy=4eé=0,8.

de predadores infectados é extinta. A prevaléncia da doenca, nesse caso, parece ter
sido afetada pela oscilagao presente nas populagoes de presas e predadores susceti-
veis, tornando a contaminacao de novos individuos insuficiente a ponto de extinguir
a doenca. E interessante notar que essa extingao acontece de maneira abrupta.
Além disso, uma outra caracteristica interessante é que nao observamos oscilagoes
das solugoes do sistema (4.12) no caso endémico, isto é, no caso em que é possivel a
sobrevivéncia de predadores infectados, o sistema sempre converge para o ponto de

equilibrio Ejs.

Com relagao ao parametro 7, apresentamos na Figura 4.5, dois dia-
gramas de bifurcagao em fungao desse parametro. Na Figura 4.5(a) o conjunto de
parametros considerado é tal que, no modelo ecolégico (3.12) do capitulo anterior, o
sistema atingiria um equilibrio de coexisténcia estavel (correspondente a um ponto
da regiao (II) da Figura 3.4(a)). Nesse diagrama, podemos observar que, a medida
que o valor de v aumenta, ocorre uma bifurcagao transcritica em v ~ 3,9, quando o

ponto de equilibrio Fy troca a estabilidade com o equilibrio endémico E3. A partir
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dai, com o aumento na eficiéncia de contaminacao, o tamanho da populacao de pre-
dadores suscetiveis diminui, ao passo que, as populacoes de predadores infectados
e presas crescem. O crescimento da populagdo de presas pode ser explicado pela
diminuicado do nuiimero de predadores, que passa a ter uma maioria de infectados,

dos quais uma fragdo morre a cada iteracao devido a doenca.

. ®)
3
4 5 6
Y Y

Figura 4.5: Diagramas de bifurcagdo para o modelo (4.12) em funcdo do parametro ~y
apresentando os ultimos 150 pontos, de um total de 1500, da populagdo de
presas (azul), predadores suscetiveis (rosa) e predadores infectados (verde)
para o conjunto de pardmetros: (a) A=1,4,0 =22, k=2e 6 =0,7¢ (b)
A=14,b=24k=26¢5=0,T.

No diagrama apresentado na Figura 4.5(b), consideramos um conjunto
de pardmetros cujo comportamento no modelo (3.12) seria oscilatério (correspon-
dente a um ponto da regido (III) da Figura 3.4(a)), como ¢ possivel observar para
valores de v < 3,6. Nesse diagrama, observamos que a medida que a eficiéncia da
contaminagao aumenta e a doencga se torna endémica, ocorre uma mudanga de com-
portamento do sistema. As solugoes deixam de oscilar sobre ciclos limite e passam
a ter o equilibrio F3 como estado assintdtico (veja Figuras 4.3(a)-(b)). Isso é inte-
ressante, ja que em geral, modelos matematicos tendem a prever o contrario, isto
é, o efeito desestabilizante de uma doenga na populagao de predadores (Fenton and

Rands, 2006; Haque and Venturino, 2007).
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Hilker and Schmitz (2008), em uma abordagem de tempo continuo, ob-
servaram em um sistema predador-presa com doenca na populagdo de predadores
um efeito estabilizante da doenca. Nesse artigo, os autores consideraram um modelo
ecoepidemioldgico cujas hipoteses eram semelhantes aquelas consideradas aqui, isto
é, crescimento logistico nas presas e resposta funcional Holling tipo 2 para os preda-
dores. Na formulacao desse modelo, a incidéncia da doencga nao foi considerada pela
lei da acao das massas, mas sim dependente da populacao total de predadores. O
analogo discreto desse tipo de incidéncia é o que sera considerado na secao seguinte,

quando assumiremos uma fungao diferente para h(V;, W,).

4.1.2 Caso 2: Lei de incidéncia padrao

Substituindo (4.10) em (4.7), obtemos,

=S — 1
t+1 +F'(Ny) exp 1+ NF(N) )’
-5, — 1, — B
Spr = bsN,F(N;) [1—exp | 2t Tt 421
i1 = bsNeF(N) |1 — exp 1+NtF(Nt)> P St3+1t>’ 420
~S, — I, —pI
I = 6b;N,F(N,) |1 — —Vv v |-
t+1 1N F(N) eXp(l—FNtF(Nt)) l o (St3+lt>]7

para Sy, +I; # 0, onde Sy, é o equivalente adimensional da populagdo de predadores

suscetiveis em 7 = t3, dada por

Sy, = by N, F(N,) [1 — exp <%)] (4.22)

e, caso St, + I = 0, o modelo é definido como:

Nt+1 = NtF(Nt)a
St41 =0, (4.23)
It+1 = 07

O modelo predador-presa ecoepidemiologico para o caso 2 é, entao, dado

pelas equagoes (4.21)-(4.23).
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4.1.2.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

O modelo dado pelas equagoes (4.21)-(4.23) possui quatro pontos de
equilibrio representados por E; = (N}, Sf, ), para i = 0, 1,2, 3, que satisfazem as

1771

condigoes Ny = Ny = N* Si1 =S5 =85"e ;1 =1, = I*, a saber:

e Fy=(0,0,0), representa a extingdo das duas espécies.

e F; = (k,0,0), representa a sobrevivéncia apenas de presas, as quais

atingem a capacidade de suporte adimensional.

o Ey = (N;,55,0), equilibrio livre da doenga. Representa a coexisténcia
de presas e predadores suscetiveis. Os valores de N5 e S5 sao obtidos a

partir de (4.13) e (4.14).

e FE3 = (N3,S5,I5), equilibrio endémico. Representa a coexisténcia de
presas, predadores suscetiveis e predadores infectados. Os valores de
N3, S35 e I satisfazem o sistema nao-linear que se obtém a partir de

(421), substituindo Nt+1 = Nt = Ng, St+1 = St = S;, (§ It+1 = It = I;:

A fungao h(Sy, I;) escolhida nesse caso, dada em (4.10), ao contréario do
caso anterior, nao esta definida no caso em que S; + I; = 0. Dessa forma, a analise
da estabilidade dos pontos Ey e E7 nao pode ser feita diretamente através da analise

linear de estabilidade (matriz jacobiana).

No caso do equilibrio extingdo Ey, se a populacao inicial de presas
for igual a zero, as equagoes do modelo (4.21)-(4.23) preveem que a populagao de
presas continua em zero e populacao de predadores é extinta ja na iteragao seguinte.
Dessa forma, o sistema atinge o equilibrio Ey. Para uma populacao inicial de presas
diferentes de zero, ha trés casos a serem considerados: (i) a populacdo inicial de

predadores é zero; (ii) a populacdo inicial de predadores suscetiveis é diferente de
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zero, mas a populacao de predadores infectados é zero; (iii) ambas as populagoes

iniciais de predadores suscetiveis e infectados sao diferentes de zero.

No primeiro caso, assumindo que Sy = Iy = 0, o sistema (4.21)-(4.23) se
reduz a (4.23), referente ao crescimento apenas da populagao de presas, que atinge
a capacidade de suporte. Assim, o sistema tem como estado assintotico o ponto de

equilibrio Fy = (k,0,0).

No segundo caso, como a populagao inicial de predadores infectados
é igual a zero, o sistema (4.21)-(4.23) se torna idéntico ao modelo predador-presa
considerado no capitulo anterior (Eq. (3.12), com S; = P;). Dessa forma, de acordo

1+ k
com a condicao (3.23), se b < Z, o sistema atinge o equilibrio s6 de presas FEj.

Caso contrario, se b > , 0 sistema pode ter como estado assintotico o equilibrio

estavel Fy ou um ciclo limite estavel de coexisténcia, conforme a Tabela 3.1.

No terceiro caso, observamos que, de acordo com as equagoes dos mo-
delos (3.12) e (4.21)-(4.23), a populacao total de predadores quando hé incidéncia
da doenca ¢é sempre menor ou igual ao caso em que isso nao ocorre, a igualdade é ve-
rificada para 6 = 1. Dessa forma, para qualquer condicao inicial com Ny, Sy, Iy # 0,
o sistema tem o ponto de equilibrio F; como estado assintético quando a condigao
(3.23) for satisfeita. Caso contrario, se o nimero bésico de reprodugao da doenga
Ry < 1, o sistema comporta-se de maneira analoga ao que descrevemos no caso
(ii); se Ry > 1, o sistema atingird um estado endémico, que poderd ser estavel ou

oscilatorio, como veremos mais adiante.

4.1.2.2  Simulagoes da dinamica vital

Nessa se¢ao, analogamente a Segao 4.1.1.2 do caso 1, atribuiremos va-
lores aos parametros do modelo ecoepidemiolégico (4.21)-(4.23) e investigaremos o
comportamento das solugoes e as mudancas qualitativas que podem ser observadas

no sistema. Nas simulag¢Oes a seguir, fixamos novamente, a condi¢ao inicial como
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Figura 4.6: Solugao do modelo ecoepidemioldgico (4.21)-(4.23) em fungéo do tempo atin-
gindo o equilibrio para diferentes valores do pardmetro b: (a) E1, parab = 1,4

e (b) Eo, para b = 2. Os demais parametros sao idénticos nas duas simulagoes,
A=14 k=2 6=1ed=0,7

(No, So, 1o) = (0,8;0,3;0,2) de modo que, a populagao total inicial de predadores é
So + Ip = 0,5. Além disso, vamos considerar o mesmo valor para os parametros Ay

e Ay, de modo que bg = by = b, conforme em (4.8).

A Figura 4.6 apresenta a solu¢ao do modelo ecoepidemiolégico para
dois conjuntos de parametros, os quais diferem apenas no valor do parametro b. A
Figura 4.6(a) apresenta o caso em que o sistema atinge o equilibrio s6 de presas
E,. Neste caso, b=1,4 < 1;]6 (na regiao (I) da Figura 3.4(a)). Ao aumentarmos
o valor de b, tal que, b = 2 > 14};]{; (na regiao (II) da Figura 3.4(a)), o sistema
atinge o equilibrio de coexisténcia livre da doenca E5. Neste caso, o valor do fator
de crescimento b da populacao de predadores é suficiente para que os suscetiveis
sobrevivam, no entanto, o valor da incidéncia da doenga [ ainda nao é suficiente

para garantir um estado endémico. Os valores Nj e S; corresponde as solugoes das

equagoes (4.13) e (4.14).

O ponto de equilibrio endémico ¢ atingido quando aumentamos o valor
de . Para isso, consideramos o mesmo conjunto de parametros da Figura 4.6(b),

exceto pelo valor de = 2,5. Com o aumento na eficiéncia na transmissao da doenca,
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Figura 4.7: Solugao do modelo ecoepidemioldgico (4.21)-(4.23) em fungéo do tempo atin-
gindo o equilibrio endémico para diferentes valores do pardmetro : (a)

B =25e (b) g =37 Os demais pardmetros sdo idénticos nas duas si-
mulagoes, A=1,4,b=2,k=2e§=0,7.

cada individuo infeccioso passou a infectar mais suscetiveis e, como resultado, a
prevaléncia da doenga tornou-se possivel, como mostra a Figura 4.7. Em outras
palavras, o valor dos parametros do sistema corresponde ao caso em que o nimero
basico de reproducao da doenga Ry > 1. Observamos que esse caso s6 é possivel se

a sobrevivéncia da populacao de predadores, como um todo, estiver garantida, isto
1+k

k

é, devemos ter b >

Ao aumentarmos ainda mais o valor de 3, a fracdo de suscetiveis que
escapa da contaminacao diminui, e a proporcao de infectados em relacao a populagao
total de predadores aumenta, como podemos observar na Figura 4.7(b). A populagao
de presas, por outro lado, aumenta. Isso se deve ao fato de que com mais predadores
infectados morrendo devido a doenca, a populagao de total de predadores diminui

e, como resultado, mais presas escapam da predacao.

Ao contrario do modelo discutido no caso 1, o modelo desenvolvido
agora, através da lei de incidéncia padrao, apresenta oscilagdoes endémicas, isto é,
oscilagoes das trés populagoes: presa, predadores suscetiveis e predadores infectados.

A Figura 4.8(a) apresenta o comportamento das populagoes de predadores e presas,
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Figura 4.8: Solugao do modelo ecoepidemiolégico (4.21)-(4.23): (a) em fungdo do tempo
e (b) no plano de fase, apresentado a oscilagdo do sistema sobre um ciclo
limite estavel. Pardmetros A=1,4, k=22, b6=3,8=17e¢d=0,7

quando nao ha mais solugoes transientes. Na Figura 4.8(b), apresentamos a mesma
solucao, porém no espaco de fase. Nessa figura podemos confirmar a existéncia
de um ciclo limite sobre o qual as soluc¢oes oscilam. Nesse caso, o conjunto de
parametros considerado é tal que a solucao do sistema sem a doencga também oscila

sobre um ciclo limite no plano de fase (regiao (III) da Tabela 3.1).

4.1.3 Diagramas de bifurcacao

O comportamento qualitativo do sistema (4.21)-(4.23) para diferentes
valores de [ é apresentado na Figura 4.9 com os diagramas de bifurcacao do sistema
em fungao desse parametro. A Figura 4.9(a) apresenta o diagrama de bifurcacao
para um conjunto de pardmetros correspondentes a um ponto da regiao (II) da
Figura 3.4(b), isto é, tal que o sistema sem a influéncia da doenca tem como estado
assintotico o ponto de equilibrio estavel Es. Esse equilibrio é atingido para valores de
B suficientemente pequenos, quando nao hé a prevaléncia da doenca, ou seja, Ry < 1.
A medida que o valor de 8 aumenta, ocorre uma bifurcacio transcritica em 8 ~ 1,4,
a partir do qual, ocorre a coexisténcia estavel entre presas, predadores suscetiveis

e predadores infectados, isto é, quando o sistema atinge o equilibrio endémico Ej.
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Para valores ainda maiores de (3, quando a contaminagao pela doenca é considerada
maior, ocorre uma nova bifurcacao transcritica (em 3 =~ 4,9); nesse caso, o equilibrio
endémico Fj3 troca a estabilidade com o equilibrio s6 de presas E;. Este é o caso em
que a alta contaminacao pela doenca leva a populacao de predadores a extingdo. A

populacao de presas, como era de se esperar, atinge a capacidade de suporte k = 2.

Figura 4.9: Diagramas de bifurcagdo para o modelo (4.21)-(4.23) em funcao do pardme-
tro B eliminando os transientes, da populacdo de presas (azul), predadores
suscetiveis (rosa) e predadores infectados (verde) com: (a) b=2, (b) b=3
e f € (1,4). Demais pardmetros: A =14, k=2e §=0,7.

No segundo diagrama de bifurcagao, apresentado na Figura 4.9(b), con-
sideramos um conjunto de pardmetros correspondente a um ponto da regiao (I1I) da
Figura 3.4(b), desta forma, o sistema sem a influéncia da doenga oscilaria sobre um
ciclo limite, como pode ser observado para valores de [ suficientemente pequenos.
Aumentando ainda mais o valor de (3, ocorre uma bifurcacao de Neimark-Sacker em
£ =~ 1,5, o sistema se torna endémico e passa a oscilar sobre um ciclo limite. Este
comportamento ja havia sido observado na Figura 4.8, quando apresentamos o ciclo
limite no espaco de fase do sistema. Para valores ainda maiores do parametro (3,
observamos uma nova bifurcacao de Neimark-Sacker em [ ~ 3,2, quando ocorre a
estabilizacao dos ciclos limites, nesse caso o sistema deixa de oscilar e passa a ter

um estado assintotico estavel, atingindo o ponto de equilibrio E5, com a populagao
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de suscetiveis se aproximando de zero a medida que [ cresce. Isso ocorre pois o au-
mento nos valores de  faz com que a fragdo h de predadores suscetiveis que escapa

da doenca tenda a zero.

As mudangas no comportamento qualitativo do modelo (4.21)-(4.23)
em relagao ao parametro b sao apresentadas na Figura 4.10, com os diagramas
de bifurcagdo em fungao de b para dois valores diferentes de 5: na Figura 4.10(a),
f = 2,6 e, na Figura 4.10(b), para 8 = 3,5, os demais parametros foram considerados
fixos e idénticos nas duas simulagoes. Em ambos os diagramas, o comportamento
qualitativo é semelhante; para valores suficientemente pequenos de b, a populacao de
predadores nao sobrevive e a populagao de presas atinge a sua capacidade de suporte.
Aumentando-se o valor de b, observamos uma bifurcagao transcritica, quando os
equilibrio F; e F5 trocam de estabilidade e, consequentemente, o sistema passa a ter
como estado assintético o equilibrio endémico. Na sequéncia, ocorre uma bifurcagao

de Neimark-Sacker, quando o sistema passa a oscilar sobre um ciclo limite.

Embora o comportamento qualitativo do sistema seja semelhante nos
dois diagramas de bifurcagao apresentados na Figura 4.10, a regido de estabilidade de
cada equilibrio e, como consequéncia, as bifurcagoes, ocorrem em diferentes valores
do parametro b. Em relacao ao equilibrio E;, o aumento no valor do parametro [,
isto é, quando a transmissao da doenca é considerada maior, causa uma extensao
no intervalo de estabilidade do equilibrio s6 de presas, isto é, é necessario um valor
maior para b para garantir a sobrevivéncia da populacao de predadores. O mesmo
comportamento pode ser observado para o equilibrio Ej3, isto é, a doenga estende o

intervalo de estabilidade dos equilibrios do sistema.

Comparando-se o diagrama de bifurcacdo em fungao do pardmetro b do
caso 1, apresentados na Figura 4.4(a), com os diagramas de bifurcagdo em relagao
ao mesmo parametro do caso 2, na Figura 4.10, podemos ressaltar duas diferencas
interessantes no comportamento dos dois modelos. No caso 1, existe um intervalo

de valores do parametro b no qual o equilibrio livre da doenga FE5 é estéavel, mesmo
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Figura 4.10: Diagramas de bifurcacdo para o modelo (4.21)-(4.23) em fungao do pardme-
tro b, eliminando os transientes, da populagao de presas (azul), predadores
suscetiveis (rosa) e predadores infectados (verde) para: (a) 8 = 2,6 , (b)
B =35ebe (1,4). Demais pardmetros: A =14, k=2,2e § =0,7

com o valor de  suficientemente grande para garantir a prevaléncia da doenga. No

caso 2, por outro lado, isso nao acontece.

Além disso, enquanto no caso 1 ndo observamos a possibilidade de os-
cilacao estavel de presas e predadores suscetiveis e infectados, no caso 2 isto é ob-

servado. Isso se deve as escolhas para a fungdo h em cada caso.

Em comparacao com os modelos desenvolvidos no capitulo anterior,
observamos o efeito estabilizante que a doenga pode ter sobre as oscilagoes das
populagoes de presas e predadores. Discutiremos esse aspecto com mais detalhes na

discussao deste capitulo (Segao 4.5).

4.2 Distribuicao espacial

Nessa secao, apresentamos a dinamica espacial para o modelo ecoepi-
demioldgico (4.21)-(4.23) seguindo a mesma metodologia apresentada no capitulo
anterior, isto é, através de uma rede de mapas acoplados. Representamos por Nt(i’j ),

a populacao de presas e Sti’j ) e Iti’j ) as populacoes de predadores suscetiveis e in-
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fectados, respectivamente, no instante ¢ no sitio (i,j) do dominio bidimensional.
Analogamente ao capitulo anterior, consideramos a dinamica do modelo com duas

etapas distintas, uma fase de dispersao e outra de reacao.

Na fase de dispersao por difusao, consideramos que os individuos se
deslocam de um sitio para outro na sua vizinhanca de Von-Neumann; py, s € iy
sao os coeficientes de difusdo para a populacao de presas, predadores suscetiveis, e

predadores infectados, respectivamente.

Representando por Ny’j ), Sc(li’j Vel g’j ) as populagoes de presas, preda-
dores suscetiveis e infectados, respectivamente, no sitio (4, j) e no instante ¢, apés a

movimentag¢ao, obtemos

i,j %,] KN x,
NP = (- N Y B (4.24)
(z,y)€Vi,;
SUD = (1—pg)St 4 Y Eglen), (4.25)
(z,y)€Vi,;
i, i,j HI 1 (x,
B9 = Qe Y e, (4.26)
(z,y)€EV,;

Na fase de reacao, sao calculados os valores de NV, +1), St( +1) e It(i’l), isto é,

as populagoes no instante t + 1 em cada um dos sitios do dominio. O céalculo é feito
a partir das populagoes de presas, predadores suscetiveis e predadores infectados
apos a etapa de movimentacao, Ny’j ), S((;’j Vel éi’j ), respectivamente. As equacoes
para a fase de reagao sao dadas a partir do modelo (4.21)-(4.23), como segue:
S(ZJ IC(IZ:])
1+ NS F(NGD)
i i i _5(7’7]) _ 1(7/7]) I 7.7
S,fﬁl :bSNCE ’])F(Né DY 11— exp d(l. 3 d(l. 3 exp | =505 01, a7 |
1+ NS F(NG) S’J + I

157 = Sbi N F(NS™) 11— exp @3) o7 A7) L—exp | i, an
L+ Ny F(Ng™) Sas +1a

(4.27)

NED = N§D (VG exp (

onde ¢ € [0,1], § foi introduzido em 4.10, e os parametros bg e by dados em (4.8).

Além disso, o valor de S[(ii’j ) corresponde a populacao de predadores suscetiveis em
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T = t3 da fase de reacao, de modo que:

(i.4) (i.9) (i.9) _Sc(zi7j) - ]c(zi’j)
Sy = b N F(NS" 1 —exp — — . 4.28
ds IiVyg ( d ) 1 NCEW)F(NLEW)) ( )

Nas simulagoes apresentadas a seguir, consideraremos, novamente, que
bs = by = b, da mesma forma como foi feito nas simulagoes do modelo ecoepidemi-

olégico (4.21)-(4.23) sem a inclusdo da estrutura espacial na segao anterior.

4.3 Simulacoes com distribuicao espacial

Da mesma forma como na Se¢ao 3.6, o objetivo das simulac¢oes apre-
sentadas nessa se¢ao ¢é investigar a influéncia da inclusao da estrutura espacial no
comportamento do sistema predador-presa ecoepidemioldgico (4.21)-(4.23) para di-
ferentes coeficientes de difusdo e condigoes iniciais. As simulagdes apresentadas

nesta secao seguem o mesmo formato das apresentadas no capitulo anterior.

Serao consideradas situagoes analogas aquelas discutidas no modelo
predador-presa sem a influéncia da doenca, isto é, invasao das espécies a partir
do sitio central e a insercao de predadores infectados em um habitat inicialmente
ocupado apenas por individuos que nao contrairam a doenga (presas e predadores

suscetiveis).

Examinaremos, ainda, a formagao de padroes espaciais nas distribui-
¢oes das populacoes de presas e predadores, geradas a partir de perturbacoes nos

equilibrios do sistema.

4.3.1 Invasao de ambas as espécies

Nas simulacoes a seguir, o habitat é considerado inicialmente ocupado

apenas na posicao central, de modo que a populagao inicial nos demais sitios é

79



inicialmente nula, isto é,

(NG, 5 169 = (0.8,0.,3,0.2), para i =j =21; (4.29)
(0,0,0), para i,j # 21.

Duas triplas distintas (py, is, pr) de coeficientes de difusdo serao exa-
minadas, uma em que todos os coeficientes de difusao sao iguais e a outra no qual
a populacao de predadores infectados possui movimentacao menor que os demais.
Com o objetivo de comparar a influéncia da doenga no modelo, escolhemos os mes-
mos parametros e coeficientes de difusao das simulages apresentadas na Figura

3.12.

A Figura 4.11(a) apresenta a evolugdo da populagio total de presas e
predadores (suscetiveis e infectados) em fun¢ao do tempo. Nesse caso, o coeficiente
de difusdo de cada uma das populagoes foi considerado o mesmo (uy = ps =
pr = 0,1). Por se tratar de uma invasdo, nas primeiras iteragoes, observamos o
aumento simultaneo no tamanho das trés populagoes, isso corresponde ao periodo
de estabelecimento das populagoes no habitat. Na sequéncia, as populagoes totais
estabilizam-se em um equilibrio de coexisténcia, no qual a populagao de presas é

maior que as populagoes de predadores suscetiveis e infectados.

Na Figura 4.11(b), mudamos os coeficientes de difusao das populagoes
de presas e predadores suscetiveis (uy = 0,5 e us = 0,5), isto é, consideramos que,
tanto presas quanto predadores livres de doenca, tém movimentagao maior quando
comparados aos predadores infectados. Isto é, assumimos que, de alguma forma, a
doenca diminui a mobilidade dos individuos infectados. Exceto pela diferenca inicial
das populacoes totais de presas e predadores suscetiveis, que apresentam ligeira os-
cilagao antes de estabilizar-se (transientes), o comportamento assintético do sistema
é andlogo ao apresentado na Figura 4.11(a). Embora essa mudanca nos coeficientes
de difusao das populacoes de presas e predadores nao tenha causado mudancas sig-

nificativas no comportamento qualitativo assintético do sistema predador-presa com
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Figura 4.11: Populagoes totais para o modelo predador-presa ecoepidemioldgico (4.21)-
(4.23) com movimentagao espacial para diferentes coeficientes de difusao: (a)
(N, s, pr) = (0,150,150,1); (b) (un, s, 1) = (0,55 0,55 0,1); considerando
a invasdo de ambas espécies em um habitat inicialmente vazio. Parametros
A=14, k=22 b=276=3,0=0,7.

doenga, se compararmos com o modelo sem o efeito da enfermidade, como discutido
no capitulo anterior, as populagoes apresentam diferengas significativas. No modelo
sem a doencga, para os mesmos parametros e coeficientes de difusao, observamos
oscilagoes com diferentes amplitudes, regulares e irregulares, como apresentado na
Figura 3.12. Agora, em vez de oscilagoes, a influéncia da doenga no comportamento
do sistema, apresenta, mais uma vez, um efeito estabilizante, independentemente,

dos diferentes coeficientes de difusdao uy e pg considerados.

4.3.2 Invasoes em diferentes instantes

Nas simulagoes a seguir, consideramos trés invasoes diferentes em um
habitat a partir do sitio central. Na primeira, consideramos a inser¢ao de uma po-
pulacdo de presas em um habitat inicialmente vazio. Apds um determinado niimero
de iteragoes, consideramos a insercao de uma populacao de predadores suscetiveis

e, por fim, apds mais algumas interagoes, insercao de predadores infectados.
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Para melhor visualizagao, consideramos nessa se¢ao um reticulado bidi-
mensional de dimensao 21 x 21 (menor que os das se¢oes anteriores), com fronteira
reflexiva. A inser¢do das presas acontece no instante t = 0, de modo que a condigao
inicial é dada por

(0,8;0;0), parai=j = 11,

( NG g6, ](gm‘)) _ (4.30)
(0,0,0), para i,j # 11.

Os parametros para o modelo considerado aqui serdo correspondentes
a oscilagoes de presas e predadores no caso sem a influéncia da doenca (Regido (I1I)

da Tabela 3.1).

Apébs 150 iteragoes, consideramos a insercao de uma populacao de pre-

dadores suscetiveis no sitio central do dominio, isto é,
SULID — g 3, (4.31)

A partir desse instante, ocorre a invasdo da populacao de predadores no habitat, o

qual estava, até entao, ocupado apenas por presas.

Apbs 600 iteragoes (450 depois da insercao de predadores suscetiveis),
consideramos a insercao de uma populacao de predadores infectados no sitio central
do dominio, isto é,

Lo =0,2. (4.32)

A partir desse momento, ocorre a invasao de predadores infectados num habitat até

entdo ocupado apenas por presas e predadores suscetiveis.

O comportamento das populagoes totais em funcao de t para esse caso
é apresentado na Figura 4.12(a). Observamos que, apds a primeira invasao, a popu-
lacao de presas cresce e tende a estabilizar-se no valor correspondente a capacidade
de suporte k em cada sitio do dominio (212 x k), a populagio permanece estével até

que ocorra a segunda invasao. Com a invasao de predadores suscetiveis , o sistema
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Figura 4.12: Populagoes totais de presas (azul), predadores suscetiveis (rosa) e preda-
dores infectados (verde) num habitat de dimensdo 21x21 com invasao de
predadores suscetiveis em 7 = 150 e predadores infectados em 7 = 600: (a)
em fungdo do tempo, (b) no espaco de fase. Pardmetros A =1,4, k =2,2,
b=2,7, 5 =2, 6 =0,7 e coeficientes de difusao (un, us, 1) = (0,4;0,6;0,1).

passa a oscilar, este é o caso em que ocorre um ciclo limite estavel, conforme pode

ser observado no plano NS do espacgo de fase apresentado na Figura 4.12(b).

Com a invasao de predadores infectados, em ¢t = 600, o comportamento
qualitativo do sistema muda novamente, as oscilacoes entre presas e predadores
suscetiveis sobre um ciclo limite dao lugar a um ponto de equilibrio estavel, no qual
as trés populacoes coexistem. Essa mudanca de comportamento também pode ser
observada nas trajetorias do sistema no espago de fase, conforme a Figura 4.12(b).
A partir da insercao de individuos infectados, as trajetérias que antes localizavam-
se sobre um ciclo limite no plano NS, tomam o espaco e oscilam até o ponto de

equilibrio endémico no espago de fase NSI.

As simulagoes examinadas aqui evidenciam dois fatores distintos que
podem ser observados em casos de invasao: a desestabilizacao de um equilibrio
estavel; e a estabilizacao das oscilacoes de um sistema. Se por um lado, a inser¢ao
de predadores provoca a ocorréncia de oscilagdes sobre um ciclo limite, a influéncia
da doenca no sistema, mostra-se novamente, capaz de estabilizar tais oscilagoes,

conforme ja haviamos observado no modelo sem a inclusao espacial.
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4.4 Formacao de padroes espaciais

Nas simulagoes anteriores, consideramos casos de invasao das espécies
em um habitat. Consideraremos agora o caso em que a distribuicao inicial das po-
pulacoes consiste em uma pequena perturbagao no estado em que as populagoes em
todos os sitios do dominio correspondem as do equilibrio endémico Fs. Este equili-
brio é obtido numericamente resolvendo o sistema nao-linear que se obtém ao fazer
Nit1 = Ny = Nj, Spp1 =S =55, e Liyy = I = 15 em (4.21)-(4.23). Em seguida,
consideramos uma distribui¢ao espacial homogénea, onde em cada sitio, alocamos
populagoes de presas e predadores suscetiveis e infectados iguais aos valores do equi-
librio. A partir disso, adicionamos uma perturbacao no valor de cada populagdo em

cada sitio, e iteramos o sistema.

Dois casos sao considerados: no primeiro, o conjunto de parametros é
tal que o modelo (4.21)-(4.23) atinge o equilibrio estavel Es; no segundo, o sistema

oscila sobre um ciclo limite no espaco de fase.

e Primeiro caso: Na Figura 4.13, apresentamos a distribuicao de (a) populagoes de
presas, (b) predadores suscetiveis e (c¢) predadores infectados, eliminados os transi-
entes, em uma mesma escala de cinza (mais escuro significa maior populagao). Nessa
simulagao, usamos um gerador de ntimeros aleatorios para construir uma pequena
perturbagao aleatéria entre zero e 15% (para mais ou para menos) sobre o valor do
equilibrio estavel em cada sitio do dominio, e fixamos essa nova distribui¢do como
distribuigao inicial para o sistema. Com relagao aos coeficientes de difusao, conside-
ramos o caso em que a movimentacao da populacao de presas é baixa (uy = 0,01),
enquanto que a movimentacao de predadores suscetiveis e predadores infectados é
alta (us = 0,99 e u;y = 0,8). Observamos a formagao de padroes espaciais conhe-
cidos como estruturas cristalinas (Hassell et al., 1991). As perturbagdes geradas
no equilibrio estavel, juntamente com o efeito da difusdo, sdo os responsaveis pela

desestabilizacao do equilibrio, o que leva a formacgao dos padroes espaciais hete-
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rogéneos fixos (Rodrigues et al., 2007, 2011, 2012). O tom cinza mais fraco nas
distribuigoes das populagoes de predadores (Figuras 4.13(b) e (c)) decorre do fato

de que as densidades populacionais de predadores é menor que a de presas.

(c)

Figura 4.13: Distribuigoes espaciais do modelo (4.21)-(4.23) para (a) presas, (b) predado-
res suscetiveis e (c) predadores infectados em ¢ = 1500. Pardmetros A = 2,
E=220=29, 3=27,0=07 py =001, ug=0,99 e ur = 0,8.

Em relacao as populagoes totais em cada iteragdo considerando a dis-
tribuicao espacial, a Figura 4.14 ilustra o fato de que, embora essas estabilizem-se
num equilibrio de coexisténcia endémico, ha um aumento no tamanho da populagao
de presas e uma diminui¢cao na populacao de predadores suscetiveis e infectados,
quando comparado com a situacao sem a inclusao do espago, quando as populagoes

permanecem fixas nos valores do equilibrio endémico FEj.

e Segundo caso: Nesse caso os parametros do sistema sdo tais que o modelo
predador-presa (4.21)-(4.23) sem a estrutura espacial oscila sobre um ciclo limite.
Usamos um gerador de nimeros aleatorios para construir uma pequena perturbacgao
aleatéria entre zero e 10% (para mais ou para menos) sobre o valor do equilibrio. Os
coeficientes de difusdao desse caso, foram considerados de modo que as populagdes
de predadores suscetiveis e infectados tenham maior movimentacao que a populagao

de presas.

A Figura 4.15 apresenta os padroes heterogéneos gerados em cada uma

das trés populagoes em t = 1450. Observamos que, ao invés de uma estrutura
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Figura 4.14: Populagoes totais de presas, predadores suscetiveis e predadores infectados
do modelo (4.21)-(4.23) com distribuigao espacial. Pardmetros A = 2, k =
22,6=29 8=27,§=0,7, uxy =0,01, ug =0,99 e uy = 0,8.

cristalina como no primeiro caso, dessa vez, obtemos formagoes curvas, conhecidas

como espirais instaveis (Hassell et al., 1991).

v,
(a)

()

Figura 4.15: Distribuigoes espaciais do modelo (4.21)-(4.23) para (a) presas, (b) predado-
res suscetiveis e (c¢) predadores infectados em t = 1450. Pardmetros A = 2,
k=22 b=33 8=2506=07, uxy =01, g = 0,5 ¢ uy = 0,5.

Com relacgao as populagoes totais de cada populagdo, apresentamos na
Figura 4.16 a sua variagdo em cada instante t. Ao contrario do que se observa no
modelo sem a estrutura espacial, quando as oscila¢oes das solugoes sao regulares,
aqui, observamos o contrario. As populagoes totais oscilam irregularmente com

diferentes amplitudes.
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Figura 4.16: Populagdes totais de (a) presas e (b) predadores suscetiveis e predadores
infectados do modelo (4.21)-(4.23) com distribuigao espacial. Parametros
A=2,k=22b=33,8=276=07 ux = 0,01, us = 0,5 ¢ y17 = 0,5.

4.5 Discussao do capitulo

Neste capitulo, a partir do modelo predador-presa R — P construido
no capitulo anterior (Eq. (3.10)), desenvolvemos um modelo predador-presa ecoepi-
demiolégico de tempo discreto, no qual consideramos a influéncia de uma doenca na
populacao de predadores. Levamos em conta a ordem com que os eventos acontecem
e construimos o sistema seguindo uma estrutura analoga aos modelos desenvolvidos
no capitulo anterior. Além disso, consideramos dois casos diferentes de fungdes para
modelar a transmissao da doenga entre os predadores. O primeiro caso através da
lei da agdo das massas (Eq. (4.9)), e o segundo caso, através da lei de incidéncia

padrao (Eq. (4.10)).

No primeiro caso, através da lei da agdo das massas (Eq. (4.12)), a
fracao de predadores suscetiveis que escapa da contaminacao pela doenca depen-
dia apenas do tamanho da populagdao de predadores infectados, enquanto que, no
segundo caso, da proporgao de infectados na populagao total de predadores (Eq.
(4.21)). Com relagao aos pontos de equilibrio e estabilidade, os dois casos apre-

sentaram pontos de equilibrio equivalentes, a saber, equilibrio de exting¢ao das trés
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populacoes, equilibrio de sobrevivéncia apenas de presas, equilibrio livre da doenca
e equilibrio endémico. As mudangas ocorrem no comportamento qualitativo dos
sistemas. No primeiro caso observamos uma descontinuidade no diagrama de bifur-
cacao da populagdo de predadores infectados quando acontece uma bifurcacao de
Neimark-Sacker (Figura 4.4). Em outras palavras, ocorre um salto entre os valores
dos estados assintoticos do sistema. Além disso, em nenhum momento observamos
oscilagoes endémicas, isto é, a prevaléncia da doenca estava sempre associada a

estabilidade do sistema.

No segundo caso, as descontinuidades mencionadas no caso anterior nao
foram observadas, enquanto que a coexisténcia oscilatéria entre presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados tornou-se possivel (Figuras 4.9 e 4.10). Um
modelo ecoepidemiolégico de tempo continuo com hipoteses andlogas ao modelo
apresentado no segundo caso, foi examinado por Hilker and Schmitz (2008). Nesse
artigo, os autores partiram do modelo predador-presa de Rosenzweig and MacArthur
(1963) e usaram a lei de incidéncia padrao para incluir o efeito de uma doenga na
populacao de predadores. Em comparacao com esse caso de tempo continuo, nosso
modelo apresenta comportamento qualitativo muito semelhante, pontos de equilibrio
equivalentes e a mesma sequéncia de bifurcacdo em relagdo ao parametro 5. Em
particular, observamos que a doenca possui um efeito estabilizante nas oscilagoes
das populacao de presas e predadores. Isso nao apenas reforca o que afirmamos no
capitulo anterior, com relagdo as similaridades do modelo ecolégico R — P com
o modelo de Rozenzweig-MacArthur, como também fortalece os indicios de que a
metodologia desenvolvida nesse trabalho é uma alternativa coerente aos modelos de
tempo continuo. Tendo em vista esses fatos, escolhemos o modelo desenvolvido no

Caso 2 (Eq. (4.21)-(4.23)) para nele incluir, posteriormente, uma estrutura espacial.

Analogamente ao capitulo anterior, utilizamos a metodologia de rede

de mapas acoplados para incluir o efeito do espago no modelo predador-presa ecoepi-
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demiolégico (4.21). Estudamos casos de invasao das espécies e formagao de padroes

espaciais.

No caso da invasao simultanea de presas, predadores suscetiveis e pre-
dadores infectados, a partir do sitio central, consideramos os mesmos parametros do
modelo sem a influéncia da doenca e observamos um comportamento bem diferente.
Ao contrario do modelo ecoldgico (sem doenga) desenvolvido no capitulo anterior
(Figura 3.12), onde observamos oscilagbes regulares e irregulares das populagoes
totais, no modelo com a doenca, observamos um comportamento estavel das popu-
lagoes totais (Figura 4.11). Esse fato evidencia o poder estabilizante da influéncia

da doenca tanto na dinamica vital como espacial do modelo.

A estabilizacao das oscilagbes causada pela doenca também pode ser
observada no caso em que consideramos invasoes em diferentes instantes. Nas si-
mulacoes apresentadas nesse caso, observamos as mudancas qualitativas do sistema
apds cada uma das invasoes (Figura 4.12). As presas se estabelecendo e atingindo
a capacidade de suporte apds a invasao em um habitat inicialmente desabitado e,
na sequéncia passando a oscilar, em decorréncia da invasao de predadores susce-
tiveis. Em seguida, o controle das oscilagbes quando inserimos uma populagao de

predadores infectados.

Por fim, consideramos dois casos diferentes dos considerados nas in-
vasoes: quando ocorre uma perturbacao no valor do equilibrio de coexisténcia, na
distribuicao inicial homogénea das populacoes. Como resultado obtivemos a forma-
¢ao de dois tipos de padroes espaciais, estrutura cristalina (Figura 4.13) e espirais
(Figura 4.15). Esses padroes foram associados a instabilidade de Turing, quando um
equilibrio que ¢é localmente estavel passa a ser instavel a partir de perturbagoes de
determinada magnitude. No contexto bioldgico, a formagao de padroes espaciais é
tida como natural, pois raramente se observa espécies distribuidas homogeneamente

em um habitat (Rodrigues et al., 2011, 2012).

89



A inclusao de uma estrutura espacial através de redes de mapas acopla-
dos tem sido amplamente utilizada na literatura como opc¢ao aos modelos continuos,
em virtude da facilidade com que se considera a heterogeneidade espacial e os di-
ferentes comportamentos das espécieis. Existe, obviamente, uma lista enorme de
comportamentos que podem ser incorporadas nos modelos (taxia, refigios, convec-
¢do, etc.), os quais nao consideramos neste trabalho. A inclusdo do espa¢o em um
sistema ecoepidemiol6gico, embora ja tenha sido investigada por Su et al. (2008b)
com um modelo de tempo continuo para a dinamica local das espécies, ainda nao ha-
via sido estudada em um sistema totalmente de tempo discreto, isto é, acreditamos

ser os pioneiros nessa abordagem.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, utilizamos as equac¢oes do modelo parasitoide-hospedeiro
de Nicholson-Bailey como base para a construcao de modelos predador-presa ecoe-
pidemiologicos, e através da abordagem de redes de mapas acoplados, estudamos a
influéncia da inclusao de uma estrutura espacial nos nossos sistemas. No desenvolvi-
mento dos nossos modelos, ao contrario do que geralmente se observa na literatura,
assumimos uma ordem clara de ocorréncia dos eventos e evitamos o uso de apro-
ximagoes decorrentes de discretizagoes de equagoes diferenciais para descrevé-los.
Nesse sentido, escolhemos modelos de tempo discreto, cujos comportamentos eram
previamente conhecidos como anélogos a modelos de tempo continuo; utilizando, por
exemplo, o modelo de Beverton-Holt em alternativa ao mapa logistico e a equagao

de Ricker.

No primeiro modelo, ainda sem a influéncia da doenca, assumimos hipo-
teses andlogas ao modelo de tempo continuo de Rosenzweig-MacArthur (crescimento
logistico nas presas e resposta funcional de tipo IT nos predadores) e observamos com-
portamentos muito semelhantes aquele modelo, bem como a ocorréncia de fenémenos
como o paradoxo do enriquecimento e o efeito hydra. Exitem também diferencas
entre o nosso modelo e o de Rosenzweig-MacArthur, a falta de uma solucao expli-
cita para o equilibrio de coexisténcia, e os formatos diferentes das nullclines (no caso
continuo) comparados aos lugares geométricos Ly e Lp (definidos na Segao 3.3), por
exemplo, sao duas diferencas significativas que observamos entre os modelos. En-
tretanto, acreditamos que nosso modelo seja o primeiro modelo de tempo discreto a
apresentar tamanhas semelhancas com um de tempo continuo sem, no entanto, exi-
bir comportamentos mais complexos como caos, por exemplo. Essa correspondéncia
inédita com o nosso modelos se deve, ndo s6 ao fato das escolhas das equacoes para

compo-lo, como também da andlise da ordem dos eventos na constru¢ao do mesmo.
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Em relagao a ordem dos eventos, ao considerar ordens diferentes, obser-
vamos modificagoes qualitativas e quantitativas entre os modelos. Em particular, ao
nao considerar claramente ordem dos eventos, obtivemos uma extensao no intervalo
de estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia, ao contrario do que espera-
vamos, que era a diminuicao. Ja nos modelos em que apenas invertemos a ordem
dos eventos, as mudangas relacionaram-se diretamente com o momento em que o
tamanho das populagoes era medido, sem no entanto, estender/reduzir o intervalo

de estabilidade e os pontos de bifurcagoes.

Tendo em vista a importancia da ordem dos eventos no desenvolvimento
dos modelos, estendemos nosso primeiro modelo ecolégico (modelo R — P) assu-
mindo a incidéncia de uma doenca na populacao de predadores. Para isso, dividimos
essa populagdo em dois grupos, suscetiveis e infectados, e estudamos duas fungoes
diferentes para descrever a transmissao da doenca entre os individuos: através da
lei da acao das massas e da lei de incidéncia padrao. Em ambos os casos, obser-
vamos estabilizacao de ciclos limites a medida que a doencga tornava-se endémica.
Entretanto, oscilagdes endémicas sobre um ciclo limite foram observadas apenas no
segundo caso, com a lei de incidéncia padrdao. A ocorréncia desse ultimo compor-
tamento foi bastante significativa, pois evidenciou os comportamentos semelhantes
do nosso modelo com um modelo ecoepidemioldgico de tempo continuo com as mes-
mas hipoteses. Essas semelhancas reforcam a relevancia da metodologia proposta
nesse trabalho além de evidenciar a complexidade de se construir modelos de tempo

discreto.

Apdbs compreendermos os comportamentos dos nossos modelos predador-
presa com e sem a influéncia de uma doenca, incluimos uma estrutura espacial e
utilizamos a metodologia de redes de mapas acoplados para estudar o efeito da he-
terogeneidade do espaco na dindmica dos sistemas. Observamos a influéncia dos
coeficientes de difusao no comportamento das populagoes totais do modelo ecolo-

gico sobre a amplitude e formato das oscilagbes. No modelo com a doenga, por
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outro lado, o espago apresentou um efeito estabilizante sobre o comportamento das
trés populagoes. Observamos também a formacao de padroes espacias cristalinos
e espirais em decorréncia de uma pequena perturbacao nos equilibrios do sistema,
evidenciando o papel do espago, em especial dos coeficientes de difusao, no compor-

tamento do sistema.

A busca por modelos que reproduzam e produzam resultados significa-
tivos, independentemente se forem de tempo discreto ou continuo, é algo constante
na comunidade cientifica. Sendo assim, é possivel que existam na literatura, outros
modelos predador-presa ecoepidemiolégicos espacialmente distribuidos. No entanto,
acreditamos que nossa contribuicao ¢ inédita pelo fato de considerar uma formu-
lacao totalmente discreta para a construcao de tais modelos. Esperamos que os
modelos discutidos aqui contribuam para o melhor entendimento e desenvolvimento
desta linha de pesquisa, bem como, chame a atencao para as diferentes formas e
possibilidades de se estudar interacao entre espécies e a inclusao da heterogeneidade

espacial.

Dentre as diversas perspectivas futuras do nosso trabalho, acreditamos
que a inclusao da doenca também na populacao de presas e diferentes configuragoes
espaciais, tipos de movimentagdo ou mesmo condi¢des ambientais distintas, podem
contribuir promissoramente nao apenas no entendimento, como também numa pos-

sivel aplicabilidade dos nossos modelos em sistemas reais.
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APENDICE A -MODELOS P R E R — Pp

Aqui, apresentamos as versoes adimensionais dos modelos P — R (Eq.

(3.24)) e R — Pp (Eq. (3.25)) discutidos no texto principal.

Modelo P — R

Escolhendo as mesmas fungoes f(X;) e g(X,Y:) ( equagdes (3.8) e
(3.9), respectivamente) e as mesmas variaveis adimensionais N; ¢ P, como em (3.11),

podemos escrever o modelo adimensional P — R como segue

N, — _ ANG(N,P)
1 = 1A O—1D)G(Ne, P) [k’

(A1)
Py = ONy [1 = G(N,, By,
onde G(Ny, P;) é dada por
-P,
G(N,, B) = exp (1 - Nt> . (A.2)

O sistema (A.1) possui trés pontos de equilibrio, a saber, Ey = (0,0)
(extin¢do das duas espécies), Ey = (k,0) (equilibrio de sobrevivéncia apenas de
presas) e By = (N5, P;) (equilibrio de coexisténcia), onde N3 é a solu¢ao positiva

(se existir uma) da seguinte equagao transcendental

w0 ()

e Py é dado

P — bN; (1—A_<A_11)N5/k>. (A4)
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Modelo R — Pp

Analogamente, a versao adimensional do modelo R — Pp dado em

(3.25) ¢ dada por

Nip1 = NeF(N)G(Ny, By,
(A.5)
P = bNt[l - G(Nn Pt)]a

onde F'(N;) e G(Ny, P;) sao dadas em (3.8) e (A.2), respectivamente.

O sistema (A.5) possui trés pontos de equilibrio, a saber, Ey = (0,0)
(extingdo das duas espécies), Ey = (k,0) (equilibrio de sobrevivéncia apenas de
presas) e Ey = (N5, P5) (equilibrio de coexisténcia), onde N3 é a solu¢ao positiva

(se existir uma) da equagao transcendental abaixo

* 1 _ * *
bN, (1 - F(N;)) = (1+ Ny)In(F(N3)), (A.6)
e Py é dado por
* * 1

A partir da analise de estabilidade, observamos que em ambos os siste-
mas (A.1) e (A.5), o ponto de equilibrio de extingao das duas espécies Ey é sempre
instavel, enquanto que equilibrio de sobrevivéncia apenas de presas F; é estavel se
a desigualdade (3.23) for satisfeita. Para o equilibrio de coexisténcia em cada um
dos modelos, é possivel encontrar uma curva ¢(\, k), a qual separa a regiao de esta-
bilidade de Es, no espaco de parametros A\kb, da regiao onde se observa a formagao
de ciclos limites, de onde poderiamos obter uma tabela analoga a Tabela 3.1 do

Capitulo 2.
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