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Resumo

Nesta dissertação estudamos a dimensão métrica média que permite esten-
der a noção de entropia para sistemas dinâmicos com entropia infinita. Este
trabalho foi estruturado de acordo com o artigo de Anibal Velozo e Renato
Velozo, estabelecendo um Prinćıpio Variacional semelhante ao apresentado
por Elon Lindenstrauss e Masaki Tsukamoto. Nos caṕıtulos iniciais vamos
apresentar alguns conceitos e pré-requisitos básicos para um melhor entendi-
mento do principal caṕıtulo deste trabalho.
Palavras-chave: Entropia, Dimensão Métrica Média, Prinćıpio Variacional.

Abstract

In this dissertation we study the metric mean dimension that allows to ex-
tend the notion of entropy to dynamic systems with infinite entropy. This
work was structured according to the article by Anibal Velozo and Renato
Velozo, establishing a Variational Principle similar to that presented by Elon
Lindenstrauss and Masaki Tsukamoto. In the initials chapters we will pre-
sent some basic concepts and prerequisites for a better understanding of the
main chapter of this work.
Keywords: Entropy, Metric Mean Dimension, Variational Principle.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No estudo de sistemas dinâmicos muitas vezes é útil conjugar um sistema
dinâmico com outro que já possui propriedades invariantes por conjugação
bem conhecidas, contribuindo para um melhor entendimento do sistema ini-
cial. Uma das ferramentas que pode ser utilizada para afirmar se dois siste-
mas podem ou não serem conjugados é a entropia. Porém, com este invari-
ante topológico não conseguimos distinguir sistemas dinâmicos que tenham
entropia infinita.

Em [10] M. Gromov, com o objetivo de classificar sistemas com entropia
topológica infinita, definiu o conceito de dimensão média. Este invariante
topológico foi estudado mais tarde por E. Lindenstrauss e B. Weiss que, em
[6], definiram a dimensão métrica média. Esta nova função pode ser utilizada
como uma ferramenta para calcular cotas superiores para a dimensão média,
além disso, foi provado por Lindenstrauss em [4] que ao considerar um sistema
dinâmico (X , T ) minimal (a órbita de qualquer ponto é densa) onde X é
um espaço métrico compacto e T : X → X cont́ınua, existe uma distância
definida em X tal que estas duas quantidades coincidem.

Intuitivamente, a dimensão média de um sistema dinâmico (X , T ) conta
o número médio de parâmetros necessários por iteração para descrever um
ponto em X . Por exemplo, ao considerarmos

X = [0, 1]Z = · · · × [0, 1]× [0, 1]× · · ·

e T a aplicação Shift, obtemos que este sistema dinâmico possui dimensão
infinita e entropia infinita, mas sua dimensão média é igual a 1, significando
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que, intuitivamente, é necessário conhecer um parâmetro por iterado para
descrever um ponto.

No presente trabalho focamos na dimensão métrica média e estudamos
as ideias propostas por Anibal Velozo e Renato Velozo em [1]. Nesse artigo
os autores obtém um tipo de prinćıpio variacional que relaciona a dimensão
métrica média e a entropia métrica, análogo ao provado por Elon Lindens-
trauss e Masaki Tsukamoto em [5], porém, utilizando a função hµ(ε, T, δ) ao
invés da função taxa de distorção Rµ(ε). Além disso, os autores também
definiram uma nova função h̃µ(ε, T, δ) e a relacionaram também com Rµ(ε).
Esta nova função é basicamente uma adaptação de hµ(ε, T, δ) alterando a
métrica envolvida, pois ao invés de considerar a distância máxima entre os
segmentos de órbita passaram a considerar a distância média entre eles.

Esta dissertação é estruturada de tal forma que inicialmente vamos relem-
brar alguns conceitos importantes sobre Espaços Métricos, Teoria da Medida
e Teoria Ergódica, cujos detalhes podem ser encontrados nas referências.
Posteriormente, vamos abordar alguns resultados sobre entropia métrica e
topológica, importantes para um melhor entendimento dos caṕıtulos seguin-
tes sobre o prinćıpio variacional e a dimensão métrica média.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo tem o objetivo de mostrar ou relembrar algumas definições e
resultados importantes para o entendimento dos caṕıtulos seguintes. Não
faremos discussões profundas no assunto e omitiremos as demonstrações, en-
contradas nas referências.

2.1 Espaços Métricos

Um espaço métrico é um par (X , d) onde X é um conjunto e d uma métrica em
X . Uma métrica num conjunto X é uma função d : X ×X → R que associa
a cada par ordenado (x, y) de elementos de X um número real, chamado
de distância de x a y. Além disso, esta função deve satisfazer as seguintes
propriedades:

1. d(x, x) = 0;

2. Se x 6= y, então d(x, y) > 0;

3. d(x, y) = d(y, x);

4. d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Dizemos que um conjunto A ⊂ X é limitado quando existe uma constante
D > 0 tal que ∀x, y ∈ A temos d(x, y) 6 D. Chamamos de diâmetro de um
conjunto o menor dos números D tal que d(x, y) 6 D, ou seja,
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diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .

Para x e r > 0 fixados,

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}
B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) 6 r}

representam a bola aberta e fechada de centro x e raio r, respectivamente.

Em um espaço métrico X dizemos que o conjunto A ⊂ X é aberto se para
todo elemento a ∈ A, existe um ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ A. Dizemos que um
conjunto B ⊂ X é fechado se o complementar de B, ou seja, Bc = X \ B é
aberto. A fronteira de A ⊂ X , denotada por ∂A, é o conjunto formado pelos
pontos a ∈ A, tais que toda bola aberta de centro a contém pelo menos um
ponto de A e um ponto do complementar X \ A.

Considerando X e Y espaços métricos. Dizemos que a aplicação T : X →
Y é cont́ınua no ponto x ∈ X se para todo ε > 0 dado, é posśıvel obter um
δ > 0 tal que d(x, y) < δ implica d(T (x), T (y)) < ε. T é dita cont́ınua se é
cont́ınua em todos os pontos de X .

A próxima proposição será enunciada para subconjuntos abertos mas
também temos um resultado análogo para subconjuntos fechados.

Proposição 2.1.1. Sejam X e Y espaços métricos. A aplicação T : X → Y
é cont́ınua se, e somente se, a imagem inversa T−1(A) de todo subconjunto
aberto de Y é um subconjunto aberto de X .

Dizemos que uma aplicação T : X → Y é uniformemente cont́ınua se para
todo ε > 0, podemos encontrar um δ > 0 tal que ∀x, y ∈ X com d(x, y) < δ
implique d(T (x), T (y)) < ε.

Uma topologia em um conjunto X é uma coleção Γ de subconjuntos de
X chamados de abertos com as seguintes propriedades:
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1. ∅ e X pertencem a Γ ;

2. Se A1, . . . , An ∈ Γ , então A1 ∩ · · · ∩ An ∈ Γ ;

3. Para qualquer famı́lia arbitrária de abertos {Aλ}λ∈L com Aλ ∈ Γ para
cada λ ∈ L, temos

⋃
λ∈LAλ ∈ Γ .

Um espaço topológico é um par (X , Γ ) onde X é um conjunto e Γ uma
topologia de X . Observamos que todo espaço métrico (X , d) pode ser consi-
derado um espaço topológico onde a topologia Γ é a formada pelos subcon-
juntos abertos de X .

Uma sequência (xn)n∈N definida em um conjunto X é uma aplicação s :
N → X tal que o valor que a sequência assume em n é denotado por xn.
Dada (xn)n uma sequência definida no espaço métrico (X , d), dizemos que o
ponto a ∈ X é o limite da sequência (xn)n se dado qualquer ε > 0, podemos
obter n0 ∈ N tal que n > n0 implica d(xn, a) < ε. Escrevemos então

lim
n→∞

xn = a.

Definição 2.1.2. Seja (an)n∈N uma sequência de números reais. Então o
limite superior e inferior de (an)n são definidos por

lim sup an = lim
n→∞

[sup {ak : k > n}]

e

lim inf an = lim
n→∞

[inf {ak : k > n}]

respectivamente.

Para funções reais de uma variável real definimos:

lim sup
x→a

f(x) = inf
δ>0

{
sup

0<x−a<δ
f(x)

}
.

É posśıvel mostrar que se (xn)n∈N é uma sequência tal que xn 6= a,∀n ∈ N
e limn→∞ xn = a, então
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lim sup f(xn) 6 lim sup
x→a

f(x).

Considerando X um espaço métrico compacto. Uma cobertura de X é
uma famı́lia C = {Cλ}λ∈L de subconjuntos de X tal que X =

⋃
λ∈LCλ. Logo,

para todo x ∈ X existe pelo menos um ı́ndice λ ∈ L tal que x ∈ Cλ.

Se existe um subconjunto L′ ⊂ L tal que X ⊆
⋃
λ∈L′ Cλ, então dizemos

que a subfamı́lia C ′ = {Cλ}λ∈L′ é uma subcobertura de C.

Um espaço métrico (X , d) é dito compacto quando toda cobertura aberta,
ou seja, por abertos de X , possui uma subcobertura finita.

2.2 Teoria da Medida

Definição 2.2.1. Uma álgebra de X é uma famı́lia B de subconjunto de X
que é fechada para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto
vazio, ou seja,

1. ∅ ∈ B;

2. Se A ∈ B, então Ac ∈ B;

3. Se A,B ∈ B, então A ∪B ∈ B.

Observamos que a união e a intersecção de qualquer número finito de
elementos de B ainda pertence a B.

Definição 2.2.2. Uma álgebra é dita uma σ-álgebra de subconjuntos de X
se também for fechada para as uniões enumeráveis, ou seja, se Ai ∈ B para
todo i ∈ {1, 2, . . . , n, . . . } implica

⋃∞
i=1Ai ∈ B.

Observamos que uma σ-álgebra também é fechada para intersecções enu-
meráveis.

Um espaço mensurável é uma dupla (X ,B) onde X é um conjunto e B é
uma σ-álgebra de subconjuntos de X . Além disso, os elementos da σ-álgebra
são chamados de conjuntos mensuráveis.
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Proposição 2.2.3. Considerando {Bi}i∈I uma famı́lia não vazia qualquer
de σ-álgebras. Então B =

⋂
i∈I Bi também é uma σ-álgebra.

Definição 2.2.4. A σ-álgebra gerada por uma famı́lia de subconjuntos de X
é a menor σ-álgebra que contém esta famı́lia.

Definição 2.2.5. A σ-álgebra de Borel ou boreliana de um espaço topológico
é a σ-álgebra gerada pela topologia, isto é, a menor σ-álgebra que contém
todos os subconjuntos abertos de X .

Seja (X ,B) um espaço mensurável. Uma medida em (X ,B) é uma função
µ : B → [0,+∞] tal que µ(∅) = 0 e

µ

(
∞⋃
j=1

Aj

)
=
∞∑
j=1

µ(Aj)

para quaisquer conjuntos Aj ∈ B disjuntos dois a dois. A segunda proprie-
dade é chamada de σ-aditividade.

A tripla (X ,B, µ) é chamada espaço de medida. Além disso, quando
temos µ(X ) < ∞ dizemos que µ é finita e, se µ(X ) = 1, dizemos que µ é
uma probabilidade e (X ,B, µ) é um espaço de probabilidade.

Teorema 2.2.6 (Extensão). Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e
seja µ0 : A → [0,+∞] uma função σ-aditiva com µ(X ) < +∞. Então existe
uma única medida µ definida na σ-álgebra gerada por A que é uma extensão
de µ0, ou seja, tal que µ(A) = µ0(A) para todo elemento A ∈ A.

Definição 2.2.7. Seja (X , Γ ) um espaço topológico e µ uma medida definida
na σ-álgebra de Borel de X . O suporte de µ é o conjunto formado pelos pontos
de X tais que µ(B(x, ε)) > 0 para todo ε > 0.

Definição 2.2.8. Dados espaços mensuráveis (X ,B) e (Y ,A), dizemos que
a aplicação T : X → Y é mensurável se T−1(A) ∈ B para todo A ∈ A.

A próxima proposição mostra algumas propriedades básicas das funções
mensuráveis.
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Proposição 2.2.9. Sejam T, S : X → [−∞,+∞] funções mensuráveis e
sejam a, b ∈ R. Então são mensuráveis as funções

(aT + bS)(x) = aT (x) + bS(x) e (T · S)(x) = T (x) · S(x).

Além disso, também são mensuráveis

s(x) = sup {Tn(x) : n > 1} ; i(x) = inf {Tn(x) : n > 1} ,

T ∗(x) = lim sup
n→∞

Tn(x) e T∗(x) = lim inf
n→∞

Tn(x).

Se T (x) = limn Tn(x) existe, então T é mensurável.

Definição 2.2.10. Dizemos que uma função s : X → R é simples se existem
constantes α1, . . . , αk ∈ R e conjuntos mensuráveis A1, . . . , Ak disjuntos dois
a dois, tais que

s =
k∑
j=1

αjXAj ,

onde XAj é a função caracteŕıstica do conjunto Aj dada por

XAj =

{
1, se x ∈ Aj
0, caso contrário

Observamos que toda função simples é mensurável. Além disso, o próximo
resultado afirma que toda função mensurável é limite de alguma sequência
de funções simples.

Proposição 2.2.11. Seja T : X → [−∞,+∞] uma função mensurável.
Então existe uma sequência (sn)n de funções simples tal que |sn(x)| 6 |T (x)|
para todo n e

lim
n→∞

sn(x) = T (x),∀x ∈ X .

Se T é não negativa, então podemos tomar 0 6 s1 6 s2 6 · · · 6 T .

Agora, apresentaremos alguns resultados sobre integração. Inicialmente
vamos definir a integral de funções simples em relação a uma medida e,
posteriormente, estendê-la a funções mais gerais.
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Definição 2.2.12. Seja s =
∑k

j=1 αjXAj uma função simples. Então a
integral de s em ralação à medida µ é dada por∫

s dµ =
k∑
j=1

αjµ(Aj).

Para funções mensuráveis não negativas obtemos a seguinte definição:

Definição 2.2.13. Seja T : X → [0,∞] uma função mensurável não nega-
tiva. Então a integral de T em relação à medida µ é dada por∫

T dµ = lim
n→∞

∫
sn dµ,

onde s1 6 s2 6 · · · é uma sequência de funções simples tal que

lim
n→∞

sn(x) = T (x),∀x ∈ X .

Observamos que dada uma função mensurável T : X → [−∞,+∞] po-
demos escrever T da seguinte forma:

T = T+ − T−,

onde T+(x) = max {T (x), 0} e T−(x) = max {−T (x), 0}.

É fácil ver que as funções T+ e T− são não negativas. Pela Proposição
2.2.9 obtemos também que estas funções são mensuráveis. Logo, podemos
definir a integral de qualquer função mensurável.

Definição 2.2.14. Seja T : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então
a integral de T com respeito à medida µ é dada por∫

T dµ =

∫
T+ dµ−

∫
T− dµ,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita. Caso uma
das integrais não seja finita, vale que (+∞) + a = +∞ e a − (+∞) = −∞
para todo a ∈ R.
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Dizemos que uma função T : X → [−∞,+∞] é integrável se ela for
mensurável e sua integral for um número real. Além disso, denotamos por
L1(X ,B, µ) o conjunto das funções integráveis.

Proposição 2.2.15. O conjunto L1(X ,B, µ) é um espaço vetorial real. Além
disso, a aplicação I : L1(X ,B, µ) → R dada por I(T ) =

∫
T dµ é um

funcional linear positivo, ou seja, para a, b ∈ R e T, S integráveis, obtemos

1.
∫

(aT + bS)dµ = a
∫
T dµ+ b

∫
S dµ e

2.
∫
T dµ >

∫
S dµ, se T (x) > s(x), para todo x ∈ X .

Definição 2.2.16. Dizemos que uma propriedade é válida em µ quase todo
ponto, abreviadamente, µ-q.t.p., se é válida em todo X exceto, possivelmente,
em um conjunto de medida nula.

Teorema 2.2.17 (Convergência monótona). Seja Tn : X → [−∞,+∞] uma
sequência monótona de funções mensuráveis não negativas e T dada por
T (x) = limn Tn(x). Então

lim
n→∞

∫
Tn dµ =

∫
T dµ.

Teorema 2.2.18 (Convergência dominada). Seja Tn : X → [−∞,+∞] uma
sequência de funções mensuráveis e supondo que existe uma função integrável
S tal que |Tn(x)| 6 |S(x)| para µ-quase todo ponto x ∈ X . Supondo também
que a sequência (Tn)n converge em µ-quase todo ponto para uma função T .
Então T é integrável e

lim
n→∞

∫
Tn dµ =

∫
T dµ.

Definição 2.2.19. Seja (X ,B, µ) um espaço de medida e T : X → X uma
transformação mensurável. Dizemos que a medida µ é T -invariante se

µ(E) = µ(T−1(E))

para todo conjunto mensurável E ⊂ X . Também dizemos que T preserva µ.

Lema 2.2.20. Seja T : X → X uma transformação mensurável e µ uma
medida finta em X . Supondo que existe uma álgebra A de subconjuntos
mensuráveis de X tal que esta álgebra gera a σ-álgebra e µ(E) = µ(T−1(E))
para todo E ∈ A. Então µ é uma medida T -invariante.
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Exemplo 2.2.21. Considerando o deslocamento σ : Σ → Σ, onde Σ =
{1, . . . , d}N = {(x1, x2, . . . ) : xi ∈ {1, . . . , d}} e σ(x1, x2, x3, . . . ) = (x2, x3, x4, . . . ).
Seja µ = νN a medida produto , onde ν({i}) = pi > 0, ∀i ∈ {1, . . . , d} e
p1 + · · ·+ pd = 1.

Denotamos por cilindro de tamanho n o elemento da forma:

[x1, . . . , xn] = {z ∈ Σ : z = (z1, z2, . . . ) e z1 = x1, z2 = x2, . . . , zn = xn} .

Observamos que a famı́lia das uniões finitas de cilindros disjuntos dois a
dois é uma álgebra que gera a σ-álgebra de Borel e a extensão da medida µ
a esta σ-álgebra é a medida de Bernoulli.

Além disso, a medida de Bernoulli é invariante pelo deslocamento.

De fato, dado E = [x1, . . . , xn], temos

µ(σ−1(E)) = µ

(
d⋃
i=1

[xi, x1, . . . , xn]

)

=
d∑
i=1

µ[xi, x1, . . . , xn]

=
d∑
i=1

pi · px1 · · · pxn

= px1 · · · pxn ·
d∑
i=1

pi

= px1 · · · pxn
= µ(E).

Pelo Lema 2.2.20, obtemos que µ é invariante por σ.

Proposição 2.2.22. Seja T : X → X uma transformação mensurável e µ
uma medida em X . Então µ é T -invariante se, e somente se,∫

φ dµ =

∫
φ ◦ T dµ,
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para toda função µ-integrável φ : X → R.

Teorema 2.2.23 (Riesz-Markov). Seja X um espaço métrico compacto e φ :
C0(X )→ R um funcional linear positivo, onde C0(X ) representa o conjunto
das funções cont́ınuas de X em R. Então existe uma única medida boreliana
finita µ em X tal que

φ(ϕ) =

∫
ϕ dµ,

para toda função ϕ ∈ C0(X ).

Agora, vamos apresentar alguns resultados sobre existência de medidas
invariantes em espaços métricos. Para isso, inicialmente vamos definir a to-
pologia fraca∗ no conjunto das medidas borelianas de probabilidade em X ,
denotado por M1(X ). Observamos que a partir de agora estamos conside-
rando X espaço métrico.

Dada uma medida µ ∈M1(X ), um conjunto Φ = {φ1, . . . , φN} de funções
cont́ınuas limitadas φi : X → R e ε > 0, definimos

V (µ,Φ, ε) =

{
ν ∈M1(X ) :

∣∣∣∣∫ φ dν −
∫
φ dµ

∣∣∣∣ < ε,∀i ∈ {1, . . . , N}
}
.

A topologia fraca∗ é formada pelos conjuntos A ⊂M1(X ) tais que para
todo elemento µ ∈ A existe algum V (µ,Φ, ε) ⊂ A.

Lema 2.2.24. Uma sequência de medidas (µn)n∈N converge para uma medida
µ ∈M1(X ) na topologia fraca∗ se, e somente se,

lim
n→∞

∫
φ dµn =

∫
φ dµ,

para toda função cont́ınua limitada φ : X → R.

Uma variação da definição da topologia fraca∗ é obtida considerando A =
{A1, . . . , AN} uma famı́lia de abertos de X , ε > 0 e

Va(µ,A, ε) = {ν ∈M1(X ) : ν(Ai) > µ(Ai)− ε,∀i ∈ {1, . . . , N}} .
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Teorema 2.2.25. As topologias definidas pelas bases de vizinhanças V (µ,Φ, ε)
e Va(µ,A, ε) são equivalentes.

Agora, supondo (X , d) um espaço métrico compacto é posśıvel mostrar
queM1(X ) munido da topologia fraca∗ é compacto. Logo, obtemos que toda
sequência (µn)n∈N em M1(X ) admite alguma subsequência convergente na
topologia fraca∗.

Seja T : X → X mensurável e qualquer medida µ em X . Para todo
conjunto mensurável E definimos T∗µ como T∗µ(E) = µ(T−1(E)). Então, µ
é T -invariante se T∗µ = µ.

Lema 2.2.26. Seja µ uma medida e φ uma função mensurável limitada.
Então ∫

φ dT∗µ =

∫
φ ◦ T dµ.

Lema 2.2.27. Todo ponto de acumulação de uma sequência (µn)n∈N onde

µn =
1

n

n−1∑
j=0

T j∗ ν

e ν é qualquer medida de probabilidade é uma probabilidade invariante por
T .

Teorema 2.2.28. Seja T : X → X uma transformação cont́ınua num espaço
métrico compacto. Então existe pelo menos uma medida de probabilidade em
X que é invariante por T .

Observamos que a continuidade de T e a compacidade de X são impor-
tantes para garantirmos a existência de uma medida invariante, pois sem
uma destas hipóteses é posśıvel obtermos exemplos onde este Teorema não
vale. Para mais detalhes sugerimos [9].

2.3 Teoria Ergódica

Em poucas palavras, a Teoria Ergódica, cujas origens remontam a mecânica
estat́ıstica, estuda o comportamento de sistemas dinâmicos em relação a
medidas que são invariantes pela ação da dinâmica.
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Nesta seção vamos apresentar alguns resultados importantes para o pre-
sente trabalho, porém para mais detalhes sobre este assunto sugerimos [9],
[12] e [13].

Teorema 2.3.1 (Birkhoff). Seja T : X → X uma transformação mensurável
e µ uma medida de probabilidade invariante por T . Então para qualquer
função integrável ϕ : X → R o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(T j(x))

existe em µ-quase todo ponto x ∈ X . Além disso, a função ϕ̃ assim definida
é integrável e satisfaz ∫

ϕ̃(x) dµ(x) =

∫
ϕ(x) dµ(x).

Definição 2.3.2. Considerando (X ,B, µ) um espaço de probabilidade e T :
X → X uma transformação que preserva a medida µ. Um conjunto A ⊂ X
é dito invariante se A = T−1(A) em µ-quase todo ponto.

Definição 2.3.3. Uma medida de probabilidade T -invariante é dita ergódica
se todo conjunto invariante A ⊂ X satisfaz µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Exemplo 2.3.4. A medida de Bernoulli no espaço Σ = {1, . . . , d}N conside-
rando o deslocamento σ : Σ→ Σ é uma medida ergódica.

Denotamos por MT (X ) o conjunto das medidas de probabilidade inva-
riantes pela aplicação T e observamos que se µ1 e µ2 pertencem a MT (X ),
então (1− t)µ1 + tµ2 também é uma medida de probabilidade T -invariante,
qualquer que seja t ∈ [0, 1], ou seja, MT (X ) é um conjunto convexo. A
próxima proposição afirma que as medidas ergódicas são os elementos extre-
mais do conjunto MT (X ).

Proposição 2.3.5. Uma medida de probabilidade µ é ergódica se, e somente
se, não é posśıvel escrevermos µ = (1 − t)µ1 + tµ2 com t ∈ (0, 1) e µ1,µ2

medidas de probabilidade invariantes distintas.

O próximo teorema afirma que em um espaço métrico compacto X , po-
demos decompor qualquer medida invariante como combinação convexa de
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medidas ergódicas, valendo também para espaços métricos mais gerais um
resultado semelhante.

Teorema 2.3.6 (Decomposição ergódica). Seja X um espaço métrico com-
pacto, T : X → X uma transformação mensurável e µ uma medida de pro-
babilidade T -invariante. Então existe um conjunto X0 ⊂ X com µ(X0) = 1,
uma partição P de X0 em conjuntos mensuráveis e uma famı́lia de probabi-
lidades ergódicas da forma

µx = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δT j(x),

tal que para E ⊂ X mensurável

µ(E) =

∫
X
µx(E) dµ.

Agora, vamos apresentar a noção de equivalência ergódica entre dois sis-
temas, que é uma noção fundamental para decidir se dois sistemas podem
ser considerados o ”mesmo”sob o ponto de vista da Teoria Ergódica.

Sejam µ e ν duas medidas de probabilidade invariantes por T : X → X
e S : Y → Y , respectivamente. Dizemos que os sistemas (T, µ) e (S, ν)
são ergodicamente equivalentes se existem X ⊂ X e Y ⊂ Y com µ(X) =
1, ν(Y ) = 1 e uma função bijetiva φ : X → Y mensurável com inversa
mensurável tal que

φ ◦ T = S ◦ φ

e
φ∗µ = ν.
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Caṕıtulo 3

Entropia

Neste caṕıtulo vamos definir a entropia métrica e a entropia topológica de um
sistema dinâmico, bem como alguns resultados básicos sobre cada uma delas.
Apesar do conceito de entropia ser algo conhecido em Dinâmica, muitos
dos resultados e demonstrações deste trabalho tem inspiração nos resultados
deste caṕıtulo. Além disso, no caṕıtulo seguinte será provado o Prinćıpio
Variacional que relaciona estas duas noções de entropia. Este resultado nos
diz que ao considerarmos X um espaço métrico compacto e T : X → X uma
transformação cont́ınua, então a entropia topológica é o supremo da entropia
métrica onde o supremo é tomado sobre todas as medidas de probabilidade
invariantes por T .

3.1 Entropia Métrica

Antes de definirmos formalmente a entropia métrica, vamos apresentar um
exemplo que motiva a definição da função informação.

Como exemplo, consideramos o conjunto X = {1, 2, . . . , 6} e P a medida
de probabilidade que dá pesos 1/6 a cada elemento de X . Ao considerarmos
A = {1, 2, . . . , 6} e B = {1, 2}, obtemos P(A) = 1 e P(B) = 1/3. Logo, se
quisermos definir uma função I que a cada elemento do conjunto X asso-
ciamos um número e este número representaria de certa forma o ”valor”da
informação, é razoável que P(A) = 1 implique I(A) = 0 e P(A) > P(B) im-
plique I(A) < I(B). Intuitivamente, podeŕıamos pensar em um lançamento
de um dado de seis faces, se alguém afirmasse que ao jogar o dado o conjunto
de resultados posśıveis é A, ou seja, pode sair qualquer face, não é uma in-
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formação tão relevante quanto se alguém afirmasse que os resultados seriam
somente {1, 2}.

Além disso, como P(A∩B) = P(B) ·P(A/B) também é de se esperar que
I(A ∩B) = I(B) + I(A/B).

Com isso, obtemos que I(A) = − logP(A).

Agora, ao considerar (X ,B, µ) um espaço de probabilidade, podemos as-
sociar a cada partição P de conjuntos mensuráveis a respectiva função in-
formação, que é definida por

IP(x) = − log µ(P(x)),

onde P(x) representa o elemento da partição que contém x.

Então, isto nos motiva a seguinte definição.

Definição 3.1.1 (Entropia de uma partição). Seja P uma partição finita
ou enumerável de conjuntos mensuráveis e µ uma medida de probabilidade.
Então, chamamos de entropia ou informação média da partição P o número

Hµ(P) =

∫
IP dµ =

∑
P∈P

−µ(P ) log µ(P ).

Além disso, por convenção, assumimos que 0 log 0 = limx→0 x log x = 0.

Exemplo 3.1.2. Se X = {1, 2}, µ é a medida de probabilidade que dá pesos
1/2 a cada elemento de X e P = {{1} , {2}}. Então

Hµ(P) = −1

2
log

1

2
− 1

2
log

1

2
= log 2.

Exemplo 3.1.3. Se X = {1, 2}, µ é a medida de probabilidade que dá pesos
1/3 e 2/3, respectivamente a 1 e 2. Então

Hµ(P) = −1

3
log

1

3
− 2

3
log

2

3
= log 3− log 2 · 2

3
.

Observamos que a entropia do primeiro exemplo é maior que a do se-
gundo. Intuitivamente, isto significa que é mais dif́ıcil realizarmos previsões
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no primeiro caso do que o segundo. De fato, a chance de obtermos 1 ou 2 no
primeiro caso são iguais, já no segundo, temos mais chance de que ocorra 2.

É posśıvel mostrar que toda partição finita tem entropia finita e Hµ(P) 6
log|P|, onde |P| representa a cardinalidade do conjunto P , valendo a igual-
dade quando µ(P ) = 1/|P| para todo elemento de P .

Exemplo 3.1.4. Seja X = {1, . . . , d}N, µ a medida de Bernoulli que dá
peso 1/d a cada elemento de {1, . . . , d} e P a partição dada pelos cilindros
de tamanho n. Então

Hµ(P) = −
∑
P∈P

(
1

d

)n
log

(
1

d

)n
= n log d,

pois esta partição contém dn elementos e a medida de cada um deles é 1/dn.

Denotamos por P ∨ Q = {P ∩Q : P ∈ P , Q ∈ Q} o refinamento das
partições P e Q. Dizemos que P é menos fina que Q, em notação P ≺ Q,
quando para todo elemento Q ⊂ Q existe um elemento P ⊂ P tal que Q ⊂ P
µ-q.t.p.

Definição 3.1.5 (Entropia Condicional). Chamamos de entropia condicional
de P em relação à Q o número

Hµ(P/Q) = −
∑
P∈P

∑
Q∈Q

µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(Q)
.

Intuitivamente, a entropia condicional mede a informação adicional forne-
cida pela partição P dado o conhecimento de Q. Dizemos que duas partições
P e Q são independentes se µ(P ∩ Q) = µ(P ) · µ(Q) para todo P ∈ P e
Q ∈ Q.

Logo

IP∨Q(x) = − log µ((P ∩Q)(x)) = − log µ (P (x)Q(x)) = IP(x) + IQ(x)

e

Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q).
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Além disso, é fácil ver que quando P e Q são independentes, obtemos

Hµ(P/Q) = Hµ(P)

Afirmamos que Hµ(P/Q) = Hµ(P ∨Q)−Hµ(Q).

De fato,

Hµ(P/Q) = −
∑
P∈P

∑
Q∈Q

µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(Q)

= −
∑
P∈P

∑
Q∈Q

µ(P ∩Q) log µ(P ∩Q) +
∑
P∈P

∑
Q∈Q

µ(P ∩Q) log µ(Q)

= −
∑
P∈P

∑
Q∈Q

µ(P ∩Q) log µ(P ∩Q) +
∑
Q∈Q

µ(Q) log µ(Q)

= Hµ(P ∨Q)−Hµ(Q).

Também é posśıvel mostrar que Hµ(P/Q) 6 Hµ(P).

Consequentemente

Hµ(P ∨Q) 6 Hµ(P) +Hµ(Q).

Lema 3.1.6. Sejam P e Q partições mensuráveis com entropia finita tais
que P ≺ Q, então

Hµ(P) 6 Hµ(Q).

Demonstração. Sejam P e Q partições mensuráveis com entropia finita tais
que P ≺ Q, ou seja, todo elemento de Q está contido em algum elemento de
P a menos de medida nula.

Logo
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Hµ(P) = −
∑
P∈P

µ(P ) log µ(P )

= −
∑
P

∑
Q⊂P

µ(P ∩Q) log µ(P )

6 −
∑
P

∑
Q⊂P

µ(Q) log µ(Q)

= −
∑
Q

µ(Q) log µ(Q)

= Hµ(Q).

Além disso, também é posśıvel mostrar que se P ≺ Q, então

Hµ(P/Q) = 0.

Observamos que até agora não utilizamos a dinâmica no cálculo da en-
tropia. Porém, para fazermos isso, consideramos T : X → Y uma aplicação
mensurável, µ uma medida de probabilidade definida em X e P uma partição
de Y . Então, podemos definir uma medida de probabilidade ν em Y e uma
partição Q em X escolhendo

ν = T∗µ e Q = T−1(P).

Proposição 3.1.7. Seja T : X → Y uma aplicação mensurável, µ uma
medida de probabilidade definida em X e P uma partição de Y. Então

HT∗µ(P) = Hµ(T−1(P))

Demonstração.

HT∗µ(P) = −
∑
P∈P

ν(P ) log ν(P )

= −
∑
P∈P

µ(T−1(P )) log µ(T−1(P ))

= Hµ(T−1(P)).
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Se considerarmos T : X → X mensurável, µ uma medida de probabilidade
T -invariante e P uma partição de X , podemos mostrar que

Hµ(P) = Hµ(T−1(P)).

A partir de agora, ao longo desta seção, vamos sempre considerar T uma
transformação que preserva a medida µ.

Dada uma partição P com entropia finita, denotamos

Pn =
n−1∨
i=0

T−1(P).

Antes de definirmos a entropia métrica de um sistema dinâmico vamos
defini-la com respeito a uma partição. Para isso, precisamos do seguinte lema
técnico:

Lema 3.1.8. Seja (an)n∈N uma sequência de números positivos subaditiva,
ou seja, uma sequência tal que am+n 6 an + am,∀m,n > 1. Então

lim
n

an
n

= inf
n

an
n
.

Demonstração. Fixado p ∈ N, para todo n ∈ N tal que n > p podemos
escrever n = pq + r, onde 0 6 r 6 p− 1. Então

an = apq+r 6 apq + ar,

mas apq 6 ap + · · ·+ ap 6 qap.

Logo

an
n

6
qap
n

+
ar
n
.

Como n > pq, obtemos

an
n

6
qap
pq

+
ar
n

=
ap
p

+
ar
n
.

Como p está fixo, tomando o limite superior em ambos os lados, temos
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lim sup
n→∞

an
n

6 lim sup
n→∞

ap
p

+ lim sup
n→∞

ar
n

=
ap
p
,

Então, como p é qualquer número natural, isto implica que

lim sup
n→∞

an
n

6 inf
p∈N

ap
p

6 lim inf
n→∞

an
n
.

Portanto, sabendo que lim infn→∞
an
n

6 lim supn→∞
an
n

, obtemos

lim
n

an
n

= inf
n

an
n
.

Lema 3.1.9. Seja P uma partição com entropia finita e µ uma medida de
probabilidade invariante por T : X → X . Então

Hµ(Pm+n) 6 Hµ(Pn) +Hµ(Pm),∀m,n > 1,

ou seja, a sequência Hµ(Pn) é subaditiva.

Demonstração. Como Pm+n = Pm ∨ T−m(Pn), temos que

Hµ(Pm+n) = Hµ(Pm ∨ T−m(Pn))

6 Hµ(Pm) +Hµ(T−m(Pn))

= Hµ(Pm) +Hµ(Pn).

Logo, definimos a entropia de T com respeito à medida µ e à partição P
como o limite

hµ(T,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) = inf

n

1

n
Hµ(Pn).

A entropia do sistema (T, µ) é definida como

hµ(T ) = sup
P
hµ(T,P).

22



onde o supremo é tomado sobre todas as partições de X com entropia finita.

No exemplo 3.1.4 calculamos a entropia sobre a partição dos cilindros
de tamanho n com respeito a medida de Bernoulli que dá peso 1/d a cada
elemento de {1, . . . , d}, porém, agora vamos considerar um caso mais geral.
Considerando T = σ, onde σ representa o deslocamento e P a partição dos
cilindros de tamanho 1, é posśıvel mostrar que Pn é a partição dos cilindros
de tamanho n.

Então, considerando pi = µ([i]),∀i ∈ {1, . . . , d}, obtemos

hµ(T,P) = lim
n→∞

1

n
Hµ(Pn)

= − lim
n→∞

1

n
· n

d∑
i=1

pi log pi

= −
d∑
i=1

pi log pi

Para mais detalhes sobre entropia métrica sugerimos a leitura de [9], [11]
e [12], porém, vamos citar alguns resultados importantes.

Teorema 3.1.10 (Kolmogorov-Sinai). Seja P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma
sequência não-decrescente de partições com entropia finita tal que

⋃∞
n=1Pn

gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis a menos de medida nula. Então

hµ(T ) = lim
n→∞

hµ(T,Pn).

Corolário 3.1.11. Seja P uma partição com entropia finita tal que Pn gera
a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis. Então

hµ(T ) = hµ(T,P).

Com isso, temos que

hµ(σ) = −
d∑
i=1

pi log pi,
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onde µ é a medida de Bernoulli.

Além disso, também é posśıvel mostrar que se (X , T, µ) e (Y , S, ν) são
ergodicamente equivalentes, então

hµ(T ) = hν(S).

3.2 Entropia Topológica

A entropia topológica é um invariante topológico que mede a taxa de cres-
cimento exponencial de um número de diferentes segmentos de órbita de
comprimento n. Além disso, pode ser utilizada para afirmar se dois sistemas
dinâmicos podem ser topologicamente conjugados ou não.

Definição 3.2.1. Seja T : X → X uma aplicação cont́ınua e (X , d) um
espaço métrico compacto. Então, ∀n ∈ N e x, y ∈ X , definimos a métrica

dn(x, y) = max
06i<n

{
d(T i(x), T i(y))

}
que mede a distância máxima entre os primeiros n iterados dos pontos x e y.
Além disso, note que dn > dn−1 > · · · > d1 = d. Denotamos a bola de raio ε
na métrica dn como uma (n, ε)-bola dinâmica.

Teorema 3.2.2. Todas as métricas dn são topologicamente equivalentes.

Demonstração. Como dn(x, y) < ε implica que d(x, y) < ε, então ∀y ∈
Bn(x, ε), onde Bn(x, ε) = {y ∈ X : dn(x, y) < ε}, obtemos que y ∈ B(x, ε),
logo

Bn(x, ε) ⊆ B(x, ε).

Por outro lado, se y ∈ Bn(x, ε) então

d(T i(x), T i(y)) < ε,∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} .

Como T i é cont́ınua ∀i ∈ N, isto implica que T i é uniformemente cont́ınua
em X , pois X é compacto.
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Então, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, existe εi > 0 tal que d(x, y) < εi implica
que d(T i(x), T i(y)) < ε. Escolhendo ε = min {εi}, obtemos

B(x, ε) ⊆ Bn(x, ε).

Portanto, mostramos que ∀n ∈ N as métricas d e dn são equivalentes,
por transitividade, conclúımos que todas as métricas dn são duas a duas
equivalentes, ou seja, induzem a mesma topologia em (X , T ).

Agora, vamos definir alguns conceitos importantes que são utilizados na
definição de entropia topológica.

Considerando n ∈ N, ε > 0, T : X → X cont́ınua e (X , d) espaço
métrico compacto, dizemos que um conjunto A ⊂ X é um (n, ε)-gerador
se para todo x ∈ X , existe a ∈ A tal que dn(x, a) < ε. Denotamos por
Gd(n, ε) = min {|A| : A é (n, ε)-gerador}.

Dizemos que um conjunto B ⊂ X é (n, ε)-separado se dn(x, y) > ε,∀x, y ∈
B. Denotamos Nd(n, ε) = max {|B| : B é (n, ε)-separado}.

Por último, denotamos por Cd(n, ε) o número mı́nimo de elementos de
uma cobertura de X cujo diâmetro dos elementos desta cobertura é menor
do que ε com respeito a métrica dn.

Como X é um espaço métrico compacto, os números Cd(n, ε), Gd(n, ε) e
Nd(n, ε) são finitos. Além disso, estes números contam o número de segmen-
tos de órbitas de comprimento n distingúıveis em uma escala ε.

Lema 3.2.3. Para todo n ∈ N, ε > 0, T cont́ınua e (X , d) compacto, temos

Cd(n, 2ε) 6 Gd(n, ε) 6 Nd(n, ε) 6 Cd(n, ε).

Demonstração. Para provar a primeira desigualdade, consideramos A ⊂ X
um conjunto (n, ε)-gerador tal que |A| = Gd(n, ε). Um conjunto ser (n, ε)-
gerador implica que para todo x ∈ X , existe um elemento a ∈ A tal que
dn(x, a) < ε. Logo

X =
⋃
a∈A

Bn(a, ε).
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Com isso, obtemos uma cobertura por abertos de X tal que o diâmetro
com respeito a métrica dn é menor ou igual a 2ε e

Cd(n, 2ε) 6 Gd(n, ε).

Para a segunda desigualdade, consideramos B ⊂ X um conjunto (n, ε)-
separado tal que |B| = Nd(n, ε). Então, isto implica que B também é um
conjunto (n, ε)-gerador.

De fato, se existisse um elemento x ∈ X tal que dn(x, b) > ε para todo
b ∈ B, teŕıamos que B ∪{x} seria um conjunto (n, ε)-separado, contrariando
a maximalidade de B. Logo, isto implica que ∀x ∈ X , ∃b ∈ B tal que
dn(x, b) < ε. Consequentemente

Gd(n, ε) 6 Nd(n, ε).

Por último, seja C uma cobertura de X tal que |C|= Cd(n, ε) e o diâmetro
dos elementos da cobertura é menor do que ε. Logo, ∀C ∈ C, vai existir no
máximo um elemento b ∈ B em C, onde B é um conjunto (n, ε)-separado.
Então, considerando |B| = Nd(n, ε), obtemos

Nd(n, ε) 6 Cd(n, ε).

Observamos que se ε1 < ε2, então Cd(n, ε1) > Cd(n, ε2). De fato, pois
toda cobertura de X com diâmetro menor do que ε1 têm diâmetro menor
que ε2, em particular, a cobertura com menor número de elementos.

Seja

hε(T ) = lim sup
n→∞

1

n
logCd(n, ε).

Pela observação anterior, é fácil ver que se ε1 < ε2, então

hε1(T ) > hε2(T ).
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Portando, obtemos que hε(T ) é uma função monótona não-decrescente
quando ε→ 0.

Definição 3.2.4 (Entropia Topológica). Seja (X , d) um espaço métrico com-
pacto e T : X → X cont́ınua. Então a entropia topológica de T é definida
por

htop(T ) = lim
ε→0

hε(T ).

Pelo lema anterior obtemos

h(T ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logCd(n, ε)

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logGd(n, ε)

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNd(n, ε).

Teorema 3.2.5. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X
cont́ınua. Fixado ε > 0, então

lim
n→∞

1

n
logCd(n, ε) = hε(T ).

Demonstração. Sejam A e B duas coberturas de X tais que o diâmetro dos
elementos de A e B é menor do que ε com respeito as métricas dm e dn,
respectivamente. Além disso, consideramos A e B tais que |A| = Cd(m, ε) e
|B| = Cd(n, ε).

Para construir uma cobertura com diâmetro em relação a dn+m menor do
que ε, basta considerar

C =
{
A ∩ T−m(B) : A ∈ A, B ∈ B

}
.

De fato, como B é uma cobertura de X , pela continuidade de T temos que
T−1(B) também é uma cobertura de X . Logo, sucessivamente, obtemos que
T−m(B) é uma cobertura e, consequentemente, a intersecção dos elementos
de A e T−m(B) também cobrem X .
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Agora, consideramos C ∈ C, então ∀x, y ∈ C

dn+m(x, y) = max
06i6n+m−1

{
d(T i(x), T i(y))

}
= max {dm(x, y), dn(Tm(x), Tm(y))}

Como x, y ∈ A para algum A ∈ A, temos que dm(x, y) < ε. Além
disso, como Tm(x), Tm(y) ∈ B para algum B ∈ B, obtemos também que
dn(Tm(x), Tm(y)) < ε. Logo dn+m(x, y) < ε, ∀x, y ∈ C. Como C é qualquer
elemento de C, conclúımos que o diâmetro dos elementos de C com respeito
a métrica dn+m é menor do que ε. Então

Cd(n+m, ε) 6 |A| · |B| = Cd(m, ε) · Cd(n, ε).

Consequentemente

logCd(n+m, ε) 6 log (Cd(m, ε) · Cd(n, ε))
= logCd(m, ε) + logCd(n, ε).

Portando, isso mostra que logCd(n, ε) é uma sequência subaditiva e

lim
n→∞

1

n
logCd(n, ε)

existe.

Pela definição de hε(T ) conclúımos que

lim
n→∞

1

n
logCd(n, ε) = hε(T ).

Por meio deste teorema podemos escrever a entropia topológica em termos
do limite inferior, ou seja
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Definição 3.2.6. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X
cont́ınua. Então a entropia topológica de T é definida por

h(T ) = lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
logCd(n, ε)

= lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
logGd(n, ε)

= lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
logNd(n, ε).

Exemplo 3.2.7. Considerando o deslocamento σ : {1, 2}N → {1, 2}N, a
entropia topológica de σ é log 2.

De fato, considerando k, n ∈ N, a cobertura de {1, 2}N em cilindros
de tamanho k + n e a métrica d((x1, x2, x3, . . . ), (y1, y2, y3, . . . ) = 1

2i
, onde

i = min {i : xi 6= yi}, temos que esta cobertura cobre o espaço com 2k+n ele-
mentos e a distância dn entre cada elemento de uma partição é menor do
que 2−k−1. Com isso, obtemos que Cd(n, 2

−k−1) 6 2k+n. Além disso, es-
colhendo um elemento de cada cilindro da cobertura formamos um conjunto
(n, 2−k−1)-separado, logo 2n+k 6 Nd(n, 2

−k−1). Pelo Lema 3.2.3, conclúımos
que Cd(n, 2

−k−1) = Nd(n, 2
−k−1) = 2k+n. Logo

htop(σ) = lim
k→∞

lim
n→∞

1

n
logCd(n, 2

−k−1)

= lim
k→∞

lim
n→∞

1

n
log 2k+n

= lim
k→∞

lim
n→∞

k + n

n
log 2

= lim
k→∞

log 2 = log 2.

A partir de agora vamos apresentar algumas propriedades importantes
da entropia topológica que muitas vezes podem servir para facilitar o seu
cálculo.

Proposição 3.2.8. Seja (X , d) um espaço métrico compacto. Então a en-
tropia topológica de uma aplicação cont́ınua T : X → X não depende da
escolha de uma métrica particular que gera a topologia de X
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Demonstração. Sejam d e d′ duas métricas equivalentes em X . Como as
métricas dn são duas a duas equivalentes para todo n ∈ N, então obtemos
que as métricas dn e d′ são equivalentes e, consequentemente, dn e d′n também
são equivalentes. Fixado ε > 0, consideramos A um conjunto (n, ε)-gerador
com respeito a métrica d e com cardinalidade Gd(n, ε). Isto implica que X
pode ser coberto por Gd(n, ε) (n, ε)-bolas dinâmicas centradas nos pontos de
A. Como as métricas dn e d′n são equivalentes, então existe um δ > 0 tal que
d′n(x, a) < δ implica dn(x, a) < ε para todo elemento de A. Logo, toda (n, δ)-
bola dinâmica centrada nos pontos de A está contida na (n, ε)-bola dinâmica
centrada no mesmo ponto de A, com respeito as métricas d′n e dn, respecti-
vamente. Com isso, obtemos que Gd(n, ε) 6 Gd′(n, δ) e h(T ) 6 h′(T ). Ana-
logamente obtemos que h(T ) > h′(T ) e, consequentemente, h(T ) = h′(T ).

Teorema 3.2.9. Sejam (X , T ) e (Y , S) sistemas dinâmicos topologicamente
conjugados tais que a conjugação ϕ : (X , T ) → (Y , S) é uma isometria, ou
seja, dX (x, y) = dY(ϕ(x), ϕ(y)),∀x, y ∈ X . Então h(T ) = h(S).

Demonstração. Como os sistemas dinâmicos são conjugados, ou seja, existe
um homeomorfismo (bijeção cont́ınua com inversa cont́ınua) ϕ : X → Y tal
que ∀n ∈ N,

ϕ ◦ T n = Sn ◦ ϕ

e ϕ é uma isometria, ∀x, y ∈ X obtemos

dXn (x, y) = max
06i6n−1

{
d(T i(x), T i(y))

}
= max

06i6n−1

{
d(ϕ(T i(x)), ϕ(T i(y)))

}
= max

06i6n−1

{
d(Si(ϕ(x)), Si(ϕ(y)))

}
= dYn (ϕ(x), ϕ(y)).

Portanto, considerando A ⊂ X um conjunto (n, ε)-separado tal que |A| =
Nd(n, ε), obtemos que ϕ(A) é um conjunto (n, ε)-separado em Y . Além disso,
como ϕ é uma bijeção, a cardinalidade de A e ϕ(A) é a mesma. Com isso,
conclúımos que
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NXd (n, ε) = |A| = |ϕ(A)| 6 NYd (n, ε).

Por outro lado, observamos que ϕ−1 também é uma isometria e, analoga-
mente

NYd (n, ε) 6 NXd (n, ε).

Logo

NXd (n, ε) = NYd (n, ε).

Portanto

h(T ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNXd (n, ε)

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNYd (n, ε)

= h(S).

Corolário 3.2.10. A entropia topológica é um invariante por conjugação
topológica.

Demonstração. Seja ϕ : (X , T ) → (Y , S) a conjugação topológica entre os
sistemas dinâmicos. Então, definindo uma métrica em X da seguinte forma

dX (x, y) = dY(ϕ(x), ϕ(y)),∀x, y ∈ X ,
obtemos que ϕ é uma isometria. Logo h(T ) = h(S).

Quando nos referirmos a um sistema dinâmico topológico, estamos con-
siderando uma dupla (X , T ) onde X é um espaço topológico e T uma trans-
formação cont́ınua.

Corolário 3.2.11. Sejam (X , T ) e (Y , S) sistemas dinâmicos topológicos
com h(T ) 6= h(S). Então os sistemas não podem ser topologicamente conju-
gados.
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Proposição 3.2.12. Seja (X , d) espaço métrico compacto e T : X → X
cont́ınua. Então h(Tm) = m · h(T ),∀m ∈ N. Além disso, se T é invert́ıvel,
então h(Tm) = |m| · h(T ),∀m ∈ Z.

Teorema 3.2.13. Seja (X , T ) um sistema dinâmico topológico tal que T é
uma isometria. Então h(T ) = 0.

Demonstração. Como T é uma isometria, para todo x, y ∈ X temos que

d(x, y) = d(T (x), T (y))

= d(T 2(x), T 2(y))

= d(T n(x), T n(y)),∀n ∈ N.

Logo, Cd(n, ε) = Cd(1, ε). Então

hε(T ) = lim
n→∞

1

n
logCd(n, ε)

= lim
n→∞

1

n
logCd(1, ε)

= 0.

Portanto

h(T ) = lim
ε→0

hε(T ) = 0.

O próximo exemplo é a rotação, que é uma aplicação bem conhecida em
sistemas dinâmicos e é muito rica dinamicamente, porém, por se tratar de
uma isometria, tem entropia nula.

Exemplo 3.2.14 (Rotação). Seja S1 = [0, 1]/ ∼, onde ∼ indica que 0 e
1 estão identificados. Então, para todo θ ∈ R, denotamos por rotação de
ângulo 2πθ a aplicação Rθ : S1 → S1 dada por

Rθ(x) = x+ θ mod 1.
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Caṕıtulo 4

Prinćıpio Variacional Clássico

Neste caṕıtulo vamos apresentar o Prinćıpio Variacional Clássico que relaci-
ona entropia métrica e entropia topológica. A demonstração deste resultado
é feita com o aux́ılio de um lema encontrado em [1] que também será provado
neste trabalho.

Para exemplificar um pouco, anteriormente calculamos a entropia métrica
do deslocamento σ em relação a medida de Bernoulli no espaço {1, . . . , d}N.
Considerando d = 2 e a medida de Bernoulli com pesos 1/2 e 1/2, obtemos
que a entropia métrica é log 2, porém, quando considerando a medida de Ber-
noulli com pesos 1/3 e 2/3 a entropia métrica é log 3−2/3 log 2. No exemplo
3.2.7, calculamos a entropia topológica do deslocamento neste mesmo con-
texto e obtivemos como resultado log 2, ou seja, a entropia topológica coinci-
diu com a entropia métrica quando considerada a medida de Bernoulli com
os pesos igualmente distribúıdos no conjunto {1, 2}.

Agora, antes de enunciarmos e provarmos o lema, vamos apresentar uma
definição e dois resultados importantes, cujas demonstrações são omitidas
mas podem ser encontradas em [3].

Definição 4.0.1. Seja µ uma medida de probabilidade T -invariante. Para
δ ∈ (0, 1), n ∈ N e ε > 0 definimos

hµ(ε, T, δ) = lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ),

onde Nµ(n, ε, δ) é o número mı́nimo de (n, ε)-bolas dinâmicas necessárias
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para cobrir um conjunto de medida estritamente maior que 1−δ com respeito
à µ.

Lema 4.0.2. Seja (X , d) um espaço métrico compacto, T : X → X uma
aplicação cont́ınua, µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante e
δ ∈ (0, 1). Então

hµ(P , T, ) > lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ),

onde P é uma partição de diâmetro menor do que ε.

Teorema 4.0.3. Seja (X , d) um espaço métrico compacto, T : X → X uma
aplicação cont́ınua e µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante.
Então

hµ(T ) = lim
ε→0

hµ(ε, T, δ),

onde hµ(T ) é a entropia métrica com respeito à medida µ. Em particular o
limite acima não depende de δ ∈ (0, 1).

Lema 4.0.4. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X uma
aplicação cont́ınua. Dado ε > 0, existe uma medida de probabilidade T -
invariante µε tal que

hµε(ε, T, δ) > S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε).

Demonstração. Seja En =
{
x1, x2, . . . , xNd(n,ε)

}
um conjunto de pontos (n, ε)-

separados em X tal que |En| = Nd(n, ε). Definimos a medida

σn =
1

|En|
∑
x∈En

δx,

onde δx é a medida de probabilidade suportada no ponto x. Além disso,
definimos também a medida

σn =
1

n

n−1∑
k=0

T k∗ σn.

onde T k∗ σn(A) = σn(T−k(A)) para qualquer A pertencente a σ-álgebra.
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Consideramos (nk)k∈N uma subsequência tal que

S(X , d, ε) = lim
k→∞

1

nk
logNd(nk, ε).

Como X é compacto, o espaço M1(X ) das medidas de probabilidades
em X munido da topologia fraca∗ é compacto, logo toda sequência de proba-
bilidades em M1(X ) admite alguma subsequência convergente na topologia
fraca∗. Pelo Lema 2.2.27 todo ponto de acumulação de uma sequência (µn)n
com µn = 1

n

∑n−1
k=0 T

k
∗ ν, onde ν é uma probabilidade qualquer é uma proba-

bilidade invariante por T . Portanto, podemos encontrar uma subsequência
de (nk) também denotada por (nk)k∈N, tal que (σnk)k∈N converge para uma
medida de probabilidade T -invariante µ e os termos desta sequência são es-
colhidos de tal forma que limk→∞

nk
k

=∞.

Seja K um subconjunto de X tal que µ(K) > 1 − δ e N(K,n, ε/2) =
Nµ(n, ε/2, δ), onde N(K,n, ε/2) é definido como sendo o número mı́nimo
de (n, ε/2)-bolas dinâmicas necessárias para cobrir K. Além disso, pode-
mos tomar K um conjunto aberto, pois como σnk → µ na topologia fraca∗

obtemos que para qualquer ε > 0, existe k0 ∈ N tal que ∀k > k0 temos
σnk(A) > µ(A)− ε, para qualquer aberto de X . Logo, para ε suficientemente
pequeno, obtemos σnk(K) > µ(K)− ε > 1− δ,∀k > k0.

Agora, definimos Ln = {(i, j) ∈ N2 : 0 6 i 6 n− 1, 1 6 j 6 Nd(n, ε)} onde
se T ixj ∈ K então associamos 1 ao par (i, j) e 0 caso contrário, ou seja,
(i, j) = 0 se T ixj /∈ K. Pela definição de σnk sabemos que o número de uns
em Lnk é maior ou igual que nkNd(nk, ε)(1− δ). De fato,

σnk(K) =
1

nk

nk−1∑
l=0

T l∗σnk(K)

=
1

nk

nk−1∑
l=0

σnk(T
−l(K))

=
1

nkNd(nk, ε)

nk−1∑
l=0

∑
x∈Enk

δx(T
−l(K)),
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denotando o número de uns em Lnk por τ , obtemos

τ =

nk−1∑
l=0

∑
x∈Enk

δx(T
−l(K)),

pois, para todo n ∈ N, T n(x) ∈ K se, e somente se, x ∈ T−n(K). Portanto,

τ = σnk(K)nkNd(nk, ε)

> nkNd(nk, ε)(1− δ)

já que σnk(K) > 1− δ.

Para s ∈ R e s > 1, definimos Lnk(s) como sendo o conjunto de pontos de
Lnk com as primeiras coordenadas no intervalo

[[
nk
k

]
, nk −

[
nk
s

]
− 1
]
. Logo,

o número de uns em Lnk(s) é pelo menos

nkNd(nk, ε)

(
1− δ − 1

nk

[nk
s

]
− 1

nk

[nk
k

])
> nkNd(nk, ε)

(
1− δ − 1

s
− 1

k

)
.

De fato, denotando o número de uns em Lnk(s) por τ(s), temos que

τ(s) = τ −
[nkk ]−1∑
l=0

∑
x∈Enk

δx(T
−l(K))−

nk−1∑
l=nk−[nks ]

∑
x∈Enk

δx(T
−l(K))

> τ −
[nk
k

]
Nd(nk, ε)−

[nk
s

]
Nd(nk, ε)

= nkNd(nk, ε)(1− δ)− nkNd(nk, ε)

(
1

nk

[nk
k

]
− 1

nk

[nk
s

])
= nkNd(nk, ε)

(
1− δ − 1

nk

[nk
k

]
− 1

nk

[nk
s

])
> nkNd(nk, ε)

(
1− δ − 1

s
− 1

k

)
.

Agora, assumimos que s > 1
1−2δ− 1

k

, implicando que 1
s
< 1−2δ− 1

k
. Então

−1
s
> 2δ+ 1

k
− 1 e, com isso, obtemos que 1− δ− 1

s
− 1

k
> δ. Logo, para esta

escolha de s obtemos τ(s) > nkNd(nk, ε)δ.
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Pela definição de Lnk , podemos associar uma matriz (lij) de zeros e uns
onde para cada entrada lij atribúımos o valor referente ao par (i, j) correspon-
dente. Desse modo, a matriz correspondente a Lnk(s) tem Nd(nk, ε) colunas
e
(
nk −

[
nk
s

]
−
[
nk
k

])
linhas.

Calculando o número médio de uns por linhas de Lnk(s), obtemos que
existe um ı́ndice mk tal que a mk-ésima linha tem pelo menos

nkNd(nk, ε)δ(
nk −

[
nk
s

]
−
[
nk
k

])
uns e

[
nk
k

]
6 mk < nk −

[
nk
s

]
.

Além disso, escolhendo B como sendo um conjunto de pontos (mk, ε/2)-
separados com cardinalidade igual a Nd(mk, ε/2), isto implica que podemos
cobrir X com bolas dinâmicas centradas nos pontos de B e raio ε/2, pois,
como dmk(x, y) > ε/2,∀x, y ∈ B, temos que B é um conjunto (mk, ε/2)-
gerador, ou seja, ∀x ∈ X ,∃b ∈ B, tal que dmk(x, b) < ε/2. Se supormos
por absurdo que existe pelo menos um ponto x ∈ X que não está contido em
alguma bola, implicaria que B∪{x} seria um conjunto Nd(mk, ε/2)-separado,
contrariando a maximalidade de B, já que |B| = Nd(mk, ε/2).

Observamos que se i 6= j e dmk(xi, xj) 6 ε, então

dnk−mk(T
mk(xi), T

mk(xj) > ε,

pois, pela definição do conjunto Enk , sabemos que dnk(xi, xj) > ε. Logo,
podemos concluir que existe um subconjunto I ⊂ {1, 2, . . . , Nd(nk, ε)} tal
que para cada i ∈ I, temos Tmk(xi) ∈ K e

|I| > nkNd(nk, ε)δ(
nk −

[
nk
s

]
−
[
nk
k

]) > Nd(nk, ε)δ.

Além disso, podemos obter um conjunto A ⊂ {Tmk(xi)}i∈I tal que o diâmetro
de A com respeito dmk é menor que ε e

|A| > Nd(nk, ε)δ

Nd(mk, ε/2)
.

Para fazer isso, basta dividir os elementos de {Tmk(xi)}i∈I nas Nd(mk, ε/2)
(mk, ε/2)-bolas dinâmicas, então vai existir pelo menos um conjunto com a
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cardinalidade esperada. Portanto, se a, b ∈ A e a 6= b, então dnk(a, b) >
dnk−mk(a, b) > ε. Consequentemente,

Nµ (nk, ε/2, δ) = N (K,nk, ε/2) >
Nd(nk, ε)δ

Nd(mk, ε/2)
.

De fato, como A ⊂ K e |A| 6 Nd(nk, ε), isto implica que

|A| 6 Cd(nk, ε) 6 Cd(nk, ε/2)

para alguma cobertura de K, em particular, temos que

Cd(nk, ε/2) 6 N(K,nk, ε/2) = Nµ(n, ε/2, δ).

Logo

hµ(ε/2, T, δ) = lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε/2, δ)

> lim sup
k→∞

(
1

nk
logNd(nk, ε)−

mk

nk

1

mk

logNd(mk, ε/2)

)
.

Como mk < nk −
[
nk
s

]
, então mk

nk
6 1− 1

s
+ 1

nk
e

hµ(ε/2, T, δ) > lim sup
k→∞

(
logNd(nk, ε)

nk
−
(

1− 1

s
+

1

nk

)
logNd(mk, ε/2)

mk

)
> lim sup

k→∞

(
1

nk
logNd(nk, ε)−

(
3δ +

1

nk

)
1

mk

logNd(mk, ε/2)

)
,

pois podemos tomar s < 1
1−3δ

, basta escolher k suficientemente grande de

modo que δ > 1/k. Além disso, como nk
k
→∞ e

[
nk
k

]
6 mk, isto implica que

mk →∞ quando k →∞.

Antes de continuar a demonstração do lema vamos provar dois resultados
que envolvem o limite superior de sequências.

Lema 4.0.5. Sejam (xn)n e (yn)n sequências tais que limn→∞ xn existe.
Então

lim sup
n→∞

(xn − yn) > lim
n→∞

xn − lim sup
n→∞

yn
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Demonstração. Supondo que xn e yn são sequências tais que limn→∞ xn
existe. Então, dado ε > 0, para n suficientemente grande obtemos

x− ε− yn < xn − yn < x+ ε− yn
tomando o limite superior em ambos os lados, temos que

x− ε+ lim sup
n→∞

−yn 6 lim sup
n→∞

(xn − yn) 6 x+ ε+ lim sup
n→∞

−yn

usando que lim supn→∞−yn = − lim infn→∞ yn, temos

lim sup
n→∞

(xn − yn) = lim
n→∞

xn − lim inf
n→∞

yn

como lim infn→∞ yn 6 lim supn→∞ yn, conclúımos que

lim sup
n→∞

(xn − yn) > lim
n→∞

xn − lim sup
n→∞

yn

Lema 4.0.6. Sejam (an)n e (bn)n sequências tais que limn→∞ an = a, a ∈
R, a > 0 e bn > 0. Então

lim sup
n→∞

(an · bn) = a · lim sup
n→∞

bn.

Demonstração. Pela definição de limite e limite superior, dado ε > 0, pode-
mos encontrar um n0 ∈ N tal que ∀n > n0, temos

a− ε < an < a+ ε e bn < L+ ε,

onde L = lim supn→∞ bn.Além disso, também podemos construir uma sequência
(nk)k∈N tal que L− ε < bnk .

Portanto, por um lado obtemos

lim sup
n→∞

(an · bn) 6 (a+ ε)(L+ ε)

= aL+ aε+ Lε+ ε2.

Fazendo ε→ 0, temos an · bn 6 aL.
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Por outro lado, temos que

lim sup
k→∞

(ank · bnk) > (a− ε)(L− ε)

> aL− aε− Lε+ ε2,

fazendo ε→ 0, conclúımos que

lim sup
n→∞

(an · bn) = a · lim sup
n→∞

bn.

Caso L = ∞, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0,
obtemos an > a− ε e bn >

M
a−ε > 0, onde M é qualquer número real positivo.

Então, an · bn > M,∀n > n0 e, consequentemente,

lim sup
n→∞

(an · bn) =∞ = aL.

Portanto, continuando a demonstração do lema, obtemos

hµ(ε/2, T, δ) > lim
k→∞

logNd(nk, ε)

nk
− lim sup

k→∞

((
3δ +

1

nk

)
logNd(mk, ε/2)

mk

)
= lim

k→∞

1

nk
logNd(nk, ε)− 3δ lim sup

k→∞

1

mk

logNd(mk, ε/2)

= S(X , d, ε)− 3δS(X , d, ε/2).

Logo,

hµ(ε, T, δ) > S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε).

Em particular, obtemos que

sup
µ∈MT (X )

hµ(ε, T, δ) > S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε).
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A demonstração do próximo lema será omitida, porém pode ser encon-
trada em [11].

Lema 4.0.7. Seja En um conjunto (n, ε)-separado, νn = 1
|En|

∑
x∈En δx e

µn = 1
n

∑n−1
i=0 T

i
∗νn. Se µ é um ponto de acumulação de (µn)n∈N então µ é

uma medida T -invariante e

lim sup
n→∞

1

n
log|En| 6 hµ(T,P),

onde P é uma partição finita mensurável tal que seus elementos têm diâmetro
menor do que ε e µ

(⋃
P∈P ∂P

)
= 0.

Corolário 4.0.8 (Prinćıpio Variacional Clássico). Seja (X , d) um espaço
métrico compacto e T : X → X cont́ınua. Então

htop(T ) = sup
µ∈MT (X )

hµ(T ).

Demonstração. Considerando En um conjunto (n, ε)-separado tal que |En| =
Nd(n, ε). Pelo Lema 4.0.7, existe uma medida T -invariante ν tal que

lim sup
n→∞

1

n
logNd(n, ε) 6 hν(T,P)

e P é uma partição finita de X em conjunto mensuráveis tal que seus ele-
mentos possuem diâmetro menor do que ε e ν

(⋃
P∈P ∂P

)
= 0.

Para construir uma partição que satisfaz esta condição, seja {B1, . . . Bk}
uma cobertura de X por bolas de raio menor do que ε/2 e ν(∂Bi) = 0.
Definimos P = {P1, . . . , Pk}, onde

P1 = B1 e Pi = Bi \
i−1⋃
j=1

Bj.

Então, cada elemento da partição

Pn = P ∨ · · · ∨ T−n+1(P)
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possui diâmetro em relação a métrica dn menor do que ε e ν(∂Pi) = 0
para todo i ∈ {1, . . . , k}. Para mostrar que ν(∂Pi) = 0, basta notar que⋃
ε′∈[0,ε/2) ∂B(x, ε′) = B(x, ε/2) tem medida finita e é uma união disjunta não

enumerável, logo existe pelo menos um ε′ < ε/2 tal que ν(∂B(x, ε′)) = 0.

De fato, supondo por absurdo que existe uma quantidade não enumerável
de parcelas da soma com medida positiva. Definindo

A =
{
ε′ ∈

[
0,
ε

2

)
: ν(∂B(x, ε′)) > 0

}
e

An =

{
ε′ ∈

[
0,
ε

2

)
: ν(∂B(x, ε′)) >

1

n

}
,

temos que

A =
∞⋃
n=1

An.

Como A é não enumerável isto implica que existe pelo menos um ı́ndice n
tal que An é não enumerável, consequentemente infinito e

µ

( ⋃
ε′∈An

ν(∂B(x, ε′))

)
=
∑
ε′∈An

ν(∂B(x, ε′)) > |An| ·
1

n
=∞.

Porém, a medida de A deve ser finita. Logo, existe uma quantidade enu-
merável de parcelas com medida positiva, implicando que existe pelo menos
um ε′ < ε/2 tal que ν(∂B(x, ε′)) = 0. Além disso, como ∂Pi ⊂

⋃k
j=1 ∂Bj,

isto implica que ν(∂Pi) = 0.

Como podemos cobrir X por |En| (n, ε)-bolas dinâmicas, isto implica
que o número mı́nimo de (n, ε)-bolas dinâmicas necessárias para cobrir X é
menor do que Nd(n, ε). Em particular, vale também que para todo δ ∈ (0, 1)
e qualquer medida µ ∈MT (X )

Nµ(n, ε, δ) 6 Nd(n, ε).

Logo,

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ) 6 lim sup

n→∞

1

n
logNd(n, ε) 6 hν(T,P).
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Portanto, obtemos que

hµ(ε, T, δ) 6 hν(T,P) 6 hν(T )

Agora, consideramos ν =
∫
X νx dν(x) a decomposição ergódica de ν e,

analogamente a esta decomposição, também podemos escrever

hν(T ) =

∫
hνx(T )dν(x).

Logo

hµ(ε, T, δ) 6 hν(T ) 6 sup
x∈X

hνx(T ) 6 sup
ν ergódicas

hν(T ).

Como µ é qualquer medida de probabilidade T -invariante, escolhemos µ tal
que

hµ(ε, T, δ) > S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε).

Pelo Teorema 4.0.3, temos que hν(T ) = limε→0 hν(ε, T, δ) para toda me-
dida ergódica T -invariante e δ ∈ (0, 1). Então, como Nν(n, ε, δ) 6 Nd(n, ε),
obtemos hν(T ) 6 htop(T ). Organizando as desigualdades, conclúımos que

S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε) 6 hµ(ε, T, δ) 6 sup
ν ergódicas

hν(T ) 6 htop(T ).

Fazendo ε→ 0, obtemos

htop(T )− 3δhtop(T ) 6 sup
µ ergódicas

hµ(T ) 6 htop(T )

e com δ → 0 conclúımos que

sup
µ ergódicas

hµ(T ) = htop(T ).

Note que, como estamos considerando o caso em que htop(T ) pode ser in-
finita, estamos adotando a aritmética da reta estendida R = R∪{+∞,−∞}.
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Caṕıtulo 5

Dimensão Métrica Média

Neste caṕıtulo vamos apresentar a dimensão métrica média seguindo as ideias
propostas por A. Velozo e R. Velozo em [1]. Definimos um Prinćıpio Variaci-
onal para sistemas dinâmicos com entropia topológica infinita que, posterior-
mente, é utilizado para relacionar a dimensão métrica média com a dimensão
de Minkowski. Ao estabelecer esta relação, conseguimos generalizar o caso
em que consideramos a aplicação deslocamento σ no espaço [0, 1]Z para o
caso ([0, 1]d)Z.

Inicialmente vamos estabelecer uma notação que será útil na apresentação
dos resultados seguintes. Considerando Nd(n, ε) a cardinalidade máxima de
um conjunto (n, ε)-separado em (X , d), denotamos

S(X , d, ε) = lim sup
n→∞

1

n
logNd(n, ε).

Definimos a dimensão métrica média superior como

mdim(X , d, T ) = lim sup
ε→0

S(X , d, ε)
|log(ε)|

.

Analogamente, definimos a dimensão métrica média inferior como

mdim(X , d, T ) = lim inf
ε→0

S(X , d, ε)
|log(ε)|

.

Observamos que se X é um espaço métrico compacto, então sabemos que
entropia topológica é independente da métrica, desde que ela gere a topologia
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de X , porém, a dimensão métrica média depende da métrica ambiante. Além
disso, observamos que se a entropia topológica é finita, então a dimensão
métrica média é nula. Um caso em que a entropia topológica é finita é
o Exemplo 3.2.7, que possui entropia topológica log 2 e S(X , d, ε) = log 2.
Calculando a dimensão métrica média superior deste exemplo, obtemos que

mdim(X , d, T ) = lim sup
ε→0

S(X , d, ε)
|log(ε)|

= lim sup
ε→0

log 2

log ε
= 0.

5.1 Prinćıpio Variacional

Nesta seção vamos apresentar um prinćıpio variacional para sistemas dinâmicos
com entropia topológica infinita e um corolário que permite calcular a di-
mensão métrica média de espaços métricos compactos mais gerais. Além
disso, também calculamos a dimensão métrica média superior do desloca-
mento em [0, 1]Z.

Teorema 5.1.1 (Prinćıpio Variacional). Seja (X , d) um espaço métrico com-
pacto e T : X → X cont́ınua. Então

mdim(X , d, T ) = lim
δ→0

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
.

Demonstração. Pelo Lema anterior obtemos

sup
µ∈MT (X )

hµ(ε, T, δ) > S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε).

Logo,

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
>
S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε)

|log(ε)|

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
> lim sup

ε→0

(
S(X , d, 2ε)− 3δS(X , d, ε)

|log(ε)|

)
.

Escolhemos (εk)k∈N uma sequência tal que

lim
k→∞

S(X , d, 2εk)
|log(εk)|

= lim sup
ε→0

S(X , d, 2ε)
|log(ε)|

.
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Além disso, considerando m = 2ε, temos que

lim sup
m→0

S(X , d,m)

|log(m
2

)|
= lim sup

m→0

S(X , d,m)

|log(m)− log(2)|
= mdim(X , d, T ).

Então,

lim sup
ε→0

supµ hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
> lim

k→∞

S(X , d, 2εk)
|log(εk)|

− lim sup
k→∞

3δ · S(X , d, εk)
|log(εk)|

.

Denotando S(X , d, ε) = S(ε) e fazendo δ → 0 obtemos

lim
δ→0

lim sup
ε→0

supµ hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
> lim

δ→0
lim
k→∞

S(2εk)

|log(εk)|
− lim

δ→0
3δ · lim sup

k→∞

S(εk)

|log(εk)|

> lim
δ→0

lim
k→∞

S(2εk)

|log(εk)|
− lim

δ→0
3δ · lim sup

ε→0

S(ε)

|log(ε)|
= lim

δ→0
mdim(X , d, T )− lim

δ→0
3δ ·mdim(X , d, T )

= mdim(X , d, T ).

Por outro lado, ∀ε > 0, δ ∈ (0, 1) e µ ∈ MT (X ), obtemos a seguinte
desigualdade:

Nµ(n, ε, δ) 6 Nd(n, ε).

Consequentemente,

sup
µ∈MT (X )

hµ(ε, T, δ) 6 S(ε)

e

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
6 lim sup

ε→0

S(ε)

|log(ε)|
.
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Fazendo δ → 0

lim
δ→0

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
6 lim

δ→0
lim sup
ε→0

S(ε)

|log(ε)|
.

Logo

lim
δ→0

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
6 mdim(X , d, T ).

Com isso, conclúımos que

lim
δ→0

lim sup
ε→0

supµ∈MT (X ) hµ(ε, T, δ)

|log(ε)|
= mdim(X , d, T ).

Proposição 5.1.2. A dimensão métrica média superior da aplicação shift
(deslocamento) em [0, 1]Z com a métrica dT (x, y) =

∑
k∈Z

1
2|k|
d(xk, yk) é dada

por

mdim([0, 1]Z, dT , T ) = 1,

onde x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ), y = (. . . , y−1, y0, y1, . . . ) e d = |xk − yk| em
[0, 1].

Demonstração. Para k > 1 consideramos o conjunto Pk = {p1, p2, . . . , pk},
onde pi = 2i−1

2k
. Definimos λk como uma medida de probabilidade em [0, 1]

tal que λk(pi) = 1
k
,∀i ∈ {1, 2, . . . , k}, definimos também a medida produto

µk = (λk)
⊗Z. Agora, consideramos o conjunto

Ai0,i1,...,in−1 =
{
x ∈ [0, 1]Z : x0 = pi0 , . . . , xn−1 = pin−1

}
.

Para prosseguir a demonstração precisamos do seguinte lema:
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Lema 5.1.3. Seja r < 1
2k

e q ∈ [0, 1]Z. Então existe um único conjunto
Ai0,i1,...,in−1 tal que

supp(µk) ∩Bn(q, r) ⊂ Ai0,i1,...,in−1 .

Demonstração. Seja x ∈ supp(µk)∩Bn(q, r). Logo, por definição, temos que

d(xj, yj) 6 dT (T jx, T jq) 6 dn(x, q) < r <
1

2k
,∀j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} .

De fato, como Bn(q, r) =
{
x ∈ [0, 1]Z : dn(x, q) < r

}
, onde

dn(x, q) = max
06j<n

{
dT (T jx, T jq)

}
,

obtemos que |xj−qj| < r, ∀j, pois o primeiro termo da soma de dT (T jx, T jq)
é |xj − qj| e o restante dos termos são positivos. Logo

|xj − qj| = d(xj, qj) 6 dT (T jx, T jq) 6 dn(x, q) < r.

Como x ∈ supp(µk) e µk é um produto de medidas, nenhuma das parcelas
da multiplicação deve ser nula, logo xj ∈ Pk,∀j ∈ Z, em particular para
j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Como, pela definição de Pk sabemos que d(pi, pj) >
1
2k
,∀i 6= j, isto implica que só temos uma escolha para xj em Pk, denotada

por pij , provando a unicidade de Ai0,i1,...,in−1 e concluindo a demonstração do
lema.

Continuando a demonstração da proposição, observamos que, em parti-
cular, o lema prova que

µk(Bn(q, r)) 6 µk(Ai0,i1,...,in−1) =
1

kn
,∀q ∈ [0, 1]Z.

Logo, se A é um conjunto tal que µk(A) > 1− δ e

A ⊂
L⋃
i=1

Bn(zi, r),

ou seja, A é coberto por L bolas dinâmicas, então
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1− δ < µk(A) 6 µk

(
L⋃
i=1

Bn(zi, r)

)
6

L∑
i=1

Bn(zi, r) 6
L

kn
,

implicando que Nµk(n, r, δ) > (1 − δ)kn, ∀n > 1, δ ∈ (0, 1). Portanto, pelo
Lema, obtemos que para δ ∈ (0, 1) fixado e r < 1/2k

hµk(r, T, δ) = lim sup
n→∞

1

n
logNµk(n, r, δ)

> lim sup
n→∞

1

n
log ((1− δ)kn)

= lim sup
n→∞

1

n
(log(1− δ) + log(kn))

= lim
n→∞

1

n
log(1− δ) + lim sup

n→∞

1

n
log(kn)

= lim sup
n→∞

log(k) = log(k).

Então, considerando a sequência (rk)k∈N tal que rk = 1/3k, obtemos

lim sup
r→0

supµ hµ(r, T, δ)

|log(r)|
> lim sup

k→∞

hµk(
1
3k
, T, δ)

|log
(

1
3k

)
|

> lim
k→∞

log(k)

log(3k)
= 1.

Portanto, pelo Teorema anterior, conclúımos que

mdim([0, 1]Z, dT , T ) > 1.

Para mostrar a desigualdade oposta, utilizamos a ideia da demonstração
encontrada em [5]. Inicialmente, como Nd(n, ε) 6 Cd(n, ε) obtemos

S(ε) = lim sup
n→∞

1

n
logNd(n, ε)

6 lim sup
n→∞

1

n
logCd(n, ε).
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Agora, dado ε > 0 e l = dlog2(4/ε)e, onde dlog2(4/ε)e representa o menor
inteiro maior ou igual que log2(4/ε), observamos que∑

|n|>l

1

2|n|
6
ε

2
.

De fato,

∑
|n|>l

1

2|n|
= 2

(
∞∑

n=l+1

1

2|n|

)

= 2

(
1

2l+1
· 1

2−1

)
= 2 · 1

2l

6
2ε

4
=
ε

2
.

Considerando a cobertura por abertos de [0, 1] dada por

Ik =

(
(k − 1)ε

12
,
(k + 1)ε

12

)
, 0 6 k 6 b12/εc,

onde b12/εc representa o maior inteiro menor ou igual a 12/ε e cada inter-
valo Ik tem comprimento igual a ε/6. Então, para n > 1, consideramos a
cobertura de [0, 1]Z dada por

[0, 1]Z =
⋃

06k−l,...,kl+n

{
x : x−l ∈ Ik−l , . . . , xl+n ∈ Ikl+n

}
.

Observamos que cada aberto desta cobertura tem diâmetro com respeito a
métrica dn menor que ε. De fato, para |n| > l sabemos que

∑
|n|>l 2

−|n| 6 ε
2
.

Para |n| 6 l,
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∑
|n|6l

1

2|n|
= 2

(
l∑

n=1

1

2n

)
+ 1

= 2

(
1

2
· 2−l − 1

−2−1

)
+ 1

= 2

(
1− 1

2l

)
+ 1

6 2 + 1 = 3.

Como o supremo entre a distância de dois elementos de um mesmo intervalo
Ik é ε/6, obtemos que ∑

|n|6l

1

2|n|
· ε

6
6
ε

2

e, portanto, o diâmetro com respeito a dn dos abertos desta cobertura é
menor ou igual que ε. Logo,

Cd(n, ε) 6 (1 + b12/εc)n+2l+1 6 (1 + 12/ε)n+2l+1 ,

implicando que

S(ε) 6 lim sup
n→∞

1

n
log (1 + 12/ε)n+2l+1

= lim sup
n→∞

1

n
· n+ 2l + 1

1
log (1 + 12/ε)

= log (1 + 12/ε) .

Fazendo ε→ 0, obtemos

lim
ε→0

log (1 + 12/ε) = lim
ε→0

log (12/ε)

= lim
ε→0

(log(12)− log(ε))

= lim
ε→0
− log(ε) = lim

ε→0
|log(ε)|,

para ε suficientemente pequeno.
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Portanto,

mdim([0, 1]Z, dT , T ) = lim sup
ε→0

S(ε)

|log(ε)|

6 lim sup
ε→0

log (1 + 12/ε)

|log(ε)|
= 1

e, consequentemente, mdim([0, 1]Z, dT , T ) = 1.

Para
(
[0, 1]d

)Z
, basta seguir um desenvolvimento análogo ao caso [0, 1]Z

para obter

mdim
((

[0, 1]d
)Z
, dT , T

)
= d

ou utilizar a próxima proposição para isso.

O próximo resultado é uma generalização do resultado anterior para
espaços métricos mais gerais, envolvendo a Dimensão de Minkowski supe-
rior ou Upper Box Dimension, definida por

dimB(Y, d) = lim sup
ε→0

logN(ε)

|log(ε)|
,

onde N(ε) denota a cardinalidade máxima de um conjunto ε-separado em
(Y, d).

Proposição 5.1.4.

mdim(Y Z, dT , T ) = dimB(Y, d).

Demonstração. Seja Y um espaço métrico compacto com a métrica d. Con-
sideramos (εk)k∈N uma sequência decrescente convergindo a zero tal que

lim
k→∞

logN(εk)

|log(εk)|
= dimB(Y, d).
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Seja Pk =
{
x1, x2, . . . , xN(εk)

}
um conjunto de pontos εk-separados em Y

e λk uma medida de probabilidade que dá pesos 1/N(εk) a cada elemento de
Pk. Pelo lema anterior, obtemos que para r < εk/2

µk(Bn(q, r)) <
1

N(εk)n
, ∀q ∈ Y Z.

Logo, para todo δ ∈ (0, 1) consideramos a sequência (rk)k∈N onde rk =
εk/3 e o supremo em relação as medidas µ ∈MT (Y Z), obtemos

lim sup
r→0

supµ hµ(r, T, δ)

|log(r)|
> lim sup

r→0

hµk(r, T, δ)

|log(r)|

> lim sup
k→∞

hµk(εk/3, T, δ)

|log(εk/3)|

> lim sup
k→∞

lim supn→∞
1

n
log ((1− δ)N(εk)

n)

|log(εk/3)

= lim sup
k→∞

limn
1
n

log(1− δ) + lim supn
1
n

log(N(εk)
n)

|log(εk/3)|

= lim sup
k→∞

log(N(εk))

|log(εk/3)|

= lim sup
k→∞

log(N(εk))

|log(εk)− log(3)|

= lim
k→∞

log(N(εk))

|log(εk)|
= dimB(Y, d).

Portanto, mdim(Y Z, dT , T ) > dimB(Y, d).

Por outro lado, considerando ε ∈ (0, 1), l ∈ N tal que∑
|j|>l

2−|j| =
1

2l−2
<

ε

2 · diam(Y )

e M a cardinalidade máxima de um conjunto ε-separado B = {xi}Mi=1 em
Y . Supondo B um conjunto ε-separado de cardinalidade máxima, temos que
Y =

⋃M
i=1 B(xi, ε). Logo, podemos considerar a partição de Y dada pelos

conjuntos
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A1 = B(x1, ε)

A2 = B(x2, ε) \B(x1, ε)

A3 = B(x3, ε) \B(x1, ε) ∪B(x2, ε)

...

AM = B(xM , ε) \
M−1⋃
i=1

B(xi, ε).

Consideramos a aplicação f : Y → Y definida por f(x) = xi onde i
representa o conjunto Ai tal que x ∈ Ai. Como cada Ai é mensurável e a
união de mensuráveis é mensurável, temos que f é mensurável.

Agora, consideramos o conjunto

Si−l,...,in+l =
{
y ∈ Y Z : yj ∈ Aij para todo − l 6 j 6 n+ l

}
,

onde ij ∈ {1, 2, . . . ,M} para cada j. Consequentemente, para cada z, y ∈
Si−l,...,in+l , obtemos que

d(T iz, T iy) 6 diam(Y ) ·
∑
|j|>l

1

2|j|
+
∑
|j|6l

1

2|j|
· d(zi+j, yi+j)

<
ε

2
+ 2ε

∑
|j|6l

1

2|j|

< 7ε,

para todo i ∈ {0, 1, . . . , n}, pois diam(Ai) 6 2ε ∀i e

∑
|j|6l

1

2|j|
= 2

l∑
i=1

1

2j
+ 1 = 2(1− 2−l) + 1 = 3− 2−l < 3.

Conclúımos então que diam(Si−l,...,in+l) < 7ε com respeito a métrica dn.
Além disso,

Y Z =
⋃

i−l,...,in+l

Si−l,...,in+l .
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Então, obtemos a seguinte desigualdade

NdT (n, 7ε) 6Mn+2l+1 6 N(ε)n+2l+1.

Considerando m = 7ε e δ ∈ (0, 1), temos que Nµ(n,m, δ) 6 Cd(n,m)
para toda medida µ. Logo

lim sup
m→0

supµ hµ(m,T, δ)

|log(m)|
6 lim sup

m→0

limn→∞
1
n

logCd(n,m)

|log(m)|

6 lim sup
ε→0

limn→∞ 1
n

log(N(ε)n+2l+1)

|log(7ε)|

= lim sup
ε→0

logN(ε)

|log(7ε)|

= lim sup
ε→0

logN(ε)

|log(7)− log(ε)|

= lim sup
ε→0

logN(ε)

|log(ε)|
= dimB(Y, d).

Portanto, conclúımos que

mdim(Y Z, dT , T ) 6 dimB(Y, d).

Logo,

mdim(Y Z, dT , T ) = dimB(Y, d).

5.2 Função Taxa de Distorção e h̃µ(ε, T, δ)

Nesta seção vamos relacionar a função taxa de distorção Rµ(ε) e a função
h̃µ(ε, T, δ). Além disso, vamos utilizar os resultados desta seção para provar o
prinćıpio variacional para a dimensão métrica média que E. Lindenstrauss e
M. Tsukamoto estabeleceram em [5], onde relacionaram a dimensão métrica
média com a função taxa de distorção.
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Antes de definirmos a função taxa de distorção Rµ(ε), vamos definir a
informação mútua entre duas varáveis aleatórias que possuam imagem finita.
Sejam Z1 e Z2 duas variáveis aleatórias com imagem finita agindo em X ,
denotamos por Hµ(Zi) a entropia da partição pré-imagem de Zi com respeito
à medida µ, para i = {1, 2}. Definimos a informação mútua de Z1 e Z2 por

Iµ(Z1, Z2) = Hµ(Z1) +Hµ(Z2)−Hµ(Z1 ∨ Z2),

onde Hµ(Z1∨Z2) denota a entropia do refinamento das partições pré-imagem
de Z1 e Z2.

Definição 5.2.1. Dizemos que o par (X, Y ) satisfaz a condição (∗)n,ε se as
seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Existe um espaço de probabilidade (Ω,P) tal que X : Ω → X e Y =
(Y0, Y1, . . . , Yn−1) : Ω→ X n são aplicações mensuráveis;

2. A medida X∗P é uma medida de probabilidade T -invariante em X ;

3. E
(

1
n

∑n−1
k=0 d(T kX, Yk)

)
6 ε.

Dizemos que o par (X, Y ) satisfaz a condição (∗)n,ε,µ se, além disso, temos
X∗P = µ.

Definição 5.2.2. Dada uma medida de probabilidade T -invariante µ em X ,
definimos a função taxa de distorção como

Rµ(ε) = inf
1

n
Iµ(X, Y ),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todos os pares (X, Y ) satisfazendo a condição
(∗)n,ε,µ.

Agora, considerando a aplicação T : X → X e uma métrica d podemos
definir mais uma nova famı́lia de métricas em X , semelhante a métrica dn,
porém, usando a média da distância entre os n primeiros iterados ao invés
da distância máxima entre eles.
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Então, definimos

d̃n(x, y) =
1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(y)).

Denotamos uma bola de raio ε na métrica d̃n como uma (n, ε)-bola dinâmica
média.

Analogamente a Definição 4.0.1, onde usamos a métrica dn para definir
hµ(ε, T, δ), a próxima definição é semelhante, porém, utilizamos a métrica
d̃n.

Definição 5.2.3. Seja µ uma medida de probabilidade T -invariante em X .
Definimos

h̃µ(ε, T, δ) = lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, ε, δ),

onde Ñµ(n, ε, δ) é o número mı́nimo de (n, ε)-bolas dinâmicas médias ne-
cessárias para cobrir um conjunto com medida estritamente maior que 1− δ
com respeito à µ. Definimos também a entropia métrica média com respeito
à µ como sendo o limite

h̃µ(T, δ) = lim
ε→0

h̃µ(ε, T, δ).

Proposição 5.2.4. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante
e (X , d) um espaço métrico compacto com diâmetro D. Então

Rµ(ε) 6 h̃µ(ε/2, T, ε/2D).

Se P é uma partição com diâmetro menor que ε. Então

Rµ(ε) 6 hµ(P , T ).

Demonstração. Por definição, temos que

Rµ(ε) = inf
1

n
Iµ(X, Y ),

onde (X, Y ) satisfazem a condição (∗)n,ε,µ.
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Considerando K ⊂ X tal que Ñ(K,n, ε/2) = Ñ(n, ε/2, ε/2D) = N , ou
seja, o número mı́nimo de (n, ε/2)-bolas dinâmicas médias necessárias para
cobrir K é igual ao número mı́nimo de (n, ε/2)-bolas dinâmicas médias ne-
cessárias para cobrir um conjunto de medida µ maior que 1− ε/2D.

Logo, existem pontos {xi}Ni=1 em X tais que

K ⊂
N⋃
i=1

B̃n

(
xi,

ε

2

)
e

µ(K) > 1− ε

2D
.

Além disso, consideramos uma partição de K {A1, A2, . . . , AN}, cons-
trúıda da seguinte forma:

A1 = B̃n

(
x1,

ε

2

)
∩K

A2 =
(
B̃n

(
x2,

ε

2

)
∩K

)
\ B̃n

(
x1,

ε

2

)
...

AN =
(
B̃n

(
xN ,

ε

2

)
∩K

)
\
(
B̃n

(
x2,

ε

2

)
∪ · · · ∪ B̃n

(
xN−1,

ε

2

))
Então, considerando AN+1 = X \

⋃N
i=1Ai, obtemos uma partição de X com

N + 1 elementos.

Agora, definimos uma aplicação mensurável f : X → X , análoga a defi-
nida na proposição anterior, onde f(x) = xi se x ∈ Ai e i ∈ {1, 2, . . . , N} e
f(x) = p ∈ X \ K se x ∈ AN+1. Além disso, observamos que para x ∈ K,
d̃n(x, f(x)) < ε/2 e, por construção, obtemos também que |f(x)| = N + 1.

Definimos Y = (f(x), T (f(x)), T 2(f(x)), . . . , T n−1(f(x))) . Como f(x)
pode tomar somente N + 1 valores, obtemos também que |Im(Y )| = N + 1.

Logo
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E

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk)

)
=

∫
X

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x)

=

∫
K

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x)

+

∫
X\K

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x)

6
∫
K

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x) + µ(X \K)D,

pois, como d(T k(x), T k(f(x)) 6 D, conclúımos que

∫
X\K

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x) 6
∫
X\K

Ddµ(x)

= D

∫
X\K

dµ(x) = Dµ(X \K).

Para a integral em K, sabendo que d̃n(x, f(x)) < ε/2, obtemos a seguinte
desigualdade

∫
K

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T k(f(x))dµ(x) 6
∫
K

ε

2
dµ(x)

=
ε

2
µ(K)

6
ε

2
.

Portanto

E

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk)

)
6
ε

2
+

ε

2D
·D = ε,
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pois µ(K) > 1− ε/2D implica que µ(X \K) < ε/2D.

Agora, a partir da definição da informação mútua, obtemos as seguintes
desigualdades:

Iµ(X, Y ) = Hµ(X) +Hµ(Y )−Hµ(X ∨ Y )

= Hµ(X) +Hµ(Y )− (Hµ(X) +Hµ(Y |X))

= Hµ(Y )−Hµ(Y |X)

6 Hµ(Y )

6 log(|f(x)|)
= log(N + 1)

= log
(
Ñµ

(
n,
ε

2
,
ε

2D

)
+ 1
)
.

Logo

Rµ(ε) = inf
1

n
Iµ(X, Y )

6 lim inf
n→∞

1

n
Iµ(X, Y )

6 lim inf
n→∞

1

n
log
(
Ñµ

(
n,
ε

2
,
ε

2D

))
6 lim sup

n→∞

1

n
log
(
Ñµ

(
n,
ε

2
,
ε

2D

))
= h̃µ

( ε
2
, T,

ε

2D

)
.

Relacionando as duas métricas dn e d̃n, observamos que se o máximo entre
as distâncias dos iterados é menor do que ε, ou seja, dn(x, y) < ε, então a
distância média dos iterados também é menor do que ε, ou seja, d̃n(x, y) < ε.

Portanto, conclúımos que

Bn(x, ε) ⊂ B̃n(x, ε).
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Então, considerando uma cobertura por bolas dinâmicas para um deter-
minado conjunto, isto implica que podemos considerar uma cobertura para
este mesmo conjunto por meio de bolas dinâmicas médias centradas nos mes-
mos pontos e com mesmo raio. Consequentemente Nµ(n, ε, δ) > Ñµ(n, ε, δ) e
hµ (ε/2, T, ε/2D) > h̃µ (ε/2, T, ε/2D) .

Pelo Lema 4.0.2, temos

hµ(P , T ) > lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ),

para qualquer partição com diâmetro menor que ε e qualquer δ ∈ (0, 1).

Com isso, conclúımos que

Rµ(ε) 6 hµ (ε/2, T, ε/2D) 6 hµ(P , T ),

onde P é uma partição com diâmetro menor do que ε.

A demonstração do próximo teorema pode ser encontrado em [14].

Teorema 5.2.5. Seja X : (Ω,P) → (X , µ) uma aplicação mensurável com
X∗P = µ onde µ é uma medida de probabilidade ergódica T -invariante em
X . Dado ε0 > 0, existe n(ε0) ∈ N tal que para cada n > n(ε0), existe uma
função mensurável fn : X → X n tal que o par (X, fn ◦X) satisfaz a condição
(∗)n,ε+ε0 e |fn(X )| 6 en(Rµ(ε)+ε0).

Definição 5.2.6. Uma aplicação Z : X → X n é uma (n, ε)-aproximação de
(X , T ) se é uma aplicação mensurável com imagem finita e satisfaz∫

X

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), Zk(x))dµ(x) 6 ε.

Lema 5.2.7. Dada Z uma (n, ε)-aproximação de (X , T ), podemos encontrar
uma (n, 2ε)-aproximação de (X , T ) Z ′ = (Z ′0, . . . , Z

′
n−1) tal que Z ′k = T kZ ′0.

Além disso, as partições geradas pelas pré-imagens de Z e Z ′ coincidem.

Demonstração. Como Z é uma (n, ε)-aproximação de (X , T ), temos que
Im(Z) = {z1, z2, . . . , zT}, onde zj ∈ X n, ∀j ∈ {1, . . . , T}, pois Z tem ima-
gem finita.
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Logo, denotamos por Q = {Q1, . . . , QT} a partição pré-imagem de Z, ou
seja, a partição tal que

Z|Qj ≡ zj = (zj,0, . . . , zj,n−1) ∈ X n.

Então, obtemos que

∫
X

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), Zk(x))dµ(x) =
T∑
k=1

∫
Qk

1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), zk,i)dµ(x),

Para simplificar a notação, definimos a função gk : Qk → R dada por

gk(x) =
1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), zk,i).

Usando o fato de Z ser uma (n, ε)-aproximação, obtemos que

T∑
k=1

∫
Qk

1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), zk,i)dµ(x) =
T∑
k=1

∫
Qk

gk(x)dµ(x) 6 ε.

Considerando ak =
∫
Qk
gk(x)dµ(x), analisamos os casos ak 6= 0 e ak = 0.

Então, supondo ak 6= 0 para algum k ∈ {1, . . . , T}, afirmamos que exite um
ponto xk ∈ Qk tal que

gk(xk) 6
ak

µ(Qk)
.

De fato, supondo por absurdo que

gk(xk) >
ak

µ(Qk)
,∀x ∈ Qk,

então
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∫
Qk

gk(x)dµ(x) >

∫
Qk

ak
µ(Qk)

dµ(x)

=
ak

µ(Qk)

∫
Qk

dµ(x)

=
ak

µ(Qk)
· µ(Qk) = ak,

o que implica que ak > ak, absurdo. Logo, obtemos que

gk(xk) 6
ak

µ(Qk)
.

Agora, se ak = 0, escolhemos xk como sendo qualquer ponto de Qk.
Definimos

Z ′i(x) = T i(xk),∀x ∈ Qk

e

Z ′(x) = (Z ′0, Z
′
1, . . . , Z

′
n−1)

= (xk, T
i(xk), . . . , T

n−1(xk)),

sempre que x ∈ Qk. Além disso, pela construção de Z ′, obtemos que a
partição pré-imagem de Z e Z ′ coincidem.

Então,

∫
X

1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), Z ′k(x))dµ(x) =
T∑
k=1

∫
Qk

1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), T i(xk))dµ(x). (5.1)

Usando a desigualdade triangular e a linearidade da integral, obtemos
que 5.1 é menor um igual a

T∑
k=1

(∫
Qk

1

n

n−1∑
k=0

d(T i(x), zk,i)dµ(x) +

∫
Qk

1

n

n−1∑
k=0

d(zk,i, T
i(xk))dµ(x)

)
,
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que por sua vez é igual a

T∑
k=1

(ak + µ(Qk)gk(xk)) . (5.2)

Como gk(xk) 6
ak

µ(Qk)
, obtemos que 5.2 é menor ou igual a

T∑
k=1

(2ak) = 2 ·
T∑
k=1

(ak) 6 2ε.

Logo, conclúımos que Z ′ é uma (n, 2ε)-aproximação para (X , T ).

Proposição 5.2.8. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante.
Então

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 Rµ(ε).

Demonstração. Fixado ε0 > 0 arbitrariamente pequeno. Para n > n(ε0) con-
sideramos a aplicação fn = (fn,0, . . . , fn,n−1) : X → X n dada pelo Teorema
5.2.5.

Como (X, fn(X)) satisfaz a condição (∗)n,ε+ε0 , onde X : (Ω,P)→ (X , µ)
é uma aplicação mensurável com X∗P = µ, obtemos que∫

Ω

1

n

n−1∑
k=0

d(T k ◦X, fn,k ◦X)dP =

∫
X

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), fn,k(x))dµ(x) 6 ε+ ε0

(5.3)

De fato, considerando E um conjunto mensurável e XE sua função carac-
teŕıstica, então∫

X
XE dµ = µ(E) = P(X−1(E)) =

∫
Ω

XE ◦XdP.

Como a integral é um funcional linear, segue que∫
X
s dµ =

∫
Ω

s ◦XdP (5.4)

64



para toda função simples s =
∑k

j=1 αjXAj , onde α1, . . . , αk ∈ R e A1, . . . , Ak
são conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois.

Seja ϕ uma função mensurável não negativa e integrável, então existe
uma sequência não decrescente de funções simples 0 6 s1 6 s2 6 · · ·
com limn→∞ sn(x) = ϕ(x),∀x ∈ X e, por definição de integral,

∫
ϕ dµ =

limn→∞
∫
sn dµ. Além disso, obtemos também que limn→∞ (sn ◦X) (x) =

(ϕ ◦X) (x), para todo x ∈ Ω e 0 6 s1 ◦ X 6 s2 ◦ X 6 · · · . Logo, pelo
Teorema da Convergência Monótona, temos que

lim
n→∞

∫
Ω

sn ◦X dP =

∫
Ω

ϕ ◦X dP.

Portanto, usando 5.4 conclúımos que∫
X
ϕ dµ =

∫
Ω

ϕ ◦XdP

para toda função mensurável não negativa e integrável.

Como d é mensurável e não negativa, isto implica que vale 5.3.

Por meio desta igualdade, observamos que para todo n > n(ε0) cada
fn é uma (n, ε + ε0)-aproximação de (X , T ) e, além disso, como |fn(X )| 6
en(Rµ(ε)+ε0), aplicando o logaritmo e dividindo por n esta desigualdade, obte-
mos que

1

n
log|fn(X )| 6 Rµ(ε) + ε0.

Pelo Lema 5.2.7 , podemos encontrar aplicações f̃n : X → X n que são
(n, 2ε+ 2ε0)-aproximações de (X , T ) com f̃n,k = T kf̃n,0. Definindo gn = f̃n,0,
escrevemos f̃n como

f̃n = (gn, T gn, . . . , T
n−1gn).

Como as partições pré-imagem de fn e f̃n coincidem, obtemos também que
Hµ(fn) = Hµ(f̃n) e |fn(X )| = |f̃n(X )| = |gn(X )|, pois as coordenadas de f̃n
dependem somente da primeira coordenada que é gn. Logo, obtemos que

1

n
log|gn(X )| 6 Rµ(ε) + ε0.
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Antes de relacionar Rµ(ε) com h̃µ(4Lε, T, 1/L), observamos que

∫
X
d̃n(x, gn(x))dµ(x) =

∫
X

1

n

n−1∑
k=0

d(T k(x), T kgn(x))dµ(x) 6 2ε+ 2ε0.

Definindo C = gn(X ) ⊂ X e A =
⋃
p∈C B̃n(p, 2L(ε + ε0)) afirmamos que

µ(A) > 1− 1/L.

De fato, se x ∈ X \ A, então d̃n(x, gn(x)) > 2L(ε + ε0), caso contrário,
d̃n(x, gn(x)) < 2L(ε + ε0) implicaria que x ∈ B̃n(p, 2L(ε + ε0)) para algum
p ∈ C e, consequentemente, x ∈ A.

Como

∫
X
d̃n(x, gn(x))dµ =

∫
X\A

d̃n(x, gn(x))dµ+

∫
A

d̃n(x, gn(x))dµ 6 2(ε+ ε0),

obtemos∫
X\A

2L(ε+ ε0)dµ(x) 6
∫
X\A

d̃n(x, gn(x))dµ(x) 6 2(ε+ ε0),

implicando

2L(ε+ ε0)µ(X \ A) 6 2(ε+ ε0).

Portanto, conclúımos que

µ(X \ A) 6
1

L
consequentemente

µ(A) > 1− 1

L
.

Por construção, sabemos que o conjunto A pode ser coberto por |C|=
|gn(X )| (n, 2L(ε+ ε0))-bolas dinâmicas médias. Logo, obtemos que
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Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L) 6 |gn(X )|.

Aplicando o logaritmo e dividindo por n em ambos os lados da desigualdade,
temos

1

n
log Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L) 6

1

n
log|gn(X )| 6 Rµ(ε) + ε0,∀n > n(ε0).

Agora, para cada ε0 > 0 fixado, a desigualdade anterior implica que

lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L) 6 Rµ(ε) + ε0.

Fazendo ε0 → 0, em algum momento vamos ter ε0 < ε e 2L(ε + ε0) 6 4Lε,
então

Ñµ(n, 4Lε, 1/L) 6 Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L)

e

lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 4Lε, 1/L) 6 lim sup

n→∞

1

n
log Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L).

Portanto,

h̃µ(4Lε, T, 1/L) = lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 4Lε, 1/L) 6 Rµ(ε).

O próximo teorema resume as Proposições 5.2.4 e 5.2.8.

Teorema 5.2.9. Seja (X , d) um espaço métrico compacto com diâmetro D,
T : X → X uma transformação cont́ınua e µ uma medida de probabilidade
ergódica T -invariante. Então

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 Rµ(ε) 6 h̃µ(ε, T, ε/2D).
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Definição 5.2.10. Dado x ∈ X , n > 0 e r ∈ (0, 1) definimos

B′n(x, ε, r) =

{
y ∈ X :

1

n
#
{

0 6 i 6 n− 1 : d(T i(x), T i(y)) 6 ε
}
> 1− r

}
.

Definimos também Nµ(n, ε, δ, r) como o número mı́nimo de bolas B′n(x, ε, r)
necessárias para cobrir um conjunto com medida maior ou igual que 1− δ.

A seguinte proposição segue de um resultado encontrado em [16].

Proposição 5.2.11. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante.
Então, para cada δ ∈ (0, 1), temos a seguinte desigualdade

hµ(T ) 6 lim
r→0

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ, r).

Se assumirmos que X é compacto, então obtemos a igualdade.

Uma aplicação da Proposição 5.2.11 é o próximo resultado.

Proposição 5.2.12. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante.
Então, para δ ∈ (0, 1) temos

hµ(T ) 6 h̃µ(T, δ).

Demonstração. Inicialmente, observamos que se y ∈ B̃n(x, ε), então y ∈
B′n(x, Lε, 1/L). De fato, supondo por contradição que y ∈ B̃n(x, ε) e

#
{

0 6 i 6 n− 1 : d(T i(x), T i(y) > Lε
}
>
n

L
,

obtemos

d̃n(x, y) =
1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), T i(y)

>
1

n

(n
L
· Lε
)

= ε,

implicando que y 6= B̃n(x, ε).
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Logo, conclúımos que

#
{

0 6 i 6 n− 1 : d(T i(x), T i(y) > Lε
}
6
n

L

que é equivalente à

1

n
#
{

0 6 i 6 n− 1 : d(T i(x), T i(y)) 6 Lε
}
> 1− 1

L
.

Com isso, conclúımos que

B̃n(x, ε) ⊂ B′n(x, Lε, 1/L).

Então,

Nµ(n, Lε, δ, 1/L) 6 Ñµ(n, ε, δ),∀δ ∈ (0, 1)

e

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, Lε, δ, 1/L) 6 lim sup

n→∞

1

n
log Ñµ(n, ε, δ).

Fazendo ε→ 0, mas com L fixado, obtemos

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, Lε, δ, 1/L) = lim

ε→0
lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, ε, δ).

Como

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, ε, δ) = h̃µ(T, δ),

temos que

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ, 1/L) 6 h̃µ(T, δ).

Fazendo L→∞ e usando a proposição anterior, obtemos
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hµ(T ) 6 lim
L→∞

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logNµ(n, ε, δ, 1/L) 6 h̃µ(T, δ).

Corolário 5.2.13. Seja (X , d) um espaço métrico compacto de diâmetro D,
T : X → X uma transformação cont́ınua e µ uma medida de probabilidade
ergódica T -invariante. Então

h̃µ(T, δ) = lim
ε→0

Rµ(ε) = hµ(T ).

Demonstração. Pelo Teorema 5.2.9, sabemos que

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 Rµ(ε) 6 h̃µ(ε, T, ε/2D).

Como Ñµ(n, ε, δ) 6 Nµ(n, ε, δ), pois Bn(x, ε) ⊂ B̃n(x, ε), obtemos

h̃µ(ε/2, T, ε/2D) 6 hµ(ε/2, T, ε/2D).

Logo,

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 Rµ(ε) 6 hµ(ε, T, ε/2D).

Tomando o limite com ε tendendo a zero, temos

lim
ε→0

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 lim
ε→0

Rµ(ε) 6 lim
ε→0

hµ(ε, T, ε/2D),

e, consequentemente

h̃µ(T, δ) 6 lim
ε→0

Rµ(ε) 6 hµ(T ).

Pela proposição anterior, sabemos que h̃µ(T, δ) > hµ(T ) e, portanto, con-
clúımos que

h̃µ(T, δ) = lim
ε→0

Rµ(ε) = hµ(T ).
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Definição 5.2.14. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X
uma aplicação cont́ınua. Então

S̃(X , d, ε) = lim sup
n→∞

1

n
log Ñd(n, ε),

onde Ñd(n, ε) é definido como sendo a cardinalidade máxima de um conjunto
(n, ε)-separado com respeito a métrica d̃n.

Frequentemente denotaremos S̃(ε) = S̃(X , d, ε) quando a dinâmica está
bem especificada.

Lema 5.2.15. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X uma
aplicação injetiva. Dado ε > 0 e δ ∈ (0, 1/4), existe uma medida de probabi-
lidade T -invariante µε tal que

h̃µ(ε, T, δ) > S̃

(
2ε

1− 4δ

)
− 3δS̃

(
ε

1− 4δ

)
.

Demonstração. Fixado ε > 0 e δ ∈ (0, 1/4). Seja

En =
{
x1, x2, . . . , xÑd(n,ε)

}
uma coleção de pontos (n, ε)-separados em relação a métrica d̃n com cardi-
nalidade Ñd(n, ε). Definimos também a medida

σn =
1

|En|
∑
x∈En

δx,

onde δx é a medida de probabilidade suportada no ponto x e

σn =
1

n

n−1∑
k=0

T k∗ σn.

Consideramos uma sequência (nk)k∈N tal que

S̃(X , d, ε) = lim
k→∞

1

nk
log Ñd(nk, ε).

Conforme argumentado no Lema 4.0.4, podemos obter uma subsequência
de (nk) tal que (σnk)k∈N converge a uma medida de probabilidade T -invariante
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µ. Além disso, podemos considerar a sequência de tal modo que limk→∞
nk
k

=
∞.

Consideramos K ⊂ X um conjunto aberto com µ(K) > 1− δ e

Ñ (K,n, (1− 4δ)ε/2) = Ñµ (n, (1− 4δ)ε/2, δ) ,

onde Ñ(K,n, r) é definido como sendo o número mı́nimo de (n, r)-bolas
dinâmicas médias necessárias para cobrir K. Além disso, conforme argu-
mentado no Lema 4.0.4, existe k0 ∈ N tal que σnk(K) > 1 − δ,∀k > k0.
Então, definimos o conjunto

Ln =
{

(i, j) ∈ N2 : 0 6 i 6 n− 1, 1 6 j 6 Ñd(n, ε)
}
,

onde (i, j) = 1 se T i(xj) ∈ K e (i, j) = 0 caso contrário.

Definindo τ̃ como sendo o número de uns em Lnk , seguimos uma ar-
gumentação análoga ao Lema 4.0.4 e obtemos τ̃ > nkÑd(nk, ε)(1− δ). Além
disso, para s > 1 onde s ∈ R, definimos Lnk(s) como sendo o conjunto dos ele-
mentos de Lnk com as primeiras coordenadas no intervalo

[[
nk
k

]
, nk −

[
nk
s

]
− 1
]

e conclúımos também que

τ̃(s) > nkÑ(nk, ε)

(
1− δ − 1

s
− 1

k

)
,

onde τ̃(s) é o número de uns em Lnk(s).

Agora, ao assumirmos que

1

1− 2δ − 1

k

< s <
1

1− 3δ
,

o que pode ser feito tomando k suficientemente grande de modo que δ > 1/k,
obtemos que o número de uns em Lnk(s) é pelo menos nkÑd(nk, ε)δ. Como
Lnk(s) tem

(
nk −

[
nk
s

]
−
[
nk
k

])
linhas, calculando o número médio de uns por

linha conclúımos que existe um ı́ndice mk tal que a mk-ésima linha possui

pelo menos nkÑd(nk,ε)δ

nk−[nks ]−[nkk ]
uns e

[
nk
k

]
6 mk < nk −

[
nk
s

]
.

Em paralelo a isto, consideramos B um conjunto (mk, ε/2)-separado com
respeito a métrica d̃mk com |B| = Ñd(mk, ε/2). Isto implica que podemos
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cobrir X com Ñd(mk, ε/2) (mk, ε/2)-bolas dinâmicas médias, ou seja,

X =
⋃
y∈B

B̃mk (y, ε/2) .

Agora, observamos que se i 6= j e

d̃mk(xi, xj) =
1

mk

mk−1∑
l=0

d(T l(xi), T
l(xj)) 6 ε,

então

mk−1∑
l=0

d(T l(xi), T
l(xj)) 6 mkε.

Com isso, obtemos que

mkε+

nk−mk−1∑
p=0

d(Tmk+p(xi), T
mk+p(xj))

é maior ou igual à

mk−1∑
l=0

d(T l(xi), T
l(xj)) +

nk−1∑
l=mk

d(T l(xi), T
l(xj)) = nk · d̃nk(xi, xj),

que pela definição de Enk , implica

nk−mk−1∑
p=0

d(Tmk+p(xi), T
mk+p(xj)) > nkε−mkε = (nk −mk)ε,

ou seja,

d̃nk−mk(T
mk(xi), T

mk(xj)) > ε.

73



Podemos concluir também que existe um um subconjunto

I ⊂
{

1, 2, . . . , Ñd(nk, ε)
}

tal que se i ∈ I, então Tmk(xi) ∈ K. Além disso, pelos argumentos anteriores,
sabemos que

|I| > nkÑd(nk, ε)δ

nk −
[
nk
s

]
−
[
nk
k

] > Ñd(nk, ε)δ.

Então, pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos, existe um subconjunto A ⊂
{Tmk(xi)}i∈I ⊂ K tal que o diâmetro de A com respeito a d̃mk é no máximo
ε e

|A| > Ñd(nk, ε)δ

Ñd(mk, ε/2)
.

Logo, isto implica que se a, b ∈ A e a 6= b, então d̃nk−mk(a, b) > ε e, conse-
quentemente, obtemos

d̃nk(a, b) > d̃nk−mk(a, b) > ε >
ε(nk −mk)

nk
.

Como mk < nk −
[
nk
s

]
, então −mk >

[
nk
s

]
− nk, implicando que

nk −mk

nk
>

[
nk
s

]
nk

>

nk
s
− 1

nk
=

1

s
− 1

nk
> 1− 3δ − 1

nk
,

devido a escolha de s. Com isso, conclúımos que d̃nk(a, b) > (1−3δ−1/nk)ε.
Como para k suficientemente grande 1/nk < δ, isto implica que d̃nk(a, b) >
(1− 4δ) ε, mostramos que A é um conjunto (n, (1−4δ)ε)-separado em relação
a d̃nk . Considerando P o número máximo de elementos de um conjunto
(n, (1− 4δ)ε)-separado em relação a d̃nk contido em K, temos

Ñµ (n, (1− 4δ)ε/2, δ) = Ñd (K,n, (1− 4δ)ε/2)

> P

> |A|

>
Ñd(nk, ε)δ

Ñd(mk, ε/2)
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Definindo α = (1− 4δ)ε/2, obtemos

h̃µ(α, T, δ) = lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ (n, α, δ)

> lim sup
k→∞

1

nk
log

(
Ñd(nk, ε)δ

Ñd(mk, ε/2)

)

= lim sup
k→∞

(
1

nk
log Ñd(nk, ε)−

1

nk
log Ñd(mk, ε/2)

)
= lim sup

k→∞

(
1

nk
log Ñd(nk, ε)−

mk

nk
· 1

mk

log Ñd(mk, ε/2)

)
.

Como mk < nk −
[
nk
s

]
, então mk

nk
< 1− 1

s
+ 1

nk
. Logo,

h̃µ(α, T, δ) > lim sup
k→∞

(
1

nk
log Ñd(nk, ε)−

(
1− 1

s
+

1

nk

)
1

mk

log Ñd(mk, ε/2)

)
> lim sup

k→∞

(
1

nk
log Ñd(nk, ε)−

(
3δ +

1

nk

)
1

mk

log Ñd(mk, ε/2)

)
> lim

k→∞

1

nk
log Ñd(nk, ε)− lim sup

k→∞

((
3δ +

1

nk

)
1

mk

log Ñd(mk, ε/2)

)
= lim

k→∞

1

nk
log Ñd(nk, ε)− 3δ lim sup

k→∞

1

mk

log Ñd(mk, ε/2).

Como
[
nk
k

]
6 mk, então mk → ∞ quando k → ∞. Com isso, conclúımos

que

h̃µ(α, T, δ) > S̃(ε)− 3δS̃(ε/2),

pois, pela escolha da sequência (nk), sabemos que

S̃(ε) = lim
k→∞

1

nk
log Ñd(nk, ε)

e
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S̃(ε/2) = lim sup
n→∞

1

n
log Ñd(n, ε/2)

> lim sup
k→∞

1

mk

log Ñd(mk, ε/2).

Portanto,

h̃µ(ε, T, δ) > S̃

(
2ε

1− 4δ

)
− 3δS̃

(
ε

1− 4δ

)
.

Em particular, isto implica que

sup
µ∈MT (X )

h̃µ(ε, T, δ) > S̃

(
2ε

1− 4δ

)
− 3δS̃

(
ε

1− 4δ

)
.

A partir de agora, precisamos de uma versão do Teorema 5.2.5 para me-
didas não ergódicas. Para isso, consideramos em X n a métrica ρn dada por

ρn(x, y) =
1

n

n∑
i=1

d(xi, yi),

onde x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn). Definimos também a medida µn

como µn(A) = µ((T (n))−1(A)), para todo A ⊂ X n mensurável, onde T (n) :
X → X n é definida como T (n)(x) = (x, T (x), . . . , T n−1(x)). Além disso, para
um subconjunto finito Cn ⊂ X , definimos Eµ(Cn) como

Eµ(Cn) =

∫
Xn

min
c∈Cn

ρn(x, c)dµn(x).

Definição 5.2.16. Dado R > 0, definimos

δµ(R) = inf
{
Eµ(Cn) : Cn ⊂ X n e |Cn| 6 enR

}
e

Dµ(R) = inf

{
Eµ

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, (Y0, . . . , Yn−1)) 6 R

}
.
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As demonstrações dos próximos três resultados podem ser encontradas
em [14].

Teorema 5.2.17. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica T -invariante
em X . Então

δµ(R) = Dµ(R).

Proposição 5.2.18. A função µ 7→ δµ(R) é afim e semicont́ınua superior-
mente. A função R 7→ δµ(R) é convexa e decrescente.

Corolário 5.2.19. Seja µ uma medida de probabilidade T -invariante em X .
Então

δµ(R) =

∫
X
δµx(R)dµ(x),

onde µ =
∫
µxdµ(x) é a decomposição ergódica de µ.

Além disso, temos que

inf
R>0

δµ(R) = 0.

De fato, como Eµ(Cn) =
∫
Xn minc∈Cn ρn(x, c)dµn(x), ρn é uma métrica e a

integral é um funcional linear positivo, obtemos que Eµ(Cn) > 0 e, conse-
quentemente, infR>0 δµ(R) > 0.

Além disso, dado ε > 0, seja B um conjunto ε-separado de cardinalidade
máxima. Então, isto implica que para todo x ∈ X , existe um elemento b ∈ B
tal que d(x, b) < ε. Logo, definimos Cn como

Cn = B ×B × · · · ×B,

onde estamos tomando o produto cartesiano de B n vezes. Com isso, con-
clúımos que |Cn| = N(ε)n e ρn(x, c) < ε, para algum c ∈ Cn.

De fato, para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ X n,∃c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn tal que
d(xi, ci) < ε,∀i ∈ {1, . . . , n} . Logo

ρn(x, c) =
1

n

n∑
i=1

d(xi, ci) <
1

n
· nε < ε.
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Portanto, ∫
Xn

min
c∈Cn

ρn(x, c)dµn(x) <

∫
Xn
ε dµn(x) = ε,

desde que N(ε)n 6 enR, o que é posśıvel tomando R suficientemente grande.
Logo, Eµ(Cn) pode ser tomado tão próximo de zero quanto se queira, basta
considerar Cn assim como definido anteriormente e R suficientemente grande.
Com isso, conclúımos que infR>0 δµ(R) = 0.

Agora, como δµ(R) é convexa e infR>0 δµ(R) = 0, temos que δµ(R) é estri-
tamente decrescente em R se δµ(R) > 0. De fato, supondo por contradição
que existem R1 e R2 tais que R1 < R2 e δµ(R1) = δµ(R2) > 0. Como
infR>0 δµ(R) = 0, exite R3 tal que R1 < R2 < R3 e δµ(R3) < δµ(R1). Como
δµ(R) é convexa em R, isto implica que

δµ(R1(1− λ) + λR3) 6 (1− λ)δµ(R1) + λδµ(R3),∀λ ∈ [0, 1].

Considerando λ′ ∈ (0, 1) tal que (1− λ′)R1 + λ′R3 = R2, obtemos

δµ(R2) 6 (1− λ′)δµ(R1) + λ′δµ(R3)

< (1− λ′)δµ(R1) + λ′δµ(R1)

= δµ(R1)

= δµ(R2).

Logo, obtemos que δµ(R2) < δµ(R2), o que é uma contradição. Portanto,
δµ(R) é estritamente decrescente se δµ(R) > 0, pois, pela proposição 3.3.16
já sabemos que R 7→ δµ(R) é decrescente.

Definindo

D∞(R) = sup
x∈X

Dµx(R) = sup
x∈X

δµx(R),

temos que D∞(R) é uma função convexa pois é o supremo de funções con-
vexas, consequentemente é também uma função cont́ınua. Além disso, pela
definição de D∞(R), também temos que infR>0D∞(R) = 0 e D∞(R) é estri-
tamente decrescente em R se D∞(R) > 0.
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Afirmamos também que Rµ(ε) e Dµ(R) são inversas uma da outra nos
pontos onde Rµ(ε) e Dµ(R) são estritamente decrescentes. De fato, pela
definição de Dµ(R), temos

Dµ(Rµ(ε)) = inf
X,Y

{
Eµ

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, Y ) 6 Rµ(ε)

}

= inf
X,Y

{
Eµ

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, Y ) 6 inf

1

n
Iµ(Z,W )

}

onde Z,W satisfazem a condição (∗)n,ε,µ.

Como Rµ(ε) é estritamente decrescente, para que 1
n
Iµ(X, Y ) 6 Rµ(ε) é

necessário que X, Y satisfaçam (∗)n,ε1,µ onde ε1 > ε. Caso contrário, se ε1 < ε,
teŕıamos Rµ(ε1) > Rµ(ε), ou seja, inf 1

n
Iµ(X, Y ) > inf 1

n
Iµ(Z,W ), o que seria

uma contradição. Logo, obtemos Dµ(Rµ(ε)) = ε.

Por outro lado,

Rµ(Dµ(R)) = inf
Z,W

1

n
Iµ(Z,W ),

tais que, Z,W satisfazem a condição (∗)n,Dµ(R),µ. Como Rµ(ε) é estritamente
decrescente, o ı́nfimo vai ocorrer quando

Eµ

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kZ,Wk)

)
= Dµ(R)

que é igual a

inf
X,Y

{
Eµ

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, Y ) 6 R

}
.

Como Dµ(R) é estritamente decrescente, temos que se R1 < R, isto implica
que Dµ(R1) > Dµ(R). Então

inf
X,Y

{
E

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, Y ) 6 R1 < R

}
é maior do que
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inf
X,Y

{
E

(
1

n

n−1∑
k=0

d(T kX, Yk ◦X)

)
:

1

n
Iµ(X, Y ) 6 R

}
.

Logo, o ı́nfimo da esperança acima ocorre quando 1
n
Iµ(X, Y ) = R. Portanto,

Rµ(Dµ(R)) = R.

Lema 5.2.20. Seja Dµx : (0,∞)→ R uma função convexa decrescente para
cada x ∈ X e definindo

D∞(R) = sup
x
Dµx(R).

Seja I = {t ∈ (0,∞) : D∞(t) > 0} e J = Im(D∞). Então D−1
∞ : J → I está

bem definida e para todo ε ∈ J , temos

D−1
∞ (ε) = sup

x
D−1
µx (ε).

Demonstração. Pela convexidade de Dµx obtemos a convexidade de D∞ que
implica a continuidade de D∞. Como D∞ é estritamente decrescente em R
quando D∞(R) > 0, temos que D−1

∞ está bem definida e que J é um intervalo
aberto.

Afirmamos que

D−1
∞ (ε) > sup

x
D−1
µx (ε).

De fato, supondo por contradição queD∞(R) > Dµx(R) eD−1
∞ (ε) < supxD

−1
µx (ε).

Então, temos que

D−1
∞ (D∞(R)) < D−1

µx (D∞(R))

6 D−1
µx (Dµx(R))

pois D−1
µx (ε) é decrescente. Logo, obtemos que R < R, o que é uma con-

tradição. Portanto, conclúımos que

D−1
∞ (ε) > sup

x
D−1
µx (ε).
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Agora, afirmamos que

sup
x
D−1
µx (ε) > D−1

∞ (ε).

Supondo novamente por contradição que existe ε0 > 0 e ε ∈ J tal que
para todo x ∈ X temos D−1

∞ (ε) − ε0 > D−1
µx (ε) sempre que D−1

∞ (ε) está bem
definida. Seja b = D−1

∞ (ε) e a = D−1
∞ (ε)− ε0. Como

D∞(a) = D∞(D−1
∞ (ε)− ε0) > D∞(D−1

∞ (ε)) = ε

e
D∞(a) = sup

x
Dµx(a) > ε,

existe δ > 0 tal que supxDµx(a)− δ > ε. Logo, isto implica que existe x ∈ X
tal que

Dµx(a) > sup
x
Dµx(a)− δ > ε.

Portanto, obtemos

D∞(a) > Dµx(a) > ε = D∞(b) > Dµx(b).

Pelo Teorema do Valor Intermediário, ∃c ∈ (a, b] tal que Dµx(c) = ε, im-
plicando que c > a = D−1

∞ (ε) − ε0, mas D−1
∞ (ε) − ε0 > D−1

µx (ε) = c. Logo,
obtemos uma contradição e, consequentemente, temos

D−1
∞ (ε) = sup

x
D−1
µx (ε).

Proposição 5.2.21. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e µ uma me-
dida de probabilidade T -invariante. Então

h̃µ(Lε, T, 1/L) 6 sup
x
Rµx(ε) 6 sup

µ ergódicas
Rµ(ε).

Demonstração. Afirmamos que dado R > 0 e ε0 > 0, existe Cn ⊂ X n tal que
|Cn| 6 en(R+ε0) e
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Eµ(Cn) 6
∫
X
Dµx(R)dµ(x) + ε0.

De fato, como δµ(R) é decrescente, obtemos

δµ(R + ε0) 6 δµ(R)

6 δµ(R) + ε0

=

∫
X
δµx(R)dµ(x) + ε0

=

∫
X
Dµx(R)dµ(x) + ε0

6
∫
X

sup
x
Dµx(R)dµ(x) + ε0

= D∞(R) + ε0.

Logo,

δµ(R + ε0) = inf
{
Eµ(Cn) : Cn ⊂ X n e |Cn| 6 en(R+ε0)

}
6 D∞(R) + ε0.

Em particular, para R = R∞(ε) = supxRµx(ε), obtemos

Eµ(Cn) 6 D∞(R∞(ε)) + ε0 = ε+ ε0

para algum Cn. Como

Eµ(Cn) =

∫
Xn

min
c∈Cn

ρn(x, c)dµn(x) 6 ε+ ε0,

isto implica que ∀x ∈ X n,∃c ∈ Cn tal que ρn(x, c) 6 ε+ε0. Então, conclúımos
que podemos cobrir X n com bolas fechadas centradas nos pontos de Cn e raio
ε+ ε0 com respeito a métrica ρn. Com isso, obtemos que

|Cn| > Cd(n, 2(ε+ ε0)) > Nd(n, 2(ε+ ε0)).

Seja A ⊂ X n um conjunto (n, 2(ε+ ε0))-separado com cardinalidade igual
a Nd(n, 2(ε+ε0)) e B ⊂ X ×T (X )×· · ·×T n−1(X ) um conjunto (n, 2(ε+ε0))-
separado com cardinalidade máxima tal que todo ponto b ∈ B é da forma
b = (b, T (b), . . . , T n−1(b)).
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Logo,

|A| > |B|
> min {|C| : C é uma cobertura por bolas abertas de raio 2(ε+ ε0)} ,

cujos centros das bolas são da forma c = (c, T (c), . . . , T n−1(c)) e cobrem o
conjunto K formado por todos os pontos x = (x, T (x), . . . , T n−1(x)).

Agora, observamos que se x = (x, . . . , T n−1(x)) ∈ Bρn(c, 2(ε+ ε0)), então,
pela definição de ρn, obtemos que

d̃n(x, c) =
1

n

n−1∑
i=0

d(T i(x), T i(c)) < 2ε+ 2ε0.

Com isso, conclúımos que x ∈ B̃n(c, 2ε+ 2ε0). Como x é arbitrário e a união
das bolas centradas nos pontos de C cobrem K, ao considerarmos o conjunto
C ′ dos pontos de X formado pela primeira coordenada dos pontos de C,
formamos uma cobertura de X por bolas de raio 2ε + 2ε0 com respeito a
métrica d̃n. Logo,

|C| = |C ′| > Ñµ(n, 2(ε+ ε0), δ),∀δ ∈ (0, 1).

Em particular, para δ = 1/L, com L > 1, obtemos

en(R∞(ε)+ε0) > |Cn| > Ñµ(n, 2(ε+ ε0), 1/L) > Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L).

Tomando ε0 suficientemente pequeno de modo que ε0 < ε, obtemos

en(R∞(ε)+ε0) > Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L) > Ñµ(n, 4Lε, 1/L).

Consequentemente,

R∞(ε) + ε0 > lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 2L(ε+ ε0), 1/L)

> lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 4Lε, 1/L)

Fazendo ε0 → 0, temos
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R∞(ε) > lim sup
n→∞

1

n
log Ñµ(n, 4Lε, 1/L) = h̃µ(4Lε, T, 1/L),

logo

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 R∞(ε) = sup
x
Rµx(ε) 6 sup

µ ergódicas
Rµ(ε).

Definição 5.2.22. Seja (X , d) um espaço métrico compacto. (X , d) satisfaz
a condição 1.2 se para todo δ > 0, temos

lim
ε→0

εδ log #(X , d, ε) = 0,

onde #(X , d, ε) é o número mı́nimo de ε-bolas necessárias para cobrir X .

Proposição 5.2.23. Seja (X , d) um espaço métrico compacto e T : X → X
uma aplicação cont́ınua. Então

lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
= lim sup

ε→0

S̃(X , d, ε)
|log(ε)|

.

Se (X , d) satisfaz a condição 1.2, então

mdim(X , d, T ) = lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
.

Demonstração. Seja
{
x1, . . . , xÑd(n,ε/2)

}
um conjunto (n, ε/2)-separado com

respeito a métrica d̃n, então
{
B̃n(x1, ε/2), . . . , B̃n(xÑd(n,ε/2), ε/2)

}
é uma co-

bertura de X com diâmetro no máximo ε e, com isso, temos que

C̃d(n, ε) 6 Ñd(n, ε/2),

onde C̃d(n, ε) é definido analogamente a Cd(n, ε), porém usando d̃n.

Pelo lema 3.1 de [5], obtemos

Rµ(ε) 6 lim
n→∞

1

n
log C̃d(n, ε) 6 lim sup

n→∞

1

n
log Ñd(n, ε/2) = S̃(X , d, ε/2)
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e

sup
µ
Rµ(ε) 6 S̃(X , d, ε/2).

Então,

supµRµ(ε)

|log(ε)|
6
S̃(X , d, ε/2)

|log(ε)|
.

Portanto,

lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
6 lim sup

ε→0

S̃(X , d, ε/2)

|log(ε)|
,

consequentemente

lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
6 lim sup

ε→0

S̃(X , d, ε)
|log(ε)|

.

Por outro lado, como

h̃µ(4Lε, T, 1/L) 6 sup
µ ergódicas

Rµ(ε)

para qualquer medida de probabilidade T-invariante, em particular vale para

sup
µ
h̃µ(4Lε, T, 1/L).

Escolhendo δ = 1/L, podemos escrever a desigualdade acima como

sup
µ
h̃µ(4ε/δ, T, δ) 6 sup

µ ergódicas
Rµ(ε).

Pelo Lema 5.2.15, obtemos

sup
µ ergódicas

Rµ(ε) > sup
µ
h̃µ(4ε/δ, T, δ) > S̃

(
8ε

δ(1− 4δ)

)
− 3δS̃

(
4ε

δ(1− 4δ)

)
.

Logo
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lim sup
ε→0

supµ ergódicasRµ(ε)

|log(ε)|
> lim sup

ε→0

(
S̃ (8ε/δ(1− 4δ))

|log(ε)|
− 3δ

S̃ (4ε/δ(1− 4δ))

|log(ε)|

)

Fazendo δ → 0, obtemos

lim sup
ε→0

supµ ergódicasRµ(ε)

|log(ε)|
> lim sup

ε→0

S̃(ε)

|log(ε)|
.

Portanto, temos que

lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
= lim sup

ε→0

S̃(X , d, ε)
|log(ε)|

.

Se (X , d) satisfaz a condição 1.2, foi mostrado em [5] que

mdim(X , d, T ) = lim sup
ε→0

S̃(X , d, ε)
|log(ε)|

Logo, conclúımos que

mdim(X , d, T ) = lim sup
ε→0

supµRµ(ε)

|log(ε)|
,

quando (X , d) satisfaz a condição 1.2.
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Edição. SBM (2014)

[10] M. Gromov, Topological invariants of dynamical systems and spaces of
holomorphic maps. I. Math. Phys. Anal. Geom. 2 (1999), no. 4, 323-415.

[11] M. Brin, G. Stuck, Introduction to Dynamical Systems. Cambrigde Uni-
versity Press (2002).

87



[12] P. Walters, introduction to ergodic theory. Graduate Texts in Mathe-
matics, 79. Springer Verlag, New York-Berlin, (1982).
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