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Resumo

Nessa dissertacao estudamos a dinamica de operadores lineares em espacos de Banach
focando principalmente no conceito de hiperciclicidade. Apresentamos alguns critérios de
hiperciclicidade, estudamos a estrutura tanto do conjunto de vetores hiperciclicos quanto
do conjunto de operadores hiperciclicos e estudamos algumas propriedades espectrais
de tais operadores. Por fim, apresentamos um resultado recente devido a Charpentier,
Ernst e Menet [CEM16] que caracteriza os subconjuntos I' de C tais que Orb(I'z, T') =
{yTraz; y€T,n >0} = X é equivalente a Orb(z,T) = {T"z; n >0} = X, onde X é
um espaco de Banach e T' € L(X). Quando Orb(x,T) = X chamamos o operador 1" de

hiperciclico e quando Orb(I'z,T') = X chamamos o operador T' de I'-superciclico.

Palavras-chave: Operadores Lineares, Hiperciclicidade, I'-superciclicidade.



Abstract

In this dissertation we study the dynamics of linear operators in Banach spaces focusing
mainly on the concept of hypercyclicity. We present some criteria of hypercyclicity, we study
the structure of both the set of hypercyclic vectors and the set of hypercyclic operators and
we study some spectral properties of such operators. Finally, we present a recent result due
to Charpentier, Ernst and Menet [CEM16] which characterizes the subsets I" in C such that
Orb(I'z, T) = {yT"x; v €T',n >0} = X is equivalent to Orb(x, T) = {T"z; n > 0} = X,
where X is a Banach space and T' € L(X). When Orb(x,T) = X we call the operator T
hypercyclic T' and when Orb(yz, T) = X we call the operator T' I'-supercyclic.

Keywords: Linear Operators, Hypercyclicity, ['-supercyclicity.
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Introducao

Ao contrario do que possa parecer, dinamica linear pode ser tao complicada quanto
dindmica nao linear. Em 1929, G. D. Birkhoff [Bir29] obteve um exemplo de operador linear
que possui uma importante propriedade em dinamica: a existéncia de uma érbita densa.
Depois, G. R. MacLane [Mach2] (1952) encontrou o mesmo fendmeno para o operador
de derivagao, e S. Rolewicz [Rol69] (1969) mostrou que shifts lineares também podem
possuir 6rbitas densas. Chamamos os operadores com essa propriedade de hiperciclicos.
Esse termo apareceu pela primeira vez em torno de 1986 no trabalho de Beauzamy [Bea86]
motivado pelo problema do subespaco invariante. Posteriormente o termo foi usado por
Bourdon, Godefroy e Shapiro ([BS88], [GS91]).

A dindmica linear é uma area relativamente nova e que se desenvolveu de maneira
bem répida. Segundo Bayart e Matheron [BM09] essa drea provavelmente nasceu com a
tese de Kitai [Kit82] em 1982. Tornou-se bastante popular, gragas ao esfor¢o de muitos
matematicos. Em particular, os trabalhos de Godefroy e Shapiro [GS91], a pesquisa de
Grosse-Erdmann [Gro99] e as notas de Shapiro [Shal, tiveram uma influéncia conside-
ravel tanto no seu desenvolvimento interno como na sua difusao dentro da comunidade

matematica.

A dissertagao é estruturada em 5 capitulos e 2 apéndices. Logo no Capitulo 1
vemos a relacdo entre dindmica linear e outros ramos da matematica. Usamos nocoes de
dindmica topolégica e andlise funcional (teoria de operadores) para tratar dos operadores
hiperciclicos. Por exemplo, o Teorema Transitivo de Birkhoff nos da uma relacao entre
orbitas densas e transitividade topoldgica. Vemos que nao existem operadores hiperciclicos
em dimensao finita, portanto se trata de um fenémeno infinito dimensional. Apresentamos
alguns critérios de hiperciclicidade e exemplos. Logo em seguida discutimos de forma
breve o problema do critério de hiperciclicidade. Para finalizar o capitulo demonstramos
a existéncia de operadores hiperciclicos para espagos de Banach separaveis de dimensao

infinita (Teorema de Ansari-Bernal), respondendo a uma questao de Rolewicz [Rol69].

No Capitulo 2 discutimos sobre a estrutura do conjunto de vetores hiperciclicos
demonstrando o Teorema Transitivo de Birkhoft que nos dé, além de uma ferramenta
para provar que certos operadores sao hiperciclicos, a informacao de que esse conjunto é
residual, ou seja, é um G5 denso. Falamos também do problema do subespago invariante,
que motivou o estudo dos operadores hiperciclicos, uma vez que podemos formular essa
conjectura em termos de vetores hiperciclicos. Essa conjectura continua em aberto para

espagos de Hilbert e espacos de Banach reflexivos.

Vemos no Capitulo 3 que o conjunto dos operadores hiperciclicos definidos em



SUMARIO 13

um espago de Banach X sdo densos em L(X) na topologia da convergéncia pontual para
operadores. Por outro lado, o conjunto dos operadores hiperciclicos definido em um espago

de Hilbert H é nunca denso em L(H) com respeito a topologia da norma.

Nao poderiamos deixar de falar das propriedade espectrais dos operadores hiperci-
clicos, por isso, reunimos alguns resultados interessantes sobre o espectro de operadores
hiperciclicos no Capitulo 4. Mostramos a rela¢ao de um operador hiperciclico e sua adjunta

e que operadores compactos nao sao hiperciclicos.

Para finalizar o trabalho, discutimos no Capitulo 5 sobre dois artigos, o primeiro
devido a Bourdon e Feldman [BF03] e o segundo Charpentier, Ernst e Menet [CEM16].
Dividimos assim o capitulo em trés se¢oes. Na primeira se¢ao, falamos do primeiro artigo
que envolve um problema devido a Peris [Per01, Problema 2] que diz: Se uma 6rbita é
densa em algum lugar, entao ela é densa. Como consequéncia conseguimos provar também
o Teorema de Ansari e o Teorema Multi-hiperciclico (Costakis-Peris). Na segunda sec¢ao
provamos um teorema que caracteriza os conjuntos I' C C para os quais a nogao de
I'-superciclicidade coincide com o de hiperciclicidade. Chamamos um operador de I'-
superciclico se {yT™z; v € ', n > 0} for denso em X. Esse teorema generaliza o Teorema
de Leon-Miiller [LM04, Corolario 2| que nos diz que um operador é hiperciclico se, e
somente se, é T-superciclico. Por fim, na terceira se¢do apresentamos alguns problemas em

aberto.

Foram feitos dois apéndices no final, dividido em duas partes: na primeira reunimos
diversos resultados classicos e também resultados nao tao conhecidos; ja, na segunda parte,
exibimos um interessante teorema que nos diz que para toda funcao continua definida em
um espaco métrico compacto arbitrario existe um operador hiperciclico que restrito a um
compacto é conjugado a essa funcao, ou seja, isso nos diz que sistemas dindmicos lineares

podem ser tao complicados quanto sistemas dinamicos nao lineares.



1 Hiperciclicidade

Ao longo deste capitulo estaremos preocupados em dar as ferramentas necessérias
para o desenvolvimento da teoria de operadores hiperciclicos, para isso, precisaremos de

alguns conceitos da dinamica topologica.

1.1 Dinamica topoldgica

Podemos definir dinamica topoldgica como o estudo das transformagoes continuas
definidas em um espacgo topoldgico (usualmente compacto). Sua origem deve-se aos traba-
lhos de Poincaré e Birkhoff. Foi Poincaré que primeiro formulou e resolveu problemas de
dinamica como problemas em topologia. Birkhoff contribui com conceitos fundamentais

em dinamica topoldgica e foi o primeiro a empreender seu desenvolvimento sistematico.

No entanto, para nosso proposito basta considerar sistemas dinamicos definidos em

espagos métricos.

Definigao 1.1. Um sistema dindmico (discreto) é um par (X,T') consistindo de um espago

métrico (X,d) e uma aplicagao continua T : X — X.

Muitas vezes chamamos simplesmente 7" ou 7' : X — X um sistema dinamico.

Além disso, adotamos a notacao 7'z no lugar de T'(x).

Estamos interessados na evolucao de um sistema que comecga com um certo estado

xo. Para isso definimos os iterados 7™ : X — X, n > 0, pelas n-ésimas iteracoes de T,
T"=To...oT (n vezes)

com
T =1,

a identidade em X.
Definicao 1.2. Seja T : X — X um sistema dinamico. Para x € X chamamos
Orb(z,T) = {x, Tx, T?x,...}

a orbita de x porT.

Introduzimos alguns exemplos cléssicos de sistemas dinamicos.

Exemplo 1.3 (Rotagao no circulo). Seja T = {z € C; |z| = 1} o circulo unitdrio. O

sistema T : T — T, z +— ez, a € [0,27), descreve a rota¢do do ponto z por um angulo «.



Capitulo 1. Hiperciclicidade 2

Exemplo 1.4 (Aplicagao tenda). A aplicag¢do tenda é dada por T : [0,1] — [0,1], Tx = 2z,

sex €[0,1], e Tw =2 — 2z, sex € (3,1]. O nome deriva da forma de seu grdfico.

Y

0 T

0 1

Figura 1 — Aplicagdo tenda T

Exemplo 1.5 (Doubling map no intervalo). Consideremos o intervalo [0,1] no qual
identificamos 0 e 1. Entao T : [0,1] — [0,1], x — 2z (mod 1) descreve um sistema

dinamico.

Exemplo 1.6 (Shift no intervalo). Identificamos novamente 0 e 1. A aplicacio T : [0, 1] —
0,1], x +— x + « (mod 1) com « € [0, 1] descreve o shift por « médulo 1, de todo ponto no

ntervalo unitario.

Em geral, cada teoria matematica possui sua nocao de isomorfismo. Quando
¢ que consideramos dois sistemas dinamicos (X,7) e (Y,S) “iguais”? Se existir um
homeomorfismo ¢ : Y — X tal que, se z = ¢(y) entdo Tz = ¢(Sy). Isso é equivalente a
dizer que Togp=¢o S.

Lembremos que um homeomorfismo é uma aplica¢ao bijetora continua onde sua
inversa também ¢é continua. Em varias aplicagoes, contudo, ja é o suficiente exigir que ¢

seja continua com imagem densa.

Definigao 1.7. Sejam S:Y =Y eT : X — X sistemas dinamicos.

(a) EntaoT € dito topologicamente quase-conjugado a S se existir uma aplicacao continua

com imagem densa tal que T o ¢ = ¢ o S, isto €, o diagrama abairzo comuta.

S
Y —Y

%TV

X—X

(b) Se ¢ pode ser escolhido sendo um homeomorfismo entio S e T sao ditos topologica-

mente conjugados.
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Note que T : X — X é topologicamente conjugado a T' : X — X, pois a identidade
I: X — X é um homeomorfismo e (T'o I)x = ({ o T')x para todo x € X.

Agora, se T': X — X é topologicamente conjugado a S : Y — Y entao existe um
homeomorfismo ¢ : Y — X tal que T'o ¢ = ¢ o S. Dado x € X existe um tnico y € Y tal

que ¢(y) = z. Logo,
(0~ oT)x=(¢""oT)d(y) = ¢~ o (¢poS)y=Sy=(So¢ )z

Isso mostra que S é topologicamente conjugado a T'.

Se T': X — X ¢é topologicamente conjugado a S : Y — Y e S é topologicamente
conjugado a () : Z — Z entao existem homeomorfismos ¢, : Y — X e ¢o : Z — Y tais
que Top; =105 e Sopy = ¢py0 Q). Tomemos ¢ = ¢ 0 ¢ e mostremos que ¢ conjuga
T e Q. Como composta de homeomorfismos ¢ homeomorfismo, ¢ é um homeomorfismo.

Além disso, ¢ satisfaz a propriedade de conjugacao:

(poQ)z=(pr10¢2)oQz=¢10(Soda)z=To(d10¢z)z=(T00¢)z.

Portanto, T' é topologicamente conjugado a Q).

Acabamos de mostrar que conjugacao topoldgica é uma relagdo de equivaléncia

entre sistemas dinamicos.

O que torna essa nocao ainda mais interessante é o fato de nao ser 6ébvio quando

dois sistemas dinamicos sao topologicamente conjugados ou nao.

Definicao 1.8. Dizemos que uma propriedade P de um sistema dinamico é preservada
por (quase-)conjugacdo se vale o sequinte: se o sistema dindmico S 1Y — Y possui a
propriedade P entao todo sistema dinamico T : X — X que é (quase-)conjugado a S

também possui a propriedade P.

Uma forma de definir um “novo” sistema dinamico a partir de um sistema dina-
mico T é restringi-lo a um subconjunto. Contudo, é preciso garantir que T" aplique esse

subconjunto nele mesmo.

Definicao 1.9. Seja T : X — X um sistema dinamico. Entdo um subconjunto Y C X €

chamado T-invariante ou invariante por T se T(Y) C Y.

Assim, se Y C X ¢ T-invariante, entao Tjy : ¥ — Y é também um sistema

dindmico.

Definicao 1.10. Um sistema dinamico T : X — X € dito topologicamente transitivo se,

para todo par U,V de conjuntos abertos nao vazios de X, existir algum n > 0 tal que

T"(U)NV # 0.
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Observacao 1.11. Nas notas de Joel H. Shapiro [Sha] ele define transitividade topoldgica
como uma aplicacao T que possui orbita densa. Contudo, veremos que a definicdo que

Shapiro apresenta em suas notas é equivalente a Defini¢do 1.10.

Exemplo 1.12. A aplicacio tenda € topologicamente transitiva. Para ver isso, note que T™
é linear por partes, com T"(2£) =0, k=0,1,...,2" 1, e T"(3E1) =1, k=1,...,2"7;
veja Figura 2. Assim, seja U C [0, 1] um aberto nao vazio. Entio U contém algum intervalo
J = [ ™) Mas, jd que [0,1] = T™(J) € T*(U), entdo de fato T"(U) intersecta

ﬁ? an
qualquer conjunto ndo vazio V de [0, 1].

Y )

0 i 0 i

0 1 0 1

Figura 2 — Os iterados T? e T® da aplicacio tenda

Seguem alguns resultados de transitividade topologica.

Proposicao 1.13. Transitividade topologica € preservada por quase-conjugacao.

Demonstracao. Seja T : X — X quase-conjugado a S:Y — Y pormeiode ¢ : Y — X e
sejam U, V' subconjuntos abertos nao vazios de X. J& que ¢ é continua e de imagem densa,
¢~ HU) e ¢~ (V) sao ndo vazios e abertos. Digamos que S seja topologicamente transitivo,
entao existe n € N tal que S"(¢71(U)) N~ (V) # 0, ou seja, existe y € ¢~ (U) tal que
S™(y) € ¢~1(V). Logo, ¢(y) € U e T"¢(y) = ¢(S™y) € V provendo que T é também

transitivo. O

Proposigao 1.14. Seja T : X — X um sistema dindmico com inversa continua T1.

Entao T ¢ topologicamente transitivo se, e somente se, T~ também for.

Demonstragio. Segue do seguinte fato: T"(U) NV # () é equivalente a U NT (V) # ()

para todos subconjuntos U,V de X abertos e nao vazios. O

Proposicao 1.15. Seja T : X — X wum sistema dinamico, onde X nao possui pontos

1solados.

(a) Se x € X possuir orbita densa por T' entdo o mesmo acontece com cada T"x, n > 1.
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(b) Se T possui orbita densa entao ele é topologicamente transitivo.

Demonstragio. (a) Segue do fato que Orb(z,T) \ {z,Tx,...,T" 'z} estd contido em
Orb(T"z,T) e que, em todo espago métrico sem pontos isolados, um conjunto denso

permanece denso apdés retirar finitos pontos.

(b) Suponha que x € X possui 6rbita densa por T. Sejam U,V subconjuntos
abertos nao vazios de X. Entao existe algum n > 0 tal que 7"z € U. Por (a), T"x também

possui 6rbita densa, assim sendo existe algum m > n tal que T™x € V. Isso implica que
T™U)NV £0. O

E menos 6bvio que se X for um espago métrico completo e separdvel, a reciproca
de (b) vale, isto é, se T' é topologicamente transitivo entdo T' possui érbita densa. Esse
resultado foi obtido por Birkhoff [Bir20] em 1920.

Teorema 1.16 (Teorema Transitivo de Birkhoff). Seja T uma aplicag¢ao continua em um

espaco métrico completo e separdvel X sem pontos isolados. Entdo sdo equivalentes:

(1) T € topologicamente transitivo,

(i7) existe algum x € X tal que Orb(x,T') é densa em X.

Se uma dessas condigoes valem entdao o conjunto de pontos em X com orbita densa

¢ um Gs denso.

Apresentaremos sua prova no Capitulo 2.

Exemplo 1.17. Vimos no Exemplo 1.12 que a aplicacao tenda € topologicamente transitiva,

portanto possui orbita densa pelo Teorema transitivo de Birkhoff.

Proposicao 1.18. A propriedade de possuir érbita densa é preservada sob quase-conjugacao.

Demonstracao. Seja T : X — X quase-conjugadoa S:Y — Y pormeiode ¢:Y — X, e
seja y € Y um vetor cuja orbita é densa por S. Se U é um subconjunto aberto nao vazio

de X entao ¢~1(U) é aberto e nio vazio, desse modo existe n > 0 tal que S™y pertence a
¢~ Y(U). Mas entdao T"¢(y) = ¢(S™y) pertence a U. ]

Como vimos no Exemplo 1.12 a aplicagdo tenda é topologicamente transitiva. De
fato, provamos algo mais forte, uma vez que 7" (U) intersecta V nao somente para algum

n, mas para todo n suficientemente grande. Esta propriedade recebe um nome especial.

Definicao 1.19. Um sistema dinamico T : X — X ¢é dito mizing se, para todo par U,V

de abertos nao vazios de X, existir algum N > 0 tal que

T™(U)NV #0  para todon > N.
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Como no caso da transitividade topolégica temos:

Proposicao 1.20. A propriedade mizing € preservada por quase-conjugacdo.

Agora definiremos o produto de aplicacoes.

Definicao 1.21. Sejam S:Y — Y eT : X — X sistemas dinamicos. Entao a aplicacao
S x T € definida por

SXT:YxX—=YxX, (SxT)(y,z)=(Sy,Sx).

Entao S x T é continua, e para suas iteradas temos
(SxT)"=8"xT".
Produtos de mais que dois espacos ou aplicacoes é definido similarmente.

Exemplo 1.22. Seja T : T — T, z — €'z uma rotagio no circulo. Entio (T X
T)"(21,22) = (€21, €™2y). Observemos que o quociente das duas coordenadas nos dd

21/ 79, independente de n. Isso nos diz que T x T' nao pode ser topologicamente transitivo.

Agora veremos uma nocao que envolve o produto de um mesmo sistema dindmico.

Definicao 1.23. Um sistema dinamico T : X — X € dito weakly mixing se T x T ¢é

topologicamente transitivo.

Como o produto U x V' de abertos nao vazios U,V C X formam uma base para
topologia de X x X, T é weakly mixing se, e somente se, para todos Uy, Us, Vi, Vo C X

abertos e nao vazios, existir algum n > 0 tal que
Tn<U1) N Vi 7é (Z) e Tn(U2> N ‘/2 7é @
Denotamos por Ny o conjunto dos naturais mais o zero.

Definicao 1.24. Seja T : X — X um sistema dinamico. Entdao, para todos conjuntos

A, B C X, o conjunto de retorno de A para B € definido como
Np(A,B)=N(A,B)={neNy:T"(A)N B # 0}.
Usualmente retiramos o indice T' quando isto nao causa ambiguidade. Nesta

notagao, 7' é topologicamente transitivo (ou mixing) se, e somente se, para todo par U,V

de subconjuntos abertos nao vazios de X, o conjunto de retorno
N(U,V) é nao vazio (ou cofinito, respectivamente);
e T é weakly mixing se, e somente se, para todos Uy, Us, V;, Vo C X abertos nao vazios,
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Observagao 1.25. Para todo sistema dinamico,
mizing = weakly mixing = topologicamente transitivo.

A primeira implicacdo seque da definicao, a sequnda seque do fato que T é quase-conjugado

a T x T por meio da aplicagio (z,y) — x.

1.2 Operadores hiperciclicos

A partir de agora nos restringiremos ao estudo de sistemas dindmicos lineares. Mais
precisamente, T : X — X denotara um operador linear limitado definido num espaco de
Banach (X, || - ||). Quando ndo houver ambiguidade, utilizaremos a palavra operador para

nos referirmos a um operador linear limitado.

Nessa secao vamos definir o que é um operador hiperciclico, daremos uma relagao
entre hiperciclicidade e a dimensao do espaco e por fim, trataremos dos trés exemplos

classicos de operadores hiperciclicos.

Definicao 1.26. Chamamos um operador T : X — X de hiperciclico se existir algum
r € X cuja orbita por T seja densa em X. Nesse caso, chamamos x de vetor hiperciclico

por T. O conjunto de vetores hiperciclicos por T é denotado por HC(T).

Note que a existéncia de um vetor hiperciclico por um operador 1" implica que o
espaco de Banach X é separavel. De fato, se x é um vetor hiperciclico para T', entdo o
subconjunto {z, Tz, T?x,...,T"z,...} C X é enumeravel e denso, o que nos mostra que

X é separavel.

Teorema 1.27. Ndo existem operadores hiperciclicos em espagos de dimensao finita

X # {0}.

Demonstracdo. Suponha, pelo contrario, que T é um operador hiperciclico em KV, N > 1.
Pegue x € HC(T) e observe que {z, Tz, T?x,--- ,T" 'z} é um conjunto linearmente
independente e consequentemente forma uma base para K. De fato, caso contrario o
conjunto gerado pela Orb(z,T) possuiria dimensao menor que N e portanto nao poderia
ser denso em K¥. Para todo a € R, pode-se encontrar uma sequéncia de inteiros
(ng)y tal que T™x — ax, pois, Orb(z,T) é denso. Entao T (T'x) = T (T™z) — oT'x

para cada i < N. Como cada z € K" pode ser escrito como combinacio linear de

{z,Tx,T?z,--- , TN 'z}, concluimos que T™z — az para todo z € K¥. Segue-se que
det(T™) — ol isto é, det(T)™ — . Assim, colocando a := |det(T)|, vemos que o
conjunto {a” : n € N} é denso em R,. O que é impossivel. O

O préximo teorema devido a S. Rolewicz [Rol69] nos da uma infinidade de exemplos

de operadores hiperciclicos.
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Teorema 1.28. Seja X ou 7 (1 < p < 00) ou ¢y (Veja Apéndice A.2). Para todo nimero
real a > 1 arbitrdario, existe um operador T : X — X que depende de a e um elemento

xo € X tal que a drbita Orb(xy,T') é densa em X.

Demonstracio. Sejam B : X — X o shift a esquerda

B(Z’l,JTQ,[L'g, ) = ($2,$3, )
e F' o shift a direita
F(xl,l'g, ) = (O,xl,xQ, )
Definimos assim 7' = aB e S = F/a. Entao ||T|| = a, ||S|| = 1/a, T'S = I, onde I denota

o operador identidade.

Agora comegamos a construir o vetor xg. Seja {z™ : n > 1} um conjunto denso
em X formado pelas sequéncias quase-nulas, ou seja, somente um nimero finito de suas

coordenadas é nao nulo. Seja my o maior indice com xﬁ’,jlz # 0.

Defina uma sequéncia (ny ), de inteiros positivos tal que

Mg > 08X M, (1.1)
e
S| < 2 1.2
s < 7. (12)
Seja
k
p(k) => n,. (1.3)
i=1
Escrevemos
To= ) Spk) (k). (1.4)
k=1

De (1.2) obtemos que (1.4) é convergente, pois,

n n n "k !
||Sp(k)$(k)|| < 187 - 182 - - - || S| - || S kx(k)|| < Dok

A condigdo (1.1) implica que
T2 =0 parai < k.
Assim sendo

TP®zy — TPR (P04 g gp 0 | i P00
i=k+1

S N SN LU CIC
i=k+1
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Mas

- i)— i - n; . (1 — |1 1
| Y SO0 < Y st < Y 5= o

k
i=k+1 i=k+1 i=k+1 2
Portanto
P B <
| TP xg — '] S?.
Seja # € X arbitrario. Como {z™ : n > 1} é denso em X, podemos extrair uma

subsequéncia (z(™)); tal que z(") — z. Entao
]|Tp("j)xo —z| < HTp("j).iL“o _ x(nj)H + ]|:17("j) — ||
fazendo j — oo obtemos TP(™) x5 — x. Isso nos da que Orb(zg, T) é densa em X. O

Os primeiros exemplos de operadores hiperciclicos foram encontrados por G. D.
Birkhoff [Bir29] em 1929, G. R. MacLane [Mac52] em 1952 e S. Rolewicz [Rol69] em
1969. Para mostrar que esses operadores sao hiperciclicos, mostraremos que eles sao
topologicamente transitivos e como consequéncia do Teorema transitivo de Birkhoff obtemos
entao a existéncia de dérbita densa, portanto o operador sera hiperciclico. Exibimos abaixo

os trés exemplos classicos:

Exemplo 1.29 (Operadores de Birkhoff). No espaco H(C) das fungoes inteiras conside-

remos o operador translagdo dado por

T.f(2) = f(z4+a), a#0.

Sejam U,V C H(C) abertos nao vazios arbitrarios e fize f € U ,g € V. Pela defini¢ao
da topologia em H(C) eziste um disco fechado K centrado em 0 e um ¢ > 0 tal que
uma fungao inteira h pertence a U (ou a V') sempre que sup,ci |f(2) — h(z)| < € (ou
SUp,cg |9(2) —h(2)| < e, respectivamente). Seja n € N qualquer natural tal que K e K+na
sao discos disjuntos. Considerando a fun¢do que é definida como f numa vizinhanca de K
e por z — g(z — na) numa vizinhanga de K + na, o Teorema de Runge (Ver A.22), diz
que existe um polinomio p tal que

sup [f(2) —p(2)] <e e sup [g(z —na)—p(2)] <e,
zeK zeEK+na

e portanto também

sup 9(2) = (13'p)(2)] = sup 9(2) = p(z + na)| <e.

Isto mostra que p € U e T7'p € V', de modo que T, € topologicamente transitivo. Ja que

H(C) é um espago de Banach separdvel, T, é hiperciclico.
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Exemplo 1.30 (Operadores de MacLane). Considere o operador de derivagao
D:f—f

em H(C). Jd que polindmios sio densos em H(C), dados abertos ndo vazios U,V C H(C),
N

existem polinomiosp € U e q € V, p(z) = T apz® e q(2) = Z bpzk. Sejan > N+ 1
k=0

arbitrdrio. Entdo o polinomio

N
’I“ Z k‘bk k+n
— (k+n)
possui a propriedade que D"r = q. Além disso, para todo R > 0 obtemos que
X K!bx|

oup [1(2) = p(a)| < 30 R 0

2|I<R k+n)!

quando n — oo. Assim, se n € suficientemente grande, entdo r € U e D"r € V. Isto

implica que D € hiperciclico.

Exemplo 1.31 (Operadores de Rolewicz). No espago X = P, 1 < p < 00, ou X = ¢
consideremos o maultiplo

T=\B:X — X,

do shift a esquerda, onde A\ € C. Observe que nesse exemplo o parametro \ pode ser
complexo enquanto que no Teorema 1.28 o parametro a é real. Primeiro, se || <1 entdo
|T™z|| = |\|"|| B x| < ||z|| para todo x € X en > 0. Assim T nao pode ser hiperciclico

nesse caso.

Por outro lado, T é hiperciclico sempre que |\| > 1. De fato, se U,V C X sdo

abertos nao vazios, podemos encontrar x € U ey € V da forma

r=(x1,..,25,0,0,...), v=(y1,---,Yn,0,0,...),

para algum N € N. Seja n > N arbitrario. Defina z € X por zp =z, se 1 < k <
N, z =Xy sSen+1<k<n+ N, ez, =0 caso contrario, obtemos uma sequéncia
com Tz = y. Além disso, ||z — z|| = [N "||yll = 0 quando n — oco. Assim, se n é
suficientemente grande, entao z € U e T"z € V. Isto mostra que T é topologicamente

transitivo, como o0s espacos sao de Banach e separdveis, T ¢é hiperciclico.

1.3 Critérios de hiperciclicidade

O Teorema Transitivo de Birkhoff reduz hiperciclicidade a simples condigao de
transitividade topoldgica. Nao obstante, em varias situagoes nao é ébvio como verificar

essa condicao para um dado operador.

O proposito dessa secao ¢ dar alguns dos principais critérios para mostrar que um

determinado operador é hiperciclico.
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Teorema 1.32 (Critério de Godefroy-Shapiro). Seja T um operador. Suponha que os
subespacos

Xo :=span{z € X : Tz = Az para algum A € K com |\| < 1}

Yy :=span{z € X : Tz = Az para algum X € K com |A| > 1}

sao densos em X. Entdo T é mixing, e em particular hiperciclico.

Demonstracao. Sejam U,V abertos nao vazios de X. Por hipdtese Xy, Yy sdo densos,
podemos assim achar x € XoNU e y € Yy N V. Consequentemente esses vetores podem

ser expressos na forma

m m
=Y ary e Y=Y by,
k=1 p

onde Tz, = A\pxg, Tyr = pryk, para escalares ay, by, A\, p € K com |Ag| < 1, || > 1,k =

1,...,m. Ja que
mn - n - 1
Ty = Zak)\kxk—>0 e U= Zbk—nyk—>0
k=1 k=1 Mk
quando n — oo e T"u,, = y para todo n > 0, existe algum N € N tal que, para todo
n > N,

r+u, €U e THax+u,) =T"v+yeV.

Isto mostra que T' é mixing e portanto hiperciclico. O

Usaremos esse critério para mostrar que os Operadores de Rolewicz sao hiperciclicos,

para isso precisaremos também do seguinte resultado:

Definimos a complexificacado de um espago de Banach real X por
X ={z+iy; =,y e X}.

Além disso, seja T : X — X um operador real em X. Entao sua complexificacio T : XX
é dada por

T(x+iy) =Tx+iTy.
Um simples calculo nos mostra que T é um operador complexo em X.

Proposicao 1.33. Seja T um operador definido em um espaco de Banach real e separdvel.

Se sua complexificagdo T ¢ hiperciclica entdo T também é.

Ja que T coincide com T x T, a hiperciclicidade de T é equivalente a T' ser weakly

mixing. Portanto, como um operador weakly mixing é hiperciclico segue o resultado.
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Exemplo 1.34 (Operadores de Rolewicz). Seja T = uB, |p| > 1, o maltiplo do shift
definido no espagco X = (P, 1 < p < o0, ou X = ¢y. Pela Proposicao 1.33, é suficiente
considerar o caso complexo. Seja x = (x1, T2, x3,...) € X um vetor nao nulo, para achar os
autovetores de B temos que resolver a sequinte equacdo: Bx = Az, onde A € C € distinto

de zero. Resolvendo a equagdo temos:
( ) =X ) = 13 = A =\’
T2,X3,...) = T1,T2,... Lo = AX1,T3 = L1y ...

o que nos dd x = (x1, \w1, N2x1,...), fazendo xy = N(A\"tay), concluimos que um autovetor

de B é um maultiplo ndo nulo da sequéncia

€\ ‘= ()\, )\2, )\3, .. )

Para que ey seja um elemento de X, precisamos que > oo |N'|P < oo (X =(7) ou

m A" =0 (X = ¢g), em ambos casos obtemos || < 1.

Assim sendo, ey € um autovetor de T’ = uB com autovalor .

Afirmacgao 1. Afirmamos que, para todo subconjunto A do disco unitirio D = {\ €

C; |\ < 1} que possui um ponto de acumulagio dentro do disco, o conjunto
span{ey; A € A}
é denso em X.

Demonstracao. Pelo Teorema de Hahn-Banach A.10 é suficiente mostrar que todo funcional
linear continuo que se anula em cada ey, A € A, se anula em X. Agora, ja que x* € X* é
dado, via representagdo candnica, por uma sequéncia y = (y,), € ¢4 para um certo ¢ com

1 < g < 00, obtemos que
z¥(en) = Yy se [N < L.

n=1
Agora, como (y,), é necessariamente limitado (pois y € ¢? ), isso define uma fungao
holomorfa em A, e se anula, por hipdtese, no conjunto A com um ponto de acumulacao. O
Teorema A.21 implica que essa fun¢ao holomorfa é identicamente nula, portanto y, = 0

para todo n > 1 o que nos da z* = 0. O

Em particular, o subespaco

Xo = span{z € X; Tx =nz para algum n € C com |n| < 1}
= span{ey; |A| < 1/|pl}

¢ denso em X . Similarmente o conjunto Yy do critério de Godefroy-Shapiro também é denso

em Yy (note que 1/|u| < 1). Isso implica que os operadores de Rolewicz sdo hiperciclicos.
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Teorema 1.35 (Critério de Kitai). Seja T" um operador. Se existem X, Yy C X densos e

uma aplicagao S : Yy — Yy nao necessariamente linear, tal que para todo x € Xg, y € Yy,
(i) T"x — 0,
(ii) S"y — 0,

(iir) TSy =y,

entdo T é mixing.

Demonstracao. Sejam U,V subconjuntos abertos e nao vazios de X. Da densidade de X
e Yy segue que UN Xy # 0 e VNYy # 0. De (i) segue

reUNXy=T"x — 0,

e de (ii) obtemos
yeVnyYy= S"y—0.

Por (iii) temos T"S™y = y para todo n € N, segue entao, que existe N € N tal que para
todon > N,
r+S"yelU e THx+S"y)=T"xz+yeV.

Isto mostra que T' é mixing. O

Exemplo 1.36 (Operadores de Rolewicz). O operador T = AB,|\| > 1, é mixing em
todo espaco X = P;1 < p < 00, ou cqg. De fato, tomando por Xo = Yy o conjunto das
sequéncias finitas, que é denso em X, e para S : Yo — Yy a aplicacdo S = %F, onde F
€ o shift F: (x1,2s,...) = (0,21, 29, ...), as condigoes do critério de Kitai sio claramente

satisfeitas.

Agora mostraremos com um exemplo, que o critério de Kitai é um resultado mais

forte do que o critério de Godefroy-Shapiro.

Exemplo 1.37. Considere o shift bilateral T = B, dado por

B(xn)nEZ = (xn+1)n€Z>

1
no espago com peso O(Z,v) = {(xn)nez; ||| := Xnez |Tn|vn < 00}, onde v, = m,n =
n
Z. A igualdade Tx = Az, x # 0, implica que

1 1

)\2560, )\.To,l'o, )\.To, )\2.%'0, ), A 7é 0, To 7£ 0.

r= (-

Mas entao obtemos que

]l =

+1

=on (n+ 1)
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independente do valor de . Assim sendo T ndo possui autovalores e, em particular, nao

satisfaz o critério de Godefroy-Shapiro.

Por outro lado satisfaz o critério de Kitai. De fato, se escolhemos para Xog = Yy
o espago de sequéncias finitas bilaterais (...,0,0,z_p,,...,x,,0,0,...), m,n > 0, e para
S Yy — Yy o shift a direita, entdo facilmente se verifica as condigoes do critério de Kitai

para T.

Este exemplo mostra, em particular, que operadores hiperciclicos nao precisam

possuir autovetores.

Teorema 1.38 (Critério de Gethner-Shapiro). Seja T um operador. Se existem Xg, Yy C X
densos, uma sequéncia crescente (ng )y de inteiros positivos, e uma aplica¢io S : Yo — Yy

nao necessariamente linear, tal que para todo v € Xy, y € Yy,
(i) T™x — 0,
(i) S™y — 0,

(iir) TSy =y,

entao T' é weakly mizing.

Demonstracao. Sejam Uy, Us, Vi e V5 conjuntos abertos nao vazios. Por hipdtese podemos

encontrar vetores x; € U; N Xgey; € V;NYy, j=1,2. Entao por (iii),
T"k(xj + S”kyj> = T"kxj + Yy, j = ]., 2.

Segue de (i) e (ii) que, para k suficientemente grande, z; + S™y,; € U; e T™x; +y; € V;
para j = 1,2. Isto mostra que N(Uy, Vi) N N(Us, Va) # 0. O

Exemplo 1.39. Consideremos o shift a esquerda com peso T’ = B, : co — ¢o dado por
By (x1, 29, ...) = (Woke, wsTs, Waky, ...),
com sequéncia peso
w = (wy,ws,...) = (1,2,27,2,2,271 271 2,2 2 271 271 271 )

Note que o valor de wy € irrelevante, uma vez que T(xq1,%s,...) = (woa, w3xs,...). O

operador T € continuo. De fato, visto que

1T = |(wsa, wss, . )| = sup w,a] < 2sup |2, < 2l
n>2 n>2
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concluimos que T ¢é limitado e portanto continuo. Seja (my)r a sequéncia crescente de

todos naturais com wy,, =271 € wy, 11 =2, k> 1. A partir de

n+1
T'z = ((H wi> xnﬂ,...) , n>1,
i=2

obtemos T™ 'z = (z,,,...) para todo k > 1, pois, [Iiw; = 1 para todo k > 1. Em
particular, se definimos U = {x € cp;||z]| <1} e V = {x € co;|z1| > 1}, que sao abertos

ndo vazios, obtemos de:

reU=||T™ || <z <1, VE>1
que T™HU)YNV =0, para todo k > 1, o que mostra que T ndo é mizing. Assim sendo
nao pode satisfazer o critério de Kitai.

Por outro lado, tomemos por Xo =Yy 0 espaco das sequéncias finitas e S o shift
a direita com peso S : Yy — Yy, S(x1,1,...) = (0,wy w1, w3 'xs,...). Vemos facilmente
que TSy =1y, y €Yy, e que Tz — 0, x € Xy. Resta encontrar uma sequéncia crescente
de inteiros positivos (ny) tal que S™y — 0 para cada y € Yy a fim de satisfazer todas
condicoes do critério de Gethner-Shapiro. De fato, seja n, = my +k — 1, k € N, e denote
por e, o vetor em ¢y que possui 1 na n-ésima posicao, e 0 caso contrario. Entdo obtemos

que

S™ey = (0,..,0, [T w;",0,...] =(0,..,0,27%,0,...),
1=2

de modo que S™ ey — 0. Por outro lado, jd que || Sz| < 2||z||, S também é continua. Assim

Sk ((11 wi> (0, o,gwgl, 0, ))
= (i)

- (f[ wz’) SITH(Sm) = 0,

1=2

sendo, para todo j > 1,

Nk o .
S"e;

A partir disso concluimos que S™y — 0 para todo y € Yy, como queriamos mostrar.

Teorema 1.40 (Critério de hiperciclicidade). Seja T um operador. Se existem Xg, Yy C X
densos, uma sequéncia crescente (ny)y de inteiros positivos, e uma aplicagio Sy, : Yo — X

tal que, para todo x € Xy, y € Yy,

(i) T™x — 0,

(i) Sn,y — 0,
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(iii) T S,y — vy,
entao T' € hiperciclico.

Demonstracao. Mostraremos que 71" é topologicamente transitivo. Sejam U, V' dois subcon-
juntos nao vazios e abertos de X e pegue v € XoNU, y € YyNV. Entao x4+ S5,y >z €U
quando k — oo enquanto que 1™ (z + S, y) = T™x + T™S,,y — y € V. Assim,
T (U) NV # () se k é suficientemente grande. O

Observacao 1.41. Se o critério de Gethner-Shapiro ou o critério de hiperciclicidade é
satisfeito para a sequéncia dos naturais (ng), = (n),, entdo a prova mostra que o operador

T também é mizing.

1.4 Problema do critério de hiperciclicidade

Para entender o problema do critério de hiperciclicidade precisaremos da seguinte

definicao.

Definicao 1.42. Sejam T : X — X ¢ S:Y — Y operadores em espagos de Banach X e
Y respectivamente. Entao o operador T & S é definido por

TeS: XeY XY, TaeS) (ry) =Tz, Sy).

Lembremos que o produto 7' x S é a aplicacao definida em X X Y que leva (z,v)
em (Tz,Sy). Quando a aplicacao for linear podemos identificar 7' x S com T' & S. Na
definicao de aplicacao weakly mixing se tomarmos o caso especial em que a aplicacao é

um operador temos.

Definicao 1.43. Um operador T : X — X ¢é dito weakly mizing se T & T € hiperciclico
em X & X.

Por definigao, aplicagoes weakly mixing sao topologicamente transitivas. Vimos
porém que o contrario nao vale: por exemplo, toda rotacdo irracional no circulo T é
topologicamente transitiva mas tal rotacdo nunca é weakly mixing (ver Exemplo 1.22).
No caso linear, as coisas tornam-se muito interessantes porque weakly mixing acaba por
ser equivalente ao Critério de hiperciclicidade (ver Teorema de Beés-Peris [GP11, Teorema
3.15]).

Como vimos anteriormente o Critério de hiperciclicidade é um refinamento do
Critério de Kitai. O seguinte problema, originalmente proposto por D. Herrero [Her91], foi

reconhecido como uma das questoes mais excitantes em dinamica linear:
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Problema. Todo operador hiperciclico em um espago de Banach separdvel satisfaz o

critério de hiperciclicidade? Equivalentemente, ¢ T & T hiperciclico sempre que T é?

Esse problema foi resolvido por M. De La Rosa e C. Read [DR09] que construiram
um espac¢o de Banach X e um operador hiperciclico T' € L(X) tal que T'® T néao é

hiperciclico.

Logo em seguida, Bayart e Matheron [BM07] demonstraram que tais operadores
podem ser construidos em uma grande classe de espagos de Banach, incluindo ¢(N) ou
(P(N).

1.5 Existéncia de operadores hiperciclicos

Vimos nas sec¢oes anteriores alguns exemplos de operadores hiperciclicos definidos
em espacos distintos. Também vimos que s6 faz sentido falar de hiperciclicidade em espacos
de Banach separaveis e de dimensao infinita. Isso nos sugere a seguinte pergunta: Todo

espago de Banach separavel e de dimensao infinita suporta um operador hiperciclico?

A resposta para essa pergunta foi obtida independentemente por Ansari [Ans97] e

Bernal [Ber99], resolvendo o problema que foi proposto por Rolewicz [Rol69].

Para demonstrar a existéncia de operadores hiperciclicos em espacos de Banach
separaveis precisaremos de dois resultados referentes a pertubacao da identidade por um

shift. Para isso, precisamos definir os espagos com peso (v) e ¢o(v).
Seja v = (v,), uma sequéncia peso positiva, isto é, uma sequéncia formada por
numeros estritamente positivos. Definimos os seguintes espagos com peso

o

() = {($n)n>1; Z |z, [Pu, < oo} , 1<p<oo,

n=1

co(v) = {(mn)n>1; dim [z, v, = 0} ,
onde (x,)n,>1 pode ser uma sequéncia real ou complexa.

Teorema 1.44 (Theorem 8.2 de [GP11)). Seja X o espago P(v), 1 <p < 00, ou co(v).
Se sup,,cn U < 00, entao o operador T := I + B é miring em X onde B é o operador
v

n+1
shift a esquerda.

Corolario 1.45 (Corollary 8.3 de [GP11]). Seja X um dos espagos P, 1 < p < 00, ou
co, € seja w = (wy), uma sequéncia peso tal que Sup,cy |w,| < co. Entdo T =1+ B, e

T = ePv sio operadores mizing em X .

Precisaremos também de dois lemas auxiliares.
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Lema 1.46. Todo espaco de Banach separdvel que ndo é isomorfo a w = K possui um

subespaco denso que admite wma norma continua.

Lema 1.47. Seja X um espaco espago de Banach de dimensdo infinita e separdvel que

nao € isomorfo a w. Entao existem sequéncias (x,), em X e (z%), em X* tal que

(1) (zn)n converge a 0, e span{z, : n € N} € denso em X;
(i1) (%), € equicontinuo;

(13i) xf(zp) =0sek#n, e0<ai(x,) <1, n>1.

Demonstragio. Pelo Lema 1.46 existe um subespago denso M de X que admite uma
norma continua ||| - |||. Selecionamos uma sequéncia linearmente independente (z,), em M
onde o span de (z,), é denso em M, e portanto em X. Pelo Teorema de Hahn-Banach
existem funcionais y% € (M, || - |||)* tais que, para todo n > 1, y*(z,) =1 e yi(z) =0
para k < n. Seguindo um procedimento do tipo Gram-Schimidt, fazemos y; = 2; e
Yn = Zn — Sor1 Yi(2n)yr Para n > 1, obtemos assim uma sequéncia (y,), em M tal que

span{y,; n € N} = span{z,; n € N} é denso em X e y!(yx) = Ogn, k,n € N.

Por continuidade existem K, > 1, n > 1, tais que |y’ (x)| < K,|||z||| para todo
x € M. Ja que M é denso em X, existe uma seminorma continua p em X onde a restrigao a
M coincide com |[|- |||, e cada ¢ possui uma tunica extensao linear para X, que denotaremos
também por y. Claramente, |y’ (z)| < K,p(z) para todo z € X, n > 1. Isso implica que
{K'y*; n € N} é equicontinuo. Agora, como X ¢é metrizével, existem niimeros o, € (0, 1]
tais que (Y, )n converge a 0 em X . Fazendo x,, = a,y, e 7, = K, 'y*, n > 1, a afirmagio

segue. O

Agora estamos prontos para provar o resultado principal dessa secao.

Teorema 1.48 (Ansari-Bernal). Todo espa¢o de Banach separdvel de dimensao infinita

suporta um operador miring e portanto hiperciclico.

Demonstra¢io. Em X = w, o shift a esquerda é um operador mixing (ver Exemplo 1.36).
Podemos portanto supor que X é um espaco de Banach separavel de dimenséo infinita
que nao ¢é isomorfo a w. Aplicando o Lema 1.47 achamos sequéncias (z,), em X e (z}),

em X* com as propriedades especificadas. Consideremos T : X — X,
o0
Te=x+)» 2"z (x)z,, x€X.
n=1

A equicontinuidade de (z}), e o fato que (z,), tende a 0 implica que T" é um operador
bem definido em X.
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Por outro lado, o operador

9 Qo, Qg + 92 0[3,...)

St =0t S((an)n) = (a1 +

¢é a pertubacao da identidade por um shift a esquerda com peso e portanto mixing pelo

Corolario 1.45. A aplicagao ¢ : ¢! — X dado por ¢((ay),) = 3 a,z, é continua, e
n=1

possui imagem densa ja que o span linear de x,,, n > 1, é denso em X. Portanto, como

Top=¢oS, T équase-conjugado a S, dai segue a conclusao. O
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2 Estrutura de HC(T)

Dado um operador T hiperciclico o que podemos afirmar sobre o conjunto de

vetores hiperciclicos HC(T')? Sao muitos? Existe algum tipo de estrutura nesse conjunto?

O objetivo desse capitulo é responder essas perguntas e também falar do problema

do subespago invariante.

2.1 O conjunto dos vetores hiperciclicos

Vimos no capitulo anterior que o Teorema transitivo de Birkhoff nos ajudou a de-
monstrar que certos operadores sao hiperciclicos. Agora apresentaremos sua demonstragao
e veremos que além de ser util para mostrar que alguns operadores sao hiperciclicos, ele
também nos d4 uma importante informacao sobre o quao grande é o conjunto de vetores

hiperciclicos.

Teorema 2.1 (Teorema Transitivo de Birkhoff). Seja T': X — X um sistema dinamico

linear. Sdo equivalentes:

(i) T € hiperciclico.

(ii) T ¢é topologicamente transitivo.
Nesse caso, HC(T) é um Gg denso.

Demonstragio. Primeiro, observe que se z é um vetor hiperciclico para T entao Orb(x,T) C
HC(T). De fato, ja que X nao possui pontos isolados, todo conjunto denso A C X
permanece denso apds remover um numero finito de pontos. Aplicando isto para A :=
Orb(z,T), e desde que Orb(T?x,T) = Orb(z,T) \ {z, Tx,--- , TP~ 2}, vemos que TPz €
HC(T) para todo inteiro positivo p. Assim HC(T') é ou vazio ou denso em X. A partir
disso, ¢ claro que (i) = (i7). De fato, se (i) vale e os abertos U,V sdo dados, podemos
pegar x € UN HC(T) e n € N tal que 7"z € V. Em particular, T"(U) NV # ().

Para provar a reciproca, notemos que uma vez que X é separavel, ele é segundo
contavel, isto é, admite uma base contavel de abertos. Seja (V});en tal base. Um vetor
x € X ¢ hiperciclico para T se, e somente se, sua orbita visita cada conjunto aberto V},
isto é, se, e somente se, para todo j € N existir um natural n > 0 tal que 7"z € V;. Assim

pode-se descrever HC(T') como segue:

Her) = N U T7(v).

FjENn>0
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Isto mostra em particular que HC(T') é um conjunto Gs. Além disso, segue do Teorema
de Baire que HC(T') ¢é denso em X se, e somente se, cada aberto W; := U,>oT "(V;) é
denso, em outras palavras, se, e somente se, para cada aberto nao vazio U C X e todo

7 € N encontrarmos n tal que
UNT™™(V;) #0 ou, equivalentemente, T"(U)NV; # 0.

Ja que (V});en é uma base para a topologia de X, isto é equivalente a transitividade

topolégica de T'. O

Mostramos que o conjunto dos vetores hiperciclicos é intersecao enumeravel de
abertos e densos. Chamamos esse tipo de conjunto de residual, assim sendo HC(T) é

residual.

Observacao 2.2. Note que a demonstragao do Teorema Transitivo de Birkhoff ndo depende

da estrutura linear do sistema dinamico T .

Proposicao 2.3. Seja T um operador hiperciclico em X . Entao,
X =HC(T)+ HC(T),
isto é, todo vetor x € X pode ser escrito como soma de dois vetores hiperciclicos.

Demonstragio. Seja x € X. Ja que tanto HC(T) e x — HC(T') sdo conjuntos G densos,
suas interse¢oes devem ser nao vazias pelo Teorema de Baire, ou seja, existe y € HC(T) N
(x — HC(T)) o que nos da, y = x — h onde y,h € HC(T) seque entao que x = y + h,
portanto x € HC(T) + HC(T). O

Como consequéncia, o conjunto HC(T') s6 pode ser um subespaco, exceto pelo
vetor nulo, se todo vetor nao nulo for hiperciclico e em tal caso o operador nao possui
subconjunto invariante fechado nao trivial. Tal operador existe, por exemplo, em ¢!, mas

sua construgdo ¢ muito complicada.

O préximo resultado se repetird algumas vezes em outras se¢oes com uma roupagem

diferente.

Lema 2.4. (a) Seja T um operador hiperciclico. Entdo sua adjunta T* ndo possui

autovalores. Equivalentemente, todo operador T — NI, \ € K, possui imagem densa.

(b) Seja T um operador hiperciclico em um espago de Banach real. Entio a adjunta T+
de sua complezifica¢do T ndo possui autovalores. Equivalentemente, todo operador

T — M, X\ e C, possui imagem densa.
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Demonstragao. (a) Seja x € HC(T'). Suponha, por contradigao, que 7™ possui um autova-
lor A, isto é,
T z* = \z*

para algum z* € X*, x* # 0. Entao obtemos que, para todo n > 0,

K = {z*(T"x); n > 0} = {(T*)"a*(2); n = 0} = {A"a*(x); n >0}

Se |A] <1 ou z*(z) = 0 entao [|\"a*(z)|| < ||z*(x)| para todo n > 0, ou seja, o conjunto

{\"z*(x); n > 0} é limitado e, portanto, ndo pode ser denso em K. Se |A| > 1 e 2*(z) #0

entao 0 ¢ {A\"z*(x); n > 0}, portanto diferente de K. Concluimos entao que 7% nao pode

ter autovalor.
Além disso, pelo Teorema de Hahn-Banach A.10, T'— AI possui imagem densa
precisamente quando

(T*z* — Xz™)(z) = 2" ((T — M )x) =0 para todo z € X

implica que z* = 0, que é equivalente a A nao ser um autovalor de T™.

(b) Agora, seja X um espago de Banach real e seja T a complexificacao de T'. Seja
x € X hiperciclico para T' e suponha que T possui um autovetor z* € j(v*, ¥ # 0, com
um autovalor A. Entao obtemos

Tz (x +1iy) = M\o*(z+iy)
T(a"(z) +iz"(y)) = Ma'(z) + iz’ (y))
que implica
T z*(x) — Aa™(x) +i(T*2"(y) — A\x™(y)) =0

que nos diz que T*z*(x) — Az*(x) = 0, ou seja, A é um autovalor para a adjunta 7™, um

absurdo. O restante da demonstracao ¢é feita como em (a). O

Como uma consequéncia obtemos uma das pedras angulares da teoria dos sistemas

dindmicos lineares.

Teorema 2.5 (Bourdon). Se T' é um operador hiperciclico e p é um polindmio nao nulo,

entdo o operador p(T) possui imagem densa.

N
Demonstragio. (Caso complexo) Podemos assumir que p(z) = Y a,z" com ay # 0,
n=0
N > 1. Para o espaco X sob o corpo dos complexos o resultado segue imediatamente do

Lema 2.4 (a) e do fato que p pode ser escrito como produto de fatores lineares, desse modo
p(T)=an(T —MI)--- (T —AyI)

com certos \, € C,k=1,---, N.
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(Caso real) Se X é um espago sob o corpo dos reais, consideremos a complexificagao
T de T. Pelo Lema 2.4 (b), segue como no caso complexo que, para todo polinémio p, p(T)

possui imagem densa em X. Agora se p possui coeficientes reais, entao

p(T)(x +iy) = p(T)x +ip(T)y, z,y € X,

que implica também que p(T') : X — X possui imagem densa. ]

Estamos prontos para deduzir um importante resultado sobre a estrutura algébrica

do conjunto de vetores hiperciclicos.

Teorema 2.6 (Herrero-Bourdon). Se x é um vetor hiperciclico para T, entao
{p(T)x : p € um polinomio} \ {0}

¢ um conjunto denso de vetores hiperciclicos.

Em particular, todo operador hiperciclico admite um subespago invariante denso

consistindo, exceto por zero, de vetores hiperciclicos.

Demonstracao. Seja x um vetor hiperciclico para 7. Entao
M = {p(T)z : p é um polindomio} = span Orb(z,T")

é um subespago denso T-invariante de X. Além disso, se y = p(T)x € M \ {0} entdo p # 0

e
Ty =p(T)(T"z), n € Np.

Ja que x é hiperciclico e, pelo Teorema de Bourdon, p(T") possui imagem densa, y também

possui orbita densa sob T O

O Teorema de Herrero-Bourdon nos permite deduzir uma estrutura topoldgica

adicional para o conjunto de vetores hiperciclicos.

Corolario 2.7. O conjunto HC(T) de vetores hiperciclicos para um operador hiperciclico

T é um subconjunto conexo de X.

Demonstracao. Seja M o subespago denso do Teorema de Herrero-Bourdon. Note que
M é de dimensao maior que 1 porque, caso contrario, x seria uma autovetor, que é nao
hiperciclico, portanto M \ {0} é conexo. Agora, usando o fato quese AC BC AC X e
A é conexo, entdo B também é conexo. Aplicando isto para A= M \ {0} e B= HC(T)

concluimos o que queriamos. O
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2.2 Problema do subespaco invariante

Nessa secao apresentaremos o problema do subespaco invariante e sua relagao com

os operadores hiperciclicos. Tomaremos por referéncia [Shal4].

A formulacao mais geral desse problema é:
Deve cada T € L(X) possuir um subespaco invariante ndo trivial?

A resposta é sim se:

e X tem dimensao finita. Nesse caso X é isomorfo a C" para algum n > 1. Suponha
T € L(X). Entao T possui autovalor A\. O auto-espaco correspondente é ker(7" — AI)
que ¢é invariante por 7', e assumindo que o operador nao é um multiplo escalar da

identidade, é nao trivial.

e X é nao separavel. Nesse caso, fixemos z € X \ {0}, e seja M o fecho do span da

orbita de T por x, isto é,
M = span{T"z; n > 0}.

Vemos que M é invariante por T e como nao é separavel temos M # X. Ja que M

contém x e x é nao nulo, o subespago M ¢ nao trivial.

e 1" ¢ compacto. Foi provado primeiro para espagos de Hilbert por Von Neumann
em 1920. Sua prova que nunca foi publicada, foi melhorada por Aronszajn e Smith

[AS54] que simplificaram o argumento e generalizaram para espagos de Banach.

e p(T') é compacto para algum polinémio p. Este resultado foi provado em 1960 por
Bernstein e Robinson [BR66].

A resposta é, em geral, nao!

e O primeiro contraexemplo foi produzido por Per Enflo em 1970, mas o espago de
Banach construido foi muito complicado. Seu artigo [ENF87] ndo apareceu até o

final dos anos 80.

e Charles Read ([Rea85] e [Rea86]) deu um contraexemplo mais acessivel, em particular
ele mostrou que existe um operador R no espaco ¢! que ndo possui subespaco

invariante fechado ndo trivial.

O problema esta em aberto para:
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e Espacos de Hilbert separdveis (isso é o que é usualmente chamado “Problema do

subespago invariante”), e mais geralmente
e Espacos de Banach reflexivos separaveis, e ainda mais geralmente.

e Operadores adjuntos: se o espago dual X* de X é separdvel e T € L(X) deve

T . X* — X* possuir um subespaco invariante nao trivial?

Enunciamos o Teorema de Read que serve como contraexemplo no caso de espagos de

Banach nao reflexivos.

Teorema 2.8 (Read). Eziste um operador em (* onde todos vetores ndo nulos sio

hiperciclicos.

No teorema acima vemos a relagao do problema do subespaco invariante com os
operadores hiperciclicos. Esse teorema também nos da um exemplo de operador cujo
conjunto de vetores hiperciclicos é igual a X \ {0}, ou seja, a menos do vetor nulo, é um

espaco vetorial formado por vetores hiperciclicos.

Note que nesse caso, se existisse um subespaco fechado nao trivial, digamos M C X,
ele teria vetores hiperciclicos, tomemos por exemplo z € M nao nulo. Como ele é um vetor
hiperciclico temos que:

X =span{T"z; n > 0},

e como span{7™z; n > 0} é o menor subespago fechado que contém z, temos que
span{T™z; n > 0} C M, mas isso implica que M = X. Concluimos disso que todo
operador T' € L(X) para o qual todos vetores nao nulos sao hiperciclicos ndo pode ter

subespago fechado nao trivial.
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3 Estrutura do espaco de operadores hiperci-

clicos

3.1 Existem muitos operadores hiperciclicos

Vimos que a existéncia de um vetor hiperciclico implica a existéncia de “muitos”

vetores hiperciclicos (ver Teorema 2.1). Uma pergunta natural entdo é a seguinte: serd que
a existéncia de um operador hiperciclico em um dado espaco implica que entao devem

haver muitos deles, em um certo sentido?

A interpretacdo mais natural para o problema nos da uma resposta negativa. De
fato, nenhum operador 7" em um espago de Banach X com ||T']| < 1 pode ser hiperciclico
porque todas suas Orbitas sao limitadas. Assim o conjunto de operadores hiperciclicos em
X néo é denso no espago L(X) de todos operadores, quando munido com a topologia da

norma.

Mas existe uma outra topologia em L(X), que é bem conhecida, a topologia forte de
operadores (strong operator topology), abreviada como SOT; é a topologia da convergéncia
pontual de operadores. Mostraremos que o conjunto de operadores hiperciclicos é de fato

denso nessa topologia.

Para preparar o terreno, seja X um espago de Banach e L(X) o espago de operadores
em X. A topologia de operadores forte é entdao definida da seguinte forma: para T' € L(X),

a base de vizinhangas é dada por
Ugy..wn(Te) =4{S € L(X) : ||[Txy, — Sai|| < e para k =1,...,n},

onde x1,...,T,, n > 1, é uma colecao arbitraria de vetores linearmente independentes de
X, e £ > 0. Assim, uma sequéncia (mais geralmente uma net) (7,), ¢ SOT-convergente

para um operador 1" se, e somente se, para todo x € X, T,x — Tx.

Comecando com um operador hiperciclico 7" em um espaco de Banach X ¢é imediato
que se A : X — X ¢é um operador invertivel entdo A~'T A é conjugado a T e portanto
também hiperciclico. Um resultado surpreendente neste contexto diz que, sob uma condigao

bem fraca em um operador arbitrario 7', a érbita similar de T,
S(T)={A'TA; A: X — X invertivel},
¢ SOT-denso em L(X).

Lema 3.1. Sejam 1, ...,x, € Y1, ..., Y, dois subconjuntos de vetores linearmentes indepen-

dentes de X. Entdo existe um operador invertivel A de X tal que Az, =y, k=1,...,n.
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Demonstragao. Seja M = span{xy, ..., Tn, Y1, ..., Yn }, que é um espago de dimensao m < 2n.
Podemos encontrar vetores x,11, ..., Tim € Yni1, .., Ym tal que tanto zq, ..., 2, € Y1, ..., Ypy 880
bases de M. J& que subespacos de dimensao finita sao fechados, o Teorema de Hahn-Banach

implica na existéncia de funcionais xj € X* tal que x}(z;) = d; para j,k=1,...,m.

Entao definimos A : X — X por

m

Ax = zp(x)yr +z = Yz (x)zs,
k=1

k=1

que estd bem definida, pois, v = y = zj(z) = 2} (y) = Azr = Ay e a continuidade segue
da continuidade de x}. Logo, como Azy =y para k =1,...,m, A: M — M é uma bijecao.
Além disso, A é a identidade em M’ := N, ker z}. J& que, algebricamente, X = M & M’,
A é uma bijegao (em X). Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, A~! é continua ja que A é

invertivel. O

Proposicao 3.2. Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita. Suponha que, para

todo n > 1, existem n vetores x1,...,x, em X tal que
L1,y Ty Txq, .., T2y,

sao linearmente independentes. Entao S(T) é SOT-denso em L(X).

Demonstragio. A fim de mostrar que S(T") é SOT-denso fixamos um operador S € L(X),
vetores linearmente independentes x1,...,z,, n > 1, de X, e ¢ > 0. Entao definimos
vetores yi, ..., Yn tais que xy, ..., Tn, Y1, ..., Yo S40 linearmente independentes e || Sz — yi|| <
e, k=1,....n;defato,se x1, ..., Tpn, Y1, ..., Yp_1, ST sao linearmente independentes tomamos

yr = Sxy, se nao, escolhemos uma pequena pertubacao apropriada de Szy.

Por outro lado, por hipotese, existem zq, ..., 2, T'21, ..., Tz, linearmente independen-
tes. Pelo Lema 3.1 existe um operador invertivel A em X tal que Axy, = z, e Ayp = Tz

para k = 1,...,n. Assim A~'T Ax;, = y;, e consequentemente
HSZEk — AilTAka <e€
para k = 1,...,n. De outra forma, A™'TA € U,, .. (S, ¢), como desejado. a

Teorema 3.3. Seja X um espaco de Banach de dimensdo infinita. Entao o conjunto de

operadores hiperciclicos em X é SOT-denso em L(X).

Demonstragdo. Sabemos do Teorema de Ansari-Bernal que existem operadores hiperciclicos
T em X. Por conjugacdo, a érbita similar S(T") consiste inteiramente de operadores
hiperciclicos. Assim o resultado segue da Proposicao 3.2 uma vez que sabemos que, para

todon > 1, existem n vetores xq, ..., x, € X tais que xy, ..., x,, T2, ..., Tz, sdo linearmente
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independentes. De fato, podemos facilmente encontra-los: a érbita de todo vetor hiperciclico

¢ linearmente independente e portanto é linearmente independente como queriamos.

x, T2, T, ..., T* %z, Ta, T3, Tz, ..., T*" 'z

3.2 Existem poucos operadores hiperciclicos

Mostraremos que o conjunto de operadores hiperciclicos definido em um espaco de
Hilbert H é nunca denso no espaco L(H) com respeito a topologia da norma. Para isso

precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.4. Sejam X,Y espacos de Banach complexos, e seja S € L(X ®Y). Assuma que

A
S = O,
0 B

com o(A)No(B) =0. Entio S é similar a A® B.

S possui uma representacao,

Demonstragio. Temos que encontrar um operador P € L(X ®Y) tal que PSP = A® B.

Procuraremos um operador da forma

Calculando SP e P(A & B) obtemos
ap - A C\ (1 V _ A AV +C
0 B/ \0 1 0 B
1 VY [A O A VB
P(A® B) = =

0 1 0 B 0 B
o que nos da AV + C' = V B, chegando dessa forma na equacao AV — VB = —C'. Assim,
introduzimos o operador 74 5 : L(Y, X)) — L(Y, X) definido por

Tap(V)=AV - VB.

A demonstragao estard completa quando mostrarmos que o operador 74 5 é sobrejetor.

Iremos de fato mostrar que 74 p € invertivel.

Seja I' C C um contorno delimitando um dominio limitado €2 tal que o(B) C Qe
o(A)NQ = 0. Entdo podemos definir um operador 7/ p : L(Y, X) — L(Y, X) pela férmula

(V) = 5 [(A=€7Vi(e - By de

2
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Afirmamos que 7 5 € a inversa que estamos procurando.

Um simples calculo revela que se V' € L(X) entao

(A= 'map(V)(E-B)" = (A= (AV-VB)(-B)"
= A= A=V -V(B-¢)(E-B)"
= VE-B) " +(A-97V

an((A— & VI(E-B)Y) = A(A-& VI(E-B))
~((A-9 Ve~ B))B
= (A=A~ VI(E-B)T
(A= & V(=B (B¢
= VE-B) +(A-g TV

para todo nimero complexo £ ¢ o(A) U o(B). A partir disso, obtemos

1 1
/ V)= (5 fa-o7a) vy (o [€-B).
tharan(V) = (5= [(A- e ae) Vv (o [ (€~ B)tae
Pela escolha de I', a primeira integral no lado direito é igual a 0 e a segunda integral é
simplesmente I € L(Y'). Assim, temos 7 574 5(V) = V para todo V € L(Y, X).

Similarmente, podemos calcular 74 p7) (V') como segue:

rasths(V) = Tas (5 [(A- 97V - By ag)

2
1 —1y -1
= 5= [Tas((A= 97V~ B) )de
1
- V/ — B -1 A — —1y//
s V(€= B) T+ (A - )7V
= V.
Assim 74 p € de fato invertivel, com inversa 7 p. O

Observagao 3.5. A demonstra¢io do Lema 3.4 foi retirada de [BMO09], uma outra de-
monstracao pode ser obtida em [RH73, Coroldrio 0.15].

Definicao 3.6. Seja T': X — X um operador. Um vetor x € X ¢é dito ciclico se
span{T"x; n > 0}

¢ denso em X.

Operadores que possuem vetor ciclico sdo chamados de operadores ciclicos.
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Observacao 3.7. E imediato que operadores hiperciclicos sao ciclicos. Em particular, o

conjunto de operadores hiperciclicos estd contido no conjunto de operadores ciclicos.

Teorema 3.8. Seja H um espaco de Hilbert de dimensao infinita. Entao o conjunto de

todos operadores ciclicos é nunca denso em L(H) com respeito a topologia da norma.

Demonstrag¢ao. Denotemos por Lo (H) o conjunto de todos operadores ciclicos definidos em
H. Para mostrar que Lo (H) é nunca denso em L(H) devemos provar que, int(Le(H)) = 0,
isto é, dados T' € L(H) e € > 0, podemos achar S € L(H) tal que ||S —T|| < e e S nao
estd em Lo(H).

Comecamos com a seguinte afirmacao.

Afirmacao 2. Se R € L(H) é um operador de Fredholm com indice —2 (ver Apéndice

A.5) entdo R ndo € ciclico.

Demonstragio. Se R é ciclico com vetor ciclico e entao H = Ce + Im(R). De fato,
Ce + Im(R) é um subespaco fechado de H que contém span{R"(e); n € N}. Segue-se que
Ker(R*) = Im(R)* possui dimensdo no méximo 1, de modo que R nio pode ser Fredholm

com indice < —2. O

J& que um operador S € L(H) é ciclico se, e somente se, S — ul é ciclico para todo

€ C, segue da afirmacao anterior que
U:={Se€L(H); 3ueC:S— pul é Fredholm com indice — 2}

nao contém operadores ciclicos. Além disso, U é um subconjunto aberto de L(H) pela
continuidade do indice de Fredholm (Proposigao A.17). Consequentemente, a demonstragao

estard completa se mostrarmos que U é denso em L(H).

Fixemos um operador arbitrario " € L(H) e € > 0. Escolha um ntimero complexo
qualquer A € 9o(T') tal que o operador T'— Al nao é Fredholm a esquerda, e fixe p € C
tal que T — pl é invertivel e |\ — u| < /2. J4 que T'— Al nao é Fredholm a esquerda
(Proposigao A.20), podemos encontrar um operador Ty € L(H) e um subespago fechado
de dimensao infinita £ C H tal que ||Ty — T'|| < «, onde a < £/2 é muito pequeno, F é

invariante sob T e (1y)|g = A g (Corolario A.19). Entao Tj possui representagao na forma

0 By

com respeito a decomposicio ortogonal H = E @ E+. Além disso, Ty — pul ¢é invertivel se

« é suficientemente pequeno, que agora assumimos ser o caso. Portanto p ¢ o(By).

Agora, vamos definir Sy € L(H) por

S()Z: H CD
0 By
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onde a representacao é dada com respeito a decomposicio H = E @ E*. Segue-se entdo

que

[So =TI = [So—To+To—T]
< 1S = Toll + [|To = T
< A—pl+a
< g/2+¢/2=¢.

Seja Ay € L(E) um operador de Fredholm com indice —2. Se § > 0 é pequeno o
suficiente entdao o(ul + dAg) No(By) = 0 visto que p ¢ o(By). Pelo Lema 3.4 o operador

o+ (SAO CO
S5 =
0 By

é similar a (ul + dAg) & By. Ja que By — pl é invertivel, pois, u ¢ o(By), segue que
Ss — pl ~ §Ag® (By — ul) = 0Ag @ B é Fredholm com indice —2. Portanto, como Ss é

proximo de T, isto conclui a demonstracao. [

Como uma simples consequéncia obtemos que:

Corolario 3.9. Seja H um espago de Hilbert de dimensdo infinita. Entdo o conjunto
de todos os operadores hiperciclicos é nunca denso em L(H) com respeito a topologia da

norma.
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4 Propriedades espectrais de operadores hi-

perciclicos

Nessa secao apresentaremos resultados interessantes sobre o espectro de operadores
hiperciclicos e através desses resultados poderemos dizer se um dado operador é hiperciclico

ou nao.

Proposicao 4.1. Seja T um operador hiperciclico em um espago de Banach X (real ou

complezxo). Entdo:

(i) T* nao possui autovalores, isto é, o,(T*) = 0;

(1) A orbita de cada x* # 0 em X* sob T* € ilimitada.

Demonstragdo. (i) Veja a demonstracao no Lema 2.4 (a).
(74) Suponha que existe algum z* € X* z* # 0, e algum M > 0 tal que ||(T*)"z*|| <
M para todo n > 0. Seja x um vetor hiperciclico para T. Entao {z*(T"z), n > 0}, se

trata de um conjunto denso em K. Por outro lado,
2" (T" )| = [(T7)"" ()| < M|, n =0,
o que é impossivel. O

Lema 4.2. Seja r > 0. Entdo:

(i) Se o(T) C {z € C: |z| < r} entdo existem e > 0 e M > 0 tais que |T"z| <
M(r — e)"||z|| para todo x € X e n € Ny;

(17) Se o(T) C {z € C : |z| > r} entdo existem e > 0 e M > 0 tais que ||T"x| >
M (r + e)"||x|| para todo x € X en € N.

Demonstragao. (i) Ja que o(T') é um conjunto compacto, da hipdtese e da férmula do raio
espectral obtemos que lim, o [|T"||"/™ = r(T) < r. Consequentemente, se ¢ < r — r(T)
entdo existe algum M > 0 tal que ||T"| < M(r — e)™ para todo n € Ny, e o resultado

segue.

(1) A hip6tese implica que 0 ¢ o(T), de modo que T é invertivel. Ja que o(T~1) =
o(T)~!, obtemos que o(T™!) C {z € C: |z|] < =}. Por (1) existe algum n > 0 com n < —
T T

1
e M > 0 tal que |[(T~1)"y|| < M (= —n)"||y| para todo y € X e n € Ny. Fazendo y = T"x
r

1

e definindo € por — —n = obtemos o resultado. O]
r

r+e
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Proposicao 4.3. Seja T um operador hiperciclico. Entao o(T) intersecta o circulo unitd-
710!

o(T)NT # 0.

Demonstra¢io. Suponha, pelo contrario, que o(7") nao intersecta o circulo unitario. Se
o(T) C D entao, fazendo r = 1 no Lema 4.2 (i), vemos que toda 6rbita de T tende a 0,
que ¢é impossivel. Similarmente, o Lema 4.2 (ii) mostra que o(T) C C\ D é impossivel.

Nos, portanto, temos que os conjuntos
op:=0c(T)ND e oy:=0(T)N(C\D)

formam uma partigdo de o(7T) em conjuntos fechados nao vazios. Pelo Teorema da
decomposicao de Riesz (Ver A.16), existem subespagos fechados invariantes por 7" nao
triviais My e M, tais que X = My & My, 0(T\a,) = 01 € 0(Tjn,) = 02. Como Tjpy, € um

operador hiperciclico com o (7}y;,) C D, que é impossivel, como vimos acima. O

Exemplo 4.4 (Operador de Volterra). Seja X o espago C|[0,1] de fungoes continuas
no intervalo [0,1], ou um dos espagos LP[0,1] de fungoes p-integraveis em [0,1], onde

1 <p<oo. Para todo f € X definimos V f por
t
V() :/f(s)ds, 0<t<1.
0

Isto define um operador em C[0,1] com ||V| < 1.

Por outro lado, sejap > 1, e seja g o expoente conjugado de p definido por %%—% = 1.

t q
( / 1%) dt
0

[nalre

Seque da desigualdade de Hélder que

/ ( / \f(S)IdS)pdt < ( / !f(s)lpds)

1
p
< A [ thae =
0

S

1
P
, Tl

Assim V' € também um operador em LP[0, 1], e jd que g + 1 = p obtemos que ||V < p_%.
Um argumento similar mostra que o mesmo vale para p = 1. O operador V é chamado de

operador de Volterra.

Usando indugdo mostramos que a n-ésima iterada de V, n > 1, é dado por

1

VE(E) = (n—1)!0/<t _ ) f(s)ds, 0<t<T1.
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De fato,
VLA = (Tl;{l)!jgtjﬁz(x — s)" ' f(s)dsda
- (ni£D![fﬂmeﬂ@ﬂxmﬂ@xx——ﬁn1f@ykdx
= s a6 ([ et - o) ds

- o ([

_ 1 t(t—s)”f(s)ds.

n! Jo

Em * usamos X[o,4(%)X[0,21(5) = X[o0,4(5)X[s,q(%) € Fubini para mudar a ordem de integragdo.

No caso de X = C[0, 1] obtemos que

t

1 n—1 _ 1
s [ =97t = S,

V*fl <

de modo que

1
V|7 < — — 0.
nln

A formula do raio espectral implica que (V) = 0, de modo que o(V) = 0. O mesmo
resultado vale para o espago X = LP[0,1], 1 < p < 0o. Pela Proposi¢io 4.3, V nao pode ser
hiperciclico em todos espagos considerados. De fato, pelo mesmo motivo, nenhum mailtiplo

AV, X € C, pode ser hiperciclico.

Exemplo 4.5. Seja By, o shift a esquerda com peso w = (1/n),, em um espago de Banach

complexo P ou cy. Ja que

Tn+41 Tn42
By)"z = , )
(Bu)"z <L2-“mn+u 3-4-... (n+2) )

obtemos que ||(By)"||Y™ < (n!)™Y™ — 0. De modo que, a férmula do raio espectral nos
dd o(B,) = {0}. Em particular, seque da Proposi¢io 4.3 que B, nao € hiperciclico. Por
outro lado, seque do Coroldrio 1.45 que I + By, € hiperciclico. Além disso, o(I + B,,) = 1.
Em particular, existem operadores hiperciclicos cujo espectro intersecta T em apenas um

ponto.

Lema 4.6. Sejam A e B subconjuntos compactos de um espago métrico, onde B € conezo.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Toda componente conexa de A intersecta B;

(i) AU B é conexo.

O préximo teorema generaliza a Proposigao 4.3.
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Teorema 4.7 (Kitai). Seja T um operador hiperciclico. Entdo toda componente conexa

de o(T) intersecta o circulo unitdrio.

Demonstragao. Pelo lema anterior basta mostrarmos que o conjunto compacto o(T)UT é
conexo. Suponhamos por absurdo que o(7T) U T pode ser particionado em dois conjuntos
fechados nao vazios C e Cs. Ja que T é conexo, ele deve ficar inteiramente contido em um

dos dois conjuntos, caso contrario

(O’(T)UT)QT == <01U02)QT
T = (C,NT)U(CaNT).

Donde segue que T seria particionado em dois fechados nao vazios C;NT e CoNT, o
que é um absurdo. Podemos entao supor que T esta contido em C5. Entao definimos uma

parti¢cao de o(T") em conjuntos fechados:
o1:=CiNo(T) e oy:=Cona(T).

Ja que T esta contido em Cs, obtemos que o; = C é ndo vazio. Além disso, se Co N o(T)
fosse vazio entdo o(T') estaria contido em C; e portanto disjunto de T, que é impossivel

pela Proposicao 4.3.

Agora, pelo Teorema da Decomposicao de Riesz, existem subespagos fechados nao
triviais M; e M, invariantes por 1" tais que X = My @ M, o(Tia,) = 01 € 0(Tja,) = 02.
Como T' ¢é hiperciclico, obtemos que Tjy;, ¢ também hiperciclico, e seu espectro nao

intersecta o circulo, o que ¢ um absurdo pela Proposicao 4.3. O

Corolario 4.8. Nenhum operador compacto em um espago de Banach complexo X # {0}

pode ser hiperciclico.

Demonstracio. Pelo Teorema 1.27, podemos assumir que X tem dimensao infinita. Seja
T € L(X) um operador compacto. Entao o espectro de T' é contavel e contém o zero.
Agora, como todo subconjunto contével de C é totalmente desconexo, segue que {0} é

uma componente conexa de o(T"). Pelo Teorema 4.7, T nao pode ser hiperciclico. ]
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5 Caracterizacoes de hiperciclicidade

Dividimos esse capitulo em trés partes: na primeira tratamos do trabalho de Bourdon
e Feldman [BF03] sobre d6rbitas densas em algum lugar enquanto que na segunda parte
falamos de uma bonita caracterizacao de operadores hiperciclicos obtida por Charpentier,

Ernst e Menet [CEM16] e por fim na terceira parte trazemos 3 problemas em aberto de
[CEM16].

5.1 Orbitas densas em algum lugar e hiperciclicidade

O contexto do trabalho de Bourdon e Feldman [BF03] é devido a discussao envol-
vendo dois teoremas notaveis: Teorema de Ansari e o Teorema Multi-hiperciclico. Ansari

[Ans95] respondeu & questao proposta por Kitai [Kit82, Observacao 2.13], provando:

se T ¢ hiperciclico, entdo para todo inteiro positivo n, o operador T™ € também

hiperciclico. Além disso, T e T™ possuem a mesma colecao de vetores hiperciclicos.

Alguns anos antes do Teorema de Ansari ser anunciado, Domingo Herrero [Her92]

levantou a seguinte conjectura intimamente relacionada:
se T" é multi-hiperciclico, entao T é hiperciclico.

Um operador T : X — X ¢é multi-hiperciclico desde que haja um subconjunto
finito {1, xq, ..., 2, } de X tal que U}_; Orb(xy, T') é denso em X. De forma independente
George Costakis [Cos00] e Alfredo Peris [Per01] resolveram a Conjectura de Herrero. A
prova de Peris para o Teorema Multi-hiperciclico explora um argumento de V. Miller
[Mil97] que apontou que se Up_; Orb(zy, T) é denso em X, entdo para ao menos um indice
kcom 1 <k <mn, Orb(z,T) é densa em algum lugar em X. Peris [Per01, Problema 2]

levantou a seguinte questao:
Se uma orbita de T é densa em algum lugar, entdo ela é densa.

Apresentamos a demonstracao de Bourdon e Feldman para esse problema, bem

CO1mMo suas consequéncias.

Definicao 5.1. Um conjunto é chamado denso em algum lugar se seu fecho contém um

conjunto aberto nao vazio.

Lema 5.2. Se T" admite uma orbita densa em algum lugar e p é um polinomio ndo nulo,

entao o operador p(T) possui imagem densa.

Demonstragdo. Seja x um vetor cuja orbita por T' é densa em algum lugar e seja F' o

fecho de Orb(z,T). Suponha que para algum escalar «, o operador T"— ol em X nao
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possui imagem densa. Entao existe um funcional linear nao nulo x* que anula a imagem
de T — al, que produz

2 (Trx) = o"z*(x)
para todo inteiro positivo n. Note que z* nao pode anular todos vetores no interior de
F| consequentemente, o fecho de {z*(T"x); n > 1} possui interior. Contudo, o fecho de
{a"x*(z); n > 1} ndo possui. Essa contradicao mostra que para todo escalar a, o operador
T — ol possui imagem densa. J& que o produto de operadores com imagem densa tem

imagem densa, a prova esta completa. ]

Lema 5.3. Se Orb(z,T) é densa em algum lugar, entao o conjunto {p(T)x; p #

0 um polinémio} é conezo e denso em X.

Demonstragio. O conjunto A := {p(T")x; p # 0 um polinémio} é conexo por caminhos. De
fato, sejam p, ¢ polindbmios nao nulos. Se ¢ nao é um multiplo de p entdao o caminho retilineo
t—tp(T)z + (1 —t)g(T)x, t € ]0,1] estd contido em A. Caso contrario selecionemos um
outro polinémio r que nao é multiplo de p e portanto nem de ¢ e tomemos a uniao dos
caminhos retilineos conectando p(T)x e ¢(T)x com r(T)x. Isso nos mostra que A é conexo

por caminhos portanto, é conexo.

Por outro lado, A é um subespaco de X que contém Orb(z, T'). Segue da hipétese
que existe 7o € X e uma 0-vizinhanca W tal que zo + W C A. Assim, para todo y € X,
existe um escalar A com y € AW. Consequentemente, y € A(xg + W) — Azg C 4, o que
nos dd A = X, isto é, A é denso em X. O

Relembremos que um operador 7' : X — X é dito ciclico se possui uma 6rbita
com span denso, isto é, se existir x € X tal que span{z, Tz, T?z, ...} é denso em X (ver

Defini¢ao 3.6).

O préximo lema segue do fato que todo subespaco de X que contém um conjunto

aberto ndo vazio deve ser todo X.

Lema 5.4. Suponha que Orb(z,T) é densa em algum lugar em X. Entao para cada inteiro

nao negativo j, T'x é um vetor ciclico por T.

Lema 5.5. Suponha que x € X e que U ¢é o interior do fecho da Orb(x,T). Entao X \ U

¢ invariante por T

Demonstragio. Denotemos por F' o fecho de Orb(z,T) e U o interior de F. Observe que

F' é invariante por T
Se U é vazio, nao hé nada a provar. Suponha que U ¢é nao vazio. Escolha um inteiro
positivo j tal que T7x pertence a U e faga x; = T?z. Como {T"x; n > j} é denso no

conjunto aberto U, x; é um ponto de acumulagao da Orb(xz;,T") e U é o interior do fecho de
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Orb(z;,T). Pelo Lema 5.4, z; é um vetor ciclico para T', isto é, {p(T")z;; p é um polindémio}

é denso em X.

Suponha, com o propédsito de obter uma contradi¢ao, que T" aplica algum ponto
y no complemento de U em U. Sem perda de generalidade, assumimos que y pertence
ao complemento de F. Ja que, X \ F' é aberto e {p(T")x;; p é um polinémio} é denso em
X, podemos encontrar um polinémio p de modo que p(7")x; esta perto o suficiente de y
para garantir (1) p(T)x; € X \ F e (2) T(p(T)z;) € U. Ja que U esta contido no conjunto
fechado T-invariante F', segue que o fecho da érbita por T' de T'(p(T")x;) pertence a F.
Contudo, Orb(Tp(T)z;, T) = {p(T)T?"*"x; n > 1}. Como x; é um ponto de acumulagio
de {T"*"z; n > 1}, a continuidade de p(T') nos da que p(T)z; € F. Assim p(T)z; esté

em F' e seu complementar, uma contradicao. O

Teorema 5.6 (Bourdon-Feldman). Seja T' um operador em um espago de Banach separdvel

X ex € X. Se Orb(z,T) € densa em algum lugar em X, entao ela é densa em X.

Demonstragio. Seja F' o fecho de Orb(z,T) e U denota o interior de F, que estamos
assumindo nao vazios. Assumimos também que F' é subconjunto préprio de X, caso

contrario, nao ha nada a provar.

O primeiro passo consiste em mostrar que para todo polinémio nao nulo p, p(T)x ¢
OU. Suponha, por absurdo, que existe um polindmio nao nulo p tal que p(7T")x pertence a

fronteira de U.

Como U ¢ o interior do conjunto fechado F'; X \ U é o fecho de X \ F. Assim,
como x é um vetor ciclico para T, escolhemos uma colecao ) de polinomios tal que
{¢(T)x; ¢ € Q} é um subconjunto denso de X \ U. Pelo Lema 5.2, p(7T") deve aplicar um
conjunto denso D := U U{q(T)z; ¢ € Q} em um conjunto denso, contudo, vamos mostrar
que p(T)D C X\ U.

Usando a T-invariancia de X \ U obtida do Lema 5.5 obtemos que para cada
q € @, o conjunto ¢(T)F pertence a X \ U. Novamente, usando a T-invaridncia do
complementar de U, uma vez que p(T)x € OU C X \ U, vemos que p(T)F pertence a
X\ U. Agora, todo ponto em p(T)D estd em p(T)U C p(T)F C X \ U ou possui a forma
p(T)q(T)x = q(T)p(T)x para algum ¢ € Q). Contudo, p(T)F é um subconjunto de X \ U
e q(T)p(T)x pertence a ¢(T)F, que é também um subconjunto de X \ U. Assim, todo

ponto de p(T")D pertence ao complementar de U, contradizendo o Lema 5.2.

Assim, provamos que para todo polindbmio nao nulo p, p(T)z nado pertence a
fronteira de U. Como {p(T)z; p # 0 é um polindémio} é conexo (Lema 5.3), contém pontos
de U (como pontos em Orb(z,T)), e ndo contém pontos da fronteira de U, vemos que
{p(T)x; p # 0 é um polinémio} estd inteiramente contido em U. Entretanto, U esta

contido propriamente no subconjunto fechado F' de X, significando que {p(T)z; p #
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0 é um polindémio} nao pode se denso em X, contradizendo o fato que x é um vetor
ciclico para T'. Assim, nossa hipotese que F' é um subconjunto préprio de X levou a uma

contradigao, e concluimos que Orb(z,T) é denso em X, como desejado. ]

Como consequéncia obtemos o Teorema Multi-hiperciclico (Costakis-Peris) e o

Teorema de Ansari.

Teorema 5.7 (Costakis-Peris). Seja T' um operador em um espago de Banach separdvel
Xexy,...,x, € X. Se

Orb(z;,T)

=

1

J

¢ denso em X, entdo eziste algum j € {1,...,n} tal que Orb(z;,T) é densa em X.

Demonstracao. Da hipotese obtemos
U Orb(z;,T) = | Orb(z;, T) = X.
j=1 j=1

Pelo Teorema de Baire, existe um k € {1,...,n} tal que Orb(zy,T) possui interior nao
vazio, ou seja, Orb(xy, T') é densa em algum lugar e por Bourdon-Feldman zj, possui 6rbita
densa em X. 0

Teorema 5.8 (Ansari). Seja T um operador em um espago de Banach separdvel. Entao,
para todo p € N, HC(T) = HC(T?). Em particular, se T é hiperciclico entdo TP também
é, para todo p € N.

Demonstracio. Seja x € HC(T) e p € N. Ja que

p—1

Orb(z,T) = | J Orb(T7z,T%)
§=0
¢ denso em X, o Teorema 5.7 implica que existe algum j € {0,...,p — 1} tal que TVz é

hiperciclico para T?. J& que TP~/ possui imagem densa e
TP~ (Orb(TVz,T?)) C Orb(z, T?)

obtemos que z € HC(T?). O

5.2 I'-Superciclicidade

Nessa se¢ao caracterizamos os subconjuntos I' de C onde a nogao de hiperciclicidade

coincide com a nocao de I'-superciclicidade, cuja definicdo apresentamos abaixo.



Capitulo 5. Caracteriza¢oes de hiperciclicidade 40

Definig¢ao 5.9. Seja X um espago de Banach complexo. Para T em L(X), x em X, e’
um subconjunto nao vazio de C, denotamos Orb(I'z, T') = {yT"x;y € I', n > 0}. Dizemos
que x € I'-superciclico para T' se Orb(I'z, T') é denso em X e T serd chamado T'-superciclico

se admite um vetor I'-superciclico.

Observagao 5.10. Note que se I' = {1} entao I'-superciclicidade é equivalente a hiperci-

clicidade.

Um importante resultado devido a Leén-Miller [LM04] nos d4 uma caracterizacao

de I'-superciclicidade no caso em que I' = T, isto é, I' é o circulo unitario em C.

Teorema 5.11 (Leén-Miiller). Seja T' € L(X). Entao x € X € hiperciclico para T se, e

so se, x € T-superciclico para T.

Prosseguindo nessa direcao, daremos uma caracterizagao devida a S. Charpentier,
R. Ernst e Q. Menet retirada do artigo “I'-supercyclicity” publicada em 2016 no Journal

of Functional Analysis.

A fim de lidar com essa questao introduziremos as propriedades que um subconjunto

de C deve ter ou nao.

Definicao 5.12. Seja I' um subconjunto de C. Dizemos que I' € um conjunto escalar

hiperciclico se o sequinte valer: Para todo espago de Banach complexo de dimensdo infinita

X, todo T € L(X) e todo x € X

Orb(T'z, T) = X se, e somente se, x é hiperciclico para T.

De acordo com o Teorema de Léon-Miiller o subconjunto T de C é um conjunto

escalar hiperciclico.

Agora podemos enunciar a caracterizacao dada por Charpentier, Ernst e Menet.

Teorema 5.13 (Charpentier-Ernst-Menet). Um subconjunto nao vazio I' de C é um
conjunto escalar hiperciclico se, e somente se, I' \ {0} € nao vazio, limitado e limitado

longe do 0.

Para provar que se I' é um conjunto escalar hiperciclico entao I"\ {0} é limitado e
limitado longe do 0, é suficiente exibir exemplos de operadores I'-superciclicos que nao sao
hiperciclicos quando T'\ {0} ndo é limitado ou nao limitado longe do 0. Note que se T" é

um conjunto escalar hiperciclico entdo I' \ {0} ¢ ndo vazio.

Comecamos mostrando que se I' é um conjunto escalar hiperciclico entao I' é

limitado.

Proposigao 5.14. Seja I' um subconjunto ilimitado de C. Entdo o shift a esquerda B em

(*(N) ¢ T'-superciclico mas ndo hiperciclico.



Capitulo 5. Caracteriza¢oes de hiperciclicidade 41

Demonstracao. Ja vimos no Exemplo 1.31 que B nao é hiperciclico. Seja I' um subconjunto

ilimitado de C. Vamos contruir um vetor I'-superciclico para B.

Seja {yx; k € N} um subconjunto denso de ¢gg (ver definigao de cop no Apéndice
A.2). Denotemos por F o shift a direita em ¢*(N) e fazemos d(yx) = max{j > 0; yx(j) # 0}.
Primeiro, construimos indutivamente uma sequéncia (vyx)reny C I' \ {0} e uma sequéncia

de inteiros (my)ren tal que para todo k € N:

() [yl < 27

(i) para todo i < &, 2 lye]l < 27

(iii) para todo i < k, mg > m; + d(y;).

Se mg,...,Mg_1 € Yo,...,Ve_1 foram escolhidos, observamos que é suficiente escolher ~;
suficientemente grande a fim de satisfazer (i) e (ii) e escolher my suficientemente grande a

fim de satisfazer (iii).

Usando (i), fazemos x = >.3°, %mez Ja que ||[F™y;|| = ||ly:]|, obtemos que

1 . < 1 < 1 x
HxH:HZ*F il SZHfF yz||:HZ*yzH <) 270 =2
i=0 Vi i=0 Vi i=0 Vi i=0
e portanto x estda bem definido. Afirmamos agora que x é I'—superciclico para T.

Seja k € N. Temos entao que

m Y (i -
B — gl = [P k(Z,F y) il
=0 /7
Yk my ( M Vi my ( Mg
< Y Il=B™(F ?/j)||+||%3 (F™ yr) — yi|

j<k Vi

Yk Hmy  om
+> BT (E™ )|

j>k 1J
Tk
< 2040+ “ly;ll por (i)
j<k >k Vi
< Y 277=2"%50 por (ii).
i>k

Portanto, como {yx; k € N} é denso em ¢y e este tltimo ¢ denso em ¢*(N), segue o

resultado. [

Proposicao 5.15. Seja I' um subconjunto de C e assuma que I'\ {0} é nao limitado longe
do zero. Entdo, o operador shift B, em (*(Z) com sequéncia peso w; =2 sei >0 e w; = 1

caso contrario € I'-superciclico mas nao hiperciclico.

Demonstra¢io. E bem conhecido que B,, ndo é hiperciclico j& que a érbita de todo vetor
nao nulo ¢é limitado longe do zero. Seja I' um subconjunto de C tal que I'\ {0} nao é

limitado longe do zero. Iremos construir um vetor ['-superciclico para B,,.
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Seja {yr : k € N} um subconjunto denso de ¢po(Z). Definimos d(yx) = max{j >
0; yx(j) # 0} e denotamos por F1 o inverso de B,, em (*(Z). Em outras palavras, F1 ¢
o shift com peso F, onde v; = % ;Je 1t > 0 e v; =1 caso contrario. Primeiro, construinuios
indutivamente uma sequéncia (yx)k>1 C I'\ {0} e uma sequéncia de inteiros (mg);>1 tal

que para todo k € N:
() |2 Fpol < 27

(ii) para todo i < k, %

Byl < 27"

(iii) para todo i < k, %HB{S'@F?%H <27k,
Se mg, ..., Mg_1€0,--.,Vk1 foram escolhidos, primeiro observamos que podemos escolher
v suficientemente pequeno tal que para todo ¢ < k, temos h’“‘ ||BmF T’yZH < 27F para

todo m > 0 ja que

|7k|H£yn}#?%hH __|7k|2"h+d@z
il il
Podemos entao escolher my, suficientemente grande a fim de satisfazer (i) e (ii) j4 que para

yi||.

todo y € cyo(Z), obtemos F™y — 0 quando m — oo.

co 1

0 F “y; esta bem definido. Afirmamos agora que x é
Vi

Segue de (i), que = =

I'-superciclico para T

Seja k € N. Temos entao que

I Bie =yl < Y1125 B FL

J||+|| B'“F k= ykll + D0 I B FL |

j<k ¢ j>k i
Z +0+ Z por (ii) e (iii)
]<k ]>k
k+1
5 0

Portanto, novamente como {yx; k € N} é denso em cqy e este tltimo é denso em (*(Z),

segue o resultado. O]

Com isso demonstramos a ida do teorema. Para demonstrar a volta enunciaremos

0 seguinte teorema.

Teorema 5.16. Seja T € L(X) eI' C C tal que I'\ {0} € nao vazio, limitado e limitado

longe do zero. Se x € I'-superciclico para T entdo x € hiperciclico para T

Seja T' € L(X) e seja x € X um vetor ['-superciclico para T'. Notemos que o ponto
zero nao desempenha nenhum papel, pois, tomando por exemplo I' = {0} obtemos que
Orb(T'z, T) = {0}, sendo assim, podemos supor que 0 ¢ I'. Observemos também que I" estd

contido em um anel da forma [a,b|T, com 0 < a < b < 00, e que z é [a, b|T-superciclico
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sempre que z é [-superciclico. Mais ainda, tomando uma dilata¢ao vemos que z é [a, b|T-
superciclico se, e somente se, x é [1,b/a]T-superciclico. Portanto, a demonstracao do

Teorema 5.16 se reduz a mostrarmos o seguinte

Teorema 5.17. Sejam T € L(X) e 1 < b < o0. Se x € [1,b|T-superciclico para T entao x

¢ hiperciclico para T .

A prova do Teorema 5.17 depende de varios lemas.

Lema 5.18. Seja I' C C um conjunto ndao vazio limitado e limitado longe do zero, seja
T € L(X) e seja x um vetor I-superciclico para T. Entdo para todo y € X, existe v €T e

uma sequéncia crescente (ny) de inteiros tal que YT™ x — y.

Demonstrag¢io. Primeiro mostraremos que o interior de Orb(I'z, T") possui interior vazio.

De fato, podemos escrever

Orb(Fz,T) = J (U ’yT”x)

vel' \neN

-y (yr).

neN \yel

onde |J 4Tz possui interior vazio para cada n € N, uma vez que esta contido em um
vyel
subespago de dimensao finita. Como subespagos de dimenséao finita em espacos de Banach

sao fechados e possuem interior vazio, temos pelo Teorema de Baire que a unidao enumeravel
desses subespagos fechados e de interior vazio possui interior vazio. J& que Orb(T'z, T') esté

contido nessa uniao, ele também possui interior vazio.

Seja y € X. Da afirmacao anterior deduzimos que existe uma sequéncia (y;) C
Orb(I'z, T) \ Orb(I'z, T') convergindo para y. Notemos que se z € Orb(I'z, T) \ Orb(T'z, T)
entdo existe uma sequéncia crescente (n;) C Ne (y;) C I' tal que v, 7"z — z. Podemos
assim contruir uma sequéncia (v;) C I' e uma sequéncia crescente (ny) C N tal que
lye — T z| < 27*. Da compacidade de I' obtemos que se (v;) nao for convergente
podemos extrair uma subsequéncia convergente, sendo assim podemos assumir que (7;)

converge para 7. Mais ainda, como I' ¢ limitado longe do 0 segue que v # 0. Agora,
ly =T 2| < lly = yell + [ImT™ 2 =T ]| + [lyr — T |-

Portanto, como cada parcela no lado direito vai a zero quando k£ — oo, obtemos o resultado
desejado. O]

Deduzimos a partir do lema anterior o seguinte corolario.
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Corolario 5.19. Seja I' C C um conjunto ndo vazio, limitado e limitado longe do zero,

seja T € L(X) e seja x um vetor I'-superciclico para T'. Entdo para todo n > 0, temos que

|J Orb(vT"x,T) = X.

'yef

O préximo lema é bem conhecido no caso de operadores hiperciclicos (ver Teorema
2.5) e também vimos outra versdo onde consideramos operadores com érbita densa em

algum lugar (ver Lema 5.2).

Lema 5.20. Se T é I'-superciclico com I' C C nao vazio, limitado e limitado longe do

zero, entao p(T) possui imagem densa para todo polindmio nao nulo p.

Demonstragao. Segue das provas do Lema 2.4 (a) e do Teorema 2.5 que é suficiente mostrar
que o espectro pontual o,(7*) da adjunta T* de T' é vazio. Seja x um vetor I'-superciclico
para T'. Por contradicdo, assuma que o € 0,(7%) e seja y* € X* \ {0} tal que T*y* = ay*.

Uma vez que x é um vetor I'-superciclico para T', obtemos

C={y(vTrz); vy, n>0} ={va"; yeTI, n>0}y"(z).

Se |a] <1 ou y*(x) = 0 entdo o tltimo conjunto é limitado e ndo pode ser denso em C; se

la| > 1 e y*(z) # 0 entdo ele é limitado longe do zero, portanto uma contradicao. O

Lema 5.21. Se x ¢ I'-superciclico para T com I' C C nao vazio, limitado e limitado longe

do zero, entao p(T)x é I'-superciclico para T' para todo polindmio nao nulo p.

Demonstragio. Ja que x é I-superciclico para T, segue do Lema 5.20 que p(T)(Orb(I'z, T))
é denso e obtemos o resultado desejado observando que p(T)(Orb(T'z, T')) € Orb(T'p(T)z, T).
U

Proposicao 5.22. Seja b > 1. Se x € [1,b|T-superciclico entao uma das duas sequintes

condicoes valem:

(1) = € hiperciclico para T';
(2) existe 1 < ¢ <b tal que x € [1,c|T-superciclico e Orb(Tz, T) N [1,]Tx = Tz U cTx.

Em particular, T ndo € hiperciclico.

Demonstragao. Precisaremos de duas afirmacgoes.

Afirmacgdo 3. Se existirem )\ € (1,b] en > 0 tal que X"z € Orb(Txz,T), entdo x é
[1, | T-superciclico para T
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Demonstragio. Se XT"x € Orb(Tz,T) entao existe (ny) C N e~ € T tal que vT™x —
AT x. Segue-se que para todo m € N e todo p > 0,

§7T”’“+mx = %TW(VT”’%) — %Tm(/\T”m) = T "y

e assim
Orb(uTT™ ™2, T) C @(%TT”L:U, 7). (5.1)

Seja agora J € N tal que (1/\)7 < \/b. Entdo, para todo p € [1,b], existe 0 < j, < J tal
que 55 € [1, A]. De fato, 1/A7 < A/b = b/A\’ < X e consequentemente, para todo p € [1,b]
temos p/A\’ < A. Se u/A > 1, tome j, = J. Agora, se u/A’ < 1 temos p/A"71 < A
Portanto, se 1/A\’~! > 1 tome j, = J — 1. Procedendo dessa forma obtemos j, tal que

p/Ne € [1,A]. Assim sendo, segue de (5.1) que
Orb(uTT’"z, T) € Orb(uTT#" 2, T) C %(%’M, 7).
Usando o Corolario 5.19 obtemos

X = |J Ob(uTT’"2,T)c |J Orb(vTz,T).

neLb] ve(LA]
Concluimos assim que z é [1, A]T-superciclico para T ]

Afirmacgao 4. Seja 1 < ¢ < b. Se x é [1, \|T-superciclico para todo \ € (c,b] entio x é

[1, | T-superciclico.

Demonstragio. Sejam y € X e ¢ < b. J& que z é [1,c+ 1/k]|T-superciclico para todo k
grande o suficiente, existe uy € [1,c+ 1/k]T, e ny tal que

. 1
Tz — y|| < T

Tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor que pu, — p para algum p €

[1,c|]T. Deduzimos entao que p1™x — y e consequentemente x é [1, ¢|T-superciclico. [

Temos agora as ferramentas necessarias para concluirmos a prova da Proposicao
5.22. Seja
¢ =inf{\ € [1,b]; = é [1, \|T-superciclico}.

Se x nao é hiperciclico entao ¢ > 1. De fato, se ¢ = 1 entao pela Afirmacao 4 temos que
x é T-superciclico e portanto hiperciclico pelo Teorema de Leén-Miiller. Da Afirmagao 3
segue que para todo A € (1,¢), Ax ¢ Orb(Tx, T) se ndo ¢ ndo seria o infimo . Além disso,
cx deve pertencer a Orb(Tx,T') caso contririo existe € > 0 tal que o intervalo (x, (¢ + ¢)z]
estd contido no complementar de Orb(Tx, T'). Nesse caso (c+¢)z ¢ Orb([1, ¢]Tz,T) o que
contradiz o fato de x ser [1, ¢]T-superciclico. Portanto, Orb(Tz,T) N [1, ¢|Tx = Ta U ¢Tx

como queriamos.
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Finalmente se estivermos em tal caso, entao T' nao pode ser hiperciclico. De fato,
se y € X é hiperciclico para T entao, de acordo com o Corolario 5.19 deve existir A € [1, (]

tal que y € Orb(ATx,T). A partir disso e da hiperciclicidade de y deduzimos que
X = Orb(y,T) € Orb(\Tz, T).

Pelo Teorema de Ledn-Miiller novamente obtemos que Ax é hiperciclico por T e assim x é

hiperciclico por T O

Nosso objetivo a partir de agora ¢ mostrar que nao pode existir um operador

T € L(X) que admite um vetor [1, b]T-superciclico = com b > 1 e tal que
Orb(Tz, T) N [1,¢]Tx = Tz U cTa.

Tendo em vista a Proposicao 5.22 isso concluira a prova do Teorema 5.17 e consequente-

mente a prova do Teorema 5.13. Iniciemos com alguns lemas auxiliares.

Lema 5.23. Se x é [1,b]T-superciclico para T e Orb(Tz, T) N [1,b]Tx = Tz U bTx entdo
para todo vetor y que é [1,b]T-superciclico, obtemos Orb(Ty,T) N [1,b]Ty = Ty U bTy

Demonstragio. Seja y um vetor [1, b]T-superciclico para T. Pela Proposicao 5.22 existe
1 < ¢ <btal quey é [1,c|T-superciclico para T' e Orb(Ty,T) N [1, ¢|Ty = Ty U cTy. Basta
entdo mostrar que ¢ = b. Seja p € [1, 8] tal que y € Orb(uTx,T). Temos entao que

X = Orb([1,(Ty,T) C Orb([1, (] Tuz,T).

Logo, ux e consequentemente z sao [1, c|T-superciclico para T' o que é verdadeiro se, e

somente se, ¢ = b. O

Lema 5.24. Seja z [1,b]T-superciclico para T tal que Orb(Tz,T) N [1,bTz = Tx U bTx.
Se, para algum p > 0, px pertencer a Orb(Tz,T) entdo ub™x pertence a Orb(Tx, T) para
todo m € Z.

Demonstragio. J4 que bx € Orb(Tz, T), obtemos Orb(Tb™z, T) C Orb(Tb™1x,T) para
todo m > 1, assim, se uz € Orb(Tz,T) entdao deduzimos que pb™x € Orb(Tb™z,T) C

Orb(Tz, T) para todo m > 0. Similarmente, para provar que o mesmo vale para m < 0 é

11
520 b

|Tz. Mas, pelo anterior, se Az €

suficiente mostrar que %x € Orb(Tz,T). Agora observe que z é [, +]T-superciclico para

11
20 b
Orb(Tx, T) N [b%, %]Tx para algum A € R, entdo A\b?xz € Orb(Tz,T) N [1,b]Tz e portanto,

por hipétese, A = b% ou A= % Finalmente, se A = b% entao %x = b%bx € Orb(Tz,T). O

T. Assim Orb(Tz,T) deve conter um elemento de |

Lema 5.25. Se z ¢ [1,b|T-superciclico para T e Orb(Tx,T) N [1,b] Tz = Tx U bTx entdo
para todo vetor y [1,b|T-superciclico, obtemos Orb(Ty,T) "R,y = {b"y; n € Z}.
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Demonstragio. Dos Lemas 5.23 e 5.24, ja que y € Orb(Ty, T,
Orb(Ty, T) NRyy D {b"y; n € Z}.

Seja agora puy € Orb(Ty, T) "R,y com u € R, . Pelos Lemas 5.23 e 5.24, existe m € Z tal
que pb™y € Orb(Ty, T) N [1,bly. Agora, se u # b" para todo n € Z, entdo obtemos uma

contradicao com o Lema 5.23. [

Proposigao 5.26. Se z ¢ [1,b|T-superciclico para T e Orb(Tz, T) N [1,b]Tx = Tz U bTx
entdo para todo vetor y [1,b|T-superciclico, existe A € [1,b] tal que

. pn

Orb(Tz, T)NR,y = Y €ly.
Demonstragio. Seja y um vetor [1, b|T-superciclico para T. J& que = é [1, b|T-superciclico
para T existe A € [1,b] tal que y € Orb(ATx,T). Em particular, %y € Orb(Tz, T). Entao,

o Lema 5.25 implica

. . pn
Orb(Tz,T) > | Orb(v"Tz,T) D {Ay; n e Z}.
nez
Seja agora uy € Orb(Tx,T). Ja que y é [1,b]T-superciclico existe 7 € [1,b] tal que

x € Orb(7Ty, T). Assim Orb(7Ty,T) D {uy, y/A}. Portanto, pelo Lema 5.25 segue que

1_

5 = 70™ para algum m,n e assim p = 0" /. O

w=rTb"e

Seja x um vetor [1, b]T-superciclico para 7' tal que Orb(Tx, T)N[1,b]Ta = Tz UbTz.
Dado um vetor y que é [1, b|T-superciclico, observe que se o A dado na proposi¢ao anterior
pertencer a (1,b) entdo ele é tnico (isso segue da igualdade entre os conjuntos dados na
Proposicao 5.26). Além disso, segue da prova que X é tal que y € Orb(ATz, T). Mais ainda,
A € {1,b} se, e somente se, y € Orb(Tx, T'). Estes fatos serao usados na construcio abaixo.

Seja ¢ : [1,b] — T uma parametriza¢do de T dada por ¢(t) = exp(2imi—1). De

acordo com as observagoes anteriores e gracas ao Lema 5.21, podemos definir uma aplicagao

A : span{Orb(z,T)} \ {0} — T por
Aly) = p(Ay) sey ¢ @(T% T)
1 se y € Orb(Tz,T),

onde )\, é dado unicamente pela Proposicao 5.26. Essa aplicagdo A estd bem definida
pela observacio anterior. Mais ainda, para todo A € [1,b] temos que y € Orb(ATz, T) N
span Orb(z,T') \ {0} se, e somente se, A(y) = @(A).

Corolario 5.27. Seja x um vetor [1,b|T-superciclico para T tal que Orb(Tx, T)N|[1, b] Tz =

Tz UbTx. As sequintes propriedades valem:

1. A € continua;
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2. AN(puT"zx) = p(pu) para todon >0 e todo p € [1,5].

Demonstragio. (1) E suficiente mostrar que, para toda sequéncia (u,) C span{Orb(z, T')}\
{0} e todo u € span{Orb(z,T)}\{0}, se u,, — u entdo A(u) é o tinico ponto de acumulagao
de (A(uy))n. Pela compacidade de T, podemos assumir sem perda de generalidade que
A(u,) — a € T e temos que mostrar que a = A(u). Se A(u,) = 1 para infinitos n
entdo primeiro o = 1 e, segundo, infinitos wu, pertencem a Orb(Tx,T). Segue-se que
u € Orb(Tz,T) de modo a A(u) =1 = a. Se ndo estamos no caso anterior, entdo podemos
assumir que u,, ¢ Orb(Tx,T) para todo n e assim A(u,) = ¢(\,), n >0, com )\, € (1,b)
e u, € Orb(\,Tz,T). Pela compacidade podemos assumir que A\, — A € [1,b] e pela
continuidade da ¢ segue que ¢(A\) = a. Resta provar que ¢(A) = A(u) o que é equivalente
a mostrarmos que u € Orb(ATz, T). Sejam 0 < & < 1 ¢ K = sup,,oy |[un|| < 00. Uma vez
que u, — ue A\, — A entao existem n € N, € T e k € N tais que

9 9 £
AT —u| < = n—ul < se|h A < /.
0T ) ] < 5 e =l < 5 e = N < s

Além disso, aplicando a desigualdade triangular reversa na primeira desigualdade acima

junto com o fato que A\, > 1 obtemos

£

3 2 T () —wnll = (Al T2 = flunl|
> 1T ]| = ]
> [T ] = [lun|

0 que nos garante
5 5
| T%2|| < 3+ |, || < 3 + K< K+1.

Utilizando as desigualdades anteriores temos:

INT () — ul] = AT () — MT* () + AT (i) — e + 0 — ]
< IAT* () — AT () |+ AT () — || + JJun — ul|
< A = AT* ()| + A T* () = wn | + [un — ul
15 g 15
< 5 (KapaetaS
S sarmE T3 Hg
e.

Isso prova que u € Orb(ATz, T').
(2) segue do fato que T"z € Orb(Tz,T) para todo n € N e da defini¢do de A. [

Agora temos as ferramentas necessarias para demonstrar o Teorema 5.17.

Demonstragcio do Teorema 5.17. Assumimos por contradicdo que z nao é hiperciclico

para T'. Pela Proposi¢do 5.22 podemos assumir que x é [1,b]T-superciclico para T' tal que
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Orb(Tz, T)N[1,bTz = Tz UbTz. Dessa forma a aplicagdo A : span{Orb(z, T)}\ {0} — T

introduzida anteriormente é bem definida.

Para todo yo,y1 € span{Orb(z,T)}, definimos o segmento retilineo [yo,y1| =
{1 =t)yo+tyr; t € [0,1]} ese 0 ¢ [yo, y1], definimos a curva (continua) vy, 4, : [0,1] = T
POT Yy = A © m onde m :[0,1] — span{Orb(x,T)} é dado por

—~——

'V[yo,yl](t) = (1 —t)yo + tys.

Note que 0 nao pertence a imagem de 7[T/n;T/mm] para todos n,m > 0, e que Yrnzmy €
uma curva fechada continua pelo Coroldrio 5.27. Além disso, observamos que 7zng rn+14) =
Yiw,r2] Para todo n > 0. De fato, isso segue da definicdo de A e do fato que se y €
Orb(ATz,T) entdo T"y € Orb(ATz,T) para todo n € N. Deste modo em particular,
Indg i, rnt14 = Indg Ve, r2) Para todo n > 0, onde Indg vy representa o numero de voltas
de uma curva fechada continua v em torno do 0. Por outro lado, para cada 6 € [0, 27) e cada
y € span{Orb(z,T)} \ {0} definimos a curva fechada vy, : [0,1] — T por vp, = A o 7g,
onde g, : [0,1] = span{Orb(z,T")} \ {0} é dado por
Yo = ey,
Notemos que como y € Orb(ATxz,T) se, e somente se, €'y € Orb(ATz, T), segue da
definicao de A que a curva 7y, ¢ o caminho constante igual a A(y) e portanto Indg vy, = 0.
Similarmente, observemos que Indg Ype,s] = —1. Agora, usando o Lema 5.25 deduzimos
que bx € Orb(Tx,T) \ Orb(Tx, T) porque caso contrario Orb(Txz,T) estaria contido em
um espago de dimensdo finita contradizendo que x é [1,b]T-superciclico. Entao, pela
compacidade de T, existe algum 6 € [0,27) e (ng)r € N crescente tal que eT™x — bx
com k tendendo a co. Afirmamos que, tomando uma subsequéncia, (ny ), pode ser escolhido
de tal forma que Indg Yjeiornigpe) = 0. De fato, se assumirmos pro contradicao que para
algum N > 0 e todo k > N o ntmero de voltas Indg Yoz 4. ¢ diferente de 0, entao
para todo A € [1,b),
[T 2, ba] N Orb(ATz, T) # )

para todo k > N. Mais ainda para cada ¢ > 0 existe algum N. > N tal que para todo
k > N. [Tz br] C B(br,e). Em outras palavras, para todo A € [1,b), existe uma
sequéncia (y,) convergindo a bz tal que para todo n > 0, y, € Orb(ATz,T). Assim,
bz € Orb(ATz, T) para todo A € [1,b), uma contradi¢do com a Proposi¢io 5.26.

Para o restante da demonstracao, seja 6 € [0,27) e (ng)r C N crescente tal que

para todo k > 0, Indg Yjeiopni g pe] = 0.



Capitulo 5. Caracteriza¢oes de hiperciclicidade 50

Dado qualquer n > 0, definimos 7,4 : [0,1] — span{z, Tx,..., Tz} por

Vitia it 1a)((n + 3)s — j) se e <s< I 0<j<n—1
BN Cr (R o i <5 < 21
7”’0 §) = —_—

V[eiQT”mbx]((n + 3)8 - (n+ 1)) S€ % S S S %

Ypwa) (0 +3)s — (n +2)) SeZ—iggsgl.

Por construgao, percebe-se facilmente que 7, ¢ nunca assume o valor 0. Entao podemos
definir 7,9 = A 0 7,9 para todo n > 0. Além disso, j& que span{Orb(z,T)} tem dimensao
infinita podemos retrair, ficando em span{Orb(z,T7)} \ {0}, a curva fechada 7,y para
algum 7™z € span{Orb(z,T)} \ span{z,...,T"z} para todo n > 0 e algum m > n, e
assim construimos uma homotopia de curvas fechadas em T tal que 7, ¢ ¢ homotépica ao

caminho constante A(7T™z). Assim, Indg 7, = 0 para todo n > 0.

Por outro lado, com 6 e (ng), como anteriormente e como consequéncia das

observagoes feitas no inicio da demonstracao, deduzimos que para todo k > 0

0 = IndO’Ynk,G
nE—1

= Z IndO VT2, Ti+14] + IndO Yo,k + IndO Ve 0Tk z,ba) + IndO Vb ,x]
=0

= ngIndo Vere +0+0—1,
donde segue que ny Indg ¥jz,7,) = 1 para todo k > 0, que é impossivel ji que n; tende a oo

concluindo a prova do teorema. O

5.3 Problemas em aberto

Tendo em vista a teoria desenvolvida neste tltimo capitulo, apresentamos alguns
problemas em aberto provenientes de [CEM16]. Iniciemos com uma defini¢ao: Dado A C X

definimos

Orb(A,T) :={T"x; n >0, x € A}.
Quando Orb(A,T) = X para algum operador 7' € L(X) e A C X dizemos que o operador
T em X é A-hiperciclico.

Questao 1. Eziste alguma caracterizacio de subconjuntos A em algum espago de Banach
X tal que para todo T € L(X) (ou pelo menos para T em alguma classe especifica),
Orb(A,T) = X se, e somente se, T é hiperciclico em X ¢

Questao 2. Dado um subespaco de dimensdo finita F de X, podemos caracterizar os

subconjuntos A de F' para os quais Orb(A,T) = X implica que T é hiperciclico?

A proxima questao é uma mistura do Teorema de Bourdon-Feldman e o Teorema
de Charpentier-Enst-Menet.
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Questao 3. Podemos caracterizar os conjuntos I' € C para os quais, para todo T, a
densidade em algum lugar de Orb(I'z, T) em X ¢é equivalente a densidade da Orb(I'z,T)

em X ¢
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APENDICE A - Pré-Requisitos

Juntamos aqui varios resultados que servirdo como ferramenta para varias das

demonstragoes feitas no texto.

A.1 Espacos métricos

Utilizamos como referéncia o livro do Elon L. Lima de espagos métricos [Lim07].

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M. Na maioria das vezes, diremos simplesmente “o espago métrico M7, deixando

subentendida qual métrica d esta sendo usada.

Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy em

M ¢é convergente.

Proposicao A.1. Um subespaco fechado de um espagco métrico completo é completo.

Reciprocamente, um subespago completo de qualquer espagco métrico € fechado.

Diremos que um subconjunto X de um espaco métrico M é um G5 em M quando

X é intersecao enumeravel de subconjuntos abertos em M.

Um subconjunto X de um espaco métrico M, diz-se magro em M quando é uma

reunido enumeravel, X = UX,,, tal que, para cada n € N, int X, = 0.

Teorema A.2 (Teorema de Baire). Seja M um espago métrico completo. Todo conjunto
magro em M tem interior vazio. Equivalentemente: se F' = \J;", F,,, onde cada F,, é

fechado em M e tem interior vazio, entdo int F' = ().

Corolario A.3. Seja M um espago métrico completo. Se M = ;> F,,, onde cada F,, €

fechado em M, entdo existe pelo menos um n tal que int F,, # ().

Um espago métrico M ¢ separavel quando contém um subconjunto enumeravel e

denso.

Proposicao A.4. As sequintes afirmagoes a respeito de um espago métrico M sdo equiva-

lentes:

a) M € separdvel;
b) M possui uma base enumerdvel de abertos;

c) Toda cobertura aberta de M admite uma subcobertura enumerdvel.
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Como consequéncia, todo espago métrico compacto é separavel pois cumpre a

condigao c).

A.2 Espacos de Banach

No estudo dos espacos de Banach e Hilbert nos baseamos no livro do Botelho,
Pellegrino e Teixeira [BPT15] e também no apéndice de [BM09] e [GP11].

Um espago normado (X, || - ||) é chamado espaco de Banach quando for um espago
métrico completo com a métrica induzida pela norma. Aprendemos em cursos introdutérios

de anélise que (R,|-]) e (C,|-|) s@o espagos de Banach.

Exemplo A.5. Por cq denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que

convergem para zero, ou seja, firado K =R ou C,
co = {(ar)k>1; ar € K para todo k € N e ar, — 0}.

FE facil mostrar que ¢y é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias (operagoes

coordenada a coordenada). A expressao

I(ar)=1llooc = sup{lax| : k € N}

define uma norma para o espaco ¢y tornando-o assim um espag¢o normado. Seja (Ty)n>1
uma sequéncia de Cauchy em co. Digamos que x, = (a})k>1 para cada n € N. Para cada

7 €N, a desigualdade
|a3{ - azn| < Sup{|a7]2 - aﬁn|; ke N} = Hxn - xm”oo

deiza claro que a sequéncia (al),>1 € de Cauchy em K, logo convergente. Digamos al, — a;
para cada j € N. Chamando x = (a;j);>1 ndo € dificil checar que x € ¢y e que T, — x em

co. Concluimos entao que cy é um espaco de Banach.

Chame agora de coy 0 subespago de ¢y formado pelas sequéncias quase-nulas, isto €,
coo = {(ag)k>1 € co; existe kg € N tal que ar = 0 para todo k > ko}.

Considere os sequintes vetores de cop:

1

1 = (1,0,0,0,...), x2:(1,§,0,0,...),..., x, = (1,

e, =0,0,.0), .

n

N | —

E claro que (x,)n>1 ¢ uma sequéncia em coo. Tomando x = (3)k>1 € co, de ||z, — x| =

_1
n+1

nao-fechado de cy. Portanto cog € um espago normado incompleto.

— 0, concluimos que x,, — x em co. Como x & cy, resulta que coy € um subespago
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Exemplo A.6. Para cada nimero real p > 1, definimos

" {(aj)j€N§ a; € K para todo j € N e Y |a;|P < OO}'

J=1

Esse espago munido da norma

=

(a3)senlly = (i |aj|p) ,

J=1

se torna um espago de Banach.

Sejam X e Y espacos de Banach. Uma aplicagao linear continua 7 : X — Y ¢ dita
um operador. O espago de todos operadores é denotado por L(X,Y). Quando X =Y
dizemos que T é um operador em X, com L(X, X) = L(X).

O dual X* = L(X,K) de um espago normado X ¢é o conjunto de todos funcionais

lineares continuos em X.

A adjunta T* : X* — X* de um operador T' em X é definido por T#z* = x* o T,
isto é,
T*z*(x) =2"(Tx), ze€X, z"e X"
Teorema A.7 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam X,Y espacos de Banach. Se

T:X =Y éum operador sobrejetor, entao T’ é uma aplicacao aberta, isto €, para todo
conjunto aberto U C X, T(U) € aberto em Y.

Como consequéncia, obtemos o seguinte.

Corolario A.8 (Teorema da Aplicagao Inversa). Sejam X,Y espacos de Banach. Se

T:X —Y €éum operador bijetor, entdo T possui inversa linear continua T—1.

Teorema A.9 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X,Y espacos de Banach. Se uma
aplicacdo linear T : X — Y possui grafico fechado, isto €, se x,, - x em X e Tz, — y em

Y implica que Tx =y, entao T é continua.

Teorema A.10 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial, M um subespago
de X, p uma seminorma em X e u : M — K um funcional linear tal que |u(z)| < p(x)
para todo x € M. Entao u possui uma extensdio linear u em X tal que |u(x)| < p(x) para
todo x € X.

Aplicaremos principalmente o Teorema de Hahn-Banach através de um dos sequintes

coroldrios:

(1) sep é uma seminorma em X e xg € X entdo existe um funcional linear uw em X tal

que u(xo) = p(xo) e |u(z)| < p(x) para todo x € X;

se X € um espaco de Banach entdo
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(73) todo funcional linear continuo em um subespaco de X se estende a um funcional

linear continuo em X que preserva norma;

(1i1) se M € um subespago fechado de X e x ¢ M entdo existe um funcional linear

continuo * em X que se anula em M com z*(x) # 0;

(1v) um subespago M de X ¢ denso em X se, e somente se, todo funcional linear continuo

que se anula em M também se anula em X ;

(v) para todo x € X, se x*(x) = 0 para todo z* € X* entio x = 0.

A.3 Espacos de Hilbert

Um espaco H com produto interno que é completo na norma induzida pelo produto

interno é chamado de espaco de Hilbert.

Proposicao A.11. Um subespago M de H é denso se, e somente se, o unico vetor

ortoganal a M for o zero.

Teorema A.12 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja y € H. Entdo
2 (x) =(x,y), z€H

define um funcional linear continuo x* em H com ||z*|| = ||y||. Reciprocamente, todo
funcional linear continuo em H pode ser representado dessa forma e o vetory é unicamente

determinado pelo funcional.

Seja T' um operador em H. Como consequéncia do Teorema da representacao de

Riesz existe um tnico operador T : H — H tal que, para todos x,y € H,

(Tx,y) = (z,T"y).

Chamamos 7™ de adjunta de 7'

A.4 Teoria espectral

Para o estudo da teoria espectral utilizamos o livro [BPT15] e o apéndice de [GP11].
Para a demonstracao do Teorema da Decomposicao de Riesz utilizamos também o livro

[RHT73].

Em dimensao finita, A € C é um autovalor de um operador T se, e somente se,

A — T é nao injetivo, ou equivalentemente, nao invertivel.
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Definicao A.13. Seja T um operador em um espago de Banach complexo X. O espectro
o(T) deT é definido como

o(T)={X € C; A\ =T € nao invertivel}.
O espectro pontual o,(T) de T é o conjunto de autovalores de T

Proposicao A.14. O espectro o(T) é um conjunto compacto nao vazio contido no disco

A e G A <]}

O raio espectral de 7' é definido como 7(T') = sup,c,(r) |Al-

Proposicdao A.15 (Férmula do raio espectral). Para o raio espectral temos

r(T) = lim | T"%.

n—oo

Teorema A.16 (Teorema da Decomposicao de Riesz). Seja T € L(X), assuma que o
espectro de T pode ser decomposto como o(T) = o1 U...Uoy, onde os conjuntos o; sao
fechados e dois a dois disjuntos. Entdo pode-se escrever X = X1 @ ... ® Xy, onde cada

Xi € um subespago fechado invariante por T e o(T|x,) = o; para cada i € {1,...,N}.

Demonstracao. Escolhamos conjuntos abertos €2; dois a dois disjuntos, tais que o; C €;
para cada i, e seja © = UY Q. Definimos uma fungdo holomorfa y; € H() fazendo
Xi(2) =1 em Q; e x;(z) = 0 caso contrario. Entao os operadores p; := x;(T") sdo projecoes
bem definidas (uma vez que x? = x;), que satisfazem p;p; = 0 se i # j (j4 que x;x; =0
sei#j)ed;pi =1 (jaque >, x; =1). Assim obtemos X = @, X; onde X; = Im(p;).
Além disso, cada subespago X; é T—invariante porque p;T = T'p; (que segue da identidade
Xiz = zx;). Definindo T; := Tjx,, mostraremos que o(7;) = o; para todo i € {1,..., N}.

O ponto chave é o seguinte

Fato. Sejai € {1,...,N}. Un nimero complexo X nao pertence a o(T;) se, e somente se,
pudermos encontrar um operador R;(\) € L(X) tal que R;y(A\)(T —X) = p; = (T — M) R;(N).

Demonstragio do Fato. Se A ¢ o(T;) entdo pode-se definir R;(\) := (T; — \)~!p;, consi-
derado como um operador de X em X: de fato, (T — N R;(\) = (T; — \)(T; — \)"'p; =
pi e Ri(M(T =) = (T = N)7'pi(Ti = A) = (Ti = A)7H(Ti — A)pi = pi- Reciprocra-
mente, se pudermos encontrar tal operador R;(\) entdao X; é invariante por R;(\), pois
Ri(MNp; = Ri(M(T — M) R;(\) = p;Ri(\) nos da que R;(\) comuta com p;, segue disto que
piR:(N)(X;) = Ri(Mpi(X;) = Ri(M)(X;) que nos da R;(A)(X;) C X; uma vez que p; é uma
projecao. Como R;(A)x,(T; — A\)(Xi) = pi(Xi) = (Ti — M) Ri( M) x, (Xs) e pi(X;) = X; segue

que T; — X\ é invertivel com inversa R;(\)|x,. O
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Entao vamos provar que o(7") = U,;0(T;). Primeiro suponha que A ¢ U;o(7;). Entao,
ja que >; p; = I, segue do fato anterior que 7' — X é invertivel com inversa >; R;(\). Isto

mostra que o(7T") C U;o(T;).

Reciprocramente, se A ¢ o; entdo pode-se encontrar alguma fungao holomorfa f
tal que (z — A)f(2) = x:(2) em uma vizinhanga de (7). Definindo R := f(7'), obtemos
(T'— AR =p; = R(T—\), de modo a A ¢ o(T;) pelo fato anterior. Assim, mostramos que
o(T;) C 0; para cada i € {1,..., N}. Uma vez que U;o; = o(T") C U;0(T;), isto conclui a

demonstracao. O]

A.5 Operadores de Fredholm

Nessa se¢ao nos baseamos nos apéndices dos livros [BM09] e [GP11].

Seja X um espago de Banach. Um operador T' € L(X) é dito um operador de
Fredholm se Ker(7") possui dimensao finita e Im(7") é fechado com codimensao finita em
X. Lembrando que a codimensao de um subespaco vetorial N de X é a dimensao do
espaco quociente X/N. Equivalentemente, T' é Fredholm se, e somente se, possui imagem
fechada e Ker(T"), Ker(7™) sao de dimensao finita. O indice de Fredholm é definido por

ind(7) := dimKer(T) — codimIm(T)
= dimKer(T') — dim Ker(7™).

Sejam X, Y espagos de Banach. Denotamos por Fred(X,Y) o conjunto de operadores de
Fredholm de X em Y.

Teorema A.17. Sejam X,Y espacos de Banach. Entao Fred(X,Y') é aberto em L(X,Y)
e a fungao T — ind(T') é continua em Fred(X,Y"), portanto, constante em componentes

conexas.

Um operador T definido em um espacgo de Banach X é dito Fredholm a esquerda

se T possui imagem fechada e Ker(7') é de dimensao finita.

Proposicao A.18. Seja X um espago de Banach, e seja T € L(X). Assuma que T nao é
Fredholm a esquerda. Entao, para todo € > 0, existe um subespago fechado de dimensao

infinita E. C X e um operador compacto K. C L(X) tal que |K.|| <e eT = K. em E..

Corolario A.19. Sejam H um espago de Hilbert, seja T € L(H) e seja A € K. Assuma
que T'— X nao € Fredholm a esquerda. Entao, para todo € > 0, podemos encontrar um
operador Ty € L(H) tal que ||T — Ty|| < e, E ¢ invariante por Ty e (Ty)|z = Mg.

Proposicao A.20. Seja X um espago de Banach complexo de dimensao infinita. Dado
qualquer operador T € L(X), podemos encontrar um nimero complexo X\ € do(T) tal que

T — X\ nao é Fredholm a esquerda.
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A.6  Analise complexa

Para esta se¢ao utilizamos o livro [Con73] bem como o apéndice de [GP11].

Teorema A.21. Seja G um conjunto aberto e conexo e seja f : G — C uma funcao

holomorfa. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) f=0;
(b) ewiste um ponto a em G tal que f™(a) = 0 para todo n > 0;

(¢) {z € G; f(2) =0} possui um ponto de acumulagao em G.

Denotamos por C o plano complexo estendido C U {o0}.

Teorema A.22 (Teorema de Runge). Seja K C C um conjunto compacto e A um conjunto

que contém ao menos um ponto de cada componente conexa de C\ K.

Seja f uma fungdo que é holomorfa em uma vizinhanga de K, e seja € > 0. Entao

existe uma fungdo racional h com polos somente em pontos de A tal que

sup[f(2) — h(z)| <e.

zeK
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APENDICE B - Dinamica Linear é

complicada

O seguinte teorema demonstrado por Nathan S. Feldman [Fel01] nos diz que existe
um operador linear definido em um espacgo de Hilbert separavel que se comporta como
um sistema dinamico nao linear definido em um espago métrico compacto. Em particular,
podemos afirmar que a dindmica de um operador linear pode ser tdo complicada quanto

um sistema dinamico nao linear.

Teorema B.1. Eziste um operador hiperciclico T" agindo em um espaco de Hilbert separdvel
H que possui a sequinte propriedade. Para todo espaco métrico compacto K e toda funcao
continua f : K — K, existe um conjunto compacto L C H T-invariante tal que f e 1|,

sao topologicamente conjugados.

Demonstragcao. Observemos primeiro que todo espago métrico compacto K é homeomorfo
a algum subconjunto compacto de ¢?(N). De fato, definamos h : K — ¢*(N) por h(z) =
(27™d(z, xp,))n, onde d é uma métrica compativel em K e (z,), é uma sequéncia densa em
K (espagos métricos compactos sao separaveis Ver A.4). A aplicagdo h estd bem definida,
pois a métrica d é limitada, caso contrario poderiamos trocar por uma métrica equivalente

d'(z,y) = min(1,d(z,y)), e h é 1 — 1 sobre sua imagem. De fato, h(x) = h(y) implica que
27d(x, x,) = 27"d(y, xp) = d(z,x,) = d(y,x,) Yn > 0.

Como (z,,), é denso, tomamos uma subsequéncia (z,, )r que converge a x. Dessa forma

obtemos que

d(z,zy,) = d(y, x,,) = limd(z,z,,) = limd(y,z,,)
d(z,x) = d(y,x)
0 = dly,=),

e consequentemente y = x. A aplicagdo h também é continua, sendo o limite uniforme de
aplicacgoes continuas h,(x) := (d(x,z0),27 d(x, 11),...,27"d(x, 1,),0,0,...). Como K é
compacto, h é um homeomorfismo sobre sua imagem. Assim, podemos e vamos assumir

que K é um subconjunto compacto de ¢*(N).
O espago de Hilbert H é definido como a soma direta contavel de espacos de

dimensio infinita €2, isto é, H = (*(N, £?). Explicitamente,

H = {z = (zo,21,...); x; € L2(N) e [|2®]| := Y [|z:ll72 0 < 00}

>0
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Seja T' = 2B em H, isto é, T(zg,x1,...) = (221,2x9,...). Podemos provar que T é

hiperciclico procedendo igual o Exemplo 1.31. Agora definamos ¢ : K — H por ¢(z) =

(x, @, @, ...). J& que K é limitado, a aplicagdo ¢ é de fato bem definida, uma vez que

Orb(z, f) C K implica que a 6rbita é limitada. Seque entdo que [|¢(z)|| <occep é1—1

sobre sua imagem. Além disso, por K ser limitado, ¢ é o limite uniforme de aplicacoes

f(=) (=)
5 -

MR TR

continuas ¢,, definidas por ¢, (x) = (z, 0,0,...). Portanto ¢ é continua.

Como K é compacto, ¢ é um homeomorfismo de K em L := ¢(K). Além disso,
¢o f =T o¢ pela definicao de ¢ e T. Isto implica que L é T-invariante e que f é

topologicamente conjugado a Tj;. O]
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