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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de controle amostrado de sistemas lineares
com parametros variantes no tempo (LPV). Assume-se que o controlador LPV é
atualizado apenas nos instantes de amostragem e mantido constante entre duas
amostragens consecutivas, através de um segurador de ordem zero, enquanto que
na planta, os estados e os parametros variantes evoluem continuamente no tempo.
Assim, sdo propostas condigoes quasi-LMIs (desigualdades matriciais lineares) para
projeto do controle LPV amostrado por realimentacao de estados para garantir a
estabilidade assintética da origem do sistema em malha fechada, com o intervalo de
amostragem periédico ou aperiédico. A abordagem baseia-se em uma modelagem
politépica para o sistema LPV em que se assume que os limites de amplitude e
de taxa de variacao dos parametros sao conhecidos. Propoe-se um looped-funcional
dependente dos parametros para considerar os efeitos da amostragem aperiddica.

Baseado nesta abordagem, dois problemas especificos sao investigados: a rejeicao
a perturbacoes £, em tempo continuo e a estabilizacao na presenga de saturagao em
magnitude do sinal de controle. Para o segundo problema, também é proposta uma
estratégia por controle preditivo baseado em modelo (MPC). A partir das condigbes
quasi-LMIs estabilizantes, sao propostos alguns problemas de otimizagao.

Os sistemas LPV também sao utilizados para representar a dinamica de uma
classe de sistemas nao-lineares, neste caso, chamam-se de sistemas quasi-LPV e o
parametro variante depende do estado. Contudo, geralmente o sistema quasi-LPV
modela apenas localmente a dinamica do sistema, assim, neste trabalho considera-se
uma regiao de validade para o modelo. Assim, para uma classe de sistemas nao-
lineares descritos por modelos quasi-LPV, propoem-se condicoes estabilizantes por
meio da abordagem por looped-funcional, a qual permite considerar um modelo em
tempo continuo do sistema e uma lei de controle amostrada. Ademais, a modelagem
fuzzy Takagi-Sugeno também é estudada neste caso, que pode ser vista como um caso
particular de sistemas quasi-LPV. Sao propostos também problemas de otimizagao:
maximizar o limite superior do intervalo de amostragem para um dado conjunto de
condicoes iniciais admissiveis; ou maximizar uma estimativa da regiao de atracao da
origem dados os limites do intervalo de amostragem.

Palavras-chave: Sistemas amostrados, sistemas LPV, looped-funcional,
saturacao, condicao de setor generalizada, desigualdades matriciais line-
ares (LMI), controle preditivo baseado em modelo (MPC), ganho £,
quasi-LPV, fuzzy Takagi-Sugeno.






ABSTRACT

This work addresses the problem of sampled-data control of systems with linear
parameter varying (LPV). It is explicitly assumed that the LPV-controller is updated
only at the sampling instants and that the control signal is kept constant between
two consecutive samples by means of a zero order holder, while the plant and the
scheduling parameter evolve continuously in time. In this case, quasi Linear Matrix
Inequality (LMI) conditions to compute a sampled-data LPV state feedback control
law that ensures the asymptotic stability of the closed-loop system, provided that the
intersampling interval respect some bounds, are proposed. The proposed approach
is based on a polytopic modeling of the LPV system, where it is assumed that the
bounds of magnitude and rate of the parameter are known. The proposed parameter
dependent looped-functional is used to take into account the sampling effects.

Based on this approach, two specific problems are investigated: the rejection of
Lo perturbation in continuous time and the stabilization under saturation in mag-
nitude of the control signal. For the second problem, a model predictive control
strategy is also proposed. From the stabilization quasi-LMI conditions, some opti-
mization problems are proposed.

LPV systems can also represent the dynamics of a class of nonlinear systems,
in this case they are called quasi-LPV systems and the variant parameter depends
on the state. However, the quasi-LPV system generally only represent locally the
system dynamics, then, in this work a region of validity of the model is considered.
Thus, for a class of nonlinear systems described by quasi-LPV models, stabilizing
conditions are proposed considering the looped-functional approach, which allows
to consider a continuous-time model of the system and a sampled-data control law.
In addition, the Takagi-Sugeno fuzzy models is also studied, which can be seen as a
particular case of quasi-LPV systems. Optimization problems are also proposed: to
maximize the upper limit of the sampling interval for a given set of initial admissible
conditions; or to maximize an estimate of the region of attraction of the origin given
the limits of the sampling interval.

Keywords: Sampled-data systems, LPV systems, looped-functional, sat-
uration, generalized sector condition, linear matrix inequality (LMI),
model predictive control (MPC), L,-gain, quasi-LPV, fuzzy Takagi-Sugeno.
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1 INTRODUCAO

O objetivo basico da teoria de controle é obter controladores que atendam requi-
sitos de estabilidade e performance sobre processos reais. Quando os processos sao
lineares e invariantes no tempo (LTI - linear time invariant), as técnicas de controle
existentes e consolidadas podem ser aplicadas, tanto no caso de controladores con-
tinuos como discretos. Contudo, na pratica ha muitos sistemas variantes no tempo
(LTV - linear time varying) e técnicas de controle para sistemas LTI nao sao preci-
samente validas. Quando a variacao no sistema ocorre de forma lenta, aproximacoes
para sistemas LTI podem ser feitas. Assim, com um modelo aproximado, as técnicas
de controle para sistemas LTI podem ser aplicadas. Por outro lado, em alguns casos
a variacao temporal deve ser explicitamente considerada. Assim, uma abordagem é
considerar que a planta pode ser representada por um sistema linear com parametros
variantes no tempo (LPV - linear parameter varying), que sao uma subclasse dos
sistemas LTV. Para esta subclasse de sistema, a dependéncia temporal é descrita
por uma dependéncia paramétrica variante no tempo (OLIVEIRA, 2000). Além de
sistemas LTV, muitas plantas podem ser modeladas como sistemas LPV, como o
caso de sistemas com incertezas ou mesmo alguns sistemas nao-lineares. Neste 1l-
timo caso, os parametros dependem do estado e usa-se a denominacao de sistemas
quasi-LPV (HUANG; JADBABAIE, 1999). Outra abordagem bastante utilizada
na literatura para modelar esta classe de sistemas nao-lineares consiste no uso de
sistema fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI; SUGENO, 1985), que pode ser visto
como um caso particular de sistemas quasi-LPV.

Por isso, técnicas de controle para sistemas LPV ou quasi-LPV tém recebido
atencao especial de pesquisadores da area de controle, tanto no desenvolvimento
tedrico como em aplicagoes praticas. Por exemplo, podem-se citar alguns trabalhos
que tratam de sistemas LPV (FERON; APKARIAN; GAHINET, 1996; HADDAD;
BERNSTEIN, 1991; SHAMMA,; XIONG, 1995) e referéncias inclusas nestes traba-
lhos. No caso em que os parametros nao estao disponiveis para medicao, projeta-se
um controle robusto, que garanta a estabilidade para o sistema LPV (HADDAD;
BERNSTEIN, 1991; KAPILA et al., 1998). No controle por ganhos escalonados ou
programados (gain scheduling) assume-se que os parametros estao disponiveis para
medicao. Neste caso, sao configurados controladores que atuam em faixas de opera-
¢ao do sistema (SHAMMA; ATHANS, 1992) que sao definidas a partir dos valores
dos parametros. Diferentemente do classico gain scheduling, no controle LPV, o con-
trolador ¢é diretamente dependente dos parametros variantes, ou seja, o controlador
varia de acordo com o parametro, o qual deve ser medido.

Em muitas aplicagoes praticas, o controlador LPV é implementado de forma
digital. Portanto, os parametros variantes e o vetor de estado ou de saida do sistema
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sao amostrados. Em (DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001) e (CORSO et al., 2009),
por exemplo, considera-se a planta como um sistema LPV discreto, i.e., a planta
evolui de forma discreta. Contudo, esta abordagem aproxima ou nao representa a
dinamica fisica real da planta que na maioria dos casos evoluem continuamente no
tempo. No caso em que se considera a discretizacao de um sistema LPV em tempo
continuo, além da dificuldade de se obter um modelo discreto, em muitos casos,
assume-se que os parametros nao evolui continuamente no intervalo de amostragem
(TAN; GRIGORIADIS; WU, 2002). Na prética, esta hiptese nem sempre é valida
e pode gerar problemas de estabilidade.

Além da dificuldade de se obter modelos LPV em tempo discreto, a amostragem
pode ser aperiddica, isto é, os intervalos de amostragem podem variar. A aperio-
dicidade de amostragem é um modo de representar perdas de pacotes de dados na
comunicagao ou mesmo quando o protocolo de comunicacao nao fixa o periodo de
amostragem. Esta é uma caracteristica presente em sistemas com controle em rede
ou networked control systems (NCS) e nas técnicas de controle acionado por eventos
ou event trigger control. Assim, além da dificuldade de se obter uma representagao
discreta do sistema com amostragem periédica que considere a variagao do para-
metro em tempo continuo, a amostragem aperiédica torna a tarefa mais complexa.
No caso do controle amostrado, o comportamento da planta em tempo continuo e a
atualizacao discreta do sinal de controle devem ser explicitamente considerados na
analise de estabilidade e desempenho do sistema em malha fechada. Contudo, pou-
cos trabalhos tratam formalmente do problema de controle amostrado para sistemas

LPV (SHI; SU, 2014; DU et al., 2012).

Por outro lado, o sistema também pode estar sujeito a saturagao do sinal de con-
trole. A funcao saturagdo nao pode ser linearizada, nem desprezada e seus efeitos
devem ser considerados na dinamica do sistema. A saturacao é uma forma de mo-
delar as limitagoes fisicas, tecnoldgicas ou de seguranca, existentes nos elementos do
sistema de controle, os quais sdo comuns em sensores e atuadores que nao fornecem
ou recebem sinais de amplitude ilimitada. As saturacoes presentes no sistema de-
gradam o desempenho, sendo fontes de miltiplos pontos de equilibrio, ciclo-limites
ou de instabilidade (TARBOURIECH et al., 2011). Citam-se como exemplos de
elementos com saturacao: valvulas proporcionais, atuadores hidraulicos e pneuma-
ticos, motores, atuadores de aquecimento ou resfriamento, sensores e amplificadores.
Assim, alguns trabalhos consideram o sistema LPV com saturagao do sinal de con-
trole (DU et al., 2012; SHI; SU, 2014; KOTHARE; BALAKRISHNAN; MORARI,
1996).

Além da saturacao, em aplicacOes praticas, outra importante caracteristica pre-
sente nos sistemas sao as perturbacoes. Perturbacoes podem ser encontradas em
sensores, em atuadores, na entrada da planta ou até mesmo internas ao sistema.
Por exemplo, em (OLIVEIRA; TROFINO; DE SOUZA, 2002) e (DU et al., 2012),
considera-se a perturbacao exdgena em sistemas LPV. Entretanto, na abordagem
utilizando modelos discretos, muitas vezes é assumido que o sinal de perturbacao
exbgeno nao varia durante o intervalo de amostragem, o que na maioria dos casos
nao ¢ uma hipétese verdadeira.

Frente aos problemas expostos acima, a presente tese tem por objetivo propor
condigoes estabilizantes para o sistema LPV com controle amostrado. A abordagem
utilizada considera que a planta evolui continuamente no tempo, enquanto que o si-
nal de controle amostrado ¢ mantido constante entre dois intervalos de amostragem
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consecutivos. Consideram-se a evolugao dos parametros e o sinal de perturbacao exo-
geno em tempo continuo, mesmo durante o intervalo de amostragem. O problema
de saturacao do sinal de controle amostrado também é abordado. Em particular,
foca-se no problema de estabilizagao com dados amostrados aperiodicamente. Tam-
bém ¢é abordada a estabilizacao de uma classe de sistemas nao-lineares, através da
representacao por sistemas quasi-LPV, onde os parametros variantes dependem do
estado.
Assim, os seguintes objetivos especificos sao considerados:

e cstabilizacao de sistemas LPV sujeitos a perturbacao exdgena por realimenta-
¢ao LPV de estados amostrados;

e estabilizacao de sistemas LPV sujeitos a saturacao do sinal de controle por
realimentacao LPV de estados amostrados, além de propor um algoritmo para

estratégia por controle preditivo baseado em modelo ou model predictive control
(MPC);

e cstabilizacao local de uma classe de sistemas nao-lineares amostrados que po-
dem ser modelados através de sistemas quasi-LPV. Em particular, sera consi-
derada também a modelagem fuzzy T-S.

A partir dos objetivos determinados e de um modelo politépico que descreve o
sistema LPV, sao propostas condi¢oes para os problemas de estabilizacao na forma
de quasi-LMIs. A lei de controle considerada é do tipo realimentacao LPV dos
estados. Para considerar os efeitos da amostragem aperiddica, utiliza-se um looped-
funcional (SEURET, 2012) com dependéncia paramétrica que é uma alternativa
menos conservadora aos classicos funcionais de Lyapunov-Krasovskii (L-K) (FRID-
MAN; SEURET; RICHARD, 2004) e, portanto, ndao necessita de métodos de dis-
cretizacao para representar a planta. Os efeitos da saturacao do sinal de controle
sao considerados por meio de uma versao dependente de parametros da condicao de
setor generalizada (TARBOURIECH et al., 2011).

O presente documento ¢é dividido nos seguintes capitulos:

e No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisao sobre os métodos existentes
para andlise de estabilidade e estabilizagao de sistemas LPV, quasi-LPV e
fuzzy T-S, levando em conta tanto a abordagem por controle em tempo con-
tinuo, discreto e com dados amostrados. O controle em tempo continuo nem
sempre ¢é viavel, pois assume-se que os dados da planta estao disponiveis para
medi¢ao em tempo continuo. Para considerar o controle em tempo discreto,
uma abordagem ¢ utilizar modelos obtidos a partir de uma discretizagao do sis-
tema continuo. Contudo, além da dificuldade de se obter um modelo discreto
que represente de forma exata a dinamica do sistema LPV, a amostragem pode
ocorrer de forma aperiédica. Nos métodos de discretizacao, assumem-se que
os parametros nao evoluem durante o intervalo de amostragem ou considera-se
uma aproximacao da evolugao em tempo continuo do parametro. Uma alter-
nativa é considerar o controle com dados amostrados ou sampled-data control
que ¢é a abordagem utilizada neste trabalho.

e No Capitulo 3, sao apresentados a modelagem politépica utilizada neste tra-
balho e resultados base para a andlise de estabilidade e estabilizacao de sis-
temas LPV com sinal de controle amostrado. Considera-se que os limites de
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magnitude e de variacao dos parametros sao conhecidos. A lei de controle é
definida como uma realimentacao LPV dos estados amostrados do sistema,
com intervalo de amostragem aperiédico e limitado. A partir das condigoes de
estabilizacao obtidas, é proposto um problema de otimizacao para a sintese do
controlador visando a maximizagao do limite superior do intervalo de amostra-
gem, para o qual a estabilidade é garantida. Com base nos resultados obtidos,
também sao propostas condicoes para assegurar a estabilidade assintética do
sistema LPV com atenuacao da perturbagoes exdgenas do tipo L, no sinal de
saida. Na abordagem proposta, considera-se que a perturbacgao atua na planta
de forma continua.

No Capitulo 4, sao apresentadas condigoes para estabilizacao assintotica local
e global da origem de sistemas LPV sujeitos a saturacao de controle amos-
trado. Sao propostas condigoes que permitem a formulagao de problemas de
otimizagao com restricoes LMI para maximizacao da estimativa da regiao de
atracao da origem ou, dado um conjunto de condicoes iniciais admissiveis,
para maximizacao do limite superior do intervalo de amostragem. Também
sao fornecidas condigoes para maximizagao do limite superior do intervalo de
amostragem para o caso global. Na Secao 4.3, a partir dos resultados propostos
para sistemas LPV com saturacao, sao apresentadas condicoes estabilizantes
com um limitante para uma funcao custo. Com base nestas condicoes obtidas,
um algoritmo utilizando estratégia LPV-MPC é proposto. Assim, a partir dos
valores do estado e dos parametros amostrados, a cada instante de amostragem
projetam-se os ganhos de realimentagao estabilizantes de forma que a funcao
custo seja minimizada utilizando um modelo de predicgao.

No Capitulo 5, abordam-se os problemas de anélise de estabilidade e estabiliza-
¢ao local de uma classe de sistemas nao-lineares com dados amostrados. Neste
caso, a lei de controle LPV pode ser vista como uma realimentacao nao-linear
do estado, visto que os parametros dependem do estado. Duas abordagens
sao consideradas neste trabalho: modelos quasi-LPV e fuzzy T-S. A partir
das condigoes estabilizantes propostas, dois problemas de otimizacao sao con-
siderados: maximizar o limite superior do intervalo de amostragem para um
conjunto de condicoes iniciais admissiveis ou maximizar uma estimativa da
regiao de atracao da origem, dados os limites do intervalo de amostragem.

No ultimo capitulo, sao apresentadas conclusoes e propostas de trabalhos fu-
turos.
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2 CONTROLE DE SISTEMAS LPV: ESTADO DA ARTE

2.1 Introducao

Um sistema LTV e causal pode ser descrito pelo seguinte modelo na representacao

de estados:
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (1)
y(t) = Ct)z(t) + D(t)u(t),

sendo as matrizes A(t), B(t), C(t) e D(t) dependentes do tempo, x(t), y(t) e u(t) sao
os vetores de estado, dos sinais de saida e de entrada do sistema, respectivamente.
Devido a dificuldade de obter condigoes para andlise de estabilidade do sistema LTV,
muitas vezes sao realizadas simplificacoes. Por exemplo, supondo uma variacao
lenta no tempo utiliza-se um modelo LTI que representa de maneira aproximada a
dindmica do sistema (1) em um intervalo de tempo. Contudo, esta aproximagao pode
tornar a dinamica do modelo diferente da dinamica real do sistema (AGULHARI,
2013). Assim, uma abordagem que tem sido amplamente utilizada para alguns
sistemas variantes no tempo é representa-los por sistemas LPV (OLIVEIRA, 2000)
que podem ser descritos da seguinte forma:

#(t) = A(o(t))z(t) + Bo(t))u(t), (2)
y(t) = Clo()z(t) + D(o(t))ult),

em que o(t) é um vetor de parametros variantes no tempo, A(co(t)), B(o(t)), C(o(t))
e D(o(t)) sao matrizes com dependéncia paramétrica. Assim, a varia¢ao temporal
do sistema LTV é representada por um parametro variante no tempo (OLIVEIRA,
2000).

Intimeros sao os processos que podem ser descritos por um sistema LPV como
definido em (2). Além de uma subclasse de sistemas LTV, os parametros variantes
podem representar incertezas do modelo ou alguns elementos nao-lineares presentes
nos sistemas. Neste ultimo caso, os parametros dependem das variaveis de estado,
i.e., tem-se o(z(t)) e os modelos sdo chamados de quasi-LPV.

Quando os parametros estao disponiveis para medi¢ao em tempo real, estes po-
dem ser utilizados na lei de controle para ajusta-la a medida que o modelo evolui
ao longo do tempo e, assim, melhorar o desempenho do sistema em malha fechada
(OLIVEIRA, 2000). Neste caso, pode-se implementar o controle por ganhos pro-
gramados (SHAMMA; ATHANS, 1992). Quando a lei de controle é projetada com
dependéncia paramétrica chama-se de controle LPV. Caso contrario, sao propos-
tas condigoes para estabilizagdo robusta do sistema LPV (KAPILA et al., 1998),
(YAESH; SHAKED, 2009), i.e., o sinal de controle independe dos valores dos para-
metros.
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Nas secoes seguintes, sao descritos alguns trabalhos existentes para controle de
sistemas LPV.

2.2 Controle em Tempo Continuo

Na literatura, ha diversos trabalhos que tratam do controle de sistemas LPV
(EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996; FERON; APKARIAN; GAHINET, 1996; HAD-
DAD; BERNSTEIN, 1991; KAPILA et al., 1998; SHAMMA; XIONG, 1995; TRO-
FINO; DE SOUZA, 1999; WANG; BALAKRISHNAN, 2002). Considerando-se ele-
mentos nao-lineares no sistema estudado e, portanto, a modelagem por sistemas
quasi-LPV, podem-se citar (HUANG; JADBABAIE, 1999) e (TAN; PACKARD;
BALAS, 2000), por exemplo.

Em alguns casos, quando o parametro nao estd disponivel para medi¢ao em
tempo real, é necessario projetar um controlador que seja robusto as possiveis va-
riagoes do parametro. Esse tipo de controlador é denominado controlador robusto.
Para este caso, considerando a lei de controle por realimentagao de estados (BER-

NUSSOU; PERES; GEROMEL, 1989), obtém-se
u(t) = Kx(t),

em que K ¢é a matriz de realimentagao de estados.

O compensador também pode ser uma realimentagao de saida do sistema LPV.
Como em (YAESH; SHAKED, 2009), (FERON; APKARIAN; GAHINET, 1996) e
(KAPILA et al., 1998), a dindmica do compensador é dada por

io(t) = Acxc(t) + Bey(t),
u(t) = Cexe(t) + Dey(t),

no qual A., B., C. e D, sao matrizes que descrevem a dinamica do compensador e
sao independentes dos parametros e x. representa o vetor de estado do compensador.

Quando o parametro variante estd disponivel para medicao, pode-se considerar
técnicas de sintese do controlador por ganhos programados (SHAMMA; ATHANS,
1992). Neste caso, véarios controladores sdo projetados sob diferentes condigoes de
operacao, com a lei de controle real alternando entre os controladores projetados
localmente sob algum esquema de programagao (WANG; BALAKRISHNAN, 2002)
que depende do parametro. Outra abordagem é utilizar o controlador LPV, no qual
a lei de controle varia de acordo com a medi¢ao do parametro variante. Considerando
a lei de controle como uma realimentagao de estados (OLIVEIRA; TROFINO; DE
SOUZA, 2002), esta pode ser descrita por

u(t) = K(o(t))x(t),

em que K (o) é uma matriz dependente dos parametros variantes. Em (BLIMAN
et al., 2006), por exemplo, a matriz K (o) é um polin6mio homogéneo no espago dos
parametros.

O controlador LPV ainda pode ser uma realimentagao de saida dependente dos
parametros, como em (APKARIAN; GAHINET, 1995; PELLANDA et al., 2004),

que pode ser descrito como

t) + Be(o(t))y(t), (3)
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Para obter condicoes estabilizantes para sistemas LPV, muitos trabalhos con-
sideram a estabilidade no sentido de Lyapunov. Para isso, considera-se a fungao
quadratica de Lyapunov na forma

V(z) = 2'Px,

com P = P’ > 0. Assim, a funcao de Lyapunov utilizada para projeto de contro-
ladores estabilizantes é independente de parametros (BERNUSSOU; PERES; GE-
ROMEL, 1989; HADDAD; BERNSTEIN, 1991, 1993; GAROFALO; CELENTANO;
GLIELMO, 1993; WANG; BALAKRISHNAN, 2002). Neste caso, as condigoes es-
tabilizantes derivam da mesma funcao de Lyapunov e devem ser validas para toda
possivel variagao do parametro, resultando em condigoes, em geral, conservadoras.

Com objetivo de obter condi¢oes menos conservadoras, por exemplo, pode-se con-
siderar uma fungao de Lyapunov dependente de parametro (DP). Uma abordagem
é considerar a matriz P afim no parametro (GAHINET; APKARIAN; CHILALI,
1996; APKARIAN; TUAN, 2000; PELLANDA et al., 2004), ou seja, genericamente
tem-se

V(z,0) =2'P(o)z,

com a matriz P(co) dependente de parametros que pode ser representada por
N
P(o)=Py+ Y o;)P;,
j=1

sendo o(j) o j—ésimo elemento do parametro. Em (TROFINO; DE SOUZA, 1999)
e (OLIVEIRA; TROFINO; DE SOUZA, 2002), apresenta-se uma abordagem por
estabilidade bi-quadratica do sistema LPV. Neste caso, considera-se uma funcao de
Lyapunov quadratica nos estados e nos parametros, ou seja,

P(O’)IP0+P1@—|—@/P1+@IP2@,

com © = [(oy]) ... (o). Em (OLIVEIRA; PERES, 2006; BLIMAN et al.,
2006; OLIVEIRA; PERES, 2007), a funcao de Lyapunov é estruturada como um
polinomio homogéneo no espaco de parametros. Portanto, ao aumentar o grau deste
polinomio, obtém-se condi¢coes menos conservadoras, contudo, mais complexas do
ponto de vista numeérico.

2.3 Controle em Tempo Discreto

Assumir que os valores dos parametros e dos sinais de saida (ou estado) estao
disponiveis para medicao em tempo continuo em geral nao é uma hipdtese valida.
Além disso, os controladores normalmente sao componentes digitais e, portanto,
apresentam dinamica em tempo discreto. Assim, recentemente varios trabalhos
abordam sistemas LPV no contexto discreto. Para isso, alguns trabalhos consi-
deram a planta como um sistema LPV discreto (JUNGERS; CASTELAN, 2011;
DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001; DE CAIGNY et al., 2010; OLIVEIRA; PERES,
2006; DE OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL, 1999), i.e., o seguinte modelo é
considerado

(4)
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em que k representa o tempo discreto e as matrizes dependentes nos parametros
E(o(k)), F(o(k)), G(o(k)) e H(o(k)) descrevem a dinamica do sistema.

Em (DE OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL, 1999), o parametro variante
representa incertezas no sistema e, a partir de uma funcao de Lyapunov dependente
de parametros como V (z(k),0(k)) = 2’'(k)P(o(k))z(k), sdo propostas condigoes para
projeto de um controle robusto por realimentacao de estados definido como

u(k) = Kz (k).

Em (JUNGERS; CASTELAN, 2011), é proposta uma realimentagao de saida gain
scheduled estabilizante para um sistema nao-linear discreto sujeito a saturacao no
sinal de controle.

Por outro lado, uma abordagem para tratar os efeitos de limites de controle (sa-
turagao) e desempenho ¢ a estratégia MPC proposta inicialmente por (KOTHARE;
BALAKRISHNAN; MORARI, 1996) e também considerada em (CASAVOLA; FA-
MULARO; FRANZE, 2003; WADA; SAITO; SAEKI, 2004; CASAVOLA et al.,
2006; JUNGERS; OLIVEIRA; PERES, 2011; SUZUKI; SUGIE, 2006; LU; ARKUN,
2000). A partir da fungao de Lyapunov independente de parametros em (SUZUKI;
SUGIE, 2006), sao apresentadas condigoes para projeto de uma lei de controle ro-
busta por realimentagao de estados, enquanto que em (LU; ARKUN, 2000) o controle
por realimentacao de estados proposto é afim nos parametros como

u(k) = K(o(k))x(k),
em que

K(o(k) = > o, (W),

Além disso, em (JUNGERS; OLIVEIRA; PERES, 2011), considera-se uma fungao
de Lyapunov dependente de parametros.

Contudo, a maioria dos sistemas LPV nao sao representados por (4), i.e., sdo sis-
temas com dinamica em tempo continuo. Assim, alguns trabalhos propoem métodos
de discretizagao de sistemas LPV em tempo continuo, sendo um problema complexo,
como abordado em (APKARIAN, 1997). A partir dos resultados apresentados em
(APKARIAN, 1997), o sistema (2) pode ser representado pelo modelo discreto (4)
para t € [kT, (k+ 1)T'), com intervalo de amostragem 7" e as matrizes

E(o(k)) = 00T,

F(o(k)) = /OT eA(U(k))(T_S)B(J(]{))dS. (5)

Entretanto, determinar o valor exato das matrizes em (5) é uma tarefa complexa,
podendo-se aproximar os valores por séries de Taylor. Por outro lado, a evolugao
durante o intervalo de amostragem do parametro variante nao é levada em conta, o
que ¢é considerada uma suposicao irrealista.

2.4 Controle Amostrado

Motivado pelo desenvolvimento de sistemas de controle em rede e sistemas em-
barcados, o interesse em sistemas com dados amostrados cresceu nas ultimas décadas
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(HESPANHA; NAGHSHTABRIZI; XU, 2007). Atengao especial tem sido dada ao
caso da amostragem aperiédica (HETEL et al., 2017; ZHANG; BRANICKY; PHIL-
LIPS, 2001), i.e., quando o intervalo entre duas amostragens consecutivas nao é
necessariamente constante, como assume a teoria de controle discreta classica. Para
tratar dos efeitos da amostragem aperiédica, trés abordagens principais podem ser
encontradas na literatura. A primeira é baseada em modelos discretos com incerte-
zas (CLOOSTERMAN et al., 2009, 2010; ROBERT; SENAME; SIMON, 2010). A
segunda refere-se a andlise robusta de sistemas continuos e discretos usando a teo-
ria de small-gains (MIRKIN, 2007) ou integral quadratic constraints (1QCs) (FU-
JIOKA, 2009; KAO; FUJIOKA, 2013) ou sistemas hibridos (BRIAT, 2016). O
terceiro método considera a abordagem por entradas com atrasos ou input delay
approach e, portanto, o uso de funcionais de Lyapunov-Krasovskii (L-K) (FRID-
MAN; SEURET; RICHARD, 2004; NAGHSHTABRIZI; HESPANHA; TEEL, 2008;
FRIDMAN, 2010)).Uma alternativa menos conservadora ao funcionais de L-K sao
os looped-funcionais propostos em (SEURET, 2012) e (BRIAT; SEURET, 2012).

Em (ROBERT; SENAME; SIMON, 2010), é proposto um modelo discreto com
incertezas para representar um sistema LTT com controle amostrado aperioicamente.
A partir deste modelo é proposto um controlador dinamico como descrito em (3),
porém em tempo discreto, que além de estabilizar o sistema, atenua o efeito de uma
perturbacgao exdgena na saida do sistema. Nesta abordagem, o sinal de perturbacao
¢ considerado um sinal constante durante o intervalo de amostragem, o que nem
sempre é uma consideracao valida.

Poucos trabalhos tratam formalmente com o problema de controle amostrado
para sistemas LPV. Em (BRAGA et al., 2015), propoe-se um modelo discreto LPV
para sistemas LPV em tempo continuo, considerando tanto a amostragem aperiédica
como a variagao do parametro no intervalo de amostragem, similar ao apresentado
em (APKARIAN, 1997) e representado em (5). Para obter os valores aproxima-
dos das matrizes descritas em (5), utilizam-se expansoes por séries de Taylor. Um
controlador por realimentagao de saidas acionado por eventos é proposto. Outra
abordagem para discretizagao é a técnica de lifting, como descrito em (TAN; GRI-
GORIADIS, 2000; TAN; GRIGORIADIS; WU, 2002). Nos casos de modelos discre-
tos ou discretizacoes, é comum assumir que os parametros nao evoluem durante o
periodo do intervalo de amostragem ou aproximacoes. Ademais, o sinal de perturba-
¢ao ¢é considerado constante entre dois instantes de amostragem consecutivos, como
em (TAN; GRIGORIADIS, 2000; TAN; GRIGORIADIS; WU, 2002; ROBERT; SE-
NAME; SIMON, 2010).

Em (RAMEZANIFAR; MOHAMMADPOUR; GRIGORIADIS, 2013), a partir
da abordagem por input delay, utiliza-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii com
dependéncia paramétrica e projeta-se uma realimentacao LPV de estados, descrita
por

u(t) = K(o(tk))x(tr), parat € [t, tria),

sendo t; o instante de amostragem. Ademais, propoe-se a atenuacao da perturbagao
no sinal de saida em tempo continuo, pois a abordagem utilizada nao necessita
de um modelo discreto do sistema, diferentemente do apresentado em (ROBERT;
SENAME; SIMON, 2010; TAN; GRIGORIADIS; WU, 2002). Em (SHI; SU, 2014)
e (DU et al., 2012), utilizam-se funcionais de L-K e considera-se saturacao do sinal
de controle. O primeiro utiliza a estratégia por MPC, enquanto o segundo considera
o problema de minimizagao de um limite superior do ganho L, entre o disttrbio e o
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sinal de saida.

2.4.1 Sistemas Nao-lineares com Controle Amostrado

O problema do controle amostrado é particularmente relevante no contexto de
sistemas nao-lineares. Neste caso, a obtencao de um modelo discreto que repre-
sente a dinamica continua pode ser uma tarefa dificil e, inclusive, inviavel. Além
disso, as aproximacoes numéricas do modelo podem levar a comportamentos inde-
sejados (como instabilidade) quando utilizado para projeto de leis de controle com
dados amostrados (NESIC; TEEL; KOKOTOVIC, 1999). Portanto, é fundamental
considerar o comportamento continuo da planta e a evolucao discreta do sinal de
controle.

Modelos LPV podem ser utilizados para representar uma classe de sistemas nao-
lineares em uma regiao de operagao. A abordagem quasi-LPV baseia-se na possibi-
lidade de reescrever a planta na forma em que os elementos nao-lineares podem ser
representados por parametros variantes no tempo que dependem do estado do sis-
tema (RUGH; SHAMMA, 2000). Assim, as técnicas de controle LPV (HOFFMANN;
WERNER, 2015; BRIAT, 2014) podem ser aplicadas na andlise e na estabilizagao
do sistema em malha fechada. Da mesma forma que para sistemas LPV, o contro-
lador pode ser projetado na forma quasi-LPV, i.e., a lei de controle é dependente de
parametros.

Na literatura, ha poucos trabalhos que consideram o problema de estabilidade
de sistemas nao-lineares com dados amostrados. Na maioria destes, considera-se
a modelagem fuzzy T-S que pode ser vista como uma representacao quasi-LPV.
Os modelos fuzzy T-S sao uma poderosa ferramenta matematica para representar a
dindmica de alguns sistemas nao-lineares (TAKAGI; SUGENO, 1985). Nestes mode-
los, um sistema nao-linear é representado como uma soma ponderada de subsistemas
lineares (LAM; LING, 2008) que localmente descrevem a dinamica do sistema nao-
linear. A partir desses modelos, varios trabalhos presentes na literatura consideram
o controle fuzzy T-S para obter condicoes estabilizantes para sistemas nao-lineares
(KATAYAMA; ICHIKAWA, 2004; WU et al., 2014). Em (KATAYAMA; ICHI-
KAWA, 2004) e (NGUANG; SHI, 2003), sao propostas condicoes estabilizantes para
projeto de uma lei de controle H,, por realimentacao de saida através de inequa-
goes de Riccati. A partir da abordagem por funcionais L-K, em (LAM, 2009), sao
propostas condicoes LMIs estabilizantes por realimentacgao de estados, enquanto que
em (LAM; SENEVIRATNE, 2009), é considerado o seguimento de um modelo de
referéncia. Em (LAM; LING, 2008), é considerada uma fungao custo para projeto de
um controlador étimo. Em (KIM; LEE; TOMIZUKA, 2010), propoe-se um modelo
fuzzy T-S discreto aproximado para o sistema nao-linear visando o projeto de um
controlador fuzzy por realimentacao de estados.

Considerando o caso de intervalos de amostragem aperidédicos, podem ser citados
por exemplo (WU et al., 2014), (KIM; PARK; JOO, 2016) e (LI et al., 2014). Em
(WU et al., 2014) e (KIM; PARK; JOO, 2016), a partir de um funcional L-K,
condigoes LMIs estabilizantes sao propostas para sistemas LPV com controle fuzzy
T-S por realimentacao de estados. Ademais, na segunda referéncia, a lei de controle
também pode ser uma realimentacao de saida. Em (LI et al., 2014), condigoes
LMIs sao propostas para projeto de um controlador fuzzy T-S estabilizante por
realimentacao de saida ou de estados e atenuagao de perturbagoes para sistemas de
suspensao de um veiculo.
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Observa-se que o modelo quasi-LPV ou fuzzy T-S utilizado para obtencao de
condicoes de estabilidade geralmente representa a dinamica do sistema nao-linear
apenas localmente. Contudo, esta regiao de validade do modelo muitas vezes é
desprezada, como em (WU et al., 2014). Neste caso, deve-se ter em mente que
estabilizacao global da origem nao é garantida para o sistema nao-linear e, assim,
importante a caracterizagao de regioes de estabilidade contidas na regiao de atracao,
fato este nao considerado nos trabalhos acima citados.

[N

2.5 Consideragoes Finais

O desenvolvimento de métodos de andlise de estabilidade e de estabilizacao de
sistemas LPV tem recebido atencao nas ultimas décadas. Tanto por ser uma sub-
classe de sistemas LTV e permitir a obtencao de métodos menos complexos, quanto
por ser uma ferramenta capaz de modelar incertezas e alguns elementos nao-lineares.
Assim, neste capitulo, algumas referéncias que estudam a estabilidade de sistemas
LPV presentes na literatura foram apresentadas, considerando o controle em tempo
continuo, discreto ou amostrado. O controle em tempo continuo muitas vezes nao
¢ viavel, tanto por considerar que deve ser possivel amostragens em tempo real e
continuas do parametro, como por assumir que o controlador é analégico. Uma al-
ternativa é o controle em tempo discreto, contudo para sistemas LPV, a obtencao
do modelo discreto a partir de um modelo em tempo continuo é uma tarefa com-
plexa, especialmente nos casos de amostragem aperiodica. Além disso, em muitos
trabalhos, o modelo discreto ou discretizado despreza ou aproxima a evolucao do pa-
rametro durante o intervalo de amostragem. Ademais, quando se estuda a atenuacgao
da perturbacao na saida, modelos discretos podem considerar o sinal de perturbagao
como um sinal constante entre duas amostras, o que muitas vezes nao é valido.

Assim, uma abordagem mais adequada neste caso é o controle com dados amos-
trados ou sampled-data control. Nesta abordagem, enquanto o sinal de controle é
considerado constante entre dois instantes de amostragem consecutivos, a evolugao
da planta é considerada em tempo continuo. Assim, os dados da planta, como os
valores do estado e dos parametros sao amostrados e disponiveis para o controlador
somente nos instantes de amostragem, isto €, os estados e parametros do sistema
variam em tempo continuo durante o intervalo de amostragem, enquanto que os
valores amostrados sao mantidos constantes no controlador até o proximo instante
de amostragem. A mesma suposicao é feita quando se considera uma perturbacao
exégena na planta com controle amostrado, ou seja, o sinal da perturbacao pode
variar durante o intervalo de amostragem. Além disso, esta abordagem permite
considerar a amostragem aperiddica, isto é, quando os intervalos de amostragem
nao sao fixos. Contudo, na literatura sao observados poucos trabalhos que tratam
formalmente o controle amostrado aperiodicamente para sistemas LPV. Assim, os
capitulos seguintes concentram-se em propor condicoes estabilizantes para sistemas
LPV e quasi-LPV com controle amostrado.
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3 ESTABILIZACAO DE SISTEMAS LPV AMOSTRADOS

3.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentadas condicoes para estabilizacao de sistemas LPV
com dados amostrados que serao utilizadas como base para o desenvolvimento deste
trabalho. Estas condigoes sao propostas na forma de quasi-LMIs, i.e., sao LMIs
desde que uma variavel escalar tenha seu valor fixado. A abordagem é baseada
em um modelo politépico para sistemas LPV proposto em (GOMES DA SILVA
Jr. et al., 2015) e considera que os limites de magnitude e de taxa de variagao do
parametro sao conhecidos. Para considerar os efeitos da amostragem aperiddica,
utiliza-se um looped-funcional dependente dos parametros desenvolvido a partir dos
resultados apresentados em (SEURET, 2012) e (BRIAT; SEURET, 2012). Além
disso, também sao obtidas condi¢oes LMIs para a andlise de estabilidade.

A partir dos resultados obtidos, considera-se também o caso da planta LPV
com perturbacao limitada em norma L£5. Como o método utilizado nao necessita
de técnicas de discretizacao, considera-se que o sinal de perturbacao pode variar
durante o intervalo de amostragem. Assim, enquanto assegura-se a estabilidade do
sistema na auséncia da perturbacao, também considera-se o problema de rejeicao
a perturbacao. Problemas de otimizacao sao propostos para projeto de uma lei de
controle que minimize um limitante do ganho L5 do sistema em malha fechada e
que maximize o limite superior do intervalo de amostragem, para o qual um certo
nivel de rejeicao a perturbacao L, é assegurado.

3.2 Estabilizacao de Sistemas LPV com Controle Amos-
trado

3.2.1 Formulacao do Problema

O seguinte sistema LPV ¢é considerado:
#(t) = A(o(t))x(t) + B(o(t))u(t), (6)

sendo os vetores de estado e de entrada representados por x € R" e u € R™,
respectivamente. O vetor de N parametros variantes no tempo é definido como
o(t) = [oq)(t) o@t) -+ ow)(t)] € RY. Assume-se que cada componente de o(t)
¢ limitado em amplitude e em taxa de variagao como segue:

G S opt) < o),

g > 0 1
€ S o) £ &y 7T

yooo, N (7)
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Considera-se que A(o(t)) e B(o(t)) sdo matrizes afins nos parametros variantes,
descritas genericamente como:

Ao(t)) = Ao+ Z () (1) A;,
B(o(t)) = Bo+ Y _ o) (1)Bj,

em que A; € R™" e B; € R™™ sao matrizes constantes, conhecidas e de dimensoes
apropriadas, para j =0, 1,...,/V.

Considera-se uma abordagem por dados amostrados para implementar o controle,
i.e., os valores de o(t) e z(t) sdo medidos e disponiveis apenas nos instantes de
amostragem t;, com t; sendo uma sequéncia crescente de escalares positivos, tais
que Upenltestes1) = [0, + 00). A diferenca entre dois instantes de amostragem
consecutivos ¢é definida por

Tk = thrl — tk

Para qualquer k£ > 0, assume-se que 7}, satisfaz
0<Th<Tp <.

O caso particular T, = 7; = T3 > 0, para todo k corresponde a ocorréncia de uma
amostragem periédica. No intervalo [tg,txi1), 0os dados amostrados de z(t) e o(t)
sao mantidos constantes por meio de um segurador de ordem zero (ou zero-order
hold - ZOH). Neste caso, considerando-se uma lei de controle do tipo realimentacao
de estados LPV, tem-se que:

U(t) = K(O’(tk))l’(tk), YVt € [tk7tk+1); Vk € N, (8)

em que a matriz de ganhos de realimentacao é também considerada afim nos para-
metros amostrados e descrita por

K(o(t)) = Ko+ > _ o (te) K,

j=1

com K; € R™*" para j = 0,1,..., N. O sistema em malha fechada obtido com a lei
de controle amostrada (8) pode entao ser descrito esquematicamente pela Figura 1.

Assim, com base na formulagao acima, o seguinte problema de interesse é consi-
derado:

Problema 1 (Estabilizacao). Projetar os ganhos de realimentacdo K;, com j =
0,1,..., N tais que o sistema LPV (6) com a lei de controle amostrada (8) € assin-
toticamente estavel para todo o(t) satisfazendo (7) e Ty, € [T1,Ta].

A partir do Problema 1, um problema de otimizacao implicito é projetar os
ganhos de realimentacao estabilizantes K, j = 0,1,--- , N, tais que o limite superior
do intervalo de amostragem seja maximizado, ou seja, dado 7; maximizar Ts.
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"Bt} [

L Alo(t))

173
o(tk) 4 70 «%JU@)

K (o(t) 20 70m | —F_

Figura 1: Sistema LPV com realimentacao de estado com dados amostrados.

3.2.2 Modelagem Politépica

Para t € [ty,tk11), a funcdo o(t) pode ser decomposta como:
O’(t) = U(tk) + (Sk(t),

em que 0y, representa a possivel variacao de o(t) durante o intervalo de amostragem.
A partir dos limites definidos em (7), assumindo sem perda de generalidade que
f(j) >0e §(j) < 0e T3> T, segue que:

uma vez que 0x(t) = &(t).
A partir dos limites definidos em (9), nota-se que o(t;), 0x(t) e 0x(t) pertencem
a politopos convexos em R com 2V vértices. Assim, tem-se que

o(ty) € B, = Co{vy,va, ... ,von },
5k(t < B(sk = 00{51762, R ,BQN},
&(t) = 0x(t) € B; = Co{mi,ma, ... yman }.

A partir dos vértices dos politopos, tem-se
2N 2N oN
o(te) = > Ap(tevy, k() =D %08y Ou(t) =D pu(t)mm,
f=1 g=1 h=1
2N

com (6. 4(8) (1) 2 0 3 As(h) = z (t) = :zlph@) —1

Entao, é possivel reescrever as matrizes dependentes dos parametros A(o(t)),
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B(o(t)) e K(o(tx)) para t € [t,tr+1) como

Ao(t) = Ao+ A((o(tr) @ I) + ()®I))
A(Z)\ftk (v @ 1) +nyg B,1) ],
f=1
B(( = By + B((c(tx) ® ()®I))

— B( )\ftk l/f®] —f-Z’)/g 5g®l) s
f

g=1

—_

K(o(tg) Ko—i—Ka(tk

IK0+KZ)\f tk Vf@[),
=1

emqueA:[Al A2 AN],B:[Bl BQ BN]GK:[Kl KQ KN}

Assim, para t € [tg, tpy1), 0 sistema em malha fechada pode ser representado
por:

2(t) = (Ao + Alo(ty) @ I) + A(0x(t) @ I)) x(t) + (By + B(o(ty) ® I)
+B(0x(t) ® 1)) (Ko + K(o(tr) ® 1)) 2(tk).

Observe que, nos instantes de amostragem, o sistema em malha fechada depende
do parametro o(t;) que pode assumir qualquer valor no politopo B,. Por outro
lado, no intervalo (t,tx+1), a dinamica do sistema também depende de &x(t), que
pode evoluir dentro do politopo Bs,. Portanto na modelagem politépica proposta,
o sistema em malha fechada depende de o(tx) e 6x(t) que podem assumir valores
dentro dos politopos B, e B;s,, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 2.

Esta modelagem implica em uma reducao do conservadorismo quando compa-
rado com a abordagem considerada em (SHI; SU, 2014), em que assume-se que o
sistema em malha fechada depende de o(t) e o(t;) e assim, esses parametros podem
assumir valores no politopo B, de forma independente. Por outro lado, em (TAN;
GRIGORIADIS; WU, 2002), assume-se que o(t) ndo varia no intervalo de amostra-
gem (ty,tg11), isto é, é considerado o(t) = o(t)) para todo t € [ty, tx+1) 0 que pode
ser irreal e levar a instabilidade do sistema em malha fechada.

3.2.3 Abordagem por Looped-Funcional

Nesta se¢ao, os resultados apresentados em (SEURET, 2012; BRIAT; SEURET,
2012) sao estendidos para considerar a anédlise de estabilidade de sistemas LPV por
meio de um looped-funcional e uma funcao dependentes de parametros. Para obter
condigbes para estabilizagdo do sistema (6) com a lei de controle (8), foca-se no
comportamento do sistema entre os instantes de amostragem, i.e., para t € [tg,tgs1)-
Para tanto, para qualquer intervalo de amostragem T}, € [T1,72] e 7 € [0,T], sao
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15F J(2) (t)‘ 6k(2) (t)
il B, o)
Bé X 7715(2)
T?§(1)k a tk) TQEU 5k(1) (t)
05
t
oF TZ§(2) — U<i)( ),
) a(1)

-0.51

Z(2)
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Figura 2: Politopos B, e Bs,, para N = 2.

consideradas as seguintes defini¢goes (SEURET, 2012; BRIAT; SEURET, 2012):

A partir desta notacao, a dinamica do sistema LPV em malha fechada (6)-(8)
no intervalo de amostragem pode ser representada por:

k(1) = (Ao + A0x(0) @ I) + A(0x(7) @ 1)) 2 (7) + (Bo + B(0x(0) © I)

+B(6:(7) @ 1)) (Ko + K(0,(0) ® 1)) 21,(0), (12)

para 7 € [0,7}].
Considera-se a seguinte definicao de looped-funcional que pode ser vista como
uma extensao da proposta em (BRIAT; SEURET, 2012) a fim de considerar a de-

pendéncia do parametro o.

Definicao 1. Um funcional'
F [0, T3] x Kt gy X Kifs 7y ¥ [T1,T] = R,

¢ dito um looped-funcional dependente de parametros (parameter dependent looped-
functional - PDLF) em relagdo a oy, € RY se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

1. a igualdade
F(0,21,0%,T) = F(T,zr,0%,T)

¢ verdadeira para todas funcgoes xj € C[’(‘),T} C KFH,TQ]’ oL € C[%{T] C KfVTl,TQ]f €
todo T € [T1,T2);

2. o funcional € diferencidvel em relagao a primeira varidvel.

lKn

(71.73] define o conjunto de fungdes continuas no intervalo [0, T] para R™, com T < T < Ts.
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A partir da representagao do sistema em malha fechada (12) e de um PDLF,
a seguir sao propostas condicoes para estabilizagao de um sistema LPV com dados
amostrados aperiodicamente, baseados nos resultados apresentados em (SEURET,
2012; BRIAT; SEURET, 2012) para sistemas LTT.

Lema 1. Seja uma fun¢ao dependente dos parametros (parameter dependent func-
tion - PDF)V : R™ x B, — R" satisfazendo

p ll2l* < V(wnon) < pollz]?, (13)

com 0 < py < pa, e um PDLF Vo @ [0, ] x Kt 7y % K%,E] X [T1,T2) — R que
satisfaz para todo ), € Ki- 7 ok € B, e Ty € [T, To]

Vo(Ty, v (Tk), ok (Tk), Tie) = Vo (0, 24(0), 04(0),T% ). (14)

Defina W(T,21,0%.T%x) = V(21(7),01(7)) + Vo (T,21,00,T%), com W(T,24,01,T}) sendo
a deriwada de W(T,xx,01,T)) em rela¢do a7, ao longo das trajetorias do sistema (12).
Se existe um escalar pz > 0 tal que a sequinte desigualdade é satisfeita

.T}k(T)

2

d
W(T,l’k,ak,Tk) = [V(Ik,O‘k) +V0(7‘,$k,0‘k,Tk)] < —u3
dr

oo 165 0
(15)

entao:

(i) o incremento da funcao V entre dois instantes de amostragem consecutivos
satisfaz:

AV (k) =V (2441(0),0%11(0)) = V(2£(0),0%(0) < =Tips [z (0)[*, (16

para x(0) # 0;

(i) as trajetorias do sistema LPV (6) com a lei de controle amostrada (8) con-
vergem assintoticamente para a origem.

Demonstracao: Integrando (15) em um intervalo de amostragem, tem-se

2

dr.

T x(7)

W(r,xp,0,Ty)dr < —
(7’ T, ,Of k) T [LgA ZL‘k(O)

0

Como o funcional Vy(7,xy,04,T)) satisfaz (14) para todo k e que, por continuidade,
2k (Tr) = 2£41(0) e ox(Tk) = 0141(0), segue que

Ty

; W(T,%k,O‘k,Tk)dT = V($k(Tk),O'k(Tk)) — V(CBk(O),Ok(O))

+ Vo(Th, 21(T), ok (Tk), T1) — Vo(0, 2(0), 01(0),7%)
= V(x(Tx),06(Tx)) — V(21(0),01(0))
= V(2%41(0),0441(0)) — V(21(0),01(0))
[L’k( 2

Ty r ) T )
<o [ O] ar<-m [ ) ar
0 0
< ~Tips x(0)]
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Entao, conclui-se que o item (i) é verdadeiro, o que implica que
lim V (24(0),04(0)) =0
k—o0

e, como V satisfaz (13), conclui-se também que

lim z,(0) = lim z(t;) = 0.

k—00 k—o00

Contudo deve-se garantir também que

li =0.

() =0

Para isso, considere uma fungdo admissivel o(t), i.e. o(t) € B, e o(t) € Bg, ¥t > 0.
Como o sistema (6) é linear variante no tempo, admite-se que existe uma matriz de
transicao ¢, (t,tg) € R™*". Defina ¢, x(7,0) = ¢5(tx + 7,tx) : [0,72) — R™™ como a
restricao de ¢, (t,tg) no intervalo [tg,t + T2). Assim, tem-se que:

21(7) = G (7,0)2(0) + ( /0 ' qsg,k(T,s)ds) BE1(0)

Jan(r)] < (nqsg,k(rmn I A ||BK||) ek (O)].

Como assume-se que 0 (7) ¢é limitado e continuo V7 € [0,7;], considerando qualquer
funcao admissivel (i.e., o3 (7) € B, com o4(7) = 6x(7) € B;), entdo, existe um escalar
I tal que

[0 (T,0)]] + IBK]|

/T Gok(T,5)ds
0

< sup {"¢U’k(7’0)”+"/o G0k (T,5)ds

N
o€Kin 73]

HBKH} .

para todo k& > 0.

Consequentemente, conclui-se que ||z (7)]| < pm |2k (0)||. Como V (24 (7),0%(7)) <
||z (0)]], segue que V(xg(7),0k(7)) < popim||zr(0)]|. Entdo, como zx(0) — 0 para
k — oo, segue que xy(7) = x(ty, +7) — 0 para k — oo, i.e., z(t) — 0 para t — oo.

O

O método propoe um looped-funcional que relaciona uma PDF V e um funcio-
nal W. Assim, se a derivada temporal deste funcional satisfaz (15), entao é possivel
verificar que a PDF satisfaz (16) e, assim, V' é estritamente decrescente nos ins-
tantes de amostragem, consequentemente, como mostrado na prova acima, sendo
o sistema linear, garante-se a convergéncia assintotica do estado para a origem em
tempo continuo. Note que V' pode ser vista como uma funcao discreta de Lyapunov
em relagao as trajetérias discretas do sistema LPV (12).

Diferentemente de (SEURET, 2012) que trata do problema de sistemas LTI, o
Lema 1 é utilizado como base para assegurar a estabilidade assintdtica para sistemas
LPV amostrados com o looped-funcional dependente dos parametros, que permite
obter condi¢oes menos conservadoras quando comparado ao mesmo método com o
looped-funcional independente dos parametros.
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3.2.4 Condicoes de Estabilizacao

Nesta secao, condigoes estabilizantes sao propostas com base nos resultados apre-
sentados no Lema 1. O objetivo é propor condigoes quasi-LMIs tais que a desigual-
dade (15) seja verificada para uma PDF e um PDLF que satisfacam (13) e (14),
respectivamente.

Assim, considere uma func¢ao quadratica dependente dos parametros (parameter
dependent quadractic function - PDQF) V : R" x B, — RT que satisfaz (13), descrita
como

V(wr,0) = 23,(7) P(ok(7)) (1), (17)

em que P(0%(7)) é uma matriz simétrica e definida positiva Vo (7) € B,, dependendo
de maneira afim de o4 (7), i.e., P(ox(7)) é definida como:

P(op(7)) = Po+ P (01(0) @ I + 0(7) @ 1), (18)

comP =[P P, --- Py|e P;€S", paraj=0,1,...,N.

Considere um candidato a funcional em tempo continuo Vo(7,zx,0%,T%) depen-
dente no parametro oy (7), definido para todo 7 € [0,7}], baseado em (SEURET,
2012), descrito como

Vo(T, 28,08, T%) =(T), — 7) {(1%(7)'—(%k(O)YJT(Uk(T))(xk(T)‘—'xk(o))
+ 2(z1(7) — 24(0))'G(01(7))2£(0) + 723, (0) X (0%(0))2(0)  (19)
4 / j:;(e)mk(e)de},

com as matrizes F(ok(7)), G(ox(7)) e X(0x(0)) dependentes dos parametros, com
XjeF; e S"eG; e R, Vj =0,1,...,Ne ReS" com R > 0. Note que
Vo(T,x1,01,T)) satisfaz a condigao (14) do Lema 1.

A partir dos resultados tedricos do Lema 1, da PDQF V(xy,0x) e do PDLF
Vo(T,x1,01,T)), definidos em (17) e (19), respectivamente, com W(T,x,0%,Tx) =
V(zk, ox) + Vo(T,21,01,T)), 0 seguinte teorema apresenta condigoes na forma quasi-
LMI para estabilizacao do sistema LPV amostrado (6)-(8).

Por simplicidade, considere uma matriz L de dimensao apropriada na forma
L=[L; Ls...Ly] e os vetores v e [3, definem-se

L(v,f)=L(vel+paI), (20)

Llv)=L(v®1I).
Teorema 1. Se existem matrizes 153-, Xj, Fj € S”, matrizes éj, Y € R™", Qj €
RGr)xn K; e R™" 5 = 0,1,...,N, uma matriz positiva definida R € S"™ e um
escalar positivo € satisfazendo

1:[1 (%5777) + 77-”1:[2(V7B777) + Tﬁ3(y) < 07 (21)
i (v,8.n) — TAs(v) To(Qo + Q(v.,8))
i} TR <0, (22)

(Py+ P(v,8)) > 0, (23)
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V(v,8,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;) e Vr = 1,2, com?

T (v,8n) =He { M1 (Py + P(v,8)) My — Miy(Go + G(v,8)) Mz — (Qo + Q(v,8)) Maz
+ (M + M) (Ao + A(v.3))Y M + (Bo + B(v,3)) (Ko + K(v)) Mo
Y M) } — Miy(Fy + F(v,8))Miz + M P(n) My,
[1y(v,8.m) =He { Mj((Go + G(1,8)) Mo + (Fy + F(v,8)) M) + M}, Gln) Mo |
+ MyRM; + M, F(n) Mo,
[3(v) =Ms(Xo + X(v)) Mo,
(24)
sendo
Mlz[IOO],MQI[OIO],MgZ[OOI],Mlzle—MQ, (25)
entdo o sistema LPV amostrado em malha fechada (6)-(8), com a matriz de ganhos
K(o(tx)) = Ko+ K(o(ty) @ 1),

em que K; = f(jf/—l, 7 = 0,1,... N, € assintoticamente estdvel para qualquer
intervalo de amostragem satisfazendo 0 < Ty < T) < Ts.

Demonstracgao: A prova deste teorema baseia-se nos resultados apresentados
no Lema 1. O objetivo é provar que as condigdes (13)-(15) sdo validas para o
sistema LPV (12) e, consequentemente, que as declaragoes (i) e (i7) no Lema 1 sao
verdadeiras, i.e., AV (k) < —pus ||2,(0)||* e, consequentemente, z(t) — 0 para t — co,
se a derivada temporal de W(7,zx,04,1}) satisfazer (15) ao longo das trajetérias do
sistema (12) para todo o que satisfaz (7).

Para isso, considere a PDQF V (xy,01) e o PDLF Vy(7,2,0%,T)) definidos em (17)
e (19), respectivamente, que satisfazem as condigoes (13) e (14) do Lema 1. Define-se
o funcional W(7,x,0%,Tk) = V(2k,0%) + Vo(T,2k,0%,T%) € derivando W(1,xy,0%,Tk)
em relacao a 7 resulta em?

W = 249 (1) P(ok(7))zi (1) + 2, (7) P03 (7)) k() + (Ti — 27)2(0)X (01(0)) 24 (0)
— [z1(7) = 2(0)]' F (0% (7)) [24(7) — 2£(0)] — [24(7) — 2£(0)]"2G (0% (7)) (0)
+(Tk—7){2$k(7)F( r(T)[zk(1) = 22(0)] + [21(7) — 21(0)) F (04 (7)) [zx(7)
—24(0)] + 227, (7)G (0k (7)) 21 (0) + 2[z1 (T )—xk(o)]/é(ﬂk(ﬂ)xk(o)}
+(Th — )i (7) Rig(7) — /0 " i (0) R (60)d6.

(26)

Observe que

P(oy(1)) = P(op(7) @ I), Flow(r)) = F(0u(1) @ 1), G(ok(r)) = G(0k(1) ® I).

2Observe a defini¢do da estrutura das matrizes dependentes nos vértices em (20).
3Por simplicidade considere W = W(7,21,0%,Tk)-
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Considere uma matriz Q(ox(7)) = Qo + Q(0%(0) ® I) + Q(0x(7) ® I) com Q; €
R3%*" para j = 0,1,..., N. Definindo

X(7) = [y (1) 23,(0) & (7)]'

como R > 0, segue entao que

/

(@4(0) — R7'Q'(on(7))x(7)) R(@x(0) — R7'Q'(ow(7))x (7)) > 0.

Integrando em relagao a # no intervalo [0, 7], tem-se a seguinte desigualdade (BRIAT,
2011):

/0 T i (0) Ry, (0)d0 = 2x'(7)Q(0k(7)) lww(T) — 21 (0)]
— X (1)Q(ow(T)) R Q (on(7))x(7), (27)

que pode ser vista como uma aplicagdo da desigualdade de Jensen (SEURET;
GOMES DA SILVA Jr., 2012).

Considerando as matrizes auxiliares definidas em (25), a partir de (26) e (27),
resulta que

W < X (7)1 (0(0),68(7) 03 (7)) (=7 )T (04:(0), 04 (7) 01 (7)) (T —27) Tl (04(0))
+7(Qo + Q(01(0),04(7))) R~ (Qo + Q(0%(0),04(7))) Ix(7), (28)

com

111 (04(0),0%(7),0% (7)) = M{P(64(7)) My + He{ Mj( Py + P(0k(0),0x(7))) M,
— Mi5(Go + G(04(0),0(7))) Mz — (Qo + Q(01(0),0%(7))) Mi2}
— Mi5(Fo + F(01(0),0%(7))) Miz,

M2(0(0),0x(7),06(7)) = MjRM; + He{ M5[(Fy + F(0k(0),6¢(7))) M1y
+ (Go + G(0(0),0¢(7))) Ma] + M5 (Go + G(0%(0),0x(7))) Mo }
+ M5 (Fo + F(01(0),04(7))) Mz,

[I3(0%(0)) =M5(Xo + X(0x(0))) Mo.
(29)

Por outro lado, de (12) tem-se que

(Yizw(7) + Yaiu(7))" [(Ao + A(0k(0),6k(7))) 2k (T) — Zk(T)
+(Bo + B(0x(0),0x(7))) (K0 + K(0%(0))) 21 (0)] = 0,

para quaisquer matrizes Y; e Yo € R™ ™. Define-se entao
111 (0%(0),64(7),04()) = T1(0%(0),04(7),04 (7)) + He{O(04(0),64())},

com

0(01(0),06(7)) = (V1M + Y2 M3)'((Ao + A(0k(0),6k(7))) My — M3
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Esta manipulacao também pode ser interpretada como o uso da abordagem por
sistema descritor ou descriptor system proposta em (FRIDMAN; SHAKED, 2002)
ou uma aplicagao do Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL,
1999; EBIHARA; PEAUCELLE; ARZELIER, 2015).

Supondo que Ys é nao singular, define-se ¥ = Y, ' e Y, = ¢Y,. Entdo, conside-
rando a transformacio de similaridade Y(7) = Z~'x(7), com ZE = diag{Y,Y,Y'}, é
possivel reescrever (28) como:

W < X(7)Z [Th(0x(0).04(7),0k()) + (Tk = )3 (04(0) 04(7). (7))
+(Ti — 27)15(0%(0) + 7(Qo + Q(o1(0),01(7))) B~ (Qo + Q(01(0),0%(7))) ] =x(7)
= X' (1) ¥ (0%(0),0(7),0x(7), 7, Ti)X (7). (30)
A partir do lado direito da inequagao ( 0

U (01(0).05(7) 0 (7

e se = é nao-singular, existe um escalar positivo pg tal que
X (1)U (05(0),05(7),0% (1), 7 Te)X (1) < —pw|[X(7)|[?

< o = [ <

), se
) TTk) < 0, (31)

x(T) 2

Vo(0) € By, 0i(7) € Bs,, 0x(1) € B;, 7 € [0,T%] e Ti € [T1,75), 0 que implica que
a condigao (15) ¢ satisfeita. Assim, aplicando o complemento de Schur, tem-se que
(31) é equivalente a

\I/1<O'k(0>,5k(7'),5k<7'),T,Tk) -

[1(04(0),0k(7).00(7).7.Ti) TE’(QoJrQ(gk(O)ﬁk(T)))q <0
% —~TY'RY

Y

)

com

T1(0%(0),0(7),0%(),7,Tk) = ' (T (0%(0),04(7),04(7)) + (Tix — 27)TI5(0%,(0)))
+ Ty — 7)a(03(0),6%(7),04(7)).
Assim, uma condicao suficiente para verificar (15) é dada por:
‘Ifl(O’k(O),(Sk(T),Sk(T>,T,Tk) < 0, (32)

para todo o € B,, Vo,(7) € Bj,, V(;k(T) € B; , VT € 0,7%] e VT}, € [T1, 7).

Observe que (32) é afim em 04(0), 6x(7) e x(7). Logo, para satisfazer (32) é
necessdrio e suficiente verificar a mesma nos vértices dos politopos By, Bs,, B; . Ou
seja, deve-se verificar

iy (v,8.) + (T — P)II o)+ (Ti = 20)Ma(v) 7(Qo+QUBN] _y (33
—TR ’

[1]

V(v,8,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), em que I, (v,6,1), Iy (v,3,n) e s(v) sio
definidos em (24) e com as mudancgas de variaveis:
B=V'PY F=VEY G =VGY .
Q; = ”’QJY X; = Y’X Y K;=KY.
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Levando em conta que 7 € [0,7%], por argumentos de convexidade, uma condigao
suficiente para verificar (15) é assegurar (33) para 7 =0 e 7 = T}, ou seja,

ﬁl(”vﬁan) + Tkﬁ2(yvﬁa77) + Tkﬁi’)( ) < 0 (35>
ﬁl(”)ﬁﬂ?) - Tkﬂ3(y) Tk(QO + Q( 76))
) iy <0. (36)

V(v,5,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;). Como Ty € [T;1,7Tz], também por argu-
mentos de convexidade, segue que as condigoes (21) e (22) s@o equivalentes a (35) e
(36) e, consequentemente, asseguram que a desigualdade (15) no Lema 1 ¢ satisfeita.
Por outro lado, (21) assegura implicitamente que Y ¢é uma matriz nao-singular.
Nota-se que o termo bloco-diagonal na posi¢ao (3,3) em (21), i.e., obtido por

M (I (v,8,n) + Tella(v,8,m) + Tills(v)) M,

é dado por =Y —Y'+ RTk Como este termo é definido negativo, se (21) é verificado
e como assume-se que R > 0, segue que —Y — Y’ < 0. Este fato implica que Y é
nao-singular. Assim, = é uma matriz nao-singular e, portanto, (21) e (22) de fato
asseguram (15), o que conclui a prova.

U

3.2.5 Casos Particulares
3.2.5.1 Funcional Independente de Parametros

No Teorema 1, considerando valores dados de 77, T3 € €, exitem 23V+1 4 23N+1
22N +1 desigualdades matriciais que devem ser verificadas, com n!(3N +4)+n?(4N +
5)+mn(N +1) varidveis. A complexidade numérica pode ser reduzida por exemplo,
considerando uma funcao V' e um funcional V) independente de parametros, ao custo
de aumentar o conservadorismo

Assim, nas condi¢oes do Teorema 1, considera-se uma funcao quadratica cldssica,
ie.

V(ak(7)) = ai(r) Pry(T),
com a matriz simétrica definida positiva P € S™, e um funcional Vy(7,x)) indepen-
dente dos parametros. Neste caso, é suficiente considerar:

11, (v,8,n) =1, (v,8) = He {M{pMs — M{,GMy — QMa + (eM] + M3)(—Y M;

+(Ag+ A(w,8))Y My + (By + B(v,8)) (K, + K(V))Mg)} — M, F My,

Tlo(1,3,m) =T, = He {M;,(FM12 + GMQ)} + MIRM;,
1:[3(7/) :ﬁg = M/XMQ,
V(v,8,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), nas inequacoes (21) e (22), para estabi-

lizacao do sistema LPV (12). Isto reduz a quantidade de varidveis sob o custo de se
ter solugoes mais conservadoras.

3.2.5.2  FEstabilizacao Robusta

Para estabilizagao robusta do sistema LPV (12), i.e., sem acesso a medigao dos
parametros, considera-se K = 0 nas condicoes do Teorema 1. Assim, K = K,V 1 é
o ganho robusto estabilizante para o sistema LPV (6)-(8) para todo o € B,, Vo € B;
e V1, € [7—1,75]
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3.2.5.8 Amostragem Periodica

No caso do sistema (12) ser amostrado periodicamente, as condi¢oes desenvolvi-
das também sao véalidas, bastando considerar 7, = T; = Ts.

3.2.5.4 Andlise de Estabilidade

Observe que as condi¢oes no Teorema 1 podem ser utilizadas na andlise de esta-
bilidade do sistema LPV (6)-(8). Para isso, como as matrizes K; sao conhecidas, é
suficiente considerar as varidveis K ; como K jf/ nas condigoes. Contudo, note que
no caso das matrizes K; serem conhecidas para j = 0,1,...,N, a transformagao de
similaridade utilizada no Teorema 1 para obtencao de condig¢oes quasi-LMI nao é ne-
cessaria. Portanto, o seguinte corolario é proposto com condi¢oes LMI para anélise
de estabilidade do sistema LPV (12) baseado no desenvolvimento do Teorema 1.

Corolario 1. Se existem matrizes P;, X;, F; € S", G;, Y1, Yo € RV, Q; €

RGM*" parg § = 0,1,...,N, e wma matriz simétrica e definida positiva R € S™
satisfazendo
Hl(V,ﬁ,T]) + 7;1_[2(1/,5,77) + ﬁHg(V) < O, (37)
H1(V75777) - 7;1_-[3(”) 7?(@0 + Q(Vaﬁ))
. TR <0, (38)
(Po+ P,)) > 0, (39)

V(v,B,n) € Ver(B,) x Ver(B;) x Ver(B;s) e ¥r = 1,2, com

Iy (v,8,m) =He{ M (P + P(v,)) M3 — Mi,(Go + G(v,3)) My — (Qo + Q(v,3)) M12
+ (MY{ + M3Y5)((Ao + A(v,8)) My + (Bo + B(v,3)) (Ko + K(v)) Mo
— Ms)} — Miy(Fo + F(v,3)) My + M P(n) M,
y(v,6,m) =He{M;((Go + G(v,5)) Mz + (Fy + F(v,8))Mi2) + M1, G(n) Ms}
+ MyRM; + M{, F(n) Mo,
I5(v) =Mj(Xo + X(v)) M,

com as matrizes auziliares definidas em (25), entdo o sistema LPV amostrado em
malha fechada (6)-(8) € assintoticamente estdavel para qualquer intervalo de amos-
tragem satisfazendo 0 < Ty < T, < Ts.

3.2.6 Problema de Otimizacao

Nota-se que as condigoes (21) a (22) sao LMIs fixando-se o escalar € e dados os
limites 7; e 75 do intervalo de amostragem. Consequentemente, a partir do Pro-
blema 1, dados os limites 77 e T3 do intervalo de amostragem, uma realimentacgao
de estados LPV estabilizante pode ser projetada considerando-se problemas de fac-
tibilidade das LMIs para um grid em e.

Por outro lado, dado 77, outro problema de interesse consiste em projetar K, j =
0,1,--- ,N de forma a maximizar o valor de 73, para o qual a estabilidade do sistema
em malha fechada é garantida. Isto pode ser obtido através do seguinte problema
de otimizacao:

max 7

sujeito a

(21) - (23)

V(v.B,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;) e Vr = 1,2.

(40)
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Assim, considerando 7; dado, o problema de otimizacao (40) pode ser resolvido
de forma iterativa fixando valores de € e incrementando 75 e testando a factibilidade
de (21)-(23).

3.2.7 Exemplo Numérico

Nesta secao, é apresentado um exemplo numérico para validar as condicoes es-
tabelecidas para estabilizacao de sistemas LPV e apresentar algumas caracteristicas
do método proposto.

Considere o seguinte sistema LPV:

#(t) = 0(,)1 0,4+(1),60(t) } () + { (1) } u(t), (41)

com |o(t)] <1elo(t) <0,2.
Assume-se que T € [1; 400]ms e, a partir das condigbes no Teorema 1, com
e = 0,1, obtém-se os seguintes ganhos de realimentacao:

Ko = [-0,9698 —1,3226], K, = [0,1379 —0,4830].

Na Figura 3, sao apresentados os sinais obtidos na simulacao do sistema LPV
(41) para os ganhos projetados, com dados amostrados aperiodicamente com T} €
[1; 400]ms e para a condica@o inicial z(0) = [2 0]'. O parametro variante no tempo
e sua derivada estao ilustradas na Figura 3(c). Os instantes de amostragem sao
gerados aleatoriamente de forma a respeitar T}, € [1; 400]ms, para cada instante
de amostragem t = t;, os correspondentes instantes de amostragem Ty = 11 —
estao ilustrados na Figura 3(d). Como esperado, os estados da planta (Figura 3(a))
convergem para a origem, mesmo na presenca do parametro variante no tempo e
dos efeitos da amostragem aperiddica. Note que o sinal de controle (Figura 3(b)) é
mantido constante entre os instantes de amostragem.

Com o objetivo de maximizar 75, considera-se 7; = 1ms e aplica-se o problema
de otimizacao (40). As Tabelas 1 e 2 apresentam os valores maximos factiveis de T
com controle LPV e com controle robusto (K independe de o(t)), respectivamente,
para diferentes limites de &(t) e diferentes casos de dependéncia paramétrica para o
funcional. E visto que o controle LPV permite obter valores factiveis de 75 maiores
que o controlador robusto para todas as formas do funcional, como esperado. Note
que o uso do funcional dependente de parametro no método proposto permite obter
um limite do intervalo de amostragem maior para todos os limites de ¢ (t) considera-
dos. Além disso, nota-se que o maximo 75 factivel tende a ser menor quanto maior
for a variagdo de o(t) considerada.

Tabela 1: Limite maximo factivel 75 (em [s]) do intervalo de amostragem para
u(ty) = K(o(tg))z(ty).

6 <02 |o(t)] <04 o) <1,0

P(e(®)), Qe(t)), F(o(t)), G(o(t)) 1,708 1,699 1,685
P.Q(c(t)), F(o(t)), G(o(t)) 1,704 1,608 1,683
P(e(t), Q. F, G 1,622 1,622 1,622

P,Q,F G 1,595 1,595 1,595
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151

05

()
u(t)

-0.5

-1.5

o 1 2 s 4 5 & 71 8 o 1 % 1 2 s 4 5 & 1 8 9 10
t[s] t[s]
(a) Estados do sistema x(t). (b) Sinal de controle u(t).

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 o .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t[s] t, [s]

(¢) Parametro variante o(t) e &(t). (d) T e respectivos t = t.

Figura 3: Sinais para 2(0) = [2 0], com |&(t)| < 0,2 e T} € [1;400]ms.

Considerando |(t)| < 0,2, para demonstrar a influéncia da variacao de T}, uma
segunda simulagao ¢é realizada para o maximo valor do limite superior de T}, obtido,
ie., To = 1,708s, a partir das condi¢oes no Teorema 1, com € = 0,1, obtém-se os
seguintes ganhos de realimentagao:

Ko =[-0,1038 —0,5796], K; = [0,0003 —0,5537]. (42)

Para 2(0) = [2 0] e T} € [1; 1708]ms, os sinais do estado do sistema e do controle
estao ilustrados nas Figuras 4(a) e 4(b), respectivamente. O parametro variante no
tempo e sua derivada estao ilustrados na Figura 4(c). Os instantes de amostragem
t =t determinados de forma randomica e os respectivos intervalos de amostragem
Ty = tgr1 — ty estao ilustrados na Figura 4(d). A estabilidade continua garantida
para o limite maximo do intervalo de amostragem e com o parametro variante no
tempo, apesar de nao ter sido considerado um critério de performance, nota-se a
degradacao da performance com o aumento de 75 quando comparado a simulacao
ilustrada na Figura 3.
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Tabela 2: Limite méximo factivel 75 (em [s]) do intervalo de amostragem para

u(ty) = Ka(ty).

o) <02 [o(t)[ <04 [6()] <10
P(®), Q(od), F(o(t)), G(o(?)) 1,381 1,288 1,164
P, Q(o(t)), F(o(t)), G(a(t) 1,170 1,170 1,131
P), Q, F, G 1,110 1,107 1,099
P,Q F,G 1,080 1,080 1,080

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[s]
(a) Estado do sistema x(t).

90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80

t[s]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[s]

(c) Parametro variante o(t) e &(t).

Figura 4: Sinais para z(0) = [2 0]

0 10 20 30 40 50 60 70 80

tfs]
(b) Sinal de controle u(t).
16
1.4
x
1.2
1
~
= os
0.6
0.4
0.2
0 | [
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t, [s]

(d) Ty, e respectivos t = ty.

com |6(t)] < 0,2 e Ty, € [1;1708]ms.
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3.3 Atenuacao de Perturbacoes L,

Com base nos resultados apresentados na Secao 3.2, nesta secao, aborda-se o
problema de rejeicao a perturbacoes L, para o sistema LPV com lei de controle
amostrada. Diferentemente de trabalhos na literatura (DE CAIGNY et al., 2010;
TAN; GRIGORIADIS, 2000; ROBERT; SENAME; SIMON, 2010), assume-se que a
perturbacao age continuamente sobre a planta, ou seja, nenhuma hipotese relativa
a amostragem da perturbacao ou que a mesma é constante entre dois instantes de
amostragem ¢é considerada.

3.3.1 Formulagao do Problema

A partir do modelo (6) definido na Secao 3.2.2, considera-se o seguinte sistema

LPV:
2(t) = Alo(t))z(t) + Blo(t))u(t) + Buw(t),
z(t) = C,x(t) + D,u(t),
comz € R" e u € R™ representando o vetor de estado e de entrada, respectivamente.
A saida controlada é denotada por z(t) e w(t) é o vetor de perturbagao exégena com
energia finita, i.e., w(t) € L,.

As matrizes A(o(t)), B(o(t)), By, C, e D, sao conhecidas e de dimensoes apro-
priadas que descrevem o sistema, com A(c(t)) e B(o(t)) sendo afim nos parametros e
descritas como em (10). O vetor de N parametros variantes no tempo é representado
por o(t), sendo limitados em amplitude e em taxa de variagao conforme (7).

Assim como descrito na Segao 3.2.1, considera-se que o sistema evolui continu-
amente no tempo, enquanto que o sinal de controle ¢ mantido constante entre os
instantes de amostragem. Assume-se a abordagem de controle com dados amos-
trados, em que os estados e os parametros podem ser medidos em cada instante
de amostragem t;, com amostragem aperiédica e limitada em T}, € [T1,T2]. A lei
de controle é uma realimentacao de estados dependente dos parametros com dados
amostrados, definida como:

u(t) = K(o(ty)a(ts), Yt € [trtin), Yk € N, (44)

com K (o(t;)) definido como (10).
A partir desta formulagao, o seguinte problema de interesse é considerado.

(43)

Problema 2. Projetar as matrizes de realimentacao de estados K paraj =0, ...,N,
tal que, para o sistema LPV (43) com a lei de controle amostrada (44), assegura-se
um limite superior v para o ganho Lo entre a perturbacao e a saida, i.e.,

IEQIIP

sup e <y,
lw(®)]22£0,2(0)=0 ||w(E)]]2

com Ty, € [T1,T2). Além disso, para w(t) = 0, garante-se im z(t) = 0.

3.3.2 Abordagem por Looped-funcional com Ganho £,

Conforme a abordagem politépica e o modelo definidos na Secao 3.2.1, para
7 € [0, T}], nesta secao definem-se também wy(7) = w(ty + 7) e 21(7) = 2(tx + 7).
Assim, para 7 € [0,T], Vk € N, a partir de (11), a dindmica do sistema em malha
fechada (43) com a lei de controle (44) é dada por

k(1) = Aor(7))2(7) + Blow(T)) K (0k(0))21(0) + Buwi(7),

2(7) = Coan(7) + DK (04(0))1(0), (45)
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Para obter condicoes para analise de estabilidade e para rejeicao de perturbacoes
Lo para sistemas LPV com controle amostrado, estendem-se os resultados apresen-
tados em (SEURET, 2012) e no Lema 1.

Assim, o seguinte lema é base para a abordagem por looped-funcional utilizado
na solucao do Problema 2.

Lema 2. Seja uma PDFV : R" x B, — Rt que satisfaz
pl|z)* < V(wpon) < gzl (46)

com escalares 0 < py < pg, e um PDLF V, : [0, Ta] X K%—LB] X Kf%f/é} x [T, T2 = R
que satisfaz para todo x € K7 7, 0 € By e T € [T1, T3]

Vo(Tk, .Tk(Tk), O'k(Tk),Tk> = V(](O, LL’k(O), O'k<0),Tk). (47)

Defina o funcional W(1,xx(7),0k(7),Tk) = V(2k(7),06(7)) + Vo(,2(7),0%(7),T%),
e seja W(T,2(7),00(7),Tk) a derivada de W(t,21(7),04(7),Tk) em relagio a T, ao
longo das trajetorias do sistema (45).

Para v > 0, se existe um escalar pus > 0, tal que a sequinte desigualdade é
satisfeita:

W(T,Jfk(T),Uk(T),Tk) + Zk(T)/Zk(T) — 72wk(7)’wk(7) < — U3

para {xk(ﬂ} £0, (48)

entao:

(i) v é um limitante superior para o ganho Ly do sistema em malha fechada (43)-
(44) , i.e.

sup
luw(®)]27£0,2(0)=0 ||w(E)]]2

(i) se w(t) =0, entdo:
a) o incremento da fungdo V satisfaz:
AV (k) = V(@541(0),0441(0)) = V(24(0),04(0)) < =Tipss [l ()%,

para x,(0) # 0;

b) as tragetérias x(t) do sistema em malha fechada (43)-(44) convergem para
a ortgem com t — 00.

Demonstracao: Integrando (48) em um intervalo de amostragem, segue que
T

i W(T,Z‘k,(fk,Tk>dT + /0 k(z;(r)zk(T) — 72w (T)wy(7))dT =

T
W(Ty,xk,05,Tk) — Wh(0,25,05,Tk) +/ (2 (T)z(T) = Ywi(T)wi(7))dr
0

T\l (0|2
< —[Lg/o Z‘k(O) dr. (49)
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Lembrando que W(7,zx,0%,Tk) = V(xx(7),0%(7)) + Vo(7,28,0k,T)) com Vy sendo
um PDLF como na Definicao 1. A partir de (47), segue que Vo(Tk, 2k, 0%,T%) =
Vo(0,xy,01,T) para todo k € N. Note que por continuidade (7)) = xx41(0) e
0k(Ty) = 0k41(0). Ademais, por definigao, 2zx(7) = 2(tx + 7) e wi(7) = w(ty + 7).
Entao (49) é equivalente a:

V(2k+1(0),0%4+1(0)) — V(24(0),0%(0)) + / kH(Z/(T)Z(T) — ¥ (T)w(T))dr

pp—L

2
dr <0 (50)

Entao, a partir de (50), segue que

> Vo0 - Vo) + [ (st - vl (utr)ar]

= V(C(]M+1(O),O'M+1(O))—V(ZL‘Q(O),O'()(O))—F\/t o (Z’(T)Z<T)—72w/(7')w(7'))d7' <0

Como V(x,0) é uma funcao definida positiva, considerando condigoes iniciais
nulas, i.e., 2(0) = x¢(0) =0, e M — oo, (50) implica que

/Ooo(z'(T)z(T) — y2w' (T)w(T))dr < 0,

que assegura que
t
RNE0 T
lw(®)ll2£0.2(0)=0 |[w(D)]]2
i.e., o item (z) é valido.
Por outro lado, se w = 0 e (48) é verificada, segue que

W(r 2k (7),06(7),Te) + 2(7) 20(7) < —pas iz%; ,
e portanto, ,
Wiran(r)on(r) 1) < —ps | 410

A partir dos resultados do Lema 1, segue entdo que o item (ii) é verdadeiro, isto
é, conclui-se que klim 2(0) = 0 e xx(7) = x(tx, + 7) — 0 para kK — 00, ou seja,
—00

z(t) — 0 para t — oo.

U

3.3.3 Condigoes de Estabilizacao

A partir dos resultados tedricos do Lema 2 e da representagao (45), o seguinte
Teorema apresenta condicoes estabilizantes na forma quasi-LMI para solucao do
Problema 2. Estas condigoes sao obtidas pela abordagem por looped-funcional, para
isso considera-se a PDQF V (7,x)) e o PDLF Vy(7,21,0%,T) definidos em (17) e (19),
respectivamente.
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Teorema 2. Se existem matrizes P;, XjNe F, eSS, G;, Y € R Q; € R¥™ ™
K; € R™" uma matriz definida positiva R € S*, j = 0,1,...,N e escalares positivos
v e € satisfazendo

(1(v,8m) + Tla(v,8m) + Tls(v) U Z'(v)
. 210 | <o, (51)
i * * -1
1L (vBm) — Tls(v) T(Qo+ Qw.B) Ty Z'(v)
) _Z}R _22 ; 8 <0, (52)
i * * -1
(Py+ P(v,8)) > 0, (53)

V(v,B8,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;) eVr =1,2 com

[11 (v 8,m) =He { M} (Py + P(1,8)) My — My (Go + G(v,8)Ma = (Go + Qw9) Mo
+ (eM] + M3)((Ag + A(v,3))Y My + (Bo + B(v,)) (Ko + K(v)) M,
~V My) } = Mia(Fy + F(v,8)) Mz + M{P(n) M,
[y(v,3.1) =MLRM; + M., F(n) My, + He {Mé((ﬁo + F(v,8)) M
+(Go+ G(v.8))Ma) + M, Gln)Ms |
Uy =(eM] + M})B,,
Z(v) =C,Y My + D.(Ky + K(v))M,,
[3(v) =Mj(Xo + X(v)) Mo,
(54)

com as matrizes auziliares de dimensoes apropriadas definidas em (25) e com a
estrutura de matriz definida em (20), entdo o sinal de controle com a matriz de
ganhos

K(o(ty)) = Ko+ K(o(ty) ® 1),
com K; = IN(j}N/_l, J=0,1,...,N, assequra que:

(i) para w(t) # 0, sup |||| <(tt>)|||| <
[|w(t)||27£0,2(0)=0

(ii) para w(t) = 0, o sistema LPV amostrado em malha fechada (43)-(44) € as-

sintoticamente estavel, para qualquer intervalo de amostragem que satisfaz

0<Th <Tp < Ts.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema consiste em assegurar que as
condigoes propostas no Lema 2 sdo satisfeitas para a PDQF V(xy,04) e o candidato
a PDLF Vy(7,2k,0%,1}) definidos em (17) e (19), respectivamente, sendo um processo
semelhante a demonstracao do Teorema 1. Assim, considerando as escolhas de V
e Vo que satisfazem (46) e (47), respectivamente, e diferenciando W(7,xy,04,T)) =
V(zg,0%) + Vo(T,21,0k,Tk) em relacao a 7, tem-se (26).
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Seja o seguinte vetor x(7) =

[2).(7) 23.(0) @, (7)) e considerando as matrizes
auxiliares definidas em (25), a partir de (26)

e (27), segue que
W 2, (1) () —

Pl (ryw(r) < X(r) [y
+ (Th, — 7)a(0%(0),0%(7),0%(7))
+7(Qo + Q(0(0),0x(1))) R™H(Qo + Q(a(0),0x(7))) x(7)
+ X' (1) 2 (01(0)) Z(0k(0)) X (1) = V*wi(T)wi(7), (55)
com 114 (04(0) 5k(7),5k(7)), Hg(ak(()),5k(7'),5k(7')) e II3(ox(0)) definidos em (29)
Z(ox(0)) =

(01(0),0 ()5k(7))+(Tk—27)H3(0k(0))
):0

Considerando a abordagem por sistema descritor (FRIDMAN; SHAKED, 2002)
a partir do sistema amostrado (45), tem-se que

He{x'(7)O(0%(0),6¢(7))x(7) + X'(7) (Y1 My + Y2 M) Bywi(7)}

=0. (56)
para quaisquer matrizes Y; e Yo, € R™*"

, com
©(01(0),0x(7)) = (Y1 M1 + YaM3)'[(Ao + A(0%(0),0x(7))) M
+ (Bo + B(0(0),0x(7))) (Ko + K(0%(0))) Mz — M;].
Por ser um termo nulo, (56) pode ser adicionada a inequagao (55) sem altera-la
Para isso, considere

11 (07(0),0%(7) 6k (7)) = T (0%(0),0%(7),0k(7)) + He{O(0,(0),0())}-

(57)
Supondo que Y; é nao singular, define-se Y Y, leY, =eYs
rando X(7) = E~

INne-se . Assim, conside-
= EZ7x(7), com = = diag{Y,Y,Y'}, é possivel reescrever (55) como

W + 2.(T)z2e(T) —

—=—1

22 (FYwe(7) < [“wké(;)}/r<ak,5k,5k,T,Tk) [Ew?{g)} (59)

com

F(0k75k75k7T7Tk) -

\Ifl(Uk,ék,(s‘k,T,Tk) + T‘Ifg(O'k(O),(Sk(O)) + E,Z/(Uk(O))Z(O'k(O))E \Ilg :|
* —I|’

em que
Uy (068,057, Tie) =E' (I (0%(0),04(7),0k (7)) + (T — 7)T2(0k(0),0%(7),0x(7))
+ (Tk — 27)H3(0’k(0)))5
(YlMl + YzMg) B,
"(Qo + Q(ok(0),0x(7 )))R_I(Qo + Q(01(0),0x(7)))'E.

“Por simplicidade considere I‘(ak,ék,é.kﬁ Tx)
Uy (

1) = T(05:(0),0%(7),0%(7),7.Tk) € U1 (0,0k,0k,7,Tk)
Ok (0)761’6 (T)»(sk (T)vTka)'

Y

W3(01(0),0%(0))

=
—
—_
—

—
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Assim, se F(ak,ék,Sk,T,Tk) < 0, segue que existe um escalar positivo ug, tal
que, (48) é verdadeira, desde que = seja uma matriz ndo-singular. Portanto, apli-
cando o complemento de Schur, se a seguinte desigualdade é satisfeita:

U (07,007, T) TE/Q(%@);%(T»Y/ Uy  EZ'(ok)

[1

* —7Y'RY 0 0
* * —~2T 0 <0, (59)
* * * _—

para todo o € By, dx(7) € By, (5k(7) €B;,TE€E [0,T}] e Ty € [T1,T2], segue que (48)
¢ verdadeira.

Note que (59) é afim em 0 (0), 0x(7) e 0x(7). Logo para satisfazer (59) e, con-
sequentemente (48), é necessario e suficiente verificar a mesma nos vértices dos
politopos B, Bs, e B; . Ou seja, a seguinte inequagao deve ser satisfeita:

* —TR 0
s * —~2I
* * * -1

\III(VJ/B7nuT7Tk) T@(V1ﬁ> ‘1}2 Z/(V)
8 <0, (60)

V(v,B8,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), T € [0,1%] e Ty, € [T1,73], com
qjl(”?ﬁ?”aTka) :ﬁ1<1/767n) + (Tk - T)ﬁQ(V7ﬁ>77) + (Tk - 27’)1:[3(V)7
em que Wy, Z(v), Iy (v,8,m), Ia(v,5,m) e Ts(v) estdo definidos em (54) e com as

mudangas de varidveis definidas em (34).
Por argumentos de convexidade, (60) é satisfeita V7 € [0,7}] se e somente se

I (v,8m) + Tella(v,8.m) + Tills(v) Wy Z'(v)

* —~2I 0 <0, (61)
* * -1
e ~ ~ ~ ~ ~
ILi(v,B8n) — Tll(v) TQw,B) Vs  Z'(v)
* ~T.R 0 0
. N IDCYTI < 0. (62)
* * * -1

Como Ty € [T1,7T2], por argumentos de convexidade segue que se (51) e (52) sado
verificados para r = 1,2 asseguram-se as desigualdades (61) e (62). Assim, a partir
de (61) e (62), tem-se que I'(oy,0x,0%,7,T1) < 0, Vo € B,, Vor(7) € Bs,, Vor(1) € B;,,
V1 € [0,Tk] e YTy € [T1,75]. De forma semelhante ao descrito na demonstragao do
Teorema 1, a quasi-LMI (51) implica que Y é nao-singular e, portanto, = admite
inversa. Logo, de (51) e (52), tem-se

——1

W o+ 2 (7) (1) = 7Pwi(7) wi (1) < {“ X()T)],F(ak,ak,ék,f,n) [“w:X(T)}

1]
|

wy (T (1)
™ | 2 (7)||”
< —pH3 ‘U)}(k(T) < —u3 xk(O)
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A partir do Lema 2, segue a estabilidade do sistema em malha fechada (45) para
w =0, ie.,
lim z(t) = 0,

t—00

enquanto que v é um limitante superior para o ganho Ls.

Observacao 1. O Teorema 2 apresenta condi¢oes estabilizantes para o sistema (43)
com a lei de controle (44) e garantia de um limitante superior para o ganho Ls.
Observe que as matrizes By, C, e D, do sistema (43) sao consideradas constantes.
Contudo, os resultados apresentados no Teorema 2 também podem ser estendidos
para o caso do sistema (43) com matrizes By, (o(t)), C,(o(t)) e D.(o(t)) dependentes
de modo afim nos parametros. Para isso, deve-se considerar as matrizes B, +
B, (v.0), C,, + C.(v.8) e D,, + D,(v,3) nas condi¢oes do Teorema 2.

3.3.4 Analise de Estabilidade com Atenuacgao de Perturbacao

Os resultados apresentados no Teorema 2 também podem ser utilizados no pro-
blema de andlise de estabilidade do sistema LPV com ganho L£,. Para isto, basta
assumir que as matrizes K; sao conhecidas e determinar nas condigoes do teorema
que f(j = Kjf/, j=0,1,...,N. Por outro lado, note que como as matrizes K, nao
sao variaveis, nao ha necessidade da transformagcao de similaridade ou mudanca de
variaveis e, assim, condi¢oes LMIs podem ser obtidas a partir dos resultados e do
desenvolvimento apresentado no Teorema 2. Com isso, o seguinte corolario apre-
senta condigoes para andlise de estabilidade do sistema (43)-(44) enquanto que se
assegura que existe um vy tal que

IEQIIP

sup oAt <y,
lu(®)]270,2(0)=0 [[w(E)]]2

Corolario 2. Se existem matrizes Pj, X; e F; € S", G;, Y1, Yo € R™", Q; € R¥*",
j=0,1,....N, uma matriz simétrica e definida positiva R € S™ e um escalar positivo
v satisfazendo

_Hl (Vaﬁvn) + 7;1_[2(’/’5777) + 7:‘1_[3(1/) \112 Z/(V)
* —*I 0 | <0, (63)
i * * —TI
((v,6.n) — T3(v) T/(Qo+ Qw,B3) Wy Z'(v)
* -T.R 0 0
N . ey 0 < 0, (64)
* * * —1

(P + P(v,8)) > 0, (65)
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V(v,8,n) € Ver(B,) x Ver(B;) x Ver(B;) e Vr =1,2 em que ®

Iy (v,8.m) =He{ M{(Py + P(v,8)) Ms — M1,(Go + G(v,8))M> — (Qo + Q(v,8))Mi»
+ (Y My + Yo M) (Ao + A(v,)) My + (Bo + B(v,3)) (Ko + K(v)) My
— M3)} — Mi,(Fo + F(v,8)) Mz + M{P(n)M;,
Ia(v,8,m) =M5RM; + M1y F(n) Mz + He {M3((Fo + F(v,)) M2
+(Go + G(v,8))M2) + Miy G(n) M}
Wy =(Y{M] + Yy M3)Bu,
Z(v) =C,M, + D,(Ko+ K(v))Ma,
I3(v) =My(Xo + X(v)) Mo,
considerando as matrizes auziliares de dimensoes apropriadas definidas em (25),

entao o sinal de controle com a matriz de ganhos K(o(t)) = Ko+ K(o(ty) ® I),
assequra que:

(1) para w(t) #0, sup ||||1i((tt))||||22 <
[|w(®)]|27#0,2(0)=0
(ii) para w(t) = 0, o sistema LPV amostrado em malha fechada (43)-(44) € as-

sintoticamente estavel, para qualquer intervalo de amostragem que satisfaz
0<Th <T;; <Ts.

3.3.5 Problemas de Otimizacgao

Baseado nas condigoes do Teorema 2, nesta secao, sao propostos dois problemas
de otimizacao para projeto da lei de controle (44).

Dados os limites do intervalo de amostragem, 7; e 7Tz, o primeiro problema con-
siste em minimizar o limite superior do ganho L5, o qual pode ser formulado como
segue:

min vy
sujeito a
(51) — (53)
V(v.B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;) e Vr = 1,2.

Note que para um valor fixado de €, as condigoes (51) e (52) sao LMIs nas
variaveis f’j, R, f(j, Fj, Gj, Y, Qj, }N(j e 7. Assim, a solucao de (66) pode ser obtida
solucionando problemas convexos para um grid em e.

Por outro lado, dados 77 e 7, outro problema de interesse ¢ projetar Kj, j =
0,1,--- ,N que maximize 7, tal que, seja assegurada a estabilidade assintotica do
sistema em malha fechada e que o ganho L, seja menor que 7. A solugao deste
problema pode ser obtida pelo seguinte problema de otimizacao:

(66)

max 7

subjeito a

(51) — (53)

V(v.B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;) e Vr = 1,2.

(67)

Este problema de otimizagao pode ser resolvido testando a factibilidade de (67) para
um grid em € e Ty, i.e., para um dado €, se as LMIs forem factiveis, incrementar
iterativamente 7.

®Veja a estrutura de matriz definida em (20).
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3.3.6 Exemplos Numéricos
3.3.6.1 FExemplo 1

Considere o seguinte sistema LPV:

() = {0(,)1 O,4+(1),60(t)] () + m u(t) + {0,1} w(t),

A(t) = B 8} () + m u(t),

com |o(t)] <1, |o(t)] <0,2, T; = lms e a perturbagao Lo definida como

0 0 <t <1s,
w(t) =9
e"'sen(t) t> l1s.

Para o intervalo de amostragem aperiddico com os limites Tj, € [1; 400]|ms,
a partir de (66), tem-se que o minimo ~ encontrado é 0,3080, com € = 23 e as
matrizes:

Ko =[-1,2866 —2,5169], K;=[0,1149 —0,4978].

Considerando v dado igual a 15, a partir do problema de otimizacao (67), i.e.,
maximizar 73, 0 maximo limite superior do intervalo de amostragem encontrado é
T> = 1349ms.

Com o valor maximo de 75 encontrado, um segundo problema de otimizacao é
considerado. Resolve-se o problema de otimiza¢ao (66), i.e., minimiza-se . Para
Ty € [1; 1349]ms, o minimo v obtido é 6,3007, para € = 0,3, e as matrizes de ganhos
sao:

Ko = [-0,1508 —0,7422], K; = [0,0033 —0,5522].

Note a relac@o entre os valores dos limites do intervalo de amostragem (77 e 73)
e o valor de v obtidos a partir dos problemas de otimizacao da Secao 3.3.5. Para
um valor fixo de 77, ao incrementar 75, um limite maior do ganho £ () é obtido,
i.e., o tamanho de T}, afeta a performance do sistema, como esperado.

Para ilustrar esta caracteristica, os resultados da simulacao para a condicao
inicial z(0) = [1 0]’ e intervalos aperiédicos com T}, € [1; 400]ms estdo apresentados
na Figura 5 em linhas sélidas e com T} € [1; 1349]ms em linhas tracejadas. Nas
Figuras 5(a), 5(b), 5(c), 5(d), 5(e) e 5(f), sao apresentados os sinais do estado da
planta z(t), da entrada de controle u(t), das saidas z(t), do sinal de perturbacao
w(t), do parametro variante o(t) e sua derivada &(t) e os instantes de amostragem
(t = tk) com seus correspondentes valores de Ty = t,,1 — ti, respectivamente. A
mesma sequéncia de valores de parametros o é usada nas duas simulacoes. Pode-se
observar que mesmo com a acao da perturbacao na planta e a variagao do parametro
e do intervalo de amostragem, as trajetorias do sistema convergem para a origem
como esperado.

Para fins de comparagdo, sejam as condi¢oes em (51)-(52) definidas com um
looped-funcional independente nos parametros. Para T € [1; 400]ms, a solugao
de (66) leva a v = 0,3295, para € = 2,27, e os ganhos de realimentagao:

Ko =[-1,2885 —2,5596], K; = [0,0353 —0,4462].
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(a) Estados da planta x(t). (b) Sinal de entrada w(t).
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(c) Saida da planta z(t). (d) Sinal de perturbagao w(t).
1 : : T € [1, 400] ms

° = o2
t[s] t, [s]
02 . : T € [1, 1349] ms
0.1 g | '
gl
0.1 4 05
2 5 10 15 % T 5 f TI? 15
t[s] t, [s]
(e) Parametro o(t) e o(t). (f) Instantes de amostragem.

Figura 5: Sinais para T; € [1;400Jms em linha sélida e para T} € [1;1349]ms em
linha tracejada, com x(0) = [1 0]'.

Assim como anteriormente, a partir do problema de otimizacao (67), dado ~v
igual a 15, o maximo limite superior do intervalo de amostragem encontrado é Ty =
1344ms. Considerando este valor de 75, a partir de (66), para ¢ = 0,3, tem-se o
minimo v = 10,0997 e os ganhos de realimentagao:

Ko = [-0,1474 —0,7744], K; = [0,0122 —0,4743].

Como esperado, observa-se assim que o uso de um looped-funcional dependente
dos parametros permite obter valores maiores de 75 e menores de . A utilizacao da
dependéncia de parametros apresenta maior impacto nos casos em que 7} € maior,
demonstrado pelo valor de v obtido.
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3.3.6.2 FExemplo 2

Considere o exemplo numérico de (DE SOUZA; TROFINO; OLIVEIRA, 2000),
no qual o sistema LPV ¢é descrito por:

i(t) = [_452;(?;()7“) 2 3%20(15)} () + B] u(t) + tgfﬂ wit),

A1) = Ll) é} o(t) + m u(®),

com |o(t)] <4, |6(t)] <5 e Ty = 1lms.
Para o intervalo de amostragem T}, € [1, 30]ms, a partir de (66), tem-se v =
0,5443, com € = 30 e as matrizes de ganhos:

Ko =1[0,1779 —9,5602], K; = [0,7897 2,1035].

Considerando o problema de otimizagao (67) dado v = 15, o méximo limite
superior do intervalo de amostragem encontrado é 7 = 63ms. Considerando agora
este valor de T3, a partir de (66), com € = 5, 0o minimo  obtido é 5,1448 e as matrizes
de realimentacao sao:

Koy =[-0,1648 —5,0828], K; = [0,8780 0,6909] . (68)

Tabela 3: Para T} € [1, 60]ms, valores minimos de 7 para diferentes casos do looped-
funcional.

o) <4 o) <5 [o(t)] <6
F(0), G(o), X(0) 3,5034 35330  3,5630
P0), Q. F, G, X 88088 90744  9,2330

Para T € [1, 60]ms, resolvendo o problema de otimizagao (66), a Tabela 3
apresenta os valores minimos de « obtidos considerando trés diferentes limites de
o(t) e dois looped-funcionais: um looped-funcional dependente no parametro, como
descrito no Teorema 2 e um funcional com apenas a matriz P(¢) dependendo do
parametro como em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2015). Por outro lado, con-
siderando um looped-funcional independente do o, i.e.;, P, @), F' e G sao matrizes
independentes de o, resolvendo o problema de otimizacao (66), para 75 = 60ms, o
minimo v obtido é 11,117, nao dependendo dos valores dos limites de ¢. Assim, se
os limitantes de o sao conhecidos, nota-se que o uso do looped-funcional dependente
de parametro permite obter valores menores de v do que nos outros casos, como
também observado no Exemplo 1.

Para fins de comparagao, utilizam-se os resultados apresentados em (SHI; SU,
2014). A partir de um funcional de Lyapunov-Krasovskii independente de parame-
tros, em (SHI; SU, 2014), sao propostas condigdes para projeto de uma lei de controle
por realimentacao de estados amostrados para sistemas LPV sujeitos a saturacao no
sinal de entrada. Assim, para 7; = lms, consideram-se as condigdes propostas em
(SHI; SU, 2014), desconsiderando-se a os efeitos da saturac¢ao no sinal de controle.
Com isso, o maximo valor de 75 obtido é 43ms, com K, = [1,2817 — 10,4467] e
K; =[1,0853 —1,8888]. A partir da abordagem por PDLF proposto neste trabalho,
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com € = 3,6 e 7y livre, 0 méximo 75 obtido é 66ms, com K, = [—0,7692 — 5,4694]
e K7 =1[0,6726 0,4949]. A abordagem proposta permite obter um incremento de
53.48% no méximo valor obtido de 75 neste exemplo, quando comparada com a
proposta em (SHI; SU, 2014).

A partir das matrizes Ky e K; descritas em (68), para 7; = lms, considere o
problema de anélise de estabilidade e minimizacao de vy com as condig¢oes definidas no
Corolério 2. Na Figura 6, os valores obtidos de =1 para diferentes valores de 7 sao
mostrados, a partir de condigoes dependentes de parametros (DP) e independente
de parametros (IP) em linha continua e tracejada-pontilhada, respectivamente. E
possivel observar a relagao existente entre os valores obtidos de 7y e os valores factiveis
de 75. Note que quanto maior o valor de 75, o valor obtido de 7 é incrementado,
isto é, com o aumento do intervalo de amostragem admissivel tende a ocorrer maior
degradacao da rejeicao a perturbacao. Ademais, a partir das condig¢oes de andlise
de estabilidade DP, obtém-se melhores resultados em relacao a condigoes IP, isto
é, menores valores de . Além disso, as condicoes continuam factiveis para valores
maiores de 75 no caso DP. Contudo, observe que para valores menores de 75, a
melhoria com a utilizacao do looped-funcional DP nao é significativa.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
T, [s
, [s]

Figura 6: Valores obtidos de v~ para diferentes valores de T3, com 7; = lms e as
matrizes de ganhos de realimentacao definidas em (68), com o objetivo de minimizar
7, a partir de um funcional DP (linha continua) e IP (linha tracejada-pontilhada).

3.4 Consideracgoes Finais

Neste capitulo, foram propostas condigoes para andlise de estabilidade e estabili-
zacao de sistemas LPV com dados amostrados. Assim, foi proposta uma modelagem
politopica que considera os limites de magnitude e de variacao do parametro. Esta
abordagem permite relacionar o valor do parametro em tempo continuo o(t) e amos-
trado o(tx) e assim obter resultados menos conservadores do que aqueles que consi-
deram o(t) e o(t)) variando de forma independente (como em (SHI; SU, 2014) por
exemplo). Para considerar os efeitos da amostragem aperiddica, foi proposta uma
versao dependente de parametros da abordagem por looped-funcional, a qual permi-
tiu considerar que o sistema LPV e os parametros evoluem continuamente no tempo,
enquanto que no controlador, os valores dos estados e dos parametros amostrados
sao mantidos constantes entre dois intervalos de amostragem consecutivos.

Assim, a partir do looped-funcional dependente de parametro, do conhecimento
dos limites de amplitude e de variagao do parametro, o Lema 1 e o Teorema 1 for-
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mulados sao a base para o desenvolvimento deste trabalho. Através de um exemplo
numérico, puderam ser observadas algumas caracteristicas da abordagem proposta.
Nota-se que quanto maior o limite de taxa de variacao do parametro, menor é o
limite superior factivel do intervalo de amostragem, ou seja, quanto mais rapido o
parametro varia, menores sao os valores de 7Ty factiveis. Observa-se também que
um funcional com mais matrizes afins no parametro permite obter resultados menos
conservadores, i.e., maiores 75. Parte dos resultados obtidos e apresentados na Se-
¢ao 3.2.1 estao publicados em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2015). Neste artigo, o
funcional apresenta apenas a matriz P(o(t)) afim no parametro.

Com base nos resultados do Teorema 1 e do Lema 2, o Teorema 2 proposto apre-
senta condicoes para projeto de ganhos de realimentagao de estados estabilizantes
de sistemas LPV enquanto assegura-se um limite superior v para o ganho £, entre
a perturbagao e o sinal de saida. Diferentemente das abordagens que consideram
um modelo discreto para o sistema LPV (TAN; GRIGORIADIS, 2000), considera-se
que a perturbagao é um sinal em tempo continuo. A partir das condigoes estabili-
zantes, foram propostos dois problemas de otimizacao: minimizar v dados 77 e Ts;
ou maximizar T, dados 77 e v. Assim, através dos exemplos numéricos, validam-se
e observam-se algumas caracteristicas da abordagem proposta. Notou-se que quanto
maior o limite de taxa de variacao do parametro ou maior o 75, maior é o « obtido,
i.e., maior o limite superior do ganho L£5. Além disso, a abordagem utilizando um
looped-funcional com mais matrizes afins no parametro permitiu obter valores me-
nores de 7. Os resultados apresentados na Segao 3.3 estao publicados em (GOMES
DA SILVA Jr. et al., 2018)
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4 ESTABILIZACAO DE SISTEMAS LPV AMOSTRADOS
COM SATURACAO

4.1 Introducao

Diferentemente do modelo (6), neste capitulo considera-se que o sinal de controle
estd sujeito a saturacao. A saturacao é uma nao-linearidade do tipo dura e, portanto,
nao pode ser linearizada. A funcao de saturagao considerada é definida como

sat ) (u@y) = sign(ugy)mind|ule),ue b, (69)

para ¢ = 1,...,m, em que u € R™ e u) ¢ o limite simétrico do i-ésimo sinal de
entrada. Esta funcao representa as limitagoes existentes nos elementos do sistema,
mais comum nos sensores e nos atuadores, que por questoes fisicas (construtivas) ou
de seguranca, nao fornecem sinais de amplitude ilimitadas. A saturagao, além de
degradar o desempenho, é fonte de miltiplos pontos de equilibrio, ciclo-limites ou
de instabilidade (KHALIL, 2002; TARBOURIECH et al., 2011).

Ha trés abordagens principais para considerar os efeitos da saturacao do sinal de
controle. A primeira é projetar o controlador considerando explicitamente os limi-
tes existentes do sinal de controle (TARBOURIECH et al., 2011; HU; LIN, 2001).
A segunda abordagem consiste em utilizar compensadores anti-windup (ZACCA-
RIAN; TEEL, 2011), assim, projetam-se controladores para a planta e para tratar
do efeito da saturacao, sao introduzidas realimentacoes adicionais, de tal forma que
se minimize a degradacao de desempenho. Estas duas primeiras abordagens sao
exploradas detalhadamente em (TARBOURIECH et al., 2011). A terceira consiste
na estratégia por controle preditivo baseado em modelo ou model (based) predictive
control (MPC ou MBPC) (veja (CAMACHO; ALBA, 2013; MACIEJOWSKI, 2002)
e referéncias inclusas). Neste caso, consideram-se as restri¢oes do sistema (como a
saturagao) e critérios de desempenho no projeto da lei de controle. Neste capitulo,
a primeira e a terceira abordagem sao consideradas.

Para considerar os efeitos da saturacao, utiliza-se uma versao dependente de pa-
rametros da condicao de setor generalizada.Como nos resultados apresentados no
Capitulo 3, a abordagem proposta é baseada em um modelo politépico que descreve
o sistema LPV e em um looped-funcional dependente dos parametros. Assim, condi-
¢oes quasi-LMI sao propostas para projeto dos ganhos de realimentacao de estados
estabilizantes locais e globais. A partir das condigoes estabilizantes, problemas de
otimizacao sao propostos para maximizar uma estimativa da regiao de atracao da
origem dados os limites do intervalo de amostragem ou maximizar o limite superior
do intervalo de amostragem para um dado conjunto de condigoes iniciais admissi-
veis.  Assim como no Capitulo 3, é definido que o controlador LPV ¢é atualizado
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apenas nos instantes de amostragem e é mantido constante entre duas amostragens
consecutivas, enquanto o parametro da planta evolui continuamente.

Com base nos resultados obtidos para controle LPV amostrado sujeito a sa-
turagao, estendem-se as condigoes estabilizantes de forma que uma funcao custo
quadratica seja minimizada. A partir disso, um algoritmo que considera a estratégia
MPC é proposto com base em (KOTHARE; BALAKRISHNAN; MORARI, 1996).
Isto é, a partir de um modelo de predicao e das medicoes do estado e dos parametros,
uma lei de controle LPV estabilizante é projetada a cada instante de amostragem
tal que minimiza-se uma fungao custo quadratica.

4.2 Estabilizacao de Sistemas LPV com Saturacao de Sinal
de Controle e Dados Amostrados

4.2.1 Formulacao do Problema

A partir do modelo (6) definido na Se¢ao 3.2.2, considere o seguinte sistema LPV
com controle saturante:

&(t) = A(o(t))z(t) + B(o(t))sat(u(t)), (70)

em que x € R” e u € R™ representam os vetores de estado e de entrada, respecti-
vamente. A funcdo de saturagao é representada por sat(u), definida em (69), com
limite simétrico ;) para o i-ésimo sinal de entrada. O vetor de N parametros vari-
antes no tempo o(t) é limitado em magnitude e em taxa de variacdo como definido
em (7). A(o(t)) e B(o(t)) sdo matrizes conhecidas e de dimensao apropriada que
descrevem o sistema, afim nos parametros, definidas como (10).

Da mesma forma que no Capitulo 3, consideram-se uma abordagem por controle
com dados amostrados, em que o intervalo de amostragem é dado por T}, € [T1, 7]
e a lei de controle é uma realimentacao LPV dos estados amostrados descrita como:

u(t) = K(o(ty))a(ts), Yt € [trtin), Yk € N, (71)

com a matriz de ganhos de realimentagao afim no parametro amostrado.

Note que o sistema (70) em malha fechada é nao-linear. Assim, assumindo que
o ponto de equilibrio do sistema formado por (70)-(71) seja a origem, o conjunto de
todas as condicoes iniciais 2(0) € R™ tais que as respectivas trajetérias convergem
assintoticamente para a origem corresponde a regiao de atragao (R,) da mesma
(KHALIL, 2002). Se o sistema em malha aberta for assintoticamente estavel, é pos-
sivel a sintese de uma lei de controle saturante, tal que a estabilidade assintética
global da origem seja garantida, i.e., R, compreende todo o espaco de estado R".
Contudo, se o sistema em malha aberta nao for assintoticamente estdvel, a estabili-
dade assintética da origem nao pode ser assegurada para todas as condigoes inicial
x(0) pertencentes ao espago de estados devido a saturagdo do sinal de controle.
Dada a dificuldade de determinar de forma analitica R,, um problema de interesse
é estabelecer uma estimativa D desta regiao tal que D C R, C R"”, considerando-se
o parametro variante e amostragem aperiédica.

Assim, considerando um conjunto de condigoes iniciais admissiveis:

E(Xp,1) ={z e R 2’ Xoz < 1}, (72)

os seguintes problemas de interesse sao enunciados.
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Problema 3. Dado um conjunto de condi¢ées iniciais admissiveis €(Xo,1) e Ty,
projetar os ganhos de realimentacio K;, j = 0,1,--- N que mazimize Ty e que
garanta que Yx(0) € E(Xo,1), as trajetorias correspondentes do sistema LPV em
malha fechada (70)-(71) convirjam assintoticamente para a origem, YTy € [T1,T3)].

Problema 4. Dados Ty e T3, projetar os ganhos de realimenta¢ao K;, j =0,1,--- \N
que mazximizem uma estimativa da regiao de atracao da origem do sistema LPV em
malha fechada (70)-(71).

Os Problemas 3 e 4 consideram o contexto de estabilidade regional. Quando
possivel serd considerada a estabilizagao assintética global da origem do sistema (70).
Neste caso, considerando 77 dado, a R, é todo o conjunto R™ e o problema de
interesse consiste em calcular o controlador de forma a maximizar 75 para o qual a
estabilidade global da origem ¢é garantida.

4.2.2 Resultados Preliminares

Nesta secao, sao apresentadas algumas ferramentas matematicas que servem
como base para os resultados a serem apresentados neste capitulo. Reescrevendo
a funcao saturacao como uma funcao zona-morta, uma versao dependente de para-
metros da condigao de setor generalizada é apresentada. Esta ferramenta permite
obter condigoes menos conservadoras (em relacao a condigao de setor cldssica) e
em forma de LMIs (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005). A partir dos
resultados apresentados em (JUNGERS; CASTELAN, 2011) e da PDQP V', alguns
resultados sao apresentados para considerar os conjuntos de nivel associados a esta
funcao levando em consideracao os parametros variantes.

4.2.2.1  Tratamento da Saturacdo

A partir da funcao de saturagao, pode-se definir a seguinte funcao zona-morta:
P(u) = by = sat(K(o(ty))x(tr)) — K(o(tr))z(tr). (73)

Com relagao a esta funcao, o seguinte lema é enunciado. O mesmo pode ser
visto como uma versao dependente de parametros da condi¢ao de setor generali-
zada (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005) apresentada no Lema 1.6 de
(TARBOURIECH et al., 2011).

Lema 3. Seja o conjunto

S(u) = {zr € R™

(K(o(ty)) — S(o(te)) x| < 4w, parai=1,..,m}, (74)

N
com a matriz S(o(ty)) = So + Y 0¢)(te)S;, em que S; € R™" j=0,1,...,N. Se
j=1

z(ty) € S(u), entdao a sequinte desigualdade é satisfeita YU (o (ty)) € S™ diagonal e
definida positiva
U (o (tk)) (i + S(o(te))(tr)) < 0. (75)

4.2.2.2  Funcao Quadrdtica Dependente de Parametros
Considere uma PDQF V : R" x B, — R* descrita como

V(z,0) = 2'P(o)z, (76)
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com a matriz definida positiva P(o) € S", Vo € B,, descrita em (18), isto é,

2N
P(o) =R +P(o@I) =P +P > N\y®I
= (77)
oN 2N
=> N (P +P(y 1) =Y A (Po+P(ry))
f=1 F=1

Para ¢ > 0, o conjunto de nivel da PDQF (76) é dado por
Ly(c)={z e R V(z,0) <c, Vo€ B,}
= () E(P(0).c). (78)

c€EB,

Com base nos resultados em (JUNGERS; CASTELAN;, 2011), podem ser enun-
ciados os seguintes lemas.

Lema 4. z € Ly(c) se e somente se x € ﬂ E((Py+ P(vy)),c).

Demonstracao: A partir da definicdo de Ly (c) em (78), segue diretamente
que () E(P(o)e)C [ E(F+P(ry)),c).

o€By Fef1,..2V}
Por outro lado, se = € N E(Py+P(vy)).c), entao /(P +P(vy))z < ¢,
fe{l .2V}
Vf=1,...,2Y e, como o € B,, segue que
2NV 2N N
Y A(Po+Pvy)) o= |PB+P | Ay @I | |a=2 |Po+ > 0P|z
f=1 f=1 j=1
=12'P(o)r <,
logo, x € Ly (c).
0]

Lema 5. Seja AV (k) = 2/ (tg1)P(0(ter1))x(terr) — o' (te) P(o(ty))x(ty), se
AV (k) < —uTillz(0)]]%, Va(ti) € D — {0}, (79)

ao longo da trajetoria do sistema (70)-(71), entdo para toda condi¢ao inicial x(ty) €
Ly(c) C D, tem-se

(i) x(tx) € Lyv(c), Yk >0, i.e., Ly (c) € um conjunto invariante e contrativo com
relagdo a trajetoria discreta (nos instantes de amostragem) do sistema (70)-
(71).

(i) x(ty) — 0, para k — oc.

Demonstragao: Suponha que a condicdo inicial z(ty) pertence a fronteira do
conjunto Ly (cp), i.e., 2'(to) P(o(to))z(tg) = co, com ¢y < ¢, assim x(tg) € Ly (cy) C
Ly(c). A partir de (79), tem-se que

z(t1) € 0Ly (c1) C Ly(cp), com ¢1 < ¢p.

Generalizando, para k = 1,2,... 00, conclui-se o item (i). Como Ly (c) é um
conjunto compacto, conclui-se o item (ii).

O
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4.2.3 Abordagem por Looped-Funcional

Para obter condigoes para estabiliza¢ao do sistema (70) com a lei de controle (71),
foca-se no comportamento do sistema entre os instantes de amostragem [tk,tk+1). A
partir de (70), (71), (73) e as definigoes feitas em (11), a dindmica do sistema durante
o intervalo de amostragem, i.e., para 7 € [0,T], é descrita por:

k(1) =A(ow(7))ax(r) + B0k (7)) K (0x(0))2£(0) + B(ok(7)) ¢, (80)

A partir dos resultados em (SEURET; GOMES DA SILVA Jr., 2012) e do Lema 1
apresentado no Capitulo 3, o Lema a seguir é base para a abordagem por looped-
funcional, utilizada para assegurar a estabilidade assintética para sistemas LPV com
saturacao do sinal de controle amostrado.

Lema 6. Seja uma PDFV : R" x B, — R que satisfaz
pl|z)* < V(wpon) < gzl (81)
com 0 < py < pg, e um PDLF Vy : [0, T3] X K[TﬁthQ] X Kf}’—l%] x [T, To] = R que
satisfaz Yy € Ki ), Voy, € B, e VT € [Th, To
Vo(Teyxr(Tx),06(Tk), 1) = Vo(0, 2x(0),0%(0),T%), (82)
e uma matriz S(o(0)) € R™ ™ tal que
(K (04(0)) = S(01(0) i) < )V (5e(0)02(0)), i = Lo (83)

Defina W(t,24,0%,Tx) = V(21(7),01(7)) + Vo (7,208,041, Tk), com W(T,x4,04,T},) sendo
a derivada de W(T,xy,01,Tk) em relacao a 7 ao longo das trajetdrias do sistema em
malha fechada (80). Se existe um escalar positivo u tal que a sequinte desigualdade
¢ satisfeita

W(T,2k,08,Tk) — 20U (0%(0)) (¢r + S(0%(0))z1(0))

x(T)

VT, € [T1, T2), V1 € [0,1}], Voi (1) € B, eVoi(T) € B;, entao para qualquer condi¢ao
inicial pertencente ao conjunto:

Ly = [ &P+ Py))), (85)
fe{1,...2N}

2
< —p

. para B’;%ﬂ £0 (84)

as sequintes declaragoes sao verdadeiras:

(i) o incremento da PDF 'V nos instantes de amostragem satisfaz:

AV (k) < —uTi||zx(0)|]?, Vk >0, para z(0) # 0,

ao longo das trajetorias do sistema (70)-(71), com

AV (k) = V(2x41(0),0411(0)) — V(2£(0),0%(0))
= V(@ (tr1),0(ter1)) = V((te) o (t));
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(ii) as trajetorias do sistema (70)-(71) com o satisfazendo (7) convergem para a
origem, i.e., 1m x(t) = 0.

7 t—oo

Demonstracao: Considere que z4(0) € Ly(1). De (83), segue que
o que significa que z((0) € S(u). Assim, a partir do Lema 3, segue que

YU (00(0)) (Yo + S(00(0))20(0)) < 0,

para qualquer matriz definida positiva e diagonal U(c((0)).
Como (84) é verdadeira e V, satisfaz (82), integrando (84) no intervalo [0, Tk,
tem-se

V(20(Tk),00(Tk)) = V(20(0),00(0)) < —puTillzo(0)]|*.

Como z(t) e o(t) sdo fungdes continuas, segue que xo(7x) = z1(0) e oo(T}) =
01(0), entao tem-se AV (0) < —uTi||zo(0)|* e, a partir de (83) e do Lema 3, (75) é
verdadeira para k = 1.

Repetindo para k > 1, tem-se que para qualquer z(0) € Ly (1), segue que
AV (k) < —uTi||x1(0)]|?, VE > 0, i.e., o item (i) é verdadeiro. Portanto, a partir do
Lema 5, x1(0) — 0 para k — oo, Vae(0) € Ly(1).

Agora, prova-se que z(t) — 0 para t — oo. Considere uma func¢ao continua
o(t) admissivel, ie., 0 € B, e ¢ € B; V¥t > 0. Como o sistema (70) é variante no
tempo, o mesmo admite uma matriz de transi¢ao ¢, (t,to) € R™*". Defina ¢, x(7,0) =
G0ty + Ttg), com 7 € [0,T], como um limite de ¢,(t,tg) no intervalo [tx,t, + Tl.
assim, tem-se:

(7)) = G0k (7,0)2£(0) + /OT b0 (7,8)B(ok(s))sat(K (0x(0))zk(0))ds.

Como o(t) é limitado e continuo, considerando todas as possiveis fungoes o(t) € B,
com & (t) € Bg, existe um escalar positivo p,, tal que

l6oa(rO)] + H | éna(r)Blon(r))is|| 1 (0n )] < k> 0.

Consequentemente, da mesma forma que no Lema 1, conclui-se que ||z4x(7)|| <
|k (0)]]|. Entao, como zx(0) — 0 para k — oo, segue que zx(7) = z(tx, +7) — 0
com k — oo, logo, x(t) — 0, com t — oo e o item (ii) é verdadeiro.

O

4.2.4 Condigoes de Estabilizacao

A partir dos Problemas 3 e 4 e do Lema 6, o seguinte teorema apresenta condi-
¢oes quasi-LMIs para o projeto de ganhos estabilizantes para o sistema em malha
fechada (70)-(71). Para isso, considere a PDQF V (z,04) definida em (76) e o can-

didato a looped-funcional
Vo(T,l‘k,O'k,Tk) = (Tk—T) {/OT x;(Q)Ra@k(é’)dQ + (l’k<7'> — ZEk(O))/[2G<0k<T>>ZEk(O)

+r)astr) o)+ [0 xenop [0] ] )
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em que F(oi(7)) e R € S*, X(04(0)) € S"™ G(on(1)) € R e R = R’ > 0.
Note que V' e V), satisfazem as condigbes (81) e (82) no Lema 6, respectivamente.

Teorema 3. Se existem matrizes simétricas Pj, F e S, X e S uma matriz
simétrica e positiva definida_ R € S", matrizes dmgonazs U € S™, matrizes GJ,
Y € Rvxn, Q € RBntm)xn S], ;e R™™ 5 =0,1,...,N, e um escalar positivo €
satisfazendo

(v,8.) +T; ﬁ( Bom) + Tla(v) <0, (87)
I (v,8.m) = Tella(v) To(Qo + Q(vﬁ))
(Py 4+ P(1,3)) > 0, (89)
(Up + U(v)) >0, (90)
(Po+ Pv) ((Ko+ K(w)) = (S0 + S<v>>>zi>] 0 o1)
* o ’

V(v,8,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi =1,...m e Vr = 1,2, com!

Iy (v,8,n) =He{M](Py + P(v,)) M3 — M{,(Go + G(v,8)) My + (Qo + Q(v,3)) M2
+ (eM] + Mg)((Ao + A(v,53))Y My + (By + B(1,8)) (Ko + K(v)) Mz
— Y Ms + (Bo + B(v,8))(Uy + U(v))My) — My(So + S(v)) Ma}
- Mﬁ(Fo + F(Vﬁ))Mlz + M{P(U)Ml - 2Mi(ﬁo + i](V))M4,
o (v,8,n) =He{Mj((Go + G(v,3)) My + (Fy + F(v,)) Mys) + M{, G(n) My}
+ MééMs + M{2F(77)M127
[3(v) =M3,(Xo + X(v)) Mo,
(92)
com as matrizes auziliares

My=[1000], My=[0100O0], Ms=[00 1 0], (93
My=[0 0 0 I], Myp=DM — M, My=[M; M], )

entao o sinal de controle amostrado (71) sujeito a satura¢iao com a matriz de ganhos
K(o(ty)) = Ko+ K(o(ty) ® 1),

em que K; = K;Y~', assequra que ¥x(0) € Ly(1) com P; = Y VPY~!, j =
0,1,...,N, as correspondentes trajetorias do sistema LPV amostrado em malha fe-
chada (70)-(71) com o satisfazendo (7) convergem assintoticamente para a origem,
para qualquer intervalo de amostragem satisfazendo 0 < Ty < T, < Ts.

Demonstracao: Considere a PDQF V(x,0%) e Vo(7,2k,0%,T%) definidos em
(76) e (86) que satisfazem as condigoes (81) e (82) no Lema 6, respectivamente.
Derivando

W(T,Qik,ak,Tk) == V<$k<7—)70-k(7—)) + VO(Trrk‘uO-k?Tk)

1Observe a defini¢do da estrutura das matrizes em (20).
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em relacao a 7 tem-se

W =2i}, (1) P(01(7)) (1) + 24 (1) P(o(7))ar(7) — (@r(7) — 24(0)) [2G(0k (7)) (0)
+ Flon(r)(@x(r) — 2x(O)] + (T — 7)[284(r) F (o (7)) (i (7) — 2(0) + (2x(7)
= 24(0)) F0r(m) (r(7) — 24(0)) + 2i4(7) G (0(7))24(0) + 224(0) G(ox(7))

(a(r) = 2(0))] + (T m(f qu (:(0)) {xlzz)(f )}
(

K — 2T) o
+(Th — )il (7) Rig(7) — /0 " (0) R (0)d6.

Considere uma matriz Q(o(7)) € RE™m*7 em que

Q(ok(7)) = Qo + Q(0%(0),0¢(7)) = Qo + Q(01(0) ® I + 0x(7) @ ),

com Q; € RO™mMXn para j=0,1,..., N, definindo

X(7) = [y (1) 23,(0) i (7) W]

e usando as matrizes auxiliares (93), a partir de (94), (84) e da inequagao (27),
resulta que

W — 20U (01(0)) (% + S(01(0))21(0)) < ¥ (7)[IL1(04(0).0k(7) 0(7))
+ (T — 7)a(03(0),8(7).04(7)) + (T — 27)3(0(0))
+7(Qo + Q(01(0),0%(7))) R~ (Qo + Q(0%:(0),6:(7))) Ix(7)  (95)

com

111 (0k(0),0%(7),0%(7)) =He{ Mj(Py + P(04(0),0x(7))) My — M;U(04(0))
(So +S(0%(0))) M2 — (Qo + Q(ox(0 ) k(7)) M2
— Mi5(Go + G(0%(0),0(7))) M2} — 2M3U (04,(0)) M.
' + M{P(0x(7)) My — Mj,(Fy + F(04(0),0x(7 )))M12 (96)
M5(0k(0),0%(7),0%(7)) =He{ Mj(Fy + F(05(0),6(7))) M1z + M{, G (04(7)) M:
+ M3(Go + G(0k(0),05(7))) M2} + M7, F (5k(7))M12
+ M, RM,
I5(0(0)) =M3, X (05(0)) Moas.

Por outro lado, de (80), resulta que

(Vi (7) + Yok (7)) [(Ao + A(01(0),01(7)))2x(T) + (Bo + B(0x(0),
+ (Bo + B(01(0),61(7))) (Ko + K(0%(0)))z1(0) —

para quaisquer matrizes Y; e Yo € R™*™.
Defina:

11 (07(0),0%(7) 6k (7)) = T (0%(0),6%(7),0x(7)) + He{©(0%,(0),0(7)) }, (97)
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com

O(0%(0),01(7)) = (Yi My + Y2 Ms)" (Ao + A(01(0),0x(7))) My — Ms
+ (Bo + B(0k(0),0x(7))) (Ko + K(0%(0))) Mz + (Bo + B(0k(0),0x(7))) Ma).

Supondo que Y5 é ndo singular, defina Y = Y; 1, Y; = eYQ, como U(a4(0)) é
diagonal e definida positiva, considera-se U (0 (0)) = U(O'k(O)) = Uy +U(oy, (0)) =
Uo—i—ﬁ(ak(())@[ ). Entao, definindo a transformagao de similaridade y(7) = 2~ x(7),
com = = diag{Y,Y}Y, U(ak(O))} é possivel reescrever (95) como:

W — 20U (0%(0)) (¢ + S(0%(0))zx(0)) <
X ()2 (04(0),05(7),05(7)) + 7(Qo t Q((0),0x(1))) R (Qo + Q((0),0x(7)))’
+ (T — 7)I2(0%(0),04(7),0 ( )) + (Th — 27)H3(05(0))]EX(7)
(U (0%(0),6%(7),05(7), 7 T)]X(T)  (98)

A partir de (98), considerando que
U (04(0),04(7),0(7),7,Tk) < 0,

Vo € B,, ox(1) € Bs,, 5k(7') € B;, 7 € [0,1%] e T, € [T1,T3], se = é nao-singular,
segue entao que existe um escalar positivo py, tal que

K8 (05(0),85(7),00 (1), 7, T)X (1) < —pw | X(D)||” < = |Z7° || ()|

x(7) 2

Y

e portanto, tem-se que (84) é verificado. Aplicando o complemento de Schur, define-
se

\Ifl(Ok(O),(sk(T),(s.k(T),T,Tk) =
|: (Uk(())?(sk(T)?gk(T)ﬂ_ﬂTk) TE/(QO + Q(Uk(o)’ék(T)))Y <0 (99)

com

H(O’k(O),ék(T),ék( ) T Tk) :E |:H1(O'k(0),(5k(7'),(5k(7')) + (Tk - T>H2<0k<0),5k(T),(§k<T>)
+(T}, — 27)3(0%(0))] =.

Note que (99) é afim em 04(0), 6x(7) e dx(7). Logo para satisfazer (99) é neces-
sério e suficiente verificar a mesma nos vértices dos politopos B, Bs, e Bs, . Ou seja,
deve-se satisfazer

qjl(yaﬁﬂ?ﬂ—?Tk) =

I(B) + (T = DI(Bn) + (T = 20)Ts() 7(Qo+ QW) _ o 10
% —TR ’
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Y(v,6,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), em que I, (v,8,1n), Iy (v,3,m) e Is(v) sio
definidos em (92) e com as mudangas de varidveis definidas em (34) e

X(0k(0)) = Xo + X(04(0)) = Xo + X(01(0) ® 1)
_ {Y/ 0 Y 0 ]

, (101)
0 U(ak(()))} X("’*O)){o 0 (0(0))

para j =0,1,...,N. Levando em conta 7 € [0,T;] e Ty € [T1,T2], por argumentos de
convexidade, segue que (87) e (88) asseguram que (99) é satisfeita. Assim como des-
crito na prova do Teorema 1, de (88) e de (90), segue que Y e U(o(t;,)) sdo matrizes
nao-singulares e, consequentemente, = admite inversa. Portanto, a condigao (84) do
Lema 6 é de fato satisfeita.

Pré e pés-multiplicando a condicio (91) por diag{Y ',I}, considerando argu-
mentos de convexidade e aplicando o complemento de Schur, tem-se que (83) é
satisfeita, o que implica que zx(0) € S(u) se 24(0) € L/(1). Ademais, (88) assegura
que P(o(t)) > 0 Vo € B,. Assim, segue que as quasi-LMIs (87)-(91) implicam que
as condigoes (83) e (84) no Lema 6 sao satisfeitas, i.e., para qualquer z((0) € Ly (1),
segue que AV (k) < —uTi|lzk(0)]]* e 2£(0) — 0 para k — oo e, consequentemente,
z(7) = 0 com k — oo, ou seja, Hm z(t) = 0.

) t—oo

O

4.2.5 Extensoes
4.2.5.1 Caso Global

Considere a matriz de transicao de estados ¢, (t,ty) como descrita na prova do
Lema 6, em que z(t) = ¢, (t,to)x(to), se existem constantes positivas b e ¢ tais que?

go(£t0)|| < be™ =) Wi >t > 0.

entao, o sistema em malha aberta é globalmente assintoticamente estéavel e condigoes
similares para garantir a estabilidade global da origem podem ser escritas. Neste
caso, a condicao de setor deve ser satisfeita globalmente, i.e., para qualquer ma-
triz diagonal e definida positiva U(o(tx)) € S™ a seguinte desigualdade é satisfeita
Va(ty) € R (TARBOURIECH et al., 2011):

U (o () (Y + K (o (t))z(te)) < 0.

Assim, o seguinte Corolario apresenta condigoes para estabilizacao assintética global
da origem do sistema (70)-(71).

Corolario 3. Se existem matrizes f’j, FJ e S”, )N(j e Sntm, éj, Y € R, Qj €
R@ntm)xn f(j € R™"  wma matriz simétrica e definida positiva R € S™, matrizes
diagonais definidas positivas Uj e S™ comj = 0,1,....N e um escalar positivo
e satisfazendo as inequagoes (87)-(90), para todo (v,B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x
Ver(B;) er = 1,2, com S(v) = K(v), entio a origem do sistema (70) com a
lei de controle (71) com K(o(t)) = Ko + K(o(ty) @ I), no qual K; = K;Y 1,
7 =0,1,...,N, € globalmente assintoticamente estdvel.

2Para mais detalhes veja Teorema 4.11 em (KHALIL, 2002).
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4.2.5.2  Andlise de Estabilidade

As condigoes propostas no Teorema 3 e no Corolario 3 também podem ser uti-
lizadas para analisar a estabilidade assintética local ou global da origem do sis-
tema (70)-(71), respectivamente. Neste caso, basta considerar que as matrizes K;
sao conhecidas e, portanto, que as matrizes varidveis K ; nas condigoes quasi-LMI
sao na forma KJY.

4.2.6 Problemas de Otimizacao

Note que o conjunto Ly (1) obtido pela satisfagdo das condigoes do Teorema 3
é por defini¢ao incluso em R, e pode ser usado como uma estimativa da regiao de
atracao da origem. Assim, a partir das desigualdades no Teorema 3, nesta segao sao
propostos problemas de otimizagao baseados em LMIs para resolver os Problemas 3
e 4. Para tanto, de forma similar ao apresentado em (SEURET; GOMES DA SILVA
Jr., 2012), considera-se o seguinte Lema.

Lema 7. Sejam P(0) e Xo matrizes definidas positivas Vo € B, e P(o) =Y'P(0)Y,
com 'Y sendo uma matriz nao-singular. Entao se

v by (102)
¢ satisfeita Vo € B,, seque que P(o) < Xj.
Demonstragao: Se P(o) > 0 para todo o € B,, segue que
(P(o)™' =Y)P(o)(P(o)™ —=Y) > 0.
Logo, P(o) <~(1~/ + Y — ?’P(J)Y/)*l. Assim, a partir de (102), assegura-se que
Plo) < (Y +Y' —=Y'P(0)Y)™! < Xj e, portanto, P(c) < Xo.

O

4.2.6.1 Mazimizacao do Intervalo de Amostragem

A partir do Problema 3, dado 77, deseja-se projetar os ganhos de realimentacao
K;, j=0,1,...,N, com objetivo de maximizar 7, para o qual as respectivas tra-
jetérias do sistema LPV (70)-(71) convirjam assintoticamente para a origem, para
qualquer condicao inicial pertencente a £(Xy,1). Isto pode ser obtido através do
seguinte problema de otimizacao:

max T
sujeito a
Xo I
I V4V —(B+ P(y))} >0, (103)

V(v,B,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi =1,...,meVr =1,2.

A partir do Lema 7, a primeira inequagao do problema (103) assegura que X, >
(Po+P(ry)), Vf=1,...,2" ie,

EXol)C (] EWP+P(vy)).1) = Ly(1).
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Por outro lado, pode-se considerar o problema (103) em um contexto global,
i.e., dado 77, projetar (71) tal que 7T seja maximizado de forma que para todas as
condicoes iniciais pertencentes ao espaco de estados, as correspondentes trajetorias
do sistema em malha fechada (70)-(71) convirjam assintoticamente para a origem.
Isto pode ser obtido pelo seguinte problema de otimizacao:

max 7
sujeito a
V(v,B,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi =1,...,m e Vr = 1,2,

(104)

com S'j :f(j para j = 0,1,... V.

4.2.6.2  Mazimizacao da Estimativa da Regido de Atracao da Origem

A partir do Problema 4, dados 77 e 7T, 0 objetivo é projetar ganhos de realimen-
tagao tais que uma estimativa da R, seja maximizada considerando algum critério
de tamanho ou forma. Como o conjunto Ly (1) obtido pela satisfagao das condigdes
no Teorema 3 é uma estimativa da R,, pode-se por exemplo considerar o objetivo
de maximizagao do menor eixo de E((Py + P(v)),1) Vv € Ver(B,), o que equivale
a minimizar o maximo autovalor de (Fy + P(v)). Isto pode ser obtido através do
seguinte problema de otimizacao:

min «
sujeito a

al 1

[ V47— (B+Pw)| " (105)
(87) — (91),

V(v,B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi=1,..meVr =12.
A partir do Lema 7, note que a primeira inequacao de (105) garante que
(P+P(v) <al,

assim (105) equivale a incluir o maior conjunto &(al,1) factivel em E((Fy + P(v)),1)
Vv € Ver(B,).

Observagao 2. Note que as condi¢oes quasi-LMIs propostas (87)-(91) sao LMIs
para um escalar fixo € e dados os limites Ty e To do intervalo de amostragem. Assim,
os problemas de otimizagao desta secao podem ser resolvidos em um grid em € e Ts,
i.e., para um dado €, se as LMIs forem factiveis, incrementar iterativamente Ts.

4.2.7 Exemplo Numérico

Considere o sistema LPV utilizado como exemplo na Secao 3.2.7 sujeito a satu-
racao do sinal de controle:

. 0 1 0
H) =04 0,4—|—0,6a(t)] z(t)+ M sat(u(?)),

com |o(t)| <1, |6(t)] <0,2,u=1e7T; = 1lms.
A partir do problema (103) com X, = 1,5, quatro casos sao considerados a
fim de analisar a influéncia das varidveis matriciais dependentes de parametro, ou
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seja, considera-se o funcional W com matrizes dependentes de parametros (DP) e
independentes de parametros (IP). Além disso, consideram-se o controle robusto e
LPV, i.e., as matrizes de realimentacao de estado sao IP e DP, respectivamente. Na
Tabela 4, apresentam-se os méaximos valores factiveis de 75 obtidos para os quatro
casos. Note que, quanto mais matrizes com dependéncia no parametro nas condigoes,
os resultados obtidos sao melhores, i.e., obtém-se um valor factivel de 7, maior, ao
custo de se aumentar o nimero de variaveis no problema.

Tabela 4: Méximo 73 obtido considerando £(Xy,1) = 1,5 e T3 = lms.
W K T [ms]

DP DP 988
IP  DP 968
DP IP 953
Ip IP 928

Considerando o funcional dependente de parametro, os seguintes casos sao apre-
sentados: caso (a) com Ty € [1; 20]ms e o caso (b) com T}, € [1; 988]ms. Os valores
das matrizes K; e P; para j = 0,1 para cada caso estao descritos na Tabela 5.

Tabela 5: Matrizes K e P para os casos (a) e (b).
Caso (a) Caso (b)

Ty € [1, 20]ms Ty, € [1, 988|ms
Ko=[—-02370 —1,7929 | Ko=| —0,1299 —0,9125 |
K, =1[0,0228 —03466 | K;=]0,0166 —0,2799 |

p, — | 00197 0,1086 p, — | 00232 0,1235
0,1086 1,2018 0,1235 1,4305
—0,0017 —0,0016 0,0010  0,0007

P= —0,0016  0,0042 P = 0,0007 —0,0002

A partir dos dados na Tabela 5, na Figura 7, apresentam-se os conjuntos £(Xy,1)
(em linha sélida), E((Fy + P(v1)),1) (em linha pontilhada) e E((Fy + P(12)),1) (em
linha tracejada) para os casos com Ty € [1; 20]ms e T} € [1; 988|ms. Para
os casos (a) e (b), verifica-se que E((Fy +P(11)),1) € E((F + P(r2)),1), entao
Ly(l) =E(FPo+P(n)),l) = E(Py +aP,1). Observe que para o caso (b) (T €
[1; 988]ms), as fronteiras do conjunto quase se sobrepoem e se obtém um conjunto
Ly (1) menor em relagdo ao obtido para Ty € [1; 20jms. Para T € [1; 988|ms,
na Figura 8, apresentam-se os conjuntos £((FPy + P(11)),1) (em linha pontilhada) e
E((Py+ P(12)),1) (em linha tracejada). Além disso, sdo mostradas que as trajetérias
do sistema em malha fechada para condigdes iniciais na fronteira do conjunto Ly (1)
convergem para a origem (em linha preta), como esperado. Por outro lado, para
condigbes iniciais ndo muito distantes da fronteira do conjunto Ly (1), trajetdrias
divergentes (em linha vermelha) sao obtidas.

Na Figura 9, para a condigao inicial z(0) = [8,55 — 0,63]" pertencente a Ly (1),
apresentam-se as evolugoes do estado z(t), do sinal de controle u(t) e do parametro
o(t), para Ty € [1; 20jms e Ty € [1; 988]ms em linhas continuas e pontilhadas,
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-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 7: Conjuntos £(Xy,1) (linha sélida vermelha), £((FPy + P(r1)),1) (linha pon-
tilhada) e E((Py + P(1»)),1) (linha tracejada) para os casos (a) (em azul) e (b) (em
preto).

Figura 8: Conjuntos E((Fy + P(v1)),1) (linha pontilhada) e £((FPy + P(12)),1) (linha
tracejada) e algumas trajetérias para Ty € [1; 988|ms.

respectivamente. A mesma sequéncia do parametro variante o(t) é usada em to-
das simulacoes. Os instantes de amostragem ¢t = t; obtidos de forma randoémica
e seus respectivos intervalos de amostragem Ty = ;.1 — t; estao apresentados na
Figura 9(d), para t € [0, 1]s. Observe que valores maiores de 73 influenciam na dina-
mica do sistema, contudo a estabilidade assintética da origem continua assegurada
para x(0) € Ly. Note que para as condigbes propostas, o sinal de controle efetiva-
mente satura, como visto na Figura 9(b) para o caso (a), ou seja, para Ty, € [1; 20]ms.

Agora, considere as matrizes Ky = [—0,1299 —0,9125] e K; = [0,0166 —0,2799]
(descritas na Tabela 5), 71 = lms, e as condigdes para andlise de estabilidade no
problema de otimizagao (105). Ou seja, o objetivo é maximizar o eixo de &(al,1)
tal que £(al,1) C E(P(0),1) para todo ¢ € B,. Assim, na Figura 10, os valores
obtidos de a~! para diferentes valores de 75 sao mostrados. E possivel observar a
relacao existente entre os valores obtidos de a e os valores factiveis de 7;. Note que
quanto maior o valor de 75, maior é o valor de «a e, consequentemente, menor é o

eixo de E(al,1).
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(a) Estado da planta x(t). (b) Sinal de entrada sat(u(t)).
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(¢) Parametro variante no tempo o(t). (d) Instantes de amostragem para t < 1s e T.

Figura 9: Para z(0) = [8,55 — 0,63]', evolugao de z(t), u(t), o(t) e valores de T,
para os casos (a) Ty € [1, 20]ms (em linha sélida) e (b) T} € [1, 988]ms (em linha
pontilhada).

4.3 Estratégia LPV-MPC com Dados Amostrados

Por tratar restrigoes no sistema, como o sinal de entrada estar sujeito a saturacao,
e por considerar critérios de desempenho, a estratégia MPC tem recebido bastante
atencao da comunidade de controle nos tltimos anos, tanto no desenvolvimento teé-
rico como em aplicagoes praticas. Esta abordagem consiste basicamente em resolver
on-line um problema de otimizacao em um horizonte de predicao finito ou infinito
a cada instante de amostragem e em aplicar o primeiro elemento da sequéncia de
controle 6tima até o proximo instante de amostragem. O procedimento é entao no-
vamente realizado com base nas novas medig¢oes e no modelo de predicao do sistema.
Esse tipo de estratégia de controle tem-se mostrado eficiente para tratar de ques-
toes de performance e limitagdes do sinal de controle ou estado (veja por exemplo
(GARCIA; PRETT; MORARI, 1989; CAMACHO; ALBA, 2013; MACIEJOWSKI,
2002; QIN; BADGWELL, 2003)).

Para tratar de incertezas paramétricas, parametros variantes no tempo e alguns
elementos nao-lineares, sistemas LPV ou quasi-LPV podem ser utilizados como mo-
delo na estratégia MPC (LU; ARKUN, 2000; CISNEROS; SRIDHARAN; WER-
NER, 2018; BRIAT, 2014). Nesse caso, uma das abordagens é a proposta em
(KOTHARE; BALAKRISHNAN; MORARI, 1996). A mesma consiste basicamente

em resolver um problema LMI de controle com custo garantido em um horizonte in-
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Figura 10: Para 7; = 1lms, com Ky = [—0,1299 —0,9125] e K; = [0,0166 —0,2799]
e o problema de otimizacao (105), valores obtidos de a~! para diferentes valores

de 75.

finito e em aplicar a lei de controle calculada até o proximo instante de amostragem.
O processo ¢ entao repetido no proximo instante de amostragem, utilizando novas
medidas da planta. E demonstrado que o procedimento assegura a factibilidade,
respeito as limitagoes do sinal de controle e a estabilidade assintética, desde que o
problema de otimizacao seja factivel no instante inicial, i.e., desde que exista uma
lei de controle estabilizante robusta que assegure que a condigao inicial pertence a
regiao de atracao da origem do sistema em malha fechada considerando as limitacoes
do sinal de controle (e.g., saturacao) e o critério de performance. Esta abordagem foi
aplicada e desenvolvida em (CASAVOLA; FAMULARO; FRANZE, 2003; WADA;
SAITO; SAEKI, 2004; CASAVOLA et al., 2006; JUNGERS; OLIVEIRA; PERES,
2011).

Deve-se ressaltar que todas as referéncias do paragrafo anterior consideram mo-
delos em tempo discreto. Assim como descrito no Capitulo 2, uma primeira questao
neste caso diz respeito a determinacao de um modelo em tempo discreto para um
sistema LPV em tempo continuo real. Esta nao é uma tarefa facil, uma vez que
as técnicas de discretizacao exatas (como a dos sistemas lineares) podem nao ser
validas. A segunda é que, ao considerar modelos em tempo discreto, o parametro da
planta é implicitamente considerado constante entre dois instantes de amostragem
ou aproximado (TAN; GRIGORIADIS, 2000). Na verdade, a planta é um sistema
em tempo continuo e os parametros variantes no tempo evoluem continuamente en-
tre dois instantes de amostragem. Por outro lado, motivado pelo desenvolvimento
de sistemas de controle em rede e embarcados, atencao especial foi dada ao caso
de amostragem aperiédica (ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001; HETEL et al.,
2017). Neste contexto, o problema do controle de MPC para sistemas de LPV com
dados amostrados ¢ abordado em (SHI; SU, 2014).

Motivado pelas questoes acima, nesta secao, foca-se no problema de controle
preditivo baseado em modelo para sistemas LPV com dados amostrados. Assim,
como no Capitulo 2 e na Secao 4.2, assume-se explicitamente que os parametros
e os estados da planta evoluem continuamente no tempo, enquanto que apenas as
medidas dos parametros e do estado nos instantes de amostragem sao usados para
atualizar a lei de controle. Adota-se a estratégia MPC proposta por (KOTHARE;
BALAKRISHNAN; MORARI, 1996), em que um problema LMI de controle com
custo garantido é resolvido a cada instante de amostragem. Com esse objetivo,
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primeiramente obtém-se condicoes LMI para o projeto de uma lei de controle LPV
estabilizante com dados amostrados e com custo garantido para um horizonte in-
finito considerando saturacao de entrada. Assim, uma estratégia que consiste em
resolver problemas convexos em um horizonte deslizante é proposto. Mostra-se que
o esquema conduz a factibilidade em cada passo e garante a estabilidade assinto-
tica da origem. Deve-se ressaltar que, diferentemente de (SHI; SU, 2014), ao invés
de um funcional de Lyapunov-Krasovskii, considera-se um looped-funcional depen-
dente de parametros para considerar os efeitos da amostragem aperiédica. Estes
fatos juntamente com a abordagem politépica proposta permitem uma reducao do
conservadorismo, quando comparado com a abordagem em (SHI; SU, 2014). Além
disso, a possibilidade efetiva de saturacao de controle é levada em conta através da
utilizacao de uma versao dependente de parametro da condicao generalizada de setor
proposta em (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005). Assim, permite-se
garantir a factibilidade para um conjunto maior de condic¢oes iniciais quando com-
paradas aos trabalhos que consideram modelos em tempo discreto (CASAVOLA;
FAMULARO; FRANZE, 2003; WADA; SAITO; SAEKI, 2004; CASAVOLA et al.,
2006; LI; XI; ZHENG, 2009; JUNGERS; OLIVEIRA; PERES, 2011), nos quais a
efetiva saturacao é evitada, ou seja, apenas solugdes em que a saturacao nao estd
ativa sao consideradas.

4.3.1 Problema LPV-MPC Amostrado

Neste trabalho, considera-se a abordagem MPC proposta em (KOTHARE; BA-
LAKRISHNAN; MORARI, 1996), que também é considerada em (JUNGERS; OLI-
VEIRA; PERES, 2011; SHI; SU, 2014) para sistemas LPV, em que a cada instante
de amostragem t;, com base no valor do estado amostrado, uma lei de controle
por realimentacao de estados é projetada de forma que seja minimizado um critério
quadratico com horizonte-infinito.

Assim, considere que o objetivo é a minimizacao do limite superior v da seguinte
funcao custo

oo

H00) = [ (@) + u(@)) do = [ ((6)Z(6) +u'(6) Eu(8)) db, (106)
t 173

em que Z > 0 e H > 0 sao matrizes de ponderacao simétricas e de dimensoes

apropriadas.

Baseado nesta formulacao, o seguinte problema de otimizagao é considerado.
Problema 5 (Controle com Custo Garantido). Projetar K;, para j =0,..., N tal
que o limite superior v da fung¢ao custo J(ty,00) definida em (106) é minimizado
e as trajetorias do sistema em malha fechada (70)-(71) convergem assintoticamente

para a origem dada uma condigdo inicial x(ty) pertencente a regiao de atra¢ao da
origem do sistema em malha fechada (70)-(71).

Assim, a partir do sistema LPV (80), assume-se o seguinte modelo de predicao:
(t) = A(o(t)z(t) + B(o(t))sat(u(tyrs/tr)), t € [thrs, thrst1), s > 0. (107)

em que u(tys/t;) denota a lei de controle aplicada no intervalo ¢ € [ty trisi1)
e calculada no instante t,. Neste caso, considera-se uma realimentacao de estado
LPV, i.e.

U(trrs/th) = Ki(o(teys/th)) 7 (trrs/th) T € [thys, thrsrn), s >0, (108)
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em que z(tgpis/ty) € o(tgrs/tr) denotam os vetores de estado x(fx4s) e de para-
metros o(txys) preditos em ty, respectivamente, para s = 0, 1,...,00. A matriz
Ki(o(trss/tr)) é a solucao obtida para a matriz K(o(t;)) a partir do Problema 5
no instante t; com o objetivo de minimizar o limite superior da funcao objetivo
quadrética J(tg, 00) dado em (106) considerando o modelo de predigao (107).

Considerando a condi¢ao inicial x(¢;), a lei de controle projetada (108) deve as-
segurar a convergeéncia assintotica da trajetéria para a origem de (70) para qualquer
fungao o(t) satisfazendo (7), para t > t;. Consequentemente, a sequéncia de con-
trole 6tima obtida no instante ¢ ¢ a solu¢ao do Problema 5 considerando z () como
condigao inicial, i.e., o sinal de controle obtido é u(txys) = Ki(o(tgrs))x(trss), para
s=20,1,...,00.

Assim, o primeiro elemento da sequéncia de controle u(t/tx) é aplicado a planta.
Seguindo a estratégia do horizonte deslizante, no proximo instante de amostragem
tr+1, novas medidas de z(tg11) e o(tr41) sdo obtidas e uma nova matriz de realimen-
tagao dependente do parametro Ky 1(o(tx11)) é projetada para minimizar o limite
superior de J(t41,00). Entao o sistema em malha fechada pode ser descrito por

#(t) = A(o())z(t) + B(a(t))sat (Kits(0 (thrs)) 2 (trs)),

(109)
te [tk+s, tk+5+1), s = 07 1, ..., 00.

A estratégia de controle LPV-MPC amostrada pode entao ser resumida no se-
guinte algoritmo.

Algoritmo 1.

(1) Inicialize k = 0.
(2) Obtenha as medidas do estado e do parametro no instante ty.
(3) Projete Ky j, j =0,...,N, tal que o Problema 5 seja resolvido.

(4) Para t € [tg,tr1), aplique o sinal de controle u(t) = Ky(o(ty))z(ty) no sis-

tema, com
N

Ki(o(t) = Kro + > o) (tr) K.

Jj=1

(5) Faca k < k+1 e espere até o préximo instante de amostragem, entao vd para
0 passo (2).

4.3.2 Controle LPV Amostrado com Custo Garantido

Nesta se¢ao, sao propostas condigoes para a solugao do Problema 5, as quais sao
utilizadas na etapa (3) do Algoritmo 1. Com este objetivo, considere as ferramentas
tedricas apresentadas na Segao 4.2.2.

Considere que a dinamica do sistema em malha fechada (70)-(71) é dada por (80)
para 7 € [0,Tx], VE € N. O seguinte lema é proposto para andlise de estabili-
dade do sistema (80) com controle amostrado e saturante, enquanto assegura-se que
J(t,00) <. Assim, o seguinte lema pode ser visto como uma extensao do Lema 6.
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Lema 8. Considere a PDF V : R* x RN — RT que satisfaz
p 2] < V(r,on) < po |||, (110)

com 0 < puy; < py e uma PDLF Vy : [0,T5] X Kﬁhm X Kfyﬁﬂ’z] x [T1, T3] — R que
satisfaz

VQ(O,QZk,Ok,Tk) = Vo(Tk,ZEk,Ok,Tk). (111)
Defina o funcional W(t,xy,01,T%) = V(xk(7),0%(7)) + Vo(T,2k,0%,Tk) € considere
W(r,z,00,T%) a derivada de W(T,zy,,04,T}) em relagio a T ao longo das trajetdrias
do sistema (80). Se as sequintes desigualdades sao satisfeitas

2 - ﬂ%)V(av/yﬁ(O),Ok(O))
- gt

(K(0%(0)) = 5(0%(0))) ;) 2 (0)

L Vi=1,...m, (112)

W+ [[an ()17 + w7 — 20,0 (9%(0)) (¢ + S(0k(0))24(0))

w(r)]|I 7i(7)

LZ(O)] , para |::B:(O)1 #0, (113)
VT € [0,1}], VI, € [Th, T2) e Vor(T) € B,, Vo,(T) € B;, em que j1 ey sdo escalares

positivos, com S(o(0)) € R™™ e U(or(0)) € S™ sendo uma matriz diagonal e
definida positiva, entao se

w(ty) =ar(0) € Ly() = () EW(R+ Plyy)),

<]

tem-se que:

(i) as tragetorias do sistema (70)-(71) com o satisfazendo (7) convergem para a
origem, i.e., im x(t) = 0;

7 t—oo

(ii) J(tx,00) < 7.

Demonstragao: A prova deste lema é semelhante a prova do Lema 6. Se
x(ty) = 21(0) € Ly (7), entdo V(xk(0),0,(0)) < 7, assim, se (112) é satisfeita, segue
que

(K (04(0)) iy — S(03(0)) ) 2 (0)] < gy,

para i = 1,...,m. A partir do Lema 3, tem-se entao que

VU (0k(0)) (Wi + S(0(0))),(0) < 0. (114)

Considerando (114) e integrando (113) sobre qualquer intervalo de amostragem,
segue que

/OTk {V\H— ||k (7)]]7 + ||uk(7)!|fq} dr < —,u/

0

2
dr. (115)

Tk

o

A partir de (111) e (115), segue que
V(fﬁk(Tk)ﬂk(Tk))—V($k(0)70k(0))+/0 (eI + () dr <

el

T
dfg—/ 1 en(O)2 dr < Tt [(O)?. (116)
0
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Como zy(Ty) = x4+1(0) e 0k (Tk) = 0k+1(0), a partir de (116), tem-se
AV (k) < =Tl (0)|* < =T [l (0] (117)

Como consequéncia de (117), a partir do Lema 6, conclui-se que klim z(0) =0
—00

e que zx(7) = z(ty +7) = 0 com k — o0, e o item (i) é valido.
Agora para provar o item (ii), note que

/0k(Hw(T)HQZﬂLHU(T)H?I)dT=/tk+l(!|x(t)!\zz+HU(t)H?q)dt

Logo, a partir de (116), tem-se:
k+s
S [ D+ e o
= V(@hts11(0),01541(0)) = V(2£(0),04(0)) + J(tr,trrs1) <O,

que implica em:

S(thotirsr1) < =V(@h1541(0),0k4541(0)) + V(2£(0),0%(0)). (118)

Considerando agora s — 0o em (118) e que klim z,(0) = 0, segue que
—00

J(t, 00) < V(2£(0),04(0)) < 7. (119)
U

A partir do PDLF V), dado em (86) e da PDQF V definida em (76), condi¢oes na
forma quasi-LMI s@o propostas para verificar as condigdes (111)-(113) do Lema 8,
com o objetivo de projetar os ganhos de realimentacao tais que o Problema 5 seja
resolvido.

Teorema 4. Se existem matrizes P;, F; € S*, X; € S, G;, Y € R™", Q; €
R@ntm)xn KJ, S € R™", matrizes d@agonazs U esS™ 5 =0,1,...,N, uma
matriz deﬁmda positiva R € S" e escalares positivos € e satzsfazendo as seguintes
desigualdades:

Uy (v,8.n,T) < (120)
Us(v,8.:n,7;) < (121)
(Py + P(v) (Ko +K0)), — 5+ 500 | _ )

* Uiy ’
(Up + U(v)) >0, (123)
(Po+ P(1,8)) > 0, (124)

V(v,8,m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B; ), Vi=1,..m er =12, em que

ﬁl(’/ﬂﬂ?) +7:‘(ﬁ2<7/75a77) +ﬁ3(l/>) M{i}/ ﬁ4(V)
\111(’4@7]77;) = * —’}/Z_l 0 s
* * —~yH!
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L (v,8,n) — Ts(v) T(Qo+ Q,B) MY (v

~T,R 0 0
\112(V7B77777;) = * —’}/Z_l 0 3
* * —~yH!

com T4 (v) = M4(Ky+ Kv)) + Mj(Uy + U(v)) e as matrizes definidas em (92)
e (93), entdo o sinal de controle amostrado (71) em que as matrizes de ganhos

K(o(ty)) = Ko+ K(o(tx) ® 1),
sendo K; = K;Y~', j =0, 1,...,N, garante que Va(t;) € Ly(y), com Ly(y )

definido em (78) em que P(o(t)) € definido pelas matrizes P; = y(Y’) 1PY
j=0,1,...,N, tem-se que:

(i) J(tg,00) <, Vk >0 com J(tg,00) definida em (106);

(i1) as correspondentes trajetdrias do sistema em malha fechada (70)-(71) com
o satisfazendo (7) convergem assintoticamente para a origem, para qualquer
intervalo de amostragem 0 < T < Tj, < 7Ts.

Demonstragao: Esta prova baseia-se nos resultados apresentados no Lema 8
e no Teorema 3. O objetivo é propor condigoes na forma LMI (ou quasi-LMI) tais
que (111)-(113) no Lema 8 sejam satisfeitas. Assim, consideram-se a PDQF V' (zy,0%)
e o PDLF Vy(7,2,0%,T) definidos em (76) e (86) que satisfazem (110) e (111),
respectivamente. Para satisfazer (113), primeiramente, deriva-se W(7,zx,0%,T%) =
V(zg,0%) + Vo(T,28,0k, 1)) em relagdo a 7 e tem-se (94). A partir de (113), (94)
e (27), para 7 € [0, T}] segue que

W — 203U (01(0)) [ + S(04(0)24(0)] + 2 (1) Zaw(7) + i, (7) Hun(7) <
X'(7) [Hl(vk(o)ﬁk(ﬂﬁk(ﬂ) + (T — 7)a(03(0),8(7). 0k (7 )) (T — 2T)U3(0'k(0))

+7(Qo + Q(ok(0),0x(7)) B~ (Qo + Q(0x(0),0x(7)))] x(7
+ (7 )Z%’k( )+uk(7)Huk( ), (125)

com IT; (64(0),04(7),0x(7)) definida em (97), IIy(0%(0),04(7),0x(7)) € II3(0%(0)) defi-
nidas em (96) e x(7) = (54(r) 2(0) (7 V).

Seguindo o mesmo procedimento realizado na demonstracao do Teorema 3, con-
sidere Y} = €Y, e suponha que Yy é ndo-singular, defina Y = Y, ' e U(04(0)) =
U(o(0))™! = Uy + U(04(0) ® I). Entao, considerando a transformacio de similari-
dade ¥(1) = Z7x(7), com = = diag{Y,Y,Y,U(0(0))}, é possivel reescrever (125)
como:

W+ [la(r )I\ZHIU(L‘)HH—Zwk (03(0)) (W + S(0x(0))24(0)) <
X' (7)[E'T(01(0),05(7),06(7)) 2 + (T — 7)ZTI2(0(0),0(7),0x(7)) 2

(

)
+(Th, — 27) =3 (0k(0)) = + 7=(Qo + Q(04(0),04(7))) R~ (Qo + Q(0k(0).0k(7))) =
+EMZME + E' (M5 (Ko + K(01(0))) + M) H((Ko + K(01(0))) My + My)Z[X(7)

= X (1)[(04(0),64(7),0%(7), 7, T)IX (7). (126)

A partir de (126), considerando que
\Il(o-k(o)75k(7—)7(§k(7—)77—7Tk) < 07
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Vo € B,, o0x(1) € Bs,, (5k(7) € Bs, 7 € [01%] e Ty, € [T1,T3), se = é nao-singular,
segue entao que existe um escalar positivo pg, tal que

- : - - 2 12 2

X (1) W(0%(0),05(7),06 (1), 7, Ti)X (1) < —pw ||X(7)]|” < =g [|[E7H]7 || x(7)]]

ze(7)|]?
7(0)

I

e portanto, tem-se (113). Aplicando o complemento de Schur e multiplicando-se por
7, tem-se?

W(Jk,5k,5k7T,Tk> =
T(0%,68,05,7,T%)  7(Qo + Q(ow(0),0x(7)))  Y'M]  Ti(0(0))’

* —TR 0 0
. . - 0 <0 (127)
* * * —yH™!

com

(03,0500, T3) =111 (0%(0),05(7),0%(7)) + (T — 7)IT2(0%(0),0%(7),0%(7))

+ (T, — 27)15(01(0)),
M4(04(0)) =(EKo + K(0(0))) Mz + (Uo + U(0(0))) Ma,

com as matrizes definidas em (96) e as seguintes mudancas de varidveis:

V=Y,  B=yTWBY, F=9"Y'EY, G =97YGY,
Qi =7"'EQ;Y, S5;=8Y, R=~"TWRY,  K;=K,

0(0e(0)) = 1U(ex(0)) ",

paraj =0,1,...,N.
Entao uma condicao suficiente para verificar (113) no Lema 8 é dada pela desi-
gualdade (127) Vo € By, Vo,(1) € Bs,, Yor(7) € Bs, Y7 € [0,13] e YT} € [T1,T3).
Além disso, uma condigao necessaria e suficiente para assegurar a inequagao (127)
consiste em satisfazer a inequagao nos vértices dos politopos By, Bs, e B, , ou seja,
deve-se verificar que

O(v,8n7Tk) (Qo+Qwp) Y'M] IL(v)
0

—TR 0
V(v BT = : ’ Lz oy | <0 2
* * * —fyH_l

com as matrizes definidas em (92) e I4(v) = (Ko + K@) M 4+ (Uy + U(v))M,,
V(v,8m) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;). Note que 7 € [0,T%] e Ty, € [T1,73],
assim, a partir de argumentos de convexidade, para r = 1,2, tem-se (120) e (121).
Note que de (123) e de (120), tem-se que U(c4(0)) e Y sdo matrizes nao-singulares, o

3Por simplicidade consideram-se U (04,0000, T%) = U(0p(0),04(7),06(7),7,Tk) e
(0% ,0k:0k, 7Tk ) = 1L(0%(0),0%(7),0k (7)., 7, k).
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que garante efetivamente que = ¢é invertivel. Portanto, se as condicoes (120) e (121)
no Teorema 4 sao verificadas, existe um escalar positivo p tal que

W ()17 + ()| — 20U (04(0) (Y + S(01(0))24(0)) < —p

i.e., (113) no Lema 8 é satisfeita.

Por outro lado, multiplicando-se pela direita e pela esquerda (122) por diag{Y ~', I},
segue que

v
*

) (Ko + K(¥))e — (S + S(”))/(i)] > 0.

0]

Aplicando entao o complemento de Schur nesta desigualdade, implica que a condi-
¢ao (112) do Lema 8 é verificada.

Note que (124) garante que P(o(t)) > 0 para todo o € B,.

Portanto, se as condigdes (120)-(124) do Teorema 4 sao verificadas, assegura-se
que as condigdes no Lema 8 sao satisfeitas para toda condicao inicial x(tx) € Ly ()
e para todo 0 € B, e ¢ € B;. Consequentemente, as afirmagoes (i) e (i) sao
verdadeiras, isto é, im z(¢) =0 e J(t,00) < 7.

) t—oo

4.3.3 Lei de Controle com Estratégia LPV-MPC

Considerando a estratégia MPC descrita no Algoritmo 1, a cada instante de
amostragem tj, o controlador é projetado para minimizar o limite superior da funcao
custo (106) e aplicado na planta somente no intervalo [ty,%x41), considerando o
seguinte modelo de predicgao:

2(t) = Alo(t)z(t) + B(o(t)) Ko (trss/te)) 2 (ters/tr) + Blo(t)) v,

130
te [tk+s/tk7 tk+s+1/tk]7 S 2 07 k Z 0. ( )

Entao no instante t;1, novos valores de o(tgy1) € z(tx+1) sdo medidos e uma nova
matriz Ky, 1(o(tgy1)) é determinada.

Assim o limite superior de J(tx,00) definida em (106) é variante no tempo, como
segue

J(tr,00) < V(x(ty),o(tr)) < y(te). (131)

Por simplicidade, considera-se v, = v(tx).

Com o objetivo de minimizar 7, considera-se a estratégia LPV-MPC descrita no
Algoritmo 1. A partir dos resultados apresentados no Teorema 4, na etapa (3) do
Algoritmo 1 considera-se o seguinte problema de otimizagao para projetar Ky(o(ty))
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no instante t;, para todo k € N:

min g
sujeito a
1 i ) xk(~0)’ ) >0
_Ik(O) Yk —+ Yk/ — (Pk70 —+ Pk<7/)) -7
U1 (v, T:) <0
Vo (v,6,m,T:) <0, ) i (132)
(Poo+Pu(v)) (Kio +Ki())fy = (Sko + sk<u>>zz->] .
* U ’

ﬁ]j,() + ISE(V,B) > O,
(Uko + Ui(v)) > 0,
V(v,B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi=1,..m e Vr =12.

sendo as variaveis de decisao I-Z’k,j, ﬁ’k’j, éw, R'k,j, g;w-, Qk,j, Uk,j,)?k,j,?k, €, Vi € Ry..

Relembrando que o subscrito “k” nas variaveis matriciais corresponde as variaveis
projetadas nos instantes t;. A partir do Lema 1 em (SEURET; GOMES DA SILVA
Jr.; 2012) ou do Lema 7, a primeira inequagao em (132) assegura que

para k > 0 e Yv € Ver(B,), i.e., 2x(0) = z(tx) € Ly (1)

Entao, a cada instante de amostragem t = t;, ganhos de realimentacao de estado
Ky j, com j =0,...,N, sdo projetados para minimizar vy, = y(t;) e para assegurar
que as trajetorias do sistema em malha fechada convirjam para a origem para uma
condigao inicial x(tx). Neste caso, levantam-se duas questoes:

1) A etapa 3 do Algoritmo 1 deve ser factivel a cada instante de amostragem;

2) A aplicacao da estratégia LPV-MPC descrita no Algoritmo 1 deve assegurar
que lim x(¢) = 0.

t—00

Os Teoremas 5 e 6 a seguir consideram estas duas questoes.

Teorema 5. Se o problema de otimizagao (132) é factivel no instante k = 0, entdo
é factivel para todo k > 0.

Demonstracao: Como mencionado nas provas do Lema 8 e do Teorema 4,
a primeira inequagao de (132) assegura que xx(0) € Ly (k) e, consequentemente,
AV (k) = @' (trg1) Pa(0 (tr1))2(tg1) — 2/ () Pu(o(tx))a(ty) < =Tip |24(0)]*. Entéo
conclui-se que

& (b1 [ te) Pi(0 (80)) 2 (o1 /t) < &' (8 /t) Prlo (b)) 2 (e /Te) < i (134)

0 que assegura que a soluc¢ao 6tima de (132) para t = t; é uma solucao factivel para
t = tyy1. Repetindo este procedimento, esta solucao é factivel para os instante de
amostragem tyysi1, Vs > 0.

O
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Teorema 6. A lei de controle LPV-MPC' descrita no Algoritmo 1, com a etapa
3 dada pela solugao do problema de otimizacdo (132), assegura que as trajetd-
rias do sistema em malha fechada convergem assintoticamente para a origem desde
que (132) seja factivel para k = 0.

Demonstracao: Como Py(0%(0)) e i s@o solugoes 6timas de (132) em ¢ = t;,
e, a partir do Teorema 5, sao solucoes factiveis em ¢ = t;, 1, tem-se que

$’(tk+1/tk)Pk(U(tkﬂ))x(tkﬂ/tk) = V1 < Vi (135)

em que i1 provavelmente nao ¢ uma solugao 6tima do problema de otimiza-
¢ao (132). Considerando que Pyy1 € Vg1 solugoes Gtimas de (132) em ¢ = tyq,
a partir de (135), segue que

xl(tk+1/tk+1>Pk+1(U(tkﬂ))x(tkﬂ/tkﬂ) = Vi1 < Ver1 < Ve (136)

Considerando-se x(tg11/tr) = x(tgy1/ter1), segue que

Virr = @ (o1 /b)) Pe(0 (tern) )2 (B [trrn) <’ (r/te) Prlo (tr))x (/)

137
< Vi (137)

A partir de (136) e (137), como Yri1 < Y1 < Yk, existe um escalar positivo py
com k € N tal que

AV (k) =" (te1 /ti1) Pior (0 (Ee1)) 2 (B [ten) — 2 (8/tr) Pr(o () )2 (t /)
< =T (),

Vk > 0 e segue que x(ty/t;) — 0 com k — co. De (136) e (137), segue também que
J(tg+1,00) < J(t,00). Entdo, conclui-se que Im J(tx,00) = 0, 0o que garante que
lim Jf(t) = 0.

t—oo

O

4.3.4 Casos Particulares
4.8.4.1 Condicoes Independente de Parametro

No Algoritmo 1, com o problema de otimizacao (132), pode-se considerar o caso
particular com o funcional independente de parametro, considerando P(oy(7)) =
Ry, F(ou(r)) = Fy, Glow(r)) = Go, S(ou(r) = S0, Q(ow(r) = Qo, Ulo(r)) =
Up e X(ok(1)) = Xo Yo € B,. Neste caso, obtém-se condi¢boes com uma menor
quantidade de variaveis de decisao e portanto de menor complexidade numérica.

4.3.4.2 Mazimizagao da Estimativa de R,

Dados os limites de T} e o valor de v, um problema de interesse ¢ maximizar uma
estimativa de R, com base em algum critério, i.e., determinar um conjunto tal que
para qualquer x(t;) pertencente a este, as correspondentes trajetérias do sistema em
malha fechada convergem assintoticamente para a origem, enquanto que assegura-se
J(tr,00) < 7. Note que o conjunto Ly () obtido como solugao das condigdes do
Teorema 4 é por definicao contido em R, e pode ser usado como uma estimativa
deste conjunto. Considere a matriz af, com um escalar positivo «, entao pode-se
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Figura 11: £y/(40) obtidos a partir da descri¢ao na Secao 4.3.4.2 com condi¢oes DP
(em preto) e IP (em vermelho) e a partir do Algoritmo em (SHI; SU, 2014) (em
azul).

maximizar o eixo de £(al,1) tal que E(al,1) C Ly (), por exemplo. Isto pode ser
obtido como a solucao do seguinte problema de otimizagao:

min o

sujeito a

120) — (124),

(04] | I (138)

I V4V —(B+pPo)| "

V(v,B,n) € Ver(B,) x Ver(Bs,) x Ver(B;), Vi=1,...,m e Vr =1.2.

Segue assim que, Vx(tx) € L/ (), o problema de otimizagao (132) é factivel e Ly ()
é uma regiao de estabilidade garantida, ou seja, esta contida em R, sob a estratégia
de controle MPC dada pelo Algoritmo 1.

4.3.5 Exemplo Numérico

Considere o seguinte exemplo modificado de (SHI; SU, 2014), em que o sistema
LPV é descrito como:

i(t) = 0?1 1_520(75)]x(t)%—[?]sat(u(t)),

com 4 = 1eo(t) = a sin(brt) e, assim, os limites de o e de 6 s@o |o| < ae || < abr.
Considera-se 71 = 10ms e a funcao custo J(t,00) descrita em (106), com as matrizes
de ponderacao H = 0,01 e Z = I.

Considere a = 1, b = 0,1, v = 40 e o problema de otimizacao de maximizacao da
estimativa de R, descrito na Secao 4.3.4.2. Na Figura 11, apresentam-se os conjuntos
Ly (40) obtidos a partir das condi¢oes propostas dependentes de parametros-DP (em
preto) e independente de parametros-IP (em vermelho) e do Algoritmo em (SHI;
SU, 2014) (em azul)*. Observe que as condigoes propostas permitem obter um
conjunto de condigoes iniciais admissiveis maior, i.e., que asseguram a factibilidade
do algoritmo MPC. Por exemplo, note que a condi¢do inicial x(0) = [—1,5 0,47)
pertence a estimativa obtida pelo método proposto, enquanto que, as condigoes
apresentadas em (SHI; SU, 2014) sao infactiveis para este valor de z(0).

“Em (SHI; SU, 2014), as condicdes sdo propostas a partir de um funcional de L-K independente
de parametros.
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Assim, a partir do Algoritmo 1 para as condigdes DP, considerando z(0) =
[—1,5 0,47) e T}, € [10, 200]ms, em k = 0, sdo obtidas as seguintes matrizes:

Koo=[ —0,3613 —2,1973 |,  Ko1 = [ —0,1172 0,7000 ],
P _ | 21,5086 67,8037 po | —6:9931 —22,1164
®0 7| 67,8037 2385570 | "' T | —22,1164 —69,9446

e o limite superior de J(ty,00) obtido é de o = 5,4683. . Para fins de comparagao,
considera-se também o caso em que Ky(o(tx)) = Ko(o(tx)) para todo k > 0, i.e.,
apenas a primeira lei de controle obtida a partir de (132) é aplicada ao sistema.
Para estes dois casos, os sinais simulados estao ilustrados na Figura 12. A evolucao
de u(t) e z(t) ao longo do tempo e os valores de 7 e Ty para t = ¢, estao ilustrados
nas Figuras 12(a), 12(b), 12(c) e 12(d), respectivamente, em que em linha continua
e tracejada-pontilhada representam-se os resultados obtidos pelo Algoritmo 1 e pela
solucdo de (132). Note que o método proposto permite que o sinal de controle
sature. A mesma sequéncia aleatéria de T (Figura 12(d)) é utilizada em todas
as simulagoes desta secao. Como esperado, as trajetérias do sistema em malha
fechada convergem para a origem e os valores de 7 sao decrescentes nos instantes
de amostragem. Observe que a estabilidade assintdtica é assegurada em ambos os
casos, e que, a partir do Algoritmo 1, é possivel obter melhores resultados, i.e., as
trajetorias convergem mais rapidamente para a origem, do que com a lei de controle
projetada em k = 0 e aplicada em um horizonte infinito.

Considere a condicao inicial z(0) = [2 0]’ pertencente ao Ly (40) obtido a partir
de (SHI; SU, 2014), como pode ser visto na Figura 11. Na Tabela 4.3.5, para
Ty € [10, 200jms, a = 1 e b = 0,1, sdo apresentados os ganhos e as matrizes obtidos
em t = to pelo Algoritmo 1 com matrizes DP e IP e pelo Algoritmo em (SHI; SU,
2014).

A evolugao de u(t) e z(t) ao longo do tempo e os valores de ~; estao ilustrados
na Figura 13, em que em linha continua, tracejada-pontilhada e pontilhada sao
representados os resultados obtidos pelo Algoritmo 1 com condi¢oes DP e IP e
pelo Algoritmo em (SHI; SU, 2014), respectivamente. Note que os valores de 7y
obtidos pelo método proposto sao consideravelmente menores que os obtidos a partir
de (SHI; SU, 2014), o que indica uma melhoria significativa da performance. De
fato, observam-se na Figura 13(b) que as trajetdrias obtidas a partir do algoritmo
proposto (linhas continuas e tracejadas-pontilhadas) convergem para a origem