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Introducao

O objetivo deste projeto € obter um modelo matematico dinamico para veiculos aéreos nao tripulados
(VANTS), de modo a posteriormente desenvolver controladores para os mesmos. No caso deste trabalho,
o veiculo a ser analisado € do tipo quadricoptero, o qual possui crescente popularidade em diversas areas.

Figura 1: VANT do tipo quadricoptero. Fonte: Josh Sorenson.

Sistemas de Coordenadas e Matrizes de Rotacao

A realizacdo desta analise exige a utilizacao de dois sistemas de coordenadas principais: um sistema
inercial Oj;, fixado em um ponto da superficie da terra com orientagao norte-leste-baixo (north-east-
down, NED); e um sistema moével Oy,, fixado no corpo do veiculo.

Além desses, podem ser enunciados outros tré€s sistemas de coordenadas intermediarios, todos fixados
no centro de massa do veiculo porém com diferentes orientagdes: O+, com a mesma orientacdao de Oj;
Oy, rotacionado de Oy por um angulo 7 ao longo de ko (vaw); Oy9, rotacionado de Oy,q por um
angulo ¢ ao longo de 31;1 (pitch). Finalmente, a orientacdo de Oy, € obtida rotacionando Oy2 por um
angulo ¢ ao longo de 7,9 (roll).
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Figura 2: Representacao das rotagdes entre os sistemas de coordenadas Oy, e Oy,. Fonte: adaptado de [1].

As transformagOes da orientacdo de um sistema para outro podem ser representadas por matrizes de
rotacao, as quais sao apresentadas a seguir, sendo R]g a matriz que leva de um sistema Oy, para Oy,:

(1 00] cosy siny 0]

RY=I=(010 RV () = | —sine cose 0

001 0 0 1

cosf 0 —sin@ 10 0 |

RV20)=| 0 1 0 RP,(¢) = |0 cosp sing
sinf 0 cos6 0 —sing cosg

A rotacao completa € obtida multiplicando sequencialmente as matrizes individuais. A matriz resul-
tante e sua inversa sdo definidas a seguir:

RP(,0,4) = RPy(6) - RY2(0) - RY!(¢)) - RY RP —RP - R}

Variaveis de Estado

As variaveis de estado relevantes e seus simbolos sao apresentadas a seguir:
e Posicio ao longo de i; em O;: X e Angulo de rotaciio ao longo de i,o em Oya: ¢
e Posicao ao longo de 3@ em O;: Y o Angulo de rotagao ao longo de 51}1 em Oy1: 6
e Posicao ao longo de —/A-cz- em O;: 7 e Angulo de rotacdo ao longo de kyp em Oy Y

e Velocidade ao longo de Eb em Oy u e Velocidade angular ao longo de %b em Oy: p

e Velocidade ao longo de j’b em Oy: v e Velocidade angular ao longo de }'b em Oy,: ¢

e Velocidade ao longo de l%b em Oy: w e Velocidade angular ao longo de ]%b em Oy: 7
Tais variaveis podem ser agrupadas em quatro vetores tridimensionais:

3 X U B 0 3,
S=1Y U= |v =16 W= |q
_Z_ w | _w_ 7|

Obtencao das Equacoes Dinamicas

A equacgao diferencial da posic¢ao € a propria velocidade no sistema do corpo rotacionada do referen-
cial do corpo para o inercial, conforme a Equagao (1). O operador ( ) representa a derivada temporal.

S=R! .7 (1)
A relagdo entre as posi¢oes e as velocidades angulares € obtida pela Equacao (2), a partir da qual

define-se a matriz H, conforme a Equacdo (3). Obtém-se assim a equacao diferencial das posi¢coes
angulares, conforme Equacao (4).

3 _¢_ _Q_ 0] 1 0 —sinf | ¢
q| =R (0)- | [0]| +RY2(0) +RYL(y)- 0 = |0 cos¢ sing-cosf| - |0
T 0 0 0 —sing cos@ - cosb | '

I 0 —sinf
0 cos¢ sing-cosé (3)
0 —sin¢® coso - cosf
A obtencdo das equagdes diferenciais das velocidades parte da segunda lei de Newton, a qual so-
mente € valida em referenciais inerciais. Essa lei € apresentada em sua forma translacional pela Equacao
(5) e em sua forma rotacional pela Equacao (6). Nessas equagoes FeT representam as forgas € os
torques e Pel representam os momentos lineares e rotacionais. Tais grandezas sao medidas em Oj.
Além disso m representa a massa do veiculo e J representa a matriz de inércia do veiculo em Oy,.
ﬁ:ﬁ:%{R{)~m-ﬁ} (5) f:E:%{R{)-J-Q} (6)
Isolando as variaveis de interesse, as Equacgdes (5) e (6) tornam-se as Equacoes (7) € (8). Nessas
equacoes f e 7 denotam as forgas e os torques medidos em Oy,. A matriz €2 é definida pela Equacao (9).

i:i-f—(ﬂ+@-1)-z7 (7) é:J—l.(F—(Q-J+j)-w) 8)

H = b=H'.3 4)

m m™m
: 0 —r q |
Q=RP - RL=|r 0 —p 9)
—q¢ p U]

Sistema de Equacoes Diferenciais

O sistema ¢ composto pelas Equagoes (1), (4), (7) e (8). Obtém-se assim 12 equacoes diferenciais,
enunciadas abaixo. Para simplificar, fo1 considerado que J € uma matriz diagonal cujos elementos sao
Jz, Jy € J. Tal aproximacdo torna-se valida devido a simetria de um quadricoptero.

X =u-cosf- cos + v - (sing - sinf - cosy — cos g -sin) + w - (cos ¢ - sinf - cos ) + sin ¢ - sinY)
Y =u-cosf sint + v - (sin@ - sin @ - siny 4+ cos ¢ - cos ) + w - (cos @ - sin @ - sinyh — sin ¢ - cos V)

Z=—u-sinf+uv- sin ¢ - cos@ + w - cos @ - cos b

o1 m
W=—-fr+r-v—q-w——-u
m m
| m
V=—- fy+p-w—r-u——-0
m m
| m
m m
O=p+q-sing-tanf +1r-cos¢ - tanb . J
0=q- COS ¢ — T - Sin @ o= Jy-q+(Jz — Jz)
- sin ¢ COS @ Jy
Y =q- +r- :
cos 0 tan 6 . Te—der+(Je—Jy) peg
T =
Jz

Forcas e Torques

A determinacao de como as velocidades dos rotores se transmitem em forcas e torques esta
intrinsecamente ligada a configuracdo do quadricoptero. A Figura 3 ilustra tais relagdes para
um quadricoptero em configuracao “+’.  Nesse caso, valem as Equacdoes (10) e (11), as
quais consideram também o efeito da gravidade. Nessas equacoes, g corresponde a aceleracao
da gravidade, C; e () sdo constantes de forca e torque dos rotores e r € a distancia en-
tre o centro do veiculo e cada um dos rotores. Além disso, w fo W{, We © wy represen-
tam as velocidades angulares do rotores da frente, direita, esquerda e de tras, respectivamente.
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Figura 3: Relagao entre as velocidades angulares dos rotores e as forgas e torques. Fonte: adaptado de [2].

Jx m-qg-sinf
f: Jy| = —m - qg-sin¢ - cosf (10)
_fZ_ _Ct'(wf2+wd2+w62+wt2)—m-g-cosgb-cos@_
_Tx_ ?“'Ct ( —wdz)
= ln = | G (@) (11)
| Tz | Cp (wd +w62—wf2—wt2)

Conclusoes

Com o sistema de equacoes diferenciais que rege a dinamica de um VANT e as equacoes de forcas
e torques de um quadricoptero o modelo matematico deste veiculo esta completo. A construcao da es-
trutura do controlador de voo € intimamente dependente deste modelo. Este topico sera estudado na
sequéncia deste projeto. Além disso, o modelo torna possivel a realizacao de simulagdes numéricas, as
quais sao de grande importancia para a validagao de um controlador antes de um teste de campo.
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