|

[

111 l|l Ml

l

|

|

. lll ] ﬂHIlI |||

—

0 | )

wn R |

»f

i"'ml X o b

|||I | ” J

TR m ‘ M

a L Al

%5t SALAO DE
gsf o [NICIACAQ CIENTIFICA

ARSI

15,19

OUTUBR(
(AMPUS DO VALE

9

UFRGS
PROPESQ
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Numeros Complexos (C

Um nimero complexo é uma matriz quadrada de ordem

2 da forma
ab
—b a

com a, b € R.
Podemos escrever

EHEE

10 01
ondeE:[()l]eI:[_lO].

Para todo A € C, temos EA = AE = A e ainda,

-1 0
2 — g
2 [ : _1] _
Desta forma, identificamos E como a unidade em R e
| como a unidade imaginaria /, de modo que obtemos a

forma algébrica de um ndmero complexo: z = a + bi.

Algebra de divisao

N
\
- 4
Z
N

Uma dlgebra de divisao ou skew-field [2] é um espaco
vetorial S com uma operacdo de multiplicacdo que associa
a cada dois vetores x e y um terceiro vetor xy tal que sao
satisfeitas:

a(xy) =(ax)y = x(ay), Vx,y € S,Vae R
(x+y)z=xz+yz, Vx,y,z€ S
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€ S

A decS,e£0,xe=ex=x,Vx€S

H Se0#£acSebeS dixeStalqueax=>be
Jly € S tal que ya = b.

Teorema

O espaco R3 nio é uma dlgebra de divis3o real.

Quatérnios (H)

Um quatérnio é uma matriz quadrada de ordem 4 da
forma

a b ¢ d

—b a—-d c
—c d a—b (2)

_—d —c b a

com a,b,c,d € R.
Podemos reescrever (2) como

E

onde z =a+ bi e w = ¢ + di sao numeros complexos.

N

Universidade Federal do Rio Grande do Sul
]

Segue que (3) pode ser escrita como
10 i 0 01 0/
so1]+8]0 el 2o]+d|%0

ou ainda
V'E’] — aF + bl + cJ + dK

zZ w i 0
E_[—W 7]’ /_[O—i]’

DR

Desta forma, temos que um quatérnio é uma matriz da
forma aE + bl +cJ+dK, com a, b, c,d € R, sendo o seu
conjunto detonado por H, constituindo um espaco vetorial
de dimensao 4.

Notemos que [° = J° = K? = —E. De posse dessas
relacoes, podemos escrever também

=—J=K, Kl =—IK=J,
JK=-Ki=I1 e IJK=—E

|dentifaremos E =1, [ =i, J = j e K = k, escrevendo
os quatérnios em sua forma canonica a + bi + ¢j + dk.
Notemos também que a multiplicacao em H n3o é comu-
tativa. E (til observarmos o esquema e o quadro abaixo
para a multiplicacdo de quatérnios.

T t
il =1 k —j / \
k=1 -

J ha——
k| j —i —1 /

onde

Escolhendo vértices p, g e r que seguem a ordem das setas
no tridngulo da figura teremos pg = r, caso contrario
pq = —

Seja g =a+ xi +yj+ zk em H, onde a,x,y,z € R.
Definimos a parte escalar e a parte vetorial de g, res-
pectivamente, como

S5(q)=a e

Definimos também o conjugado de g

V (q) = xi + yj + zk.
g=a—xi —yj — zk
e a norma de g

lq| = (a2+x2—|—y2—|—22)1/2.

Se S(g) = 0, dizemos que g é um quatérnio puro. Se
lg| =1, g é chamado de quatérnio unitario.

Teorema

H é uma algebra de divisdo real.

Quatérnios e Geometria

Um quatérnio puro representa um ponto no espaco tridi-
mensional [1].

Teorema

Sejam q e r quatérnios puros. Ent3o:

5(qr) = —(q.,r) = lql |r|cos ¢.
V(gr) =g xr=|q||r[sengu.
B qgr=—(q,r)+qgxr.

O angulo ¢ é o angulo entre os vetores q e r, nesta ordem,
e o vetor U € um quatérnio unitario puro, o qual representa
um vetor unitario do espaco tridimensional perpendicular
ao plano formado por q e r, respeitando a regra da mao

direita.

-]

qxr

Teorema

Todo quatérnio pode ser representado da forma

g = |q| (cosf + Usend),

onde U é um quatérnio unitario puro e 0 < 6 < 27.

Teorema

Seja r = cosf + Usenf, onde U é um quatérnio unitario
puro. Definamos operacdo R sobre um vetor q tal qual

R(q) = rqr .

Temos, entdo, que R(q) € uma rotacdo de q em torno
do eixo U pelo angulo 260. Mais ainda, toda rotacao tridi-
mensional em torno do eixo passando pela origem € escrita

desta forma.

Desta forma, operacdes basicas da geometria tridimensio-
nal podem ser escritas utilizando a notacao dos quatérnios,
ja que as relacoes os definem possuem carater geométrico.
Constatamos, portanto, o poder da linguagem algébrica

sobre a geometria.
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