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INTRODUGAO

Neste trabalho, buscamos comparar esquemas de quadraturas sobre a esfera unitaria (assumindo simetria nas coordenadas m e &) em problemas de transporte
tridimensionais. Para tanto, discutimos sobre principios fundamentais para a construgdo de tais quadraturas, como positividade dos pesos, invariancia sobre rotagoes, entre
outras. Também, buscamos analisar o erro dos esquemas de quadratura e a comparagao entre quadraturas de pesos iguais, do tipo de Lebedev, de constru¢ao geométrica e
de construcdo via quadraturas iteradas, aplicadas a problemas de transporte unidimensionais.

Assim, foi feita uma analise comparativa do grau de precisdo dos esquemas de quadraturas estudados, assumindo-se uma tolerancia maxima de 10-7.

CONTEXTO

Consideramos a equacao de transporte radiativo, estacionaria, em um meio cinza [6]:

Q-VI(r,Qv) + (6 +1)I(r,Qv) = %fsz I(r,Q,v)dQ + kQ,Q € S?,

onde I = I(r, Q, v) denota a intensidade radiativa associada a frequéncia v em um ponto r do dominio, S?
={Q=(u,m, &); u?> +n? + & =1} denota a esfera unitaria ¢ Q é uma fonte externa. Uma das técnicas
mais empregadas para o estudo numerico desta equacao ¢ o chamado método de ordenadas discretas, o
qual consiste em aproximar o termo integral por uma quadratura numérica apropriada e, entao, expandir a
equagdo do transporte em um sistema de equacoes diferenciais parciais nas direcoes discretas €Q; definidas
pela quadratura. Mais especificamente, para problemas com geometria cartesiana unidimensional, a
formulacdo de ordenadas discretas da equagao de transporte €:

+(O'+K)I— Z Iw]+KQz—01 SN-1,

onde {(u, w)} N4 é o conjunto de pontos e pesos da quadratura numérica, N é a ordem da quadratura e
[, := I(x,pu;,v). Desta forma, a formulagdo de ordenadas discretas depende da quadratura escolhida

impactando na precisao da solucdo obtida [2,3].

Considera-se que uma dada quadratura )% ; 4; w; tem grau de precisdo n quando

1 m
j ukdu — 2 ufw;
-1 i=1

onde TOL ¢ a tolerancia desejada.

2T <TOL, Vk<n

QUADRATURAS ANALISADAS

Para a comparacgao, analisamos quadraturas comumente usadas em problemas multidimensionais, a saber,
as quadraturas: Legendre-Chebyshev triangular [5], Legendre-Chebyshev quadrangular [1], Tesselation
[7] e SRAP, [4].

Para cada uma das quadraturas em questdo, desenvolvemos codigos computacionais para a construcao e
implementacao das mesmas e obtivemos os resultados esperados. A seguir temos exemplos de imagens
geradas pelos codigos desenvolvidos. (*)

y 1 X y 1 X

Figura 3: SRAP, N=4 Figura 4: Tesselation, N=4

RESULTADOS

Fizemos, entdo a comparagdo entre as quadraturas estudadas e a quadratura de Gauss-Legendre, que ¢
tomada como pardmetro por ter resultados conhecidos e precisos.

As tabelas abaixo indicam os erros de cada quadratura para uma dada ordem A, aumentando-se o
expoente k da integragdo. Os dados em vermelho representam uma extrapolacdo da tolerdncia de 1077
estabelecida.

Tabela 1: Comparagdo dos erros das quadraturas para N=2

N =2

k LCQO LCTQ SRAP Tesselation Gauss-Legendre Exact value
0 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 1.26e+01
1 0.00e+00 0.00e+00 3.33e-16 2.78e-16 0.00e+00 0.00e+00
2 1.78e-15 1.78e-15 1.91e-02 8.88e-16 0.00e+00 4.19e+00
3 0.00e+00 0.00e+00 1.11le-16 1.67e-16 0.00e+00 0.00e+00
4 1.12e+00 1.12e+00 8.60e-03 1.42e-01 1.12e+00 2.51e+00
5 0.00e+00 0.00e+00 1.66e-16 1.64e-16 0.00e+00 0.00e+00
6 1.33e+00 1.33e+00 8.60e-04 2.79%9e-01 1.33e+00 1.80e+00
7 0.00e+00 0.00e+00 2.89%e-17 3.30e-17 0.00e+00 0.00e+00
8 1.24e+00 1.24e+00 2.26e-04 3.56e-01 1.24e+00 1.40e+00
9 0.00e+00 0.00e+00 1.01le-19 6.00e-17 0.00e+00 0.00e+00

Tabela 2: Comparagdo dos erros das quadraturas para N=6

N = 6

k LCQO LCTQ SRAP Tesselation Gauss-Legendre Exact value
0 5.33e-15 3.55e-15 1.60e-14 2.84e-14 0.00e+00 1.26e+01
1 4.79%e-16 5.55e-17 7.95e-16 1.55e-16 5.23e-16 0.00e+00
2 3.55e-15 4.44e-15 4.10e-04 1.24e-14 8.88e-16 4.19e+00
3 5.53e-17 1.56e-16 2.71le-16 1.22e-16 0.00e+00 0.00e+00
4 2.66e-15 4.58e-03 2.03e-03 1.07e-02 1.33e-15 2.51e+00
5 2.89%e-17 8.26e-17 6.25e-17 5.75e-17 8.72e-17 0.00e+00
6 1.33e-15 8.97e-04 3.18e-03 1.41e-02 1.11e-15 1.80e+00
7 7.33e-17 8.31le-17 1.52e-16 7.43e-17 0.00e+00 0.00e+00
8 1.33e-15 3.69e-03 3.59e-03 1.54e-02 6.66e-16 1.40e+00
9 7.18e-17 3.13e-17 2.76e-17 1.74e-16 0.00e+00 0.00e+00
10 6.66e-16 5.02e-03 3.73e-03 1.5%9e-02 6.66e-16 1.14e+00
11 1.27e-16 1.06e-18 5.07e-17 2.04e-16 0.00e+00 0.00e+00
12 3.14e-03 7.71e-03 3.75e-03 1.61e-02 4.64e-03 9.67e-01
13 1.94e-17 5.69e-17 3.88e-18 6.00e-17 0.00e+00 0.00e+00
14 1.05e-02 1.39e-02 3.70e-03 1.60e-02 1.50e-02 8.38e-01

Pela analise dos resultados, podemos tirar algumas conclusdes:

1) A quadratura de Legendre-Chebyshev quadrangular se compara em precisdo a quadratura de Gauss-
Legendre e €, entdo, a quadratura mais confidvel dentre as estudadas;

2) Aumentando-se a ordem N de 2 para 6 ja vemos um aumento significativo da precisio das
quadraturas.
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* Estes codigos podem ser encontrados em https://github.com/acbof/Transport
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