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Defini¢coes Basicas

- Um grafo G = G(V, E) de ordem n é uma estrutura constituida por um conjunto V"= {wy,--- ,v,} de
vertices e por um conjunto £ formado por subconjuntos de dois elementos de V', denominados arestas.

- Grafos uniciclicos sao grafos conexos que contém um dnico ciclo.
- Arvores sao grafos conexos e sem ciclos.

. Dizemos que G é um grafo com pesos se a cada aresta e;; = {v;, v;} é associado um niimero real

nao nulo w(e;;) = w;; denominado peso da arcsta e;;.

Matriz Laplaciana Perturbada

As principais matrizes utilizadas para representar um grafo G = G(V, E) sao:
. Matriz de adjacéncias: A = A(G) é a matriz de ordem n x n, com entradas

4L se {vi,v;} € E
Y 0, caso contrario °

- Matriz laplaciana: L = L(G) = Dg — A, onde Dg ¢é a matriz diagonal dos graus dos vértices de

G.
- Matriz laplaciana normalizada: £ = L(G) é a matriz de ordem n X n, com entradas
1, sei=jed; >0
L. —1— . se {v,v,} € E
] did;” B =d )
0, caso contrario

onde d; denota o grau do vértice v; € V.

- Matriz laplaciana sem sinal: Q = Q(G) = D¢ + A, onde D¢ ¢ a matriz diagonal dos graus dos

vertices de G.
Considerando grafos com pesos, podemos ver cada uma dessas matrizes como casos particulares de uma

matriz laplaciana perturbada.
Dada uma matriz diagonal D, a matriz laplar.:lana perturbada de G = G(V, E), com respeito a

D, é a matriz 2(G) = D — A(G): onde A = (a;;) ¢ a matriz de adjacéncias de G, com a;; = w;; se

{vi,v;} € E, e 0 caso contrério.

+ Se D=0 e w; =1, entao G ——A,

. Se D=Dg e w;=1,entio YG) = L

- Se D=Dg e wj —1 entdo 2(G) =

« SeD=1 e wy= \m, entdo P G)

[ |

Algoritmos de Localizacao de Autovalores

- Em 2017, R. Braga V. Rodrigues e V. Trevisan [1] apresentaram um algoritmo para localizagao de
autovalores de grafos uniciclicos, que permite determinar o nimero de autovalores da matriz de
adjacéncias de um grafo uniciclico em um dado intervalo real.

- O algoritmo tem como entrada um grafo uniciclico G' de ordem n e um numero real a.. Ele calcula os
valores diagonais de uma matriz diagonal D, congruente a A(G) + al, onde A(G) é a matriz de
adjacéncias de G e I ¢ a matriz identidade.

. Consequentemente, pela Lei da Inércia de Sylvester:
¢. O numero de autovalores de G' que sao maiores do que —a ¢ o nimero de entradas positivas em D,
2. O numero de autovalores de G que sao menores do que —a é o numero de entradas negativas em D,,.
wt. A multiplicidade de —a como autovalor de G é o nimero de entradas nulas em D,

« Também em 2017, R. Braga e V. Rodrigues [2] apresentaram um algoritmo para localizacao de
autovalores da matriz laplaciana perturbada de arvores.

- Eisses algoritmos permitem calcular de forma eficiente o nimero de autovalores em um dado intervalo
real, uma vez que sao algoritmos de tempo linear e podem ser executados diretamente sobre os vértices
e arestas desses gr afos, sem a necessidade de obter explicitamente a matriz associada ao grafo.
Constituem-se assim em uma ferramenta til para obter propriedades espectrais desses grafos.
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Resultados Novos

- Neste trabalho, adaptamos o algoritmo de localizacao de autovalores de grafos

uniciclicos [1] para qualquer matriz laplaciana perturbada associada a esses grafos.

- Utilizando este algoritmo, obtivemos, simultaneamente, propriedades espectrais de familias de grafos

uniciclicos para diferentes matrizes de representacao. Abaixo apresentamos algumas dessas
propriedades para grafos uniciclicos chamados de centopeias fechadas.

Q ¢ 0
=R
.4
- Uma centopeia fechada é um grafo obtido tomando um
ciclo ', de ordem b adicionando pelo menos um pendente a
cada 1no do ciclo, conforme ilustra a Figura 1. /‘J
o TN
W, \

Figure 1: Centopeia Fechada

- Teorema: Se C é uma centopeia fechada de ordem n e ciclo Cy, e A é a matriz de adjacéncias

de C, entao para qualquer matriz diagonal D, cujas entradas na diagonal correspondentes aos
pendentes de C sdo iguais a 1, a matriz laplaciana perturbada 7(C) = D — A(C) tem b autovalores
maiores que 1 e b autovalores menores que 1. Além disso, a multiplicidade de 1 como autovalor

de F(C) ¢ 1y, — b,

- O resultado acima vale, em particular, para as matrizes L, Q e L.

- Denotamos por Cs(p, p,0), com p > 1, o grafo uniciclico obtido
adcionando exatamente p pendenteq a exatamente dois dos vér-
tices do triangulo C3, conforme ilustra a Figura 2.

Figure 2: Grafo Uniciclico Cs(4,4,0)

- Utilizando nosso algoritmo, obtivemos os seguintes espectros de Cs(p, p, 0) para diferentes matrizes.

Espectro de Cs(p, p,0) para as matrizes:

. op—1 —1+/TFAp 14075
Adjacéncias {O“p k. G N }
: 2p—2 ptit/p+8p+4 ptidtyp+4

o2p—1 2p+3 2p+5i\/:lp'2—|—8p+l}

Laplaciana Normalizada {0, 1 R ptD)

Exemplo

Para o grafo G da figura abaixo e respectiva matriz laplaciana perturbada #(G), vamos determinar o
numero de autovalores no intervalo (0, 1):

2-1-1-1-2 0 0 0 0

=1 1=2 0 0=1=2 0 0

~1-2 0 0 0 0 0 0-I

-1 0 0 1 0 0 0 0 0

Pay=[-2 0 0 0 1 0 0 0 0
0-1 0 0 0 0 0 0 0

0-2 0 0 0 0 1-=1 10

0O 0 0 0 0 0-1 0 0

0 0-1 0 0 0 0 0 1

. Aplicando o algoritmo para #(G), com a = —1, os vértices sdo inicializados com d;; — 1, como ilustrado

no lado esquerdo da figura abaixo.

- O lado direito da figura acima mostra que o algoritmo produziu cinco valores negativos, trés valores
positivos e um valor zero, concluimos que P(G) tem cinco autovalores menores que 1, trés autovalores
maiores que 1 ¢ um autovalor igual a 1.

. Aplicando o algoritmo para a mesma matriz Z(G), com a = 0, o algoritmo produziu quatro valores

negativos, cinco valores positivos e nao produziu zeros, logo IB(G) tem quatro autovalores negativos e
cinco autovalores positivos.

. Conclusao: O grafo tem exatamente um autovalor no intervalo aberto (0, 1).



