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RESUMO

Diversos métodos de sintese de fungdes Booleanas foram propostos na literatura mas o
relacionamento entre elas ndo € claramente definido e uma comparacao se torna ttil para
decidir qual método € mais indicado para uma dada aplicacdao. Este trabalho apresenta
e implementa diversos métodos de sintese de funcdes Booleanas. Dentre eles, métodos
que utilizam operagdes AND e OR, métodos que utilizam operagdes AND, OR e XOR,
métodos que resultam em expressdes com estrutura dois niveis e métodos que resultam
em expressdes com estrutura multinivel. Ao final, € feita uma comparacao destes métodos
considerando métricas como nimero de literais, custo de implementacao, profundidade

16gica e tempo de execugao.

Palavras-chave: Func¢des Booleanas. Sintese 16gica. Ferramentas de EDA. Otimizacao

l16gica. Circuitos digitais.



A Comparative Analysis of Different Boolean Function Synthesis Methods

ABSTRACT

Several logic function synthesis approaches have been proposed but the relationship be-
tween them is not clearly defined. Such a comparison becomes quite useful for the de-
cision of which one is more suitable for a given application. This work presents and
implements a set of Boolean function synthesis methods. This set of methods contains
methods based in AND and OR operations, methods based in AND, OR and XOR opera-
tions, two-level synthesis methods and multilevel synthesis methodos. At the end of this
work, a comparison is done considering metrics as literals number, implementation cost,

logic depth and execution time.

Keywords: Boolean function. Logic synthesis. CAD tool. Logic optimization. Digital

circuit.
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1 INTRODUCAO

Desde a criacdo do primeiro CI em 1958, o nimero de transistores por drea de
silicio vem aumentando exponencialmente com o passar dos anos. Este comportamento
for previsto por Moore em 1965 (MOORE, 1965), sendo popularmente conhecido como
a Lei de Moore. Inicialmente, a Lei de Moore predizia que o nimero de transistores por
area de silicio, a um mesmo custo, dobraria a cada dois anos. Anos depois esta taxa foi
corrigida para o dobro de transistores a cada 18 meses, sendo que esta taxa € vista até os
dias atuais.

Com o aumento exponencial do nimero de transistores em um CI, além do au-
mento da complexidade da fabricacdo do mesmo, fez com que o desenvolvimento manual
de Cls se tornasse impraticidvel. Desta forma, é necessdria a utilizacdo de ferramentas
computacionais para este desenvolvimento. Estas ferramentas sdo chamadas de ferra-
mentas de EDA (Eletronic Design Automation).

Geralmente, ferramentas de EDA executam trés grandes etapas: a sintese de auto-
nivel, a sintese logica e a sintese fisica (MICHELI, 1994).

A sintese de alto-nivel consiste em transformar uma descri¢ao algoritmica do com-
portamento desejado ao circuito em uma descricdo de hardware, como RTL (Register
Transfer Lever), que implementa este comportamento. A descri¢do algoritmica é comu-
mente feita utilizando formatos como System C, VHDL e Verilog.

A sintese 16gica tem como objetivo transformar uma descricdo em RTL em uma
estrutura primitiva de um circuito, como uma representagdo por portas l6gicas. Esta etapa
¢ tipicamente dividida em trés fases: otimiza¢@o independente de tecnologia, mapeamento
tecnoldgico e otimizacao dependente de tecnologia. A primeira fase aplica transforma-
coes que nao dependem da tecnologia do circuito final, dependendo apenas do comporta-
mento funcional desejado, e gera uma estrutura intermedidria, que pode ser, por exemplo,
uma expressao Booleana, uma rede Booleana ou um grafo. Em seguida, o mapeamento
tecnoldgico mapeia partes da estrutura intermedidria em células com informagdes relati-
vas a tecnologia do circuito final. Por fim, a otimizacao dependente de tecnologia realiza
otimizacdes nas células mapeadas, como redimensionamento de células e duplicacdo de
l6gica.

A sintese fisica € tipicamente dividida em duas fazes: o posicionamento, que tem
como objetivo posicionar as células dentro da drea do chip de forma com que nao haja so-

breposi¢oes de células, e o roteamento destas células, realizando a conexdo destas células
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através de fios com o objetivo de minimizar métricas como comprimento total de fios e
diminuicdo do atraso causados por estes fios, por exemplo.

Uma possivel forma de realizar a sintese independente de tecnologia € utilizando
métodos de sintese de fungdes Booleanas. Um método de sintese de funcdes Boolea-
nas busca representar um dado comportamento l6gico, geralmente representado por uma
tabela verdade, em uma expressdo Booleana contendo literais e operadores Booleanos.

Existem diversos métodos de sintese de fun¢des Booleanas e cada método pode
apresentar diferentes abordagens. Uma func¢io Booleana pode ser sintetizada em uma es-
trutura de dois niveis, como somas-de-produtos (SoP) ou produto-de-somas (PoS) , ou em
uma expressao fatorada de estrutura multi-nivel (MICHELI, 1994). Existem abordagens
onde a representagdo de fungdes pode ser restringido ao uso de operagdes de AND e OR,

enquanto outras abordagens utilizam também a operacdo de OU-Exclusivo (XOR).

1.1 Motivacao

Cada método de sintese de funcdes Booleanas apresenta caracteristicas interessan-
tes mas também desvantagens que devem ser consideradas. Apesar destas caracteristicas
serem conhecidas, o relacionamento entre diferentes métodos nao € bem estabelecido.
Usualmente, alguns métodos apresentam resultados melhores para drea mas apresentam
uma grande profundidade l6gica, enquanto outros apresentam melhores resultados em
profundidade 16gica mas apresentam resultados piores em drea. Logo, o quanto um mé-
todo ganha ou perde em diferentes aspectos em relacdo a outros métodos, se torna uma

questdo interessante de ser respondida.

1.2 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo implementar diferentes métodos de sintese de
fungdes Booleanas e comparar os seus resultados em relagdo ao nimero de literais, custo
de implementacao, a profundidade 16gica da expressao resultante e a tempo de execugao

destes métodos.
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1.3 Organizacao do Texto

O restante do texto estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2, sdo apresen-
tados diversos métodos de sintese de fun¢des Booleanas, explicitando suas caracteristicas
e como o método realiza a sintese. No capitulo 3, € apresentada a implementacao dos
métodos apresentados no capitulo anterior, detalhando estrutura de dados e estratégias
utilizadas para realizar a implementacido dos mesmos. No capitulo 4, sdo apresentados os
resultados deste trabalho, comparando os métodos apresentados em relagdo ao nimero de
literais, custo de implementacdo, profundidade 16gica e tempo de execugdo para diversas

fun¢des Booleanas. Por fim, no capitulo 5 € feito um resumo e a conclusao deste trabalho.
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2 METODOS DE SINTESE

Em vérios métodos apresentado neste trabalho, a entrada serd uma tabela verdade
de n varidveis. Uma tabela verdade de n varidveis possui 2" linhas, onde cada linha
representa uma possivel valoracdo das varidveis. Cada linha possui uma ou mais saidas,
que representam se aquela valoragdo das varidveis € verdadeira, falsa ou don’t care, para
uma dada funcdo. Neste trabalho somente serdo utilizadas tabelas verdades de uma saida,
com os possiveis valores de saida sendo verdadeiro ou falso. Um exemplo de tabela
verdade é apresentados na Figura 2. Estd tabela verdade vai ser utilizada como entrada de

diversos métodos apresentados neste capitulo, para um estudo de caso.

A| B |C | OUT

0 0 0 0

0 0 1 0
010 ©

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

Uma tabela verdade pode ser representada por seus mintermos € seus maxtermos.
Um mintermo é um produto de literais onde cada varidvel aparece uma vez em forma
complementar ou ndo-complementar. Uma linha onde a saida € verdadeira resulta em um
mintermo positivo, enquanto uma saida falsa resulta em um mintermo negativo. A conver-
sdo de valores em binario de uma tabela verdade para os mintermos € feita considerando
as valoracdes de varidveis na respectiva linha. Se a valoracdo da varidvel € positiva, o lite-
ral presente no mintermo terd polaridade positiva, caso contrério terd polaridade negativa.

Esta conversao, considerando todas as valoracdes de 3 varidveis, ¢ mostrada na Figura 2.

Figura 2.2: Conversao de bits para mintermos.

abc

000 —>a-b-c
001 —>a-b-c
010 —>a-b-c
011 —>ab-c
100—>a-b-c
101 —>a-b-c
110—>abc
111 —>abc
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Um maxtermo € uma soma de literais onde cada varidvel aparece uma vez em
forma complementar ou ndo-complementar. Uma linha onde a saida € verdadeira resulta
em um maxtermo negativo, enquanto uma saida falsa resulta em um maxtermo positivo.
No caso dos maxtermos, se a valoracao da varidvel € positiva, o literal presente no max-
termo terd polaridade negativa, caso contrdrio terd polaridade positiva. Essa conversao,

considerando todas as valoracdes de 3 varidveis, € mostrada na Figura 2.

Figura 2.3: Conversao de bits para maxtermos.

abc

000—>a+b+c
001 —>a+b+c
010—>a+b+c
011 —>a+b+c
100 —>a+b+c
101 —>a+b+c
110—>a+b+c
111 —>a+b+c

Neste trabalho serdo utilizados na maior parte dos casos 0s mintermos positivos e
os maxtermos positivos. Logo, ocultarei a expressdo positivo quando me referir a eles e
explicitarei se forem usados 0s mintermos ou maxtermos negativos.

Os métodos para sintese de func¢des l6gicas aqui apresentados nao estdo comple-
tos, existem muitos outros. As abordagens discutidas a seguir sdo umas das mais utiliza-

das na sintese légica de circuitos digitais.

2.1 Expressoes com operacoes AND e OR

As operacdes AND e OR sdo as operagdes mais comuns na sintese de funcdes
Booleanas. A grande maioria dos métodos utiliza estas operagdes na expressao Booleana
resultante.

Nesta secdo, serdo apresentado cinco métodos que utilizam somente operagdes
AND e OR. Dentro destes cinco métodos, os trés primeiros apresentam um estrutura dois

niveis € os outros dois uma estrutura multinivel.
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2.1.1 Expressoes Canonicas

A forma mais direta de representar uma tabela verdade em uma expressao 16gica
¢ sua forma normal candnica (MICHELI, 1994). A forma normal candnica pode ser
construida de duas maneiras distintas: a forma normal candnica disjuntiva, composta
de produtos de literais unidos por somas, onde cada produto de literais é chamado de
cubo, e a forma normal candnica conjuntiva, composta de somas de literais unidas por
produtos, onde cada soma de literais é chamado de cldusula. Devido a forma estrutural
destas formas, a primeira € chamada de soma-de-produtos candnica, ou SOP candnica, e
a segunda de produto-de-somas candnica, ou POS candnica.

Para a constru¢do de uma expressdo baseada nestas duas possiveis formas, sdao
utilizados, respectivamente, 0os mintermos € 0os maxtermos de uma tabela verdade. Uma
SOP € construida ligando todos os mintermos de uma fun¢io por opera¢des OR enquanto
uma POS ¢ construida ligando todos os maxtermos de uma fungdo por operacdes AND.
Para a tabela verdade apresentada na Figura 2, sua SOP é mostrada abaixo:

F=a-b-¢+a-b-c+a-b-c+a-b-c, 2.1

e sua POS a seguir:

F=a+b+c-a+b+c-at+bt+c-at+b+e (2.2)

2.1.2 Sintese de dois niveis utilizando légica de MUX

Um multiplexador, ou MUX, é um bloco combinacional que seleciona um dos
sinais de entrada para ser conectado a uma tnica saida (BROWN; VRANESIC, 2008).
Em outras palavras, a saida de um MUX corresponde a um dos sinais de entrada de
acordo com o sinal de sele¢do, sendo composto por 2" entradas e n sinais de selecdo.

Um multiplexador pode ser logicamente implementado utilizando operagdes AND
e OR. Cada entrada € ligada por uma operacao AND aos sinais de selecdo e estas opera-
coes AND sao ligadas por uma operagdao OR. Desta forma, um MUX pode ser implemen-
tado por uma SOP, onde cada cubo corresponde a uma condicao de selegd@o e a respectiva
entrada selecionada. A expressdo genérica de um MUX com quatro entradas, representa-

das por €0, el, e2 e e3, e dois sinais de selecdo, representados por a e b, € mostrada na
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Equacdo a seguir:

F=a-b-eO+a-b-el4+a-b-e2+a-b-e3 (2.3)

Devido as semelhangas topoldgicas e de implementacido, um MUX pode represen-
tar uma tabela verdade onde a saida de cada linha da tabela verdade é um sinal de entrada
do MUX e as varidveis sdo os sinais de selecio. E necessdrio um MUX de n sinais de
selecdo para implementar uma tabela verdade de n varidveis, seguindo esta ldgica. A im-
plementacdo da tabela verdade utilizada como estudo de caso em um MUX 8x1 estd na

Figura 2.4 e sua expressio logica é a mesma SOP da tabela da tabela verdade.

Figura 2.4: Implementacdo da tabela verdade em um MUX de oito entradas.

ABC

A representacdo de uma tabela verdade utilizando MUX mostrada anteriormente
é bastante direta, mas ndo implementa nenhum tipo de minimizagdo. E possivel imple-
mentar uma fun¢do de n varidveis utilizando um MUX com 2" ! sinais de entradae n — 1
sinais de selecdo. Para fazer esta minimizacdo, n — 1 varidveis sdo utilizadas como sinais
de sele¢do deste MUX com 2" ! entradas e em cada entrada deste MUX havera um MUX
de duas entradas, sendo o seu sinal de selecdo a varidvel restante. A Figura 2.5 mostra
esta modificacdo no MUX de oito entradas apresentado anteriormente.

Dado um MUX de duas entradas existem trés formas de simplificad-lo: se suas
entradas apresentarem o mesmo valor, este MUX pode ser substituido por este valor; se
a primeira entrada for O e a segunda entrada for 1, este MUX pode ser substituido pelo
sinal de selecdo com a polaridade positiva; se a primeira entrada for 1 e a segunda for
0, o MUX pode ser substituido pelo sinal de selecio com a polaridade negativa. Essa

otimizacao é mostrada na Figura 2.6 e sua expressao logica estd abaixo:

F=a-b-c+ta-b+a-b-c 2.4
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Figura 2.5: Utilizacdo de MUX de duas entradas para simplificar transformar o MUX
original em um MUX de quatro entradas.
00—

AB

L
S A

Figura 2.6: Fung¢do original implementada em um MUX de quatro entradas.

AB

2.1.3 Algoritimo de Quine-McCluskey

O algoritmo de Quine-McCluskey é um dos mais difundidos métodos de sintese
de funcdes Booleanas (MCCLUSKEY, 1956). Este algoritmo encontra uma SOP com o
menor nimero de cubos de uma dada tabela verdade de n varidveis, podendo também ser
utilizado para encontrar uma POS com o menor niimero de cldusulas. Estas expressdes
sdo conhecidas como ISOP, ou soma-de-produtos irredundante, e IPOS, ou produto-de-
soma irredundante.

O algoritmo consiste em dois passos principais: encontrar todos 0s cubos impli-
cantes primos da funcdo e utilizar estes cubos implicantes primos para cobrir os minter-
mos desta funcao.

Um cubo implicante é um cubo que consegue representar, ou cobrir, um ou mais
mintermos e é chamado de primo, ou redundante, se ndo pode coberto por nenhum outro
cubo. Um implicante primo € chamado de essencial quando existe um mintermo que sé é
coberto por este cubo.

O algoritmo inicia utilizando os mintermos como cubos implicantes iniciais. Se
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dois cubos possuem os mesmos literais e a Unica diferenca entre estes cubos € a polaridade
de um literal, este literal pode ser considerado como don’t care, ou seja, pode ser removido

do cubo. Esta simplificacdo ¢ feita da seguinte forma:
a-b-c+a-b-c=a-b-(c+c)=a-b-1=a-b, (2.5)

e este novo cubo cobre os dois cubos anteriores.

Esta etapa € feita até que todos os cubos sejam comparados e a préxima etapa rea-
liza as mesma a¢des que a anterior, mas considera os cubos simplificados e os que nao fo-
ram utilizados em nenhuma simplificacdo na etapa anterior. Quando nao existe nenhuma
simplificacdo entre um etapa e outra, este passo estd completo e os cubos resultantes sdao
chamados de cubos implicantes primos. O lado esquerdo da Figura 2.7 mostra os cu-
bos referentes a tabela verdade utilizada até aqui, as flechas representam quais os cubos
que podem ser combinados. No lado direito desta figura estdo os cubos 1 e 2 resultantes
das combinacdes e o primeiro cubo que se manteve inalterado, pois ndo foi utilizado em
nenhuma combinagdo. Apds as combinagdes mostradas, nenhuma combinacao pode ser
feita e esta etapa € encerrada.

Figura 2.7: Combinagdo dos cubos e cubos resultantes.
. gXa-ll-c 1 ab
a-b-c >2 2 ac
a-b-c

A cobertura dos mintermos € feita fixando os implicantes primos essenciais e uti-
lizando os outros implicantes primos para cobrir os mintermos restantes. Para fazer a
cobertura dos cubos implicantes primos nao essenciais, € utilizada uma tabela de cober-
tura. Cada linha desta tabela representa um cubo e cada coluna representa um mintermo
que deve ser coberto. Quando um cubo cobre um mintermo, a posi¢ao da tabela referente
ao cubo e ao mintermo € marcada. Um conjunto de linhas onde todas as colunas pos-
suem pelo menos uma marcacdo, € considerada uma cobertura. A cobertura que possuir
o menor nimero de linhas, ou seja de cubos implicantes primos € a saida do algoritmo.

Como continuagdo do exemplo da Figura 2.7, o primeiro mintermo sé é coberto
por ele mesmo, o terceiro mintermo sé € coberto pelo cubo 1 e o quarto mintermo sé
¢ coberto pelo cubo 2. Sendo assim, todos os cubos resultantes sdo cubos implicantes
primos essenciais e nao tem necessidade de utilizar a tabela de cobertura. Um exemplo

da aplicacdo da tabela de cobertura € visto na Secdo 2.2. A expressdo que resulta da
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aplicacdo deste algoritmo na tabela verdade de exemplo € a seguinte:

F=a-b+a-b-c+a-c (2.6)

Também € possivel encontrar uma expressao na forma de POS utilizando o algo-
ritmo de Quine-McCluskey. Para isso, sdo utilizados os mintermos negativos da tabela
verdade. O funcionamento do algoritmo € basicamente o0 mesmo, sendo a tnica diferenca
que a SOP resultante deve ser negada. Por fim, sdo aplicadas o teorema de De Morgan
para transformar esta SOP negada em uma POS (HURLEY, 2011). A POS resultante da

aplicacao deste algoritmo utilizando a mesma tabela verdade é mostrada a seguir:

F=(a+b)-(@+b+7e)-(a+c). (2.7)

2.1.4 Sintese Multinivel Utilizando MUX

Até agora, foram apresentados métodos que resultam em expressdoes com dois
niveis, sendo este o primeiro que apresenta resultados multinivel. Neste método sao uti-
lizados os conceitos apresentados na Se¢do 2.1.2 referentes a substituicdo de um MUX
de duas entradas por um tnico sinal e diminuicdo de tamanho de um MUX utilizando
MUXs de duas entradas. Este método consistem em transformar um MUX de 2" em
2™ — 1 MUXs de duas entradas, divididos em n niveis. A representacdo da tabela verdade

utilizada como exemplo em MUXs de duas entradas € mostradas na Figura 2.8.

Figura 2.8: Fung¢do original implementada em um MUX de duas entradas.

As simplificacdes de MUX de duas entradas sdo feitas e em caso de dois MUX
tiverem as mesmas entradas e o mesmo sinal de selecao, um deles pode ser desconsiderado
e a saida do restante estara ligada nas respectivas entradas. A expressao resultante sera

construida a partir o MUX mais proximo a saida, considerando sua expressdo genérica,
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mostrada na Equacao 2.3.

A rede de MUX resultantes considerando a tabela verdade utilizada como exemplo
¢ mostrada na Figura 2.9. Apesar de serem as mesmas entradas que eram utilizadas no
MUX de 4 entradas na Secao 2.1.2, a expressao final serd mais simplificada, pois o literal

a é posto em evidéncia, como mostrado a seguir:

F

@-b-c)+a-(b+(b-2)). (2.8)

Figura 2.9: Rede de MUX de duas entradas apos otimizagdes.
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2.1.5 Fatoracao de funcoes Booleana

Fatorar uma funcao Booleana é uma das operacdes bdsicas dos algoritmos de sin-
tese l6gica. De forma geral, fatorar uma expressdao Booleana é modificd-la com o intuito
de diminuir o nimero de literais utilizados. Existem diferentes abordagens de fatoracao
Booleana, porém nio existe um método para qualquer fun¢do com mais que 4 varidveis
que garanta uma expressao com numero 6timo de literais (MICHELI, 1994). O método
escolhido para fazer parte deste trabalho é um método que fatora uma fung¢do Booleana
utilizando particionamento de grafos (MINTZ; GOLUMBIC, 2005).

Este método consiste em reduzir a expressdo de entrada utilizando particiona-
mento de grafos de forma recursiva, até que um subgrafo represente uma funcio read-
once. Uma func¢do é chamada de read-once se for possivel representar esta funcao em
uma expressao onde cada literal aparece apenas uma vez. Esta classe de funcio € de in-
teresse pois € possivel obter uma expressao com nimero 6timo de literais se a fungdo for
read-once (GOLUMBIC; MINTZ; RODICS, 2005).

Para uma dada expressdo de entrada, que consiste em uma SOP ou uma POS, um
grafo € criado para esta express@ao. Um nodo € adicionado ao grafo para cada cubo/clausula
da expressao. Dois nodos sdo ligados por uma aresta se 0s mesmos tiverem literais em

comum.
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Além do grafo da expressao original, também € criado um grafo para sua expres-
sdo dual, ou seja, se a entrada for uma SOP, € necessdrio gerar uma POS equivalente,
e vice-versa. Em seguida, estes grafos sdo analisados para escolher o particionamento
que minimiza o numero de arestas entre dois subgrafos. As expressoes referentes a estes
subgrafos sdo utilizadas como entrada para proxima chamada da recursao.

As expressoes resultantes destas chamadas recursivas serdo ligadas utilizando a
operacdo principal da expressdo que originou o grafo utilizado. Desta forma, se o grafo
foi gerado a partir de uma SOP, as expressdes serdo ligadas por uma operacdo OR, e
caso contrario, por uma operacdo AND. A recursdo acaba quando uma funcao reed-once
€ encontrada e sua expressao resultante serd gerada a partir do algoritmo mostrado em
(GOLUMBIC; MINTZ; RODICS, 2005). A expressao resultante para este método, utili-

zando a SOP candnica mostrada na Equacao 2.1 como entrada, estd a seguir:

F=@-c)+(a-(b+7)). (2.9)

Este € o unico método deste trabalho que ndo foi implementado pelo autor. O
método tinha sido previamente implementado por membros do laboratério de pesquisa e
constava no repositorio do mesmo. Desta forma, sua implementagdo ndo serd apresentada

no capitulo seguinte.

2.2 Expressoes com operacoes AND, OR e XOR

Além das operacdoes AND e OR utilizadas no métodos anteriores, a operagao XOR
€ uma operacgdo bastante utilizada, principalmente em circuitos aritméticos. A sua utiliza-
cdo em métodos de sintese de funcdes Booleanas pode melhorar os resultados da sintese
(SASAO, 1993b), devido a possibilidade de utilizar somente uma opera¢do para repre-
sentar 0 mesmo comportamento l6gico que necessitava de trés operacdes se forem consi-

deradas apenas operacdes AND e OR.

2.2.1 Extensao do algoritmo de Quine-McCluskey

Uma expansao ao algoritmo de Quine-McCluskey é apresentada em (TURTON,
1996). Esta expansdo considera que os cubos podem conter operagdes XOR, além das

operacdoes AND que sdo utilizadas usualmente. Para a explicacdo desta expansdo consi-
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derarei que um cubo pode conter operacdes AND e XOR.

A diferenca da implementacgdo desta expansdo em relagdo a implementacao do al-
goritmo original estd na combinacdo dos cubos. Além de combinar como no algoritmo
original, onde apenas um literal tem a polaridade diferente, também sdo combinados cu-
bos que possuem dois literais com polaridade diferente. Caso estes literais tenham pola-
ridades inversas em cada um dos cubos, serd feita uma XOR entre estas duas variaveis.
Caso contrdrio, ou seja, um cubo tem estes dois literais com polaridade positiva e o outro
cubo com polaridade negativa, serd feita uma XNOR destas duas varidveis.

Utilizando a tabela verdade utilizada como exemplo, a Figura 2.10 mostra a sim-
plificacdo dos cubos neste algoritmo. Na esquerda desta imagem sdo mostrados os min-
termos, e as flechas representam quais os cubos que tem dois literais com polaridades
diferentes e podem ser simplificados. A direita da imagem estdo os cubos resultantes,
onde os cubos 1 e 2 foram obtidos combinando cubos com apenas um literal com polari-
dade diferente, e apresentam apenas operagdes AND, e os cubos 3, 4 e 5 foram obtidos
combinando cubos com dois literais com polaridade diferente, e apresentam as operacoes
AND e XOR.

Figura 2.10: Combinagdo dos cubos e cubos resultantes.

ab-c 1 a-b

¢ b, 2 ac

{05 c>2 53 c(aob)

a-b-c 4 a-(bec)
5 b-(a®c)

Todos os mintermos sdo cobertos por mais de um cubo implicante primo, desta
forma, ndo existe nenhum cubo implicante primo essencial e é necessdrio utilizar a tabela
de cobertura para obter a expressao final. A Figura 2.11 mostra a tabela de cobertura para

este problema, considerando seus cubos implicantes primos e seus mintermos.

Figura 2.11: Tabela de cobertura.

Mintermos [ —

Cubos abc| abc| abc|abc
ab X X
ac X X

c(a®b)| X X

a-(bec) X X

b-(aac) | X X

Existem diversos conjuntos de linhas da tabela que fazem com que todas as co-

lunas sejam marcadas, porém s6 dois utilizam o menor nimero possivel de linhas. O
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primeiro conjunto de linhas contém a primeira e a quinta linha e o segundo conjunto de
linhas contém segunda e a terceira linha. A expressdo resultante destas duas coberturas

estdo a baixo:

F=(a-b)+b-(a®c), (2.10)

F=(a-t)+c-(adb). (2.11)

2.2.2 Sintese Utilizando Expansoes

Outra forma de obter uma expressdo Booleana com caracteristicas especificas €
aplicando expansdes a uma expressao inicial. Diversas classes de expressdes que utilizam
operagdes XOR sdo mostradas em (SASAQO, 1993a). Dentro deste conjunto de classes, 5
classes sdo obtidas aplicando expansdes em uma expressao de entrada.

As expansdes que serdo utilizadas para esta sintese sdo: a Expansdo de Davio

Positiva, representada pela expressdo abaixo:

F=1 fo®z - [fo (2.12)
a Expansdo de Davio Negativa, representada pela expressao abaixo:

F=m-fp®l-fi (2.13)

e a Expansdo de Shannon, representada pela expressao abaixo:

onde F= f(x1, 29,23, ...,x,), fo = f(0, 20,23, ...,2,), f1 = f(1,22,23,...,2,)e
f2=fo® f1.

As expressdes abordadas neste trabalho estao definidas a seguir:

Expressido Reed-Muller de Polaridade Positiva: E aplicada a Expansio de Davio
Positiva para cada varidvel da expressdo de entrada. Esta expressdo € inica para uma dada
expressao e ¢ composta de somente literais com polaridade positiva. A representacio da

Equacio 2.1 estd abaixo:
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F=a®® (a®a)®(c - (a® (D (aPa))®add)). (2.15)

Expressao Reed-Muller de Polaridade Fixa: Podem ser aplicadas tanto a Expansao
de Davio Positivo quanto de Davio Negativo para cada varidvel da expressao de entrada.
Desta forma, serdo geradas 2" possiveis expressoes para uma dada expressao de entrada.
Estas expressdes terdo os literais ou com polaridade positiva ou com polaridade negativa.

Uma possivel representacao da Equacdo 2.1 esta abaixo:

F=a®(c-(a®(adb))). (2.16)

Expressdao Kronecker: Podem ser aplicadas a Expansdao de Davio Positivo, de
Davio Negativo ou de Shannon a cada varidvel da expressdao de entrada. Desta forma,
serdo geradas 3" possiveis expressdes para uma dada expressao de entrada, sem nenhuma
restricdo na polaridade dos literais. Uma possivel representacdo da Equacdo 2.1 estd

abaixo:

F=(-a)®(c-(ad®D)). (2.17)

Expressao Pseudo Reed-Muller: Quando uma das expansdes mostradas € aplicada
em uma expressao sao geradas duas sub-expressdes conectadas pelo operador XOR. No
caso da Expressdo Pseudo Reed-Muller, podem ser aplicadas a Expansdo de Davio Po-
sitiva ou de Davio Negativa para cada varidvel e para cada sub-expressdo. Desta forma,
serdo geradas 22" possiveis expressdes para uma dada expressio de entrada, sem ne-
nhuma restri¢do na polaridade dos literais. Uma possivel representacdo da Equacdo 2.1

esta abaixo:

F=a®(c-b). (2.18)

Expressao Pseudo Kronecker: Na Expressdao Pseudo Kroneker, podem ser aplica-

das a Expansdo de Davio Positiva, de Davio Negativa ou de Shannon para cada varidvel
~ ~ on P ~

e para cada sub-expressdo. Desta forma, serdo geradas 3 possiveis expressdes para

uma dada expressao de entrada, sem nenhuma restri¢ao na polaridade dos literais. Uma

possivel representacdo da Equagdo 2.1 esté abaixo:

F=a®(c-b). (2.19)
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3 IMPLEMENTACAO

A implementagdo deste trabalho foi feita utilizando a linguagem de programagao
Java e a validagdo dos resultados, ou seja, se as expressoes da saida correspondiam logi-
camente a tabela verdade da entrada, foi feita utilizando o framework Karma (KLOCK et
al., 2007). E possivel implementar os métodos mostrados no capitulo anterior de diversas
maneiras. As implementagdes mostradas neste capitulo ndo sdo o estado-da-arte, sendo
assim, existem implementa¢des mais eficientes na literatura.

A tabela verdade, entrada de diversos métodos, € representada por dois vetores de
inteiro, um contendo os valores das linhas onde a funcdo vale 1, ou seja, os mintermos
positivos, e o outro contendo os valores das linhas onde a func¢do vale 0, os maxtermos
positivos. Todos os métodos apresentam a expressdo de saida em uma String e alguns

destes, utilizam estas expressdes como entrada e saida.

3.1 Expressoes Canonicas

Por serem a forma mais direta de sintetizar uma fungdes, possuem também uma
implementagdo bastante direta. Para cada inteiro do vetor de mintermos, € feita a leitura
bit a bit para determinar qual a polaridade de cada literal e sdo inseridos caracteres para
indicar a operacdo AND entre os literais na String de saida. Quando o bit vale 0, o literal
terd polaridade negativa, e caso valer 1, o literal terd polaridade positiva. Ao fim da leitura
de cada inteiro, é adicionado um caractere para indicar a opera¢do OR entre o cubos. A
POS candnica tem funcionamento semelhante, modificando a entrada, as operacdes e as
polaridades. E utilizado o vetor referente aos maxtermos neste caso. Na leitura bit a bit
dos inteiros do vetor, o literal terd polaridade positiva se o bit for 0 e polaridade negativa
se o bit for 1. Os literais sdo separados por caracteres que indicam a operagdo OR e as

clausulas sdo separadas por caracteres que indicam a operacdo AND.

3.2 Sintese de Dois Niveis Utilizando Logica de MUX

Para a sintese dois niveis utilizando a 16gica de MUX, € utilizado como entrada o
vetor referente aos mintermos. E utilizado um vetor de inteiros de 2"~ posi¢des como

estrutura intermedidria, com todos os valores do vetor inicialmente iguais a 0. Este vetor
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pode conter quatro diferentes valores, onde o valor O representa o valor 16gico 0, o valor
1 representa o valor 16gico 1, o valor 2 representa a varidvel presente na selecio com
polaridade positiva e o valor 3 representa esta varidvel com polaridade negativa.

Quando € necessdrio inserir um valor ao vetor intermedidrio, isto € feito na posi-
cdo referente a divisdo inteira por 2 do inteiro. Para cada inteiro do vetor de entrada os
seguintes passos sdo seguidos: se o inteiro for impar, seu valor é armazenado em uma
varidvel tempordria; se o valor for par, o inteiro armazenado € testado e caso seja igual ao
inteiro atual menos 1, o valor 1 serd adicionado ao vetor intermediario, caso contrario, o
valor adicionado referente a este inteiro serd 2 e o deve ser adicionado o valor 3 referente
ao inteiro armazenado e seu valor deve ser apagado.

Cada posicdo deste vetor intermedidrio corresponde a respectiva entrada de um
MUX com 2~V entradas. A expressdo de saida é gerada considerando o funcionamento
l6gico de um MUX, como mostrado na Equacao 2.3.

A selecdo de qual a varidvel serd utilizada na entrada afeta o resultado da sintese,
desta forma, este método € executado n vezes, utilizando todas as varidveis, uma de cada
vez, como uma possivel entrada, e € selecionada a menor expressao de saida como resul-
tado do método. As expressoes resultantes sdo avaliadas e a expressdo com menos literais

¢é escolhida.

3.3 Algoritmo de Quine-McCluskey

A entrada deste método € o vetor de inteiros referente aos mintermos. Os minter-
mos sao convertidos em uma estrutura para representar cubos. Esta estrutura € composta
por inteiros, mas as manipulacdes sdo feitas bit a bit. Um mintermo com n literais, pre-
cisa de 2 x n bits para ser representado nesta estrutura, onde cada literal € representado
por dois bits. Isso é necessario pois € preciso representar os literais que sdo don’t care
nos cubos. Cada literal negativo € representado pelos bits 01, os literais positivos sdo re-
presentados pelos bits 10 e os don’t cares por 11, mantendo a ordem dos literais originais.
Esta codificacdo é chamada de positional-cube notation (MICHELI, 1994).

Os cubos sdo divididos considerando a quantidade de literais positivos para faci-
litar a combinacao entre eles. Desta forma, os cubos somente sdo comparados com 0s
cubos que possuem um literal positivo de diferenca. Para comparar dois cubos, € feita
uma operacdo XOR entre eles. Se no resultado existir somente dois bits 1 e estes bits

estiverem em posi¢oes referentes a um literal, os cubos podem ser combinados.
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ApO6s obter todos os cubos implicantes primos, os cubos implicantes essenciais
sdo identificados e colocados na solugdo final. Caso ainda restem mintermos a serem
cobertos, € necessario realizar a cobertura destes.

Para a cobertura € utilizada um pacote chamado de BitSet, por ser uma boa es-
trutura para gerar a tabela de cobertura (RUDELL; SANGIOVANNI-VINCENTELLI,
1989). Um BitSet pode ser considerado como um vetor onde os possiveis valores sdo 0
e 1, mas é considerada pelo compilador como um ndmero inteiro. Diversas operacdes
bindrias estdo disponiveis neste pacote. Para a cobertura, € feito um vetor de BitSet para
representar a tabela de cobertura. Cada BitSet representa um cubo, e cada valor neste
representa se um mintermo € coberto ou nao por ele.

O algoritmo inicia ordenando os cubos em relagdo ao nimero de mintermos que
eles cobrem e em seguida € feita uma estimativa de qual o nimero minimo de cubos
que podem ser utilizados para cobrir os mintermos, que chamarei de c. Por exemplo,
se 0s quatro maiores cubos cobrem quatro mintermos e existem 12 mintermos, a menor
cobertura possivel, teoricamente falando, teria trés cubos, ou seja, o valor de c seria trés.
Sao feitas as combinagdes de ¢ cubos e caso todas as combinagdes tenham sido feitas
e nenhuma solucdo tenha sido encontrada, o valor de ¢ € incrementado, até que uma
cobertura seja encontrada.

Uma otimizagao intermedidria é feita quando sdo escolhidos (¢ — 1) cubos. Caso
nimero de mintermos que precisam ser cobertos seja maior que o nimero de mintermos
que o proximo cubo cobre, ndo € mais necessario continuar esta combinacdo. Como os
cubos estdo em ordem decrescente em relacdo ao nimero de mintermos que cada cubo
cobre, se o préximo cubo cobre menos mintermos que o necessario, nenhum cubo depois
dele cobrird.

Como as combinacdes foram feitas de forma crescente em relagdo ao nimero de
cubos, quando uma cobertura encontrada, todas as coberturas contendo o nimero c atual
de cubos, serdo as coberturas com o nimero 6timo de cubos. As expressdes resultantes

sdo avaliadas e a expressdo com menos literais € escolhida.

3.4 Sintese Multinivel Utilizando Légica de MUX

Para a implementacdo desde método sdo utilizados trés estruturas principais, um

(n—1)

vetor de inteiros com 2 posicdes, que orientard o funcionamento do algoritmo, mapa

dos MUXs utilizados, que serd utilizado para reutilizar um MUX existente, € um vetor
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String, que serd utilizado para gerar a expressao de saida. Nos dois vetores, a seguinte
codificacdo € utilizada: os valores 16gicos 0 e 1 s@o representadas pelos valores O e 1; a
varidvel mais significativa é representada pelo valor 3 e sua negacdo pelo valor 4, e assim
sucessivamente até a varidvel menos significativa, que terd o valor 2 x n e sua negagao
o valor 2 * n + 1. Quando um MUX for criado, serd dado um identificador igual ao
tltimo valor utilizado na codificacdo somado um, no caso do primeiro MUX criado, seu
identificador serd 2 x n + 2.

O vetor de inteiros € inicializado utilizando o método mostrado na Se¢@o 3.2 com
o vetor referentes aos mintermos como entrada. Este vetor podera conter os valores 0, 1,
2xn e 2xn+1. O vetor de String € inicializado da posicao 0 até 2xn + 1, com uma String
referente a codificagdo mostrada anteriormente, ou seja, constantes e literais referentes a
codificacdo.

Cada iteracdo computa um nivel de MUX, ou seja, os MUXs que utilizam uma
dada varidvel como sele¢do. Apds cada iteragdo, o tamanho do vetor serd reduzido pela
metade. Duas posicdo sequentes do vetor sdo comparadas, caso os valores represen-
tem uma das combina¢des mostradas na Se¢do 2.1.4, o valor resultante da combinagao
serd adicionado no vetor utilizado na proxima iteracdo. Caso os valores ndo representem
nenhuma das combinacdes, € necessario criar um novo MUX. O mapa de MUXs € con-
sultado para verificar se este novo MUX ja foi criado. Caso o mapa contenha o MUX,
o mesmo identificador € utilizado no vetor de inteiro e ndo é necessdria nenhuma outra
modificacdo. Caso o mapa ndo contenha este MUX, é gerado um identificador para este
MUX, é computada a String referente a este MUX e € adicionada uma entrada no mapa
referente a ele.

O algoritmo terminard quando o vetor de inteiros possuir apenas uma posicao e o
valor presente nesta posi¢do serd o referente a expressdo Booleana resultante na vetor de
String.

Assim como 0 método apresentado na Secado 3.2, a ordem das varidveis de selecao
afeta o resultado da sintese. Foram utilizadas 2 * n permutacdes na ordem das varid-
veis de forma com que exista, pelo menos, uma permutagdo com cada varidvel como a
varidvel mais significativa e uma permutacdo com cada varidvel como a varidvel menos
significativa. As expressodes resultantes sdo avaliadas e a expressdo com menos literais é

escolhida.
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3.5 Extensao do Algoritmo de Quine-McCluskey

Para realizar a extensdo do algoritmo de Quine-McCluskey é necessdrio alterar
a etapa de obten¢ao dos cubos, inclusive a estrutura de dados. O vetor de mintermos €
utilizado como entrada deste método.

Como € necessario representar a existéncia de uma XOR e e quais sdo as varidveis
de entrada da mesma, um numero fixo de bits como no algoritmo original ndo pode ser
utilizado. Para a representacdo do cubos € utilizado um vetor de inteiros, onde o valor
do inteiro € 2 elevado a sua posicao no vetor. A polaridade € representada pelo sinal
do inteiro e as operacdes XOR e XNOR sdo representadas pela soma dos valores nas
respectivas posi¢coes (TURTON, 1996).

Desta forma, quando € feita a passagem dos inteiros presentes no vetor de entrada
para cubos, o bit menos significativo estard na posi¢do 0 do vetor e terd o valor 1 (2°),
o segundo bit menos significativo estard na posi¢do 1 do vetor e tera o valor 2 (2!) e
assim sucessivamente. Caso o bit seja 0 seu valor serd negativo e caso seja 1 se valor serd
positivo. Quando existir uma operacdo XOR ou XNOR entre duas ou mais posicoes, é
feita a soma dos valores entre estas duas posicoes e o sinal da soma € definido por qual
operacgao € feita, se for a operacdo XOR, o sinal € positivo, se for a operacio XNOR, serd
negativo. Por exemplo, se existir uma operagdo XOR entre os dois literais representados
pelas posicdes 0 e 1, os valores destas duas posi¢des serd 3, e se existir uma operagao
XNOR entre os literais representados pelas posi¢des 2 e 3, os valores destas duas posi¢cdes
seriam -12. Os literais que sao don’t care, sdo representados pelo valor 0.

Os cubos sao divididos considerando o nimero de literais positivos, assim como
no anterior, porém, € necessario comparar cubos com 1 literal positivo de diferenca, assim
como no caso anterior, e cubos com 0 e 2 literais de diferenca, que sdo os casos onde
ocorre a inser¢do da operagdo XOR e XNOR, respectivamente.

A comparacdo ¢ feita fazendo a soma dos valores nos vetores, considerando cada
posicdo. O vetor resultante € analisado considerando qual a diferenga de literais positivos
entre estes dois cubos. Se esta diferenca for 1, os cubos sdo combinados caso exista
somente um valor do vetor resultante igual a 0 e todas as outras posi¢oes sendo igual
ao dobro do valor original. Os casos onde a diferenca é 0 e 2 sdo analisados da mesma
forma. Caso existam dois valores do vetor igual a zero e todas as outros valores sendo
igual ao dobro do valor original a combinagdo pode ser feita. A diferenca estd no sinal,

que € positivo se a diferenca for O e negativo se a diferenca for 2.
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A cobertura ¢ feita da mesma forma que foi apresentada na Secdo 3.3 e as expres-

sOes resultantes sdo avaliadas e a expressdo com menos literais € escolhida.

3.6 Sintese Utilizando Expansoes

A expressao de entrada é uma expressao candnica gerada pelo algoritmo mostrado
na Sec¢do 3.1, sendo esta representa por uma LogicTree. Uma LogicTree € uma estrutura
de dados, desenvolvida pelo laboratério de pesquisa e presente no repositério do mesmo,
que consiste em uma arvore onde cada né interno representa uma fun¢do Booleana e cada
folha representa uma varidvel de entrada ou uma constante, 0 ou 1. Dentre diversos méto-
dos implementados utilizando esta estrutura, os utilizados nesta etapa do trabalho foram
o buildTree, que constréi a arvore utilizando uma expressao Booleana como entrada, re-
placeVariableName, que substitui uma variavel por outra varidvel ou por uma constante,
constantPropagator, para a propagacdo de constantes e os métodos de criacdo de nos,
como o createAnd e createXor, que criam, respetivamente, nés com operacdoes AND e
XOR com entradas que podem ser outros nds, varidveis ou constantes.

Inicialmente € utilizada o método buildTree para criar a LogicTree inicial. Para im-
plementar as expansdes € necessdrio a implementacdo das funcdes f0, f1e f2, utilizadas
nas expansoes, como mostrado na Secao 2.2.2. Para a implementacdo das fungdes f0 e
f1 & utilizada o método replaceVariableName para trocar uma dada varidvel por 0 ou por
1, respectivamente. Para a implementacdo da funcdo f2 € utilizada o método createXor
para criar um né XOR com as fungdes f0 e f1 como entradas deste n6.

Para a implementacdo das expansdes, € utilizado método createAnd para criar dois
n6s AND, com as entradas adequadas, e utilizado o método createXor para criar um no
XOR com os dois nés AND criados como entrada.

Para a obtenc¢do das expressdes Reed-Muller de polaridade positiva, Reed-Muller
de polaridade fixa e de Kroneker, sdo aplicadas as expansdes necessdrias em relacdo a
primeira varidvel e as expressoes resultantes serdo a entrada para a préxima etapa, onde
s@o aplicadas as expansdes em relacao a segunda varidvel, e assim por diante até a tltima
varidvel. As expressoes resultantes da ultima etapa sdo avaliadas e a expressdo com menos
literais € escolhida.

Para as expressoes Pseudo Reed-Muller e Pseudo-Kroeneker, sdo aplicadas as ex-
pansdes considerando a primeira varidvel assim como as expressoes anteriores, porém, a

partir da segunda varidvel o funcionamento € diferente. As arvores resultantes da apli-
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cacdo das expansoes sao divididas em duas subdrvores, uma para cada n6 filho do n6 da
raiz, que representa a operacdo XOR. Em seguida cada expansdo € aplicada em cada su-
barvore em relacdo a segunda varidvel. As etapas de divisdo em subarvores e de aplicacao
de expansoes sao feitas até a ultima variavel.

As expressoes resultantes sdo obtidas escolhendo uma das possiveis expressoes
geradas a partir da aplicagdo de expansdes em cada subdarvore, a cada varidvel. As expres-

sOes resultantes sdo avaliadas e a expressdo com menos literais € escolhida.
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4 RESULTADOS

Para a comparacdo dos métodos apresentados, foram utilizadas mil fungdes de 3,
4, 5 e 6 varidveis, onde cada fungdo foi gerada aleatoriamente. As métricas utilizadas
para comparar as expressoes resultantes de cada método foram o nimero de literais, o
custo de implementacdo e a profundidade 16gica. Além disso, o tempo para executar as
implementagdes dos métodos também serd abordado.

Durante a andlise dos resultados, foi observado que o nimero de literais de uma
expressdo € igual a soma das operacdes AND, OR e XOR da mesma mais 1. Desta
forma, ndo existe nenhum ganho em mostrar informagdes referentes a estas duas métricas.
A métrica custo de implementagdo € uma alternativa ao nimero de operagdes € 0 seu
valor € a soma do nimero de operacdes AND e OR somada com o dobro do nimero de
operacdes XOR. Este valor foi obtido se considerarmos que a tecnologia utilizada para a
implementagdo destas portas l6gicas seja CMOS, com 0 mesmo nimero de transistores na
rede pull-up e na rede pull-down. Desta forma, é possivel implementar uma porta AND,
ou uma porta OR, utilizando 3 transistores NMOS e 3 transistores PMOS, totalizando 6
transistores, € uma porta XOR utilizando 6 transistores NMOS e 6 transistores PMOS,
totalizando 12 transistores.

O método para obten¢do de expressdes Pseudo Reed-Muller s6 pode ser aplicado
em fungdes de 3 e 4 varidveis e o método para obtencao de expressdes Pseudo Kronecker
s6 pode ser aplicado em fungdes de até 3 varidveis. Por este motivo, os resultados do
primeiro método sO aparecerdo na Tabela 4.1 e na Tabela 4.2 e do segundo método s6
aparecerdo na Tabela 4.1.

Os métodos suas abreviagdes que estdo presentes nos graficos e nas tabelas deste
capitulo sdo as seguintes: SOP candnica (SOPC), POS candnica (POSC), sintese de dois
niveis utilizando a légica de MUX (MUX), Quine-McCluskey(QM), sintese multinivel
utilizando 16gica de MUX (MN-MUX), fatoracdo de fun¢des Booleanas (FAT), exten-
sdo do algoritmo de Quine-McCluskey para utilizzar operacdes XOR (QM-XOR), Ex-
pressdo Reed-Muller de Polaridade Positiva (ERMPP), Expressdao Reed-Muller de Po-
laridade Fixa (ERMPF), Expressdo Kronecker (KRO), Expressdo Pseudo Reed-Muller
(EPSDRM) e Expressao Pseudo Kronecker (EPSDK).

O gréfico presente na Figura 4.1 apresenta o nimero médio de literais de cada
método em relacdo ao numero de varidveis das fun¢des de entrada. Todos os métodos

tendem a ter um crescimento exponencial, acompanhando o nimero de linhas das tabelas
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verdade de entrada. Os dois métodos que resultam em expressdes candnicas apresentam
o maior nimero de literais. Este comportamento era esperado, pois estes métodos criam
um cubo, ou uma clausula, para cada mintermo, ou maxtermo, sem executar nenhuma
simplificacdo. A sintese dois niveis baseado em MUX e as expressdes Reed-Muller de
polaridade positiva e polaridade fixa apresentam um numero de literais intermediario. Os
cinco métodos restantes apresentam um comportamento bastante proximo, com a exten-
sdo de Quine-McCluskey apresentando o menor nimero médio de literais, seguido pela

fatoracdo de funcdes Booleanas.

Figura 4.1: Gréafico comparando o nimero médio de literais por nimero de varidveis das
fungdes de entrada.
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No grafico da Figura 4.2 sdo mostrados os valores para o custo de implementacao
médio de cada método em relacdo ao nimero de varidveis das fun¢des da entrada. Como
dito anteriormente, o soma das operagdes € muito proxima do nimero de literais, logo,
o peso das operacdes XOR na soma € dobrado para ser mais proximo ao custo real de
usar cada operacdo. Em relacdo ao gréfico da Figura 4.1, os métodos que ndo utilizam
operagdes XOR tem basicamente 0 mesmo comportamento neste grifico, enquanto os
métodos que utilizam operagdes XOR sdo "penalizadas"por isso. As duas mudangas mais
significativas em relacdo ao gréifico anterior sdo que a expressdo Reed-Muller de polari-
dade positiva apresenta o maior custo de implementacdo, junto com a POS candnica, e a
fatoragcdo de fungdes Booleanas apresenta o menor custo de implementagao.

O grafico mostrado na Figura 4.3 apresenta a profundidade l6gica média de cada
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Figura 4.2: Gréfico comparando o custo de implementacdo médio por nimero de varidveis
das funcdes de entrada.
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um dos métodos em relagdo ao nimero de varidveis nas fun¢des de entrada. Os métodos
para obter expressdes canoOnicas, sintese de dois niveis utilizando MUX e o algoritmo
de Quine-McCluskey sdo conhecidamente métodos com profundidade 16gica igual a 2,
e o grafico confirma esta caracteristica. Os métodos baseados em aplicacdo de expan-
soes e o método para sintese multinivel utilizando 16gica de MUX apresentam as maiores
profundidades l16gicas. Ainda considerando os métodos de sintese multinivel, o que apre-
senta menor profundidade € a fatoracdo de fun¢des Booleanas. Apesar da expansiao do
algoritmo de Quine-McCluskey ndo ser uma sintese dois niveis, ela também ndo € uma
sintese multinivel. Apesar de ndo ser uma nomenclatura comum, este método poderia ser
considerado uma sintese trés niveis.

Para ser possivel enxergar em um gréfico todos os valores relacionado ao tempo
de execu¢do com detalhes, os métodos foram divididos em trés grupos: o primeiro grupo
contém os métodos que apresentam o tempo de execu¢do médio para 6 varidveis menor
que 1 segundo, o segundo grupo contém os métodos que apresentam o tempo de execucao
médio para 6 varidveis maior que 1 segundo e menor que 100 segundos e o terceiro grupo
contém os métodos restantes. Além disso, alguns métodos estdo em mais de um grupo,
mesmo que o seu tempo seja relativo a somente um deles, para que possa se ter um
referencial do grafico de um grupo em relacao ao grafico do outro grupo.

O primeiro grupo contém os métodos para obtencdo da SOP canbnica, da POS
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Figura 4.3: Gréfico comparando profundidade 16gica de cada método por nimero de
variaveis das fun¢des de entrada.
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canodnica e da expressdao Reed-Muller de polaridade positiva, o método de sintese de dois
niveis e multinivel utilizando a 16gica de MUX. O segundo grupo contém os métodos
para obten¢do da expressdo Reed-Muller de polaridade positiva e Kronecker, o método
de sintese multinivel utilizando a 16gica de MUX e a Fatoracdo de fun¢des Booleanas. O
terceiro grupo contém o método para obtencao da expressao Kronecker e os métodos de
Quine-McCluskey original e sua expansdo para utiliza¢do de fungdes XOR.

Os tempos totais de execucdo, em segundos, de cada grupo de métodos em relacio
ao numero de varidveis nas 1000 fungdes de entrada sdo mostrados, respectivamente, na
Figura 4.4, na Figura 4.5 e na Figura 4.6.

O gréfico apresentado na Figura 4.7 mostra o tempo total de execucdo, em se-
gundos, em escala logaritmica, de todos os métodos em relacdo ao nimero de varidveis
das fun¢des de entrada. Nesta imagem € possivel comparar todos os métodos em um sé
gréifico, podendo notar-se que a maioria dos métodos possuem um comportamento linear
neste grafico, significando um comportamento exponencial em um grifico com escala li-
near. As excegdes sdo os dois métodos baseados no algoritmo de Quine-McCluskey. Isto
acontece porque, além do tamanho do problema dobrar a cada varidvel, o algoritmo para
resolucao da tabela de cobertura possui nao possui uma complexidade polinomial, pois é

um problema conhecidamente NP-completo.



37

Figura 4.4: Grafico comparando o tempo de execu¢dao médio do primeiro grupo de méto-
dos por nimero de varidveis das funcdes de entrada.
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Figura 4.5: Gréfico comparando o tempo de execucdo médio do segundo grupo de méto-
dos por nimero de varidveis das fun¢des de entrada.
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Figura 4.6: Grafico comparando o tempo de execu¢ao médio o terceiro grupo de métodos
por nimero de varidveis das fungdes de entrada.
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Figura 4.7: Gréafico comparando o tempo de execucdo de todos os métodos, utilizando
escala logaritmica, por nimero de varidveis de entrada.
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A Tabela 4.1 e a Tabela 4.2 demostram com detalhe os dados obtidos para mil fun-
coes de 3 e 4 varidveis. O principal objetivo da apresentacdo destas tabelas € comparar os
métodos para obter expressdes Pseudo Reed-Muller e Pseudo Kronecker com os demais
métodos, que ja foram comparados entre si. Para 3 varidveis, as expressoes Pseudo Kro-
necker e Pseudo Reed-Muller apresentam os melhores resultados para nimero de literais
e profundidade l6gica entre todos os métodos. Para 4 varidveis, as expressdoes Pseudo
Reed-Muller apresentam o terceiro menor nimero de literais € a menor profundidade 16-

gica entre os métodos multinivel.

Tabela 4.1: Mil funcdes aleatérias de 3 varidveis.

Método | Literais | AND | OR | XOR | Profundidade | Tempo (s)
SOPC 11.63 | 7.76 | 2.88 | 0.00 1.86 0.005
POSC 12.37 | 3.12 | 8.24 | 0.00 1.88 0.005
MUX 6.27 | 3.73 | 1.54 | 0.00 1.78 0.104

QM 419 | 2.04 | 1.14 | 0.00 1.56 0.020
MN-MUX 466 | 250 | 1.16 | 0.00 2.48 0.213
FAT 389 | 165|124 | 0.00 1.77 0.197

QMXOR 388 | 1.16 | 0.80 | 0.92 1.96 0.135

ERMPP 549 | 193|041 | 2.15 2.98 0.020

ERMPF 435 136070 | 1.29 243 0.083
KRO 406 | 226|006 | 0.74 1.74 0.228

EPSDRM 3.65| 138|045 | 0.83 1.54 0.301
PSDKRO 3.63 | 143|042 | 0.78 1.54 0.410

Tabela 4.2: Mil fun¢des aleatérias de 4 varidveis.

Método | Literais | AND OR | XOR | Profundidade | Tempo (s)
SOPC 32.02 | 24.01 | 7.00| 0.00 1.94 0.005
POSC 31.98 | 7.00 | 23.99 | 0.00 1.94 0.005
MUX 17.37 | 1229 | 4.07 | 0.00 1.92 0.129

)\ 933 | 575 | 258 | 0.00 1.85 0.052
MN-MUX 9.60 | 577 | 2.84 | 0.00 4.52 0.265
FAT 7.72 | 347 | 325 | 0.00 2.99 0.634

QMXOR 797 292 | 162 224 2.59 0.280

ERMPP 1596 | 623 | 121 | 7.53 5.33 0.057

ERMPF 11.82 | 422 | 183 | 4.77 4.81 0.384
KRO 938 | 562 | 026 250 3.89 1.445

EPSDRM 892 | 484 | 0.70 | 2.38 2.04 126.282
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5 CONCLUSAO

No primeiro capitulo € apresentada uma introducado a este trabalho. Neste capi-
tulo, foram apresentadas as motivacdes da utilizacdo e desenvolvimento de ferramentas
de EDA e quais s@o as etapas bdsicas destas ferramentas. Foi dada uma introdugdo a
métodos de sintese de funcdes Booleanas e como estes podem ser inseridos na etapa de
Sintese Logica. Para finalizar este capitulo, foram apresentadas as motivacdes e objetivos
deste trabalho e a organizacao deste texto.

No segundo capitulo sdo apresentados diversos métodos de sintese de funcdes
Booleanas e diversas definicdes que eram necessdrias para a explicacdo dos mesmo. No
total, foram apresentados cinco métodos que utilizam operacdes AND e OR, onde trés
delas resultam em expressoes dois niveis e as outras duas em expressdoes multinivel, e dois
métodos que apresentam operacdes AND, OR e XOR, onde um destes métodos resulta
em expressoes de trés niveis e o outro, que € dividido em cinco diferentes expressdes, que
apresenta expressoes multinivel.

No terceiro capitulo é mostrado como cada método foi implementado, conside-
rando quais as estrutura de dados foram utilizadas e algumas decisdes que foram tomadas
para as implementagoes.

No quarto capitulo sdo apresentados os dados referentes a diferentes métricas,
onde estas métricas foram nimero de literais, custo de implementagdo, profundidade 16-
gica e tempo de execugdo. As seguintes conclusdes podem ser tomadas, considerando as
caracteristicas dos métodos apresentados.

Os métodos para obter expressdes candnicas apresentam o maior nimero de lite-
rais, como esperado, e apresentam os métodos com o menor tempo de execugao.

Os métodos que utilizam a 16gica de MUX para seu desenvolvimento sdo bas-
tante rapidos e apresentam resultados interessantes. O método voltado para sintese dois
niveis apresenta uma diminui¢ao no ndmero de literais interessante em relacdo as expres-
sOes canodnicas, mas ficam longe do apresentado no algoritmo de Quine-McCluskey. O
método multinivel apresenta resultados muito bons em relacdo ao ndmero de literais, so-
mente a fatoracdo de fungdes Booleanas e a extensao do algoritmo de Quine-McCluskey
apresentam resultados melhores, mas apresenta a terceira maior profundidade 16gica entre
os métodos analisados. Estes métodos sao bastante interessantes para mostrar a utiliza¢ao
de outros blocos combinacionais para orientar a sintese de fun¢des Booleanas.

Os métodos que resultam em expressdes com o nimero 6timo de cubos, como o
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algoritmo de Quine-McCluskey e sua expansdo para integrar a operacdo XOR ao método
apresentam, respectivamente, o0 menor nimero de literais médio considerando os métodos
para sintese dois niveis e entre todos os métodos. Porém, os tempos de execucao destes
dois métodos sdo muito maiores que o tempo dos outro métodos para funcdes de 6 va-
ridveis. Desta forma, podem ser op¢des bastantes indicadas de métodos com um ndmero
fixo de niveis para funcdes de até 5 varidveis.

O método de fatoragdo de fun¢des Booleanas apresentam o segundo menor nu-
mero de literais € o menor custo de implementagdo entre todos os métodos. Além disso,
apresenta a menor profundidade 16gica entre os métodos multinivel e um tempo de exe-
cucdo intermedidrio entre os métodos. Este método, para um propodsito geral, aparenta ser
o mais indicado para sintetizar um funcdo Booleana qualquer.

Dentro das expressdes obtidas através da aplicacdo de expansdes, a classe de ex-
pressdes Pseudo Kronecker aparenta ter resultados mais interessante, mas a sua obtencao
a partir da aplicacdo de expansdes ndo apresenta um tempo de execugdo factivel para ser
utilizado de forma geral. Logo, sua obtengdo através de outros métodos pode ser interes-

sante (SASAOQO, 1993a).
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