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RESUMO 

Nesta dissertação ê desenvolvido um modelo hidrodinãmico 

bidimensional para simulação de escoamentos em rios, lagos e 

mares onde as dimens6es horizontais predominam sobre a verti-
i -

cal. São apresentadas as etapas de elaboração do modelo mat~m! 

tico desde a dedução das equaçoes diferenciais básicas do es-

coamento atê a estruturação de um programa computacional oper! 

cional com o esquema numérico em diferenças finitas de Leen-

dertse (1967). O modelo esta apto a representar escoamentos em 

corpos d'água com qualquer configuração em planta e quaisquer 

condições de contorno de n1vel ou velocidade. Uma aplicação, 

precedida por testes numéricos, foi feita no rio (lago) Gua1-

ba. 
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I -- INTRODUÇAO 

A modelação matemâtica ê um dos procedimentos que 

o homem procura utilizar na reproduçao e estudo de fen6menos 

das mais diversas âreas do conhecimento, que lhe interessam. 

Nas areas de F1sica e Engenharia, onde esta atividade mais se 

difundiu, os modelos matemâticos jâ se tornaram, em muitos ca

sos, em instrumentos imprescind1veis ao processamento de infor 

maç6es que subsidiam as tomadas de decisão. 

Nas especialidades de Hidrâulica e Hidrologia, o 

progressivo desenvolvimento dos computadores, nas duas ~ltimas 

dêcadas, tornou possfvel o desenvolvimento de modelos matemâti 

cos numêricos complexos para simulação de eventos eminentemen

te não permanentes, como transformaç6es de chuvas em descargas 

em bacias hidrogrâficas e propagação de ondas de cheia em rios 

e canais. 

Acompanhando a capacidade e disponibilidade dos com

putadores, os modelos computacionais se diversificaram, passa~ 

do a atender aos mais diversos problemas de recursos hfdricos. 

Relativamente aos escoamentos em rios, lagos e mares, tiveram 

preliminarmente maior desenvolvimento, e mais largo emprego, os 

modelos unidimensionais em função de os dados dispon1veis e os 

problemas a resolver vincularem-se mais a rios e canais. Entre 
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tanto, os estudos de escoamentos de lagos e mares, t~o impor

tantes quanto os de rios e canais, tornaram necessãrios o de

senvolvimento de modelos mais complexos, bi ou tridimensionais. 

~1odelos hidrodinâmicós bidir;ensionais horizontais,piJ 

ra simulaçao de escoamentos em lagos, mares e ba1as, tiveram 

desenvolvimento efetivo a partir da década de sessenta, onde o 

trabalho de Leendertse (1967) é referéncia bâsica, por se cons 

tituir em uma obra pioneira na apresentaçao de uma ampla e CO[Il 

pleta anâlise numérica e pratica, demonstrando a eficiencia da 

esquematizaçâo utilizada. 

Muitos outros autores tambem trataram com competén

cia da modelação bidimensional. Hin1vood e Wallis (1975) anali

saram deLenas de modelos cujas diferenças principais consistiam 

na consideração ou não de termos não lineares, na linearização 

destes termos e no m~todo numérico empregado. Como exemplo dos 

trabalhos que desprezaram as aceleraç~es não lineares, Abbott 

et alii (1973) aplicaram um método de diferenças finitas impll 

cito ãs equações com o termo de fricçao linearizado, Masch 

(1971) utilizou uma formulação expl{cita e Daubert e Graffe 

(1967) resolveram as equaç~es diferenciais, com rugosidade li

near, pelo m~todo das caracter{sticas. Dos autores oue utiliza 

ram as equações diferenciais completas do movimento, podem ser 

destacados os exemplos de Hansen (1956), tido como autor do 

primeiro modelo bidimensional completo, do jã referido leen-

dertse (1967) e de Fischer (1970), que aplicou o m~todo numêri 

co dos elementos finitos. 
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Dentre todos os trabalhos desta ãrea, o de Leendertse 

que apresentou um esquema num~rico ADI (Alternating Direct Im

plicit) multioperacional original, ê, ainda hoje, a fonte pre

dominante das formulaç6es dos modelos bidimensionais, em geral. 

Não significa, entretanto, que as têcnicas de resolução das e

quaç6es diferenciais bidimensionais não estejam em constante 

aperfeiçoamento. t possivel, por exemplo, que o trabalho de 

Benqu~ et ali i (1982), que introduz uma complexa, mas eficien

te, formulação envolvendo m~todos impllcitos e das caracteris

ticas, venha a ser considerado um padrão para o futuro. 

O modelo bidimensional horizontal apresentado nesta 

dissertação tem a formulação bâsica estabelecida por Leendertse 

(1967). A apresentação inicia com a definição das equaç6es di

ferenciais bãsicas do escoamento bidimensional, no capitulo 11, 

segue com uma introdução aos modelos hidrodinâmicos, no capit~ 

lo 111, com a definição das equaç6es diferenciais integradas, 

no capitulo IV, passando, apõs, a tratar da esquematização nu

m~rica e desenvolvimento do modelo computacional, no capitulo 

V, com aplicação prâtica ao rio Guaiba, no capitulo VI, final! 

zando com o capitulo VII, de conclusões e recomendaç6es. 

Desta forma, pretende-se atingir o objetivo princi

pal deste trabalho que ê o de desenvolver um modelo para simu

lação de escoamentos bidimensionais não permanentes, segundo 

a estrutura de Leendertse (1967), demonstrando dominio da têc

nica de modelação temãtica, desde o estabelecimento das equa

çoes diferenciais bâsicas at~ a elaboração e aplicação de um 

modelo computacional operacional. 
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-Paralelamente, e objetivo realçar o potencial desta 

têcnica no gerenciamento dos recursos hTdricos de corpos d'a-

gua bidimensionais, principalmente em um paTs como o Brasil on 

de inúmeros são os lagos, baTas e estuarios e enormes sao as 

dimensões da costa marTtima. Dentre os diversos aspectos do g~ 

renciamento destaca-se o estudo de dispersão de poluentes ao 

qual ê fundamental o estudo prêvio de correntologia. O modelo 

descrito nesta dissertação ê um modelo do correntologia. 



- -II -- EQUACOES BASICAS DO ESCOAMENTO 

11,1-- INTRODUÇÃO 

o movimento de um fluido e basicamente regido pelos 

princlpios flsicos fundamentais de conservação da massa, quant1 

dade de movimento e energia. 

A conservaçao da massa estabelece que nao ha ganho 

nem perda de massa por parte do fluido, durante o escoamento, 

enquanto que as conservaçoes da quantidade de movimento e ener

gia são conseqOências diretas, respectivamente, da segunda lei 

de Newton e da primeira lei da Termodinãmica. 

Baseando-se nos princ1pios acima e poss1vel a dedução 

de equaçoes teõricas capazes de descrever, em conjunto, o es-

coamento de um fluido. 

A equaçao que representa a conservaçao da massa, uma 

grandeza escalar, e conhecida por equação da continuidade; as 

equaçoes que traduzem a conservação da quantidade de movimento, 

uma grandeza vetorial, são chamadas de equaçoes dinãmicas, e a 

conservação da energia, grandeza escalar como a massa, e descri 

ta por uma equação denominada de equação de energia. 
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Existem dois m~todos para a dedução destas equaçoes: 

o m~todo de Euler e o m~todo de Lagrange. Este ~ltimo conside-

ra, individualmente, cada part1cula de fluido, como no estudo do 

movimento de corpos s6lidos feito na Mecânica. O outro m~todo,o 

de Eu l e r , se preocupa e 111 de s c r é' v e r o esc o J 111 e n L o e 111 c o ordenadas 

fixas do espaço. Comparando-se os dois m~todos, o m~todo de Eu-

ler e o mais aconselhãvel de se utilizar na descrição da maio-

ria dos escoamentos fluidos, porque interessa mais conhecer o 

estado do movimento em diferentes pontos fixos do espaço, no de 

correr do tempo, do que o comportamento de part1culas indivi-

duais. Al~m disso, a 6tica euleriana ~ beneficiada pela utiliza 

ção do conceito de "volume de controle" que possibilita uma de

dução menos complexa e mais direta das equações basicas do es-

coamento. No presente trabalho, as equaçoes apresentadas -serao 

sempre advindas do m~todo de Euler. 

Em uma formulação geral, num espaço de coordenadas 

cartesianas, o sistema das equações bãsicas do escoamento des-

creve o movimento tridimensional, não permanente, de um fluido. 

Desta forma, al~m das equaçoes de grandezas escalares (massa e 

energia), haverã três equaçoes dinâmicas, uma para cada direção 

ortogonal do espaço. 

A orientação relativa dos três eixos cartesianos orto 

gonais ~de escolha livre, e o empregado da dedução das equa

ções apresentadas posteriormente neste texto, terã os eixos OX 

e OY, horizontais em relação ã superf1cie terrestre, orientados 

no sentido horârio, com o eixo OZ, vertical, apontando para o 

a l to. 
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O detalhamento das equaçoes diferenciais do escoamen

to sera feito a seguir, nos itens subseqtlentes, apresentando-se 

primeiro as equações dinâmicas. 

11.2-- EQUAÇÕES DINÂMICAS 

As equaçoes dinâmicas sao estabelecidas a partir da 

segunda lei do movimento de Newton aplicada ao fluido. Tal lei 

determina, para um volume de controle fixo no espaço, que a sal 

da 11quida de quantidade de movimento mais a variação desta 

grandeza no seu interior deve ser igual, em cada intervalo de 

tempo, ao somatõrio das forças aplicadas. Em outras palavras, a 

força de inércia serã, em cada ponto, igual a resultante das for 

ças aplicadas no fluido, no decorrer do tempo. 

As forças aplicadas em um escoamento de um fluido na 

tural tim origem, principalmente, na gravidade, na rotação ter

restre, na pressão e na viscosidade do fluido. Geralmente sao 

desprezlveis as forças com origem em gradientes térmicos e de 

concentração de solutos, assim como em manifestaçoes de campos 

eletromagnéticos e de radiação. 

Em termos compactos e gerais, as equaçoes 

podem ser apresentadas da seguinte forma; 

dinâmicas 



I G + 
X X 

G + 
y 

I G + z z 

onde 

I 
X' 

I 
y' 

I z 

G 
X ' 

G y' G 
z ' 

ex' c y' c z ' 

p 
X ' 

p 
y' 

p 
z ' 

A 
X ' 

A y' A z' 

c z 

sao 

da 

da 

da 

da 

+ 

+ 

+ 

p 
X 

p 
y 

p 
z 

+ 

+ 

+ 

p, 
y 

as três componentes 

força de gravidade; 

da força ele inêrcia; 

força de Coriol is(rotação terrestre); 

força de pressao; e 

força de atrito (viscosidade). 

As forças acima, como jâ foi mencionado, podem ser dj 

vididas em força de inercia e forças aplicadas. A definição das 

expressoes dos termos das equações dinâmicas, a partir desta 

distinção, serâ feita a seguir, começando-se pela caracteriza

ção da força de inercia e abordando-se posteriormente as forças 

aplica das. 

11.2.1 - Força de inércia 

A força de inercia e a força que traduz a tendência 

natural de um corpo material de resistir a mudanças no seu esta 



do de movimento. 

Expressão da força de 1nêrcia e obtida pela repre-

sentação matemãtica da sa1da 11quida de quantidade de movimento 

somada ã variação desta grandeza, em relaçao ã parcela de fluí-

do interna ao volume de controle. A expressão final, em suas 

tr~s componentes, em termos de força por unidade de volume, tem 

a seguinte forma: 

onde 

I a( pu) 
+ 

;)_(_ou u) 
+ + 

1 ( puw) 
X at ax ay az 

ly 
d PV () ( !.:_~~ :J(Pvv) a(Pvw) 

= + + + 
at (\X ay dZ 

' a ( pwuJ. a( 0wv) 3(Pww) 
I o 

= + + + z 
dt ax ay dZ 

u,v,w = sao as componentes de velocidade segundo os 

eixos, respectivamente, OX, OY e OZ; e 

p massa espec]fica do fluido. 

A correspondente expressao vetorial e 

I= ;dpvJ + ov (v.vl + (v.v)ov 
at 
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sendo 

-+ 
V V(u,v,w); e 

II.2.2 -- Forças aplicadas 

As forças aplicadas, considerando-se uma part1cula e-

lementar de fluido, dividem-se em forças internas e forças ex-

ternas. 

As forças internas se originam no interior da part1c~ 

la devido a interação de seus pontos internos. Estas interações 

são causadas pela pressão e atrito. As resultantes das forças 

internas e de seus momentos são nulas. Entretanto, o trabalho 

resultante nao e zero, fato importante no estudo dos mecanismos 

de dissipação de energia em forma de calor. 

As forças externas, por sua vez, sao aquelas que agem 

sobre as part1culas de fluido individualizadas, modificando seu 

estado de movimento. Conseqftentemente, as resultantes das for-

ças externas, quando estas existirem, e dos seus momentos, nao 

serao, em geral, nulas. 

Verifica-se, então, pela diferença conceitual, que o 

estudo do movimento do fluido como um todo depende unicamente 
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da açao das forças externas, uma vez que sao as únicas capazes 

de alterar o estado de movimento das part1culas. Por outro la

do, se aspectos quantitativos ligados a energia forem importan

tes, o trabalho das forças internas deve ser considerado, cons 

tituindo-se em um termo da equação de energia. 

Como as equaçoes dinâmicas pretendem descrever o movi 

menta de um fluido no decorrer do tempo somente as forças exte~ 

nas devem ser consideradas, de acordo com as razões apontadas a 

cima. 

Na superficie terrestre, o escoamento de um fluido 

real estã sujeito a forças externas com origens diferentes, des 

tacando-se o campo gravitacional e rotação do planeta, a atra

ção de outros corpos celestes e os esforços superficiais decor

rentes da pressão e da viscosidade. 

As forças externas podem ser classificadas, de acordo 

com a natureza de ação, em forcas de campo e forças de contato, 

cujas caracter1sticas são explicadas a seguir. 

I I .2 .2 .1 - Forças de campo 

Define-se força de campo como aquela exercida a dis

tância sobre cada part1cula elementar de fluido, em uma certa 

direção, com origem em um campo de forças externo ao fluido. 
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Os campos gravitacionais da Terra e de outros corpos 

celestes sao exemplos de campos de força que agem no escoamento 

de fluidos naturais na superf1cie terrestre. A força resultante 

destes campos ser~ aqui denominarla ri~ f11rça de qravirlade. 

Existe outra força, considerada de campo, que resulta 

da rotaçao terrestre: a força de Coríolís. Não obstante seu ca

riter intrinsecamente inercial, a força de Coriolis, resultante 

da aceleração geostr6fica da Terra, pode ser considerada, sob o 

ponto de vista do fluido, como uma força de campo, sem prejulzo 

de seu efeito f1sico nem de sua expressao matemãtica. 

Uma vez identificadas as forças de campo como as for

ças de gravidade e de Coriolis, suas expressões matemãticas se

rao agora definidas para inclul-las nas equações dinãmicas. 

Expressao da força de gravidade -- a origem mais im

portante da força de gravidade, o campo gravítacional terrestre, 

e caracterizado, em cada ponto da superf1cie, pela aceleração 

constante a que submete qualquer corpo, em movimento ou nao, com 

sentido apontando para o centro do planeta. Ao se dispor os três 

eixos cartesianos ortogonais de referência para estudo de um es 

coamento, coloca-se, normalmente, um eixo na vertical, eixo OZ, 

com os outros dois, eixos OX e OY, formando o plano horizontal. 

Verifica-se, com rigor de precisão, que a direção do OZ muitas 

vezes não coincide com a direção da aceleração da gravidade. As 

sim haveria pequenas componentes horizontais da aceleração da 

gravidade. Na pratica, estas componentes são desprezadas. A ou-
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tra origem que contribui para a força de gravidade ~ a atração 

gravitacional de outros corpos celestes. Dentre estes corpos, a 

queles cujos efeitos são perceptlveis, mesmo que somente em al

guns casos, sao a Lua e o Sol. O efeito principal da atração da 

Lua e do Sol são as mar~s oceânicas. Devido âs suas caracterls

ticas regulares e ondulatorias, o tratamento cient1fico das ma

r~s pode ser realizado â parte, entrando, posteriormente, como 

condições de contorno no escoamento das massas oceânicas (Ram -

ming & Kovalik, 1981 ). Para corpos llquidos menores e gases o 

efeito de mar~~ desprez1vel. De acordo com o exposto, as comp~ 

nentes da força de gravidade podem ser escritas, simplificada -

mente, como abaixo: 

o 

o 

-pg 

onde ''g'' ~ a aceleração da gravidade terrestre. 

Expressão da força de Coriolis -- a força de Coriolis 

e conseqOência da rotação terrestre. O fato da Terra girar em 

torno de seu eixo Norte-Sul no sentido Oeste-Este condiciona o 

escoamento de grandes massas fluidas em sua superflcie de mane2 

ra importante. Se um corpo qualquer se desloca horizontalmente 

na superf1cie terrestre estara sujeito a uma componente da for

ça de Coriolis perpendicular a sua trajetoria. No hemisfêrio 
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norte a deflecçao ocorre para a direita e no hemisf~rio sul o 

desvio acontece para a esquerda. to chamado efeito de Coriolis. 

No caso geral de um fluído escoando na superf1cie da Terra, on

de as part1culas possuem uma componente horizontal "V" de velo

cidade, com díreçio e sentido quaisquer no plano XOY, e outra 

''w'', vertical, na direçio do eixo OZ, a força geostr6fica ou de 

Coriolis possui as seguintes componentes, em termos de força 

por unidade de volume. 

- 2 Pr.J V sen d: 

- 2 PwWCOS ;j: 

componente horizontal perpendicular 
a "V" com sentido, no hemisf~rionor 
te, apontando para a esquerda desti. 
A latitude "$" ~. por convenção, po 
sitiva neste hemisfério. No hemis{e 
rio sul esta componente tem sentido 
para a direita de "V". Por isso, a 
latitude "<b" deve ser tomada com va 
lor negativo neste hemísf~rio; 

{
componente horizontal de sentido f1 
xo oeste-leste; 

- 2 ;)U\ 

(componente vertical com sentido po-

isitivo do eixo OZ se a componente v cos (j) e lest~ "Ve",da componente horizontal 
"V" e positiva. 

onde ''w" ~ a velocidade angular de rotaçio da Terra. O sinal ne 

gativo nestas componentes decorre do fato de a força de Corio -

lís, sob o ponto de vista do fluido, ser considerada uma força 

de campo, para facilitar o entendimento de sua ação, quando na 

realidade~ uma força inercial da Terra. Voltando ãs componen-

tes, verifica-se que a primeira, sem d~vida, i a mais importan-

te porque~ a responsâvel direta pelo efeito de Coriolis. A se

gunda componente horizontal sõ terã alguma importância se a re-
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laçio entre a componente vertical e a resultante horizontal for 

significativa. Isto i, ''w/V'' tiver um valor razoâvel, o que nao 

ocorre em escoamentos aproximadamente horizontais. Por ultimo, 

a terceira componente, a componente vertical da força de Corio-

lis, ê muíto pequena se comparada com a acão do camro qravitacio 

nal terrestre. Na pritica, este pe•1uenu valor· da aceleraçao ge-

ostr6fica vertical ê implicitamente considerado nas medições da 

aceleração da gravidade "g''. Oeste modo, as expressoes das três 

componentes da força de Coriolis, ajustadas ao sistema tricoor

denado de refer~ncia XYZ, serão, por unidade de volume, as se-

guintes: 

c Pu v 
X 

c 
y 

- ;'Ç{u 

c = o z 

onde 

u = 2~ sen $ (parâmetro de Coriolis) e; 

w = velocidade angular de rotação da Terra; 

Vetor1almente, a força de Coriolis pode ser represe~· 

tada por: 

-+- -r ->-
C=-2PWxV 
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-+ 

sendo W = I<J (o,o,w) 
+ 
IJ V (u,v,w) 

11.2.2.2 -- Forças de contato 

Denomina-se força de contato aquela cuja açao se veri 

fica em uma superf1cie de contorno. Considerando-se um elemento 

de fluido, as forças exercidas em sua superf1cie externa pelos 

elementos circunvizinhos, atravis de contato direto, são melhor 

estudadas se for utilizado o conceito de tensio, que i vincula-

do a forças de natureza superficial. 

As tens~es originadas no interior de um fluido real 

em movimento se devem, princioalmente, as açoes da pressão e da 

viscosidade. A pressão i responsâvel apenas por tensoes normais 

de compressão enquanto que a viscosidade provoca o aparecimento 

de tensoes normais e tangenciais. 

Em termos gerais, sem a preocupaçao de conceituar a 

pressao e a viscosidade em um fluido, todas as tensões normais 

e tangenciais poss1veis, em torno de um elemento paralepipêdico 

de fluido com faces paralelas ao triedro de referência, podem 

ser vistas na figura IJ.1. O s1mbolo "cr" representa tensoes nor-

mais e ''T'', tensoes tangenciais. O primeiro sub-1ndice indica a 

direção normal ao plano de ação da tensão e o segundo, a dire

ção do eixo coordenado paralelo a direçao da mesma. As tensoes 
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representadas na figura !1.1 sao, por convençao, tensoes positi-

v as. 

z 

0~------------------+ 
X 

y 

Figura 11.1- Tensões em um ele~~ento de fluido. 

As nove componentes de tensão representadas na figura 

]J.J_ O 1 1 (J T T (J xx' xy' xz' yy' yx' yz' zz' T T -zx' zy caracter i 

zam o estado de tensão em um ponto em uma referência ortogonal 

XYZ. Isto i, as tensões presentes em um ponto ''p'', segundo um 

plano de orientação qualquer, são perfeitamente definidas em 

função destas nove componentes, supostas conhecidas. Logo, so-

mente se conhece o estado de tensão em um ponto se estiverem de 

finidas as nove tensões fundamentais, no caso de se estar traba 

lhando cem um sistema tricoordenado ortogonal cartesiano. 

Genericamente, sem definir o tipo de sistema de refe

rência, o estado de tensão em um ponto estã definido se o ten-
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sor das tens6es for conhecido neste ponto. Em um sistema de re

fer~ncia ortogonal XYZ, o tensor das tens6es ~um tensor carte

siano de segunda ordem cujas nove componentes sao as tens6es a

cima apresentadas. Este tensor pode ser representado matricial

mente da seguinte forma: 

0xx 1 T xy xz 

s 1 o I yx yy yz 

1 zx T zy o zz J 

Neste tensor ''S'' verifica-se um estado de simetria 

porque e poss1vel provar que as seguintes igualdades são verda

deiras: 

Txy = 

1xz 1zx 

1yz 1zy 

Relativamente ãs tens6es norma1s, demonstra-se que a 

soma de quaisquer tr~s tensões ortogonais deste tipo ~ um inva

riante escalar. Em conseqU~ncia torna-se poss1vel definir uma 

tensão m~dia normal, sem propriedades direcionais, para cada 

ponto. Considerando-se o tensor cartesiano apresentado, a ten

são normal m~dia serã dada pela m~dia da diagonal principal: 
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onde ··~· e a tensão normal mêdia. 

Estas duas importantes propriedades do tensor das ten 

soes -- a simetria e a invariância escalar da tensão media 

terão influência fundamental nas hipôteses para definição em de 

talhe das forças de contato. 

As forças de contato sao usualmente representadas, 9! 

nericamente, atravês de uma forma condensada, obtida pela mani

pulação das nove tensões da figura 11.1, sendo apresentadas na 

forma de forças por unidade de volume. 

Expressão conjunta das forças de pressao e atrito 

as componentes da força de contato, constituidas pela ação con

junta da pressão e viscosidade, têm a seguinte forma geral: 

ac;xx 3Tyx êT 
p A z.x 

+ = + + 
X X Clx ay :Jz 

d C. ao Y':L <h 
p + A xy 

+ + 
zy 

y y 3X ay -3z 

~· <lTyz 3ozz 
p A 

.. l X Z 
+ = + + z z X ay 

II.2.3 -- Expressão das equaçoes dinâmicas 

De acordo com as expressoes apresentadas para as di

versas forças envolvidas no movimento, as equações dinâmicas po_:;, 
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suem a seguinte representação, ainda nao detalhada no que se re 

fere ãs forças de contato: 

a(Pu) a(Puu) a(puv) éJ(puw) í éloxx JT ZIT I 
+ + + - p,(lv yx 

+ :l:xJ~ o +--
at ax ay az l Zlx ély 

3(Pv) 3(pvu) 3 ( PVV) a(pvw) l élT ao 
dT J + + + + Ps:Ju _ __!-1_ + ___1J_ + ___!j' ~ o 

at ax ay az ax 3y az 

a(pw) él(pwu) a(pwv) a (pww) l rlT élT yz dO J Pg xz +__E~o + + + +--
at élx ay az ÔX :Jy <lz 

Estas tr~s equaçoes possuem como inc6gnitas dez variâ 

veis, nao formando, por isso, um sistema determinado. As dez va 

riâveis são: P, u, v, w, oxx' o , o , yy zz 
eT (~T ). yz zy 

l (-T ) T (-T ) xy - yx ' xz - zx 

Neste rol de variâveis as unicas independentes entre 

si e das outras sao as componentes de velocidade "u, v e w". As 

outras relacionam-se entre si e possuem algum grau de depend~n-

cia do campo de velocidades. Novas relaç6es devem, então, ser 

colocadas para construir um sistema de equações determinado. Na 

turalmente, as primeiras relações serão dadas pelas equações da 

continuidade e de energia. 
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11.3-- EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE 

A aplicação do principio de conservaçao da massa a um 

volume de controle estabelece que a variação da massa no seu in 

terior deve ser igual ã diferença das massas de entrada e sai-

da, em cada intervalo de tempo. 

O resultado deste balanço de massas e a equaçao da 

continuidade, escrita abaixo: 

~ + a(pu) + a(pv) + a(pw) ~ 0 
at ax ay az 

com as variiveis ji definidas anteriormente. 

Em notação vetorial, a equaçao da continuidade toma a 

seguinte forma: 

3p 
-- + 
at 

~ 

~.(pV) = O 

O acoplamento da equaçao da continuidade ãs três equ~ 

çoes dinâmicas não consegue ainda formar um sistema determinado, 

mas introduz uma forte condição entre a variãvel ''p" (massa es-

pecifica) e o campo de velocidades. A massa especifica, entre -

tanto, ê uma variãvel de estado mecânico (depende das propried~ 

des do fluido) e isto pressupoe a existência de uma equação pa

ra descrever o estado mecânico do fluido. Assim, apõs a aprese~ 

tação da equação de energia, a pr6xima relação fundamental a 
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descrição do escoamento fluido, a ser considerada, sera a equa

ção de estado para a variãvel ''p''. 

11.4 -- EQUAÇÃO DE ENERGIA 

A conservaçao da energia e estabelecida pela primeira 

lei da Termodinãmica. Geralmente, a energia admitida como total 

nesta equaçao e constitu1da pela composição da energia mecãnica 

com a energia térmica ou interna, despreLando-se outras ~onmas 

de energia. 

O balanço de energia para um volume de controle fixo 

no espaço, segundo a primeira lei da Termodinãmica, determina 

que a variação de energia total no interior do volume e igual ã 

soma das entradas 11quidas de energia total por convecçao e de 

calor por condução, menos o trabalho feito pelo elemento de 

fluido contra os outros ao seu redor. 

Para um fluido em escoamento na superf1cie terrestre, 

a equaçao de conservação da energia pode ser escrita da seguin

te forma: 
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_a_iev)_ + ( puu) 
+ 

( pvu) 
+ 

(pwu) - ( aqx + ~ + aqz J + 
at ax ay az ax ay az 

+ [ 
au a v aw (~ +~) o - + o - + o - + Txy + xx ax YY ay 

+ 1 xz (1!! + aw J 
az ax 

zz az az ax 

+ T yz ( 
ilv + aw) J 
az ay 

+ 

u = energia interna por unidade de massa; 

componentes do fluxo de calor por con

dução; 

termo de perdas e ganhos de calor devido a rea 

ções internas. 

A equaçao de energia e a quinta equaçao fundamental do 

sistema que pretende descrever o escoamento. As anteriores sao 

as três dinâmicas e a da continuidade. Conforme a expressao a

presentada a equação de energia tem como incõgnitas as seguin-

tes variâveis: 

Txy' 'xz' 'yz" Portanto, a adição da equaçao de energia ao sis 

tema, na forma como foi apresentada, não contribuiu para tornã

-lo determinado. Na verdade, a equação acima introduz como no

vas variãveis (u, qx, qy, qz, Rq)' contribuindo para que o sis

tema das cinco equações referidas contenha 15 incõgnitas. Em 

realidade, tal indeterminação do sistema e de esperar, uma vez 

que as cinco equações foram apresentadas nas suas formas mais 

conceituais do que descritivas. Para tornã-las descritivas e, 
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conseqUentemente, encaminhar o sistema no sentido da determina

cao se faz necessirio o uso de relações acerca de caracter1sti

cas individuais do fluido e sobre suas reaçóes quando submetido 

a situações f~sicas conhecidas. Tais relações são conhecidas por 

equações constitutivas. A energia interna, por ser uma variivel 

de estado calõrico, terã para si uma equação constitutiva de es 

tado calÕrico. 

11.5 -- MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACÕES DIFERENCIAIS DO ESCOA
MENTO 

11. 5 . 1 Variáveis e equacoes fundamentais 

Um sistema geral, para um fluido escoando na superfl

cie terrestre, seria formado pelas três equaçoes dinâmicas, pe

la equação da continuidade e pela equaçao de energia. 

Entretanto, para estas cinco equaço s fundamentais, 

conforme apresentadas anteriormente, existe um total de 15 in

cõgnitas, o que torna o sistema matematicamente indeterminado. 

As 15 incõgnitas sao: 

p 

u' v~ w 
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Destas inc5gnitas, as un1cas que funcionam fisicamen

te como variãveis independentes sao as componentes de velocida

de "u, v, w". Nas restantes, estão presentes duas variãveis de 

estado: "p" (estado mecânico, cinético, inercial) e "\1" (estado 

termo-energético ou cal5rico). As variãveis de estado são depe~ 

dentes porque são funções de propriedades do fluido, que por 

sua vez, são respostas do fluido a condições expressas por va

riãveis independentes como pressão, temperatura e outras. Da 

lista anterior, tirando-se as componentes de velocidade, e as 

variãveis de estado, sobram as variáveis dependentes do campo 

de velocidades e do estado do fluido. 

Como, na situação apresentada, hã c1nco equaçoes dife 

renciais e apenas três variãveis confirmadamente independentes, 

parte-se agora para a definição das duas variáveis que faltam. 

Paralelamente deve-se ainda conceber relações entre as demais 

variãveis e estas cinco fundamentais para definir um sistema de 

equações determinado. 

As relações entre variãveis fisicamente dependentes e 

independentes, assim como a definição destas, vão surgir da ca

racterização do estado do fluido e de hip5teses relativas as 

tensões no escoamento e ã condução de calor. Tais relações sao 

chamadas de equações constitutivas. 
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11 .5. 2 Equações constitutivas 

As equaçoes constitutivas podem ser divididas em equ! 

çÕes de estado e leis de fluxo. As primeiras são equaç6es para 

as variãveis de estado "p" e "u", e as outras são equações para 

os fluxos de quantidade de movimento devido ãs deformações no 

fluido e fluxos de calor por condução. 

- - -As equaçoes de estado sao equaçoes que traduzem o com 

portamento do fluido, relativo a uma propriedade em função de 

uma condição imposta ao fluido. Para a observação do comporta -

-mento de um fluido, a condição imposta e geralmente traduzida 

por duas v a r i a v e i s p r· i n c i p a i s : a p r e s s a o e a te 111 per a tu r· a a b s o 1 _LJ 

ta ''T''. Destas duas variãveis somente a pressão necessita uma 

definição mais precisa face ãs suas caracteristicas. 

Pressão e um termo geral aplicado a tensões medias 

normais de compressão em um fluido. ~. portanto, um escalar. O 

conceito de pressão historicamente se vincula ã ideia de equill 

brio hidrostático, hipÕtese bãsica dos primeiros estudos em me-

cânica dos fluidos. Entretanto, em hidrodinãmica, surge, origi-

nârio do tensor das tensões, um invariante escalar com caracte-

r1sticas de pressão que e a tensão media normal "a". Evidente -

mente, esta tensão media não se alinha ao conceito de equil1-

brio hidrostâtico, pois provem das equaçoes gerais do movimento. 

A partir desta situação e poss1vel distinguir três tipos de pre2 

são: a estâtica, a termodinâmica e a viscodinâmica. A pressao 

estitica e a pressão relacionada ao estado de equilibrio termo

dinâmica, isto e, ê a tensão media normal em um fluido em equi-
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l]brio têrmico e mecânico. t nesta situação que as equaçoes de 

estado são definidas. Quando o fluido estã em movimento, ~ fei-

ta a hipótese de que continua a existir uma pressao que obedeça 

as mesmas relaç6es funcionais dadas pelas equaç6es de estado. E 

costume chamar tal pressão de pressao terrnodinãmica e not~-la 

pela letra "p''. Por Cltimo, se o fluido em movi111ento e viscoso 

existe a pressao viscodínâmica "o" (diferente da termodinâmica 

''p'') que considera os efeitos da viscosidade. 

-A pressao termodin~mica ''p'' e, devido a sua natureza, 

independente da viscosidade e do movimento. Portanto seria a ~1 

tima variãvel independente, ao lado deu, v, w e T, a ser consi 

derada no sistema. Sua introdução expl]cita, entretanto, somen

te se da rã quando for defini da uma relação entre (l e p que, na 

turalmente, existe, pois J • -p em repouso. Um~ relaçao ser a 

proposta posterior~ente como parte das equações constitutivas re 

sultantes da lei de Stokes. 

Feitas estas considerações sobre a pressão, as equa-

çoes de estado podem ser representadas, em termos gerais, como 

a seguir: 

Equação de estado mecânico e a função que relacio-

na a massa especlfica de um fluido (em repouso) com a temperatu 

ra e a pressão. Poderia ser escrita como: 

p=p(p,T) 
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Equaçio de estado t~rmico e a equaçao que coloca a 

energia interna do fluido (em repouso) como funçao da pressao 

e temperatura. Seria uma função indicada por 

u o \J(p, T) 

lndicadasde modo geral as duas mais importantes equa

çoes de estado de um fluido passa-se agora a tratar das outras 

equações constitutivas. 

As mais importantes destas outras equaçoes constituti 

vas para um fluido real em movimento se referem aos fluxos de 

quantidade de movimento provocadas pela viscosidade. 

A viscosidade de um fluido real, tem origem na agita

çao tirmica de suas mol~culas (caso de um g~s) ou na coesao en

tre elas (caso de um lfquido), podendo ser definida como uma me 

dida da resist~ncia exercida pelas partfculas entre si em seus 

movimentos relativos. E um fen6meno que ocorre a nlvel molecu

lar, sendo, portanto, caracter1stico de cada fluido. A viscosi

dade para um mesmo fluido varia com a temperatura e a pressao, 

isto e, depende de sua energia interna. O efeito macroscÕpico da 

viscosidade em um fluido em movimento, ou que se queira movimen 

tar, ê anâlogo ao atrito entre corpos sõlidos, pois se resume 

no aparecimento de tensoes. Entretanto em um fluido as intera

çÕes são internas. As trocas de posição entre moléculas com 

quantidades de movimento diferentes provocam transferências es

paciais destas grandezas que, pela segunda lei de Newton, impll 

cam no aparecimento de esforços superficiais no meio fluido. 
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A caracterizaçao da viscosidade atrav~s de tensoes a

fins foi o caminho hist6rico natural percorrido por Newton para 

apresentar a primeira equação de viscosidade. E uma equação li

near ~til at~ hoje (os fluidos a que ela se adaptan1 sao chama-

dos newtor1ianos): 

onde 

du 
T U 

T 

du 

dy 

\1 

dy 

tensão tangencial entre duas camadas de fluido; 

gradiente de velocidade entre as camadas; e 

= coeficiente de viscosidade 

Este coeficiente "u'' e que caracteriza a viscosidade 

do fluido. Costuma-se chamâ-lo de coeficiente de viscosidade di 

nãmico para diferencia-lo do coeficiente de viscosidade cinemã

tico "v" ( Jdil). 

A equaçao de Newton tem seu maior valor na definição 

de ''u" (em funçâo da temperatura, com a pressão igual a atmosfi 

rica) para a maioria dos fluidos reais. Entretanto, conforme jâ 

visto, as tensoes em um fluido viscoso em movimento tridimensio 

nal possuem carãter matem5tico tensorial. Fisicamente isto sig

nifica que as tens6es quando relacionadas com os gradientes de 

velocidade (ou deformações) nâo serão dadas por relações sim

ples como a de Newton. 
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As tensões anal ísadas constituem-se de dois tipos: 

tensões tangenciais e tensões normais. 

Em um fluido real em escoamento, as tensões podem ser 

avaliadas, an,llogamente ao que ocorre com os sr•l irlos, e adntan-

do-s e a h ·j p D tese do 11 c o tt t in u ou , d t r· J v e:, da ;; de l o Y' UI d ~:o e s o c o Y' r 1 -

das nos elementos de fluido. A diferença~ que um fluido nao a-

presenta deformações elâsticas e as tensoes devem ser relaciona 

das com as velocidades angulares de deformação. 

A consideração de relaçÕes lineares entre as tensoes 

e as velocidades de deformação (extensão da idiia de Newton) e 

conhecida como hipõtese de Stokes (1845), embora St. Venant 

(1843) jâ as tivesse utilizado antes. 

Equações constitutivas das tensões no fluido - segu~ 

do a hipótese linear de Stokes, válida para a maioria dos flui

dos naturais, as seis tensões (tr~s tangenciais e tr~s normais) 

do tensor das tensões possuem as seguintes expressôes: 

(=-ryx) 
f u v I T fl I + xy 
~ () y d X ) 

Txz (=c'zx) = u (~ + ~ l 
l () z ax ) 

( =Tzy) 
("v + aw I 

'yz = u i-"-
L (IZ ay i 



(J -

0 zz o -

2 r au :w lJ -+--+ 
3 ,ax ay 

2 11 (au + :lv 
3 ax ay 

( 

3 r 
:I u IJ . ... • + 

, ax 

íJW \ 
~--~ I 
;)Z ) 

2 :lU 
+ li 

a v 
+ 2p 

az 
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A tensão midia normal "o'' (midia das três tensões nor 

mais acima) pode, como jã foi mencionado, ser expressa por uma 

relação que contenha "p", apressao termodin~mica. 

Para um fluido imõvel, mesmo sendo viscoso, tem-se a 

igualdade o = -p. Quando em movimento, entretanto, um flui do 

viscoso compress1vel apresenta dilataçoes e compressões volume-

tricas ditadas pelas condições de escoamento, que sao restring1 

das pela ação da viscosidade. Lembrando que a pressao "p'' age 

sempre no sentido de comprimir, uma expressao valida para a pre~ 

são viscodinãmica "0" em um fluido newtoniana e dada por: 

onde À' 

( u 
I 
\ d X 

a v +- + 
(ly 

coeficiente de viscosidade volumétrica. 

A expressao entre parêntesis e o divergente da veloci 

dade e seu significado f1sico ê a expansão (se positiva) ou com 

pressão (se negativa) de volume. Substituindo-se a expressao a-

cima para ''o"nas express~es das tens6es normais, obtêm-se as re 

1 ações: 
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( au a v :lw l :lu o = -p + ), + + ~~~ 

J 
+ 2~ xx ax ay ~) z ;)x 

/ ;} u ~)v Jw ) ;';v -p ' l 2u o = + <\ + -- + -<~ + yy 
;) X ;;y ;tz :ly 

), l u v aw I 211 
d\'1 

0 zz -p + + + I + 
ax ay riz ; az 

onde <~ ' ' 2 segundo coeficiente de viscosidade. ,., - - )1 e um 
3 

Excluindo-se apressao das relações acima, os termos 

restantes se constituem na parcela de contribuição da viscosida 

de ãs tensões normais. 

Agora, definidas as expressoes das se1s tensões inde-

pendentes do tensor das tensôes, e poss1vel expressar separada

mente as forças de pressão e atrito das equações dinâmicas, a-

presentadas conjuntamente no item 1!.2.2.2. 

Expressão da força de pressao - nada mais e que o 

gradiente da pressão termodinâmica. Portanto, as componentes 

sao 

p = - ?P 
X dX 

p - 3p 
y ay 

p : - _dJl. 
z az 
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Expressao da força do atrito - a força de atrito t'e-

sultante das tensões tangenciais e normais com origem na visco

sidade possui, conforme as t'elaçóes anteriores, as seguintes com 

ponentes: 

A 
X 

A 
y 

A z 

(A+JJ) 3 (~LJ+ 3v + 
(1 X ~ 1lX 0y 

\ 
lW I 
lZ) 

;; r·~;Ju + ;lv + ) ' . 'c!! I 
dZ<2X 'dy dZ) 

-~ + <! '~ l 
JZ 2 j 

/ 

Viu-se que uma lei de fluxo de quantidade de movimen-

to viscosa (lei de Stokes) oermitiu a definição das equaçoes 

constitutivas das tensões. Analogamente, uma lei para os fluxos 

de calor por condução em função da temperatura ''T'' (unta das va-

riiveis independentes), resultari em equaçoes constitutivas que 

tornarão a equação de energia mais descritiva. 

Equações constitutivas dos fluxos de calor - o senso 

comum e as experi~ncias da calorimetria indicam que a transfe-

r~ncia de calor por conduçao de um corpo para outro e funcio da 

diferença de temperatura. Matematicamente significa que os flu

xos de calor seriam funções de gradientes de temperatura. Base-

ando-se nesta id~ia, a mais simples e usada relação entre flu-

xos de calor e gradientes de temperatura e a equacao linear co-

nhecida por lei de Fourier. Os fluxos de calor (para um fluido 
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isotr6pico ao calor), dados por esta lei, têm a forma: 

-K :n 
qx q ;Jx 

-K 
,IT 

q y q ay 

-K 
;n 

qz q <lz 

onde coeficiente de condutividade térmica 

-t L 5.3 Sistema de equaçoes para um fluido viscoso compres-

s ive l 

A inclusão das equaçoes constitutivas no sistema de 

equaçoes que descreve o escoamento de um fluido com ioluto re-

duz, conforme esperado, o n~mero de variãveis, aproxin1ando-o de 

um sistema determinado. 

Com as relações anteriores indicadas pelas equaçoes 

constitutivas, o sistema de equações vâlido para um fluido vis-

colo compresslvel toma, ap6s manipulações algébricas simples, 

a seguinte forma: 

Equações dinâmicas 

a(o,u) 3(puu) "(puv) "(puw) "P ''8 
__ + + 0 + 0 

· - pQv + ~0 - {;\+fl) u - pllu = O 
at 3x 'iJy 3z ax ax 



;l{Pv) _;:;j_pvul jl(Pvv) )(f'vw) 
-··- + + + -~~----

at )X (-ly ' .. 
•!L 

Equaçao da continuidade 

Equação de energia 

+ '''lu + 
;o .Y 
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(À +p) 
;!() 

éli\V o - -
'dy 

- (1+;!) (l(l - \111M ~ o 
flz 

a(:)lll ri(puu) a(puv) :J(,,uw) 
+ ~-~- + ~~~-- + --·- + K I\T + p{J - \I 

q 
IJdJ-PR q 

~ o 
at dx ay 0z 

onde ;-)u cv 'dw o - + +- divergente da velocidade 
(lx 3Z 

+ + = operador de Laplace 
3z 2 

ç 2 r r-:~r (:;r ( awr ] +(~ ~w'? r au awy 
: + + 

+ ;x) + -+- ... 
L l az J I uv l az ax) ' ~ ' 

r óv awr 2 oz função dissipação + l a; + -- - ~ 

(Jy 3 

As demais grandezas presentes nas equaçoes jâ foram apresenta -

das anteriormente. 

As vari~veis independentes deste sistema de cinco e-

quaçoes são as tr~s con1ponentes de velocidade ''u, v, w'', a pre~ 
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sao "p" e a tempet'atur·a "T". i\ determinação matematica do siste 

ma ocorre somente quando as equações ce estado mecânico "p(;J,T)" 

e calÕrico "il(p,T)" forem definidas (considerando-se Rq ja de

terminado). 

Para alguns gases mais simples existem algumas equa-

çoes de estado emplricas com boa aplicabilidade. Para outros ti 

pos de gases e conforme o estudo a ser realizado, a definiçao 

de equações de estado e uma tarefa bastante complexa. Felizmen

te quando se trata de llquidos algumas simplificações importan-

tes (que seriam grosseiras para gases, na maioria dos casos) p~ 

dem ser feitas. 

No que tange a simplificações e comum se considerar 

primeiro as de aspecto formal. E o que ocorre quando se utiliza 

a relaçio dada pela equaçio da continuidade para reduzir os qua 

tro ori1neiros ter~os de cada uma das tr~s equaçoes dinâmicas e 

da equaçao de energia. l\s relações obtidas com este procedimen-

to sao; 

é!(pu) a(çuu) 3(çuw) 
-~- + -~~ +=~c::~ + -"-"--"'-~ 

at ax ay 

a(pvu) 2(pvv) 
+~-··- +~·-

ax ay 

a(pw) --- 3 (pwu) + ~-~- + a(pwv) 

{;X 

az 

d(PV\>1) 
+~~-

az 

d(DWVJ) + -·~--
dZ 

r' '-lU 

p l~t 
ou 'ôU 

+ u2- +v-" 
:lx <JY 

3v av TU-+ V--

;)X 3Y 

;;w ;Jv.J + u _c___ + v .c__, 

;iX Jy 
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;:;(p'j) 
• :iiP<~_) ;i{P"v) ;; (p"w) 

fl l ;l ' ;J 1 ~ ;u :1 1l ! + i • li I v w 
;H", :\x :;y ,l/ ; >!. ,,x :•y ,ll ) 

Observe-se que ",•" permanece variâvel nus relaçoes acima. 

As si1nplificaçoes posteriores ~s formais se preocupa-

rao com a natureza do fluido, isto ~ atingirão as equaçoes de 

estado. A mais importante destas simplificac~es e a hip6tese de 

incompressibilidade que ~ aceita principalmente para 11quidos. 

11.5.4 Sistema de equaçoes para um fluido viscoso 
press]vel 

incom-

A incompressibilidade i expressa matematicamente pela 

constância da massa especlfica no tempo e no espaço: 

P constante 

A relação acima se constitui na equaçao de estado me-

cinico. Sua forma simples admite implicitamente que variações de 

pressao e temperatura não sao capazes de alterar a massa espec} 

fica. 

A principal conseqtiência que advêm da hipótese de in-

compressibilidade ~a quase desvinculaçao dos processos mecâni

cos dos t~rmicos no escoamento. Deixariam de existir os efeitos 

têr~icos com origem em expansões internas do fluido, assim como 
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mudanças de temperatura não seriam mais capazes de mudar a mas

sa especlfica que ~ importante na mec~nica do escoamento. Quan

to a pressão termodin~mica "p" a incompressibilidade corta oua_! 

quer dependência desta variãvel com o estado t~rmico, tornando

-a efetivamente em Ulllil funçao merillllente posicionaI. 

Assim, o escoamento nJecan1co de um fluido viscoso in

compresslvel pode ser simulado somente com as três equações di

nâmicas e a equação da continuidade, onde as variaveis ''mecini

cas" seriam as componentes de velocidade e a pressao. 

Entretanto, mesmo com a incompressibilidade permanece 

um elo de ligação entre a parte din~mica e t~rrnica do escoamen 

to, representado pela viscosidade. O coeficiente de viscosidade 

··~·· ~ funç~o do estado t~rmico (suposto homog~neo) do fluido, 

dependendo portanto da temperatura do fluido. Para a agua e ou

tros llquidos a variação de alguns graus cent~grados nao e sufi 

ciente para "u" variar significativamente e na maioria dos ca

sos prâticos isto dificilmente acontecerâ. Por isso ~ comum ad

mitir-se ''~" constante. Tal procedimento, associado ã hipótese 

de incompressibilidade, desvincula totalmente a parte din~mica 

do estado termico do escoamento. 

Mesmo com essa desvinculação de fen6menos a equaçao 

de energia pode ser usada para simular as trocas tirmicas, mas 

os resultados nao terao o poder de influenciar a parte din~mica 

do escoamento que estaria sendo descrita pelas tr~s equações di 

nâmicas e pela equação da continuidade. 

As si~plificaç6es decorrentes da admissão de p = cons 
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tante começam pela equaçao da continuidade que se reduz a: 

0u av aw + --~ + o 
8x él z 

ou, conforme notação ja utilizada, C = O 

Fisicamente o divergente nulo da velocidade (D = O) 

significa que nao hã nem compressoes nem expansoes da massa 

fluida. Isto ê, reafirma-se a hipõtese adotada de que o fluido 

e incompress1vel. 

Com 8 O (resultante da equação de estado p = consta.':! 

te) o sistema get'al de equações que descrevem o escoamento de um 

fluido incompress1vel fica sendo: 

Equações dinimicas ou de Navier-Stokes 

au 
-

;~t 
+ 

au u-
::x 

a v 
+ u 

)X 

(lu 
+ v-

;;y 

êV +v-
3y 

;)U 
+ w-

:lz 

élV + w-·~ 
ilz 

- ÍfV + }Jl 'cl/\U - o 
í :1x 

+ 
'
''u , 1 0jJ A v ' - \!,.,V o 

aw :Jw 
-·-- +U-

Ow aw +v-+ w-~ + 
1 cp_ g + - \lÔW ~ 0 

dt dx ay az 0 2Z 

Equação da continuidade 

du dv dw 
8~ + +-=0 

ax ay az 
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1!. onde \J = e as quatt-·o i ncõqni tas sno u, v, w P ;1. 
p 

11.6 --EQUAÇÕES BÁSICAS DO ESCOAMENTO: CONCLUSÕES 

Procurou-se apresentar neste capltulo uma visão glo-

bal e sucinta de como foram obtidas as equaçoes diferenciais que 

representam o escoamento de fluidos viscosos tanto compressi-

veis como incompresslveis. 

Foi intenção mostrar que os fen~menos de transporte, 

tais como trocas de quantidade de movimento, energia e massa, 

são fen6menos intrinsecamente relacionados e que uma completa 

representação do escoa1nento deve considerar, simultãnea e aco-

pladamente, os princ1pios de conservação da massa, da quantida-

de de movimento e da energia. 

Entretanto as equaçoes obtidas dos princ1pios funda-

mentais apresentam termos com profunda dependencia da natureza 

do fluido. Para resolvê-los torna-se necessãrio o estabelecimen 

to de equações constitutivas adicionais com estreita relação com 

a natureza do fluído. 

As equaçoes constitutivas foram divididas em equaçoes 

de estado e leis de fluxo. Estas se preocupam em definir expre~ 

soes para os fluxos de quantidade de movimento por atrito e de 

calor por condução. Para fluidos naturais, as leis de fluxo 
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mais utilizadas por serem mais simples e apresentarem bons re-

sultados, são a lei de Stokes/Newton para a viscosidade e a lei 

de Fourier para o calor. Estas leis são lineares e os coeficien 

tes que sur~em, siío rm ~Pri\l cdmit.ictos constontes. 

Definidas as leis de fluxo, a obtenção das 
'-equaçoes 

de estado (para a massa espec1fica e energia interna) se torna 

fundamental para que o sistema de equaçoes fiqtiP rleterrninado. En 

tretanto, devido a inter-relaçao dos processos dinarnicos e têr-

micos as equaçoes de estado são complexas de se obter. Mas isto 

se torna simples se o fluido for incornpress~vel. 

Com a incompressibilidade h~ uma simplificação signi-

fi cativa das equaçoes do sistema geral, mas desvincula totalme~ 

te (ou quase) a parte dinâmica (mecânica) da térmica. Assinr, bas 

tam somente as equaçoes mecânicas (as tres dinâmicas e a da con 

tinuidade) para descrever o escoamento, tendo conro inc6gnitas 

as componentes de velocidade e a pressao, que deixa de ser uma 

variâvel termodinâmica, passando a funcionar como uma variâvel 

posicional mecânica. 



111 -- MODELOS HIDRODINAMICOS 

111.1-- INTRODUÇÃO 

Costumam ser chamados de modelos hidrodinâmicos aqu~ 

les modelos matemâticos que utilizam as equações da continuida

de e dinâmicas (ou de Navier-Stokes). São modelos bastante em-

pregados no estudo de escoamentos de cursos d'ãgua naturais, 

principalmente quando hã regimes turbulentos e nao permanentes. 

Estudos mais precisos dos escoamentos de rios, lagos e 

são feitos atrav~s de modelos hidrodinân1icos. 

mares 

A elaboração de um modelo matemãtico a partir das e

quaçoes diferenciais bãsicas do escoamento, apresentadas no ca

p1tulo anterior, deve sempre iniciar pela anãlise do sistema a 

ser simulado. Possibilidades de utilização de outras metodolo

gias alternativas de estudo, como modelos fisicos e analÕgicos, 

devem ser avaliadas. Inclusive não deve ser descartada uma ação 

conjunta ou complementar do modelo matemãtico com estes outros. 

Um modelo matemãtico que simula um sistema hidrodinâ 

mico de maneira eficiente considera na sua elaboração as pecul2 

aridades do escoamento e o comportan1ento conjunto do bin6mio e

conomia-precisào das metodologias dispon1veis. Geralmente, mode 



'I J 

los complexos sao capazes de apresentar resultados mais preci -

sos, mas em contrapartida os custos de elaboração e execuçio em 

computador são maiores. Um modelo complexo apresenta ainda fre 

qfientes dificuldades operacionais de execução e dados de entra

da numerosos e nem sempre obtidos com a precisão oferecida pelo 

modelo. Um modelo simplificado, ao contrãrio de um complexo, a

presenta a vantagem de um menor custo de elaboração, mas pode 

comprometer na precisão dos resultados. 

A formulação de modelos matemâticos hidrodinâmicos 

eficientes respeita, por outro lado, a individualidade de cada 

sistema de escoamento. Nao ê de surpreender, portanto, o fato 

de existir um grande número de modelos hidrodinamicos com as mais 

diversas caracter1sticas. 

A ri~or, cada escoan1ento exigir1a um tipo pr6prio 

de modelo, adaptado ãs suas condiçoes hidráulicas. Na pratica, 

este enfoque ê impensável para escoamentos naturais e os mode

los existentes, mesmo sendo em grande n~mero, enquadram-se em 

certos padrões que possibilitam classificá-los. 

Uma das classificações usuais separa os modelos hi

drodinâmicos em modelos de regime permanente e modelos de regi

me nao permanente. 

Os regimes de escoamento naturais sao geralmente nao 

permanentes e os modelos hidrodinãmicos utilizados para repre

sentá-los podem ser divididos em modelos de tempo real e mode

los integrados no tempo (ref. 46). 
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Modelos hidrodinâmicos de tempo real utilizam as e

quaçoes instantâneas do escoamento enquanto que os n1odelos inte 

grados empregam estas mesmas equaçoes integradas no tempo. A 

integração no tempo e necessãria quando ê desejada a representa 

ção do escoamento sem as variabilidades ocasionadas pelas per

turbações co~ escalas de tempo inferiores i da integração. E o 

caso dos escoamentos turbulentos que são predominantes na natu

reza. Na verdade, as equações instantâneas apresentadas no ca

p1tulo li sao capazes de descrever tanto escoamentos laminares 

como turbulentos, pois fornecem resultados a cada instante de 

tempo e um fenômeno como a turbulência, que possui escalas de 

tempo pequenas mas finitas, poderia, teoricamente, ser reprodu

zido por elas. 

A turbulencia, segundo Hinze (1959), caracteriza a

queles escoamentos irregulares onde as diversas grandezas fisi

cas comportam flutuações aleatórias, em relaçao ao tempo e ao 

espaço, em torno de valores médios estat1sticos.Essas irregula

ridades são caracter1sticas essenciais da turbulência e sao con 

seqOências das flutuações aleatórias temporais em cada ponto do 

espaço. Tais flutuaçoes em um escoamento turbulento não se res-

tringem somente as componentes de velocidade, afetando 

as outras variáveis do sistema. 

tambêm 

Em simulações de escoamentos naturais turbulentos por 

modelos matem~ticos geralmente nao há interesse em conhecer os 

valores das variáveis afetadas por flutuações turbulentas. O 

que geralmente interessa ê a influência das flutuações aleató 

rias turbulentas do ponto de vista de um escoamento médio esta-
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tistico. As equaç6es diferenciais do escoamento n1~dio estatfsti 

co são obtidas pela integração no tempo das equaç6es diferen-

ciais bâsicas do escoamento, onde a turbulência ê interpretada 

como uma perturbação. 

111.2 -- INTEGRAÇÃO NO TEMPO DAS EQUAÇÕES BÁSICAS 

A integração no tempo das equaçoes instantâneas do 

escoamento apresentadas no capitulo anterior conduz, como jâ re 

ferido, ãs equações do escoamento media estat1stico. Dependendo 

da escala de tempo utilizada na integração, os escoamentos -me-

di os têm naturcLas di r·erentes, havendo lllll L ípo de (",co;llnPnl.o me 

dia para cada escala de teJJlpo. Escoan1entos turbulentos podem 

ser representados por escoamentos medias estat1sticos se as es-

calas de tempo de integração forem suficientemente reduzidas.P~ 

ra se proceder ã integração ê necessário caracterizar antes o 

escoamento turbulento. 

De acordo com a natureza aleat~ria da turbulência, o 

escoamento turbulento instantâneo pode ser caracterizado como 

um escoamento onde, em cada ponto do espaço e cada instante de 

tempo, existem distribuiç6es de probabilidades correspondentes 

ãs variáveis dependentes do sistema. Por exemplo, para a campo-

nente de velocidade u(x, y, z, t) corresponderia uma distribui-

çao de probabilidades f(u(x
0

, y
0

, z
0

, t
0

)) no ponto z " o 



e instante "t ''. A m~dia de u(x y o o~ o ' 

tribuiçio, entretanto, não representa a media desta componente 

de velocidade correspondente ao escoamento médio estatistico no 

instante "t
0
". A media de u(x

0
, y

0
, z

0
, t

0
) correspondente ao 

escoamento médio estatistico seria aquela obtida na forma de uma 

média conjunta, com base em ·infinitos ·"expet'imentos". Isto e, 

as condiçoes impostas ao escoJmento teriam que sr'r' rPrJr·od<Jiid.ls 

identicamente in~meras vezes, con1 a mesma men1oria, para que,com 

as medias das distribuições, relativas aos "experimentos", no 

ponto "x
0

, y
0

, z
0

, t
0
", fosse obtida uma distribuição das va-

rias médias de u(x
0

, y
0

, z
0

, t
0

). A média desta distribuição se 

ria, então, a média conjunta ~(x 0 , y
0

, z
0

, t
0

) do escoamento me 

dio estat1stico (Pritchard, 1973). 

Nas bases colocadas acima, o escoamento midio tempo-

ral estat1stico não passa de uma abstração teõrica nascida da 

natureza aleatória da turbulincia. Quanto a escoamentos turbu -

lentos naturais, então, torna-se realmente impraticável a obten 

ção de tal midia estat1stica, pela impossibilidade de estabele-

cimento das distribuicões de probabilidade "experimentais'', re-

feridas anteriormente. 

O procedimento comum no sentido de contornar o pro-

blema é admitir a hipõtese de que no ponto "x y z u a o' o' o dis-

tribuição das m~dias de uma variável em ''t n 
o (ou das medias das 

distribuições dos in~meros "experimentos'' em "t '') ê o igual em 

forma (ver figura Ill.1)ãs distribuições (supostas iguais entre 

si) dos instantes de tempo vizinhos a "t
0

''. E esta hipõtese que 

permite escrever uma variável instantinea como a soma de sua me 
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dia temporal (m~dia conjunta) e uma flutuação turbulenta, proc! 

dimento comumente utilizado na bibliografia especializada. 

Por exemplo, as componentes de velocidade afetadas 

por flutuações turbulentas sao representadas por: 

u = u + u' 

v V+ v' 

-w ltf + w! 

onde a barra identifica a m~dia temporal e o ap6strofo, a flu

tuação turbulenta. 

uI ti 

ü (t) 

tl 12 
t 

Figura IIJ.1 - Distribuições das medias de velocidade 

As equaçoes do escoamento medio estat1stico sâo obti 

das, segundo a hipõtese apresentada, pela integraçao, em cada 

instante "t
0
", das equações bâsicas do escoamento entre os limi 

tes (t - ~t) a (t + ~t). Variando-se a escala de tempo ·~t'' o o 
obter-se-iam diferentes escoamentos médios. 
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A integração no ten1po pode ser visualizada, observa~ 

do-se um grâfico tlpico de uma variâvel com perturbações turbu-

lentas, como mostra a figura 111.2. 

lll 

U(tl,Ü(t'! 
lll 

I 

t. t' 

Figura 1!1.2- Flutuaçoes turbulentas de velocidade 

Na figura acima "u(t)" ê a variâvel sujeita a pertur

bações turbulentas e ''~(t')'' representa a média conjunta (média 

estatlstica). Segundo a hipotese adotada a média conjunta e de-

tinida por 

t' +llt/2 

~(t') = u(t)dt 

t' -llt/2 

Nesta expressa o ambas as v a r i â v e i s " t " e " t "' r e p r e-

sentam o tempo, apesar de possuirem interpretações diferentes. A 

v a r i~ â v e 1 " t "' i de n ti f i c a o ponto m ê d i o do i n te r v a 1 o " li t" onde 
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se dâ a integraçao de "u(t)", com "t" variando de (t'- r1 t/2) a 

(t' + tt/2). Portanto, "t" e ''t''' variam independentemente no 

processo de integraçao. Isto e importante no momento da integr~ 

çâo quando~ utilizada a regra de Leibniz. 

A regra de Leibniz se refere a integraçao de uma de-

rivada "f(r,s)/:Js, em "r", cujos limites de integraçao "a" e "b" 

sao dependentes de ''s". A expressao matemâtica desta regra~: 

( b( s) / b(s) 

I I 3 dr f(r,s) f(a,s) a - f(b,s) db 
~ 

J 
dr + 

) ds GS :lS as 
a(s) a(s) 

Procedendo-se a integraçao no tempo das equaçoes bâ-

sicas do escoamento definidas no capitulo anterior chega-se(ver 

abaixo) âs equações do escoamento m~dio de um fluido imcompre! 

s1ve1 na superf1cie da Terra. Sao elas: 

Equações dinâmicas 

aü -- + 
3t 

-au - au u-·- + v---
3x :ly 

--v 
+ iF-- + 

at 

aw 
- + 
ôt 

ax 

liaw + 
ÔX 

-aw 
V-C- + 

ay 

az p ax 

0 dy 

1 aj) 
+9+--- v!Jw + 

p az 

ax 

Jx 

+ a V"VI 
?Jy 

.. u _.....,........' 'j w'u'+ ..::_ N'v' + 
ax ay 

d -,-, 
+ -- u w 

az 
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Equação da continuidade 

au av aw - + + -- o 
dX 3y ;) z 

onde u', v', w' sao as flutuações turbulentas das variãveis u, 

v, w, as componentes da velocidade. 

O sistema de equaçoes do escoamento médio temporal e~ 

tatlstico difere formalmente do sistema de equação do escoamen-

to instantâneo pelo aparecimento de termos com flutuações turbu 

lentas advindos da integração no tempo dos termos não lineares. 

Deste modo, a turbulencia faz aparecer nas equaçoes 

do escoamento médio tensões de natureza aparente que devem ser 

resolvidas para que o sistema de equação medias fique matemati-

camente determinado. Este sistema de equações, generalizado pa-

ra qualquer "Lit" de integração, constitui-se no ponto de pa.!: 

tida para elaboração de modelos eulerianos de simulação de es-

coamentos h1dricos incompresslveis, naturais ou artificiais, tur 

bulentos ou laminares. Deve-se ressaltar, entretanto, que o in-

tervalo de discretização numérica do tempo dos modelos matemãti 

cos, devido ã natureza ainda diferencial das equações integra

das, nao guarda nenhuma relação com o intervalo (ou escala) de 

tempo de integração. A escala de integração influirâ somente na 

formulação das tensões aparentes, de acordo com a escala de tem 

po do fenõmeno (turbulencia, mares, etc.) considerado. 
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III.3 --A TURBUL~NClA E O ESCOAMENTO MÉDIO TEMPORAL 

A turbul~ncia sob o ponto de vista do escoamento me

dia ê uma perturbação aleatôria, rotacional, tridimensional, di 

fusiva, dissipativa, não linear e com diversas escalas de tempo 

e espaço. Todos estes aspectos da turbul~ncia est~o impllcitos 

nas equações integradas no tempo através das tensões aparentes 

com flutuações turbulentas. 

O aspecto mais importante da turbul~ncia na sua in

flu~ncia sobre o escoamento media ê, sem d~vida, a dissipação 

de energia, cujo processo influi diretamente nas outras caracte 

r1sticas. Neste processo de dissipação parte da energia do es

coamento n1êdio ê transferida pela turbulência das maiores oara 

as menores escalas espaciais, onde hã transformaçao em calor p~ 

1 a ação das tensões viscosas. E' a chamada cascata de eoergia. Co 

mo somente as maiores escalas espaciais interagem com o escoa

mento m~dio e a dissipação de energia ocorre nas menores esca

las (as da viscosidade), a taxa de dissipação de energia e co

mandada pelo movimento de grande escala e nao pela viscosidade 

que tem apenas um papel terminal. 

Esta caracter]stica da"cascata de energia" e importan

te porque os principais efeitos da turbul~ncia no escoamento mê 

dio (transporte de massa e de quantidade de movimento) podem 

ser avaliados nas grandes escalas espaciais. Isto é as tensoes 

aparentes podem ser avaliadas partindo-se de hip6teses que se 

utilizam de caracter1sticas do escoamento mêdjo. 
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III .4 - MODELI\ÇÃO DI\ TIJRBIJLtNCIA 

As tensões aparentes que surgem nas equaçoes dinâmi-

cas integradas no tempo são conhecidas por tensões de Reynolds. 

A model ação das tensões turbulentas de Reynolds e realizada g~ 

ralmente com base no uso do conceito de "viscosidade turbulen -

ta'', na definição de escalas de espaço e tempo turbulentas e na 

consideração de transporte de grandezas da turbul~ncia. 

O conceito de ''viscosidade turbulenta'' foi introduzi 

do por Boussinesq no final do século passado e se constituiu na 

primeira tentativa conhecida de tratar a turbulencia. Esta hip~ 

tese parte de uma analogia entre os fenõmenos da viscosidade e 

turbul~ncia. Ambos os fen6menos proporcionam trocas de partlcu-

las de fluido com quantidades de movimento diferentes cujo efeJ 

to no escoamento toma a forma de tensões. A diferença fundamen-

tal reside no fato de que a viscosidade, por ser un1 fenômeno que 

ocorre a n~vel molecular e uma propriedade do fluido, enquanto 

que a turbul~ncia, por envolver partlculas macroscÕpicas, e um 

fenômeno dependente também do escoamento. 

A diferença, por analogia, de relações lineares como 

as de Newton e Stokes para a viscosidade, para as tensões de 

Reynolds, resulta no estabelecimento de um coeficiente "n'' de 

viscosidade turbulenta, variãvel no tempo e no espaço e com na-

tureza tensorial. Este tensor seri o coeficiente linear, a-

nâlogo ao ··~· da viscosidade, que relacionarã o tensor das ten

sões de Reynolds com o tensor das deformaç6es do escoamento me-
dia temporal. O tensor "n" para evitar desenvolvimentos mais 
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complexos costuma ser reduzido a um escalar, o que nao interfe-

re no fato de continuar a ser variâvel no tempo e no espaço. 

Considerando-se estes aspectos as tensões de Rey-

nolds, segundo a analogia de Boussinesq, são dadas por: 

Tensões normais 

pU'ü' 2 au 1 n l aü aii aw J = p- K + 2n- - +- +-
7 ax 3 ax ay az v 

pV v I 2 
K + 2 av 2 r aü aii aw ) p- n- - - ll +- +-

3 ay 3 l ax ay az 

pw w' 2 aw 2 l"ü ri v riw J = p- K + 2n- - - Tl +- +-
3 3Z 3 ax ay az 

Tensões tangenciais 

--r-' PV'ü I (:~ + ~Q I pu v = n 
a Y) 

pli'W' p w u' 
( aw 

+ "ü 1 = n l~ d z ) 

Pvrw· p W V I n l"ii + : ~) = = 
az 

onde 2K = U'U' + ii'V' + w w' e a energia cinética por unidade 

de massa das flutuações turbulentas. "ZK" e um invariante esca

lar. A quantidade '' p1 K'' e um escalar e funciona como se fosse 
3 



uma pressao. Para que a analogia entre as tensoes viscosas e 

turbulentos seja total e fot-mal, geralmente considera-se esta 

pressâo aparente como parte integrante da pressão termodinâmica 

·~··, que~ uma inc6gnita do sistema. 

Com a utilização do conceito de ''viscosidade turbu-

lenta'' o problema transfere-se para a definição, por algum m~to 

do dos valores de I! H 
'1 • 

A modelação da turbul~ncia com respeito as escalas 

de espaço e tempo geralmente considera, no miximo, uma escala 

de velocidade (representando o tempo) e uma escala espacial. A 

escala de velocidade invariavelmente i dada pela raiz quadrada 

da metade da energia cinética das flutuações turbulentas, ou se 

ja, "/K". A escala espacial "L" ê funçao do escoamento. 

O transporte de grandezas turbulentas, considerado em 

alguns modelos, tenta reproduzir o cariter difusivo da turbulên 

ela. As grandezas preferidas estão vinculadas ãs escalas de ve-

locidade (tempo) e espaço. A grandeza correspondente i escala 

de velocidade geralmente i a semi-energia cin~tica ''K'' das flu

tuaç6es turbulentas. No que se refere ã escala espacial existem 

varias grandezas que poderiam ser transportadas como a freqtlên-

cia, a vorticidade e a dissipação das flutuaçÕes turbulentas. 

Quando não ê utilizado o conceito de viscosidade turbulenta po

dem ser transportadas as pr~prias tensões de Reynolds. 

A classificação de modelos de turbulência realizada 

por Rodi (1978) tem por base o nümero de equaç~es de transporte 

de grandezas turbulentas. Assim hâ modelos com nenhuma equação, 
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com uma equaçao e com duas equaçoes de transporte. 

Os modelos com nenhuma equação utilizam predominent~ 

mente o conceito de ''viscosidade turbulenta'' e se resumem em a-

valiar apenas o coeficiente ''n", diretamente, sem a utilização 

de equações de transporte de grandezas turbulentas. Quando "n" 

i admitido constante, como na simulação de alguns escoamentos 

de grandes corpos d'âgua, deixa de haver na realidarle a mode-

laçio da turbul~ncia e a utilização de ''n" se justificaria ape-

nas em razão de estabilidade num~rica. Para considerar "r,'' va-

riãvel o procedimento comum ~ a adaptação da teoria do "compri

mento de mistura'' de Prandtl ao escoamento. 

Pela teoria de Prandtl o coeficiente "n" de velocida 

de turbulenta assume a seguinte expressão: 

onde 

u 
n 

p ~ massa espec1fica; 

t comprimento de mistura; e 

u ~ gradiente vertical de velocidade 
dZ 

Os modelos com uma equaçao de transporte consideram 

geralmente a equação de transporte da energia cinética turbule~ 

ta. No caso dos modelos que se valem do conceito de viscosidade 

turbulenta, o coeficiente '' "~avaliado com base no valor de 

''K'', fornecido pela equação de transporte da escala de velocida 

de "/R", e de uma escala espacial. No caso de modelos que nao 
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utilizam "'i", as tensões de Reynolds sao aval íadas diretamente 

em função dos valores transportados de "IK". 

Os modelos de turbulência com duas equaçoes de trans 

porte avaliam, alem do transporte da escala de velocidade de 

"IK", o transporte de uma escala espacial. As grandezas que 1n-

corporam uma escala espacial e que sào geraln1ente empregadas 

para transporte sao a vor·ticídade, il i"rPqtlf>nci<~ "" di·~sipa(ao 

correspondentes ~s flutuaçoes turbulentas. Quando hã isotropia 

local na turbulência a grandeza de dissipação ··~·· ê mais fãcil 

de ser definida. A isotropia local geralmenté acontece em um es 

tado pleno de turbulência com números de Reynolds altos. Os mo

delos que se utilizam de uma equação de transporte para a semi

-energia cinética "K" e outra para a dissipação ''c" costumam ser 

denominados de modelos K-E de turbulência. 

Os modelos classificados por Rodi (1978) estão volta 

dos principalmente para a simulaçao de escoamentos tipo camada 

limite e de escoamento em dutos livres e forçados com atrito on 

de o câlculo em detalhe da turbulência muitas vezes se faz ne

cessãrio. Na simulação de escoamentos naturais a utilização de 

modelos de turbulência não e freqUente. Geralmente a ~odela-

çâo da turbulência em modelos hidrodin~micos ê realizada r:1ais 

detalhadamente somente quando ê desejado um câlculo mais preci

so da dispersão de poluentes, de perfis salinos e de temperatu-

ra. 

Para modelos exclusivamente hidrodinâmicos (sem trans 

porte de solutos) a turbulência não precisa ser caracterizada em 

detalhe porque geralmente interessa apenas a sua influência na 
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dissipação de energia. Por isso uma formulação com nenhuma equil: 

çio de transporte de grandezas turbulentas ê suficiente para a 

maioria dos modelos hidrodinimicos. Por outro lado, em modelos 

hidrodinâmicos com transporte de massa seria interessante a con 

sideraçio, alêm do carãter dissipativo, o carater difusivo da 

turbulência. A formulação do tipo dos modelos K-c de turbulên-

cia seria capaz de avaliar a difusividade turbulenta, ainda que 

incipientemente, nos modelos com transporte de massa. Na prâti

ca tal procedimento se torna dif1cil porque, alem da dificulda

de de formular as equações de K e c, estas devem ser resolvidas 

em conjunto as equações hidrodinâmicas e a equação de transpor

te de massa o que aumentaria consideravelmente o custo e tempo 

dos câl cul os. 

III .5 - DIMENSÕES ESPACIAIS CONSIDERADAS NOS MODELOS H!DRODINÃ 

MICOS 

Quanto as dimensões espaciais os modelos hidrodinâmi 

cos podem ser classificados em modelos adimensionais, unidimen -

sionais, bidimensionais e tridimensionais. Os modelos adimensio 

nais simulam apenas balanços de massa e são aplicados principaJ 

mente em reservatõrios. Jã os modelos uni, bi e tridimensionais 

podem representar, além do balanço de massas, o balanço das qua_rl 

tidades de movimento. Os unidimensionais sio capazes de avaliar 

estes balanços somente por sobre um eixo, reproduzindo velocida 
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des medias perpendiculares de seçoes transversais. Os modelos 

bidimensionais reproduzem velocidades com duas componentes em 

um plano de espaço. Por fim, os modelos tridimensionais têm re

presentados as três componentes de velocidade nas três dimen-

sões do espaço. 

As equaçoes do item 111.2 representam o escoamento 

na superf1cie terrestre segundo as três dimensões do espaço. S~ 

rao aqui, por isso, denominadas de equaçoes completas. Os mod~ 

los verdadeiramente tridimensionais utilizariam estas equaçoes 

completas, enquanto que os modelos uni e bidimensionais necessi 

tam de integração no espaço. Para se chegar as equações basicas 

dos modelos uni e bidimensionais são realizadas integração de 

todas as equaçoes segundo os eixos coordenados menos importan-

tes e feitos algumas simplificações f1sicas nestes eixos. 

Para um modelo unidimensional de aplicação em rios 

- -as equaçoes sao integradas horizontalmente e verticalmente em 

eixos perpendiculares ao eixo do canal. As simplificações f1si-

cas geralmente são a desconsideração de efeitos dinâmicos late 

rais e verticais, com exceção da gravidade e pressão. 

Os modelos bidimensionais se utilizam das equaçoes 

basicas integradas em um dos três eixos coordenados, aquele on-

de fenômenos dinâmicos são desprezados. Na simulação de cursos 

d'agua na superf1cie terrestre os modelos bidimensionais podem 

ser horizontais ou verticais. Nos bidimensionais horizontais a 

integração e feita na vertical segundo o eixo da aceleração da 

gravidade, desprezando os termos de inercia e atrito neste eixo. 
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A aplicação de modelos bidimensionais horizontais na superflcie 

terrestre ê realizada para simulação de oceanos, es.tuârios de 

rios, lagos, etc. que são corpos d'agua onde as dimens6es hori-

zontais predominam sobre a vertical. Nos modelos bidin1ensionais 

verticais a integração ê feita lateral1nente de 1naneira a se ob-

ter a simulação de perfil de um curso d'ãgua. Geralmente ta i s 

modelos são utilizados na simulação da intrusão salina em estuã 

rios marinhos. 

Os modelos realmente tridimensionais nao inte-

gram no espaço as equaçoes completas. Mas, podem, entretanto, 

desprezar efeito dinâmicos verticais na simulação de um escoa -

menta na superf1cie terrestre. A utilização de modelos num~ri

cos tridimensionais verdadeiros ~ rara devido â grande capacidi 

de computacional requerida e problemas numêricos da discretiza

ção espacial. Geralmente quando são necessârios simulaç6es de 

escoamentos hldricos em tr~s dimens6es são utilizados modelos 

ditos tridimensionais mas que se valem de artiflcios para nao 

discretizarem as equaçoes completas. Um exemplo ~ o modelo de 

diferenças finitas de Leendestre (1971) onde o corpo d'ãgua ê 

dividido em vãrias camadas horizontais, sendo a camada super1or 

a unica com espessura variãvel no tempo devido âs alterações da 

superflcie livre. Em cada camada são utilizadas as equaçoes do 

escoamento integradas na espessura segundo a vertical. A interi 

ção entre as camadas~ realizada pela equação da continuidade, 
-envolvendo a componente vertical de velocidade que nao e nula. 

Sâo desprezados neste modelo efeitos inerciais e de atrito ver-

ticais. 
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III.6 --MÉTODOS NUMÉRICOS PARA SOLUÇÃO DOS SISTEMAS DE EQUA
ÇÕES DOS MODELOS HIDRODINÃMICOS: GENERALIDADES 

Os m~todos mais utilizados no tratamento num~rico das 

equaçoes diferenciais que representan1 escoamentos fluidos sao 

os m~todos das diferenças finitas, dos elementos finitos e das 

caracter1sticas. 

O m~todo das diferenças finitas aproxima as derivadas 

parciais das equações diferenciais por quocientes de diferenças 

de valores das variâveis tomados em pontos discretos do espaço

-tempo de câlculo. Dependendo da forma como foram obtidas as e

quações de diferenças, o esquema numérico pode ser expl1cito ou 

impl1cito. No esquema expl1cito as variâveis incÕgnitas têm seus 

valores definidos, em cada ponto do espaço, em função dos valo-

res conhecidos dos intervalos de tempo anteriores. Quando isto 

não acontece o esquema e impl1cito e resultam, então, sistemas 

de equações alg~bricas onde as variâveis incÕgnitas são resolvi 

das simultaneamente a cada intervalo de tempo, geralmente em 

uma linha do espaço com condições de contorno definidas. Os sis 

temas de equações alg~bricas dos esquemas impl1citos são geral

mente integrados por métodos correntes de solução de sistemas 

de equações lineares ou não lineares, conforme o caso. 

O m~todo dos elementos finitos considera valores no-

dais das variâveis e funções bâsicas cont1nuas para resolver as 

equaçoes diferenciais em regiões definidas (elementos finitos) 

do espaço, sendo a integração no tempo realizada a intervalos 

discretos por métodos numéricos convencionais. 
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o metodo das caracteristicas enfocao espaço de cal

culo das equações diferenciais por planos ou linhas caracter1s 

ticas, que sao caminhos por onde as perturbações se propagam no 

espaço e no tempo. 

Destes três metodos aquele mais extensamente utiliza 

do e o método das diferenças finitas que oferece uma facilida

de de manuseio superior as dos demais métodos. A representação 

de escoamentos uni, bi ou tridimensionais é alcançada sem difi 

culdades através de equações de diferenças de um esquema nume

rico em diferenças finitas. Com os métodos dos elementos fini

tos e das caracter1sticas a representaçao matematica do escoa

mento e feita com maior dificuldade. o método das caracter1sti 

cas foi aplicado com sucesso a escoamentos unidimensionais mas 

a sua extensao a dom1nios bi e tridimensionais ê, quando possl 

vel, bastante complexa. O método dos elementos finitos, entre

tanto, ja e de aplicação comum no estudo de escoamentos bidi

mensionais onde a possibilidade de utilização de elementos com 

tamanhos diversos, para representação mais fiel de contornos 

fisicos irregulares ou complexos, ê um dos pontos a favor. 

O método das diferenças finitas, por estar sendo uti 

lizado ha mais tempo, possui o aspecto positivo de ter metodo

logias de analise numérica (avaliação de estabilidade e preci

sao de esquemas) pesquisadas em profundidade, ainda que somen

te para equaçoes diferenciais lineares ou linearizadas. Nb que 

se refere aos esquemas expl1citos ou impl1citos, a analise de 

estabilidade indica serem mais estaveis estes Gltimos, aceitan 

do intervalos de tempo de calculo maiores, motivo pelo qual de 



62 

têm a preferência dos pesquisadores, mesmo dispendendo maior 

tempo de m~quina para seren1 resolvidos, comparados com os n1~to 

dos explicitas. Para a modelaçao bidimensional vJeare (1976), iJ'l 

clusive, salientou que a soluçao do sistema de tr~s equaçoes 

de diferenças impllcitas tem tempo de soluçao equivalente -a 

formulação an~loga por elementos finitos, método normalmente 

acusado de dispender tempo significativo na representação de 

escoamento. Na pr~tica, entretanto, a formulação por diferen -

ças finitas do escoamento bidimensional e realizada com a divi 

sao do intervalo de tempo em duas partes iguais, sendo resolvi 

do em cada uma delas um sistema composto pela equação da conti 

nuidade e por uma equação dinâ1nica. Desta forma h~ uma redu-

ção significativa no tempo de c~lculo. 

III.7 - MODELOS HIDRODINÂrHCOS: CONCLUSÕES 

Neste capltulo foi visto que, na elaboração de um mo 

dela hidrodinâmico, e importante a integração no tempo das equ~ 

çoes diferenciais do escoamento, quando pretende-se considerar 

a influência de fenômenos com escalas de tempo inferiores ãs do 
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escoamento simulado. Estes fenômenos sao geralmente considera

dos como perturbações a um escoamento médio temporal. No caso 

da turbulência, o efeito das perturbações tomam a forma de ten

sões de atrito de natureza aparente, conhecidas por tensões de 

Reynolds. 

As equaçoes diferenciais que descrevem o escoamento i~ 

compress1vel, quando integradas no tempo, transformam-se formal 

mente nas mesmas equações diferenciais, apenas com a adição de 

termos de atrito, contendo tensoes aparentes. Se as tensoes ap~ 

rentes representam o efeito da turbulência, elas podem ser defi 

nidas com base na cascata de energia, envolvendo equaçoes de 

transporte de escalas de tempo e espaço (Rodi, 1978). Entretan

to, por razões de simplicidade, é geralmente feita a analogia 

direta entre os fenômenos da turbulência e viscosidade (ambas 

provocam trocas de quantidade de movimento), surgindo o concei

to de viscosidade turbulenta. 

As dimensões espaciais de um modelo hidrodin~mico, e

laborado a partir das equações temporais, sao fixadas principal 

mente em função da conformação geométrica do corpo d'agua, cujo 

escoamento é intenção reproduzir. As dimensões espaciais nao 

significativas, com respeito ao escoamento, são eliminadas atra 

vês de integraç~o espacial das equações do movimento, em conju~ 

to com algumas simplificações de ordem fisica. Nos modelos bidi 

mensionais horizontais, empregados na simulação de lagos e ocea 

nos, a eliminação da direção vertical advém da integração vertj 

cal, do fundo ã superf1cie, de todas as equações diferenciais e 

da desconsideração de efeitos din~micos verticais, permanecendo 
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a influência da pressao e gravidade. 

Ap6s definido o siste111a de equaçoes diferenciais do 

modelo, tem lugar a esquematização num~rica. O mêtodo de discre 

tização das equaçoes geralmente esta entre os m~todos de dife

renças finitas, dos elementos finitos e das caracter1sticas. A 

preferência, freq~entemente, recai sobre o mêtodo das diferenças 

finitas que, ainda hoje, oferece maiores facilidades na defini

ção de esquemas num~ricos, alên1 de ser o ma1s amplamente estud! 

do. Dentre os esquemas de diferenças finitas, os esquemas impll 

citos são prefer1veis aos expl1citos, quando opta-se por maior 

estabilidade num~rica sem a preocupaçao com a maior complexida

de computacional. Para modelos bidimensionais geralmente são u

tilizados esquemas impl1citos simplificados, como o ADI adapta

do por Leendertse (1967), que dispendem menos tempo no computa

dor. 



IV - EQUAÇÕES DIFERENCIAIS BÁSICAS DOS MODELOS IHDRODINÂMICOS 

BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS 

IV.1 - INTRODUÇÃO 

As equaçoes diferenciais basicas do movimento nas 

quais se baseiam os modelos matemâticos de simulação de escoa

mentos bidimensionais t~m origem em simplificaç6es nas equaç6es 

gerais do escoamento, integradas no tempo, apresentadas no cap} 

tulo anterior. O procedimento para obtenção das equaç6es basi

cas, a partir das equaç6es gerais do escoamento m~dio temporal, 

envolve consideraç6es de ordem f1sica e matemâtica. 

Matematicamente, para que o escoamento seja represen

tado somente no plano horizontal, hã necessidade de integração 

do sistema de equaç6es gerais (equação da continuidade e equa

ç6es dinâmicas integradas no tempo) na direção vertical do esp~ 

ço f1sico tridimensional. Desta forma, todas as variâveis do 

sistema serão bidimensionais com dom1nio restrito ao plano hori 

zontal "XOY". 

Da integração vertical das quatro equaçoes do sistema 

surgem as seguintes variiveis bidimensionais: as componentes de 

velocidade m~dias na vertical, ''U(x,y), V(x,y) e W(x,y)''; as 
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pressoes mêdias na vertical, ''P(x,y)'', da superflcie d'âgua, 

"ps(x,y)", e do fundo, "pf(x,y)"; a profundidade "H(x,y)"; os 

termos de correção da inércia devidos a perfis verticais de ve-

locidades nao constantes, "(U'U'), (U'V'), (V'V'), (U'W') e 

(V 'W') "; e as tensoes tangenciais no fundo e na superflcie d 'â-

gua, 11 T 
f, X ' Tf,z' Ts,x' T e T 

11 
• s,y s,z 

Entre todas estas variâveis, identifica-se como as in 

cõgnitas do sistema as componentes de velocidade "U, V e W" e a 

profundidade ''H''. A pressão na superflcie ''p '' e uma 
s condição 

externa ao escoamento e "P" e 11 p 11 
5 a o 

f 
pressoes dependentes da 

profundidade e do campo de velocidades. As tensoes "T 
5 , X' 

T s,y 

e T 
2

'' na superflcie d'âgua são também imposiçoes externas,mas 
s • 

as tensoes no fundo ''Tf , Tf e Tf '', dependem do escoamento 
,X ,y ,Z 

e do fluido (no caso, da âgua). Jâ os termos de correção da 1ner 

cia (U'U') (U'V'), (V'V'), (U'W') e (V'W') dependem dos per-

fis verticais de velocidades. 

As consideraçoes de ordem f1sica para a determinação 

matemática do sistema, portanto, direcionam-se no sentido de es 

tabelecer relaçoes para as variáveis que dependem das quatro in 

côgnitas. 

A seguir sera mostrado o resultado da integração ver-

tical das equaçoes diferenciais do escoamento medio temporal, 

com as consideraçoes de ordem flsica que produzem um sistema de 

equaçoes diferenciais determinado para representar o escoamen-

to bidimensional. 



IV.2-- INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO MÉDIO TEMPORAL 

NA VERTICAL 
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A integração vertical e realizada no sentido positivo 

do eixo ''OZ'' que aponta para cima na superf1cie terrestre. Os 

limites de integração são a superf1cie do leito (o fundo) e a 

superf1cie livre do corpo d'agua. 

Na realização da integração e admitido um plano de r~ 

ferência arbitrârio, abaixo do qual estao colocadas profundida-

des fixas (representando a superf1cie irregular do fundo) e aci 

ma, os n1veis d'âgua variâveis de acordo com o escoamento (fig~ 

ra IV.1). 

----t 
:í 

NA 

' 

-------f----------P.R. 
h 

Figura JV.1 - Perfil vertical de integração 

Representando as profundidades fixas por ''h'' e os n1-

veis d'agua por "ç", a integração vertical serâ efetivada pela 

aplicação ãs equaçoes temporais do seguinte operador integral: 

f 
ç 

f dz 

-h 
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onde "f" e uma variãvel qualquer. 

O resultado da integração vertical das equaçoes da 

pãgina 49 ~ apresentado, termo a tern1o, nos itens subseqUcntes, 

-com algumas observaçoes onde se fizeram necessar1as. 

IV.2.1 -- Equaçoes dinâmicas integradas na vertical 

Integração dos termos de inercia 

Equação dinãmica OX 

( 3Ü 

\ 3t 
+ vlLi 

3Y 

3(HU) 

Equação dinãmica OY 

/ aii - 3ii - <Jii 
\ - + u- +v--

' 3t 3X 3Y 

- êJV \ + w--
az I 

a ( HV) 

3t 

Equação dinâmica OZ 

( 3w - aw - :1w w- :1w ) - + u- +v-+ - = 

\ 3t ax ay az 
a(HW) 

at 

+ 

+ 

3(HUU) 

3X 

3 ( HUV) 

3X 

<l( HUW) 
--·-

dX 

+ él ( HUV) + j)_ ( U 'U' ) + j)_ ( U 'V ' ) 

+ 

ay 

él ( HVV) 

ay 

:1( HVW) 

ay 

ax 3y 

+ jl_ (U'V') + j)_ (V'V') 
3X 3y 

-ª-<u·w·) 
2x 

_il_ (V 'W') 
3y 
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Na integração vertical, acima indicada, os perfis ve~ 

ticais das três componentes de velocidade não são constantes. De 

acordo com o esquema dos três perfis verticais (figura IV .2) as 

componentes de velocidade em um ponto qualquer sao dadas por: 

-u U + U' 

V ::: v + v I 

w = w + w• 

onde ''U, V e W'' sâo as mêdias verticais das componentes de velQ 

c i da de tempo r a i s " ü , v e w" , e "U ' , V ' e W "' s a o a s f l u tu ações 

em torno das mêdias. 

ü v 
- -u v 

:Ju' 
/ _/ 
~ ~ -

w 

-
w 

lfv' 
/ 

N.A 

--7-

/-w' 

Figura IV.2-- Perf1s das 
componentes de velocida
de 

lntegraçio dos termos de gravidade e de Coriolis 

Equação dinâmica ox 

<- íl ij > -ílHV 

Equação dinâmica OY 

(+ 12 ü > +llHU 

Equação dinâmica oz 

(g) ~ gH 
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Integração dos termos de pressao 

Equação dinâmica OX 

< _1_ ;.ip ) 

p :JX 

Equação dinâmica OY 

[ 
:J(HP) a(. -h) :JÇ J --+p ---p-

p :Jy f ,Jy s ly 

Equação dinâmica OZ 

<
l :lp) 
p JZ p 

onde "P" e a media vertical da pressao termodinâmica temporal 

11 p 11 ' 11 p f LI e a pressão no fundo e 11 P u 
s 

e a pressão da superflcie 

livre (pressão atmosférica). 

Integração dos termos de atrito e turbulência 

Equação dinâmica OX 

:1 + --
lly 

+T -T ·1 s,x f,x 
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Equaçao dinamica OY 

<- r :l

3

x 
[ N av J d 

[ N <l~ J d 
[ N 3v J )~ +- +-

f' :lx ':ly ,ly :1z ,lz 

<-
1 sH l3'V <J

2

V J --- +~ + TS,y- Tf,y 
p ax 2 ay2 

Equação dinâmica OZ 

P [ sH [ ::: + ::: J + Ts,z + Tf,z J 

onde "s" e a mêdi.a vertical do coeficiente de viscosidade turbu-

lenta li N 11 11 T 
' S , X ' 

T , T " são tensoes tangenciais na super-s,y s,z 

f1cie livre e "Tf,x' Tf,y' Tf,z" são tensões tangenciais no fun 

do. Nas integrações verticais, acima indicadas, foram despreza-

dos termos com produtos de derivadas e derivadas segundas. O coe 

ficiente "N" ê o coeficiente "n" do item 11!.3, somado do coe-

ficiente "p" da viscosidade. 

IV.2.2-- Equação da continuidade integrada na vertical 

(ou 
\ <lx 

3v aw 
+-+-

:ly <lz > a(HU) 
+--- + 

JX 

3 ( HV) 

onde ''ç" e o n1vel d'âgua acima do plano de referência. 
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IV.2.3-- Sistema de equaçoes integradas na vertical 

O sistema de equaçoes diferenciais gerais do escoamen. 

to integradas na vertical, segundo os resultados mostrados nos 

itens anteriores, apresenta-se da seguinte forma: 

Equação da continuidade 

]_f + 3(HU) 3 ( HV) 
+-- o 

at 3X élY 

Equações dinâmicas 

3 ( HU) 3 ( HUU) 3 ( HUV) 3 < u 'u') 3 ( U 'V') - riHV + + + +- +-
3t 3x 3y 3x 3y 

+ _1_ [ 3(HP) + pf 3(-h) - Ps ]_f J - _1_ [ l a' u 3
2 

u J o EH - +- + T - T J = 
p ax ax 3x p axz 2Jy2 s,x f,x 

3(HV) a(HUV) 3(HVV) 3 ( U 'V') d (V 'V') + SlHU + + + +- +-
at ax ay ax 3y 

1 l a(HP) 3(-h) 
- p ~ J l [ 32V 32 V } J o 

+ ~ ay + Pf ay 
EH - +- + T - T = 

s ay p ax2 ay2 s,y f,y 



a(HW) a(HUW) J(HVW) --- + --- + --·--~---
at 

1 +-
p 

ax Cly 

;) 
+ -·-

ax 
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< u 'w') + --· (V'W') + gH + 
ôy 

+ T - T s,z f,z o 

As quatro incõgnitas deste sistema de quatro equaçoes 

variãveis ainda não definidas em função destas quatro torna o 

sistema matematicamente indeterminado. Para se atingir a deter-

minação sao realizadas considerações de ordem f1sica que buscam 

estabelecer relações para as diversas variãveis em função da 

profundidade e das componentes de velocidade "H", "U", "V" e 

''W''. Assim, geralmente, como distribuição vertical das pressoes, 

considera-se a equação da hidrostãtica. Para as tensões tangen-

ciais no fundo, a formulação baseada na fÕrmula de Chezy, dom~ 

vimento permanente uniforme, ê a mais utilizada. E os coeficien 

tes de atrito e perfis de velocidade, por sua vez, podem ser de 

finidos por uma teoria de turbulência como a de Prandtl. 

Relação hidrostatica para as pressões na vertical 

A simplificação f1sica que conduz ã hidrostaticidade 

das pressões na vertical e que permite, portanto, obter uma re-

lação simples entre pressões e profundidades, e a desconsidera

ção dos efeitos dinâmicos verticais da inêrcia e atrito. Com es 

ta simplificação a equação dinâmica vertical reduz-se para: 



gH + 1 

I' 

o 

Isolando-se "pf" fica: 

p + pgH 
s 

( H 

!~ 

ç + h) 

A equação acima e uma equação hidrostãtica. Relaciona 

e a a pressao no fundo "pf" com a pressão na superf1cie "ps" 

profundidade "H", sem envolver as componentes de velocidade. 

A introdução da equaçao hidrostãtica nos termos de 

pressao das equações dinâmicas horizontais modifica-os para: 

Tern1o de pressao simplificado da equação dinamica OX 

a(HP) 
3x 

+ p 3(-h) - p _d_z;; l ~ [ 
f ax f ax J I' 

3p 
s H-· + pgH :s J 

flx cJX 

Termo de pressao simplificado da equaçao dinâmica OY 

3(HP) 
Cly 

+ p 3(-h) - p _d_z;; l ~ 
f ay s ay J P ( 

Clp 3Ç J H _s + pgH-
ay ay 
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Expressões para as tensões de atrito no fundo 

A relação entre as tens6es tangenciais de atrito no 

fundo e o escoamento costuma ser definida com base na relação 

quadrãtica obtida com a f6rmula das velocidades de Ch~zy e a ex 

pressão geral das tensões superficiais, ambas relativas ao movi 

mento permanente uniforme. 

A expressão vetorial para a relação quadrãtica, acima 

referida, das tens6es no fundo, ê dada por: 

pg v_LLL 

~r 

onde 11 T 11 representa as tensões tangenciais no fundo, IIVII e o ve 

tor velocidade media na vertical, "C" ê o coeficiente de atrito 

de Chezy, e "p" e "g" são a massa especTfica e a aceleração da 

gravidade, respectivamente. 

Decompondo a expressao vetorial nas duas direç6es or-

togonais horizontais, surgem duas expressões escalares: 

e 

T f,x 

T f,y 

u / U2 + v 2 

r 9 --~-----~--
cz 
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onde '' '' e '' '' sao as tensóes no fundo segundo os Tf,X Tf,y eixos 

OX e OY, respectivamente, e ''U" e ''V'' são as componentes de ve 

locidade horizontais, jã definidas anteriormente. 

As relações escalares apresentadas, integradas ãs e-

quaçoes dinâmicas horizontais, constituem-se nos termos que re 

presentam o atrito no fundo, sendo o coeficiente de Chêzy o p~ 

râmetro de ajuste destes termos. 

Apresentação do sistema de equaçoes matematicamente 

determinado 

Introduzindo-se a equaçao da continuidade nas equa -

çoes dinâmicas, dividindo-se todos os membros pela profundida-

de ''H'', e desprezando-se os termos de correçao de in~rcia (não 

significativos em escoamentos turbulentos) e a variação espa-

cial da pressão atmosf~rica, o sistema de equações matematica-

mente determinado, com a inclusão das relações hidrostãtica e 

das tensões no fundo, apresenta-se da seguinte forma: 

Equação da continuidade 

~ + 3(HU) + ~HV) O 
at 3x 3y 
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Equaçoes dinâmicas 

3U 
- + v-'!.l! 

3y 
- rtV + g -ª.f + 

:Jx 
r6U 

T S, X ---=o 
(lt pH 

U 
~JV + -ZJV ~H g -~ + g 

1 
l t, v - .'2_,1' o 

at 3X ~ly C' H pH 

onde as tr~s inc6gnitas sâo as componentes horizontais de velo-

cidade, ''U'' e ''V'', e o nlvel d'agua acima do plano de refer~n-

cia, ''ç''. As demais variâveis e coeficientes, ja definidos ante 

riormente como as tr~s inc6gnitas, representam o seguinte: ''H'' 

(=h +cl ~a profundidade, "g" ê a aceleração da gravidade, "p" 

e a massa espec1fica do fluido, "C" ê o coeficiente de atrito 

com o f u n do , de C h e z y , " c " ê o c o e f i c i e n te de a t r i to 1 a te r a 1 , " )J " 

ê o parâmetro de Coriolis e "·1 "ê a tensao tangencial na su-s , X 

Perficie livre do llquido na direção OX e"·· " na d·ireçao OY. 
1 s 'y ' 

''6'' ê o operador de Laplace no plano horizontal XOY. 

IV.3-- EQUAÇÕES DIFERENCIAIS BÁSICAS DOS MODELOS HIDRODINÂMI
COS BIDIMENSIONAIS HORIZONTAIS: CONCLUSÕES 

Neste cap1tulo foi exposto que as equaçoes diferen-

ciais dos modelos bidimensionais horizontais são geralmente ob

tidas da integração vertical, do fundo ã superf1cie, das quatro 

equaç6es (continuidade e tr~s dinâmicas) do escoamento mêdio tem 

poral definido no Cap1tulo 111. Do processo de integração verti 
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cal resultam novamente quatro equaç6es, mas a definição da rela 

çao hidrostática para descrever as pressoes elimina efeitos di

nâmicos verticais, restando então a equação da continuidade e 

as duas equaçoes dinâmicas horizontais. As inc6gnitas deste sis 

tema de tr~s equaç6es são as componentes horizontais de veloci

dade e o nível d'agua. 

As equaçoes dinâmicas integradas na vertical, com a 

desconsideração de termos de correçao de inêrcia e da variação 

espacial da pressão atmosférica, possui termos representativos 

da inêrcia, do escoamento por gravidade, da influ~ncia da rota

ção terrestre (Coriolis), do atrito do fluido com o fundo, do 

atrito lateral e da ação dos ventos (tensoes na superf1cie li

vre). Os tr~s primeiros termos desta lista t~m definição te6ri

ca precisa e o ~ltimo ê uma impdsição externa ao corpo d'agua . 

Os termos restantes, de atrito com o fundo e lateral, relacio

nam-se intimamente com o escoamento, n1as dependem significativ! 

mente dos contornos do sistema, o que dificulta a dedução de ex 

pressões teóricas gerais. Para o termo de atrito lateral, a sim 

plificação principal ê a consideração de um coeficiente de atri 

to para cada ponto do plano horizontal com seu valor definido 

em função apenas das características do escoamento no ponto. A 

expressao geral para o termo de atrito com o fundo e, por sua 

vez, determinada a partir de uma generalização da expressão qu! 

dratica, valida para o movimento permanente uniforme, obtida com 

a utilização da formula de Chezy para as velocidades. 

O coeficiente de Chezy, de atrito com o fundo, e o CQ 

eficiente de atrito lateral, presentes nos termos que represen-
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tam estes fen6menos, sao parametros de ajuste dos 1nodelos bidi

mensionais horizontais. Sob certas circunstâncias estes parâme

tros podem ser tomados como constantes, mas o fato de possulrem 

natureza vinculada ã turbulência indica ser mais correto consi

der~-los vari~veis, em função do escoamento. Ambos os coeficien 

tes podem ter uma formulação, dependente do escoamento, baseada 

no perfil de velocidades turbulento de Prandtl. 



V -- MODELO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL COM ESQUEMA DE LEENDERTSE 

V.1 INTRODUÇÃO 

O modelo matemâtico elaborado por Leendertse (1967) 

para simulação de escoamentos bidimensionais, sem estratifica

çao vertical, foi pioneiro em apresentar um esquema num~rico ca 

paz de resolver as equaç6es horizontais completas (pãgs. 76 e 

77), obedecendo condiçoes de estabilidade e precisao nao l'iuito rigorosas. 

O esquema num~rico concebido por Leendertse e um es

quema em diferenças finitas que se vale da malha de calculo de

fasada de Platzman (1959) e de uma adaptação ao plano horizon

tal da filosofia do m~todo impllcito de integração por caminhos 

alternados (AO! em inglês). O resultado~ um esquema onde as 

questões de diferenças encontram-se, em grande parte, centradas 

no espaço e no tempo, o que contribui para apresentar maior es-

tabil idade e precisao numéricas. Computacionalmente, o esque 

ma de Leendertse ê também eficaz porque resolve apenas matrizes 

tridiagonais. 

Na avaliação do esquema numérico Leendertse realizou 

uma anãlise de estabilidade baseada no método de Von Neumann e 
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apresentou uma original an5lise de dissipaçao e deformaç~o de 

ondas. Com estas analises foram balisados critérios de estabili 

dade e precisão em função da discretização numérica e de ca-

racterlsticas do escoamento. 

V.2-- MALHA DE CÁLCULO 

A definição da malha de calculo horizontal e o passo 

inicial para a obtenção das equações bidimensionais em diferen

ças finitas, pois ficam definidos os locais das variáveis incõ~ 

nitas --as componentes horizontais de velocidade, "U" e "V", e 

o nlvel d'agua acima do plano de referência, "r,"--, e das pro

fundidades conhecidas, abaixo do plano de referência, "h". 

Para esquemas numéricos em diferenças finitas a malha 

de calculo e geralmente composta por células iguais e retangul! 

res. No modelo apresentado neste cap1tulo identifica-se cada cê 

lula ou quadr1cula da malha horizontal de Platzman (ver Figura 

V.1) pelos seus lados superior e direito, considerando-se o ei

xo OX como das abscissas e o eixo OY como das ordenadas. Ao la

do direito da quadr1cula esta associada a componente de veloci

dade ''U'', com sentido positivo segundo eixo OX, e ao lado supe

rior esta associada a componente "V", com sentido positivo se

gundo o eixo OY. O n1vel d 'agua "r." estâ alocado no centro da 

quadr1cula e a profundidade ''h'' no canto superior direito. 



v 

----r-----e h 

X 

; 
X -li---. u 

Figura V. 1 -- Quadr1cula da malha de calculo 
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O contorno flsico que cada um dos lados de uma quadri 

cula pode representar tem três possibilidades: contorno fechado, 

contorno aberto interno ao corpo d'ãgua e contorno aberto lim1-

trofe do corpo d'ãgua. Pelo contorno fechado não hâ transferên

cia de massa ao contrario do que acontece nos contornos abertos. 

O a r ranjo dos três t i p os de c o n torno produz no v e e s p e c i e s de q u~ 

dr1culas, mostradas na figura abaixo. 

7 8 

------, 
I 

9 I 
I 
I 

Figura V .2 -- Contornos das quadrTculas 
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Os c6ctigos de contorno (1 a 9) sao i111portantes na de-

limitação do corpo d'âgua na malha de câlculo, havendo possibi-

lidade, inclusive, de representação de ilhas, istmos e outras 

conformaç6es irregulares. A malha de calculo, que ~ retangular 

para efeito computacional, engloba todo o recorte irregular do 

corpo d'ãgua, como pode ser visto no exemplo da Figura V.3. 

f- _JZ
/ 

f- - -

1-->.:;-

-- -- . 

o;;; . -+---

tT 

--1----1--- I 
---+-- -+----+--1---j-

--1-- -17' :::r: 
I ) ! 

~. ----t----Jv,_..j.L~------f ~ 
c-[ I 

·~ 
- -1--="'-"'l-+=~V;..+ +-+--1 7'1 

__.. -[- ------.- -----_-----H---i 
--- I --- ---- --- -- - - j_ L__L_j____L__j__j 

X 

Figura V.3-- Representação de um corpo d'água 

V.3 -- EQUACÕES EM DIFERENÇAS FINITAS 

O esquema numerico de Leendertse, como ja mencionado, 

de propagaçao de ondas de pequena amplitude relativa no plano 

horizontal, ~uma adaptação do m~todo implicito de integração 

AO! com a discretização espacial dada pela malha num~rica de 

Platzman. 

No esquema AO! de Leendertse cada intervalo de tempo 
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~ sub-dividido e1n dois semi-intervalos, sendo resolvido um sis

tema de equações formado pela equaçio da continuidade e pela e

quação dinâmica respectiva, para cada uma das linhas, no primeJ 

ro semi-intervalo, e para cada uma das colunas, no segundo semi 

-intervalo. Oeste modo, hi uma ''varredura" do espaço de cilculo, 

resolvendo-se primeiro todas as linhas e depois todas as colu-

nas, a cada intervalo de tempo. 

Da formulação do esquema numérico as n;atrizes que su_r: 

gem, associadas a cada linha e a cada coluna, são do tipo tri

diagonal o que permite uma solução mais râpida em computador. 

A seguir serao apresentadas as equações de diferenças 

finitas segundo o método de Leendertse, correspondentes is equ! 

ções bidimensionais definidas no cap1tu1o anterior. 

Equações em diferenças finitas pelo esquema de Leen
dertse 

Tendo em vista a malha de cálculo genérica da figura 

abaixo, as equações em difer~nças finitas, termo a termo, cor

respondentes aos dois semi-intervalos, são as apresentadas a se 

guir. 



K+ 3/2 

K-t I 

j 
I 

I 
I I 

p.~·-*-·~- f';> _J I r-4- ~-~-- -*--
l --~ 
' i 
I 

[7- ~ ·-·-- *-~ -~···· *~-1-- *- - ~-- - - O> 

I 
K+ h ' -u 

'L K 

K-Y2 
X 

' r---~- +---f- -r-~ 
1 

t v 

• h 

X 9, C 
K- 1 ---- - *~~ ~ - 7- ~ .. - !?· +~--I 

3 
1<- í'2 ~ 

I 
r---·- !'----- ~-- k ~--- ~······ ··-- f':> -i --t-

I I 

Figura V.4- Malha defasada de Platzman (1%J) 

Primeiro semi-intervalo de tempo (n, n+l/2) 

Equação da continuidade 

" a) Tet'l'lO 112._?_ I( • avaliado 
:i t 

pela d1ferença de n1veis (L,) 

do ponto (j,k), do 
< 

Íl11CÍO e fim do semi-intervalo de tempo, di-

vi di da pelo valor do semi-intervalo ( tI 2) . 

_!__ ( i; n+ 1 I 2 __ c n l 
At l j,k j.k; 
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b) O termo ":• ( HU " 
- -· : sabendo-se que H ~ h • r,, este ter 

3x 
mo e aproximado pela diferença dos valores da soma (hU + ~U}, 

nos pontos (j+1i2,k) e (j-1/2,k) dividida pelo comprime! 

to (!IX). 

a(hU + cU} 
=~~-~>~ 

ex [ (hU)j+1/2,k- (hU)j-1/2,k + 
Ax 

-, 
+ (r,U). 1/2 '· -J+ .. ,1\ (rU)j-1/2,kj 

A definição das expressoes dos produtos acima indica-

dos e feita da seguinte forma: 

i) O produto (hU)j+ 1/Z,k e obtido pela midia das pro 

fundidades (h), dos pontos (j+1/2, k-1/2} e (j+l/2, k+1/2), mul 

tiplícada pela componente de velocidade (U) do ponto (j-1/2,k). 

Esta componente (U} se referirã ao fim do semi-intervalo, n1vel 

(n+l/2) de tempo. 

• ' ·, 0+ 1/2 

(hU)j+1/2,k- ~ lhJ+1/2, k+1/2 + hJ+1/2, k.1;2 J uj+l/Z,k 

ii) O produto (hU}j 112 ,k 

ao anterior 

-e obtido de forma 

( hU) . 1 '2 k ~ 1 
J- I . ' 2 ( hj-1/2, k-1/2 + hj-1/2, 

\ 

k+ 112 I 
} 

anãloga 

n+1/2 
u 
j-1/2,k 

iií) O produto (c,U)j+ 1 /Z,k e avaliado pela media dos 

n1veis (ç), dos pontos (j,k) e (j+1,k), multiplicada pelo valor 
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da componente (U) do ponto (J+1/2,k). Esta co1nponente de veloci 

dade (U) se referirâ ao fim do semi-intervalo, n~vel (n+1/2) de 

tempo, e os n1veis d'âgua (ç) corresponderã ao in1cio do semi-

-intervalo, n1vel (n) de tempo. 

n+1/2 
u 
J+1/2,k 

iv) E o produto (çU)j- 1/Z,k 

loga a anterior. 

-e avaliado de forma ana-

(çu) J-1/Z,k" 1 
[ 

n n l ç + ç 
j-1/Z,k j ,k 

n+1/2 
u 
j-1/Z,k 

Definidas as expressoes destes produtos, a expressao 

"_a __ (_ H u ) " final da derivada se apresenta da seguinte forma 

-termo e 

3 X 

ll hj+1/2,k-1/2 + hj+1/2,k+1/2 

n 
+ ç + 

j,k 26x 

n+1/2 
n J + ç 
J+ 1 , k 

u 
J+1/2,k -l h j-1/2,k-1/2 + hj-1/2,k+1/2 + 

n n J + ç ç 
j-1 ,k+ j ,k 

n+1/2 ] 

uJ-1/Z,k 

"a(HV)" c) Termo -·-·---:a expressao 
3y 

obtida de forma semelhante ã do 

aproximada para este 

"a(HU)" termo ----- Sabendo-
3 X 

-se que H= h+ ç, a derivada em questão é aproximada pela dife 

rença dos valores de soma (hV + çV), nos pontos (j ,k-1/2) e 



(j,k+l/2), dividida pelo comprimento (Ay). 

a ( HV} 

ay 
_1tJy_ + çV) ~ 1 r (hV) (hV) 

: j,k+1/2- j,k-1/2 + 
dy /\Y L 
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A definiçao das expressoes dos produtos acima indica-

dos e feita da seguinte forma: 

i) O produto (hV)j,k+l/Z é avaliado pela media daspr~?_ 

fundidades (h), dos pontos (j-1/2, k•1/2) e (k+1/2, k+1/2), mul 

tiplicada pela componente de velocidade (V) do ponto (j,k+1/2). 

Esta componente (V) corresponde ao inlcio do semi-intervalo de 

tempo, n1vel (n). 

(hV)j,k+1/2 2 ( hj-1/2,k+1/2 + hj+1/2, k+1/2 J 
n 

v 
j ,k+1/2 

ii} O produto (hVlj,k- 112 e obtido de forma anâloga 

ao de cima 

(hV). k 1/2 · 
1 

(h. 1/2 k-1/2 + hJ.+l/2, k-1/2~) J, - 2 J- ' . 

n 
v 
j,k-1/2 

iii) O produto (t,Vlj,k+l/Z e aproximado pela mêdiados 

n1veis (ç), dos pontos (j,k) e (j,k+l), multiplicada pela comp.Q 

nente (V) de velocidade, do ponto (j,k+1/2). Esta componente{V) 

e os n1veis (ç) correspondem ao inicio do semi1ntervalo de tem

po, n1vel (n). 



n 'j + { 

j 'k+ 1 

n 
v 
j,k+1/2 
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iv) E o produto (rVlj,k+ 112 e avaliado de forma seme 

lhante ao de cima 

( n 

; l ~j,k+1 + 

n 
v 
j,k-1/Z 

Com as expressoes destes produtos definidas ê poss1-

" a(._Hv ... l" vel apresentar a forma final da expressão que aproxima ~ 
'Jy 

' _?jHV) "' _1_[ (h. n • / I n 

k+1/2 + hj+1/2, k+ 1/2 
+ r. v 

ay 2~y J-1/2, j,k j ,k+L j,k+l/2 

( ' l n 

+ < kj 
n 

j l "J-1/2, k-1/2 + hj+l/2, k-1/2 
+ c; v 

j,k-1 j,k-1/2 .J , 

Expressos todos os termos da equaçao da continuidade 

em diferenças finitas, a equação completa, vâlida para o semi

-intervalo de tempo (n, n+l/2), ê dada por 

k+1/2 
n n J n+ 1/2 

+?:: +[, u 
j,k j+1,k J+1/2,k 

( n n j n+ 1/2 l - l hj-1/2, k-1/2 + hj-1/2, + [ + r I k -1/2 " . 1 k '• . k 
J- ' J, / 

u . 
H/2,k_! 

+ 

1 . 

[
( 

- h. 
2ôy l J-1/2, 

-l 

k+1/2 + hj+1/2, 
n 

h+1/2 + ( 
j,k 

hj-1/2, k-1/2 + hj+1/2, k-1/2 

n 
+ ~ l 

j, k+ 1 / 

n 

j 'k- í 

n 
v 

j,k+1/2 

., 
n l n I 

+ ,; J v ; 
j,k-112J j,k 

o 
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Isolando-se as vari~veis inc6gnitas, ou seja aquelas 

correspondentes ao n1vel (n+1/2) de tempo, a equação acima pode 

ser reescrita como 

onde: 

n 
A 
j,k 

n+1/2 
-r . 1 /2 U 

J- j-1/2,k 
+ r. 

n+1/2 

j,k 

n+ 1/2 
u 
j+1/2,k 

n 
A 
j,k 

[ hj-1/2, k-1/2 + hj-1/2, k+1/2 + 
n n J ç + ç 
j-1,k j,k 

n 1\t ll ç + _._ h. 
j,k 26y J- 1/ 2 , 

- ( (hj-1/2, k+1/2 + 

n 

k-1/2+ hj+1/2, k+1/2 + ç j,k 

k-1/2 + hj+1/2, k-1/2 + 
n 

r; 

j, k+ 1 

n 

hj+1/2, k+1/2 + ç 
j,k + / l 

j, k+ 1 

n 
v 
j,k-1/2 

Equação dinâmica OX 

a) Termo 
•• dU 11. -. avaliado pela diferença dos valores da 

componente (U), do ponto (j+1/2,k) nos n1veis de tempo (n+1/2) 

e (n-1/2), dividida pelo intervalo de tempo (~t). 

au 
3t 1\t 

( n+ 1 /2 

l u -
J+1/2,k 

n-1/2 J 
uJ+1/2,k 
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11 u 11 

b) Termo uil_ : neste 11 () u " 
termo, a derivada -'- ê aprox_i 

ax ax 
mada pela diferença dos valores da componente de velocidade (U), 

dos pontos (j-1/2,k) e (j+3/2,k), dividida pela distância que e 

(2~X). Esta derivada e feita para o n1vel (n-1/2). Estã no n1-

vel de tempo (n+1/2) o valor da componente (U), 

(j+1/2,k), que multiplica a derivada. 

n+1/2 
- u 

j+1/2,k 2t-,x [ 
n-1/2 

uü3/2,k 

. un-1/2 l 
j-1/2,k 

do ponto 

11 u li 11 u 11 

c) Termo v-ª- : a derivada jl__ deste termo ê aval ia-
ay ay 

da pela diferença dos valores da componente (U), dos pontos 

(k+1/2, k+1) e (j+1/2, k-1), dividida pela distância (26y). O 

n1vel de tempo para câlculo desta derivada e (n-1/2). E a compQ 

nente de velocidade (V) que multiplica a derivada ê obtida pela 

media (V) dos valores correspondentes aos quatro pontos(j,k-1/2), 

(j,k+1/2), (j+1, k+1/2) e (j+1, k-1/2) no n1vel de tempo (n). 

onde 

u = 1 vL _v-
3y 26y [ 

n-1 /2 

uj+1/2, 

v= 4 (v:,k-1/2 

n 
+ v 

j,k+1/2 

n-1/2 J 
uj+1/2, k-1 

n 
+ v 

j+1, k+1/2 

n 
+ v 

d) Termo "ÇJV": a componente (V) de velocidade, que -e 

multiplicada pela constante (ÇJ) de Coriol is, ê aproximada pela 

media de quatro pontos jâ referida anteriormente. 



e) Termo 

ponto (j+1/2,k), e 

11 d [ 11 

g-~ a det·i v a da 
11~11 

correspondente 
élx dX 

avaliada pela media dos seus valores nos 
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ao 

nl-

veis de tempo (n+1/2) e (n-1/2). Cada um destes dois valores e 

obtido pela diferença de n1veis (r,), dos pontos (j+1,k) e(j,k), 

dividida pelo comprimento (6x). 

onde 

rizontal 

( élçJ la; 

j+1/2,k 

n+1/2 

j+1/2,k 

n-1/2 

j+1/2,k 

- 1 
Ax 

n+1/2 

j+1/2,k 

( 
n+ 1 /2 

r; -
j+ 1 , k 

( 
n-1 /2 

çj, 1 , k 

çn+1/2J 

j, k 

çn-1/2] 

j, k 

Em conseqU~ncia a forma final do termo 

élç [ n+1/2 g---c ~ _g_ ç 

<lx 26x j+1,k 

n+ 1 /2 
r; 
j, k 

n-1í2 
+ r; 

j + 1 , k 

li êl t li 

g-' 
d X 

/-1 /2J 
j, k 

se r a: 

11 I U2 + U2 11 

f) Termo g U o modulo da velocidade ho-
(zH 

no ponto (j+1/2,k) dada pela raiz quadrada tera a com-

ponente (U), do ponto (j+1/2,k), tomada no n1vel de tempo (n-1/2) 

e tera a componente (V) avaliada pela media de quatro pontos ja 
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referida anteriormente. 

/[n-1/2 J.2 
_ I lu + V2 

j+1/2,k 

O tirante d'~gua H = h + ~ -sera calcula do com base 

nas aproximações da profundidade (h) e do n1vel (ç) no ponto 

(j+1/2,k). O n1vel d'~gua (ç) corresponde ao estãgio de tempo 

( n ) • 

n 
H- (h)j+1/2 k + (ç). 

, J+1/2,k 

A profundidade (h) no ponto (j+1/2,k) sera calculada 

pela media dos valores nos pontos (j+1/2, k+1/2) e (j+1/2, k-1/2), 

notada por (r/). 

-y 
h 

2 

E o n1vel (ç)n no ponto (j+1/2,k) -sera obtido da me-

dia dos valores nos pontos (j,k) e (j+1 ,k), cuja notação e 
-x n 

( ç ) . 

n 
(ç) 

j+1/2,k 

O coeficiente (C) de Chezy cujos valores na malha es 

tão situados nos mesmos nôs que os n1veis (ç) ê definido para o 

ponto (j+1/2,k) de forma semelhante. O n1vel de tempo ê (n) 



n 
(c) 

k+1/2,k 

n 
c 
j+ 1 , k 
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n J + c 
j, k 

Por fim, a componente de velocidade (U), que multipll 

ca o mõdulo da velocidade horizontal, será avaliada pela media 

dos valores no ponto (j+1/2,k) correspondentes aos n1veis de 

tempo (n+1/2) e (n-1/2). 

Com tudo isso a expressao final do termo de fricção 

ser a 

1 ( n+1/2 n-1/2 J . - u + u 
2 j+1/2,k j+1/2,k 

uWXu 
g) Termo -- a unica variável presente neste termo 

r H 
e o tirante (H) que será calculado conforme o termo anterior. 

h) Termo " s ( a' u + ~~J " : 
_ ax' ay' 
e avaliada por 

11 11 

a derivada segunda 

do ponto (j+1/2,k) 

n-1/2 n-1/2 n-1/2 
u - 2 u + u 

3 2 U j+3/2,k j+1/2,k j-1/2,k 
-

3 x' (/\x)2 

E a derivada segunda -no mesmo ponto e, analoga-

mente dada por: 



n-1/2 
u 

__ j+1/2, k+1 

n-1/2 
2 u 

j I 1 /2, k 

(/ly)2 

n-1/2 
+ lJ 

j 11 /2' k-1 

Definidos todos os termos em diferenças finitas da e-

quaçao dinâmica ox, valida para o semi-intervalo 

(n, n+1/2), a sua expressao final e a seguinte: 

1 
( n+1/2 

llt l uj+1/2,k -

n-1/2 
u 
j+1/2,k 

+ 
n+l /2 

u 
j+1/2,k 

~ 1 
+V-

21\y 
( 

n-1/2 n-1/2 J 
u - u -
j+1/2, k+1 j+1/2, k-1 

n-1 /2 n-1/2 

[ 

n-1 /2 
u 
j+3/2,k 

nv + _g_ 
21\x 

de 

n-1/2 
u 
j-1/Z,k 

n+1/2 
[ 

j 'k 

n-1/2 
+ ç - ç r 

n+ 1 /2 
u + u 

j+1/2,k j+ 1 'k j 'k 

E 

n-1/2 n-1/2 
u " 2 u 

j+1/2, k+1 j-1/2,k + 

(!wl 2 

n-1/2 
u 
j+3/2,k 

n-1/2 
+ u 

j+1/2, 

- 2 

k-1 

2 j+1/2,k 

n-1/2 
u 
j-1/2,k 

1 

11-1/2 
+ u 

j-- 1/2 'k 

o 

+ 

tempo 

+ 

Expressando a equação acima em função das var1ave1s 

incógnitas, aquelas no estagio de tempo (n+l/2), ela assume a 

seguinte forma 



onde 

- r. 
J 

n+1/Z 
1.. + r' 

n+1/Z 
u + r 

j+1 

n+1/2 
r. 

r. r 
J 

r' 
j+1/2 

+ gl\t 
2 

n 
B 

j 'k 

j -1 

g!l t 

2!\x 

j+1/Z j+1/2,k j+ 1 'k 

1\t ( n-1/2 n-1/2 J 
1+ U -U + 

21\x j+3/2 j-1/2,k 

l(,n-1/2 12 
+ ;;,11/2 

LL:l':J /2 '.~kj ___ ~ 
llcxJnl2 [h.v + ~xJ 

n-1/2 ..• 1\t u + v 

n 
B 
j+1/2,k 

n-1/2 
u 
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j-1·1 /2 'k j+1/2 ,k 
l U1\t 

21\y 

( n-1 /2 

uj+1/2, k+1 j+1/2, kJj 

gl\t 

2 

+ u\t 

u 
+ 

lJ 
n-1/2 

j+1/2,k 

n-1/2 
u 

j+3/2,k 

n-1/2 

j+1/2, k+1 

l ( n-1/2 ]2 
. 1 /2 

uj+1/2,k 

-, 
+ v 

ll eJ nJ 2 (-Y -xJ h + ç 

- 2 

- 2 

n-1/2 
u 
j+1/2,k 

(i\x)2 

n-1/2 
u 

n-1/2 
+ u 

j-1/2,k 

n-1/2 
+ u 

+ 

j+1/2,k j+1/2, k-1 

( 1\y) 2 

!ltW 
X 

{ hy + -xJ + 
c 

+ 
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Segundo semi-intervalo de tempo (n+l/2, n) 

Equação da continuidade 

a) Termo "aç", avaliado pe.la diferença de n1veis (r.) 
at 

do ponto (j,k), no in~cio e fim do semi-intervalo de tempo, di-

vidida pelo valor do semi-intervalo (6t/2) 

_di, 2 
-

n+1 
ç 

j 'k 

11 11 

b) Termo :1 ( H U ) 
-------

ax 

n+ 1 /2 J 
r. 
j,k 

como no pr1n1eiro semi-intervalo, es 

te termo ser~ avaliado por 

él(HU) 

JX 

J(hU) + r.U) .. 

élX M 
[ (hU)j-1/2,k- (hU)j-1/2,k + 

+ (çU)j+1/2,k- (çU)j-1/2,k J 

Mas as expressoes dos produtos acima indicados sao da 

das como a seguir: 

i) O produto (hU)j_ 112 ,k ~ obtido pela m~dia das pro

fundidades (h), dos pontos (j+1/2, k-1/2) e (j+1/2, k+1(2), mul 

tipl icada pela componente (U) de velocidade do ponto (j+1/2, k) 

e referida ao n1vel de tempo (n+1/2), in1cio do segundo sen1i-in 

tervalo. 



1 o g a 

ii) O produto (hU)j- 1/Z,k -e calculado de 

n+1/2 
LI 
j+1/2,k 
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-maneira ana 

( 
I n+1/2 

(hU)j-1/2,k - 2 hj-1/2, k-1/2 + hj-1/2, k+1/2) uj_
112

,k 

iii) O produto (çU)j+ 1/Z,k 
-e aproximado pela media 

dos n1veis (ç), dos pontos (j,k) e (j+1,k), multiplicada pela 

componente (U) do ponto (j+1/2,k). Esta componente (U) e os n1-

veis (ç) correspondem ao in1cio do segundo semi-intervalo de 

tempo, n1vel (n+1/2). 

l 

n+1/2 n+1/2 J n+1/2 
ç + ç u 

2 j,k j+1,k j+1/2,k 

-iv) E por fim o produto (çU)j_ 112 ,k 

mesma forma 

e calculado da 

da 
11 3 u li 

()X 

3(HU) 
-- -

()X 

(çU)j-1/2,k 
1 l(n+1/2 + 

1
;n+1/2J 

2 j-1,k j,k 

11+1/2 
u 
j-1/2,k 

Com os produtos defini dos a expressao final da 

possui a seguinte forma 

l ( 11+ 1/2 n+ 1 /2 J l hj+1/2, k-1/2 + hj+1/2, k+1/2 + ( + r. 
2r-,x j 'k j+ 1 'k 

- [hj-1/2, 

n+1/2 n+1/2 

k-1/2 + hj-1/2, k+1/2 + (, + é 
j -1 'k j,k 

deriva 

n+1/2 
u 
j+1/Z,k 

n+1/2 J 
uj-1/2,k 
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":1 ( HV ) " 
c) Termo ·--·---·· : da mes111d rorma que no pr1111elro semi 

ClY 
-intervalo de tempo, este termo serâ avaliado, partindo-se da 

expressão dada por 

onde 

3(HV) 3(hV + çV) 

3y 3y 
~(hV)j,k+1/2- (hV)j,k-1/2 + 

t-,y l 

+ (çV)j,k+1/2- (çV)j,k-1/2 J 

i) O produto (hV)j,k+ 112 ~calculado pela m~dia das 

profundidades (h), dos pontos (j-1/2, k+1/2) e (j+1/2, k+1/2) , 

multiplicada pela componente de velocidade (V) do ponto 

(j,k+1/2). Esta componente (V) ao fim do segundo se1ni-intervalo, 

n1vel de tempo (n+1). 

te 

n+1 
v 

j ,k+1/2 

ii) O produto (hV)j,k- 112 e obtido de forma semelhan 

(hV)j,k-1/2 .. 
2 

( hj-1/2, k-1/2 + hj+1/2, k-1/z] 

n+1 
v 

j ,k-1/2 

iii) O produto (çV)j,k+ 112 ~estimado pela m~dia dos 

n1veis (ç), dos pontos (j,k) e (j,k+1), multiplicada pela comp() 

nente (V) do ponto (j,k+1/2). Com os n1veis d'agua (ç) referi-
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dos ao n1vel de tempo (n+1/2) e a componente (V) correspondendo 

ao fim do intervalo de tempo, (n+1 ). 

ga 

( çV) . k 1 /2 ~ _l l ç n+ 1 /2 + C n+ 1 /2 J 
J,+ 2 'k 'k1 J ' J , + 

n+1 
v 

j,k+1/2 

iv) E o produto (çVlj,k+ 112 ê obtido de mane1ra anãlo 

l n+ 1/2 
(çV)j,k-1/2 ~ 1 ç + 

2 j, k 

n+ 1 I 2l 
ç j, k-1 

n+1 
v 

j ,k-1/2 

Definidos os quatro produtos a expressao final do ter 

"o(HV)" -mo da equaçao da continuidade, no segundo semi-interva-
()y 

lo de tempo, fica sendo 

3(HV) 

()y o 2:y ll hj-1/2, k-1/2 +hj+1/2, k+1/2 + 

n+1/2 
ç 
j, k 

n+1/2J 
+ ç 

j, k+ 1 

n+1 
v 

j,k+1/2 

hj-1/2, 

n+1/2 

k-1/2 + hj+1/2, k-1/2 + ç. k 
J , 

-

n+1/2J n+1 J 
+ ç v 

j ,k-1 j ,k-1/2 

Com todos os termos da equaçao da continuidade na for 

ma de diferenças finitas, ê poss1vel apresentar agora a equaçao 

completa, vâlida para o segundo semi-intervalo de tempo (n+1/2, 

n+1), dada pela expressão a seguir. 



l_( /+k
1

- /+
112l + _

2
1_x i(hj+1/2, k-1/2 + hj+1/2, k+1/2 + 

1\tl j, j,k j ll 

( 

-l hj-1/2, 

n+1/2 
+ ( 

j,k 

n+1/2 J 
+ ç 

j+ 1 'k 

n+1/2 
u 
j+1/2,k 

k-1 ,2 + hj-1 ,2, k+1/2 + 
çn+1/2 + çn+112J 

J-1,k J,k j 
n+1/2 l 

uj-1/2,kj 

21\y ll hj-1/2, k+1/2 + hj+1/2, 

n+1/2 n+1/2J 
+ ç 

j ,k+ 1 

n+ 1 
v 

j,k+1/2 

- ( hj-1/2, k-1/2 + hj+1/2, k-1/2 + 

n+1/2 
ç 

j 'k 

n+1/2J 
+ ç 

j 'k+ 1 

n+1 l 
vj,k-112J 

1 o 1 

+ 

o 

Isolando-se as variaveis incõgnitas, ou seja aquelas 

correspondentes ao n1vel (n+1) de tempo, e poss1vel apresentar 

a equação acima da seguinte forma compacta: 

onde 

n+1 
-r V + 

k-1/2 j ,k-1/2 

t 

46y 

n+1 
ç 
j,k 

n+1 
+ r V 

k+1/2 j,k+1/2 

n+1/2 
A 

j 'k 

n+1/2 
r 
j,k 

n+1/2J 
+ r> 

j 'k-1 



( 
6 t I h. 
46y l J-112, 

n+112 

k+112 

n+112 

+ hj+112, k+112 + ç. k 
J ' 

1 o 2 

n+112 
A 

j 'k 
[, 

j 'k 

,,,t l [h + --. ·-1/2 
41\x J ' 

k-112+ hj-112, k+112 + 

n+112 n+112J 
+ ( + ç 

j-1,k j,k 

- [ hj+112, k-112 + 

Equaçao dinâmica OY 

n+112 
u 
j-112,k 

n+112 
ç 

j 'k 

n+112J n+1/2 l 
+ ç u 

j+1 ,k j-1/2,k 

a) Termo 
u 'JV 11 

avaliado pela diferença dos valores da 
3t 

componente (V), do ponto (j ,k+112), nos níveis de tempo (n+1) e 

(n), dividida pelo intervalo de tempo (L\t). 

Í V n+ 1 .. V n J 

1\t l j,k+112 j,k+112 

11 dV 11 

b} Termo U~ : neste termo a derivada "dV" --- e calcula 
3X 3X 

da pela diferença dos valores da componente (V), dos pontos 

(j+1, k+112) e (j-1, k+112), dividida pela distância (21\x). O 

n1vel de tempo para cãlculo desta derivada ê (n). Jã a compone_r:~ 

te (U) que multiplica a derivada ê obtida pela mêdia (0) dos va 

lores correspondentes aos quatro pontos (j-1/2,k), (j-1/2, k+1), 

( j + 1 I 2 , k + 1 ) e ( j + 1 I 2 , k ) no n i v e l de te 111 p o ( n + 1 1 2 ) . 



onde 

~ u-1-
;;x 2l\x 

(/ - / J l j+1, k+1/2 j-1, k+1/2 

1 ( n+1/2 n+1/2 
u~ u +IJ + 

4 j-1/2,k j-1/2, k+1 

n+1/2 
u 
j+1/2, 

1 o 3 

li d v !I . 11 Cl v li -

c) O termo V-- : a der1vada -- deste termo e apr~ 
3Y 3y 

ximada pela diferença dos valores da componente (V) de velocid~ 

de, dos pontos (j, k+3/2) e (j, k-1/2), dividida pela distância 

que ê (21\y). o n1vel de tempo para calculo desta derivada ê (n). 

-
Por outro lado a componente (V) que n1ultiplica a derivada e to-

mada no n1vel de tempo (n+1), e estã localizada 

(j, k+1/2) 

v li 
3y 

n+1 
- v 

j,k+1/2 21\y (v: ,k+3/2 v:,k-1/J 

no ponto 

d) Termo "llU": neste termo a componente U que multi-

plica a constante de Corolis (ll) ê calculada pela media de qua-

tro pontos jã definidos anteriormente 

QU _ nu 

(j,k+1/2) 

11 3 11 

e) Termo g__j, : a derivada 
ély 

e ê avaliada pela media dos 

''--ª--1'' 
;Jy corresponde ao ponto 

seus valores nos n1veis 

de tempo (n+1) e (n). Cada um destes dois valores ê obtido pela 

diferença de n1veis (ç), dos pontos (j,k+1) e (j,k), dividida 
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pelo comprimento (6y). 

onde 

I 

n+ 1 

_l [~ J 
2 <ly j ,k+1/2 

L 

n+1 

[ :ç J [ n+ 1 ç n+1 J 
-

(j,k+1 6y j 'k 
y k+ 1/2 

n 

(~J [ n <,J - ç 
'dy 6y j 'k+ 1 

E assim o termo 
li dr;, li 

g- tem a seguinte forma 

dÇ g-
'dy 

" f) Termo g 

ay 

n+1 
ç 

j 'k 
+ ç 

n 
n J - [, 

j 'k j 'k+ 1 

lu 2 + v 2 " V : o mõdulo da velocidade hori 
C 2 H 

zontal no ponto (j,k+1/2) dada pela raiz quadrada tem a campo-

nente (V) do ponto (j,k+1/2) tomada no n1vel de tempo (n) e a 

componente (U) avaliada pela media de quatro pontos (0). 

/ u~ 2 J 2 + [v~ ,k+1/2 

O tirante d 'âgua H ~ h + ç ser a calcula do com base nos 

valores aproximados da profundidade (h) e do n1vel (ç) para o 
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ponto (j,k+1/2). O n1vel d'ãgua (ç) corresponde ao n1vel de tem 

po (n+1/2). 

H~ (h)j,k+1/2 + (ç) 
j,k+1/2 

A profundidade (h) no ponto (j ,k+l/2) sera calculada 

pela media dos valores nos pontos (j-1/2, k+1/2) e (j+1/2, 
-X 

k+1/2), notada por (h ). 

E o n1vel (ç)n+ 112 no ponto (j,k+1/2) sera obtido da 

media dos valores nos pontos (j,k) e (j,k+1), 

(;?ln+1/2 

n+1/2 
(ç) 

j,k+1/2 ( 

n+ 1/2 
ç + 

2 j 'k 

notada por 

O coeficiente (C) de Ch~zy cujos valores na malha es-

tão situados nos mesmos nos que os n1veis (ç) e definido para o 

ponto (j,k+1/2) de forma semelhante. o n1vel de tempo e (n+1/2) 

n+1/2 
(c) 

j,k+1/2 [ 
n+1/2 n+1/2J 

c + c 
2 j,k j,k+1 

Por fim, a componente de velocidade (V), que multipli 
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ca o nôdulo da velocidade horizontal, serâ avaliada pela media 

dos valores no ponto (j,k+1/2) correspondentes aos n1veis de 

tempo (n+1) e (n). 

Assim a expressão final do termo de função sera 

. - v + v I 1 [ n+ 1 n I 
2 j ,k+1/2 j ,k+1/2) 

''W 11 

g) Termo __ )!_:neste termo o tirante d'âgua e avalia-
oH 

do como no termo anterior. 

Wy Wy 

PH 
(hx + (;?)n+l/2) p 

" [~ +~J " li 3 2 v 11 

h) Termo E a derivada segunda 
3X 2 3y 2 3x 2 

- aproximada e por 

n n n 
v - 2 v + v 

3 2 V j+ 1 , k+l/2 j,k+1/2 j -1 , k+1/2 

3 X 2 

(6 x) 2 

E a outra derivada segunda -e dada, analoQamente, por: 

n n n 
v - 2 v + v 

32 v j,k+1/2 j ,k+1/2 j , k-1/2 
3yz (6y)2 
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Definidos todos os termos da equação dinâmica da dire 

çao [OY] em diferentes finitas, a equação completa, vâlida para 

o segundo semi-intervalo de tempo (n+1/2, n+1), se apresenta co 

mo abaixo 

( v n+ 
1 

_ v n J + u - 1 ( V n - v" J 
t.t j,k+1/2 j,k+1/2 2 X j+1, k+1/2 j-1, k+1/2 

n+1 
+ v 

j ,k+1/2 26y ( 
n n l v - v 
j,k+3/2 j,k-1/2 

+ !:lU 

n 
- çn I+ g 

j 'kj 

í-----·· _, n 
o + ( v ) 2 

j 'k+ 1 + ç 
j 'k+ 1 

v + v Wy 

a 
+ -"-

2[',y 

2 

( n+ 1 n l 
j,k+1/2 j,k+1/2 P ( hx +(;?]n+1/2J 

- E 

+ 

n n n 
v 2 v + v 
j-1' k+1 /2 j,k+1/2 j -1 ' 

n 
v 

j,k+3/2 

(6x) 

n 
- 2 v 

j,k+1/2 

2 

n 
+ v 

j ,k-1/2 

k+1/2 + 

o 

( 
n+ 1 

ç -
j 'k+ 1 

Expressando esta equação ac1ma em função das 

n+ 1 
ç 

j 'k 
+ 

.-varla-

veis incógnitas, aquelas no n1vel de tempo (n+1), ela assume a 



seguinte forma compacta: 

onde 

r' 
k+1/2 

n+1/2 
B 
j,k+1/2 

llt - g-

n+1 
c.; + r, 

j ,k k+1/2 

( n 
=1+lltlv 

2tw j, k+3/2 

n 
= v 

j,k+1/2 

n+1 
v 

j,k+1/2 
+ r 

k+1 

n J - v + 
j, k-1 I 

ç 
j, k+ 1 

llt +-
2llx 

(/ - / 
j+1, k+1/2 j-1, 

I z ( n 12 
n u + v j ,k+1/2J 

v + 

n+1/2 
B 
j,k+1/2 

li Uly 

2 j,k+1/2 
[[r:y]n+1/2r [i/+ (çYj"+1/2J P [hx + (çYJ 

n+ 1 /2J 

+ 

+ 

n 
v 

El\t 
j+ 1 , 

n 
v 

j,k+3/2 

n 
- 2 v + v 

k+ 1 /2 j,k+1/2 

(llx) 2 

n 
- 2 v 

j,k+1/2 

( úy) 2 

n 
+ v 

j ,k-1/2 

n 

j -1 ' k+1/2 
+ 

108 
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V.4-- SISTEMAS DE EQUAÇÕES DAS LINHAS E COLUNAS 

As equaçoes em diferenças finitas apresentadas no i

tem anterior referem-se a pontos gen~ricos da malha de calculo. 

As equaçoes do primeiro semi-intervalo de tempo estão defini -

das em uma linha genêrica ''k'' nos pontos sucessivos (j,k) e 

(j+1/2,k), correspondendo o primeiro ponto .ã equação da conti

nuidade e o segundo ã equação dinâmica OX. Analogamente, as e

quaçoes do segundo semi-intervalo de tempo, definidas em uma 

coluna genêrica "j", referem-se aos pontos (j ,k) e (j ,k+1/2) 

sendo o primeiro ponto correspondente ã equação da continuida

de e o subseqUente referente ã equação dinâmica OY. 

A extensão da definição, sucess1va e alternada, de 

equaçoes da continuidade e dinâmicas a todos os pontos das li

nhas e colunas da malha de calculo ê que gera sistemas de equ~ 

çoes lineares, cada qual correspondendo a uma linha ou coluna 

de calculo. 

A seguir sao apresentados os sistemas de equaçoes li 

neares, gerais, associados a linhas e colunas. 

Sistema de equaçoes para uma linha gen~rica "k' 

O sistema geral de equaçoes lineares gerado pela de-

finição sucess1va e alternada das equaçoes da continuidade e 

dinâmica OX em todos os nõs da linha gen~rica "k" ê dado por: 



11 o 

PONTO EQUAÇ)\0 ----------------- ---------------------------------------

J CONT. 

J+1/2 DIN. 

CONT. 

I-1/2 DIN. 

I CONT. 

n+1/2 
-r U 

J-1/2 J-1/2 

-rJ ç 
n+1/2 

J 

n+1/2 
u 
J-1/2 

n+1/2 
ç 

I -1 

-ri-1/2 
n+1/2 

u 
I-1/2 

d "Un+1/2, "n+1/2, on e e ç 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

n+1/2 
ç 

J 

n+1/2 
' u r J+1/2 

J+ 1 /2 

n+1/2 
ç 

J+1/2 

' r I-1/2 

n+1/2 
u 

I-1/2 

n+1/2 
ç 

I 

sao incognitas, 

+ rJ+1/2 

+ r J+1 ç 

+ 

+ 

n+1/2 
u 
J+ 1/2 

n+1/2 

J+ 1 

n+1/2 
u 
J+3/2 

n+1/2 
u 

I+1/2 

n 
A 
J 

n 
B 
J+1/2 

n 
B 

I-1/2 

n 
A 

I 

"r" representa coefi-

cientes lineares, e "An" e "Bn" constituem os elementos inde-

pendentes. Os 1ndices contendo "J" e "I" identificam pontos no 

inicio e no fim da linha "k". Os 1ndices superiores 11 n 11 e 

''n+1/2'' identificam os limites inferior e superior do primeiro 

semi-intervalo do intervalo de tempo. 

Em termos matriciais o sistema de equaçoes acima po-

de ser escrito como: 

t A • X = B 
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onde A =matriz tridiagonal dos coeficientes "r"; 

B matriz coluna dos elementos independentes "A"'' e 

o 8 nu ; 

Xt =matriz linha transposta (ou matriz coluna) das in-

-. ''Un+l/2 n+1/2 cogn1tas "e "ç ·" 

O conteúdo destas matrizes consta da pãgina seguinte. 

Na malha de cãlculo a disposição das variãveis envol 

vidas no sistema de equações de uma linha estã representada a-

baixo: 

- f7 X - ':> X 
A\ 11\ 
I i 

K X - ~ X - f7 X - f:;> X 

Á\ 11\ 
I I ' 

- f7 X - 8> X 

J J 1' l I- 1 I l + 1 

X 

Figura V .5 - Posiçao das variãveis de uma linha 

Com a especificaçao de condições de contorno nos ex-

tremas da linha o sistema geral ~particularizado e torna-se 

poss1vel resolv~-lo. Como as condições de contorno nos dois ex 

tremos da linha podem ser de dois tipos, velocidades "U" ou n1 

veis "ç", existem quatro tipos de linha de câlculo, a que cor-

respondem quatro sistemas de equações diferentes. 



MATRIZ A 

r 
I 

I 
rJ-1/2 rJ+1/2 i] 

o r'J+1/2 

o o -r J.,..1 

o o o -r J+1 

o o o o 

o o o o 

o o o o 

o o o o 

X 

[· 

SISTEMA GERAL DE EQUAÇOES PARA U~tA LINHA GENt'RICA "K'1 

o o o 

o o o 

V' o o 'J+3 

r' J+3/2 rJ "' +t. 
o 

rd-+-3/2 r J ~ !') 
+::JjL 

o o o 

o o o 

o o 

UJ+3/2 

c o 

o o 

o o 

o o 

o o 

r!-3/2 

o 

o 

UI-3/2 ç I-1 

o 

o 

o 

o 

o 

I" 

' I -1 

r' I-1/2 

-ri-1/2 

o o 

o c 

o o 

o o 

o o 

o o 

o 

~1ATR IZ B 

i l 
I I 

l 
•• ·] n+ 1 

!2 

I- 1 
Bn 

l-1/2 
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Os quatro tipos de condiçbes de contorno para uma li 

nha sao: 

Condição de contorno 

Tipo inlcio fim 

u u 
2 LI ~ 

3 ç u 
4 ç ç 

As condições de contorno, por definição, 
~ 

sao conheci 

das em todos os instantes de tempo. Por isso passam a integrar 

a matriz coluna ''B'', dos elementos independentes, como parte 

dos termos extremos (topo e base). As matrizes dos quatro sis-

temas determinados gerais, correspondentes aos quatro tipos de 

contorno das linhas, estão nas pãginas seguintes, onde jã es-

tão incorporadas as mudanças promovidas pela introdução das 

condições de contorno. 

Sistema de equaçoes para uma coluna genérica 11 j 11 

Com a aplicação alternada e sucessiva das equaçoes 

da continuidade e dinâmica OY a todos os nõs de uma coluna ge-

nerica "j", o sistema que surge para ser resolvido no segundo 

semi-intervalo de tempo, tem a seguinte forma geral: 



PONTO EQUAÇJ\0 --------------- _:_ ----- ·-- ----------

K CONT. 

K+1/2 DIN. 

CONT. 

L-1/2 DIN. 

L CONT. 

-rk-1/2 

n+1 
-r ç 

k k 

- rk • '2 +'I 

v 
n+1 

+ 
k-1 /2 

+ r' 

+ 

n+1 
~ 

k 

n+ 1 
v 

~+1/2 k+l /2 

~ 
k+1 

n+1 

n+1 
+ r V 

k+1/2 k+l/2 

fl+1 
+ rk+1 ~ 

k+1 

n+1 
+ 'k 12 v +3, .. k+3/2 

n+1 fl+1 
1; 

L-1 
+ r' V + 

L-1/2 L-1/2 

fl+1 11+ 1 
-r V + 

L-1/2 L-1/2 
+ r V 

L+1/2 L+1/2 L 

-· 

n+1/2 
A 

k 

n+l/2 
B 

k+l/2 

n+1/2 
.IJ. 

k+1 

n+1/2 
8 
L-1/2 

n+1/2 
~ A 

L 
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onde "V n+ 111 11 -.r n+ 1 Jj e sao 

tes lineares, e ''An+l/Z,, 

inc6gnitas, "r" representa coeficien

e ''Bn+l/Z,, constituem os elementos in 

dependentes. Os 'índices contendo "K" e "L" identificam pontos 

no in1cio e no fim da coluna "j". Os 1ndices superiores "n+1/2" 

e ''n+l" identificam os limites inferior e superior do segundo 

semi-intervalo de tempo. 

A expressão matricial do sistema de equaçoes 

apresentado para uma coluna ê anãloga ã da linha: 

acima 



SISTEMA DE EQUAÇO PARA LINHA COf-1 CONTORNO "V IDADE-VELOCIDADE" 

t·1ATRIZ A r~:ATRIZ B 

An n+1/2 

rJ+1/2 o o o o o o o o , .,. 
rj-1/2 UJ-1/2 0 

r'J+1/2 

n 
-r J r o o o o o o o B J+ 1/2 J+ 1 

l '1 
o -rJ+1/2 rJ•3/2 o o o o o o 

l AJ+1 

o o -r J+ 1 t~'J+3/2 rJ+2 o o o o o 2 
n 

o o o -r r J+5/2 
o o o o AJ+2 

8 o o o o o -r 3/2 r. 1 o ~n 
1- n. 

l- '1 

o o o o o o o "" r' I -1 l on ' I -1 

! An 
'"'I-1 

o o o o o c o o -ri-1/2 un+1/2 
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onde A =matriz tridiagonal dos coeficientes "r"; 

B matriz coluna dos elementos independentes ''An+l/ 2 ,, 

e , 8 n+1/2,; e 

Xt =matriz linha transporta (ou matriz coluna) das in-

cõgnitas "Vn+l" 

As ma t r i z e s " A" , " G " e " X " s a o apresentadas na p a g i na se g u i n te. 

As variaveis que sao utilizadas no sistema de equa

çÕes de uma coluna têm situação, na malha de calculo, mostrada 

abaixo: 

- f-3> X - 7 X 

~ ~ 
I I 

J X - f-3> X - 7 X - f-3> X 

"" 
-1' 

I I 

- f7 X - 7 X 

l~' K K+l L- l L L+l 

y 

Fioura V.6- Posição das variaveis de uma coluna 

A semelhança do que acontece com as linhas, as con-

dições de contorno nos extremos das colunas podem ser velocida 

de s "V " ou n 1 v e i s "V' , havendo então quatro ti p os de cal unas 

de calculo. A cada uma das colunas de calculo corresponde um 

sistema de equações diferente. 
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Os quatro tipos de condiçoes de contorno para uma co 

-luna sao: 

Condiçao de contorno 

Tipo in1cio fim 

v v 
2 v ç 

3 ç v 
4 ç ç 

As matrizes dos quatro sistemas de equaçoes, partic~ 

larizados para os quatro tipos de condiçoes de contorno que 

uma coluna pode ter, são mostradas nas paginas seguintes. 

Definida a forma das matrizes tridiagonais para cada 

tipo de contorno de linha ou de coluna, a mecânica de solução 

do escoamento em um intervalo de tempo resolve as matrizes, c~ 

mo ja foi indicado no in1cio deste cap1tulo, de modo a propor-

cionar uma "varredura" no plano de calculo. No primeiro semi-

intervalo de tempo, as matrizes tridiagonais correspondentes 

ãs linhas sao resolvidas sucessivamente, uma a uma. No segundo 

semi-intervalo ê a vez das matrizes tridiagonais das colunas 

serem resolvidas, tambêm uma a uma. Ao final de cada intervalo 

de tempo resulta então um campo de velocidades "U" e "V" e ou-

t r o de n 1 v e i s li C 11 
• 

A resolução individual de uma matriz tridiagonal, is 
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to e, de u1n sistema de equaç~es lineares tridiagonal -e comumen 

te resolvida pelo mêtodo de eliminação de Gauss. No programa 

computacional do modelo bidimensional objeto desta dissertação 

utilizou-se o algoritmo de Thomas. 
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V.S-- EFEITOS DA DISCRETIZAÇÃO NUMÉRICA 

A avaliação de um esquema numer1co de um modelo mate 

mãtico e realizada com a anãlise comparativa entre as equaçoes 

diferenciais originais e as correspondentes equações do esque

ma num~rico, envolvendo aspectos de consist~ncia,converg~ncia, 

estabilidade e acuracidade. Nos esquemas em diferenças finitas 

as equações num~ricas são equações alg~bricas de diferenças de 

correntes da discretização espacial e temporal. 

A diferença entre equaçoes diferenciais e equaçoes 

de diferenças, com intervalos de tempo e espaço tendendo a ze

ro, traduz um problema de consistência. Uma equação de diferen 

ças ~ consistente com uma equação diferencial se o erro de 

truncamento (diferença entre a equação diferencial e a equaçao 

de diferenças) tende a zero quando os intervalos de tempo e es 

paço tamb~m seguem esta mesma tendência. 

O erro de truncamento presente nas equaçoes de dife

renças e responsãvel pelas discrepâncias encontradas entre as 

soluções exatas das equações diferenciais e as soluções exatas 

das respectivas equaçoes de diferenças. Estas discrepâncias, 

tamb~m chamadas de erros de truncamento (ou de discretização) 

das soluções, constituem um problema de convergência. Mesmo p~ 
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ra equaçoes consistentes o problema de converg~ncia das solu

ções existe, em maior ou menor grau, porque o erro de trunca -

menta faz parte das equações de diferenças. E considerada con

vergente a equação de diferenças que tiver solução tendendo p~ 

ra a solução da equação diferencial respectiva, quando os in

tervalos de tempo e espaço da discretização tendem a zero. 

A solução de equaçoes de diferenças de um esquema nu 

mérico envolve sempre algum processo numérico de calculo. A di 

ferença encontrada entre a solução numêrica e a solução exata 

de uma equação de diferenças, o erro numêrico, geralmente oco~ 

repor falhas de arredondamento introduzidas pelos calculas dj 

gitais em computador. Os erros numêricos constituem-se em uma 

fonte de perturbaç6es que podem, assim como outras causas, pr~ 

vocar instabilidades no desenvolvimento dos calculas. 

A analise de estabilidade numêrica preocupa-se em e~ 

tabelecer condições sob as quais as perturbações de qualquer 

natureza, introduzidas nos calculas, não se amplificam. Quando 

os erros se amplificam no decorrer do tempo as soluções tornam 

-se precãrias e os calculas podem ser interrompidos devido as 

grandes oscilações. As condições de estabilidade variam de es

quema para esquema, mas, em geral, os esquemas de diferenças 

finitas impl1citos estão sujeitos a condições menos rigorosas 

que os expl1citos. Estas condições envolvem relações entre os 

intervalos de tempo e espaço e caracter1sticas de ondas propa

gadas. 

Para um esquema numérico, se as equaçoes de diferen-
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ças sao consistentes e as soluç6es numericas sao estãveis, ge

ralme'lte estas sao também convergentes (Lax & Richtmeyer,1956,ref.40l 

Com isso a analise de converg~ncia torna-se dispensavel. 

O efeito global dos aspectos relativos a um esquema 

numérico, de consistencia, co~vergéncia e estabilidade, pode 

ser avaliado através de um exame da Dt'ecisao do esquema. A 

precisào e medida pela diferença entre a solução exata da 

equação diferencial e a soluçao numérica da equaçao de díferen 

ças, abrangendo, por isso, o problema da convergência. Entre

tanto, os indicadores numéricos de avaliaçao de esquemas nume

ricos geralmente têm origem na analise de estabilidade. Estes 

indicadores resumem aspectos da discretização espacial e temp~ 

ral e das caracterfsticas do escoamento e servem para orientar 

a aplicação pr~tica dos modelos matem~ticos numêricos. No caso 

de modelos matem~ticos com esquemas impl1citos esta orientação, 

muitas vezes, diz respeito somente ã busca de melhor precisao 

para as soluç6es oorque as condiç6es exigidas para uma pre-

cisão razo~vel geralmente são mais rigorosas do que as re 

queridas pela estabilidade numérica. Os esquemas imp11citos p~ 

dem ser estãveis e, ao mesmo tempo, imprecisos. 

A investigaçâo da estabilidade e orecisao de es-

quemas numéricos pode ser realizada pela anilise teõrica ou 

por testes priticos. Na verdade, ambos são complementares. A 

analise te6rica de estabilidade e precisao numéricas so e 

possivel quando as equaç6es diferenciais do modelo são linea

res. Quando hâ tet'mOs não 1 íneares nas equações o modelo deve, 

com mais razão, ser testado na pritica, seguindo, entretanto, 
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orientação baseada em resultados obtidos teoricamente com es

quemas anãlogos de equações lineares. Leendertse (1967) reali

zou os dois tipos de investigação e fim de avaliar os efeitos 

da discretização num~rica do esquema ADI por ele adaptado ao 

escoamento bidimensional com superflcie livre. 

Ao adotar um esquema numer1co do tipo AO!, Leen-

dertse (1967) procurou uma representação em diferenças finitas 

mais precisa e estãvel poss1vel que tivesse maior economia no 

tempo de calculo. A economia de tempo foi obtida com a adapt~ 

çao da filosofia do m~todo ADI ã malha de Platzman (1959) e 

com a formulação de equações de diferenças que resultassem em 

sistemas lineares de equações com matrizes tridiagonais asso-

ciadas individualmente a linhas ou colunas da malha. Sistemas 

lineares com matrizes tridiagonais t~m rãpida solução computa

cional. A maior precisão, por sua vez, foi prevenida com a ado 

çao de formas, o mãximo possível, centradas no tempo e no esp~ 

ço, tendo em vista, entretanto, as restrições impostas pelo o~ 

jetivo de chegar a sistemas tridiagonais lineares. Como resul

tado, todos os termos das equações de diferenças estão centra

dos no espaço mas não estão perfeitamente centrados no tempo 

os termos convectivos (termos de. in~rcia não lineares) e os 

termos de rugosidade (que tamb~m são não lineares) das equa

çÕes dinâmicas. 

Os termos convectivos sao bastante importantes na r~ 

produção do campo de velocidades, mas se nao forem conveniente 

mente discretizados constituem-se em fonte de instabilidades 
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nos esquemas num~ricos. Os termos convectivos transferem ener

gia das maiores para as menores escalas espaciais, na chamada 

"cascata de energia" (cap. 11), e a malha num~rica discreta, 

nâo permitindo reproduzir este fen6meno em escalas da ordem de 

grandeza das c~lulas, provoca instabilidades na solução por a

cumulo de energia. Segundo Phillips (1959) a transferência de 

energia e bruscamente interrompida na escala equivalente a 

duas c~lulas da malha o que equivale ã distância "!',X" (ou /',y) 

da malha empregada por Leendertse (1967). Mais especificament~ 

as instabilidades são geradas pelo acumulo de energia das on

das com comprimento de onda iguais ou menores que esta escala 

de "corte" dada por Phillips (1959). Ondas com tais caracteris

ticas nao podem ser propagadas pela malha, perturbando o escoa 

mento das maiores escalas espaciais. Tais perturbaç6es podem 

entretanto, ser ameniLadas e controladas por processos de dis

sipação de energia nas escalas espaciais menores. Leendertse 

(1967) abordou este problema embutindo na discretizaçâo num~ri 

ca dos termos convectivos um "filtro num~rico", um dos me1os 

poss~veis, segundo Ramming e Kowalik (1981), de dissipação de 

energia de fontes instabil izadoras. Desta forma o filtro nume

rico empregado por Leendertse ~ capaz de amenizar tamb~m insta 

bil idades com origem at~ no contorno irregular do fundo. E ln

teressante ressaltar, ai.nda, que a dissipação de energia com 

origem na discretização espacial e temporal e uma caracter1sti 

ca freqUente dos esquemas num~ricos. Como a identificação pre

Clsa da origem de tal dissipação ~ dif~cil, ou mesmo imposs1-

vel, genericamente a causa ~ referida como "viscosidade num~ri 

ca". A viscosidade num~rica pode ser entendida como o resulta-
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do da atuação de inG~eros filtros num~ricos entbutidos nao 1n-

tencionalmente nas equações. Por isso i um assunto complexo, 

conforme pode ser visto em Roache (1972). 

"" Quanto a representação do termo de rugosidade (atri-

to com o fundo) que ê nao I inear <J anal i se de Leendertse( 1967) 

foi inconclusiva porque sua atuação ê bastante peculiar, pode~ 

do ser fonte de instabilidades e, ao mesmo ~empo, ser um termo 

estabilizador. Desta forma nao ê poss1vel estabelecer com cer

teza uma discretização que seja melhor que as outras. 

Estas considerações sobre as representações numêri

cas dos termos não lineares são importantes porque as anâlises 

teõricas fornecem resultados somente para equaçoes sem termos 

não lineares. Os poss1veis efeitos, mesmo sendo qualitativos e 

individuais, dos termos não lineares e que vão balísar a ir.1po!' 

tância dos resultados obtidos de an~ 1 ises teõricas com equa-

çÕes lineares. 

A anâlise teõrica dos efejtos da discretização nume-

rica realizada por Leendertse (1967) baseou-se inicialmente em 

esquemas num~ricos de diferenças finitas expllcitas e impllci-

tas de sistemas lineares unidimensionais. A avaliação da esta-

bilidade numérica seguiu a metodologia de Von Neumann e a acu-

racidade foi analisada segundo avaliação de deformação de onda. 

A anãlise de deformação de onda, idealizada por Leendertse 

(1967), introduz o conceito de fator de propagação como a ra-

zão complexa da amplitude e fase da onda propagada numericamen 

te em relaçao i onda flsica, no tempo necess~rio para que a on 
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da f1sica percorra um comprimento de onda. O módulo desta ra

zão mede a relação entre as amplitudes enquanto que o argumen

to mede o defasamento entre as ondas. O defasamento tem estrei 

ta relação com a razão das celeridades das ondas calculada e 

flsica. 

A anãlise de esquemas impl1citos incondicionalmente 

estãveis para um sistema de equações lineares unidimensionais, 

sem termo de rugosidade, com respeito ã deformação de onda,fo~ 

nece como resultado que, para o esquema centrado, a amplitude 

da onda calculada ~ conservada e, para o esquema progressivo, 

hã um decaimento com o passar do tempo. Com respeito as cele

ridades, ambos os esquemas atrasam a onda, isto ~. as ondas 

calculadas são propagadas com celeridades inferiores ã real. A 

magnitude dos achatamentos (caso sã do esquema progressivo) e 

dos atrasos das ondas (nos dois esquemas) podem ser visualiza

dos nas figuras V.? e V.9 que foram apresentadas por Leendert

se (1967). Estas figuras mostram o grau de deformação de uma 

onda calculada em função de relação ''A/6X'' (comprimento da on

da f1sica simulada pelo tamanho da c~lula) e do numero de Cou

rant (6t/6x) ;gn, que expressa o numero de c~lulas da malha de 

cãlculo percorridas em um intervalo de tempo na propagaçao da 

onda. Quanto maiores os valores de "A/6X'' e 

de "(6t/6x) /gn" melhor e a representação da 

menores os 

propagaçao de 

onda por modelos num~ricos. A orientação principal destes 

grãficos de deformação de ondas e que para valores de 

menores que 1 O, a onda ser a pobremente repre-

sentada mesmo para numeras de Couran.t menores que a unidade. 
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Por outro lado, quando a representaçáo espacial da onda ~ mais 

precisa (~/AX maior que 50) não h~ atraso significativo da on-

da calculada, mesmo para numeres de Courant altos da ordem de 

cinco. Entretanto, não h~ garantias com relação ã conservaçao 

da amplitude (caso do esquema progressivo). interessante 

constatar nas figuras que a celeridade das ondas calculadas -e 

zero para ~ f 26X. 

Com a introdução de um termo linear de rugosidade 

na equação dinâmica, a anãlise de deformação de ondas, com os 

mesmos esquemas numêricos, fornece resultados significativame~ 

te diferentes dos anteriores. O esquema centrado que não prov~ 

cava alterações na amplitude da onda, por exemplo, passa a au-

mentar a amplitude (figuras V.JO e V.11). Esta amplificação -e 

bastante significativa para numeres de Courant maiores que ci~ 

co e "~/t-,X" menores que 100. Leendertse (1967) constatou tam-

bem que o ajuste do coeficiente de rugosidade linear para que 

a onda calculada nao tenha a amplitude alterada e nem se atra-

se, ê imposs1vel. Assim, uma onda calculada, com celeridade a-

justada igual a da onda f1sica que quer representar, terã for-

çosamente sua amplitude aumentada. 

A extensão da an~lise de deformação de onda ao caso 

bidimensional ê bastante complexa pela infinidade de direções 

que os vetores de velocidade podem assumir no plano horizontal. 

Afim de contornar este problema matem~tico admite-se como indi 

cativos vâlidos para o caso bidimensional, os resultados obti-
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V.6-- DADOS DE ENTRADA E SAlDA DO MODELO COMPUTACIONAL 

Para a utilização prãtica do modelo bidimensional 

descrito neste cap1tulo foi desenvolvido um programa computa-

cional na linguagem FORTRAN, adaptado ao computador Burroughs 

86700 da UFRGS. O programa encontra-se gravado em fita magn~tl 

c a. 

Os dados de entrada que o modelo bidimensional nece2 
-sita sao divididos em duas categorias: dados fixos e dados de 

evento Os dados fixos são aqueles referentes -a geometria 

tridimensional do leito do corpo d'ãgua em estudo, isto~. a 

sua forma e localização em planta e as profundidades relati-

vas a um plano de refer~ncia. Os dados de evento, como o· pro-

prio nome deixa impl1cito, constituem-se nas condições de con-

torno de um determinado evento, que são n1veis e/ou velocida -

des, em pontos definidos, e ventos agindo na superf1cie livre. 

Na forma como foi concebido o modelo o primeiro pas-

so para promover a simulação de escoamentos de um corpo d'ãgua 

bidimensional ~a adaptação de uma malha com c~lulas retangul~ 

res (item V.2) que o abranja na sua totalidade em planta. Os 

la dos "liX" e "lly" das c~l ul as quanto menores melhor represen -

tam os contornos (bordas), mas a definição dos tamanhos~ rea-
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lizada, geralmente, mais em função da mem6ria disponlvel dos 

computadores do que em função de considerações relativas a acu 

racidade e precisão dos resultados. De uma maneira geral, en

tretanto, deve-se procurar um tamanho de quadrlcula que, al~m 

de bem representar o contorno flsico, seja capaz de proporcio

nar correntes compatlveis com os dados de campo disponlveis e 

com a utilização posterior em planejamento. Como precaução as 

distorções num~ricas as c~lulas devem ter lados com menos de 

20% (item V.5) dos comprimentos de ondas paralelas tlpicas. 

A malha de câlculo que abrange o corpo d'âgua tem sem 

pre a forma retangular, por razoes computacionais. Por isso, na 

representação de corpos d'âgua com contorno irregular, vârias 

quadrlculas não terão qualquer câlculo desenvolvido sobre elas. 

No "desenho" do contorno geral a malha de câlculo deve ser a

justada compatibilizando o fato de que as quadrlculas são defi 

nidas por apenas dois dos quatro lados (item V.2). A conjunção 

dos contornos individuais de todas as quadr1culas ~ que forma 

o contorno geral do corpo d'âgua. No modelo, um vetor unidimen 

sional com os c6digos das quadrlculas define este contorno. 

Para direcionamento do câlculo em uma malha retangu

lar com um contorno irregular definido em seu interior o mode

lo computacional faz uso de sub-linhas e sub-colunas. Uma sub

-linha/sub-coluna de câlculo ~um trecho de linha/coluna em 

cujos extremos hâ quadr1culas com condições de contorno pr~-e~ 

tabelecidas. Desta forma uma linha/coluna geral da malha pode 

conter vârias sub-linhas/sub-colunas de calculo. ta cada sub

-linha e sub-coluna, portanto, que vai corresponder um sistema 
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-
de equaçoes e respectiva IIJJtriz tridiagonal para solucionar, 

em cada intervalo de tempo (item V.4). Por isso, as sub-linhas 

e sub-colunas sâo individualmente identificadas conforme a lo-

calização na malha geral. Os vetores de identificação das sub-

-linhas e sub-colunas em conjunto com o vetor dos c6digos de 

contorno de todas as quadr1culas da malha esgotam a represent~ 

ção horizontal do corpo d'agua. 

A p 6 s adaptada a mal h a h o r i z o n tal de cal cu l o de v em se r 

definidos os dados verticais: as profundidades. Na cartografia 

a forma em planta de um corpo d'agua ~ditada por um espelho 

d'agua cuja cota geralmente ~ a refer~ncia zero para definição 

das profundidades. A cota do espelho d'agua ~ unica se ele for 

horizontal, isto e, se as perpendiculares em todos os pontos 

são paralelos ao eixo da aceleração da gravidade nestes mesmos 

pontos. Para o modelo bidimensional, o plano de refer~ncia e, 

por facilidade, freqUentemente coincidente com o plano horizo~ 

tal de refer~ncia zero (para as profundidades) na cartografia 

dispon1vel. 

Na malha de calculo os valores das profundidades sao 

locados nos cantos superiores direitos das quadr1culas ( item 

V. 2). Estes valores devem ser obtidos por interpolação, cons i d~ 

rando a area de influ~ncia de cada valor que ~ uma quadrlcula. 

A entrada dos dados de profundidade obtidos ~ feita, para o m~ 

de lo desenvolvido, atrav~s de um vetor ( "array" unidimensional). 

Com respeito a orientação da malha de calculo como 

um todo os dados necessarios são a latitude m~dia e a orienta-
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çao (ângulo sentido horãrio) relativa ao norte geogrãfico. São 

estes dados que permitem o calculo do coeficiente de Cariolis 

(cap. li) e a decomposição do vetor velocidade do vento segun-

do os e1xos horizontais "XOY" da malha. 

Os pontos onde as condições de contorno de n1veis e/ 

ou velocidades (dados eventuais) se fazem presentes são defin! 

dos em conjunto com a adaptação da malha de calculo. A identi-

ficação das sub-linhas e sub-colunas condições de contorno -e 

realizada da mesma forma que as sub-1 inhas e sub-colunas no r-

mais. A diferença ê que ãs quadr]culas das sub-linhas e sub-co 

lunas condições de contorno são alocados, em cada intervalo de 

tempo de calculo, valores conhecidos de velocidade, ou n1vel, 

conforme for a opção e o evento. 

t interessante ressaltar que, respeitados os limites 

de memoria dispon1vel em computador, tempo de processamento e 

condições f1sicas do problema, a forma de representação do lel 

to do corpo d 'agua no modelo computacional permite reproduzi r 

qualquer recorte em planta e qualquer comunicação com sistemas 

externos (condições de contorno). E poss1vel a representação 

de ilhas, estirões e outras conformações compat1veis com a es-

cala espacial da malha. A limitação que persiste ê a imutabili 

dade do recorte, não havendo reprodução de poss1veis alagamen-

tos das margens. 

Alêm das variaveis velocidade e n1vel condições de 

contorno, a outra variavel do tipo eventual ê o vetor velocida 

de do vento que e considerada no modelo como variavel concen -



trada. Desta forma, a cada intervalo de tempo, hâ apenas um ve 

tor velocidade do vento agindo em todo o plano de câlculo. No 

modelo computacional desenvolvido os dados de vento são repre-

sentados por velocidades e respectivos sentidos de destino (5n 

gulos em relação ao norte geogrãFico, sentido horârio). U111 ven 

~ ~ o -to na direçao oeste-leste tem angulo de 90 por este criterio. 

Os dados bâsicos de saida previstos no programa com-

putacional e que permitem avaliar o ajuste e desempenho do mo-

delo bidimensional são os valores de nivel e das componentes 

de velocidade em todas as quadriculas de cãlculo do corpo d'ã-

gua, em cada intervalo de tempo. Os vetores velocidade em cada 

quadr1cula podem ser visualizados com a opção de impressão, via 

impressora comum, de um mapa de correntes onde aparece tamb~m 

o contorno do corpo d'âgua. 

O modelo tamb~m tem opç6es de cãlculo de trajet5rias 

de part1culas de fluido situadas inicialmente em qualquer qua-

dricula e intervalo de tempo. Da n1esma forma estão previstas 

opç5es de cãlculo de vaz6es e1n qualquer seção previamente iden 

tificada. 
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V.7-- PARÂMETROS DE AJUSTE DO MODELO COMPUTACIONAL 

Os parâmetros de ajuste do modelo computacional sao 

definidos em função da formulação empregada para os termos de 

atrito das equações bidimensionais (cap. IV). Nas equações a-

presentadas os termos de atrito compreendem os fenômenos de ar 

raste da superflcie livre pela açao dos ventos e de resist~n-

cia ao escoamento oferecida pela superflcie do leito e pelo 

prÕprio flui do. 

A formulação da força de arrasto devido ao vento tem 

origem em fÕrmula geral da Mecânica dos Fluidos. Por unidade 

de ãrea, ~ dada por: 

-+ 
w 

onde massa espec1fi c a do ar ( ~ 1,205 Kg/m 3 ) 

-+ v10 vetor velocidade do vento 10m acima da superf1cie 

1 i v r e 

c
10 

coeficiente de arrasto (adimensional) 

As componentes ''W '' e ''W '' segundo os eixos da malha 
X y 

de cãl cul o estão presentes nas equações do item V .3. Na sol u-

ção por linhas e colunas do esquema multioperacional (item 

V .4) a componente "W " deve ser definida no primeiro s:erni-inx 

tervalo de tempo e a componente ,, ~~ 11 n 0 
y ' 

segundo semi-interva-

lo. As expressão destas componentes são: 



com 

onde 

146. 

~ 12 w Pa 
,, 

v 1 u S Ptl 1; e 
X L 1 Ü 

~ o 

w p c 1 o v 1 o 1- c os u y a 

e 

e = ângulo do vetor velocidade do vento em relação ao 

eixo OY da malha de calculo, sentido horirio 

8 W = anilogo ao anterior mas em relação ao norte geogra

fico 

8 M ~ngulo do eixo OY da malha de calculo en1 relaçao ao 

norte geogrãfico, sentido horãrio. 

-+ 
A velocidade ''V 10 •• do vento e padronizada, sendo me-

dida a 10m de altura acima da super cie livre para evitar 

perturbações de camada limite. Sendo conhecido o vento e a mas 

sa espec1fica do ar a força de arrasto calculada e dependente 

do coeficiente de arrasto "C.
10

" admitido. O coeficiente "C " 1 o 
e, portanto, um parâmetro de ajuste para o atrito do vento com 

a superflcie 1 ivre. Entretanto não é usual a variação deste 

coeficiente para calibração do modelo a determinado evento por 

que sua sensibilidade é bem menor que a de coeficientes de a-

trito com o fundo. 

A expressao para o coeficiente de arrasto nc 11 

1 o no 

modelo bidimensional apresentado neste capltulo foi apresenta

da por Ramming e Kowal ik ( 1981) e é devida a Garrat. Foi esco-

lhida por ser proveniente de ampla pesquisa em oceanos e apre-
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sentar uma relação de depend~ncia com a velocidade do vento. 

r dada por: 

(0,75 + 0,067 
-+ -
v10 ll/1000; v10 em m/s. 

As tensões de atrito lateral e de atrito com o fundo 

nas equaçoes de item V.3 cont~m respectivamente os coeficien-

tes "E" e "C". Para uso no modelo as expressoes destes coefici 

entes foram definidas com base no "perfil turbulento" de velo-

cidades de Prandtl. Com o perfil de Prandtl admitido tais ex-

pressoes envolvem relações com profundidades e velocidades (ca 

so espec1fico do coeficiente de atrito lateral). Desta forma 

consegue-se coeficientes variãveis no tempo e no espaço, que e 

um comportamento mais proxima da realidade. Deve-se alertar, 

entretanto, que expressões baseadas no perfil de Prandtl estão 

sujeitas ãs mesmas restriçoes de generalização da teoria desen 

volvida por tal autor. Na verdade, a variabilidade espacial e 

temporal obtida para os coeficientes de atrito lateral e com o 

fundo~ uma decorr~ncia matemãtica da aplicação da teoria de 

Prandtl a escoamentos não permanentes nos diversos pontos do 

plano de cãlculo. Isto ~' os coeficientes são calculados ponto 

a ponto, independentemente, em função apenas de grandezas lo-

cais, variãveis no tempo. 

As expressoes, acima referidas, para os coeficientes 

de atrito lateral e de atrito com o fundo (coeficiente de Che-

zy) são as seguintes ( ref.16): 



E = p K /g / U2 + V2 

6C 
H (coef. de atrito lateral) 

(coef. de Chezy) 

onde as grandezas ainda nao definidas neste cap1tulo sao: 

K parâmetro de Von Karman 

z
0 

parâmetro de Prandtl 

148 

Para inclusão nas equaçoes em diferenças finitas (i-

tem V.3) foram utilizadas as seguintes expressões: 

Primeiro semi-intervalo de tempo (n, n + 1/2) 

onde 

c = 19 
K 

=X 
fi 

hj-1/Z,k-1 + hj+1/2,k-1 + hj+3/2,k-1 J 
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Segundo semi-intervalo de tempo (n+1/2, n+l) 

r ( n I ~ 1/2 
2~ ;- I =2 2 r =Y -n ( - >' 9 u + l v i lli+r• 
6C L j,k+1/2j 

. J 

/g 
I 

( ( =Y -Y 
-1 Jj c =- lin i i h + ç /Zo 

K ll 

onde 
=Y 
h = 6 (hj-1/Z,k-1 + hj-1/Z,k + hj-1/3,k+1 + 

As demais variáveis estão definidas no item V.3. 

-O parâmetro !I Z H 

o e, no perfil turbulento de veloci-

dades de Prandtl, uma medida da ordem de grandeza da espessura 

da camada limite, isto ê, uma medida muito pequena que ê afeta 

da pela natureza do fundo. 

O parâmetro ''K'' de Von Karman na teoria de Prandtl ê 

um coeficiente 1 inear adimensional que estipula a dimensão do 

"comprimento de mistura" em função da proximidade de uma pare

de r1gida (cap. I li). O "comprimento de mistura" e um conceito 

básico na teoria de turbulencia de Prandtl e dã uma idéia do 

grau de turbul~ncia que pode se estabelecer em um determinado 

ponto do fluido. Para âgua sem impurezas o valor de "K'' ~ 0,4. 

Com sedimentos em suspensão este valor diminui. 
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-Estes aspectos relativos a natureza dos coeficientes 

na teoria original de Prandtl são ~teis para o balisamento de 

suas ordens de grandeza. A utilização destes coeficientes na 

formulação bidimensional e a posterior discretização numerica 

podem fazer divergir os valores empiricamente definidos em ca-

libração dos valores medidos, ou definidos teoricamente, sob 

a Õtica da teoria de Prandtl. Convem, portanto, utilizar estes 

Gltimos apenas como referencia bâsica para o processo de cali-

bração. 

Devido ã natureza emp1rica inerente dos parâmetros 

"K" e "z "do modelo bidimensional ê aceitâvel o procedimento o 

de fixar um valor para um dos parâmetros, deixando apenas o DIJ 

tro como variâvel de ajuste. Com um ~nico parâmetro conseguem 

-se ajustes mais râpidos. Naturalmente que, tornar um ou outro 

parâmetro constante, significa escolher entre duas opçoes dite 

rentes para formulação dos coeficientes de atrito lateral e a-

trito com o fundo. O fato destes coeficientes serem mais sens1 

veis ãs variações do parâmetro "K" de Von Karman pode ser um 

indicativo de qual opção escolher. 
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LEEN-

Neste capltulo procurou-se descrever em detalhe o 

processo de construção de um modelo matemãtico hidrodinãmico 

bidimensional com o esquema de diferenças finitas de Leen-

dertse (1967), apresentando diversos aspectos conceituais e nu 

mêricos que orientam a sua utilização prãtica. 

O esquema multioperacional concebido por Leendertse 

compatibiliza a malha numêrica defasada de Platzman (1959) com 

um esquema tipo AO! para intencionalmente produzir apenas sis

temas tridiagonais lineares para resolver. Desta forma, estan

do as equações em diferenças finitas centradas no espaço e no 

tempo (com exceção em relação ao tempo dos termos convectivos e 

de atrito com o fundo), o esquema numêrico resultante ê signif2 

cativamente econômico e estãvel, sendo, por isso, um dos mais 

apropriados para representação de escoamentos bidimensionais. 

Os aspectos numêricos que merecem destaque no modelo 

dizem respeito ã anãlise de deformação de ondas idealizada por 

Leendertse (1967) para sistemas de equações lineares, mas que 

fornece indicações valiosas para obtenção de respostas mais a

curadas, com base em relações entre intervalos de tempo, espa-

ço e comprimento de onda. A presença de termos nao lineares 

(termos convectivos e de atrito com o fundo) nas equações dif~ 

renciais e a bidimensionalidade certamente tornam mais comple

xas as anãlises de deformação. Entretanto, o carãter impllcito 

e centrado no espaço das equações bidimensionais em diferenças 
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finitas permitem inferir um comportamento aproximado ao de e-

quaçoes lineares, donde provêm indicaçoes quanto a estabilida-

de e acuracidade. 

O programa computacional elaborado na linguagem FOR

TRAN para o modelo bidimensional tem como caracter~sticas pri~ 

cipais a flexibilidade de representação de um "recorte" qual-

quer do corpo d 'âgua (a forma em planta) e a utilização do pe~ 

fil turbulento de velocidades de Prandtl para a definição de 

coeficientes de atrito lateral e com o fundo (coeficiente de 

Ch~zy) variáveis no tempo e no espaço. Como parâmetros de aju~ 

te resultam, então, os conhecidos "K" de Von Karman e li z 11 

o de 

Prandtl (cap. 111), cujos significados ffsicos, ordem de gran-

deza e faixas de variação estão bem definidos para muitas s1-

tuaçoes prâticas. 
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VI - APLICAÇÃO DO ~10DELO BIDIMENSIONAL AO RIO GUAÍBA 

VI.1 -- INTRODUÇÃO 

O rio Gua1ba ~ um dos n1ananciais de agua doce mais 

importantes do sistema costeiro lagunar do Rio Grande do Sul, 

principalmente devido a localizaçao da capital, Porto Alegre, 

em suas margens. 

Na verdade, o "rio" Guaíba e um lago que se situa e_r1 

tre o chamado delta do Jacu1 e a lagoa dos Patos, o mais exten 

so corpo d'agua do sistema lagunar. O complexo h1drico do del-

ta do Jacu1, situado logo a montante do rio Gua1ba, ~uma rede 

de canais naturais formada pela contribuição dos rios 

Caí, Sinos e Gravata1. 

Jacu1, 

Por ter caracter1sticas eminentemente bidimensionais, 

o rio Guaíba constitui-se em um corpo d'agua onde a aplicaçao 

de um modelo bidimensional pode ajudar no conhecimento do seu 

regime hidrodinâmico. Portanto, a aplicaçao ao rio Gua1ba do 

modelo bidimensional desenvolvido nos cap1tulos anteriores, a

l~m de servir de exemplo, procura mostrar que esta técnica po-

-de se tornar importante no gerenciamento futuro de suas aguas. 
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VI.2 -- ASPECTOS GERAIS DO ESCOAMENTO NO RIO GUAÍBA 

O sistema costeiro lagunar a que pertence o rio Gua1 

ba e parte integrante da bacia hidrogrãfica de Sudeste. A ba

cia de Sudeste (fig. Vl.1) ê responsavel pela drenagem de cer-

ca de 147.000 Km 2 do Rio Grande do Sul e 30.000 Km 2 do Uruguai, 

estando situada entre os paralelos 50Q e 55Q oeste e latitudes 

28Q e 35Q sul. O rio Gua1ba nesta bacia hidrogrãfica recebe con 

tribuição dos rios Jacu1, Ca1, Sinos e Gravata1 que drenam uma 

ãrea total de 82.000 Km'. Aproximadamente 90% desta contribui-

ção provêm somente do rio Jacu1. 

O r1o Gua1ba, a lagoa dos Patos e a lagoa Mirim sao 

os corpos d'agua bidimensionais que, interligados, formam o 

sistema costeiro lagunar da bacia de Sudeste (fig. Vl.2). O 

rio Gua1ba tem superf1cie de aproximadamente 468 Km 2 e profun

didade media de 4 m. As lagoas dos Patos e Mirim possuem ãreas 

em torno de 10.000 e 4.200 Km 2 e profundidades medias da ordem 

de 7 m. A lagoa dos Patos tem localização intermediaria neste 

sistema, estando ligada ao norte, pelo estreito de ltapoã, ao 

rio Gua1ba, e ao sul estã unida, pelo canal de São Gonçalo, -a 

lagoa Mirim. 

O regime hidrodinâmico deste sistema lagunar, no 

qual o Gualba estã inserido, ê bastante complexo tanto na epo-

ca de estiagem como na êpoca de cheias. 

No per1odo das cheias, maio a outubro, a lagoa dos 

Patos recebe em media 3.000 m3 /s (ver fig. Vl.3) do rio Gualba, 
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Figura VI.3 -- Contribuições médias mensais a Lagoa 

dos Patos em m'/s (Bordas et alii, 1984) 
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rio Camaquâ e canal de Sâo Gonçalo (lagoa Mirim), tendo como 

unica sa1da para o Atlântico, o canal do Norte. Em certos even 

tos de cheia o escoamento na parte sul da lagoa dos Patos pode 

se tornar cr1tico pelo acumulo de âguas, por represamento, de 

cheias da lagoa Mirim. 

No per1odo de estiagem, novembro a abril, a contri

buição media de 800m 3 /sã lagoa dos Patos não deixa transpar~ 

cer os problemas que podem ocorrer em decorr~ncia do regime hi 

drodinâmico do sistema lagunar, principalmente no que se refe

re ã possibilidade de salinização de âguas das lagoas dos Pa-

tos e Mirim e ã perturbação da circulação das âguas do rio 

Gua1ba (fig. VI.4). Esta perturbação se manifesta, em seu efei 

to, mais significativamente nos fen6menos localizados de inver 

sâo de correntes, onde escoan1entos se processam em sentidos di 

ferentes do proporcionado pela gravidade, podendo inclusive a

tingir o delta do Jacu1 e o baixo curso de seus quatro formado 

res. 

Em que pese a ausenc1a de estudos consolidados das 

relaç6es de causa e efeito dos diversos fatores que intervêm 

no escoamento do rio Gua1ba, as informaç6es dispon1veis indi-

cam ser de grande importância a influência exercida pela -açao 

dos ventos. Entretanto, a falta de uma rede suficientemente den 

sa de aparelhos registradores de velocidades e direç6es dos ven 

tos, ao longo das margens do r1o Gualba e lagoa dos Patos, im-

pede que sejam estabelecidas correlaç6es efetivas entre ventos 

e nlveis d'âgua observados nas estaç6es linigrâficas existentes. 
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No relataria nQ 6 DMAE/IPH (1978), o vento e aprese~ 
tado como um "fator aleatorio" de elevação ou abaixamento dos 

n1veis d'âgua na seção Ilha da Pintada (Ponta da Cadeia), em 

contraposição a outro fenômeno que teria caracter1sticas regu

lares: a "seiche" do Gua1ba. Seiche, entendida aqui como osci

lação prÕpria, regular,- do n1vel d'âgua em lagos e ba1as tem 

origem, principalmente, meteorolôgica e s1smica. 

No rio Gua1ba, a oscilação aproximadamente regular 

dos n1veis com per1odo em torno de 24 horas foi detectada pela 

primeira vez por Azevedo (1945) em linigramas de um posto limi 

grâfico localizado em Porto Alegre. A existência deste fenôme

no, sem d~vida, e um fator significativo na gênese das corren

tes de escoamento do rio Gua1ba. Entretanto, as causas desta 

"seiche" do Gua1ba ainda não foram satisfatoriamente estudadas. 

Azevedo (1945) aventou a hipÕtese de que a causa das 

oscilaçôes regulares de n1vel no Gua1ba, com 24 horas de per1~ 

do, seria a seiche binodal da lagoa dos Patos (com 7,5mde pr~ 

fundidade media e 185 Km de extensão) propagada de jusante pe

lo estreito de ltapoã. Entretanto esta hipôtese fica prejudic~ 

da porque Azevedo, como observou Rosauro (1982), incorreu em 

erro ao calcular o per1odo da referida seiche, duplicando o p~ 

r1odo da seiche uninodal (12 h), quando deveria reduz1-lo a me 

tade. Tentando resgatar a hipôtese de Azevedo (1945), Rosauro 

(1982), com a ajuda de formulário para bacias de geometria si~ 

ples, deduzido por Chrystal (1905) e reunido por Wilson 

(1964), sugere que uma seiche de 24 h de pedodo na lagoa dos 

Patos poderia ser gerada pela seiche uninodal teôrica (per1odo 
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entre 16 c 19 h, segundo o referido formulário) "corrigida" p~ 

la ação da conformação irregular do leito. Mesmo com a plausi

bilidade desta hip~tese, a caracterização de oscilaç6es de n1-

vel no Gua1ba como decorrência de seiche da lagoa dos Patos s~ 

poderá ser encaminhada com a comprovação efetiva da existência 

deste fenômeno e de sua regularidade, o que ainda nenhum estu-

do realizou. 

Desta forma, o diagnostico de causas como a ação di-

reta dos ventos e oscilaç6es do tipo seiche, e a avaliação qua~ 

titativa da contribuição isolada, no efeito combinado de um 

mesmo fenômeno de variação de nTveis, devem ser encarados com 

algum cuidado. No rel. n9 6 DMAE/IPH (1978) este tipo de proc~ 

dimento foi utilizado para explicar qual parcela da elevação 

ou abaixamento de n1veis d'ãgua na seção Ponta da Cadeia (Ilha 

da Pintada), em diversos eventos, tem origem na ação dos ven-

tos (estação Ilha Mauã, DEPRC, extinta) ou na "seiche". Na ta-

bela a seguir são apresentados resultados contidos no referido 

relat~rio: 

Tab. VI.1 - Variaç6es de n1vel por vento e seiche 

H (em) VENTO ILHA ~1AU)\ MiPLITUDE H PTA CADEIA 
EVENTO DATA PTA CADEIA DIR. V(Km/h) DUR. SEICHE POR ACAD DO 

(h) (em) VENTO (em) 

04/01/77 + 26 SE 30-50 5 1 2 14 

2 24/01/77 + 24 so 20 6 12 12 

3 02/02/77 + 43 so >20 5 16 27 

4 27/03/77 + 34 SE 30-50 2 15 19 

5 07/04/77 - 66 NE/NO <20 48 -14 -52 

6 15/06/77 + 40 SE 10-25 3 6 34 

7 15/07/77 + 44 so 20-30 1 2 5 39 
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A sohreposição de variações de n1ve1 por açao do ven 

to e seiche so~ente sera aceitãvel quando for comprovada a in-

capacidade do vento produzir oscilações proprias e que as osci 

lações regulares de n1vel no Gua1ba são efetivamente decorren-

tes de u~a oscilação prõpria da lagoa dos Patos (oscilações 

prõprias com a massa d'água do rio Guaiba teriam, para perio-

dos de 24 h, amplitudes despreziveis). 

Os diversos estudos que se deparara~ com as varia-

çoes regulares de nivel no rio Guaiba ~encionam a hipõtese da 

seíche da lagoa dos Patos se propagando pelo Guaiba, justifi -

cando sua provável exist~ncia co~ base nas variações normais 

diárias da pressão atmosferica. Estas variações excitariam a 

seiche uninodal da lagoa dos Patos, com per~odo de 24 h, que, 

atingindo o Gua{ba, provocaria a oscilaçao dos nlveis d'~gua , 

a conhecida "seiche" do Gual.ba. A a~pl itude da "seiche" do Gua1 

ba (ver tab. Vl.2) seria maior no verão (águas baixas) porque 

não hã significativas perturbações de montante (grandes cheias} 

e porque as amplitudes de variação diaria de pressão atmosferJ. 

ca são maiores nesta epoca (correlação com a temperatura media 

diãria). 

Tab. V!.2- .~mplitudes mais freqUentes das seiches (1976/77) 

~lES J.L\N FEV ~1.L\R .L\í3R ~1AI JU 0~ JUL .L\GO SET OUT NOV DEZ 

AtJ.P L • 
(em) 16 16 1 5 14 13 6 

Fonte: Relatório nQ 6, DMAE/IPH (1978) 

5 5 6 12 16 . 18 
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Contudo, os mesmos fen~menos meteorologicos dados co 

mo causas do aparecimento de seiches podem ser correlacionados 

com a genese de ventos. O potencial da açao dos ventos fica oa 

tente pela grande superf1cie exposta do Guaiba, 468 Km 2 , um 

" f e t c h s " a t i r. g i n do a te 4 O K in . l to , al i a u o a o F a to de te r u '110 

profundidade media de apenas 4 m, torr1a o rio Guaiba particu

larmente sens1vel a açao do vento. 

O propalado carãter aleatôrio dos ventos pode nao 

ser exato. r sabido que os ventos (fig. Vl.5) que ocorrem na 

região do rio Gua1ba são predominante~ente do quadrante sul 

(sentido oposto ao do escoamento por gravidade) e possuem regj 

me diârio aproximadamente regular, soprando com mais intensida 

de nos per~odos da tarde e da noite em relação a manhã, comoo! 

tamento que pode ser COiTelacionado con as o sei laçoes aproxima 

damente regulares dos n1veis do Gua~ba, principalmente no ve

rão. Neste caso, o vento poderia ser causa da ''seiche'' sem dei 

xar de ser, ao mesmo tempo, um importante fator no represamen

to e inversão de escoame~tos (um fen6meno difere~te da ''sei

che"). 

Pelos aspectos abordados, verifica-se que o escoamen 

to no rio Gualba ~ condicionado, entre outras causas, por fatE 

res meteorol6gicos ainda não bem definidas. Mesmo que se consi 

dere a ação conjunta do vento e da pressão atmosfêrica como os 

principais agentes dos fen~~enos meteorolôgicos, a an~lise não 

se simplifica, pelo contr~rio, hâ maior dificuldade, porque, 

muito mais que a hidr~ulica, a meteorologia convive com pertur 
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bações aleatõrias. Em outras palavras, sem uma rede de anemo

grafos, barõgrafos e termõgrafos atuando em conjunto com uma 

rede de lenTgrafos, ambas suficientemente densas, fornecendo 

dados, não sera possTvel estabelecer, com a devida exatidão, a 

correntologia do rio GuaTba e lagoa dos Patos. 

Considerando todos estes aspectos, a aplicação do mo 

dela matematico bidimensional ao rio GuaTba, se restringe em 

demonstrar a adequabilidade e capacidade de tal modelo de re

produzir escoamentos com base nos dados disponTveis. 

VI.3 --DADOS FIXOS DO MODELO BIDIMENSIONAL DO RIO GUAÍBA 

O desenvolvimento de modelos bidimensionais com es

quemas em diferenças finitas para estudo da hidrodinâmica do 

rio GuaTba e lagoa dos Patos teve inTcio no começo desta d~ca

da no Instituto de Pesquisas Hidraulicas da UFRGS, IPH, sob as 

formas de pesquisa aplicada (Grupo de Pesquisa da Hidrodinâmi

ca da Poluição) e pesquisa acad~mica a nTvel de mestrado (caso 

desta dissertação). 

o objetivo principal' nesta ultima, e demonstrar o 

domTnio da t~cnica de simulação matematica de escoamentos bidi 

mensionais, desde a dedução do sistema de equações diferen

ciais at~ a elaboração e aplicação, ao caso espec1fico do rio 

GuaTba, de um programa computacional de aplicação geral. 



• "166 

Os dados fixos utilizados para a representação do 

rio GuaTba no modelo bidimensional foram os mesmos 

pelo grupo de pesquisa do IPH, (Casalas, 1984). 

definidos 

A malha 

retangular de calculo estabelecida por este grupo possui 1170 

células quadradas de 1 Km 2 , reunidas em 26 linhas e 45 colunas, 

onde apenas 468 das células representam o rio Gua1ba. Na figu

ra VI.6 e apresentada a malha de calculo com os codigos de CO.':_ 

torno (ver cap. V) de cada quadr1cula que dão forma ao Gua1ba. 

As profundidades medias correspondentes a cada qua

dr1cula foram estabelecidas com base no levantamento realizado 

pela Diretoria de Hidrografia e Navegação do Ministério da Mari 

nha em 1964. As profundidades, tomadas abaixo do espelho d'ã

gua (plano de referencial do citado levantamento, estão na fi

gura VI. 7, onde os valores referem-se aos cantos superiores di 

reitos de cada quadr1cula. 

Para definir a localização e a orientação da ma 1 h a 

de calculo na superf1cie terrestre foi fixada a latitude media 

de 309 sul e o ãngulo de 2429 (sentido horãrio) entre o eixo 

OY da malha e o norte geografico. 

Na malha de calculo do Gua1ba sao condições de con

torno a seção Itapoã, representada pela sub-coluna que vai da 

linha 8 ã linha 11 da coluna 1, e a seção da Ilha da Pintada 

(ou Ponta da Cadeia), representada pela sub-coluna unitãria da 

coluna 40 na linha 10 (ver fig. VI.6). 

As sub-linhas e sub-colunas de calculo decorrentes 

da adaptação da malha bidimensional e da definição dos locais 
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com condição de contorno externa têm as caracteristicas mostra 

das nos quadros VI.1 e VI.2, onde hã, inclusive, a indicação 

da ordem da matriz tridiagonal correspondente. 

Hã um total de 49 sub-linhas com matrizes tridiago

nais de ordens variando de 1 ate 73 com media de 18. Coinciden 

temente, surgiram tambem 49 sub-colunas, mas com matrizes tri 

diagonais com ordens entre 1 e 37 e media tambem de 18. o nume 

ro total de matrizes a resolver, 98, com ordem media de 18, dã 

ideia do volume de cãlculo necessãrio em cada intervalo de tem 

po, segundo a mecânica de cãlculo apresentada no capitulo V. 

QUADRO VI.1 --RIO GUA1BA-- SUB-LINHAS DE CALCULO 

ORDEM DE LINHA COLUNA COLUNA CONTORNO ORDEM DA MATRIZ 
cALCULO GERAL INICIAL FINAL TRIDIAGONAL 

1 2 4 8 U-U 7 
2 3 3 8 U-U 9 
3 4 2 8 U-U 11 
4 4 10 11 U-U 1 
5 5 1 9 U-U 15 
6 5 9 13 U-U 7 
7 6 1 13 U-U 23 

8 7 1 12 U-U 21 

9 8 1 13 ( Ç- u) 1 24 

10 9 1 14 (s-u) 1 26 

11 10 1 13 (s-Ul 1 24 

12 10 37 40 ( U-s ) 2 4 

13 11 1 12 (s-Ul 1 22 

14 11 36 39 U-U 5 

15 12 2 13 U-U 21 

continua 
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continuação 

ORDEM DE LINHA COLUNA COLUNA CONTORNO ORDEM DA MATRIZ 
CIILCULO GERAL INICIAL FINAL TRIDIAGONAL 

16 1 2 14 16 U-U 3 

17 1 2 35 39 U-U 7 

18 12 39 40 U-U 1 

19 12 41 43 U-U 3 

20 13 2 14 U-U 23 

21 13 14 17 U-U 5 

22 13 18 20 U-U 3 

23 13 21 22 U-U 1 

24 13 34 45 U-U 21 

25 14 2 17 U-U 29 
--

26 14 17 23 U-U 11 
I 27 14 27 30 U-U 5 

28 14 34 44 U-U 19 

29 15 2 23 U-U 41 

30 15 25 31 U-U 11 

31 1 5 32 39 U-U 13 

32 15 39 41 U-U 3 

33 16 2 24 U-U 43 

34 16 25 40 U-U 29 

35 17 2 39 U-U 73 

36 18 2 36 U-U 67 

37 19 2 11 U-U 17 

38 19 12 35 U-U 45 

39 20 2 9 U-U 13 

40 20 12 32 U-U 39 

41 21 12 32 U-U 39 

42 22 11 31 U-U 39 

~--~ 
23 11 19 U-U 15 

23 19 27 U-U 1 5 

24 13 19 U-U 11 
continua 
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Continuação 

ORDEM DE LINHA COLU~A CC! L UNA CONTORNO ORDEf~ DA MA TRIZ 
CALCULO GEí<AL INICIAL FINAL TRIQJ,~GONAL 

46 24 22 26 U-L' 7 

47 25 13 29 U-U 11 

48 25 22 25 U-U 5 

49 26 14 1" 
' I :.1-U 5 

1 - Se a cand i ção de contorno em ltapoã for v e 1 oci da de e contorno mu

da par·a (U-U) e a ordem da matriz aumenta uma unidade. 

2 Se a condição de contorno em Pintada for velocidade o contorno IV~ 

da para (U-U) e a ordem da matriz aumenta uma unidade. 

QUADRO VI.2- RIO GUA18A-- SoB-COLUNAS DE CALCULO 

ORDEM DE COLUNA LINHA LINHA CONTORNO ORDE~1 DA MATí<IL 
CALCULO GERAL INICIAL FINAL TRIDIAGONAL 

1 2 4 11 V -V I 13 

2 3 3 20 V-V 33 

3 

I 
4 2 20 V-V 35 

4 5 1 20 V-V 37 
I 5 6 1 20 V-V 37 ----· 

6 7 1 20 V -V 37 
., 

8 1 20 V-V 37 I 

8 9 4 20 V-V 31 
b 
D 10 4 19 V-V 29 

JP 11 3 19 V-V 31 
~---~----

continua 
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Continuação 

ORDH1 DE 
CALCULO 

COLUNA 
GERAL 

LINHA 
INICIAL 

LINHA 
FINA!.. 

CONTORNO ORDEN D.ll. NATRIZ 
TRIO I AGO~IAL 

11 27 12 4 18 V-V 

: ~ I ~ ~ z: 2~ ~ ~~ J 3 

__ ~: _l__ ~ ~ ___ L _ ___:1_;_~ ---t---2:::.::

1 ~--_____ ~----~~-~ _
1

1 ______ ?: __ 

3 

16 14 i' 8 9 V -V . 1 

17 14 12 25 V-V I 25 

18 15 11 26 

19 16 11 26 

V-V 

V-V 

29 

29 

__ :::20::___~ __ ê,1: 7c__ _______ 1,?_ __ +- ___05 _____ _ ___.Y_::\f__ ___ -----~-7 ---

21 18 13 2 5 v-v I 23 

22 19 12 25 V-V 25 

23 

24 

20 
21 

12 

13 

23 

23 

V-V 

V-V 

21 

19 

!------=-25 __ f-_~_L _____ 12 ___ ___ _2] ____ ___ V -V _________ __?J ____ _ 
26 23 13 25 V-V 23 

27 24 15 25 I V-V 19 

~! ~! ~: ~: I ~ ~~ ~: 
1--__11]__ ____ 1--_11'- 14 _____ fL __ f--- V-V --1-- 17 __ 
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~~~
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~5 -l--~~~~----1'~----~::~---~---~~~~-----~L---~~--~~~---~------~:~--~ 
36 I 33 14 19 v_" 9 

3 7 34 14 19 v-v 1 9 

38 I 35 12 19 v -V I 13 

_!~_j~~--L---~; ______ :~--------~~~ ___ L ____ ~~--
continua 
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continuação 

ORDEM DE COLUNA LINHA LINHA CONTORNO ORDEt~ DA MATRIZ 
ClíLCULO GERAL INICIAL FINAL TR I DI AGON1\L 

41 38 9 1 7 V-V I ts 
i 

42 39 9 1S V-V 11 

43 39 15 17 V-V 3 

44 40 11 16 V-V 9 

45 41 12 14 V-V 3 
~~~ ~---···---~~ 

46 41 14 15 V-V ' ' 
47 42 11 14 V -V ~ 

,;s 44 12 14 V-V 3 

49 45 12 13 V-V 1 
~-

VI.4 -- SIMULACÃO COM EVENTOS TEÓRICOS E REAIS 

VI.4 .1 -- Deformação de onda teórica 

As simulações de escoamento com o modelo bidimensio-

nal estruturado para o rio Gua~ba foram precedidas por uma an! 

lise experimental de deformação de onda com o intuito de esta-

belecer relações entre o coeficiente de ajuste do modelo, o p~ 

rãmetro ''K'' de Von Karman, e as caracter1sticas de onda e da 

discretização num~rica. 

O primeiro experimento teõrico consistiu na simula-

çao de uma onda senoidal (seiche), com amplitude(:= metade da 
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distância entre pico e vale) de 10 em e perlodo de 24 h, prop~ 

gando-se, sem deformação, de uma extremidade a outra (fechada) 

de um canal retangular de 45 Km de extensão e profundidade m~

dia de repouso de 4 m. A representação do canal para a simula

çao num~rica foi feita com 45 quadr1culas de 1 Km x 1 km, as 

mesmas dlmens6es definidas para as do modelo do Gualba. As ca

racterTsticas da onda acima apresentada t~m tambim ordem de 

grandeza aproximada ãs do fen~meno ''seiche" do rio Gualba. 

A expressao matemâtica empregada para a excitação se 

noidal do n1vel d'ãgua na extremidade aberta do canal foi: 

onde 

ç ~ a sen ( wt - ~I 2) + a + ç 
0 

ç = n1vel d'âgua acima do plano de referência; 

a= amplitude; 

w = freqO~ncia angular; e 

ç
0 

= n1vel d'ãgua de repouso, acima do plano de refe

rência. 

A expressao grafica desta excitação pode ser 

na fig. VI.8. 

vista 
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1--------T----~ 

Figura VI.B- Seiche teõrica 

Esta senÕide, matematicamente, e uma soluçao geral , 

para a seçao de inTcio de propagaçao (x ~O), do sistema de e-

quaçoes: 

CI(HU) + c 2 CIÇ O 

Clt dX 

CI(HU) 3Ç 
--+- o 

Clx Clt 

onde a soluçao geral correspondente, para qualquer ponto "x", 

-e : 

ç cos KL (x/L-1) sen (w [t - L/c] - n /2) +a + ç 
~ a o 

c os KL 

u a c s,en Kl (x/l-1) cos (w [t- L/c] - H/2) 
H c os KL 



sendo 

valores: 

torna-se: 

1 I G 

c n 1ve 1 d'agua acima do plano de referência; 

u velocidade 

H profundidade 

c celeridade da onda ( = ~' H profundidade o 

de repouso) 

a = amplitude da onda 

w freq~ência angular (= zrr;T, T = perTodo) 

K n~mero de onda (= Zrr/A , A = comprimento de on-

da) 

L comprimento do canal 

ç
0 

= nTvel d'ãgua de repouso, acima do plano de refe

re n c i a 

Para a onda do teste foram empregados os seguintes 

a = 1 o em 

c 6 '3 m/s ( = lgH-, H = 4 m) o o 

w = 1/13.751 s - 1 
( = 2 "I T, T = 24 h ) 

A 544 Km ( = cT ) 

K 1/86.631 
- 1 

( = zrr;A) = m 

L 45 Km 

ço o , 53 m 

Com estes valores a expressão da sen6ide em x O 

ç(O,t) 0,1 sen (t/3,82- "/2)+0,63 
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sendo o nlvel dado em metros e o tempo em horas. 

Na outra extremidade do canal, x = L {= 45 Km), os 

valores de nTvel decorrentes da excitaçio em x = O sao os mes-

mos deste 1 ocal, mas atrasados em duas hor·as que e o tempo de 

translação aproximado da onda (= L/c): 

ç (L, t) = 1; (O,t + L/c) 

Assim como os n1veis, as velocidades sao importantes 

para a avaliação do desempenho do esquema num~rico. As veloci 

dades te~ricas para x = 23 Km (aproximadamente o meio do canal) 

tem, para a onda em questão, a seguinte expressão: 

t-2,00 - r.•/2 U (L/2,t) = 4,558 cos .. ··~ 
3,82 

com as velocidades dadas em ''cm/s'' e o tempo, em horas. 

Com estas expressoes de n1ve1s e velocidades, uma 

propagação de 50 horas, partindo do repouso, produz os seguin

tes resultados teõricos: 

Tempo (h l ç(O,t)(m) d 45, t) (m) U(23,t)(cm/s) 

o e 24 0,530 0,530 a 0,543 0,00 e -2,28 

1 e 25 0,533 0,530 e 0,533 0,00 e -1 , 18 

2 e 26 0,543 0,530 0,00 

3 e 27 0,559 0,533 1 , 18 

4 e 28 0,580 0,543 2,28 

5 e 29 0,604 0,559 3, 22 

6 e 30 0,630 0,580 3,95 
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Te:npo ( h) I.;(C,t)(m) ç(45, t)(m) U(23,t)(cm/s) 

7 e 31 0,556 0,604 4,40 

8 e 32 0,680 0,630 4,55 

9 e 33 0,701 0,656 4,40 

10 e 34 0,717 0,680 3,95 

11 e 35 0,727 0,701 3' 22 
12 e 36 0,730 0,717 2,28 

13 e 37 0,727 0,727 1 '18 

14 e 38 0,717 0,730 0,00 

15 e 39 0,701 0,727 -1 , 18 

16 e 40 0,680 0,717 -2,28 

17 e 41 o ,656 0,701 -3,22 

18 e 42 0,630 o ,680 -3,95 

19 e 43 0,604 o ,656 -4,40 

20 e 44 o ,580 0,630 -4' 56 

21 e 45 0,559 0,604 -4,40 

22 e 46 o' 543 0,580 -3,95 

23 e 47 0,533 0,559 -3,22 

48 o' 530 o ,543 -2,28 

49 o' 530 0,533 -1 '18 

50 0,530 0,530 0,00 

Aplicando-se, então, a variação de n1veis, via mode-

lo matemãtico, da primeira coluna (seção x ~ O, aberta), ao ca 

nal discretizado por 45 quadr1culas de 1 Km x 1 Km, avaliou-se 

o comportamento dos n1veis d'âgua na extremidade oposta (seção 

x = 45 Km, fechada) e das velocidades no meio do canal (seção 

x = 23 Km), comparando-os com os resultados teõricos (segunda 

e terceira colunas acima). 
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O intervalo de tempo empregado, At 15 min, conduz 

a um nu~ero de Courant alto (c6t/6x 5,8), mas o fato da onda 

simulada ser bem representada pela malha de cãlculo (f/Ax' >> 

100), Ax' = Ax/2 na malha do ~odeio) torna pouco provãvel a 

ocorrência de perturbações significativas co~ origem na discre 

tização numérica. 

Com a definição das caracter1sticas da onda e do in

tervalo de te~po fora~ realizadas seis simulações, fazendo o 

coeficiente de ''rugosidade'', K, de Von Karman assumir os valo-

res de J o,(==I~LT{J~I:To,9_1 1_"_0 _ _E!_J__,_f]. Os resultados nu

méricos em comparação com os resultados te6ricos de n1veis e 

velocidades podem ser vistos nas figuras VJ.9 a VI.20. Nestas 

figuras convencionou-se chamar de Ilha da Pintada a seçao fe

chada x = L do canal retangular. 

Antes das conclusões serem apresentadas, face aos re 

sultados obtidos, convêm lembrar que os resultados teôrícos de 

n vsís e velocidades são provenientes de um sistema de equa-

çÕes simplificado, onde inexiste, inclusive, um termo de atri

to com o fundo. Entretanto, mesmo com tal origem, estes resul

tados te6ricos podem servir de base comparativa para os resul-

tados numéricos produzidos pelo modelo com esquema de Leen-

dertse (que utiliza termos nao lineares convectivos e de atri

to com o fundo). A razao e que o fenômeno simulado não muda na 

sua essência: ê uma onda propagando-se de uma extremidade a ou 

tra de um canal, sem deformaç~o. Como o esquema de Leendertse 

aplicado ~s equações completas do escoamento considera os efei 

tos dos termos nio lineares, não hã sentido em se esperar me-
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lhores resultados, para a simulaçao do evento em questão, com 

a anulação do coeficiente "K". E'" provâvel que este procedimen-

to tenha efeito oposto, pela instabilização numêrica da simula 

ç a o. 

Feitas estas considerações, a observação dos resulta 

dos das simulaçÕes realizadas para o canal retangular, permi-

tiu constatar que: 

a) O esquema numêrico utilizado (Leendertse) possib_! 

lita a reprodução de uma oscilação senoidal propagando-se de 

uma extremidade a outra do canal. 

b) As velocidades são melhor reproduzidas pelo mode-

lo quando as oscilações de n1vel calculadas apresentam defasa

mento m1nimo em relação ãs oscilações teôricas (casos de K o 

0,6 a 0,8). Nestes casos as senoides dos n1veis calculados a-

presentam-se amplificadas. 

c) Senôides de n1veis calculados equivalentes, em am 

plitude, as senôides teôricas são obtidas com aumento da rugo-

sidade (K ~ 0,9 a 1,1). Entretanto hâ um defasamento hora rio 

significativo (onda calculada atrasada em relação ã teôrica) 

com preju1zo da acuracida.de da senôide das velocidades, que 

tem amplitude diminu1da. 

Estes resultados estão de ac.ordo com a analise -nu me-

rica de deformação de onda de Leendertse vista no cap1tulo an-

terior. Pelos valores adotados de tamanho de quadr1cula, inter 
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valo de tempo e comprimento de onda nao e poss1vel creditar a 

discretização numerica o fato de haver amplificação da senoide 

dos n1veis quando não hâ defasamento horãrio da onda calculada. 

Segundo Leendertse (1967), tal amplificação acontece em alguns 

esquemas numéricos impl1citos (item V.5). Nestes casos e impor 

tante o papel do termo de rugosidade. E poss1vel, portanto, a~ 

mitir que as amplificações das senÕides dos n1veis calculados 

são respostas normais, inerentes ao esquema numerico do modelo. 

Inclusive, esta amplificação incorporada ã senõide parece nao 

se alterar mesmo quando a simulação e estendida por mais tempo. 

A deformação da onda ocasionada pelo esquema numéri

co, por amplificação dos n1veis calculados, no caso de defasa

mento m1nimo de horario, em relação aos n1veis teôricos, e uma 

constatação bastante importante na orientação do uso do modelo. 

Neste sentido, para a simulação bidimensional no rio Gua1ba de 

um fenômeno anãlogo, a conclusão principal decorrente dos exp~ 

rimentos com o canal retangular e que a reprodução do campo de 

velocidades serã provavelmente mais acurada na medida em que a 

celeridade da onda calculada se aproximar da real. 

A simulação, no modelo estruturado para o rio Gua1ba, 

da propagação da mesma onda aplicada ao canal retangular, no 

sentido Itapoã-Ilha da Pintada (esta, fechada), revelou que o 

coeficiente de "rugosidade", K, deve ter valor entre 0,2 e 0,4 

para ajuste da celeridade. Nas figuras VI.21 a VI.24 podem ser 

vistos os resultados das simulações para K ~ 0,2; 0,4; 0,6 e 

o • 8. 
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VI.4.2 - Simulaçao com eventos reais 

Para uma efetiva calibração do modelo bidimensional 

do rio Gua1ba, seriam necessarios dados de n1veis e/ou vazoes 

nas seçoes de contorno (Ilha da Pintada e Itapoa), velocidades 

e direções dos ventos em toda extensão do rio GuaTba e veloci

dades e direções de corrente em diversos pontos do lago. Es

tas medidas teriam que ser, naturalmente, simultâneas. 

Campanhas de campo com tal volume de dados, apesar 

dos esforços do DNAEE e do IPH, ainda não puderam ser realiza

das, o que dificulta a calibraçao segura de um modelo matemati 

co. Entretanto, com os dados de algumas campanhas realizadas ~ 

possTvel obter resulta dos preliminares satisfatorios. Incl usi

ve, a experi~ncia adquirida com a modelaçao matemâtica, com os 

dados disponTveis, pode ajudar no planejamento de novas campa

nhas de aquisição de dados. 

As campanhas de campo mais completas, no que se ref~ 

re a dados quantitativos do escoamento no rio GuaTba, foram as 

realizadas em 12/12/82 e 30/03/83 pelo IPH e DNAEE (refs. 12 e 

27), em perTodos considerados de âguas baixas e m~dias, respe~ 

tivamente. Estas campanhas incluTram medições de vazão na se

ção da Ilha da Pintada e acompanhamento de flutuadores com Sl

multâneas mediçÕes locais de velocidade e direção dos ventos. 

Dados de n1vel em Itapoã e Ilha da Pintada foram registrados 

por linTgrafos do DNAEE. Um resumo destas duas campanhas~ mos 

trado nos quadros Vl.3 e VI.4. 
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Para as simulaç6es do escoamento nestes dois di as , 

com o modelo bidimensional, as condiç6es de contorno estabele-

cidas foram nlveis, tanto em Ilha da Pintada como Itapoã (ver 

figs. Vl.25 e VI.26, e quadros \11.3 e VI.4), possibilitando a 

comparação das vaz6es medidas na seção da Ilha da Pintada com 

as calculadas. Os valores das vaz6es medidas devem ser inter-

pretados com cuidado porque, dadas as dimens6es da seção trans 

versal, foram obtidos de mediç6es que duraram de uma a duas ho 

r as. A seção da I 1 h a da P intacta une dois corpos d 'agua de com-

Quadro VI.3 -- Campanha de 12/12/82 

N1VEIS (rn) ACIMA DO VAZDES(m3 /s)1 VENT02 FLUTUADORES3 

HORA PLANO DE REFERtNCIA 

PINTADA !TAPO)\ PINTADA V (m/ s) Di r. F1 F2 

0:00 0,55 o' 52 - (0,0) (-) 

2:00 o, 54 0,53 841 (2,0) ( N) 

4:00 0,56 0,54 646 (2,0) ( N) 

6:00 0,57 0,55 378 ( 2' o) ( N) 

8:00 o, 59 0,56 650 ( 2' o) ( N) 

10:00 0,59 0,56 631 2,0 N * * 
12:00 0,59 0,56 563 2,0 N * * 
14:00 o' 57 o' 55 663 ( 4' o) (E) * * 
16:00 o' 58 0,55 652 6,0 s * * 
18:00 0,65 0,57 207 6,0 s * * 
20:00 0,66 0,57 136 6,0 s * * 
22:00 0,80 0,55 804 (6,0) ( s) 
24:00 0,65 0,53 213 (6,0) ( s) 

-1. Vazoes medidas durante intervalo de aproximadamente uma hora, anteriores 
ã hora indicada. 

2. Vento junto ao flutuador F1. Entre parentesis valores estimados para 
fins de simulação. 

3. Lançamento dos flutuadores ãs 10:15. Recolhimento de F1 ãs 19:30 e de 
F2 ãs 19:00. 
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Quadro VI.4 -- Campanha de 30/03/83 

N1VEIS (m) ACIMA DO VAZ0ES(m 3 /s) 1 V ENT02 " FLUTUADORES" 
HORA PLANO DE REFERtNCIA 

PINTADA !TA POli PINTADA V(m/s) Di r. F1 F2 

0:00 0,74 0,64 - (2,0) (E) 

2:00 0,73 0,63 973 (2,0) (E) 

4:00 o, 72 0,61 1023 ( 2, o) (E) 

6:00 o, 70 0,59 1154 (2,0) (E) 

8:00 0,68 0,58 11 71 2,0 SE * * 
1 o: 00 o' 6 5 0,57 1353 4,0 SE * * 
12:00 0,66 0,55 1020 5,0 SE * * 
14:00 0,65 0,54 757 6,0 SE * * 
16:00 0,65 0,53 748 6,5 SE * * 
18: 00 0,66 0,51 - 7,5 SE 

20:00 0,66 0,51 - (0,0) (-) 

22:00 0,65 o, 51 - (0,0) ( - ) 

24:00 0,66 - (o, o) (- ) 

1. Vazões medidas e, intervalos de tempo de cerca de uma hora, posteriores 
ã hora indicada. 

2. Vento junto ao flutuador F2. Entre parêntesis, valores estimados para 
fins de simulação. 

3. Lançamento de F1 âs 8:00 a F2 âs 8:45. Recolhimento de F1 ãs 15:15 e do 
F2 ãs 17:00. 

plexo regime hidrodinãmico, onde Ja foram detectadas varia-

ções horãrias de atê 300 m3 /s (ref. 11). 

As primeiras simulações com os dados de 12/12/82 e 

30/03/83 foram realizadas para testar a sensibilidade do escoa 

menta ao vento. Aplicando-se os nlveis observados em Pintada e 

Itapoã foram calculados os escoamentos (6t = 900s) para três 

valores de ''K'' de rugosidade crescente (0,3; 0,6 e 0,9), com e 
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sem o vento observado. Os resultados para os dois eventos po-

dem ser vistos nas figuras V I. 27 e V I. 28. Nestas figuras nota-

-se que o escoamento e bastante sensível aos ventos fortes do 

quadrante sul, com redução na vazão na seção da Ilha da Pinta

da de cerca de 70%. Este resultado e compatível com a importa~ 

cia qualitativa creditada ao vento no escoamento do rio Guaíba 

e indica ser fundamental sua consideração na conformação do ma 

pa de correntes. 

Nas simulaçoes com intenção de ajuste foi tentada a 

calibração com o evento de 30/03/83 (ãguas medias) e realizada 

a verificação com o evento de 12/12/82. A referência considera 

da para aferição foram as vazoes na seçao Ilha da Pintada. De-

vido as incertezas inerentes ãs mediçoes horãrias foram consi 

deradas dois valores medios de vazao em cada evento: um corres 

pendente ao período com ventos fracos e outro, ao dos ventos 

fortes (;; 5 m/s). Para o evento de 30/03/83 estes valores sao, 

respectivamente, 1116 m3 /s (2:00 ãs 13:00 horas) e 753 m3 /s 

--(14:00 ãs 17:00 horas). Em 12/12/82 estas vazoes foram 628 m3 js 

(1:00 ãs 16:00 horas) e 340 m3 /s (17:00 ãs 24:00 horas), res-

pectivamente. 

No evento de 30/03/83, o parâmetro "K" que melhor r_~ 

produziu as vazoes acima referidas assumiu valor igual a 0,35, 

conforme pode ser visto na figura Vl.29, onde tambem estão pr~ 

sentes os resultados das simulaçoes com os valores de 0,3; 0,6 

e 0,9. Procedendo-se a simulação do evento de 12/12/82 ( f i g . 

V I. 3 O ) c o m K ~ O , 3 5 , as vazo e s c a l cu l a das apresenta r a m- se s u P_EC 

riores as medias observadas de 628 m3 /S e 340 m3 /S, com maior 
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diferença para a primeira. Simulando-se com K = 0,4 (maior ru

gosidade) a situação melhora, mas a vazão calculada no periodo 

de ventos fracos e ainda superior ã observada. Provavelmente a 

causa desta diferença seja uma estimativa imperfeita do vento 

neste periodo. 

Mesmo que se considere o valor de K = 0;35 como re

presentativo, em função das vazões observadas na seção Ilha da 

Pintada, a aferição do modelo somente seria completa se os ma

pas das correntes calculadas (figs. VI.31 a VI.34) pudessem ser 

comparadas com velocidades e direções de escoamento medidas por 

correntógrafos, simultaneamente, em vãrios locais do rio Guai

ba. Foram tentadas aferições com base nos dados dos flutuado -

res, mas, devido aos resultados incongruentes obtidos, chegou

-se ã conclusão, como jã se suspeitava, de que as trajetórias 

observadas dos flutuadores nas duas campanhas não servem para 

aferir as velocidades horizontais calculadas pelo modelo. En

quanto estas representam medias verticais, o movimento dos flu 

tuadores, em que pese a utilização de velas submersas, e basi

camente regido pelas correntes próximas da superf1cie que, por 

sua vez, são profundamente dependentes da ação local e imedia

ta rlos ventos. t t1pica a forma em "S" do perfil vertical de 

velocidades de um ponto sob a ação do vento. Assim, os flutua-

dores sob a ação da parte superior deste "S" respondem muito 

mais ãs variações rãpidas do vento do que ãs lentas variações 

das velocidades horizontais, medias na vertical. Alem disso, a 

escala do modelo (menor dimensão igual a 1 Km) e muito ampla 

em relação a das trajetórias dos flutuadores que percorreram 

poucos quilômetros. 
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No contexto da extensa massa dagua do Gua1ba 

do vento com suas alteraçoes de intensidade sao incapazes, em 

geral de promover alterações radicais no sentido principal do 

fluxo, em um curto espaço de tempo (ver figs. VJ.27 e VI.28) 

Deve-se creditar esta ação mais as oscilações de n1vel d'ãgua 

como a seiche (ver item subseqUente), que tem celeridade em 

torno de 6 m/s. Deste modo, e pouco provâvel que as trajetõ-

rias dos flutuadores nos ventos de 12/12/82 e 30/03/83 sejam 

decorrentes das variações do campo das velocidades horizontais, 

medias na vertical. 

Apesar das incertezas relativas as mediações de ven-

to e vazão, as simulações dos eventos de 12/12/82 e 30/03/83 a 

presentam resultados coerentes com o conhecimento jâ adquirido 

sobre o rio Gua1ba. Verificou-se, por exemplo, que as velocida 

des de escoamento calculadas situam-se na ordem de grandeza es 

perada, em torno de 5 cm/s em âguas medias e baixas; que a a-

cão dos ventos, principalmente os fortes (6 m/s), são fundame_r1 

tais na representação do escoamento; e que os mapas de corren-

res (figs. VI.31 a VI.34) podem assumir diferentes configura -

çÕes, onde o papel das condições de contorno (n1veis d'âgua em 

Pintada e Itapoã) e predominante. 

A principal constatação, entretanto, refere-se ao p~ 

râmetro de ajuste do modelo, o parâmetro "K" de Von Karman, 

cujo melhor valor de 0,35 estâ de acordo com os testes teôrico 

-prâticos do item anterior, sendo compat1vel, inclusive, com 

medições de campo realizadas em rios com sedimentos em suspen

sa o (E in s te i n e A b de l A a l , 1 9 7 2 ) . O parâmetro K o O , 3 5 c o r r e s-
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pende, no Guaiba, a coeficientes de Ch~zy da ordem de 65 (SI), 

valor semelhante ao utilizado por Blumberg (1977) na ba1a de 

Chesapeake/USA. O coeficiente de atrito lateral 11 11 
E calculado 

no modelo pela teoria de Prandtl, como o coeficiente de Ch~zy, 

por sua vez, apresentou valores insignificantes. -Isto e campa-

tivel com a escala do modelo (velocidades calculadas referen-

-tes a areas horizontais de 1 Km' e profundidades em torno de~ 

penas 4 m) que conduz a uma baixa resistência aos giros, signj 

ficando nao ser o atrito lateral a fonte de eventuais v~rtices 

ou giros no mapa de correntes. A definição de valores para o 

coeficiente de atrito lateral, que ê afetado pelo tamanho da 

malha e do intervalo de tempo de câlculo, em casos prãticos, 

ainda e matêria controversa, conforme demonstram os estudos de 

Fl okstra ( 1976) e Ponce ( 1981). De acordo com o traba 1 h o deste 

ultimo, os v~rtices que aparecem nas figs. VI.32 e VI.34 pro-

vavelmente são decorrentes da conformação irregular do fundo. 

VI.4.3 - Simulação de uma seiche com vento 

Com o parâmetro K ~ 0,35, estimado a partir dos even 

tos de 12/12/82 e 30/03/83, procedeu-se a simulação, no rio 

Guaiba, de um escoamento produzido por uma oscilação do tipo 

seiche associada a um vento t1pico, com a intenção de verifi-

car o comportamento das correntes. 
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A seiche imposta foi a mesma utilizada no itemV!.4.1 

com um vento de 6 m/s, soprando no sentido sul-norte. A fig. 

Vl.35 , abaixo, mostra as condiçoes de contorno de n1vel em 

Pintada e Itapoi e o vento, durante as 50 horas de simulação. 

(m~•) :jr---.-\ ------,1--,----\_j---,.---1 
-V-ENTO o• 

'J SUL SUL 

PINTADA 

NIVEIS 

6 12 18 24 36 42 43 t (h l 

Figura VI. 35 - Seiche com vento tipico 

Apesar de nao ter recorr~ncia definida, a propagaçao 

de uma oscilação de 20 em acima de um n1vel médio, no sentido 

de jusante para montante (Itapoã-Pintada), com um vento sul de 
~ 

6,0 m/s associado, deve ser considerada como um evento pOSSl-

vel de acontecer em épocas de transição entre âguas baixas e 

a 1 tas . 
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Os mapas de correntes das figs. VI.36 a Vl.39 mos-

tram os campos de velocidades calculados as 30, 36, 42 e 48 ho 

ras de simulação, representando um ciclo da seiche. Na seqOên

cia das situações ãs 30 e 36 h vê-se claramente as velocidades 

decorrentes da propagação da seiche, com a completa inversão~ 

correntes ãs 36 h. Das 36 as 42 h ocorre um fen6meno interes -

sante de "esvaziamento" do Gua1ba pelos seus dois extremos, es 

pelhando a situação em que os n1veis estão em baixa tanto na 

seção da Ilha da Pintada como em Itapoã. Nota-se que os fluxos 

de sa1da sao equivalentes, apesar do gradiente de abaixamento 

ser maior em ltapoã (ver fig. Vl.35). Provavelmente a ação do 

vento sul, favor~vel ao escoamento no sentido Itapoã-Pintada , 

colaborou para esta equivalência. A figura posterior, das 48 

horas, mostra a tendência para o repouso, no n1vel inicial, das 

ãguas do Gua1ba. Corresponderia ao in1cio de um novo ciclo se a 

simulação fosse continuada. 

Esta simulação com seiche e vento demonstra que a 1n 

versao total das correntes no Gua1ba ê um evento poss1vel de 

acontecer, mas ê preciso que haja uma oscilação de n1veis com 

amplitude significativa, propagando-se de jusante para montan

te. E o tempo esperado para uma inversão deve ser equi~alente 

ao per1odo da onda. Quanto aos ventos do quadrante sul, mesmo 

fortes, sua açao parece apenas agravar o quadro composto pela 

seiche. 
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VI.5 --APLICAÇÃO DO MODELO BIDIMENSIONAL AO RIO GUAÍBA: 
CONCLUSÕES 

Neste cap1tulo foi estruturado o modelo bidimensio

nal do rio Gua1ba (um lago, na verdade) de acordo com a esque

matização geral do programa computacional definida nos cap1tu-

los anteriores. 

O modelo resultante, com 470 c~lulas quadradas Gteis 

de 1 Km" e 98 matrizes tridiagonais para resolver em cada in-

tervalo de tempo pelo esquema ADI, representa um corpo d'âgua 

com um escoamento complexo, que ~ profundamente afetado pelas 

condições de contorno nos seus extremos (ltapoã e Pintada) e 

pela ação dos ventos. 

A execuçao deste modelo bidimensional do Gua1ba foi 

precedida por uma anâlise de deformação de onda em um canal re 

tangular. Este experimento, levado a efeito com o mesmo modelo 

computacional bidimensional, procurava o ajuste da celeridade 

da onda calculada ã da onda te6rica, para que o campo de velo-

cidades fosse melhor representado. Este ajuste teve o efeito 

paralelo de amplifjcação dos n1veis d'âgua, um fen6meno não de 

todo inesperado, jâ que a anâlise num~rica de Leendertse(1967) 

prev~ esta ocorr~ncia em certos esquemas impl1citos com termo 

de rugosidade presente. 

Com o modelo do Gua1ba foi repetido o mesmo experi -

mento, detectando-se tamb~m a amplificação de n1veis, caracte

r1stica importante para o uso do modelo. As simulaç6es demons-

traram que o ajuste das celeridades, que contribui para uma me 
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lhor representação das velocidades horizontais, correspondia a 

faixa de 0,2 a 0,4 para o parâmetro "K", de Von Karman. 

Tendo esta faixa de valores para ''K'' como uma refe

r~ncia, procedeu-se as simulações de eventos rea1s, com valo

res de vazão medidos na seção de contorno da Ilha da Pintada 

(12/12/82 e 30/03/83). Nestas similaç6es ficou caracterizado o 

papel fundamental do vento e a sensibilidade do escoamento ao 

parâmetro ''K''. O melhor valor para este parâmetro, comparando

-se vazões m~dias observadas e calculadas, ficou pr6ximo a 

0,35, que ~ um valor coerente com algumas medições em rios com 

sedimentos em suspensão (Einstein e Abdel-Aal, 1972) e com a 

faixa acima referida. 

Apesar deste resultado prom1ssor, não e poss1vel con 

sidera-lo como uma calibração efetiva do modelo. Seriam neces

sârios dados concomitantes de correntologia, em diversas par

tes do Gua1ba, para aferir os mapas de velocidade calculados, 

mesmo que estes tenham se mostrado compat1veis com os conheci

mentos dispon1veis atualmente. 

Os resultados obtidos, contudo, serviram para demons 

trar a inegâvel potencialidade do modelo bidimensional como 

instrumento de ajuda ao gerenciamento dos recursos h1dricos de 

um lago como o rio GuaTba. Em relação a este aspecto seria in

teressante a busca de uma melhor harmonização entre as informa 

ç6es poss1veis de serem obtidas pelo modelo bidimensional e os 

dados bâsicos de campo necessârios a sua constante calibração. 



VII - CONCLUSOES E RECOMENDAÇÕES 

Nesta dissertação foi desenvolvido um modelo matemã

tico capaz de reproduzir escoamentos horizontais não permanen

tes em corpos d'ãgua bidimensionais com superficie livre. A se 

guir e feito um sumãrio das caracter1sticas principais do mode 

lo, acompanhado de conclusões provenientes da sua aplicação ao 

rio Gua1ba: 

1) As equaçoes diferenciais do modelo sao resultan

tes da integração no tempo e no espaço (dimensão vertical) das 

equações gerais deduzidas para o escoamento de um fluido newto 

niano incompress1vel, de densidade homogênea e constante, com 

base nas leis de conservação da massa e da quantidade de movi

mento. 

2) Nas equaçoes integradas, os fenômenos considera

dos incluem a inercia, a gravidade, a rotação terrestre e os 

atritos, na superf1cie livre (ventos), no fundo, e nas superfi 

cies laterais do prôprio fluido (resistência a vortices). Es

tes dois ~ltimos, vinculados~ turbulência do escoamento. 

3) Os fenômenos ondulatórios reproduz1veis pelo sis

tema de equações integradas (a equaç~o da continuidade e as e-
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quaçoes dinâmicas horizontais) sao do tipo de pequena amplitu

de relativa (long waves). 

4) o esquema numerico empregado para solução do sis

tema de equaçoes diferenciais integradas e o esquema multiope-

racional de diferenças finitas impl1cito de Leendertse 

que resolve, alternadamente, as linhas e as colunas da 

(1967) 

mal h a 

de calculo, nos semi-intervalos de tempo sucessivos. A cada li 

nha e a cada coluna de calculo esta associado um sistema li

near tridiagonal com equaçoes de diferenças centradas no espa

ço e no tempo (com exceção dos termos convectivos e de atrito 

com o fundo). A linearização nestes sistemas tridiagonais e 

compat1vel com a pequena variabilidade esperada das vartaveis 

do escoamento (n1veis d'agua e velocidades horizontais, medias 

na vertical) decorrente de "long waves". 

5) O modelo computacional desenvolvido estã apto a 

simular escoamentos de corpos d'agua bidimensionais com qual

quer ''recorte'' em planta e com quaisquer localizações de condi 

çoes de contorno externas (de n1vel ou velocidade). Na repre

sentação do corpo d'agua considera, ainda, a presença de ilhas, 

estiroes e outras conformações emersas compat1veis com a esca

la da malha de calculo. As limitaçoes que persistem são a imu

tabilidade do ''recorte'', sem possibilidade de reprodução de 

poss1veis alagamentos das margens, e a representação uniforme 

do vento por um vetor valido para toda a superf1cie livre. 

6) A malha de calculo e constitu1da de celulas iguais 

e retangulares, sendo prefer1vel o emprego de celulas quadra-
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das (6x ~ 6y) que nao produzem distorções espaciais nos dese

nhos dos vetores velocidade. A dimensão (6x) das quadr1culas, 

a escala da malha de cãlculo, alem de ser adequada ã represen

tação das margens e do prÕprio escoamento, deve respeitar um 

valor mãximo de 20% do comprimento de onda (A) de uma onda t1-

pica, a fim de evitar problemas numéricos. 

7) Para a definição de um valor de 6t (intervalo de 

tempo) compat1vel com a estabilidade e acuracidade numéricas ê 

indicada a utilização dos resultados da analise de deformação 

de onda de Leendertse (1967), que relaciona os indicadores nu

méricos "(6t/llx) lgh" e "7\fl\x" com relações de celeridades e 

amplitudes de ondas calculadas e f1sicas, em alguns esquemas 

lineares impl1citos. Em geral os resultados desta anãlise sao 

menos conservadores que aqueles baseados apenas em numeres de 

Courant. 

8) Os dados geométricos requeridos pelo modelo sao 

as profundidades, abaixo de um plano de referência, e os cÕdi-

gos de contorno de cada quadr1cula; os vetores cÕdigo de posi-

çao na malha das sub-linhas e sub-colunas de calculo; e os ve-

tores cÕdigos de posição e tipo das condiçÕes de contorno. São 

tambêm necessãrios a latitude media de localização da malha e 

a orientação relativa ao norte geogrãfico. 

9) Os parâmetros de ajuste do modelo são o ''K'' de 

Von Karman e "z " de Prandtl (ambos da teoria de turbulência o 

deste ultimo) e o coeficiente de atrito do vento com a superf} 

cie livre. Os parâmetros ''K'' e li z li o , vãl idos para toda a malha 
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de calculo, definem, em funçao da profundidade, os coeficien

tes "C" de Chezy (do termo de atrito com o fundo) e de atrito 

lateral "s" em cada quadr1cula. O coeficiente de atrito na su

perf1cie livre tem, no modelo, a formulação emp1rica de Garrat 

(Ramming e Kowalik, 1980). 

10) No modelo estruturado para o rio Gua1ba a malha 

c o m 1 1 7 O c e 1 u 1 a s quadrada s de 1 Km 2 
( 2 6 1 i n h as e 4 5 c o 1 unas) r e 

presenta com fidelidade o contorno das margens. A escala espa

cial Ax = 1 Km esta adequada as oscilaç6es t1picas do rio Gua} 

ba que são seiches com mais de 500 Km de comprimento de onda e 

10 em de amplitude. Estas dimens6es permitiram a utilização de 

um intervalo de tempo At = 15 min (que conduz a um numero de 

Courant alto) sem preju1zo significativo da estabilidade e acu 

racidade numericas. Pelo altD valor da relação À/Ax e poss1vel 

que o At possa assumir valores mais elevados ainda. 

11) A deformação de onda, inerente a esquematização 

numerica impl1cita, com termo de rugosidade presente, prevista 

pela anãlise teorica de Leendertse (1967), foi detectada em ex 

perimentos em um canal retangular e no rio Gua1ba onde foi si

mulada a propagação de uma seiche, com celeridade ajustada a 

da onda te o r i c a . No G u a 1 b a , a seno i de dos n 1v e i s na I 1 h a da P in 

tada foi amplificada em cerca de 8%. A faixa de variação do p~ 

râmetro "K", para ajuste das celeridades no Gua1ba (com z
0 

fi-

xado em mm), ficou entre 0,2 e 0,4. 

12) Na simulação de eventos reais no Gua1ba, com a

portes de vazão medidos na seção Ilha da Pintada (dias 12/12/ 
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/82 e 30/03/83, âguas baixas e m~dias, respectivamente), ficou 

patente a influência do vento no escoamento desta seçao. Com 

n1veis como condição de contorno em Itapoã e 11 ha da Pintada, a 

redução calculada da vazao afluente nesta ultima, por açao de 

ventos fortes (- 6 m/s) do quadrante sul, chegou a 70%. 

13) Sem propriamente constituir-se em uma calibração, 

o melhor valor para "K", de 0,35, obtido nas simulaçoes com os 

eventos reais, mostrou-se coerente com a faixa definida pelos 

experimentos com a seiche e com mediçoes de campo em rios com 

sedimentos em suspensão. Este valor K = 0,35 corresponde a coe 

ficientes de Chêzy da ordem de 65 que são condizentes com simu 

laçoes bidimensionais realizadas por outros autores em ba~as 

com pouca profundidade. 

14) Com o valor de K = 0,35 a simulação de uma sei

che associada a um vento forte do quadrante sul indica ser po2 

s~vel a inversão total das correntes no Gua1ba, sendo esta si

tuação possivelmente criada mais em função da onda que se pro

paga de jusante para montante do que em função do vento que te 

ria o papel de um fator agravante importante. 

15) Nas simulaçoes efetuadas nao foram notadas influ 

ências significativas das condiçoes iniciais (velocidades nu

las e n~veis de um estado m~dio do Gua~ba) por mais de 100 in

tervalos de tempo. Como precaução foram admitidos per~odos de 

''adaptação'' equivalentes aos dos eventos simulados. 

16) As condiçoes de contorno do tipo n1vel neste mo

delo bidimensional parecem ser mais apropriados quando a rela-
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çao nivel-vazão nao e possivel de ser aproximada a uma relação 

unTvoca. Nestes casos a fixação de velocidades como condição 

de contorno em uma quadricula, pela pr6pria esquematização da 

solução por linhas e colunas, condiciona os niveis desta qua

dricula (e das pr6ximas), mais intensamente que uma perturba

ção vinda de quadriculas vizinhas. Desta forma torna-se impra

ticãvel a simulação de um fen6meno em que as velocidades va

riam para um mesmo nivel d'ãgua. Este e o caso das condiçõesde 

contorno do Guaiba onde, para um mesmo nivel d'ãgua, e possl

vel a passagem de uma extensa gama de vazões, afluentes e de

fluentes. 

17) A aferição dos mapas de corrente com trajet6rias 

de flutuadores não foi possivel porque estes respondem mais ãs 

variaçÕes das correntes superficiais (afetadas pelo vento), en 

quanto que o modelo bidimensional calcula velocidades horizon-

tais medias do fundo â superficie. Para uma efetiva aferição 

das correntes seriam necessaros dados de corrent6grafos, de di 

versos locais, situados a profundidades representativas. Entre 

tanto, mesmo sem aferição dos mapas de correntes mostraram-se 

coerentes com o conhecimento disponivel, principalmente no que 

se refere ã ordem de grandeza das velocidades e sua configura

çao. 

Tendo em vista todo o desenvolvimento do modelo bidi 

mensional e a sua aplicação ao rio Guaiba, as recomendações 

prendem-se mais ao desenvolvimento do potencial deste instru

mento matemãtico no gerenciamento e conhecimento dos recursos 
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hldricos do sistema costeiro lagunar do Rio Grande do Sul (pri~ 

cipalmente, rio GuaTba e lagoa dos Patos). 

Desta forma seria interessante que: 

1) Houvesse ma1s campanhas de campo onde simultanea

mente fossem medidos vazões nos contornos do sistema, velocid~ 

des e direções de vento em diversos locais (nas margens ou no 

interior), e principalmente, velocidades de corrente em vãrios 

pontos do corpo d'ãgua. As campanhas devem caracterizar bem si 

tuações de inverno, verão e intermediãrias. 

2) Fosse estudado em profundidade o fenômeno das os

cilações regulares de nlvel d'âgua do Gua1ba (a "seiche") com 

a comprovação da sua origem na Lagoa dos Patos. Estudos esta

t1sticos de n1veis, ventos e pressões atmosfêricas poderiam ser 

levados a efeito. 

3) Dado o complexo regime hidrodinâmico dos sistemas 

Delta do Jacu1/Gua1ba ou Delta do Jacu1/Gua1ba/Lagoa dos Patos, 

fossem desenvolvidos modelos acoplados dos sub-sistemas para 

melhor simular escoamentos em locais sujeitos a grandes varia-

ções de escoamento como as seções de contorno do Gua1ba 

poã e Ilha da Pintada). 

4) Fosse desenvolvido um modelo bidimensional 

( I ta-

de 

transporte de massa para que fenômenos de poluição, como os 

que podem ocorrer nos despejos do arroio Diluvio e rio dos Si

nos, possam ser simuladas no rio GuaTba ou lagoa dos Patos. Na 

turalmente que são indispensâveis medições de campo de disper-
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sao de solutos. 

Por fim, recomenda-se o uso criterioso do modelo bi

dimensional, principalmente em situaç6es onde os dados de cam

po nao são os ideais para uma cal ibração e verificação efeti -

vas. 
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