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INTRODUGAO

0 método dos elementos finitos foi inventado para ser
usado inicialmente em problemas da mecanica dos solidos, campo
onde ele tem uma interpretagao fisica. Apenas recentemente, O
método tem sido aplicado a fluidos. Seu sucesso na mecanica dos
fluidos €& essencialmente devido ao fato de que os contornos do
problema sao usualmente complicados e também porque apresenta
regras sistematicas para o desenvolvimento de esquemas numéri-
cos estaveis aproximando problemas matematicamente bem posicio-
nados, com varios tipos de condigaes de contorno. De outra
forma, nao haveria razao valida para descartar os métodos mais
classicos de diferencas finitas, pois o MEF necessita de
mais memoria da maquina, além de apresentar maior complexidade
de programagao. A vantagem, entretanto, € que o programa €
universal.

Escrever um bom programa para as equagaes de Navier-
-Stokes nao é uma tarefa simples, pois existem muitas dificul-
dades especificas como os fortes gradientes de velocidade que
podem ocorrer e que uma malha finita @ incapaz de representar
apropriadamente. Por causa disso, muitas técnicas tem sido de-
senvolvidas, como por exemplo os esquemas de elementos finitos
com "upwind".

0 presente trabalho tem por objetivo analisar as equa
goes de Navier-Stokes para escoamento viscoso bi-dimensional
incompressivel wusando o MEF e tem um carater eminentemente
investigativo, visando apresentar as caracteristicas basicas do
problemau

No capitulo 1 sao relembradas as equagoes diferen-
ciais parciais governantes do problema wusando diferentes va-
riaveis independentes e as respectivas condigoes de contorno.

No capitulo 2 & feita uma descrigao expedita dos mé-
todos utilizados por alguns pesquisadores nos ultimos anos e
serve para dar uma idéia ilustrativa do atual estagio de desen-

volvimento das técnicas de resolugao.
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A formulagao em fungao de corrente e vorticidade e
delineada no capitulo 3 em termos de discretizagao em elemen-
tos finitos. As equacoes estacionarias sao resolvidas simulta-

neamente pelo método de Newton-Raphson e uma técnica direta

para a imposigao das condigoes de contorno em vorticidade e em-
pregada. Sao apresentados exemplos de fluxo entre paredes pa-
ralelas e em torno de um obstaculo solido cilindrico.

No capitulo 4 as equagoes de Navier-Stokes sao re-
solvidas tendo como variaveis as componentes de velocidade e a
pressao. Sao analisados tanto o caso estacionario como o depen
dente do tempo. O método da fungao de penalidade & usado para
4 restrigao de incompressibilidade. Para o caso transiente, um
método implicito e completamente acoplado & empregado para in-
tegrar as equagoes no tempo e uma técnica de balanceamento da
difusao ("upwind") & introduzida para eliminar oscilacgoes nao
reais do escoamento.

Para maiores detalhes dos assuntos aqui tratados de-
ve-se recorrer a bibliografia citada ao longo do texto e que

segue ao final deste trabalho.



1. TEORIA GERAL

1.1 - Equacoes Governantes

Embora a forma geral das equagoes de Navier-Stokes
seja bem conhecida, € importante rederivar as equagoes a partir
do principio da conservagao da massa e das leis do movimento de
Newton. Isto permitira obter uma melhor cmmn@ensao dos termos
nas equagoes com relagao as condigoes de contorno. As equagoes
seguintes sao formuladas num sistema Euleriano de coordenadas
retangulares. A descrigao espacial ou descrigao Euleriana @&

a mais usada em mecanica dos fluidos, pois fixa atencao numa da
da regiao do espago ao invés de numa dada particula. Os eixos
cartesianos ortogonais serao denotados por x, y e z ou, quan-

do for usada a notagao indicial, por x,, X, e X, correspon-

L% T2 3
dentemente.

As componentes de velocidade e a densidade do fluido
num ponto estao relacionadas através do requerimento de que o
fluido deve ser continuo, tanto no espago (isto &, sem vazios
no interior do fluido) como no tempo (isto @, a massa do flui-
do nao € criada nem destruida). Esta relagao & valida para
fluidos viscosos e nao-viscosos.

Seja p a densidade do fluido, a qual depende da po-

sigao e do tempo
p = p (x, ¥, 2, E) Clada1)

Considere-se um paralelepipedo elementar de dimensoes
dx, 6y, 8z através do qual o fluido passa (Fig.(1.1.1)). Se
o centro do elemento estiver em (x, y, z) e as componentes da
velocidade no tempo t neste ponto forem respectivamente u,
v e w, entao o fluxo da massa que passa pelo centro atraves
do elemento na diregao x & p u 8y Sz. O fluxo que entra

atraves da face mais proxima da origem a uma distancia de 6x/2
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e (pu - gigﬂl % 6x) Sy Oz e o fluxo que sai da face mais dis
X

tante da origem a uma distancia também de ©¢éx/2 do centro e

(pu + Eigfl % §x) 8y 8z. O ganho em massa por unidade de tempo
no interior do elemento a partir destas duas faces €

" glgfl-éx Sy &z e, similarmente, para os outros dois pares
de faces tem-se - Bngl §x &y Oz e - Eiggl §x 8y bz.

0 ganho total em massa por unidade de tempo a partir de todas

as faces e

{B(pu) 5 d(pv) ” B(Qw)} dx 6y Oz
ax ' ay dz

que deve ser igual a taxa de aumento de massa no tempo

3% (p 6x 8y 6z), portanto:

9p , 3(pu) . 3(ov) , A(pw) _ (11 22)

at dx ay dz

Esta equagﬁo, uma conseqﬁéncia da conservagao da massa, € conhe
cida como a Equagao da Continuidade (ver VALLENTINE [41]).

Usando-se a notacao indicial e efetuando-se as deri-

vadas dos produtos em (1.1.2a) obtem-se:
3(pu.)
9 , i _ g (1.1.2b)
ot 0X.
i
d(pu.) ou,
i ap i % B 1 (1.1.3)
9x. ax, ! dx.
i 1 i

E Gtil agora introduzir o conceito de derivada tempo-
ral material em coordenadas espaciails.

"Ao utilizarmos a descrigao Euleriana pode-se assumir
que sempre existe uma fungED ¥ (X E) suficientemente diferen-
ciavel definindo o movimento, mesmo que este nao seja conheci-
do. Entao, substituindo-a na descrigao espacial da velocidade

obtém-se

u =g (x, t) =g [x (X, t), t]



Fig.(1.1.1)

ou em coordenadas cartesianas

u —
m gm

e, pela regra da
dum
—=)

it *©

mas, sabe-se que

O Xy
—,
ot
Assim,

vada material da

[xl(xl’x2

,X3,t), xz(Xl,XZ,X3,t), xa(hl,xz,XS,ﬁ), tJ

cadeia,

ou Ju -_Hﬂk
= ( m)K I (-*-")\< (soma em K) (l.1.4)
at ~  ax at -
k
= uk (1-1.5)

a componente da aceleracao a  que € a deri-

componente de velocidade pode ser escrita:

duIn du du
m m
a_ = = + u ; (soma em K) (1 16
dt it 9%
k
Usando-se a mesma notagao para a derivada material
da densidade, tem-se



dp _ 3p 9p (L L'

—_— = — u., —

7 1 ¥
dt dat g%,
1

Substituindo-se as eq. (3) e (7) em (2b) obtem-se a

seguinte forma para a cquagao da continuidade:
d du.
_p. + p 1 = U Ou’ (1.]..83.)
dt Ix.
1
80 . p [Eﬂ s BX EE] =0 ou, (1.1.8b)
dt ax dy 0z
4 4+ pdivu =0 (1.1.8¢)
dt

Para fluidos incompressiveis, com p constante, esta
equagao se reduz a

EE+E+E‘£=U ou div11=0 ou V.E=0 (1.1.9)

0% oy dz

Caso a componente de velocidade na direcao z seja
constante, a equacao toma a forma bi-dimensional

Sh 2

JIx dy

=0 (1.1 10)

As leis do movimento de Newton relacionam as forgas
atuando num elemento de fluido com sua aceleragao. Uma parti-
cula de fluido no ponto X, no tempo t estara situada num

ponto vizinho X, +f_\.xi no tempo t +At. A mudanga da componen

-

te da velocidade da particula na direcao x, e

aui ou.
ﬂui = At +

t c.
d 8hJ

Ax. (101 11)

A componente de aceleragEO correspondente da parti-
cula situada no ponto X. no tempo t é
Au, du. du. du.
" 1.

lim + u. L = x
At>0 At 3t J axj dt

(L. La12)



que @ a derivada material da velocidade. Aqui, o termo (&HIBQ
representa a aceleracao "local", ja que aparece a partir de mu-
dangas na velocidade com o tempo no ponto X., € OS demais
termos sao conhecidos como aceleragao '"convectiva'", pois apare-
cem de mudangas na velocidade com a mudanga de posigao. Em flu
xo estacionario ("steady-state flow"), isto e, fluxo em que
as velocidades e aceleragoes nao variam com o tempo, a acelera-
¢ao local & nula, mas as particulas do fluido possuem acelera-
¢ao convectiva se o fluxo for nao-uniforme, como por exemplo
num canal de paredes convergentes. Em fluxo uniforme, isto €,
o fluxo em que as velocidades e aceleragoes nao variam com a
posigao, a aceleragao convectiva €& nula, mas as particulas do
fluido possuem aceleragao local se o fluxo for nao-estaciona-
rio, como num fluxo com descarga crescente.

Antes de deduzir-se as equagoes do movimento, € con-
veniente recordar o conceito de tensor de tensao de Cauchy.
Deseja-se considerar as tensoes de cisalhamento e as normais
(incluindo a pressao) no balango de quantidade de movimento.
Considere-se um cubo de fluido como o mostrado na fig. (1.1.2).
As tensoes sao indicadas por Uij onde os indices indicam a
face de atuagao e a diregao da tensao respectivamente. As ten

soes podem variar atraves do fluido e seu gradiente pode exis-

tir. O tensor das tensoes pode ser escrito na forma matricial
1 Pre %ia

o = “grx W22 s (1.1.13)
%91 Ty gy

As trés componentes da diagonal de 05 sao '""tensoes
normais" no sentido de que cada uma delas da a componente nor-
mal da forga de superficie que age atraves de uma superficie
plana paralela a um dos planos coordenados. As seis componen-
tes fora da diagonal sao as '"tensoes tangenciais", também
chamadas tensoes de corte ja que aparecem de um movimento cisa
lhante em que camadas paralelas de fluido escorregam umas em

relagcao as outras. Destas sels componentes apenas tres sao

independentes, pois o tensor é simétrico (0.. = 0..).
ij ji



632 aﬁﬁ (x)
xR
63' 13 3
33
z(x3)
Fig.(1.1.2)

0 principio da quantidade de movimento para uma cole-
cao de particulas declara que a variagao da quantidade de mo-
vimento total com o tempo de um dado conjunto de particulas e
igual a soma vetorial de todas as forgas externas que atuam nas
particulas, desde que a terceira lei de Newton de acao e rea-
¢ao governe as forcas internas. Para extendermos este princi-
pio ao meio continuo, considere-se uma dada massa do meio, ins-
tanteneamente ocupando um volume V e tendo por fronteira uma
superficie S, sob a agao de forgas de superficie T por unidade
de area e forgas de corpo B por unidade de massa (Fig.
(L:1:3))s

Fig. (1.1.3)



A variagao da quantidade de movimento total da massa
dada e E% fpg dV, onde d/dt denota a derivada material ou
substancial. O balanco da quantidade de movimento & entao ex-
presso por

[ Tdas + [ pBav=-2f puav (1.1.14)
g~ v N dt V -

ou, em coordenadas retangulares

[ 1,45+ [ o, av=-"21/ pou av (1. 1. 15)
g * v

que & um postulado basico da mecanica do continuo.

- - .
Sendo n o vetor normal externo a superficie S tem

-se que
Ti = Uji nj (1:1:16)
Aplicando-se o teorema da divergencia no termo da

esquerda da eq. (15), resulta

ao.i
[ 0., n,a8 = [ —= av (Ll T7)
s 4% d Vo o9x,
1]
Logo, tem-se
Bc.i du.l
- L+ 0B -p ] dv = 0 (1.1.18)
ij dt

Para um volume V arbitrario, tem-se que em cada pon-

to

a0 . . du.

—1% 4 5 B, = p — ou, (1.1.19a)

9X. dt

J

du

NVuwf&p 8 5 g o (1.1.19b)
dt

Que sao as equacgoes do movimento de Cauchy.
Resta agora relacionar as tensoes com as componentes

de velocidade atraves da lei constitutiva do fluido.
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A expericncia indica que um fluido em repouso ou em

fluxo uniforme nao pode apresentar tensoes de cisalhamento.

Neste caso o que existe ¢ um estado de tensoes puramente hidros
tatico
Oz =B =p Qg (1:1.20)
1] 17
onde & @ o delta de Kronecker e p & a pressao estatica,

ij
igual a pressao normal média

p =p = - 0 /3 (1.1.21)

Tal @ o caso também de um fluido ideal nao-viscoso,
definido como o que nao suporta tensao tangencial mesmo quando
esta em movimento. Nenhum fluido é, na realidade, nao-viscoso,
mas em muitos casos os efeitos de pressao e forcas de corpo
predominam sobre os efeitos viscosos e o fluxo pode ser analisa
do satisfatoriamente como se o fluido fosse ideal, exceto no
interior da camada limite, uma fina camada de transigao proxi-
ma a um objeto solido imerso no fluxo ou proxima a uma parede
do canal, onde os efeitos viscosos sao da mesma magnitude que
os outros efeitos.

Para fluidos viscosos em movimento vao se desenvol-
ver tensoes tangenciais e a equagao constitutiva vai diferir da
quela do fluido ideal (eq.(20)). De acordo com Stokes (1845),
assume-se que a diferenca entre as tensoes no fluido deformado
e a tensao de equilibrio estatico € uma fungao do tensor taxa
de deformagao D, de modo que a tensao total &

g = -p 5 + E(P) €1.. 1..223

,Quando a fungao f & linear o fluido & chamado Newto-

niano e a equagao constitutiva em coordenadas cartesianas toma

a forma
O, e Gl 5.. + 1.. - -
1] P tlJ LLJFS Drs (1.1.23)
onde Cijrs sao constantes. Desde que o tensor de tensoes
Oij e a taxa de deformagao Drs sao ambos simétricos, requer-
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-se que Cijrs seja simétrico tanto em i e j como em T e S.
Além disso, serao considerados apenas fluidos isotropicos. O
tensor isotropico de quarta ordem mais geral com componentes

18 e simétricos em ij e rs tem a forma (ver MALVERN [26])

= 5 S ) Sis B 5 5 1.1.24
Cijrs A &ij “rs * li(\'\ir “js °is OJE) ( )
onde A e U sao dois parametros independentes caracterizando
a viscosidade do fluido.
Substituindo a eq. (24) na (23) e utilizando-se a

propriedade do delta de Kronecker, a equagao constitutiva fica

Uij =-p 5ij + A Dkk Gij +2U Dij (1:1:25)

-

0 tensor de deformacao ou velocidade de deformagao €
totalmente similar ao tensor das pequenas deformagoes da Teo-
ria da Elasticidade, apenas que as componentes de deslocamentos

dao lugar as componentes de velocidade:

du. Ju .

i, ek g oy (1.1.26)
1] 2 ox. 0x%.
] i

Tendo em vista as equagoes (19) e (25) calcula-se

; 2
aD. . . du. du. g du 0 u
2 ji _ _9 i—d .« Ly w90 R it T
ij &xj Bxi dxj Bxi ij ij axj
9 )
- (V.u) + V% u, Clae )
0x%. g
1
acji 5 BDkk aD. .
: ~ o P S5 *A 65 *+2m 2 (1.1.28)
X. . 0x. .
i xJ xJ axJ
Mas, tem-se que
5 ) Buk . §
kk - a (1:.1.29)
Bxk

Fazendo as substituicoes em (28), vem
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d

.. ’

oo B2 4n A (vig) +p = (Vow) #n VP w,  (1.1.30)
0X. 0% . AxX. - dxX.

g 1 1 L

Levando as equagoes do movimento (19):

, du.
= —QE-+(A+U) 2 (V.u) +p V2 u. +p Bi = p-——i (1.1.31a)
9%, Ix. - . dt
8 1
Ou, apenas em notagao vetorial
2 d9
- Vp +(A+u) V(V.u) + p V7o u + p B =p — (1.1.31b)
- n dt

Que sao as equagoes generalizadas de NAVIER-STOKES.
Empregando a eq. (9) obtém-se as equagoes de Navier-

-Stokes para fluidos incompressiveis, depois de dividir por p:

—=3-Lyp+vivia (1.1.32)

[+
rt
©

onde

k1. 1+33)

€ a chamada viscosidade cinematica.

Nas equagoes (32) o termo V VZ u representa a for-
ga interna adicional devida a viscosidade do fluido. Estas
equagoes sem estes termos sao conhecidas como as equagoes de Eu
ler para o escoamento sem atrito. Para melhor compreensao, &
conveniente examinar brevemente a componente de tal forga na
diregao x. A fig. (1.1.4) mostra um pequeno elemento num flu-

xo viscoso incompressivel nesta diregao.

B i :u+}%‘}
dy

y

—f— ‘;l
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As tensoes tangenciais viscosas aparecem devido a
existéncia de um gradiente de velocidade du/dy perpendicular

ao fluxo e, portanto, na diregao X cstas tensocs sao

(o= oy M ¢ (1.1.34)
dy
T +61 = lJ—a (u +i‘£ dy) = u 24 4 ]13—-','51- 8y €L 350
ay Jy dy oy~
Portanto,

32
ST = u =2 &y {1.1.386)

2

ay

-

Se a area do elemento onde atua T € S, a forga no

elemento é

32 Bzu
S &6t = | ——% S §y = v dém — CLYa37)
3y dy
onde V & a viscosidade cinematica e O&m = p S dy é a massa

do elemento. Logo, a forgca viscosa por unidade de massa devida
du - 02y
~ & Vv —

ao gradiente de velocidade S 5 Para o caso geral,

. : dy
com os gradientes A ; 28 2u , a forga total na diregao x
n dx ay oz
sera
2 W2 o
3 o 9 2
V(E2 s S22 Wy ¥ oa (1.1.38)
2 -, N 2
0x dy oz
Deste ponto em diante tratar-se-ao as equagoes apenas
em sua forma bi-dimensional. As forgas de corpo B podem ser

escritas em termos de uma forga potencial gravitacional Q=gh,
sendo g h-aceleragao da gravidade e h a distancia segundo um
eixo paralelo a diregao da forga de gravidade (orientado para
cima) em relagao a um "datum" ou ponto de referéncia arbitra-

rio, de modo que a forga por unidade de massa nesta direcgao e

L1y
dh

= 78 (1.1.39a)
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Assim, para as diregoes x e y tem-se as forgas de

corpo:

B == -2 (o) e B_=~- -2 (gh) (1.1.39b)
X . y ;
:1]{ i))"

Assim, as eq. (32), explicitando-se os termos da

derivada material, tomam a forma

. | 2 2
Bo o B0 o Bn o .. SR 1 Bp (‘*;J,a;) (1.1.40a)
ot Jx dy ax P 9x o x ay
§ 5 3 3 1A 34 52
._Y.q-u _Y.-i-v Lol = —-g __1____P+ \)(—v + '—-—\2’) (1.1.40b)
ot 9x dy dy p 9y dx oy

E Util agora tornar estas equagoes adimensionais, is-
to €, independentes do sistema de unidades adotado. Pela simi-
laridade dinamica, as variaveis adimensionais sao introduzidas
para facilitar a comparacao entre o fluxo modelo e o prototipo
desde que sejam geometricamente similares. Assim escolhemos
"valores caracteristicos" para comprimento (L), tempo (T),
velocidade (V), pressao (po) e densidade (Do), de modo que

as variaveis adimensionais ficam definidas por

u
x' =£, t' =..t_., }_1' =:’ p' zi, p' =_p (1.1.4]_)
L T vV po pO
Transcrevendo as eq. (40) em forma vetorial
du 2
p—+ pu.Vu =-pg Vh - Vp + p V- u (1.1 :42)
at - - -
Substituindo-se as eq. (41) e tendo em vista que V' =L .V vem
2
ou' p.. N p
(P, D) p' ==+ (2—) o' u' .V u'==(p_g)p' V' h'~ (=2 V' p' 4ty vriy
T o' L 5 = = L L -
(Tl o 43)
Multiplicando-se por L/(po VZ):
gu'
Ll Lo p
— p' 4ptu' V=g 0 g g B g (01,44

VT gt v p v oLV
(8] (8]
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que sao as equagoes de Navier-Stokes adimensionais.
A razao entre os coeficientes da forga de inercia e
da forga viscosa na eq. (43) resulta no chamado numero de

Reynolds

R o= -0 (1.1.45)

Este coeficiente adimensional & um dos numeros caracteristicos
do fluxo. Para dois casos extremos, as equagoes podem ser
simplificadas: no caso de fluxo lento ("creeping flow") de
fluidos com viscosidade muito grande (muito pequeno numero de
Reynolds) que resulta num sistema de equacoes lineares quando
‘Re +0; e o limite oposto de viscosidade muito pequena (grande
Re) em que os efeitos da viscosidade sao pronunciados apenas
numa pequena regiao, a camada limite, onde os gradientes de ve-
locidades sao tao grandes que as forgas viscosas sao importan-
tes mesmo para pequenos valores de u. As equagoes sao ainda
nao-lineares, e sua solugao & ainda muito dificil.

As forgas de corpo serao omitidas. Isto equivale a
dizer que a pressao sera interpretada apenas como pressao dina-

mica, que se assume nao ser afetada pelos termos da forga de

corpo. Pela condigao de incompressibilidade tem-se que
8 Epg e, se forem escolhidas e fixadas uma escala de pressao
2 ;
Py =Do \Y e uma escala de tempo T =L/V, conclui-se que
P
pr o= 1, —2 =1, i = (1.1.46)
PV VT

Portanto, as eq. (44), apds omitir-se o superscrito
que indica a adimensionalidade das variaveis, podem ser escri-

tas na forma

(o5
=

2
Vu = -Vp + -1y u (1.1.47)
R
e

|
+
=

(o)
(g

Estas equagoes, juntamente com a equacao da continuidade, cons-
tituem as equagoes governantes do problema de escoamento de
fluido viscoso incompressivel. Transcrevendo—-as em termos das

componentes, tem-se
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E-]:l-‘i-]._;. :(}—u+v §-E *—Eﬂ +—1— (é—% +a ;) (1.1-48)
at dx dy dx R J0x dy

) . : .
T g O g 98 = 8B L ey (1s149)
Jt Jx dy dy Re 0x dy
Su L3V _ (1.1.50)
ax dy

onde Re = VL/Vv e v = u/p.

Pode-se representar estas equagoes sob outra forma,
trocando-se as variaveis independentes wu, v, p por outras va-
riaveis independentes (fungED de corrente) e ® (vorticida-
de) .

Num fluido, a parte simétrica do tensor de de.ormagao
(ou gradientes espaciais da velocidade) & o tensor taxa de de-
formagao da eq. (26) e a parte anti-simétrica @ o tensor de ro

tagao, tensor de vorticidade ou tensor spin que & escrito como

l-@ = § =1-Vx u = & rot u (1wl 51
2 2 - 2 a

ou seja, a velocidade angular fisica do fluido § @& igual 2a

metade do rotacional do vetor velocidade. Para escoamentos bi-

-dimensionais a uUnica componente que subsiste &

B, s = 123 - B (1. 1.5%a)
dx oy

A correspondente vorticidade w que passara a ser

z,
designada apenas como ®, & o dobro da velocidade angular

? 3
=¥ - 2d (1.1.52b)
dx oy

Através da figura (1.1.5) pode-se ilustrar geometri-
camente este conceito. Ve-se que w & o dobro do valor médio

da componente z da velocidade angular do elemento de fluido
Ax Ay.
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Ay
'[l.l,') y+by.a % ! #
sy S
(u,v)
‘;1 ! Iyix*m A,:
(u,v) ox
Fig. (1.1.5)

A linha Ax tem velocidade angular (v|x+&x = v|x)/ﬂx
e a linha Ay tem velocidade angular _(u‘y+ﬁy = uly)/ﬁy, cu-
ja média & % (av/gx - 9u/dy), a velocidade angular média do

quadrado Ax Ay.

Tomando-se agora as derivadas cruzadas das equagoes

(48) e (49), tem-se

2 , 2
T o g B B8y o BBk 00 i (LD
ay ot ay ) X oy 9y o9x Re
Bzv J av iV o P 1 2
+ % (u —+y —) = =——— +— (V" v) (1.1.54)
dx gt g X 0 X oy ox oy R

(<

Subtraindo-se a eq. (53) da (54), tendo em vista a
(52b) e impondo a eq. da continuidade (50), deduz-se a chamada
equagao de transporte de vorticidade (onde os termos de pres-—
sao sao eliminados)

ﬂ""u iu_‘}.'.v_a...g.}.:—_l_vzm ou -d—m=—1v W (1-1-55)
R

, ot ax oy R dt

Introduzindo-se a funcao de corrente ¢, definida

como

=

]

| =
-
m
<

(]

I
5

{(1.1.56)

(s3]
-
5]
”



18

; i ; JUSOT— . ’ #a
de modo que a eq. da continuidade scja satisfeita 1denticamente,

a eq. (55) pode ser expressa como

v u - R (24 + 20 3u _ 3Y 3wy . (1.1.57)
¢ ot oy 0Ox ox Jdy
e a relagao entre 1 e o €
| J d
oo O 98 B e BNy )
ax Jy dx 9% dy dy
o = P P (1.1.58)

As eq. (57) e (58) sao as equagoes governantes da
formulagao em fungao de corrente -vorticidade para o fluxo de
fluido viscoso incompressivel.

A forma final de equacao a ser considerada aqui usa
apenas a fungao de corrente como variavel e e derivada levando-

-se (58) em (57) dando

R R A G ] I
¢ L3¢ ay 9x 9x oy (1.1.59)

Quando R ¢ muito pequeno ("creeping flow") esta

equacao pode ser simplificada para

" L4 i 4

vty =0 . ——%«uz ‘23“*’2+3f=0 (1.1.60)
ax ox~ dy oy

que & conhecida como equagao bi-harmonica para fluxo de fluido

altamente viscoso.

1.2 - Condicoes de Contorno

Considere-se o movimento de um meio continuo atraves
de uma regiao fechada A de um espago Euclidiano bi-dimensio-
nal. Estabelega-se em A um sistema de referéncia inercial fi-
xo definido pelos vetores de uma base ortogonal cujas coordena-
das espaciais de um ponto P sao denotadas por X, e as compo-

nentes de velocidade do meio em P num tempo t sao denotadas
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por u. = u,. (xl, X s t). A fronteira S, envolvendo a regiao
i i

A, pode ser considerada em duas partes distintas Sl e 82. A

porgao S, chamada contorno "rigido" pode assumir duas formas:

a) Contorno rigido de escorregamento livre ("free slip")

representando um estado de tensao tangencial zero.

(1.2.1)

wn
n
~
=3
+
w0
~—
1}
c

onde n e s indicam as diregoes normal e tangencial ao contor-
no respectivamente. Esta condigao pode ser considerada como um
plano de simetria, ao inveés de uma '"parede'" verdadeira ou pode
representar uma superficie nao aderente, que & uma aproximagao
usada em certos problemas de escoamento com numero de Reynolds
alto.
b) Contorno rigido sem escorregamento ("no-slip")

requerendo que tanto a componente tangencial da velocidade como

a componente normal sejam zero.

(E25 &)

u =0
s

Esta condigao &€ o equivalente a declarar que a tensao
tangencial exercida no fluido adjacente a uma fronteira deste

tipo pela propria fronteira @ suficiente para reter o movimento

deste fluido na diregao tangencial. Ou seja, é equivalente a
u =0
n
= (l.2.3)

o Su du 7

S

R
P as gn

onde a barra superscrita denota uma quantidade conhecida "a
priori'".
A porgao 5, e chamada fronteira de fluxo e pode ser

tratada como contorno de entrada onde as velocidades normal e
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tangencial sao especificadas, como em (2), ou pelas duas formas

seguintes:
a) As tensoes no contorno sao especificadas. A par-
tir das equagoes (1.1.25) e (1.1.26) e ainda impondo a condi-

gao (1.1.9) tem-se

(2 S au. qu.
A5, 4w (—+ —D) (1.2.4)

1] 9x.

8 axj xl

que pode também ser escrita como

o] Ju
L2 - -p + 2V =
P L (1..%.5)
ag E}u au
bt S, ( s n)
p an gs

b) A derivada normal de ambas as velocidades e mais
a pressao sao especificadas
Jdu.
i =
on (1.2.6)
p = p

As condigoes (a) e (b) sao igualmente aplicaveis pa-
ra contornos de entrada e de saida, mas no ultimo caso a pres-
sao deve também ser especificada em um ponto da regiao a fim de
definir a pressao de maneira unica.

As condigoes de contorno para a formulagao em fungao

de corrente-vorticidade sao as seguintes:

Contorno rigido

a) Escorregamento livre
Substituindo-se as velocidades na eq. (l) e notando-

-se que Bun/BS = 0, tem-se

(3+247)
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- - . . = |
onde a primeira equagao pode ser substituida por Y Y.

b) Sem escorregamento

Usando-se agora as eq. (2):

|2 -0 »y =7
Js
Para ¢
ill?'=0
Jgn
(1.2.8)
du _
w = s=w ou
an
Para w
X -3
L'i)n ()

Note-se que os valores & ou g, normalmente nao sao
conhecidos no contorno solido, donde a dificuldade em aplicar a
condigao de contorno para vorticidade. Pode-se aproxima-las

usando-se a seguinte relacgao

Bus Bun . Bun = 1 4 _ 8y
w = - ; =05 B =
an 9s os on
(1e'2.09)
82y
w = -——
dn
ao longo do contorno.
Contorno de fluxo
Para | [ 2 Et ou Y =9
dn b
(1:2,30)
ow = —
Para w [ — = 84 ou w = W
on

E comum também usar as duas segundas condigoes (¢=E,
w=w) para o contorno de entrada e as duas primeiras para a sa£
da. Isto significa que a velocidade normal (Gn) na entrada
é especificada e também o é o gradiente normal da velocidade

tangencial que, no caso particular de w=0 e | linear & ze
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ro. Para o fluxo de saida a velocidade tangencial & especifi-

cada e, quando By © 8y sao zero, um fluxo paralelo (unifor-

me) ¢ induzido.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 - Introdugao

A aplicac¢ao do Método dos Elementos Finitos (MEF) as
equagoes nao-lineares de Navier-Stokes tem recebido considera
vel atengao nos ultimos anos e o progresso nesta area tem si-
do muito rapido.

Existe uma grande quantidade de literatura acerca de
modelos discretos de escoamento de fluidos obtidos usando-se
aproximagoes em diferengas finitas para as equagoes diferen-
ciais governantes. Tais modelos apresentam sérias limitagoes
com respeito a problemas envolvendo geometrias e condigoes de
contorno complexas.

O conceito de elementos finitos apresenta muitas van
tagens sobre métodos convencionais de discretizagao devido a
simplicidade com que as condicoes de contorno podem ser apli-
cadas e a facilidade com que dominios complexos e multiplamen-
te conexos podem ser aproximados.

Comparativamente, foi apenas recentemente que o méto-
do dos elementos finitos, originario dos campos da mecanica es-
trutural e dos solidos, comegou a ser aplicado a problemas de
dinamica dos fluidos. O desenvolvimento do método comegou com
a solugao de problemas em que os termos convectivos eram ausen-
tes ou despreziveis em comparagao com as forgas viscosas, como
por exemplo os problemas de fluxo potencial e de fluxo lento
("creeping flow"). Mais tarde, houve progressos na solugao de
problemas, incluindo forgas de inércia, embora com limite su-
perior para o numero de Reynolds, a fim de se evitar as ins-
tabilidades inerentes aos calculos numéricos quando os termos
convectivos sao predominantes.

0s desenvolvimentos da aplicacao do MEF na solugao
das equagoes de Navier-Stokes tem progredido em tres areas ba-

sicas, de acordo com as variaveis usadas, quais sejam: veloci-

23
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dade e pressao (chamadas variaveis primitivas), fungcao de cor-
rente e vorticidade e apenas fungao de corrente.

Os métodos de solugao das equagoes diferenciais par-
ciais podem ser a grosso modo divididos em duas categorias:
aproximagoes explicitas, onde cada equagao & resolvida alter-
nadamente, com alguma forma de relaxacao das variaveis entre
as iteragoes, e a aproximagao implicita, onde um Jacoblano en-
volvendo todas as equagoes ¢ todas as variaveis pode ser forma-
do.

Nos esquemas explicitos, se se tiver como condigao de
contorno apenas velocidades paralelas aos eixos x e y, pode-
-se segregar totalmente as equagaes correspondentes a cada uma
das variaveis independentes. Tendo como condigao de contorno
velocidades nao paralelas aos eixos coordenados, pode-se segre-
gar apenas a equacgao referente a pressao. Estes dois casos ne-
cessitam de menor espago de armazenamento. Entretanto, utili-
zam mais tempo de computador, pois apresentam limitagoes no ta-
manho do intervalo de tempo, bem como dependéncia do espagamen-
to da malha.

Nos esquemas implicitos obtém-se matrizes com largura
de banda maior que necessita mais memdoria (nenhuma segregagao
de equagoes). Utiliza menos tempo de computagao, pois o passo
de tempo pode ser tomado com qualquer tamanho, sendo limitado
apenas pela precisao.

Neste capitulo procurar-se-a dar uma idéia abrangen-
te e bastante sucinta sobre os métodos utilizados por diversos
pesquisadores nos ultimos anos para obter uma aproximagao por
elementos finitos da solugao do problema de escoamento bi-di-

mensional de fluido viscoso newtoniano incompressivel.

2.2 - Formulagoes Usando Velocidades e Pressao

As formulagoes em que as componentes de velocidade e
a pressao sao resolvidas simultaneamente sao chamadas formula-
goes integradas. Quase todos os trabalhos em elementos finitos
usando as variaveis primitivas sao deste tipo.

Aplicando-se a aproximagao de Galerkin ou qualquer

outro método de residuos ponderados as equacgoes (1:1.48);
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(1.1.49) e (1.1.50), resulta um sistema de equagoes discretiza-

das globais da forma

Mz + [C (z) + KJ z = f (2.2
onde M € a matriz de massa, C é a matriz convectiva, K e a
matriz difusiva (similar a matriz de rigidez da analise estru-
tural); =z @ o vetor das incognitas nodais (velocidades e pres-

sao e, possivelmente, suas respectivas derivadas) e £ um ve-
tor de carga resultante de forgas de corpo, forgas de superfi-
cie ou condigoes de contorno prescritas. O ponto representa
derivagao com respeito ao tempo.

Os aspectos mais importantes desta equagao matricial
sao que C depende das incognitas de velocidade (nao de pres-
sao) em virtude da nao-linearidade do termo convectivo e &
nao-simétrica, enquanto que K & constante e simétrica, mas
possui zeros na diagonal, dificuldade esta associada com a na-
tureza desacoplada da equagao da continuidade com relagao a va-
riavel pressao. Assim, tem-se que o sistema de equagoes obtido
€ nao-linear, com a matriz dos coeficientes resultando nao-si-
métrica e ainda sendo nao positiva-definida.

Usualmente a equagao (1) é reduzida a sua forma es-
tacionaria ("steady state")

{E (z) + ,*EJ R (2.2.2)

e deve-se empregar um método para resolver este sistema nao-1li-
near. Existem dois tipos mais populares de tais métodos. No
primeiro tipo, a matriz dos coeficientes & tornada siméetrica
passando-se todos os termos, ou apenas a parte nao-simétrica,
de C (z) z calculados no passo de iteragao prévio para o la-
do direfto; como parte do vetor de carga para a proxima itera-
cao. Este processo segue o método da deformacao inicial da
mecanica dos so6lidos. No outro tipo tém-se os métodos de
substituigao sucessiva e Newton-Raphson, que retém os coeficien
tes nao-simétricos da matriz que & decomposta em cada passo.

Os metodos do primeiro tipo sao logo descartados porque eles
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nao convergem para numeros de Reynolds mais altos, enquanto que
os do segundo tém melhor estabilidade. Destes, as experiencias
indicam que o método de Newton-Raphson & o que atinge maior
eficiéncia. Conclui-se que nesta area parece ser essencial
reter os efeitos nao-lineares e nao-simétricos na matriz dos
coeficientes e, portanto, deve-se usar um algoritmo que seja
eficiente para matrizes banda nao-simétricas e nao-positivamen-
te definidas.

Quanto ao tipo de elemento finito utilizado, muitos
experimentos tem sido feitos.

Tem-se observado que em problemas de dinamica dos
fluidos o uso de eclementos de alta ordem nao oferece grandes
vantagens em relagao a elementos mais simples (lineares) com
respeito a precisao da solugao. Ou seja, ao invés de empregar
um elemento com fungao de interpolagao de alto grau, utilizam-
-se varios elementos mais simples, com sensivel redugao na
complexidade de programagao.

GARTLING et al.[13] apresentam uteis experiencias
usando duas diferentes interpolagoes para o elemento. A pri-
meira usa para um elemento quadrilatero isoparamétrico de oito
nos uma formulagao bi-quadratica para as velocidades e bi-1li-
near para a pressao. A outra usa um quadrilatero geral cons-
truido a partir de quatro triangulos de seis n0s em que as ve-
locidades sao quadraticas e a pressao linear. Assim, ambas
resultam tendo velocidades em olto nos externos e pressoes em
quatro, mas a ultima tem onze variaveis extras nos nos inter-
nos que devem ser retidas nos calculos. Embora seja de se es-
perar que estas variaveis internas extras fornegcam resultados
mais acurados, suas experiencias no problema de Hamel (fluxo
laminar em canal convergente) nao mostraram nenhuma diferenga
significativa entre as duas. Realmente, esta conclusao e con-
sistente com experiéncias da mecanica dos s6lidos. Por exem-
plo, em estado plano de tensoes um quadrilatero feito a partir
de dois ou quatro triangulos de deformacao constante (CST) nao
€ melhor do que o obtido da transformagao de um retangulo bi-
-linear.

A solugao do problema transiente usando variaveis

primitivas representado pela equacgao (1) ainda nao foi comple~-
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tamente explorada e existem poucas expericncias disponiveis.
ODEN e WELLFORD [31] usam um método auto-corretor de Runge-
-Kutta de quarta ordem e apresentam alguns resultados para o
desenvolvimento de fluxo no interior da camada limite. KAWAHARA
et al. [23] usam diferencas finitas progressivas para a derivada
temporal e, empregando o metodo da perturbagﬁo, analisam o es-
coamento em um canal com degrau. Em ambos os métodos os termos
nao-lineares sao deslocados para a direita e a matriz dos coe-
ficientes, que & simétrica mas nao-positiva definida, € cons-
tante e, portanto, so decomposta uma vez.

Um método alternativo para se lidar com as variaveis
primitivas ¢ a formulacao segregada, em que as velocidades e a
pressao sao desacopladas. As equagoes basicas sao agora as

duas expressoes de quantidade de movimento para o sistema u

1
u,t +u u,x +v U’y i ;“ (2 Bodgss +u’yy +v’xy) = —p’x
o (2:2:3)
V,, *u v, +v v . (u s +2 v ) ==p
L X ry . > Xy ’xx 'yy s

e

onde os subscritos indicam derivagao em relagao a respectiva
variavel. Tomando-se o divergente destas equagoes obtém-se

uma equagao de Poisson para a pressao

2 2 |
Vip= -[D +*u D, +v D, *2{vy; 8s;. =-uv V.. D -§2-+—£ Vz D =0
X y X b 4 » X ¥y 3t R
e (2.2.4)
onde D =u,x +v,y e a dilatacao. Neste esquema, a equagao da

continuidade que diz que D =0 nao pode ser satisfeita ponto
a ponto na solugao aproximada. Assim, desprezando-se o0s termos

menos significativos, O & aproximado por

0 = -2 (u, v - u v -(u + v ot E
g Vi ™ ey Vig) =l ¥ ) ( )
A idéia € entdo resolver alternadamente em termos de
pressao e velocidade as equagoes (4) e (3) respectivamente.
Em cada passo, a pressao & assumida como conhecida a partir do

Passo previo enquanto e calculada a velocidade e vice-versa.
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0 método de Newton-Raphson nao ¢ mais vantajoso e uma solugﬁo
passo-a-passo no tempo faz-se necessaria mesmo para problemas
estacionarios. O método ainda necessita muito estudo, pois nao
se sabe quao bem a continuidade & satisfeita e existem proble-
mas de convergéncia para numeros de Reynolds mais altos cuja
causa nao é clara (ver ref. ;37]).

Uma outra alternativa para o uso da formulagao em
variaveis primitivas € o uso de um campo solenoidal para inter-
polacoes de velocidade, isto &, satisfazendo exatamente a equa-
¢ao de continuidade. O progresso nesta area tem sido lento,
pois existem muitas dificuldades em formular tais campos sole-
noidais com as variaveis primitivas e @ quase impossivel satis-
fazer simultaneamente os requerimentos de incompressibilidade
e compatibilidade das velocidades (ref. [32]).

Um processo que vem ganhando atengEo nos ultimos anos
¢ o método da fungao de penalidade. E um método baseado no mée-
todo dos multiplicadores de Lagrange para a imposigao de uma
equagao de restrigao ao conjunto de equagoes governantes e po-
de ser visto através do estabelecimento de principios pseudo-
-variacionais. Para fluidos incompressiveis esta restricao
consiste na satisfagao da equagao da continuidade, baseada no
principio de conservagao da massa. O modelo mais comum de tal
método constitui-se em modificar esta equagao, tornando-a

acoplada com a variavel pressao

e o W ey (2.2.6)

9 A
sendo A um numero grande, de modo que quando A +® a conti-
nuidade & satisfeita exatamente (ver HEINRICH e MARSHALL [IBD.

0 método foi primeiramente aplicado, no contexto da
analise por elementos finitos, na solugao de problemas de elas-
ticidade para solidos incompressiveis, considerando-se o limite
das solugoes compressiveis quando o modulo de Poisson se apro-
xima de 0,5.

J.N. REDDY [36] apresenta uma interessante revisao
no contexto geral da solugao de problemas de minimizacao su-
jeitos a restricao. Sao detalhadas algumas propriedades mate-

maticas do metodo da fungao de penalidade, tais como teoremas
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sobre a existéncia e unicidade da solugao para o problema pe-
nalizado e sua convergéncia para a solugao do problema origi-
nal. Sao apresentados dois modelos de penalidade (um conven-
cional e um misto) demonstrando-se a sua equivaléncia e e fei-
ta uma analise da influéncia do parametro de penalidade na pre-
cisao da solucao.

KAWAHARA e HIRANO [24] apresentam um método baseado
num esquema explicito de dois passos para integrag§0 numérica
no tempo e usam elementos finitos triangulares de trés nos.
Para vencer a dificuldade de que o fluido @ incompressivel &
usado o método da fungao de penalidade, que tem sua idéia ba-
sica na analise classica por diferengas finitas, e esta rela-
cionada com a de compressibilidade artificial. 0Os fluidos
existentes na natureza nao sao estritamente incompressiveis,
isto &, as observagaes sempre mostram que a velocidade de pro-
pagacao do som através do Fluido tem um valor finito. Assim,
a equagao da continuidade & modificada de maneira que, se a
velocidade do som tende ao infinito, a equagao se torna coin-
cidente com a equagao da contunuidade convencional. Esta @
também a interpretagao fisica do método da fungao de penalida-

de. A equagao proposta tem a forma

BB e i, oy B ES e e 2 0 (2.2.7)

e i i 1,1
onde C & a velocidade do som.

Apesar de o esquema implicito ser mais estavel e
permitir usar um incremento de tempo maior do que no esquema
explicito, os autores justificam a utilizagao deste Ultimo com
o fato de que € necessario o uso de uma idealizagao extremamen-
te refinada para computar o fluxo com alto numero de Reynolds,
0 que implica na necessidade de grande espago de memoria para
o armazenamento das matrizes do sistema de equagoes simulta-
neas. O método aqui empregado reduz drasticamente esta neces-
sidade, pois faz a diagonalizagao ("lumping") da matriz dos
coeficientes cuja inversao pode entao ser feita diretamente,
com operacgoes simples. Este processo de concentrar os coefi-

cientes apenas na diagonal principal da matriz é executado
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utilizando-se¢ um parametro seletivo que controla o amortecimen=
to e a estabilidade numéricos. O exemplo estudado & o do de-
senvolvimento de vortices atras de um cilindro e os resultados
concordam favoravelmente com resultados experimentais.

P.M. GRESHO ¢ R.L. LEE [15] também estudam com exi-
to o mesmo problema, usando um esquema explicito onde as equa-
¢oes sao integradas atraveés de um método previsor-corretor. E
empregado um elemento quadrilatero de nove nos wusando 4xé&
pontos de integragao gaussiana e matriz de massa consistente.
0 incremento de tempo ¢ mudado automaticamente em cada passo e
& baseado unicamente em requerimentos de precisao para a inte-
gragao no tempo, através da obtengao de uma boa estimativa do
erro local de truncamento no tempo. Assim, observando-se a
escala de tempo, pode-se ter uma visao util do aspecto fisico
do escoamento. Por exemplo, a formagao de camada limite ou de-
senvolvimento de vortices de Karman requerem passos de tempo
pequenos, enquanto que incrementos maiores de tempo podem ser
suficientes para fluxos que estao se aproximando do estado es-
tacionario. Assim, tem-se um algoritmo economico, pois o pas-
so de tempo selecionado & aumentado sempre que possivel e di-
minuido apenas quando necessario.

Mais tarde, P.M. GRESHO et al.[lﬁ] apresentam um es-
tudo do mesmo problema de um canal com um obstaculo cilindrico
usando uma formulagao explicita, empregando a mesma malha, mas
com um elemento de quatro nos com interpolagao bi-linear para
velocidade, sendo a pressao constante em cada elemento. Este
elemento nao obteve sucesso na correta simulacao da formagao
de vortices atras da obstrugﬁo. Segundo os autores, as causas
seriam erros decorrentes da diagonalizacao da matriz de massa
("mass lumping"), o que somente seria preciso com a utilizacao
de uma malha extremamente fina.

A. ECER et al.[lZl investigam a introducao das con-
digoes de contorno para as equagoes de Navier-Stokes atravées
de uma formulagao variacional. £ usado um esquema de integra-
gao numérica implicito de passo simples e inteiramente acopla-
do, baseado no principio variacional. Sao empregados elementos

quadrilateros isoparamétricos bilineares para o estudo do
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fluxo em torno de um cilindro e através de um canal com degrau.
£ utilizado um método de relaxagao entre as iteragoes para me-
lhorar a convergéncia e um modelo simples de turbuléncia ¢ ado-
tado.

Tem-se¢ observado que em problemas nos quais os termos
de convecgﬁo sao dominantes, o metodo dos elementos finitos nao
tem alcangado o nivel de sucesso dos métodos existentes de di-
ferengas finitas. Em geral, a maioria das experiencias na apli
cagao do MEF a problemas de mecanica estrutural e dos solidos
envolve operadores simétricos. Até recentemente, praticamente
nenhuma atengao teorica tinha sido dedicada ao fato de que os
operadores convectivos sao nao-simétricos e que, portanto, no-
vas técnicas necessitariam ser desenvolvidas para trata-los
efetivamente.

Elementos finitos usando o metodo de Galerkin apre-
sentam o mesmo carater de aproximagao que diferencas finitas
centrais para os operadores diferenciais de primeira ordem. E
bem sabido que o uso de diferengas centradas para a aproxima-
¢ao do termo convectivo pode causar severas oscilagoes nao fi-
sicas na solugao, sempre que o tamanho da malha excede um cer-
to valor critico. Isto acontece basicamente devido a combi-
nagao das naturezas essencialmente elipticas e parabolicas dos
termos difusivo e convectivo respectivamente. Com a aproxima-
gao por diferengas finitas essas dificuldades ja haviam sido
encontradas e foram controladas usando-se diferencas centrais
para o primeiro termo e diferengas regressivas (conhecidas co-
mo "upwind") para o segundo. Descobriu-se que estas ultimas,
embora sejam formalmente menos precisas que as diferengas cen-
trais, eliminam as oscilagoes espurias da solugao sem necessi-
tar refinamento da malha.

Entretanto, o termo convectivo com upwind pode ser
construido simplesmente pela adigao de uma difusao artificial
ao tratamento com diferengas centrais, preservando o grau de
precisao. Generalizando-se para o caso bi-dimensional, uma
formulagao por elementos finitos pode ser desenvolvida modifi-
cando-se as fungoes de interpolagcao (ou de peso) para alcan-
gar o efeito de upwind. Em esséncia, o elemento a montante de

um no e tomado com um peso maior do que o elemento a jusante
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do no. A formulagﬁu assim obtida ¢ rcferida como méetodo de
residuos ponderados de Petrov-Galerkin (ver referéncias [l?],
Ex r
[19], [20], [25] e [6]).
Este método sera visto mais detalhadamente em capitu-

lo posterior neste trabalho.

2.3 - Formulacoes Usando Funcao de Corrente e Vorticidade

A principal motivacao em se usar a formulagao em fun-
gao de corrente e vorticidade & evitar as dificuldades ine-
rentes a variavel pressao. Entretanto, evitando-se uma difi-
culdade, depara-se¢ com uma nova, que no caso & a de que as
condigoes de contorno nao sao conhecidas a priori e, portanto,
sem usar um artificio, ¢ e W nao podem ser resolvidas simul-
taneamente. O que se faz normalmente & usar um esquema seme-
lhante ao da formulacao segregada para velocidades e pressao
vista anteriormente.

Esta formulagao tem a vantagem de satisfazer exata-
mente a conservacao da massa e reduzir o numero de equagoes
diferenciais parciais simultaneas de trés para duas em relagao
a formulagao em variaveis primitivas. A dificuldade com a
aproximagao usando funcao de corrente e vorticidade & que,
de duas equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem, uma,

a equagao de Poisson para a funcao de corrente, tem duas condi-
coes de contorno ao invés de apenas uma requerida, ¢ a outra,

a equagao de transporte de vorticidade, nao tem nenhuma. Os
pesquisadores em diferengas finitas ja ha algum tempo con-
tornaram esta dificuldade definindo a vorticidade na fronteira
a partir da variagao ao longo da normal ao contorno do campo
de fungao de corrente determinado numa iteragao prévia. Este
é o chamado método da formula da vorticidade no contorno, que
também tem sido adotado por pesquisadores em elementos finitos
(ver STEVENS [38]).

Um dos primeiros trabalhos que mostraram que o méto-
do dos elementos finitos ¢ adequado, versatil e pratico quando
aplicado a problemas de escoamento viscoso num dominio arbitra-

sc
rio foi o de R.T. CHENG [8]. O problema de valor de contorno
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¢ formulado tomando-se¢ um funcional variacional para a fungao
de corrente ¢ um pscudo-variacional para a vorticidade. Uma
solugao estacionaria & assumida quando a solugao transiente se
torna convergente. Um estudo do escoamento em uma familia de
canais com estrangulamento localizado & apresentado. As con-
di¢oes de contorno em vorticidade para os pontos localizados
na parede solida nao sao aplicadas diretamente, mas calculadas
atraves de uma expansao local de | em séries de Taylor, de mo-
do que a vorticidade na parede pode ser obtida em fungao dos
valores da funcao de corrente na parede e em ponto interior do
dominio situado na diregao normal a parede. A expressao para

este calculo & dada por

’N

w (xp, yp) ( q‘J(xp, yp) —LP(XI, yI)) (2:3+13

a

h

onde p e I indicam respeétivamente pontos situados na parede
e no interior ao longo da diregao normal e h & a distancia en-
tre eles. Em cada passo de tempo as equagoes sao resolvidas de
forma desacoplada para a fungao de corrente e para vorticidade.

Outro trabalho também pionciro foi o de C. TAYLOR e
P. HOOD [39], no qual € proposto um método iterativo para sa-
tisfazer as condigoes de contorno até a obtengao de campos au-
to-consistentes de fungao de corrente e de vorticidade. No
entanto, a eficiéncia de tal técnica iterativa € limitada a
uma pequena faixa de numeros de Reynolds.

Em trabalho mais recente, CAMPION-RENSON ¢ CROCHET
[?] demonstram que tais iteragoes sao desnecessarias. Empre-
gam uma formulacao variacional mista e, através de uma reconsi-
deragao da formulagao de Galerkin para as equagoes de Navier-
-Stokes, pode-se resolver simultaneamente as mesmas em sua for
ma discretizada sem recorrer a um procedimento iterativo para
satisfazer as condigoes de contorno, que é a principal dificul-
dade da formulacao em | e w. As derivadas normais de impos
tas em parte do contorno aparecem em forma de integrais de li-
nha como termos de forca e fazem parte do termo independente,
no lado direito do sistema de equagoes discretizadas. Sao apre

sentados exemplos de fluxo em uma cavidade de secao quadrada
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e em um canal com degrau, com resultados em boa concordancia
com as solugoes existentes.

G. DHATT et al. [lU] também propoem um método para
se determinar os valores da vorticidade no contorno resolvendo-
-se simultaneamente as uquagaus de Y e w, para o caso esta-
cionario, utilizando o método de Newton-Raphson. A solugao €
obtida atraves do calculo de varios incrementos do vetor das
incognitas até que o vetor dos residuos seja minimizado. A
matriz dos coeficientes de cada iteragao & chamada matriz tan-
gente (também chamada matriz de Jacobiano) e & obtida a par-
tir da discretizagao da primeira variagao do funcional derivado
do método dos residuos ponderados de Galerkin. O método consis
te em se substituir na matriz tangente a equagao da vorticida-
de correspondente ao no do contorno ("no slip") por um vetor
que representa, na média, a derivada de 1§ na diregao da normal
a0 contorno neste no e que ¢ calculado em fungao da distribui-
gao espacial de | através das fungoes de interpolagao, fican-
do implicitos os valores de (| na vizinhangca do ponto em ques-
tao. As condigoes de contorno para nao escorregamento sao, por
tanto, introduzidas explicitamente nas equacgoes nao-lineares,

e pode-se dizer que as condigoes para derivada normal em U em-
pregadas na referéncia [?] sao, assim, consideradas como con-
digoes de contorno adicionais.

M. IKEGAWA [22] apresenta um método baseado na lei
de conservagao da vorticidade, a qual afirma que, num pequeno
volume de controle S, a quantidade de vorticidade transportada
por convecg¢ao através da fronteira de S deve ser igual a dis-
sipagao de vorticidade em S. Elementos finitos triangulares
simples de trés nos sao usados, os termos convectivos sao tra-
tados através de um tipo modificado de diferencas finitas re-
gressivas mais conhecidas como "upwind differences", ja men-
cionado anteriormente, que apresenta boa estabilidade, e o tem-
po de computagao & poupado atraves do uso de um método de re-
laxagao.

A integragao no tempo ¢ de importancia fundamental na
solugao das equagaus de fluxo transiente incompressivel. Esque

mas simples de integragao explicita geralmente sao tais que,
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quando o numero de Reynolds aumenta, o incremento de tempo tem
que ser diminuido, resultando muito pequeno para Re moderada-
mente grande. A fim de melhorar esse criterio de estabilidade,
BREBBIA e SMITH [4] wusam uma teécnica semi-implicita de passos
fracionarios que aumenta bastante a estabilidade e permite a
investigacao da solugao para R, maiores mais economicamente.
0 caso de um canal com obstrugao cilindrica e estudado usando-
-se malhas com quatro densidades diferentes. O desenvolvimento
de vortices de Karman periodicos (solugao "quasi-steady") @
obtido para numero de Reynolds ate 100.

Um outro interessante algoritmo para contornar a di-
ficuldade de nao se conhecer condigoes de contorno para vorti-
cidade @ proposto por L. QUARTAPELLE et al. [33] e [34]. Ao
inves de tentar determinar as condigoes de contorno para vorti-
cidade como um substituto equivalente das condigoes de contorno
para fungao de corrente, faz-se uso de condigoes exatas para
vorticidade na forma de projegoes, de um carater integral, so-
bre o campo de vorticidade. Demonstra-se que as condigoes de
contorno em velocidade podem ser transformadas em condicoes de
tipo integral completamente equivalentes no campo de vorticida-
de atraves da determinagao da projecao deste sobre o campo dos
vetores harmdonicos lineares para o dominio em estudo. O méeto-
do consiste entao em se resolver em seqlléncia duas equacoes de
segunda ordem para w e |, sendo a primeira com condigoes de
contorno do tipo integral e a outra com condigoes usuais de Di-
richlet. Para o caso estacionario bi-dimensional, tais equa-

coes tém a forma:

VYe =R, . T (0, ¥ €2.5:2)
[ wnav = ﬁ[b n -a Eﬂ}ds , ¥n: Vin=o0 (2.8:3)
Vo dn
v2y =
Vo= w (2.3.4)
w[s = a (2:3.5)

onde b= 3¢/8n|s, s e n sao diregoes tangenciais e normais ao

contorno, J e o Jacobiano representando o termo convectivo nao
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-linear e n ¢ qualquer funcao harmonica em V. A equagao (3)
pode ser interpretada geometricamente como o produto escalar de
wen no espaco de Hlilbert L2 das fungoes de quadrado inte-
gravel. Quando a e b sao nulos, as funcoes sao ortogonais;
caso contrario, a projecao de w no espago das fungoes harmoni-
cas fica determinada por estes dols valores.

Durante a fase de pesquisa deste trabalho tentou-se
testar esta formulagao, que apresenta um bom fundamento matema-
tico, usando-se elementos finitos triangulares. A tarefa de es
crever o programa nao foi simples, apresentando varias dificul-
dades, como por exemplo a complexidade da imposicao de condi-
goes de contorno do tipo integral. Ao final, os resultados ob-
tidos para o problema de fluxo confinado entre placas paralelas
foram bastante desanimadores. Alem de nao se obter convergén-
cia para numeros de Reynolds mais altos (>50), quando esta
era obtida os resultados nao eram coerentes. Talvez fosse ne-
cessaria uma melhor analise do metodo e do programa, mas, pelo
menos por enquanto, houve-se por bem nao insistir com tal for-

mulagao.

2.4 - Formulagoes Usando Fungao de Corrente

Apenas para completar, far-se-a mencao a um metodo
alternativo que e aplicavel a problemas de fluxo lento ("creeping
flow"). A equagao bi-harmonica governante deste problema pode
ser solucionada considerando-se uma aproximacao variacional. A
maior vantagem pratica da aproximacao e que oS programas para a
solugao de problemas de flexao de placas e das equacoes de flu-
xo lento sao identicas e, portanto, os programas existentes
podem ser usados. Mas estas aplicagoes sao limitadas.

Uma formulagao usando o metodo de Galerkin pode ter
aplicagao em fluxos com numeros de Reynolds mais altos. Entre-
tanto, e claro que a principal desvantagem do metodo & a neces-
sidade de se usar elementos de alta ordem, enquanto que a van-
tagem @ que apenas uma equagao ao inves de trés e capaz de des-
crever o comportamento do fluido.

Apenas poucos pesquisadores tém empregado esta formu-



lagao, primariamente devido a dificuldade em se discretizar
equagoes diferenciais parciais de quarta ordem atraves do MEF,

juntamente com condigoes de contorno complicadas.
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S FORMULA@EO EM FUNCAO DE CORRENTE E VORTICIDADE

3.1 - Introdugao

Neste capitulo apresentar-se-a um processo para a re
solugao das equagoes bi-dimensionais de Navier-Stokes wusando
o metodo dos elementos finitos em que o fluxo e representado
pelas variaveis funcao de corrente | e vorticidade w. Esta
formulagao satisfaz identicamente a equacao da continuidade
atraves da escolha da fungao de corrente, mas o problema impos-
to pelas condigoes de contorno para nao escorregamento nas fron
teiras solidas e a maior dificuldade.

Muitos autores tratam estas condigoes de uma maneira
iterativa (ref. [39], [8]), transformando o problema estacio-
nario em nao-estacionario e tomando a solugao limite no tempo,
mas com convergencia pobre e custo computacional elevado. Em
trabalho mais recente (ref. [7]), mostra-se que tais iteracoes
sao desnecessarias e que as condicoes de contorno podem ser im-
postas mais diretamente.

No estudo aqui efetuado & apresentado um metodo di-
reto e explicito para a introducao das condigoes para os con-
tornos solidos ("no-slip") nas equagoes nao-lineares. Apenas
o problema de fluxo estacionario e analisado e a formulacao
acoplada, resolvida simultaneamente em { e w, emprega o meto-
do de Newton-Raphson para a solucao do sistema de equagaes nao-
-lineares. Ver DHATT et al. [10] e [11].

Sao apresentados exemplos de fluxo entre placas para-
lelas e de-escoamento em torno de um obstaculo s6lido cilindri-
co. A formulagao revelou-se eficiente na solucao das equacoes

de Navier-Stokes para regime laminar.
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3.2 - Formulacao em Elementos Finitos

As equagoes de Navier-Stokes adimensionalizadas, go-
vernantes do problema de fluxo incompressivel bi-dimensional e
dadas pelas equacgoes (1.1.57-58), podem ser transcritas para

0 caso estacionario como
2y 4w =0 (3.2.1)
Vo w-R_ (P, w, =¥, w, ) =0 (3.2.2)
dadas numa regiao geometrica V, que ¢ o dominio do problema,

sendo S a sua fronteira.

As condigoes de contorno sao:

Y=y ou 2 glp =u em S (3 .Z.38)
an
- YW —
w=w ou Ce em S (3.2.3b)
an

onde n e a normal a § dirigida para o exterior e o trago su-
perior indica valores conhecidos no contorno.
Ao longo de contornos solidos, as condigoes de nao es

corregamento sao dadas na seguinte forma:

3
an

=10 e =u em 8 (3.2.4)
Nota-se que duas condigoes sao dadas para | e nenhuma para w.
0 método dos residuos ponderados de Galerkin & empre-

gado para obter uma forma integral correspondente as equacgoes

(1) e (2):

2 2 '
W= -IIV{(W V+w) S+ {V w—-Re(w,ym,x-w,xw,y); Sw dx dy = 0
(3.2.5)

onde SY e Sw sao as fungoes de peso (6 indica variagao).
A equacgao (5) pode agora ser integrada por partes a

fim de se obter uma forma integral fraca ("weak form"). Para
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tanto, pode-se aplicar a formula de Green aos termos correspon-

2
dentes aos laplacianos. Para V) tem-se

2

J C 0
5 ep 2% axay = - ff 2w Laxay + § o9 2La ds
v 9x Vv 9x 9x 9x
(3.2.6)
2 . ;
[{ &y 3—% dx dy = - [] 2 vy 2 oax ay + ig sp Lnds
v dy v Oy dy ‘ oy 7

onde n_ e ny sao os cossenos diretores da direcao normal ex-
terna ao contorno S com respeito a x e y. A derivada ao longo
da normal e dada pela regra da cadeia por
|
3y _ 3 8x 3 By _ W 9 (32:7)

= = 1)
dn  9x on 9y on  ax * oy 7Y

que pode ser levada em (6).
Assim, procedendo-se similarmente para Vzw, a forma

integral pode ser escrita:
W = (5‘~P, v, + 0y, v, = ‘WJ . W) +
TRIC R

+ (6m,X m,x-réw,y w,v) + R dw (w,y W,

e X

- Jg sw Las - [ sw2as =0 (3:2:8)
1 an 2 an

ond e S1 e a parte do contorno S onde d/9n = Ew apenas

(nao Y) @ conhecida e S, corresponde a parte onde dw/3n =

= 8, e dada (condigoes de Neumann). Assume-se que as condi-
goes de Dirichlet Y=7 e w=uw, quando presentes, sao satis-
feitas diretamente.

Uma expressao discretizada para W e obtida usando-se
uma aproximagao por elementos finitos para UP(x,y) e w(x,y):

m
W= T WO, w £33 2599

- - . L e - .
onde m e o numero de elementos finitos e W e o funcional do
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problema para o elemento "e".

S e
As variaveis do problema podem ter seus valores V

e . s 4
e w em qualquer ponto do elemento "e" definidos em fungao

dos valores das mesmas nos pontos nodais do elemento, na forma:

r 3
e = 5 " wi’“ T S S T A (3.2.10)

i e < ~ ~ 4
onde as funcgoes ¢k sao as funcgoes de forma ou fungoes de in-

terpolagao e r € o numero destas. Em forma matricial, tem-se
we =¢T wn _ i.Un,T o wc=:¢T Wl = wn,F ¢ (3.2.11)

; ~ - . e
Assim, uma expressao generlca para W pode ser ob-

tida:
we=Hﬁ[@W”@w¢i@“+w“T@y@§M—®“T@wa
U TR R T TS

e rg 80T g ™ g, 0an Wt -y T 0, 6, 0| ax ay -

= fsl §wn’T ¢ gy ds - jsz 8 Rk ¢ g, d5 =0 (3.2:129
Reagrupando os termos:

L U [(st PRI S B T LTl

+ gu T [(9,X Gog* 0oy £5 ) * Ry O BT @ buy -ty ¢,§)]w“} dx dy-
L 5, ¢ - Tk fsz o g, ds = 0 (3.2.13)

Portanto, a nivel de elemento, tem-se uma expressao do tipo

ISe] TR ﬁyn,T Fn S (3.2.14)

~ e e ~e

onde

s s e A fe~PEL LA TR m
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[ n]
:‘,ri; :,; .
o B ’ V2415
O w W |
i J
U T R, 1
(-P’X ?’K +(£’)’ (_{J’y Q (,'., |
i e ROTSEE SR RN N T S w e R R 6 Ao
K = - T dx dy
[-‘ ] fjve ?’x ?’x-i.?"y (E, + |
0
~ 7 1 T _ T
L +Re (P .,J (?’y ?’x ?’x ?’y)
(3:2.16)
( h
fsl ¢ gy dS
FZ = (3 20
ISZ ? Ew 45

Integrando-se a fungEo ¢ sobre o elemento, obtem-se
a matriz do elemento para esse problema particular. Tomando-se
as contribuigoes de todos os elementos, obtém-se uma expressao

global para o problema discretizado:

T Pl‘

Wo=08u" (F - [K] U) = 6U" R (3.2.18)

onde U @& o vetor que contém as variaveis nodais do sistema,

U & a primeira variagao de U, F & o vetor de carga equiva-

lente devido a condicoes de contorno nao homogeéeneas, R ¢ o
chamado vetor residuo (que deve ser minimizado) e [K} e a cor-
respondente matriz global de equilibrio, que & nao linear e
nao simétrica.

Da arbitrariedade da variagao 0U segue-se que o sis

tema de equagoes nao lineares toma a forma:

Fo- [kR]U =R - (3.2.19)
Como a matriz [E] depende das incognitas U, para
resolver esta sistema empregar-se-a o metodo de Newton-Raphson,

ja consagrado por sua grande eficiéncia. Para tanto, ha a ne-



cessidade de se calcular a ma
la discretizagao da primeira

(8),

e que pode ser expressa

43

triz tangente, a qual ¢ obtida pe-
variagao do funcional W, dado em

por

= 51 Al - 8y
JORSIN [(uw,x Ay, + S, AV, - Sy dw) +
+ (6w, Aw, + Sw, A, ) +
X X y
* B Sw (¢,y &m,x - w,x &w,y) +
+ RQ Sw (m,x ﬂw,y —w,y &¢,x)] dx dy (3.2.20)
Procedendo-se a discretizagao, chega-se a:
A = S o P T T n _ T n
Wy = bl WY ey Buy * o Bog] W - 887 807 4
swhe T n,T T _ .n,T T n
v o™ R, g™ T g, 000 - 0™ g, 0, ayt s
T T n,T T I 1 T g n
ol ¢ Q,x-+¢.y ¢,y *R, ¢ [9 ’ Q’y ¢y = ¥ 0s ?’y]) Aw ]J— dx dy
(32 :21)
0 que conduz a uma expressao do tipo:
=t T
Awy = éu” [K,] AU £3.:2.27)

onde a matriz tangente

(k]

pode ser escrita simbolicamente

como
Ry Sy
[Ba] = | ewnns sl (3.2.23)
Lgmw > Eww
em que
= T
oy = ffv (ry Gy * $1y 9,5) dx dy (3.2.248)
Kow = 1] (=0 ¢ dx dy (3.2.24b)
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n,T T T
= w '’ , b, - 0, ) dx d (3.2.24¢)
Emlp Re !J.V ?Eﬁ (? ® i.j y .B Y ?’x y
(: i O T v T
= f ’ ! = . dx d
EL&JUJ IIV [g),’x Ei'.]’x +E§’y {-If’y +Rc ¥ l}.f ((i.}')r {.t”x (.E’x s y)} * &
(3.2.244d)
As sub-matrizes K, 6 e K, sao constantes e idén-
~Yy N~yu
ticas as correspondentes na equacao (16), enquanto que K e

,_u].lp

wa dependem de U.
0 algoritmo de Newton-Raphson empregado consiste no

seguinte:

1) Dado um numero de Reynolds, escolher uma solugao
de partida para U. Geralmente esta & tomada igual a solugao
prévia. Aqui, tomou-se U nulo em todos os pontos nodais a ex-
cessao dos situados no contorno, que tem valores prescritos pa-

ra Y e w.

2) Calcular o residuo R através da equagao (19) e a

matriz tangente (eq. (23)).

3) Resolver o sistema linear
[k;] AU = R (3.2.25)
para obter QU = [ET R (3.2.26)

A solugao & entao incrementada de AU:

uttt ot st (3.2+27)

4) Testar a convergéncia e, se necessario, repetir os
passos 2 e 3. Esta convergéncia & obtida se a diferenga na
solugao em duas iteragoes consecutivas for menor do que uma da-

da tolerancia em 907 dos pontos nodais.

A figura (3.2.1) da uma idéia esquematica do método.
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Fig.(3.2.1) - ESQUEMA DE NEWTON-RAPHSON
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A fim de melhorar as caracteristicas de convergencia,

adotou-se um método de relaxagao da solucao. No inicio de ca-

da iteragao, a solugao ¢ tomada como uma combinacao linear

das solugoes nas duas iteragoes anteriores:

1 i=2

onde ¢ @ o parametro de relaxagao tomado no intervalo

0,8 %28 %L,

it = ¢ gl' + (1=-¢) U (3.2.28)

0 sistema nao-linear (19) & resolvido pelo método de

Newton-Raphson apos a introducao das condicoes de contorno.

As

condigoes correspondentes as equagoes (3a) e (3b) sao intro-

duzidas na maneira usual do método dos elementos finitos, ou se

ja, simplesmente requerem que valores apropriados sejam subs-

tituidos nas respectivas equagoes. As condigoes para o contor-

no solido, dadas em (4), requerem um tratamento especial.

primeira delas, correspondente a Y, € introduzida diretamente,

a maneira tradicional. Para a equacgao correspondente a W nes-
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te contorno procede-se a implementagao de uma aproximacgao de
segunda ordem que usa as duas condigoes seguintes para um ponto

(xo, yOJ da fronteira solida (ver eq. (1.2.9):

9
T . (3.2.29)

[ ]
<
|

Y = 3 (3.2:30)

L=
=

onde u € a velocidade de deslocamento (conhecida) do contorno

solido na diregao perpendicular a Y.

A expansao em série de Taylor de Y(x,y) em torno do
1" "

ponto (xo, yo) ao longo da direcao '"n" normal ao contorno &

dada por:

2 .9

0 =
V(x,y) = w(xo,yo) +h S¥ (xo’yo) + J g
dn 2 ax

(xo,yo) +0(h3)
(3,2.31)

onde h & a distancia entre um ponto interior (x,y) e o pon-
to (xo, yo) (ver £ig.(3.2.2)) e 0(h3) o erro cometido no
truncamento da série. Impondo as equagoes (29) e (30) nesta
expressao obtém-se:
w(x , vy ) + = {fp(x, y)- (x_, y )| =22 (3.2.32)
o o h2 o o h

Parede (%o, Yo)

Jl'

Fe—— a5
(x,y) Ponto interior

Fig.(3.2.2)
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A matriz tangente global gT ¢ entao modificada
substitulindo-se a equagio correspondente a vorticidade no no do
contorno sdolido pela equagao (32), que define o valor de w em
termos de u, UY(x,y) e @(xo,yo). Para tanto, o seguinte pro
cedimento & empregado: Seja a variavel w correspondente ao
ponto (xo,yo) no contorno solido definida pela j—ésima equagEo
na matriz ET'
do contorno e Y(x,y) no ponto interior normal ao contorno sao

Os numeros das equacoes para w(xo,yo) no no

representados por j1 e j2 respectivamente. Por simplicidade,
assume=-se que o ponto (x,y) representa um no de elemento. Po-

de-se entao escrever o algoritmo da seguinte forma:
a) Calcular a distancia h entre (x,y) e (xo,yo).

b) Modificar os elementos da linha j da matriz [ET]

de maneira que

. o . _
Kp (G, J) =1 (3.2.33b)
K, (j, 1) =0 para todo i #], Jis 3, (34:2433¢)

c) Trocar o j-ésimo termo do vetor residuo por 2u/h.

d) Repetir este processo para cada W correspondendo

a todos os nos da parede solida.

Esta &€ uma maneira simples, direta e efetiva de se
introduzir as condigoes para nao escorregamento nas equagoes de
Navier-Stokes com a formulagao y-w.

Apenas para citar, a formulagao da condicao de contor
no para vorticidade pode ser aproximada também de uma segunda
forma, que consiste em expressar W como um polinomio de grau
correspondente a fungao de interpolacao do elemento, isto e, 1i
near, quadratica, etc. e integrar a vorticidade duas vezes com
relagao a n, usando a eq. (29), ao longo da linha de comprimen
to h normal a parede. Para um elemento de trés ngs (linear) e

com dyY/o9n = 0, resulta:
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. \ 1 B
M(xo,yo) + ;% i) = w(xo,yo)] +; w(x,y) =0 (3.2.34)

As equagaus (32) e (34) sao igualmente aplicavuis e
testes tem mostrado que ha muito pequena diferenga nos resulta-

dos. BREBBIA e SMITH [4].

3.3 - Aplicacgoes Numéricas

A formulacao da sec¢ao 3.2 foi inicialmente aplicada,
para proposito de analise de precisao, estabilidade e conver-
géncia, ao problema do fluxo confinado entre placas planas pa-
ralelas infinitamente longas. A distancia entre as placas & de
2 unidades de comprimento (tomada adimensionalmente) e a vis-
cosidade € selecionada de modo a fornecer um numero de Reynolds
teste de 200. Este problema &€ apresentado por BAKER [2], que
usa uma formulagao em elementos finitos similar a citada por
CONNOR e BREBBIA [9]. O fluxo alcanga um perfil de velocida-
de completamente desenvolvido a uma distancia axial de cerca de
20 unidades. Devido a simetria, apenas metade do problema ne-
cessita ser estudado. A geometria e a malha de elementos fini-

tos para o problema sao mostrados na figura (3.3.1).

0.9

lf

05

L) {2l 1|
4 >

8. 1. 2L

Fig.(3.3.1)
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0 duto @ considerado inicialmente contendo fluido em
repouso, e que & instantancamente acelerado através da aplica-
¢ao de um perfil de velocidades unitario uniforme nao dimensio-
nal na entrada do duto. As condigoes iniciais tanto para 1y co
mo para ® sao tomadas como nulas no interior do dominio. Quan
to as especificagoes de condigoes de contormo, tem-se que, para
velocidade uniforme na entrada, a vorticidade & zero e a fungao
de corrente & uma fungao linear da ordenada y. Ao longo do pla
no central, devido a simetria, a vorticidade bem como a fungao
de corrente sao nulas. As derivadas normais tanto de ¥ como
de w se anulam na saida, forgando um fluxo paralelo, mas nao
necessariamente completamente desenvolvido. Como nao ha inje-
gao de massa, o valor de | ao longo da parede superior & cons
tante e tomado igual a 1, enquanto que a vorticidade nestes pon
tos depende da distribuigao interior da funcao de corrente e
seu valor & obtido através da formula (3.2.32).

Sao usados elementos finitos triangulares de tres nos
e, portanto, com a fungao de interpolagao variando linearmente
em cada elemento. No apendice A deste trabalho sao apresenta-
das algumas regras que possibilitam, usando este tipo de elemen
to, integrar as equagoes da segao anterior, a fim de se obter
as matrizes de cada elemento que, somadas, vao formar o sistema
de equagoes globais discretizadas representativo do problema
em aprego.

Utilizando-se um coeficiente de relaxagﬁo e =085
obtém-se convergéncia para a solugao em apenas cinco iteragoes.
Os resultados obtidos sao mostrados na tabela da pagina seguin-
te e sao comparados com a solugao por elementos finitos de
BAKER [21 e com a de GOSMAN et al. que utiliza uma malha de di-
ferengas finitas contendo 440 células computacionais para obter
a solugao "steady state" para numero de Reynolds 200 e que &
citada também na referéncia [2].

Os resultados apresentam uma concordancia bastante
boa com as outras solugoes e dir-se-ia que se aproximam mais da
solugao em diferengas finitas, que tem maior precisao, do que
a formulagao de BAKER. O erro maximo de aproximadamente 5% na
fungao de corrente ocorrcu no nd mais proximo ao canto na entra

da do duto. A concordancia da solugao para vorticidade, e,



ESTE ELEMENTOS FINITOS DIFERENGAS FINITAS

ESTUDO BAKER GOSMAN et al.
NO { W Y W i ’ w

i
6 0.5647 -0.0173 0.595 | 0.343 0.539 ] 0.039
0.9536 2.9061 0.967 3.60 0.957 $.12
8 1. 9.2792 - 8.14 1. [ 9.73
10 0.6119 0.2427 0.641 0.606 0.589 ' 0.262
11 0.9755 3.7310 0.980 | 3.77 0.976 4.26
12 Ly 4.8911 i | 4.04 1. ; 5.05
1 |
14 0.6316 0.5301 0.656 | 0.731 0.623 0.623
15 0.9800 3.5184 0.982 3.61 0.980 3.57
16 1. 4.0095 1 1,55 1. 4. b4
_i

18 0.6381 0.5819 0.667 1.05 0.644 0.881 |
19 0.9807 3.4344 0.983 3. 11 0.982 3.20
20 i 3.8602 e 3.57 1. 4.14
22 0.6605 0.9607 0.675 1.09 0.659 1.10
23 0.9816 3.2026 0.983 | 3.09 0.983 3.04
24 e 3.6733 1. 3.58 1. 3.71
26 0.6571 0.9448 0.669 1.16 0.674 1.27
27 0.9824 3.0679 0.983 | 3.15 0.984 2.88
28 1. 3.5264 I 3.60 L. 3.28
30 0.6866 1.3820 0.684 131 0.681 1.44
31 0.9831 3.0129 0.984 2.96 0.985 2.76
32 {9 3.3758 1. 3.30 ks 3.12
34 0.6606 1.3624 0.688 0.92 0.685 .50
35 0.9860 2.5781 0.983 3.006 0.985 2.70
36 1o 2.8057 is 3.51 1 3.60

DISTRIBUICAO ESTACIONARIA DE FUNGCAO DE CORRENTE

E VORTICIDADE

PARA

R
('I

200
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similarmente, melhor na regiao longe deste canto. A malha aqui
utilizada € certamente grosseira e o seu refinamento, especial-
mente na regiao da entrada, pode efetivamente melhorar a solu-

¢ao, tendo-se em vista a boa aproximagao aqui alcangada. Isto

possibilita ainda a obtengao de maiores detalhes do fluxo exa-

tamente nos locais onde desejados.

A mesma formulagao € em seguida empregada na tentativa
de se obter uma solugao numérica para as equagoes laminares do
movimento de um fluido viscoso incompressivel escoando em torno
de um obstaculo cilindrico. Um fluxo com velocidade uniforme U
€ assumido incidindo normalmente num dominio retangular onde &
posicionado um cilindro circular infinitamente longo, assim pos
sibilitando que o escoamento seja tomado como bi-dimensional. O
caso de uma obstrugao cilindrica tem sido extensivamente estuda
do tanto no campo numérico como no experimental sendo que a
simulagao numérica da formagao de vortices constitui um dos
problemas mais desafiadores da mecanica dos fluidos.

A geometria e as condicoes de contorno do problema em-
pregadas na analise sao mostradas na figura (3.3.2), enquanto
que a idealizagao do dominio em elementos finitos triangulares
é apresentada na figura (3.3.3).

A malha utilizada contem 770 elementos e 426 nos nume-
rados de forma a produzir a menor largura de banda possivel
nas matrizes, e apresenta-se mais densa na vizinhanga do obs-
taculo solido que & onde aparecem os maiores gradientes das
variaveis { e w. Ao longo dos contornos superior e inferior
os valores da fungao de corrente sao especificados como uma
constante, bem como na superficie do cilindro. A vorticidade
e especificada como nula nas paredes superior e inferior, o
que significa que & imposta uma condigcao para escorregamento
livre. No cilindro, as condigoes '"no slip" sao impostas usan-
do-se a equacao (3.2.32). Para fluxo uniforme na entrada do ca
nal a vorticidade € zero e a fungao de corrente & uma funcgao
linear da coordenada y. As derivadas normais de 1 e w sao

tomadas como zero na saida, forgando um fluxo paralelo.
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n {v =

U:10 - =10
: 1 . L2240
L) Y

v . - an
Y :IOy 4{"' =0 g%w
L. 50 f_ /5( W : Calculo atraves
-H' ol 03 ~ da férmula (3.2.32) 3.95 5
T LN =

- 1.0 L
|

\\ ¥Y=-10
w=Q0

Fig.-(3.3.2)

Como condigao inicial para a primeira iteracao, os cam-
pos de fungao de corrente e vorticidade sao tomados como nulos
em todo o interior do dominio. Inicialmente a viscosidade @&
escolhida de modo a corresponder a um numero de Reynolds igual
al. Com um parametro de relaxagﬁo c =0.85 em (3.2.28), a
solugcao converge, sendo necessarias apenas 5 iteragoes. Na fi-
gura (3.3.4) sao plotadas as linhas de fluxo obtidas para este
caso.

Ao se tentar empregar o esquema acima para g, >5 nao
mais se obteve convergéncia das solugoes, as quais apresentam
um carater oscilatorio entre as iteragoes. A fim de remediar
esta situagao e melhorar as caracteristicas de convergencia do
problema nao-linear, tentou-se implantar uma técnica chamada
"line search'", baseada numa idéia apresentada por MATTHIES e
STRANG [27], que consiste em se somar apenas uma fragao do in-
cremento AU em cada iteragao, ao invés do incremento total em
(3.2.27), de modo a tentar evitar que a solugao tenda a diver-

gir e cause "over flow". Assim, tem-se para uma nova iteragao
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U(i+l) = g(i) - 5(1) Ag(i) (3:351)

onde g (1) € um parametro escalar que & escolhido de maneira
que o vetor residuo
i 1+
g (E41) L g - g gli+D) (3.3.2)

tenha componente nula na diregao de AU, ou seja, que o produ-
to escalar entre estes vetores seja nulo:

; "
(i) gL o g (3.3.3)

(au't?)

Fazendo as substituigoes

éu(i) . (F =K Q(i+1)) " éu(i) |E-x (U(i) +5(i) éU(i)iI -0

(3.3.%)

mas, tem-se que
g = g = g ¥ (3.3.5)

donde se deduz

(i) &U(i)T R(i)
shH m T —— (3.3.8)
éU(l)T K éU(l)

No programa, o que se faz @ calcular o valor de uma

fungao
¢(s) = au‘t) | @@ - 5 g aut)) (3:3.7)
de modo que G(s) = define o valor de s procurado. Segundo
[27] s g acelidvel se
3

G (s(i))’ s% ‘u (0)| (3.3.8)

De acordo com a figura (3.3.5), uma aproximacao gene-

rica para s pode ser obtida por:
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Gla.) « (8, = 8 2)
s = 5 + J J a1 (3.3.9)

i*1 ] Glg. 0 = G(sj)

=1

até que seja satisfeito o criterio (8).
6(s)

™~

~

G t‘i-l’

G(lj)

o

Fig.(3.3.5)

Caso se obtenha s >1 deve-se tomar s =1,

Desafortunadamente, mesmo com a aplicacao da técnica
acima, os resultados obtidos para Reynolds mais altos nao foram
satisfatorios. A solugao convergiu, mas tao somente porque OS
valores do parametro s ao longo das iteragaes tenderam a zero.
Assim, a solugao estabilizou-se, a despeito de o vetor residuo
nao ser minimizado.

A conclusao a que se chegou e que a formulagao apre-
sentada na segao 3.2 e boa apenas para baixos numeros de Rey-
nolds, ou seja, para escoamento em regime laminar. Entretanto,
sua vantagem reside no fato de que as condigoes de contorno pa-
ra nao escorregamento sao introduzidas de maneira simples e

direta.



4. FORMULAGAO EM VELOCIDADES E PRESSAO

4.1 - Introducao

Neste capitulo analisa-se as equacgoes de Navier-Sto-
kes pelo metodo dos elementos finitos wutilizando as variaveis
primitivas. Inicialmente, estuda-se o caso estacionario, em
que o metodo de fungao de penalidade & usado para satisfazer a
continuidade, eliminando a variavel pressao.

Em seguida, apresenta-se um metodo para resolugao do
caso transiente em que se utiliza uma combinacao das formula-
coes levemente compressivel e de penalidade, e a pressao & man-
tida como variavel explicita. Para melhorar a solugao & intro
duzido o efeito de "upwind" (viscosidade artificial) desen-
volvido para o MEF. Para integrar no tempo e empregado um me-
todo implicito baseado no esquema trapezoidal.

0 exemplo de canal com obstrugao cilindrica e estu-

dado em ambas as formulagoes.

4.2 - Caso Estacionario

As equagoes de Navier-Stokes independentes do tempo

para as variaveis u, v, p sao, a partir de (1.1.48-49):

u —+ v — = = £ 4+ — V" u
dx dy ax Re
(4.2.1)
a2l 5 By o L Bp o A B2
ax oy dy R,

juntamente com a equacao da continuidade (1.1.10).

0 método da fungao de penalidade permite que se elimi
ne a variavel pressao, ficando (1) apenas em fungao das veloci-
dades, e consiste em satisfazer aproximadamente a restricao de

incompressibilidade (ver, por exemplo, [36}, [11], [18] 2
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[20]). Para tanto, a eq. da continuidade @ modificada da se-

guinte maneira:

i 2% o - ko Clia 2503
ax dy A
ou seja,
wy ow k2N 2¥ (4.2.3)
dx dy

onde A>0 e um escalar chamado parametro de penalidade.

As fungaes de penalidade podem ser vistas atraves do
estabelecimento de principios pseudo-variacionais (ZIENKIEWICZ
[42]).

Principios variacionais restringidos requerem que
um funcional 7T seja estacionario e sujeito a restricoes dadas,

por exemplo, por relagoes diferenciais do tipo
g (¢) =0 em O (4.2.4)
Assim, pode-se tentar estabelecer um novo principio

variacional em que se introduz um conjunto de funcoes @ conhe

cido como multiplicadores de Lagrange, e requerer que

T=T (¢, @) =T+ [, a* & a (4.2.5)

seja estacionario. A variacao deste funcional resulta em
5T = 6m + [, da’ g dQ + [, af 8g dQ 4.2.6
0 & 0 g d:¢ (4.2.6)

que & verdadeiro apenas se T & estacionario e as restricoes
(4) sao satisfeitas.

Entretanto, as fungoes O tém que ser discretizadas,
aumentando o numero de incognitas do problema. Para vencer es-
ta dificuldade, @ possivel requerer a estacionalidade de um fun
cional modificado baseado numa funcao de penalidade em que se

minimiza aproximadamente

= T
T =T + A IQ g g dQ {4.2.7)
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em que A e um numero positivo grande qualquer que penaliza o
erro da nao satisfacao das restricoes. Fisicamente, o parame-
tro de penalidade ) pode ser interpretado como uma grande vis=-
cosidade dilatacional. Uma dificuldade puramente numerica pode
aparecer quando ) aumenta, pois as equacoes discretizadas ten-—
dem a se tornar mal-condicionadas. Mas, com os computadores mo
dernos, de alta precisao aritmetica, o metodo da fungao de pe-
nalidade esta se tornando cada vez mais popular,
Substituindo-se a eq. (3) nas equacgoes (l), a pressao
e a eq. da continuidade sao eliminadas (ficam contidas impli-

citamente nas equacgoes modificadas da quantidade de movimento),

obtendo-se apos multiplica-las por R,:

"2 Nt

- Vz u-=2a Re (a u-ra 2 ) + Re (u ﬁﬂ**v EE =0
Ix Ix0dy Ix ay

(4.2.8)
-, 2
2 2 .

- V" v=-2 Re () .. +a ;) + R (u Ezﬂfv Ei) = 0

9xdy 9y = 9x oy

Uma expressao de Galerkin pode entao ser construida:

+ - A
U:yy) RC (u:xx * sty) +*

(u c U, + v .u,y)} Su +

+ R
[ &
+ L_(V’xx + v, y) -\ R, (u, ’ + v,yy) +
+ Re (u .v,x-Pv .v,y)} v}l dx dy (4.2.9)

cuja forma fraca, apos a integragao por partes, ¢ obtida:

W= Su + Su, .u, +AR_& +
R T L N TR

+ Re du (u S U, + v .u,y)] dx dy -

du X
- I {SU _dS_A Re I 6“ (u’x+v’y) dy +
S an y
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5 + 4 ‘ +A R 6 + v, +
3 IIA 6v,x Vg v, v,y 5 V'y (u,x v y)

+ Re Sv (u.\r,x + U.V’y)} dx dy -

dv ; .
- [ duZLds - AR [ Su (u, + v, ) dx (4.2.10)
. e % y
S an e
Como so se terao condigoes essenciais no contorno, do
tipo u=u e v=v, os termos envolvendo integrais de linha
em (10) podem ser omitidos. Discretizando-se esta equagao

atraves da funggo de interpolagao ¢, de maneira que
i i
u = ¢1 u® v = ¢ v (42433)
obtém-se para o problema uma expressao do tipo

F- [k] U = R (4 .2.42)

onde F e o vetor de cargas nodais equivalentes, R & o resi-
duo ou vetor de forca nao balanceada, U & o vetor das incog-
nitas nodais e [K] a matriz global representativa do proble-

ma, a qual a nivel de elemento consiste em

r i
K K
" ~uu ~uv
[k]® = ' ................. (4.2.13a)
[ B |
~vu ~VV
" r 1 T
Euu i IIA [(E’x ?’x+?’y (R’y"' A Re ?5}{ 9']{
R O N A T ] Y
(4.2.13b)
= T
Ko = MR, ij bay 95, dA (4.2.13¢)
= T
Bog = bR, fjA oy Boy dA (4.2.13d)
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T T i
= + ) ] + X R ) 3 +
~VV IIA k?’x?’\{ (P‘Y(Ey e?y?y
5 R I T s T T
rre e @ e gn ™ g 0,0 e
(4.2.13e)
A discretizacao da primeira variacao de W conduz a
dedugcao da matriz tangente {5T] (ou matriz jacobiana) que re-
sulta, para cada elemento:
& !'IETUU : ~Tuv
[ET] - ! R R (4.2.14a)
L ’Tvu ~Tvv
T T T
~Tuu IJ’A [(E,x ?’x-'-?’y ?’yip}t Re 9’}{ (E’x ¥
T n T n,T T Ny T T
R0 @0 Ty 0 Te ™ T g 6T e
(4.2.14b)
r i L o e
Y R L B R S AT
T R« Y |
Boporis IIA [A Re ¢'y ?,X*‘Re ¢ Q’x v ¢ } dA  (4.2.14d)
S O T B T T TR W S T o
~Tvv AL T e e &ty =Yy
T
erg e 0T o g, vu™T g 0,740, 0" 4] an

(4.2.14e)

0 sistema nao-linear da equacao (12) pode agora ser
resolvido pelo método de Newton-Raphson da mesma maneira des-
crita na segao 3.2. As condicoes de contorno sao todas do tipo
Dirichlet, nao apresentando a sua imposicao nenhuma dificulda-

de.

rermt A NE FNGFNHARIA
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4.3 - Aplicacao Numerica

A formulacao desenvolvida na segao 4.2 @ aplicada
ao mesmo exemplo de fluxo em torno de uma obstrugao cilindrica
circular estudado no capitulo 3. A malha de elementos finitos
triangulares e a mostrada na figura (3.3.3), na qual todo o do-
minio e discretizado, apesar de ser simetrico, em virtude de o
obstaculo induzir um fluxo assimetrico no canal.

P. GRESHO et al [15] apresentam um estudo deste
tipo de fluxo, iniciando do repouso ate um numero de Reynolds
final de cerca de 100, ao qual a formacao de vortices e sabida
ocorrer. Ao que se sabe, esta talvez represente uma das pri-
meiras simulagoes com sucesso deste fenomeno de fluxo usando o
MEF com a formulagao de Galerkin e as variaveis primitivas.
Mesmo em diferengas finitas, apenas recentemente tem sido compu
tada a formagao de vortices usando como variaveis as velocida-
des e a pressao. O elemento empregado foi o quadrilatero de 9
nos, contendo a malha 850 nos, num total de 1929 equacoes.

As condicoes de contorno impostas ao problema sao as
seguintes: perfil de velocidades uniforme na entrada do canal,
componente vertical de velocidade 1igual a zero ao longo das
paredes superior e inferior e ambas as componentes (horizontal
e vertical) nulas na face do cilindro.

Foram executados varios exemplos, cobrindo uma ampla
gama de numeros de Reynolds (ate 104) e as solucoes convergi-
ram em poucas iteragoes. As condigoes de contorno foram manti-
das as mesmas para todos os exemplos, apenas variando a visco-
sidade do fluido de modo a se obter o R desejado. Surpreen-
dentemente, o que se observou foi que as solugoes obtidas resul
taram todas coincidentes, com os mesmos perfis de velocidade,
independentemente do valor de Re escolhido.

O que se pode concluir e que a eliminacao da varia-
vel pressao das equacoes, atraves da introdugao do parametro de
penalidade A, causou uma "insensibilidade numérica" ja que A

€ um numero grande (deve ser tomado entre 10‘!l e 1010

) e esta
no numerador, o que faz com que os termos em que aparece sempre

predominem sobre os demais.
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DHATT e FOMO {11] apresentam um estudo usando a mes-
ma formulagao, mas com clemento quadrilatero de 9 ndos e sugerem
que os termos envolvendo X sejam calculados usando-se integra-
gao numeérica reduzida (no caso, 2x2 pontos para a quadratura
gaussiana). E Obvio que nao se pode empregar este procedimento
para o elemento linear, pois nao e possivel reduzir a ordem de
integragao.

Poder-se-ia deixar de eliminar a variavel pressao das
equagoes diferenciais, as expensas de se aumentar um grau de 1i
berdade por no, e¢ deixar ) no denominador, que assim s0 apare-
ceria em um termo, ao inves de se propagar por toda a matriz do
elemento, como se vé nas equagoes (4.2.13-14). Nao usar a fun-
cao de penalidade implicaria na obtengao de matrizes mal condi-
cionadas (zero na diagonal), pois a equagao da continuidade nao
inclui a variavel pressao.

Entretanto, como para o caso de escoamento com obs-
taculo a solucao estacionaria nao tem um significado fisico
real, pois € instavel e varia com o passar do tempo, deixar-se-
-2 esta discussao para a segao seguinte, onde sera introduzida

a variavel temporal.

4,4 - Caso Transiente

Ja se comentou anteriormente que o MEF com o método
de residuos ponderados de Galerkin encontra sérias dificulda-
des no tratamento de problemas de mecanica de fluidos nos quais
os termos convectivos sao significativos e os respectivos ope-
radores sao nao simetricos. Nestes casos, aparecem oscilacgoes
nao fisicas no fluxo e no fendmeno de transporte convectivo com
altos numeros de Reynolds. As oscilagoes podem apenas ser re-
movidas pelo severo refinamento da malha, o que diminui a uti-
lidade pratica do metodo de Galerkin.

Tem-se observado que o método de Galerkin em elemen-
tos finitos produz o mesmo tipo de aproximagao para os termos
convectivos que o metodo de diferengas finitas centrais. Na
teoria de diferengas finitas, o comportamento adverso das dife-

rengas centrais nestas circunstancias tem sido notado ha algum
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tempo. Isto tem levado ao desenvolvimento dos chamados esque-
mas de diferengas "upwind", que eliminam as oscilagoes, mas
téem desvantagens com respeito a precisao.

Motivados por estas experiencias, pesquisadores téem
recentemente voltado sua atengao para o desenvolvimento de es-
quemas de elementos finitos com upwind.

Subseqllentemente, tornou-se aparente que uma combina-
cao de diferengas centrais e regressivas (upwind) era melhor
do que qualquer delas aplicada isoladamente. Para um problema
modelo unidimensional simples, e possivel selecionar a combina-
cao que resulta em solucoes exatas nos pontos nodais. Equiva-
lentemente, uma quantidade apropriada de difusao artificial po-
de ser adicionada a formulacgao em diferencas centrais. Muitas
criticas tém sido feitas a este método em virtude da interpre-
tagao da difusao artificial. Deve ser lembrado, entretanto,
que a difusao artificial e relativa as diferengas centrais, e
nao ao problema fisico real. Na realidade, e mais correto con-
siderar os metodos em diferencas centrais como tendo difusao ar
tificial negativa com respeito a solugao exata. Para o proble-
ma unidimensional pode-se demonstrar que a solucao & nodalmente

exata (ref. [19], {6}) quando a difusao artificial K & dada

por
K = (uh/2) .6 - (4.4.1)
G = coth (o) - 1/a (4.4.2)
@ =u h/(2 K) (4.4.3)

onde u e a dada velocidade do fluxo, h o espacamento entre
os nos e K @€ a difusibilidade.
Para ilustrar, apresentar-se-a como exemplo a solugao

de um problema unidimensional com coeficiente constante e termo

fonte dependente da posigao. A equacgao e a seguinte:
a9 dé 2
w e ok 200 = = x 0<x<1 (4.4.4)

dx dx
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sendo ¢=0 em x=0 e x=1. Conforme se pode observar na
figura (4.4.1), a solugao pelo esquema de Galerkin usual pro-
duz oscilagoes ("wiggles"), mesmo com o uso de refinamento no
espagamento da malha em pontos localizados, sendo que o reque-

rimento do emprego de upwind e aparente neste problema.

g-10%,
151 —— SOLUGAO EXATA
04 > UPWIND OTIMO
(DIFUSAO BALANCEADA)
5l «  GALERKIN STANDARD
0 —3 &
\\“‘ ”l
0 o |

Fig.(4.4.1)

0 esquema de upwind com balanceamento otimo da difu-
sao prove nao apenas solucoes livres de oscilagoes, mas tam-
bém com valores praticamente exatos na mesma base de elementos
finitos.

Existem treés tecnicas basicas utilizadas para alcan-

car o efeito de upwind em elementos finitos:

a) Difusao artificial: a difusao artificial dada por
(1-3) @& somada a difusao fisica e uma discretizagao em elemen
tos finitos usando Galerkin convencional e empregada. Isto,
na realidade, € um balanceamento da difusao, ja que & compensa-
da a difusao negativa do tratamento de Galerkin (ver KELLY et

al. [251).

b) Quadratura: a regra de quadratura numérica para o

termo convectivo e modificada de maneira a proporcionar o efei-
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to de upwind.

c) Petrov-Galerkin: a fungao de peso para um no tipi-
co e modificada de modo a ponderar mais o elemento a montante
do no do que o situado a jusante. Este procedimento e muito
mais geral do que os esquemas em diferencas finitas com que tém

sido feitas comparagoes (ver ref. [17], [6]).

Aqui, examinar-se-a o primeiro processo, o da intro-
dugao de uma difusao adicional que decresce com o tamanho do
elemento. Esta técnica fornece solucoes exatas para modelos
unidimensionais, mas, quando da generalizacao para problemas
multidimensionais, as solucoes tendem a exibir difusao excessi-
va na direcao perpendicular ao fluxo. Para contornar isto, o
que se faz e adicionar a difusao (ou viscosidade) apenas na
diregcao do fluxo, ao longo das linhas de corrente. Para tanto,

introduz-se um carater tensorial para o termo de difusibilida-

de.
Para elementos bi-dimensionais empregam-se generalil-
zagoes "ad hoc" das expressoes (1-3):
K= (. .u.h_+G .v.h)/2 (4.4.5)
x x y y
onde
Gx = (coth ax) —1/ax : Gy= (coth ay)-—l/ay (4.4.6)
a = u hx/(ZK) : uy==v hy/(ZK) (ol oT)
b= 24 g B a2y (4.4.8)
X q & y 3}'

em que u e v sao as medias das componentes horizontais e ver-
ticais de velocidade nos nos do elemento e L e Qy sao compri
mentos caracteristicos do elemento triangular (fig. (4.4.2)).
No caso, K corresponde a viscosidade cinematica v.

u = (u, + u, + u3) /3 (4.4.9)

1

v = (v, + vy * v3) 13 (4.4.10)

1
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Fig.(4.4.2)

A fim de melhorar a eficiéncia computacional, pode-se

empregar a seguinte aproximagao para o parametro de upwind (6):

-1 - 1/a o < 1
G = 0 -1 <0 <1 (&ehs11)
1 - 1/a o > 1

Para o caso transiente recomenda-se (ver [6]) em

lugar de (5) a expressao

K=(G .u . h =+ Gy v B hy)/fl_S (4 &412)

X X

0 parametro difusivo e posto na forma de um tensor
se segunda ordem, desta maneira introduzindo uma anisotropia no
fluido (a viscosidade artificial @ adicionada apenas na direcao

do fluxo):

Kl K2 1
(4.4.13)

com as componentes
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== 2

Kl = (v + K cos_ 0) / (LV)
K, = K3 = K cos O sen 0/ (LV) (4.4.13a)
K, = (v # X sens B4 G0

onde 6 & o angulo em rclagao ao eixo x do vetor velocidade,
tomado para o elemento e L e V sao os valores caracterlstlcos
de comprimento e velocidade para adimensionalizar o problema.

As equacoes de Navier-Stokes sao entao tomadas na

forma:

B . B, o B L LBy T
ot 9x dy ax A
(4.4.14)
o u iy + v o5 2R + WT K Vv
ot dx oy Jy - -
onde K & definido para cada elemento e
- i, 23 (4.4.15)

X v

A fim de possibilitar o tratamento da restrigao de
incompressibilidade sem resolver uma equagao auxiliar para pres
sao, usar-se-a a formulacao da funcao de penalidade dada pela
expressao (4.2.2). Além disso, ha um processo alternativo cha-
mado formulacao levemente compressivel, na qual a pressao & as-
sumida como sendo funcgao da densidade:

- — B - 2 i

P - P (p Prog) (4.4.16)
onde B e o modulo de dilatacao volumetrica ("Bulk modulus")
€ P.of © Dref sao valores constantes de referencia de pressao
e densidade, respectivamente. A equagao completa da continui-
dade, dada por (1.1.8) e

Prp = = P u; . (4.4.17)

Tomando a derivada temporal de (16) e levando—-a em (17) ob-
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tem-se a equagao modificada

e g B o Ry (4.4.18)

Uma combinacao das formulagoes de penalidade e leve-
- . - . ¥
mente compressivel resulta consideravelmente mais eficlente
computacionalmente do que resolver as equacgoes da quantidade de
movimento usando uma das formulagoes isoladamente. Assim, usar

-se-a a expressao

u, ., = - i p = & P, (4.4.19)

i,id 0B
deixando-se explicita a variavel pressao.
Expandindo (14) e (19), o conjunto de equagaes a ser

resolvido e:

2 2
du . B_UH,EJ,B_B_Kl 9 Y-k, 07w _
ot ox Jdy 0x Ix dxdy
3% 2u
- Ky =Ky —s = D (4.4.20a)
3y 9% By~
v oV dv . op 3" v 3y
-—-—+u—+v-——-—~+-#—--—K1 2—K2 -
ot ax dy Oy 9% oxdy
2 2
- K, i = Ry 2 5 =0 (4.4.20b)
dyodx dy
LB Loy BB BE B (4.4.20c)
pB 9t A 9x dy

Aplicando-se o metodo dos residuos ponderados de Ga-
lerkin com o fim de transformar as equagoes (20) numa forma
integral, integrando-se por partes os termos de segunda ordem
e expandindo-se as incognitas wu, v e p atraves da funcao de
interpolagao na forma usual, obtém-se para cada elemento, em

forma condensada, a seguinte equagao matricial:

Q) Q° =0 (4.64.21)
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. n n n - S I, y
Aqui, Qe’T ={u, v, pl} e o vetor das incognitas nodais,

L’ - - - e
M e a chamada matriz de massa do elemento e a matriz A
resulta dependente das incognitas Q. Pode-se desmembrar a

i e :
matriz A numa soma de duas matrizes, uma constante e a outra

dependendo das variaveis:
AS = A% o+ Al (4.4.22)

As matrizes acima sao definidas, na forma particionada, por:

M* 0 0 Ay 0 A,
e _ 5 e _
M> =10 M 0 | & Al 0 Ay Ag s
0 0 -E—PWJ éz é3 lM*
L~ - pB T L A
Ay 0 0
A = |o A 0 (4o .23)
"v = ~4 o] - -
g 0 0

E as sub-matrizes:

Mk = [[ ¢ ¢ da (4.4.24a)
, e
~ T T 2 T
By = HA [Kl oy Loyt KRy €o G+ Ky Oy by + Ky G g,y] dA

(4.4.24b)

A, = IIA ¢ Q,i dA (4.4.24c)
N T
A, ij b ¢, da (4.4.24d)
T n n T

A, =] o0 (g, 4 v 9,)) daA (4.4.24e)

Sendo ¢ a fungao de interpolagao, o superindice T a operagao
de transposigao e n o numero de nos do elemento.

Tomando-se as contribuigoes do todos os elementos,



partindo da expressao (21), pode-se montar a equacgao matricial

global de todo o sistema, obtendo-sc¢c uma expressao do tipo:

+ A Q+ A (Q) Q=0 (4.4.25)

~C

=
(¥

O ponto acima das incognitas indica derivagao em relagao ao
tempo.

A equ3950 (25) necessita agora ser integrada ao lon-
go do tempo. Para tanto, existem diversos meétodos mais usados
como o esquema trapezoidal, metodo de Runge-Kutta, metodo do
previsor-corretor, etc. Destes, o esquema trapezoidal se des-
taca por apresentar grande eficiencia e estabilidade, alem da
simplicidade de sua aplicacgao.

Para o exemplo de problema linear, comum na Dinamica

das estruturas

1o .

M + Kd = F (4.4.26)

o metodo trapezoidal generalizado, para o algoritmo de passo

simples, e o seguinte:

¥ Yiag ™ : §i+1 - | (4+4427)
qi+1 = %i + At Vs o (4.4.28)
Bens = (1L -a) vy + 0o Vil (4.4.29)

onde d. e ¥, =d. sao aproximagoes de d(ti) e v(t.,) res-
= ~ > PR |

pectivamente; F

waq E(ti+1); At @ o passo de tempo; e o e

um parametro tomado no intervalo [U, l]. Alguns dos mais co-
nhecidos membros da familia dos métodos trapezoidais generali

zados sao identificados a seguir.

71
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o Metodo

0 Diferengas progressivas; Euler

progressivo

1/2 Regra trapezoidal; Regra do pon

to medio; Cranck-Nicolson
2/3 Galerkin

1 Diferengas regressivas; Euler

regressivo

No caso de a=0, o metodo e dito ser explicito. Os
métodos explicitos tém valor se M for assumida "lumped" (is-
to e, diagonal). Neste caso, a solucao pode ser levada adiante
sem a necessidade de resolver sistema de equagoes. Se o #0,

o metodo e implicito e, nestes casos, um sistema de equacgoes,
com matriz dos coeficientes (y + 0o At E): necessita ser resol
vido a cada passo, ja que K normalmente nao sera diagonal.

Para resolver (25) empregar-se-a um metodo baseado
na regra trapezoidal, mas com o passo de tempo dividido em dois
sub-passos ou passos fracionarios. Este metodo ¢ apresentado
no apendice B deste trabalho.

0 algoritmo, em que o conjunto de equagaes esta balan

ceado em t+At (entre t e t+2At), e o seguinte:

At At
[ At ;| ~ At
B 28] e = 12 1))
(4.4.30Db)

Estes dois sistemas de equagoes sao resolvidos em seqléncia em
cada passo, fazendo com que a snlugao va avangando ao longo
do tempo.

A matriz dos coeficientes e constante. Entretanto,
as componentes do tensor de difusibilidade que aparecem na for-

magao de Ac dependem do vetor velocidade, sendo, portanto,
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conveniente a sua atualizagao periodica, depois de alguns pas-
SOS.

0 algoritmo (30) & bastante estavel e permite a uti-
lizagao de passos de tempo relativamente grandes.

As condicoes de contorno a serem impostas no problema
sao do tipo u=u e v=v e sao introduzidas nos sistemas
(30) sem nenhuma dificuldade. Para a variavel pressao nao e
imposta nenhuma condigao de contorno, uma vez que isto seria
redundante e inconsistente com a equacao da continuidade
(a qual deve ser descartada no no onde se prescrever o valor
da pressao). Esta equagao determina implicitamente o valor da
pressao a partir do campo de velocidades, no caso de fluxo in-

-
compressivel.

4.5 - Aplicacao da Formulacgao Transiente

Examinar-se-a o caso do canal com obstrugao cilindri-
ca. A malha, formada por elementos triangulares, e mostrada
na figura (3.3.3). Como condigao inicial para o problema, @
tomado um campo nulo para velocidades e pressao no interior do
dominio, o que equivale a dizer que o fluxo e acelerado instan-
taneamente a partir do repouso. Como condicoes de contorno,
sao impostos um perfil uniforme de velocidades na entrada do
canal, velocidade nula na face do obstaculo solido e compomente
vertical nula para a velocidade ao longo das paredes do canal.

Pela variacao sistematica dos varios parametros como
o incremento de tempo, o parametro de penalidade e o numero de
Reynolds, feéz-se uma tentativa para achar a aproximacao otima
para o problema de fluxo em torno de um cilindro circular. O
principal intuito @ prover a informacao necessaria para indi-
car a linha de aproximagao mais frutifera para problemas mais
complicados e areas para futura pesquisa.

Observou-se que, aumentando-se Re’ 0 incremento
At precisava ser diminuido, bem como o parametro A, que nao
podia ser muito grande, sob pena de os campos de velocidades e
pressao divergirem rapidamente.

Na figura (4.5.2) sao apresentados alguns resultados

para um numero de Reynolds igual a 100. O parametro de penali-
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dade utilizado foi 10 . Os praficos mostram a varlacgao ao

longo do tempo dos valores de velocidades obtidos para os nos
A e B e pressao no no C. As posigoes destes nos sao indica-

das na figura (4.5.1).

Fig.(4.5.1)

Um erro fundamental na formulacao parece causar se-
veras oscilagaes no campo de pressao. Este erro e possivelmeg
te devido a incompatibilidade das fungoes de interpolagao
usadas, as quais sao lineares e continuas tanto para pressao
como para velocidades. Sendo a pressao definida nos pontos
nodais do elemento triangular, o divergente do campo de velo-
cidades @ nulo nestes pontos (conservagao da massa), mas nao
no interior do elemento.

As quantidades nodais e de elemento nao podem ser
igualadas num ponto do espago sem algum tipo de processo de to
mada da media. Assim como a pressao e uma quantidade nodal,
seu gradiente & uma quantidade de elemento. O MEF desta for-

ma toma a media do gradiente de pressao em cada elemento em

74

torno do no em questao a fim de obter a equagao governante nes

te no. O gradiente de pressao pode entao ser considerado como
continuo. As restrigoes na pressao sao portanto efetuadas
atraves do gradiente meédio nos nos nas equagoes da quantidade
de movimento e atraves da equagao da continuidade, esta satis-
fazendo a divergencia média igual a zero em cada no. Por me-
lhor que seja o processo de tomada da media, ele causara uma

redugao da precisao. Sugere-se que este e o efeito numérico
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do uso da mesma funcao de¢ interpolagao para velocidade e pres-
sao e que as oscilacoes dos valores da pressao sao causados
por este processo.

Talvez a solugao para isso fosse definir-se a pres-
sao no centroide do triangulo, de modo que a divergéncia dentro
de cada elemento seja zero (logo, em todo o dominio) .

Além disso, para o uso do método da fungao de penali-
dade, recomenda-se o uso de uma ordem mais baixa para a regra
de integracao do termo em . (ver HUGHES et al.[20]). Entre-
tanto, para empregar esta integragao reduzida seletiva far-se-
—~ia necessario o uso dec elementos com funcao de interpolagao
de ordem mais alta que o triangulo linear (o mais usado e o
quadrilatero isoparamétrico bilinear de 4 nos). Isto nao cons

ta dos objetivos deste trabalho, em virtude do tempo exiguo.

4,6 - Aspectos Computacionais

Todos os programas deste trabalho foram codificados
na linguagem FORTRAN e executados inicialmente num computador
BURROUGHS B-6700 e mais tarde num DIGITAL DEC-10. Houve difi-
culdades inicialmente para adequar o tamanho da malha do exem-
plo da obstrugao cilindrica a disponibilidade de memoria. O
Fortran do B-6700 1limita o tamanho maximo dos arranjos em
65535 posigoes, limite este que foi utilizado para dimensionar
a malha (426 nos, 770 elementos) para os casos de duas incog-
nitas por no. Ja no DEC-10 foi possivel programar a formula-
cao com tres variaveis nodais da segao 4.4, apesar de a dispo-
nibilidade global de armazenamento ser menor.

Para a resolugao dos sistemas de equagoes lineares
com matriz dos coeficientes do tipo banda nao simetrica foi
utilizado o metodo de decomposicao de Banachiewicz, no qual
empregou—-se um vetor perfil para controlar a esparsidade exter-
na da matriz (os elementos nulos fora da banda nao sao armaze-
nados nem processados).

0 tempo de CPU resultou relativamente elevado, prin-
cipalmente no caso transiente. Neste, perdeu-se em parte a
vantagem de que a matriz dos coeficientes resultaria constante,

necessitando ser decomposta apenas uma vez, isso devido a in-



clusao do efeito de upwind, em que a matriz precisa ser atua-
lizada ocasionalmente.

Para facilitar a interpretagao dos resultados, desen
volveu-se uma rotina para plotar as linhas de corrente por in-
terméedio da impressora. A figura (3.3.4), por exemplo, foi ob

tida a partir desta tecnica.
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CONCLUSOES

A solugao das equagoes de Navier-Stokes por elemen-
tos finitos @ ainda uma técnica relativamente nova e muitos
pontos de conjetura aparecem quando a viabilidade do método e
questionada.

A questao mais importante de todas, a de quanto es-
forgo computacional & necessario para uma dada precisao, nao
tem sido respondida satisfatoriamente em termos de numeros de

nos, discretizagao em elementos e esquemas de integracao no

tempo.

0 presente trabalho nao tem a pretensao de dirimir
todas as duvidas sobre o assunto. E apenas um estudo prelimi-
nar que visa servir de base para futuros desenvolvimentos. A

resolucao numerica do problema e bastante dificil e muitos de
seus aspectos carecem de melhor esclarecimento.

Os resultados das aplicagoes numericas aqui apresen-
tados, em geral nao foram de muito boa qualidade e uma maior
énfase foi dada ao aspecto teorico. No problema do obstaculo
solido, para melhorar a precisao, talvez fosse necessario o
emprego de uma malha mais densa, concentrando mais elementos
nas proximidades do cilindro, onde os gradientes sao mais acen
tuados. Mas isto implicaria num custo proibitivo e a capaci-
dade de armazenamento do computador seria suplantada.

Uma alternativa seria utilizar um método explicito
para a integracgao no tempo, no qual as matrizes sao diagonali-
zadas e diretamente inversiveis, desta forma economizando tem-
po de processamento e armazenamento. Isto permitiria tomar ma
lhas bem mais densas. Entretanto, conceber essas malhas seria
uma tarefa colossal e exigiria o desenvolvimento de um gerador
automatico para seus dados em virtude da complexidade da geome
tria e concentragao variavel dos elementos. Isto, porem, esta
fora do escopo deste trabalho.

Alem disso, os metodos explicitos tem pouca estabi-
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lidade e, portanto, apresentam a desvantagem de exigir passos
de tempo muito pequenos, aumentando tambeém o custo.

Outra opgao seria testar clementos de mais alta or-
dem, de maior precisao. Esta parece ser a melhor salida e exis-
te na literatura uma ampla gama de sugestoes quanto a tipos de
elementos.

Ainda ha muita coisa a se fazer no estudo das equa-
goes de Navier-Stokes, mas o que retarda a investigacao no mo-
mento @ o custo excessivamente alto das computagoes. Como su-
gestoes para futuros desenvolvimentos pode-se citar o caso de
fluxo transonico, ou ainda a simulacao dependente do tempo de
um campo de vento tri-dimensional com distribuigao de tempera-
tura e concentragao de poluentes na camada limite atmosferica.

E mais, no ponto de vista do MEF, os segulintes pro-
blemas ainda nao estao sob controle: fluxo viscoso compressi-
vel, problemas dependentes do tempo com ondas de choque, fluxo
com varias fases. E o tratamento da turbuléncia espera por uma
melhor modelagem do prohlema.

E, por conseguinte, um campo passivel ainda de muita

pesquisa.



APENDICE A

Elementos Triangulares de Treés Nos

Se o dominio de um problema bi-dimensional for dis-
cretizado em elementos finitos do tipo triangular (figura (A.1)),
pode-se propor uma fungao

¢ = o, + 0o, X + 0, ¥y (A.1)
que varia linearmente no sub-dominio triangular e produz tres
incognitas por elemento, que podem ser relacionadas com os va-

lores nos nos 1, 2 e 3.

y
o~
3

Y3
2

Y

Y|

3

Xp

Fig. (A.1)

Em se tratando de elementos triangulares, nao e con-
veniente trabalhar com coordenadas cartesianas. Faz-se uso,
entao, das coordenadas triangulares ou coordenadas de area, as
quais permitem representacao mais simples das funcoes de inter
polagcao e integracoes mais faceis.

Na figura (A.2), um ponto P de coordenadas (x,y) de-

fine juntamente com os cantos trés sub-tridngulos de areas A

1?
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A, e A

‘\k,‘

Fig.(A.2)

-

A area total do triangulo &
A = A + A, + A (A.2)

Note-se que as areas Ai definem univocamente a posicao de um
ponto no interior do triangulo. Normalizando-se estes valores,
tem-se que as coordenadas triangulares sao dadas por
A A A
1 2 3
H Ly ™ =% 3 Ly % == (A.3)

2

L, = —
A A A

|

A relagao entre as coordenadas cartesianas e trian-

gulares pode ser deduzida e © a seguinte:

Lo *Cre # X Coe % § Cas (A.4)

onde
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Os indices i, j, k sao permutados ciclicamente entre os va-
lores 1; 24 3
Usando a regra da cadeia, obtem-se para as derivadas

de uma funcao definida em termos de coordenadas triangulares:

3f (L., L., L.) 3 .
3 3 j
1 2° 3" _ ¢ of Gy (A.6a)
3x i=1 3L, .
af (L, ¢ Tiss L) 3 i
Ve 3 .y A% Cyn (A.6D)
dy i=1 3L

A integracao de fungoes polinomiais em termos de Li e sim-

ples e pode ser efetuada usando-se a expressao

2 - L | = | 1
[f L] 1 Lg if = —tnode B . B8 (A.7)
(1+j+k+2)!

Para integragao em uma dimensao, por exemplo ao longo do lado

1-2 do triangulo, emprega-se a formula:

- |

. . -~
fr]1) ds = —3* g, (A.8)
(L& j+T1)!
onde 212 e o comprimento do lado 1-2, no qual L3 =0.

Comparando-se as expressoes (A.4) e (A.1) ve-se
que as coordenadas triangulares Lk coincidem com as fungoes

de interpolagao ou de forma para o caso linear.
¢k = L (A.9)

Portanto, a expansao linear aproximada de uma funcao u pode ser

escrita em termos das coordenadas de area:

u=L_ u_, + L2 u, +L, u, = Ly o (A.10)

onde u, sao os valores nodais de u. Tém-se, por conseguinte:



Jdu

— =u, C +
S 1 21
du _

My Gy ¥
oy

(A.11)
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APENDICE B

Esquema Trapezoidal de Passos Fracionarios para Integracao

no Tempo
Considere-se¢ a equagao matricial transiente seguinte:

Mg+ A Qo+ A

Q Q+P = 0 {8 vl

v

em que Q e o vetor das incognitas, M a matriz de massa, Ac

a matriz que contem termos lineares, AV a matriz dos termos
nao lineares e P o vetor independente.
0O esquema da regra trapezoidal admite as seguintes
condigoes aproximadas:
- + P +
Qesne ~ Qeae* U t+At t

(.2=—"‘——; e E e (B.2)
At 2 2

Substituindo-se (B.2) em (B.l) obtem-se para t+At:

-
, At At B _ At _ At »
Mo+ A+ A, (9t+ﬁt)} Qesae = [g — A, =4, Q) Q
2 2 2 2
At
i ? (Bosne * By ——
Da mesma forma, para t+2At:
At At _ At _At
[i\,i""; .‘}c*'? Ay (Qt+2£_\t)] Qevone ~ h[_'?éc i & (Qt+At)] Qs ~
At
- 7(Et+2£st+gt+at) (B.4)

Uma fungao f(x) pode ser expandida em série de Tay-

lor, na forma

)= FEY » & . £940) = 6lx2) (B.5)
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f(x) = £(0) + x . £'(0)

f(x+At) = £(0) + (x+At) . £'(0) (B.6)

E(x+2At) = £(0) + (x+2At) . f'(0)

E, portanto,

il

f(x) + f(x+2A¢t) 2 F£(0) + (2x+2At) . £'(0)

2 f(x+At) (B.7)

1

Isto pode ser generalizado para a equacao matricial

év(Qt) gt'+év(qt+2&t) 9t+2At= 2 év(Qt+At) 9t+ﬂt (B.8)

Levando esta equagao ao conjunto das equagaes (B.3) e (B.4),

de modo que a soma destas resulte inalterada, obtem-se

[ At _ At _ At
T ONEH TR W R VEE RIS

=

Quipne? | Qesne =

,..._
=

[ At . At
_yi'j; éc] Qew2ar = 5 Ao =2 Bt A

At
_'E; (Et+2ﬂt4-2t+ﬁt) (B.9b)

As equagaes (B.9) sao balanceadas em t+At (entre
t e t+2At) e constituem o algoritmo para a solugao de (B.1l).
Cada equagao e avaliada num sub-passo com intervalo At, sen-
do o passo total de 2At. As equagoes individuais nao sao
balanceadas, entretanto, a soma das equacoes, a qual representa
o passo completo, e balanceada no ponto medio do passo e cor-
responde a aproximacao correta da expressao diferencial do pro-
blema.

Entre as vantagens deste esquema, pode-se enumerar:

a) A matriz dos coeficientes do sistema de equacgoes
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necessita ser triangularizada apenas uma vez, pois e constante
e ideéntica nos dois sub-passos.

b) 0 esquema ¢ bastante estavel, sendo que o tamanho
do intervalo de tempo so esta limitado pela precisao, a qual,
por sua vez, e comparavel a outros esquemas mais dispendiosos
(ver AWRUCH e PARTRLDGE [1]).

c) Nao sao necessarias iteracoes a cada passo.

d) 0 custo computacional e bastante menor do que o de

outros esquemas implicitos.

Ver tambem [4] e [9].
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