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INTRODUÇÃO 

O método dos e l eme nto s f in itos foi inventado para ser 

usado inicialmente e m prob le ma s d a mec~nica dos s6lidos , campo 

on de ele tem uma interpretação f Ísica . Ape nas recentemente , o 

método tem sido apli c ado a f luidos. Seu s ucesso na mecinica dos 

fluidos é essencialmente d ev ido ao fato de que os contornos do 

problema são usualme nt e comp li cados e tumbém porque ap resenta 

regras sistemiticas para o dese nv o lvimento de es quemas numéri

cos es táveis ap rox imando problemas matematicamente bem posicio-

nados, com vários tipos de condiçÕes de contorno . De outra 

fo rma, nao haveria r azão vãlida para descartar os métodos mais 

cláss icos de diferenças f initas, poi s o MEF n e cessita de 

mais memória da máquina, além de a p re se n tar maior complexidade 

de programação. A vantagem, entretanto, é q ue o programa é 

universal. 

Escrev e r um bom programa para as equaçÕes de Navie r 

-Stokes nao e uma tarefa simples , poi s exis t e m muitas dificul

dades específicas como os fortes gradientes de velocidade que 

podem ocorrer e q u e uma malha finita é incapaz de representar 

apropr iadamente . Por causa dis so , muitas técnicas tim sido de

se nvolvidas, como por exe mplo os esq uemas de elementos finitos 

com "upwind". 

O presente trabalho t em por objetivo analisa r as equ~ 

çÕes de Navier-Stoke s par a escoamento viscoso bi-dimensional 

i ncompressível usando o MEF e t em um ca rát er eminen t eme nt e 

investigativo, visand o apresentar as ca ra c t er í st icas básicas do 

problema . 

No capÍtu lo 1 sao relembradas as eq uaçoes diferen-

ciais parciais governantes do problema usando difere ntes va-

riáveis independentes e as re sp ec tiv as condiçÕes de co ntorno. 

No capÍtulo 2 é feita uma de sc ri çã o expe dita dos mé

todos utilizados por alguns pesquisadores nos Últimos anos e 

serve para dar uma idéia ilustrativa do a tual estágio de desen

volvimento das técnica s de res olução. 
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A formul açã o e m fu n ção d e c orrente e vo r t ic idade é 

de l i n e ada n o c ap Ítul o 3 e m termos d e di s cr e tização e m eleme n -

to s f in i t os . As e q u aç~cs es t acio n iri as s ão r es olvidas si multa-

n eame n t e pe l o m~todo d e Ne wton-Raphson e uma t écnica diret a 

pa r a a i mpos i ç ão d a s co n d i ç~es de co ntorno e m vorti ci dad e é e m

prega d a . sã o apres e n tad os e x e mpl o s de fl u xo e ntre pa r e des p a 

ral e l a s e e m t orn o de um obs ti c u l o s~ lid o c ilÍn dri c o . 

No capÍtul o 4 as e q u a ç~e s d e Navi e r - Stoke s -sao r e -

so lvidas t e ndo co mo var iiv eis a s com pone nte s de v e l o c i dad e e a 

p r ess ao . São anali s a do s t a nto o cas o es taci onirio como o depe~ 

de nte do t e mpo. O mét o do da fu nçã o de p e nalida d e e u s a do p ara 

a r es tri ção de inco mpr c s s ibilidade . Para o cas o t ra n s i e nt e , u m 

métod o implÍcit o e compl e tame nte acop l ado -e e mp r egad o p a r a 1n-

t e g ra r as e q uaç oes 

difu s ão ("upwind ") 

n o 
-e 

r eais do esc oame nt o . 

te mpo e um a t éc n i c a de balan ceamento 

introd uzida par a elimina r o sc ila ç ~e s 

da 

nao 

Para ma i o r es de ta lhes do s ass unto s a qui tratado s de 

ve - se rec orre r à bi b li og raf ia citada ao lon g o d o t e x to e q u e 

seg ue ao final dest e trabalh o. 
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1. TEORIA GERAL 

1 . 1- EquaçÕe~ Gov e rn a n tes 

Embora a f orma ge ral das e qu ações d e Navi e r-Stokes 

s e ja bem con h e cida, ~ import ant e r e d c riv a r as e quações a partir 

do princípio da conse rvaç ã o d a ma ss a e da s leis do movimento de 

Newton . Isto permitirá obter urna me lhor compreensao dos termos 

nas equaçÕes com relação ã s condiçÕes de contorno . As equaçoes 

seguintes sao formuladas num sist e ma Euleriano de coordenadas 

retangulares. A descrição espacial ou descrição Eule riana e 

a mais usada em me cânica dos fluidos , pois fixa atenção numa d~ 

da região do espaço ao inv~s de numa dada partícula . 

ca rt esianos ortogonai s s e rao denot a do s por 

do for usada a nota ç ão indicial, p o r 

cientemente. 

x, y e z 

e 

Os eixos 

ou, quan-

cor respon-

As componentes de velocidad e e a de n s idade do fluido 

num ponto estao relacionadas atrav~s do r e querimento de que o 

fluido de v e se r contínuo , tanto no es paço (isto e , sem vazios 

no interior d o fluido) como no 

do não~ c riad a nem destruÍda) . 

fluidos viscosos e nao-vis c o s os . 

t e mpo (i s to ~ , a massa do flui

Es t a r e laç ã o ~ válida para 

Seja P a densidade d o f lu i do, a q ual depende da po-

sição e do tempo 

p = p (x, y , z, t) (1. 1.1) 

Considere-se um paral e l e pÍp e d o e l e mentar de dimensÕes 

ô x, ô y, ôz atrav~s do qual o fluido passa (Fi g .(l.l.l)) . Se 

o centro do elemento estiver e m ( x , y , z ) e a s componentes da 

v e locidade no te mpo t neste ponto f or e m r e sp e ctivamente u, 

v e w, e nta o o fluxo da ma s s a qu e pa ss a pe lo ce ntr o atrav~ s 

do elemento na dir eção X e p U Ôy Ôz. 0 fluxo que entra 

atrav~s da face mais próxima da ori ge m a uma di s tância d e ôx/2 

3 



-e e o fluxo que sa1 da face mais dis 

tante da orige m a uma dist~ncia tamb~m de 6 x/2 do ce ntro e 

( p u + é) (pu) ! ox) oy oz . ax 2 
O ganh o em massa por unidade d e tempo 

no interior do eleme nto a partir de st as d uas faces e 

é) ( p u) 6 o 6 - dX X y z e , s imilarmente , para os outros doi s pares 

d e faces t e m- s e - é) (f; ) Ôx Ôy Ôz e 
é) ( p w) .r .r .r 

- () z ux uy u z. 

O ganho total em massa por unidade d e t empo a p ar tir de todas 

as faces é 

[
é)(pu) + é) ( p v) + é) ( p w)] 6 x Óy Ôz 

dX dY dZ 

que deve ser igual à t axa d e aumento de massa no tempo 
a dt ( p 6 x 6y ô z), portanto:. 

~ + é)(pu) + é) ( pv) + ó (pw) = 0 (1.1.2a) 
Ôt dX é)y é) z 

Esta equaç~o, uma conseqU~ncia da conservaç~o da mas s a, ~ conh~ 

cicia como a Equaç~o da Continuidade (ve r VALLENTINE [41 )). 
Usando-se a notaç~o indicial e efet uando- se a > deri-

vadas dos produt os em (1. 1 . 2a) o b t~m-se: 

~ 
é) ( p u.) 

1 o + = (1.1.2b) 
dt Óx . 

l. 

é)(pu .) 
~ 

é) u. 
l. l. = u. + p 

dX. ax . 1 ax . 
l. 1 l. 

(1 . 1.3) 

~ Útil agora introduzir o conceito de de ri vada tempo 

ral material em coorde n a da s espac i a is. 

Ao utilizarmos a descriç~o Euleriana pode-se ass umir 

que sempre exist e uma f un ç~o x ( X, t) s ufic ientemente diferen

ciivel definindo o movimento , me smo q ue este n~o sej a conheci 

do. Ent~o, substitu indo-a na descri ç~ o es pacial da veloc idade 

obt~m-s e 

u = g (x, t) = g (x (X, t), t] 

4 



Flg. (1.1.1) 

ou em coordenadas car t esia n as 

e , pela r eg r a da cad e ia, 

mas , sabe - se que 

au m = (-) 
X a t 

(l u 
m 

+ - - (soma em K) (1.1.4) 

(1.1.5) 

a que é a deri-
m 

Assim, a componente da acel eração 

vada material d a co mpon en t e de velocidade pod e se r escrita : 

a 
m 

du 
m 

dt 
(soma em K) (1.1.6) 

Usando- se a mesma notaçao para a de rivada mat e rial 

da densi dade , te m- se 
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dp 

dt 

é)p 
- + u. 
d l 1 

ap 
ux. 

~ 

Sub s tituind o - se as eq . (3) e (7) em (2b) 

segui nt e for ma para a c qua ç~o da continuidade : 

d p + p 
0 u. 

~ o ou, 
dt a x. 

~ 

~ r~+ é) v dH] o + p +- ou, 
dt dX é) y () z 

~ + p di v u o -dt 

(1.1.7) 

ob tém-s e a 

(1.1.8a ) 

(1 . 1.8b) 

(1.1. 8c) 

Para fluidos i ncompress í veis , com p constante , esta 
-equaçao se reduz a 

au av 
+- + = o ou div u o ou V. u =O (1.1.9) 

Ca so a compon en t e de v e locidad e na direção z seja 
-c onstante, a e qu açao toma a forma b i-dimens i onal 

au 
+ 

a v = o (1 . 1.10) 
ox é)y 

As lei s do movimen to de Newton relacionam as forças 

a tuando num element o de fluido com sua ac e leração. Uma partí-

cu la 

ponto 

t e da 

de fluido n o ponto x. no 
~ 

vizinho X. + 6x . no tempo 
~ ~ 

velocidade da par tí c u la n a 

6u . 
~ 

au. 
~ 

é)t 
6 t + 

au. 
~ 

é)x . 
J 

6x . 
J 

tempo t 

t + 6 t. 

dir eção 

es tará situada num 

A mudança da compon e~ 

x. e 
~ 

(1.1.11) 

A componente de acele r ação correspondent e da partí-

cula situada no pont o 

lim 
6 t+O 

6 u. 
~ 

6 t 
= 

é) u. 
~ 

d t 

X. 
~ 

no tempo t e 

+ u . 
J 

au. 
~ 

ox . 
J 

= 
du. 

~ 

dt 
(1 . 1.12) 
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que i a d e rivad a mater ial da velocidade . Aq u i , o t er mo ( ou. / ót) 
1. 

r e pr e s e nt a a acel e ra ção " l oc al", j á que aparece a p a r ti r de mu

danças na v e loci dad e com o tempo no ponto xi ' e o s d emai s 

t e rmos s ã o co n hecidos como aceleração " convectiva", po i s apar e -

c e m d e mudan ças na ve l oc idade com a mudança de pos i ção. Em fl u 

xo estacionário ( " steady - state flo \v"), isto é , fl u xo em qu e 

as v e locidades e aceleraç~cs n ão variam com o tempo , a ace l e r a 

ça o lo c al é nul a, mas as partículas do flu i do poss ue m ace ler a 

ç ao c onv e ctiva se o fl u xo for não-uniforme , como por e xe mplo 

num canal de p a r edes co nver ge nte s . Em f l u xo un i f orme , i s to e , 

o f luxo e m que as v eloc idades e ace l eraç~es não vari am c om a 

p o s iç ã o, a a ce l e r ação convectiva é nula , mas as pa r tícu las do 

f luido po s sue m aceleração local se o fl u xo fo r n ã o-estacioná

rio, como n um f luxo c om desc a rga c r escente. 

Antes de d ed uzir -se as eq u aç~es do movime nto , e con 

veniente recordar o con ce it o de te n so r de t e n são de Cauchy. 

Deseja - se consid e r a r as t ens~es de cisa l hamen t o e a s normais 

(inclu i ndo a pr e s são) no ba l anço de quantidade de mov i mento. 

Co n si de r e - s e um c ubo de fluido como o mostrado na f i g . (1 . 1.2) 

As t en s ~e s sã o indicadas por 

fac e de at u a çã o e a direção 

a .. onde os Í ndices i n d ica m a 
l.J 

da tensão r es pectivame n te . As t e n 

soes podem variar atravis do fluido e seu gradiente po d e é xi s 

ti r . O t e n so r d as t e n sÕes po de ser escrito na fo rma ma tricial 

a ll a l 2 al 3 

a . . = a 21 a 22 a23 
l.J 

a 31 a32 a33 

As tr es componentes d a 

no r mais " no senti d o de qu e cada . 
di agon al de 

uma delas dá 

(1. 1. 13) 

o . . s ã o 11 tensões 
l. J 

a c omp onent e nor-

mal da força de superfÍcie q ue age através de uma s u pe rfície 

plana paral e la a um dos planos coordenados. As se i s c omponen 

te s fora da diag onal são as " t e nsÕes tangencia i s " , também 

c hamadas t en sÕes de co r te já que aparecem de um movime nto 

l hante e m qu e camadas paral e las de fl u ido es corregam umas 

re lação às outr as . Destas seis componentes apenas t r ês 

in d e pend e ntes, p oi s o tensor é simétrico ( a . . =a . . ) . 
l.J Jl. 

Cl.Sa 

em 
-sao 
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Fig. (l.l.2) 

O princí p i o da quan t id ade de mov i ment o pa r a uma cole 

ç io d e pa r tí c ul as dec lara q u e a var i açio d a q u a nti da de de mo 

vime nto total com o temp o d e um dado conjun t o de par tÍ c ulas é 

i gual ã soma v e t or ia l de t od as as f o rç a s e xt e rna s q ue a tu a m n as 

partículas , des de que a t erce ira l ei de Ne wto n de a ç ~o e r ea -

ç ao govern e as for ç a s i n t e rn as . Para ex t e nd e rmos es t e p rin c{-

p~ o ao me io contín uo , c onsidere - se uma d a da ma ssa do mei o , i ns 

t a nt e n e arnent e o c up a ndo um vo lu me V e t e nd o po r f ront e i r a uma 

s uper f íci e S , so b a aç~o d e f or ç a s d e s u pe rfÍci e T p o r uni d ade 

de áre a e f orças d e co rp o 

(1. 1. 3)). 

B p o r unidad e de massa 

Fig. ( 1.1.3 ) 

(Fi g . 
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A variação da quantidade de movimento total da massa 

dada é d~ f p ~ dV, o nd e d / dt denota a derivada material ou 

substancial. O balan ço da q u a ntidade de mov ime nto é então ex-

presso por 

f T dS f B dV d f dV + p p u - (1.1.14) 
s v dt v 

o u, em coordenadas retangulares 

f T. dS f 13. dV d f p dV + p = u. 
s ~ v ~ d t v ~ 

(1.1.15) 

q u e e um postulado b as i co -da mecanica do co ntínuo . 

Sendo n o vetor norm al externo ã s uperfície S tem 

- se que 

T. 
~ 

a .. n. 
J ~ J 

(1 . 1.16) 

Aplicando =se o t e orema da diver gê ncia no t e rmo da 

es querda da eq . (15), r es ult a 

éla .. 
f a .. n . dS f ~ dV 

s J ~ J v dX. 
(1 . 1.17) 

J 

Logo, tem-se 

[aa .. dui] f v ~ + p B. - p - dV = o 
él x. ~ dt 

(1.1.18) 

J 

Para um volume v arbitrário , tem-se que em cada pon -

to 

éla .. du. 
~ + B. ~ (l.l.l9a) p = p ou , 
a x. ~ dt 

J 

él u 
\1 . a + p B p (1.1.19b) 

dt 

Que - -sao as equaçoes do movime nto de Cauchy . 

Resta agora relacio n ar as tens Ões c om as componentes 

de v e locidade através da l ei constitutiva do f luido. 

9 
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A experiência i ndi.ca q ue um fl uido em repouso ou e m 

fluxo unifor me n io pod e a presenta r t ens~es de cisalhame nto. 

Neste caso o que existe G um estado de L c ns~es purame nte hidros 

tático 

o .. 
l.J 

= -p o . . 
lj 

(1.1. 20 ) 

onde 6 .. e o de lta de Kronec k e r e p e a pressão está tica, 
l.J 

i gua l i pre ssão norma l m6di a 

p = p = (1.1. 2 1) 

Tal e o c as o tamb6m d e um fl uido i deal n ão -viscos o , 

definido como o que nao s up orta t e n são tange n c ial mesmo quando 

estã em moviment o . Ne nhum fluido é , na rea lidade , não -vi scoso, 

mas em muito s casos os efei tos de pressão e f orças de corpo 

predominam sobre os efeitos vi sco sos e o fl uxo pod e se r analisa 

do satisfator iame nt e como se o fl uido fo sse ideal , exceto no 

int e rior da camada limit e , uma fina camada de transição próxi 

ma a um objet o sólido imerso no fluxo ou pr Óxima a uma parede 

do c anal , onde os efeitos viscosos são da mesma mag nitude que 

o s outros efeit os . 

Para f lui dos vi scosos em movimento vao se des en vol

ver tensões tan ge nciai s e a eq ua ção con st itutiva vai diferir da 

quela do flui do i deal (eq .(20)) . De acordo com Stokes (1 845) , 

assume - se qu e a di f ere nça en tre as t e n s~es no fluido deformado 

e a tensão d e equi líbrio está tico é uma f unção do tenso r taxa 

de deformação D, d e modo que a t e n s ão Lotal é 

a = -p I + f(D) (1.1. 22 ) 

. Quando a fu n ção [ é l inear o f luido é chama do Newto-

niano -e a equaçao cons t i tu tiva em coordenadas car t es ianas toma 

a forma 

a . . = -p ó .. + c. . D 
l.J l. J l.J rs rs (1.1. 23 ) 

-onde C.. sao con s tantes . 
l.J rs 

a . . e a taxa de deformação 
l.J 

Desde q ue o tensor de te nso es 

Drs são ambos simétricos , requer-
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-se que C.. seJa simétrico tanto em 1 e J como e m r e s . 
1 J r s 

Além disso, s e r ão considerados ape na s flu ido s isotró picos . O 

tensor i so trópico de quarta ordem mais ge ral c om compo n e ntes 

C . . simétrico s em ij e rs t e m a forma (ver MALVERN [26 ] ) 
1 J rs 

c .. 
~J rs 

f.. ó . . 6 + JJ( 6 . 6 . + o . ó .) 1 J r s 1r JS 1 s Jr 
(1.1.24) 

onde À. e JJ sã o doi s parime tros independe ntes 

a viscosidad e do fluido . 

ca ra cte rizando 

Substituind o a eq . (2L,) na (23) e uti lizando- se a 

propried ad e do delta de Kr oneck e r , a equação constitutiva fica 

(1.1.25) 

O tensor de de f ormação ou v e lo cidade de deformação e 

totalmente similar ao tensor das peq ue na s deformaçÕes da Teo

ria da Elasticidade , apenas que as componentes de deslo came ntos 

dão lugar is compone nt es d e velocidade : 

a n .. 
2 __J2;_ 

a x. 
J 

D .. 
~J 

Te ndo 

a = 
a x. 

J 

a 

a x . 
~ 

ao .. 
_12:. 

a x . 
J 

= 

Mas, tem-se que 

= 

l 
a u . 

(--1 + 

2 a x . 
J 

em vista as 

a u. a u. 
( __J_ + _ _ 1) 

a x. a x. 
1 J 

( 'V . u) + \j 2 

-~ 6 . . +À, 

ax . J 1 

J 

- (19) eq ua çoes 

a u . a (__J_) + 
a x . a x . 

~ J 

u. 
1 

ankk 
6 . . + 2 )J 

a x . J 1 
J 

'V • u 

Faze ndo as s ubstit ui ç Õe s em (28), vem 

(1.1. 26) 

e ( 25) calcula-se 

2 a u . 
1 

ax. ax . 
J J 

(1 .1. 27) 

a n .. 
_12:. (1.1.28) 

ax . 
J 

(1.1.29) 



ao .. 
~+ À ~ =-

() 
( 'il . u) + j.l 

2 
( 'il . u) + ll 'il 

dX. ax. 
J 1. 

dX. 
1. 

ax. 
1. 

Levando as equaçÕe s do movime nto (1 9 ): 

-ª..E_+ (À+jJ) 

ax . 
2 ( 'il . u) +IJ 'il u. + p B. 

1. 1. 

1. 
a x . 

1. 

Ou , apenas em notaçao vetorial 

- 'ilp + (À+JJ) íl( íl .u) + JJ íl
2 

u + p B p 

du. 
1. = p -

dt 

du 

dt 

u. 
1. 

Que são a s eq ua çoes generalizadas de NAVIER-STOKES. 

12 

( 1. 1. 30) 

(l.L3la) 

(1.1.3lb) 

Empre g ando a eq . ( 9 ) obtêm-se as equações de Navier

-Stokes para fluidos incompres s ív e is , de pois de divid i r por p : 

onde 

du 1 2 = B - 'ilp + v 'il 
dt 

\) = .!:! 
p 

p 
u 

e a chamada viscosidad e cinemâtica . 

(1.1.32) 

(1.1.33) 

Nas equaçÕes (32) o te r mo 
2 \) \1 u representa a for-

ça interna adicion al devida a viscosidad e do fluido . Estas 

equações sem estes termos são conhecidas como as equaç ões de Eu 

ler para o escoamento sem atrito . Para melhor comp r ee ns ã o , é 

convenient e examinar brev e mente a c ompone nt e de tal força na 

direção x. A fig . (1.1.4) mostra um pe q ueno e lemento num flu 

xo v i scoso incompr essível nesta d ireç ã o . 

y 

lt 
----~--------------------_. 

FiQ. (1.1. 4 ) 
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As tens~ es tan gc n c iai s vis cosas aparece m d e v ido i 

exist~ncia de um g r adicnLc de velocidade 'ô u/ 'CJ y perpendicul a r 

ao fluxo c , portanLo, n o d i rc ção 
- -

x csLos tensocs sao 

(1.1.34) 

() y 

T + ÓT lJ_1_ (u +~ ó y) 
() y 0y 

Po rt anto, 

ÓT 

lJ 
dU 

() y 
ó y (1.1.35) 

(1.1. 36) 

Se a are a do e lemento onde at ua T e s ' a força no 

elemen to -e 

s ÓT 
()2 u 

s ó y ó m 
a2 u (1.1.37) lJ = v 2 ay 2 () y 

ond e v -e a vi sco s idad e cine mâtica e ó m = p s óy e a mass a 

do e lemento . Lo go, a força 

ao g radient e de velo c idad e 

() u é) u 

d X ' ay ' com os gradientes 

ser a 

vi scosa 
dU -aye 

a u 
a z ' 

por unid ade de massa devida 
a 2 u 

v é) y2 
Para o caso ge ral, 

a força total na direção x 

2 = v 'i/ u (1.1.38) 

-Deste ponto em diant e tratar-se- ao as equaçoes apenas 

em s ua forma bi-dimensional. As forças de cor po B podem se r 

escritas em termo s de uma força potencial g ravitacional Q=gh , 

se ndo g- 'a aceleração da g ravidade e h a distância seg und o um 

e i xo paralelo à dir eç ão da for ça de gravidad e (orientado para 

cima) em relação a um "datum" o u ponto de r e f e rência arbitrá-

rio, de modo que a fo r ça por uni d ad e de ma ssa nesta direção ~ 

an 
() h 

= - g (1.1.39a) 



14 

Assim, dir eçÕes - forças de para as X c y t e m-se as 

cor po : 

B 
a 

( gh ) B 
a (gh ) (1.1.39b) =- c 

X a x 
y é)y 

As s im, as e q. ( 32) , cxpl i c iLando- se os t e rmos da 

de rivada material, tomam a forma 

Cl u Cl u Cl u Cl h -ª-e_ 
2 2 

1 (~ + ~) (l.l.40a) +u +v - g + v 
Cl t Cl x dy Cl x p Cl x a x2 Cl y2 

a v a v Cl v () h -ª-e_ 
2 2 

+u 1 + v (~ + ~) (l.l.40b) +v - g 
d t dX Cly Cl y p é)y ax

2 é)y2 

~ Útil a gora tornar estas eq ua çÕes adimensionais , is 

to e , independentes do sistema de unidad es adotado . Pela simi 

laridade dinâmica , as variáveis adimens i onais são introduzidas 

para facilitar a comparação entre o fl uxo modelo e o protótipo 

desde que sejam geometricamente si milare s . Assim esco lh emos 

"valores característico s " para comprime nto (L), 

velocidade (V), pressão (p
0

) e de nsi d ade ( p
0
), 

as variáveis adime n s ionais f i ca m defin id as por 

tempo (T) , 

de modo que 

X I =~ 

L 

t I 
t 

T 

Transcrevendo as eq. (40) 

u 
UI : -

v 
p I = _.E_ 

Po 

e m forma ve torial 

p ' = _E_ (1.1.41) 
Po 

a u 
p - + p u • \l u 

Cl t 
- p g \I h - 'íJp + )J \1

2 u (1. 1. 42) 

Substituindo-se as eq . (41) e tendo e m vi s ta que 'íJ ' =L . 'íJ vem 

a.u ' P v2 
( p Y..) p ' -=--+ ( o ) p ' u' 

o T a t I L 
. 'íJ ' u' =- ( p g ) p ' 'íJ ' h ' - to) V' p ' +()JV) 'íJ ' 2u ' 

- o L L2 

(1 .1. 43) 

Multiplicando-se por 

L élu ' 
p I -=-- + p I u I • 'íJ I u' = - Lg p I 'íJ ' h ' 

VT Cl t' v2 
Po 1J 2 --..,...'íJ' p '+-""-----\1 ' u ' 

P v2 
p LV 

o o 

(1.1.44) 



que sao as equaço es de Na vi e r-S t ok es adime nsionais . 

A razao e ntr e os coefic i e n tes d a f or ç a de inircia e 

da força vis c o s a n a e q . (43) 

Reynol d s 

r es ul t a n o cha mado nGmero de 

R 
e 

p VL 
o (1.1.45) 

Este coeficiente adi me nsional -e um dos numeros característicos 

do fluxo. Para dois c a s o s e xtremos, as e quaçÕes podem ser 

simplificadas : no ca s o de fluxo l e nto ( "cree ping flow ") de 

flu idos com viscosid a d e muito grand e (muito p e queno nGrnero de 

Rey n o ld s ) qu e result a num s i s t e ma de e quaç Ões lineares q uando 

R -+O· 
. e ' e o limit e oposto de viscosidade muito pequena ( g rande 

Re) em que os efeitos da viscosidade são pron unciados apenas 

numa pequena regiao, a camada limite, onde os grad i entes de ve

locidades são tão grandes que as for ç as viscosas são imp o r tan

tes mesmo para pequenos valores de ~ · As equaç~es são ainda 

não-lineares, e su a soluç ão é ainda muito difícil . 

As força s de co rpo s erão omitidas . 

d izer que a pressão se rã i n t e rpr e tada ap e nas 

Is to equiva l e a 

corno pre ssão dini-

m~ ca , que se assume não se r a f etad a p e los termos da força de 

corpo. 

(l = p o 

Pela condi ção de in c ompr e ssibilidade tem-se que 

se forem e s co l hida s e fixadas urna e s cala de pressao 

e urna es c ala de tempo T =L/V, conclui-se que 

p ' 1 ' 
po 

1 ' 
L l = p v2 VT o 

( l. 1. 46) 

supe r s crito 

q ue indica a adimensionalidade das variáveis, podem ser es cri

tas na forma 

Portanto, as e q . ( 4 4) ' apos omitir-s e o 

au 
·- + u Vu 
dt 

-

- Vp + l 

R e 

(1.1.47) 

Es tas eq uaçoes, juntame n t e c om a e q uação da continuidade , cons-
ti tuem as eq uaçoes go v e rnant e s do proble ma de e scoamento de 

fluid o viscoso inco mp r ess ív e l . 

c ompon e nt es , tem-s e 
Tran s cr e v e ndo-a s em termos das 
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2 2 
du dU du -~ 1 (~ +~) +u +v + -

dX
2 é!y 2 

(1.1.48) 

onde R 
e 

dt dX () y dX R e 

-~ 02 2 a v a v a v l 
( ~ +~) +u +v = +-

dt dX ;) y d y R êl x () y2 
e 

(1 . 1.49) 

dU dV o + - (1 . 1.50) 
dX () y 

VL/V e V = lJ/p . 
-Pode-se r e presentar estas equaçoes sob outra forma , 

trocando - se as variáveis indep e ndent es u, v, p por outras va 

riáveis independent es 1/J (função de corrente) e w (vorticida-

de) . 

Num fluido, a parte sim~trica do tensor de de[ormação 

(ou gradientes espaciais da velocidade) e o tensor taxa de de -

formação da eq. (26) e a parte anti-sim~trica ~ o tensor de ro 

tação, tensor de vorticidade ou tensor spin que ~ escrito como 

l w=Q 1 
íl x u = 1 rot u (1.1.51) 

2 2 2 

ou seja, a velocidade an g ular física do f luido n ~ igual à 
metade do rotacion al do v e tor velocidade. Para escoamentos bi -

-dimensionais a un ~ca c omponente que sub s iste ~ 

l (~ 
2 dX 

~) 
Cl y 

(l.l.52a) 

A correspondente vorticidade w
2

, que passara a s e r 
designada apenas como w, ~ o dobro da veloci dade angular 

a v dU w = 
dX () y 

(l.l.52b) 

Atrav~s da figura (1.1.5) pode-se ilustrar geometri -

camente este conceito. Vê-se qu e w ~ o dobro do valor m~dio 
da componente z da velocidade angul ar do eleme nto de fluido 
6x 6y . 
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(u,v)l y, utu. 

(u,v} AJ. 

Fig. ( 1. 1.5) 

A linha 6 x t e m veloc idad e an gular (v lx+óx - vlx)/6x 

e a linha 6Y tem velocidade ang ular - ( u l y+ óy - uly)/6y, cu

ja midia e t ( ã v/ a x - a u/ a y), a velocidade angu lar midia do 

quad rado 6x 6Y · -Tomando- se agora as derivadas c ruzada s das e quaçoes 

( 4 8) e ( 4 9) ' tem- se 

a
2

u + -ª- ( u ~ 
() u i e 1 u/ u) +v - ) = + - (1 . 1.53) 

ay a t ãy ) X ay ay ax R e 

a
2

v + --ª- (u 
() v ~) iP l ( í/ 2 v) - +v = +- (1 . 1.54) 

a x a t a x () x ()y a x dY R e 

Subtraindo-s e a eq . (53) da (54), tendo em vista a 

(52b) e impondo a eq . da continuidade ( 5 0) , deduz-s e a chamada 

eq uaçao de transporte de vorticidade (ond e o s termo s de pres-
- -sao sao e l iminado s) 

êlw + u +v aw 
. a t ãy 

= 1 í/ 2 w 
R 

e 

ou dw 

dt R 
e 

(1.1.55) 

Introduzindo-se a função d e corrent e ~ . de finida 

como 

u = e v = (1.1.56) 
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de modo qu e a eq. da cont i nuidade seJa satisf e i ta ident i camente, 

a eq. (55) pod e ser exp r essa como 

2 
R ( é)w + ~ aw - ~ a w) = o v ()J - e tl t ;)y é) x é) x é) y 

(1 .1. 5 7) 

e a r el aç ão e ntre 1/J 
-c (J) c 

CJ v Cl u a ar a (~) 
w = (- ~) 

élx ()y dX <lx ély () y 

lu = - íJ 2 ljJ (1.1.58 ) 

As e q. ( 5 7) c ( 58) são as e quações go v e rnantes da 

fo rmulação em função de co r rente -vorticidade para o fluxo de 

f luido vi scoso incompress ível . 

A forma f i nal de - eq uação a se r conside rada aqu i usa 

apenas a fun ção de corrente como variável e é derivada levando -

-se (58) e m (57) dando 

[~ ('v2l/J ) +~ 9 2 C~) -~ v2 <~> J 
dt é)y a x ax é) y 

= o 
(1. 1.59) 

Quando R e muito pequeno 
c 

( " creeping flot.,") esta 

-e quaçao pode ser simplificada pa ra 

ou (1.1.60) 

que é c onhe cida como equação bi-harmÔnica para flux o de f luido 

al t ame nte visco so . 

1 . 2 - CondiçÕes de Contorno 

Co n sidere - se o movimento de um meio c ontínuo at r aves 

de uma r egi ã o fechada A de um e spaço Euclidiano bi-dimensio

nal . Es t abe l eça-se em A um sistema de referência ine r c ial f i

x o definido pelos vetores de uma base ortogo n al cujas coordena-

das e s paciai s d e um po nto -P sao de notadas por 

nentes d e v elocidade do meio em P num t e mpo 

x . 
~ -

e as compo -

t sao de n otadas 
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po r u. 
1. 

A f r o nt e ira S , e nvol v e nd o a r e g iao 

A, po d e s e r co ns id e rad a em d ua s par t es di s t i n ta s A 

po r çã o s l c h a ma da c o n tor n o " rígid o " pode ass umi r duas formas : 

a ) Co n torno rí g ido d e esc or r eg ament o l ivr e ("free slip") 

rep r ese nt and o um e s ta do de tc n sio tan ge n c ial ze r o . 

u o 
n 

o é) u é) u 
s (--n s o v + -) = 

(1 . 2 .1) 

p í.l s í) n 

onde n e s i n d i c a m as dir eçÕe s norma l e tan g e n ci a l a o c ontor -

n o res pectivame nte . Esta co ndi ção pode se r co n s id e rada como um 

p l a no de sime tria , ao inv és de uma " parede" v e rd a d e i ra ou p o de 

represent a r uma s uperfície não a der e n te , q ue é uma a pro ximaçao 

us ada e m certos pro b l e mas de esc oame nto c om núme ro de Reynold s 

al to. 

b) Co n torn o rí gido sem esco rr e g ame nt o ("n o - s l i p") 

r e q u e r endo q ue t a nto a componente ta ngencial da veloc idade co mo 

a component e nor ma l s ejam ze r o . 

u 
n 

o 

u = o s 

(1. 2 . 2 ) 

Es t a co n di ç ã o é o equival e nte a decla r a r que a t e n sao 

tangenc i al e xe r c id a n o flu ido ad j ace nt e a uma f r ont e ira dest e 

tipo pe l a prÓpri a f r on teir a é s u f i cie nt e pa ra r ete r o mo vime nto 

deste f lu ido n a di reçã o tan ge ncial . Ou se j a , é e qu i va l e nt e a 

u = o 
n 

o s r~~n ãUs] = v + 
p as (;) n 

( 1.2 . 3) 

onde a barra s uperscri ta d e n o t a uma qu an t i dad e c on hec i d a " a 
pri ori". 

-A por ç ao e c hamada f ron t e ira de f lux o e pode s e r 

t rat a da como con to rno de entrad a onde as ve lo c idades norma l e 
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tange n cial sao especificadas , como em (2) , ou pelas duas formas 

s eguintes : 

a) As tens;cs no c ontorno sio es pecificadas. fi par-

-t i r das equaçoes (1 . 1.25) e (1.1. 26 ) e oi nd a impondo a condi -

-ç ao (1 . 1. 9 ) tem-s e 

o .. 
2.1. = -p õ . . + \) 

p 
q 

que pode tamb ém ser esc rit a 

-p + 2v 
p 

dU 
= v ( - -s 

p an 

au 
n 

an 

()u. () u. 
(--l. + ~) (1 . 2 . 4 ) 

dX . ax. 
J l. 

como 

(1.2 . 5) 

b) A derivad a n orma l de a mba s as velocidades e ma 1. s 

- -a pressao sao especificadas 

au. 
l. 

an 

p = p 

= g . 
l. 

As condi çÕes (a) c (b) 

(1 . 2.6 ) 

são igualmente ap licáve is pa -

ra con to rnos de entrada e de sarda, mas no ~ltimo caso a p r es 

s ão deve também ser especificada em um ponto da região a fim de 

definir a pressão de maneira ~ni ca . 

As condiç;es de co ntorno para a f ormulaçã o em função 

de corrente - vorti cidade -sao as segui n t es : 

Conto r no rígido 

a) Escorregamento livre 

Substituindo-se as v e lo ci d ades na eq . (1 ) e notando-

-s e q ue au / é) s = o, 
n tem- se 

o 
(1.2 .7) 

w = o 
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onde a primeira equaçio pode se r s ubstiturda por ~ = ~ -

b) Sem escorregamcnto 

Usando- se agora as cq . (2) 

()ljJ = o -+ 1jJ = ~ 
;) s 

Para ljJ 
é)ljJ 

= o 
an 

a~ 
w s w ou 

éJ n 
Para w 

dW = gw 
a n 

Note-se que os valores w 

(1.2.8) 

-normalmente nao sao 

conhecidos no contorno s6lido, donde a dificuldade em aplicar a 

condição de contorno para vorticidadc . 

usando-se a seguint e r e lação 

dU a u a u 
s n n o w =-- = 

a n a s a s 

w = 
- a2~ 

dn 2 

a o longo do contorno. 

Contorno de fluxo 

Para ljJ -ª1. = gljJ ou ljJ = ljJ 
<l n 

•Para [ ôw w gw ou w w 
ôn 

Pode-se aproximá-las 

u = 
_-ª1_ 

s a n 
(1.2 . 9) 

(1.2.10) 

w=w ) 

E comum também usar as dua s segundas con di çÕes ( ljJ =~, 

para o contorno de entrada e as duas primeiras para a sai 

da . Isto s i gnifica qu e a velocidad e normal (~n ) na entrada 

i e specificada e tambim o i o gradiente normal da velocidade 

tangencial que, no caso particular de w =0 e ljJ linear i ze 
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ro . Para o f lu xo de s a1da a v e l o c i dade tange n c i al é es pe c ifi -

cada e , quand o g 
ljJ 

-s ao z e r o, um f lu xo pa r ale lo (unifor-

me ) e indu z ido . 



2 . REVISÃO BIBL IOGRÃriCA 

2 . 1 - Int r odução 

A apli c aç ão do M6todo dos El e mentos Finito s (HE F) -as 

eq uaçÕe s n ã o - lineares d e Nav i er-Stokes te m r ece bido considerá 

vel atenç ão no s Gltimos anos e o prog r esso nes t a á r e a t em s i

do muito rápido . 

Exist e uma g rand e quantidade d e literatura acerca de 

modelos discretos de es coame nto d e fl ui dos obt idos usando-s e 

aproximações e m dif e rença s f initas para as eq uaçõ es diferen

ciais go vernant es . Tais modelo s apresentam sir i as limit açÕes 

com respeito a probl ema s e nvolvendo geometrias e c ondiçÕes d e 

co ntorno compl exas . 

O conc e ito de e l eme nt os f inito s ap r esen ta muitas van 

tagens sobre mitodos convencio na is d e discretização dev ido a 

s impli cidade com que as cond i çÕes de contorno podem se r apli

cadas e a facilidad e com q ue domrnio s compl e xos e mult ipl amen

te conexos podem ser ap r oxima do s . 

Comparativame n te, f oi apenas recentemente q ue o me to 

do dos elemento s finitos , or iginário dos camp os d a mcc inica es 

tru tural e dos s6 li dos , come çou a se r aplicado a prob lem as de 

dinimica dos flui d os . O desenvolvimento do m~todo começou com 

a sol uç ão de problemas em q u e os termos co nvectivos e ram ausen

tes ou desprezive is em compa ra çao co m a s f orças viscos as, como 

por exe mplo o s problemas de fluxo potencial c de fluxo l e nto 

("c reepin g flo\.;") . t1ais t a rde, houv e prog ressos na so luç ão de 

problemas . incluind o forças de inércia , e mbora c om limite s u

per ior para o numero d e Rc yno lds , a fim de se e vitar as ins 

tabilidades ine r entes a os cá l c ulo s n umér icos quando os t ermos 

convect ivos são predo min a n tes . 

Os de se nv o lv imentos da ap li c a ç~o do MEF n a solução 

das equaçÕes de Navie r-Stokes têm progred i do em tr ês ár eas bá-

s icas, d e acordo co m a s variáveis usadas, q uais sejam : v e loci-

23 
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dad e e pressão (ch amadas v ariáve i s primit ivas) , f un çã o de cor

rent e e vort ic idade e ape n as função de co r rente . 

Os méto dos de solução d a s eq uações dife r e nc iais par

ciais podem se r a grosso modo di vi d i dos em d uas ca t egorias : 

aproximaçÕ es e xpl Í citas , onde cada equaçao é resol vida alter

nadamen t e , com alguma forma de relaxação das va r iáveis e ntr e 

24 

as itera ç ões , c a aproximação imp lÍ cita , onde um Jaco biano e n

volv e ndo toda s as eq uaçÕes c to da s as vari áv e i s pod e se r forma-

do . 

No s esq uemas explÍcit o s , se se t iver como c ondição d e 

contorno ap e n as velocidades pa r a l elas aos ei xos x e y , pode 

- se se g regar t o t a lme nt e as eq uaçÕ es co r res pond e ntes a cada uma 

da s variiveis independent e s . Tendo c omo condição de contorno 

ve lo cidades não paralelas aos e 1xos c oordenados , pod e -se se g r e

gar ape nas a equ a ção ref e r e nt e ã press ão. Est es dois casos ne -

cessitam de men o r e spa ç o d e armazename nto. Entre tanto , utili-

zam mais tempo d e c omputad or , pois apr e s e ntam limitaçÕes no ta

manho do int e rvalo de temp o , bem c omo depe n d~n c i a do espaçame n

to d a malha. 

No s esq u emas i mplícitos obtêm-se ma t r izes c om la r g ura 

d e banda maior q ue necessita ma 1 s mem5ria (ne n h u ma segre gação 

de eq u ações ). Util iza me nos t empo de co mput açã o, poi s o pas s o 

de t e mpo pod e ser tomado com q u a lq uer taman h o, se nd o limitado 

ape n a s pela precisão . 

Nes te c a p Í tulo proc u r a r - se - á da r uma idé i a abran ge n

t e e bastante sucinta s obre os métodos u tilizado s por diversos 

pesquisadore s no s Úl t imos a no s par a o bt e r uma a proximaç ã o por 

eleme ntos finito s da sol ução do p rob le ma de e sc o ame n t o bi - d i 

me nsi onal de f luido viscoso ne wt onian a incompress ível . 

2 . 2 - FormulaçÕ e s Usando Vel ocidade s e Pres são 

As fo r mu lações em que as compone n tes de velo cidade e 

a p r ess ão são r es ol vi d as simul taneamente são c h a ma das formul a 

ções integrada s . Qua s e t odos os t r a balhos e m e l e me ntos finitos 

us ando as variáve i s p rimitivas sã o des t e tipo. 

Aplic and o-se a aprox ima ç ão de Ga lerk i n o u q ualquer 

ou tr o método de residuos ponderad o s às equaçÕes (1 . 1 . 48), 
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(1 . 1 . 49) e (1.1. 50) , resulta um sistema de equaç~es discretiza

das glo bais da forma 

M z + [~ (z) + d z = f ( 2 .2 . 1) 

on de M e a matriz de mas s a, C ~ a matriz conv e ctiva, K e a 

matriz difusiva (similar ã mat riz de ri gi dez da aná l ise es tru

tural); z é o v e t or das incógnitas nodais (ve locidades e pres

são e , possivelme nt e , s uas respectivas der ivadas) e f um v e 

tor de carga resultante de fo r ças de corpo , forças d e s up e rfí-

CLe ou condiçÕes de contorno prescritas. 

derivação com r espeito ao t empo . 

O ponto representa 

Os aspectos mais impo rtant es des ta eq u ação matri cia l 

são que C depend e das incó gnitas de velocidade (não de pres-

são) em virtude da não-line aridade do termo convec ti vo e e 

não - s imétri c a, enq uanto que K e constante e simé trica, mas 

poss ui zero s na diagonal, dificu ld ade esta associada c om a n a

tur e z a desacopl ada da equaçio da continuidade co m r el ação ~ va-

riãvel pressão. Assim, t em-se que o sistema de eq ua çÕe s obtido 

é n ão - linear, com a mat r iz dos coeficientes r es ultando não-si

métrica e ainda sendo nao positiva-definida . 

Usualme nt e a equação (1) e reduzida à s ua fo rma es-

tacionãria ("st eady state " ) 

[~ (z) + ~1 z = f (2 . 2 . 2) 

e deve-se empregar um método para re sol ver este sistema não - li

nea r . Existem dois tipos mais populares de tais mé t odos . No 

primeiro tipo, a matriz dos coefic i entes é tornada simétrica 

passando - se todos os t ermos, ou apena s a par t e não-simétrica, 

d e C (z ) z calculados no passo de iteração prévio pa ra o la

do direito: como parte do vetor de carga para a prÓxima itera

çao . Este proces so segue o método da defo rma ção inicial da 

mec inica dos sólidos . No out ro tipo t ~m-se os métodos de 

s ub s t i t ui ção s u cessiva e Ne wton-Raphson, que retêm o s c oeficie n 

tes não - simétri cos da matriz que e d ecomposta e m cada passo . 

Os métodos do primeiro tipo são logo descartados porque eles 
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nao convergem para nume ras Jc Rc yn o ld s ma1s al t os , e1tq uanto que 

os do seg undo têm melhor es tabil i dad e . Destes , as expe riências 

indi cam que o mitodo d e NewLon-Raphson e o q ue atinge maior 

ef iciência . Co n c lui- se ~ u e ne s ta area pa r e ce ser essencial 

reter os efeitos n~o - lin e ar c s e nio- s imi tricos na matr i z dos 

coeficientes e , portanto , d e ve-se usar um algo r itmo que seja 

efic i e nt e para matrizes banda não-simétricas e não-positivamen

t e defin idas. 

Quan to ao tipo d e elemento fi nito utili zado , muitos 

experimento s t êm s ido fe i to s . 

Tem- se observado qu e em probl e mas de dinâmica dos 

fluidos o uso de elemen t os de alta ordem não oferece g randes 

vant age ns em r e l ação a eleme ntos mais s imples ( lineares ) com 

r espeito à precisão da solução . Ou seja , ao invés de emprega r 

um elemento com função de in t e rpola ção de alto g rau , utilizam

-s e vários eleme ntos ma i s simples, com sensfvel r e dução na 

complex idad e d e programação. 

GARTL ING e t al. (13 ] apresentam Úteis e xperiênc i as 

usando duas di ferentes int erpolaç~es para o elemento . A p ri

mei ra usa para u m e lemen to q uadrilãtero isoparamitrico de oito 

nos uma formula ção bi - quadrâtica para as velocidades e bi-li-

near para a pr ess ao . A outra usa um quadrilãtero gera l cons-

trufdo a partir de q u atro triângulo s de sei s nós em q ue as v e

locidades são quadrãti c as e a pressão linear . Assim, ambas 

resultam tend o velocidades e m oito nós exte rnos e press~es em 

quat ro, ma s a Gltima t e m o n ze vari á veis e x tra s nos n ós inter

nos que devem ser retidas no s cálculos . Emb o ra se ja de se es 

perar q u e estas variãvei s inte rnas extras forneçam r es ultados 

mais acurados , su a s experiências n o problema de Hamel (fluxo 

laminar em canal conve rge nt e ) nao mostraram nenhuma diferença 

significativa entre as dua s . Realmente , esta concl usã o e con

s i s t e nte com experiências da mecâni c a do s sólidos . Po r e xem

plo , em estado plano de ten s ~es um quadrilãtero feito a partir 

de dois ou quatro t ri ângul os de deformação constante (CST) não 

é me lhor do q ue o obtido d a transformação de um retâng ulo bi

-line ar . 

A solução do problema transient e usando variãveis 

pr imitivas r epresentado pel a equação (1) ainda não fo i comple-
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tamente explorada e existem poucas expe r ii ncias dispon iv e is . 

ODEN e WELLFO RD [3 1] usam um m6 tod o auto-corretor de Runge

-Kutta de quarta ordem c apresentam alguns resultados para o 

dese nv ol v imento de fl uxo no i nt e rior da camada limi t e . KAHAHARA 

e t al. [23 ] u sam diferenças f initas progressivas para a der iv ada 

t emporal e , em prega ndo o método da perturbação , analisam o es -

coamento e m um canal com degrau . Em ambos os métodos os t e rmos 

n ão -lineares são d eslocado~ para a direita e a ma triz dos co e 

fic i e nt es , qu e~ simétr i ca ma s não-pos it iva def inida, e cons

tan te e , portanto, só decomposta uma vez . 

Um mé tod o alternativo para se lidar com as var iáveis 

primitivas é a formulação segregada , em que as velocidades e a 

pressão são desacopladas . As eq uaçÕes básicas são a g ora as 

duas expres sÕes de quan tid ade de movimento para o s i stema u 

u, + v u -
X ' y 

v ' + u 
t 

1 

R 
e 

1 

( 2 u'xx +u , +v, ) yy xy 

(2.2.3) 

(u , + v , +2 v , ) 
xy xx YY 

onde os subs c ritos indi cam derivação e m relação ã re s pectiva 

variável. Tomando-se o dive rgente des ta s eq u ações obtém-se 

uma equaçao de Po i sso n par a a pressão 

ao + 2 v2 o =e 
d t R e ( 2 . 2.4) 

onde D =u +v, 'x y é a dil atação . Neste esq ue ma, a eq uação da 

co ntinuidad e que diz q ue o =o 
a ponto na solução aproximada. 

não pod e ser sa ti sfei ta ponto 

Assim, desprezando-se os termos 

me nos signifi cati vo s , 9 é aproxi ma d o por 

8 - 2 ( u ' y 
v -

' x v , ) - (u, +v ) 
y xt , yt (2 . 2 . 5 ) 

A idéia é e nt ao resolver alternadamente em termos de 

pres sao e veloci da de as eq u açÕes (4) e (3) r espec tivamente . 

Em cada pa sso , a pressão é .:1ss umi d a como conhecida a partir do 

pass o prévio e n quanto é calculada a velocidade e vice - versa . 
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O método d e Ne \"t o n-Rap hso n -n a o e ma i s va nta j os o e uma sol uç ão 

passo-a-passo no t e mpo faz- s e n e cc s siria me smo para problemas 

e stac i onários . O mG tod o a inda necess it a muito es tud o , pois nao 

se sabe quão bem a continui da de é s atis fe i ta e e x i st e m proble -

mas de co nverg~n c i a par a nGme ro s de Re yn olds mai s altos cuja 

caus a nao é clar a (ve r r ef . ( 37 ) ) . 

Uma oulr a a l ter n at iva pa r a o uso d a fo rmul aç ão e m 

variáveis p rimi tiv a s e o uso de um c ampo s o le noidal para inter

po laç ~es de v e l ocidade, i s to e , s atisfaz e ndo e xatamente a eq ua-

çã o de con tin uidad e . O p r og res so ne sta ãrea t e m s ido l ento , 

pois existem muita s difi c uldade s em f ormu l ar tai s campos sole 

noidais com as variáv e is primitivas e é quase imposs ível sa tis

faze r simultaneament e o s requ e rimentos d e incompressib ilidade 

e compatibilidade das velocidades (ref . [3 2 ] ). 

Um pro ce s so que vem ganhan do at e nçao no s Últimos anos 

é o método da função de penal idad e . E um méto do base ado no mé

todo do s multiplicadore s de Lagra n g e para a impo s i ção de uma 

e quação de r es t riç ã o ao c onjunt o de e q uaçõ e s gover nantes e po

de se r vis to atravé s do es tabelecime nto de p rin c ípi os pseudo-

-variaci onais. Par a f l u i d os in c ompressíve is e s t a re s trição 

cons i s t e na sati s fa ç ão da e quação da continuidade , baseada no 

pri ncí pio de con servação d a massa. O mod elo ma i s c omum de tal 

mé tod o constitui- se em modificar es ta e qua ç a o , tornando-a 

a copl ada com a va riável p r ess ao 

se ndo 

u. . = 
1 ' 1. 

1 

À 
p 

um nume r o g ran de , de mo do que q uando 

(2.2.6) 

À +oo a conti-

nuida de é s at isfeita e x atame nt e (ver HEINRICH e MARSHALL ( lBb. 

O método f oi prime irame nt e aplicado , no contexto da 

a nálise por eleme nt os finito s , n a s o l ução de problemas d e elas

ticidade ~?ra sól idos in c omp re ssíve is , conside r ando-se o limite 

das solu ç ~es compres s í ve i s q uand o o mód ulo d e Poi s son se apro

xi ma de 0 , 5 . 

J . N . RE D D Y [ 3 6 J a p r ese n t a uma interessant e r evisão 

no contexto geral d a so lu ç ão de problema s d e m ini miza ç a~ s u

j e itos a r e str i çã o . São de talh a das al gu mas propri e d a des mate 

máticas do métod o da fun ção de pe n al idad e , t ais c omo teoremas 
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sobre a existência c uni cidade da sol ução para o probl e ma p e 

nalizado e sua convergên c ia para a sol uçã o do pro b lema origi-

na 1. são apresen t a dos dois modelos de penalidade (um conven-

cional e um misto) demonstrando-se a s ua equivalência e ~ fei-

ta uma anili se da influência do parimetro de penalidade na pre

cisão da solução . 

KAWAHARA e HIRANO [24] apresentam um m~t od o baseado 

num esquema explicito de dois passos para integraçio num~rica 

no tempo e u sam elementos f initos triangulares de três nós. 

Pa ra vencer a dificuldade de que o fluido é incompress ív e l ~ 

usado o método da função d e penalidade, que t em sua idéia bi

sic a na análise clássica por diferenças f initas, e está rela-

cionada com a de compressibilidade artifi c ial. Os fluidos 

exis tentes na natureza não são est ritamente incompressiveis, 

isto é, as observaç~es sempre mostram que a v e locidade de pro

pagaçao do som através do fluido tem um valor finito . Assim, 

a equação da co ntinuidad e ~ modif icad a de maneira que , se a 

velocidade do som t ende ao infini to, a equação se torna co in

cidente com a equação da contunuidade convencional . Esta ~ 

também a interpretação f ísica do m~todo da função de penalida

de. A equação proposta tem a forma 

-ª.E_ 

êlt 
+ u. p,. + 

~ ~ 
u. . 
~ 'l 

= o (2.2.7) 

onde c e a velocidade do som . 

Apesar de o esquema implÍcito ser mais estáve l e 

permitir usar um incremento de t empo maior do que no esq uema 

exp lícito, os autores justificam a utilização deste Último co m 

o fato de que é necessirio o uso de uma idea l iz ação extremamen

te refinada para computar o fluxo com alto número de Reynolds, 

o que im~lica na necessidade d e grande espaço de me mória para 

o armazenamento das matrizes do siste ma de equaç~es simulti

neas. O método aqui empregado reduz drast icame nt e esta neces

sidade , pois faz a diagonalização ("lumping") da matriz dos 

coeficientes cuja inve rsão pode então ser feita diretamente, 

com operaç~es simples. Este processo de concentrar os coefi-

cie ntes apenas na diagonal principal da matriz é executado 
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util izando-se um p aramctro se l etivo que cont r o la o amo rt ec ime n

to e a estabilidade numGricos . O exemplo es tudado i o do de

se nvolvim e nt o de v6rticcs atris de um c ilindro c os resultados 

concordam favoravelmente com r esultados expe r ime ntai s . 

P.l1. GRESIIO c R . L . LEE ( 1 5) também es tudam com êxi

to o me smo problema, usando um esq uema explicito onde as eq ua

ções são int eg rad as através de um método pre v isor-corretor . É 

e mpregado um elemento quadrilitcro de nove n6s usando 4x4 

pontos de integração gaussiana e matriz de massa cons istente. 

O increme nto de t empo ~ mudado automaticamente em cada passo e 

e baseado unicamen te em r eque rime nto s de precisão para a inte

g raç ão no tempo, a través da obtenção de uma boa e stimativa do 

erro local de trun camento n o tempo. Assim, observando - se a 

escala de tempo, pod e - se t er uma visão Út il do aspecto fisico 

do escoamento . Por exemp lo, a formação de camada limite o u de-

senvol v imento de v6rti ces de Karman requerem passos de tempo 

pequenos , enquanto que incrementos maio r es de tempo podem ser 

s uficie nt es para f luxo s q ue estão se ap ro ximan do do es tado es-

tacionirio. Ass i m, tem-se um algo ritmo econômico , pois o pas -

so de tempo se le cio n ado é a umentado se mpr e que possfvel e di

minuÍdo apena s quando necessirio. 

Mai s tard e , P.M . CRESHO e t al. (16 ) apresentam um es-

tudo do mesmo pro blema de um canal com um obsticulo c ilindrico 

usando uma formula çã o explici ta, empregando a mesma malha, ma s 

com um elemento d e quatro n6 s com int e rpolação bi-linear para 

veloc i dade , se ndo a press ão constant e em cad a elemento . Es te 

elemento não obtev e s ucesso na correta simulação d a fo rma ç ão 

de vórtices atris da obs tru ção. Segundo os autores, as c ausas 

seriam erros decorrentes da diagonalização da matri z de mas sa 

("mass lumping"), o que somente se ri a preciso com a u tilização 

de uma malha extremamente fin a. 

A. ECER et al. [12] investigam a introd uç ão da s con

diçÕes de contorno para as e quaçÕes de Navi e r-Stoke s através 

de uma formulação variacional . ~ usado um esquema d e int e gra

ç ao num~rica implicito de passo s imples e inteiramente acopla

do , baseado no principio variacional. são empregados elementos 

quadr ilâtero s isoparamét ricos bilineares para o estudo do 
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fluxo em torn o de um c ilindro e atraves de um c anal com degrau. 

É utili zado um mé tod o de r e laxaçã o e ntre as iteraçõ es par a me 

lhorar a c onvergincia e um mo delo s impl es de turbul~ncia ~ ado

tado . 

Tem- se observado que ~ m probl e ma s nos quais os termos 

de convecç ao sao dominan tes , o m6todo d os c l eme nt es f inito s n io 

t e m alcan ç ado o níve l de sucesso dos métodos existentes de di

fere nça s finita s . Em ge r al , a maioria das e xperiências na ap li_ 

caçã o do MEF a probl e mas de meci ni c a est rutural e dos s~ lidos 

envolve operadores simé t ricos . Até recentemen t e , pra ticamente 

n e nhuma atenção t e~r ica tinha sido dedicada ao fato de que os 

ope r adores convectivos são não- s im~ trico s e que , portan to, no

vas técnicas necessitariam se r de se nvolvi das para tratá- los 

e fetivamente . 

Eleme nto s finitos usando o m~todo de Galerk in apre -

se ntam o mesmo cará t e r de ap ro ximação que dife ren ças finitas 

cen trai s para o s oper ad ores di fe renciais de primeira ordem. É 

bem sabido que o uso de dif e r enças ce ntradas para a aproxima 

ç ao do t e rmo convectivo pode causar severas oscilaç~e s nio fÍ -

s icas na s oluç ão, 

to valor c rítico. 

se mpre que o tamanho da ma lha excede um cer

Is t o acon te ce bas icamente devido à combi-

nação das natur e za s esse n cia lment e e lÍpticas e parabÓlicas dos 

termos difusivo e convectivo r espec tivamente. Co m a aproxima

çã o por difer e nças fi nita s essas dif iculdades já haviam sido 

e ncontradas e for a m c ontroladas usando- se diferenças centrais 

pa ra o primeiro t e rmo e d if e r enças regres si vas (conh ec idas co -

mo " upt"ind") para o segun do . Descobr i u-se que estas Últimas , 

e mbora sejam formalmente me nos prec i s as que as di fe r e nças ce n

trais , e liminam as oscilaç~es es pÚrias da so lução sem necess i

tar refinamento da ma lha . 

Entre tanto , o t er mo con v e ctivo com up wind pode ser . 
cons truÍdo" simplesme nt e pe l a adi ção de uma dif usio art ifici al 

ao tratamento com diferenças centrais , prese rvando o g rau de 

precisão . Generalizando- se par a o caso bi-dimensional , uma 

fo rmulação por elementos f initos pod e ser dese nv olvida modi f i

ca ndo - se as funç~es de interpolação (ou de peso) para alcan

ç a r o efeito de upw ind . Em essincia, o e l eme nto a montante de 

um no é tomado com um peso mai or do que o e lemento a jusant e 



do n6. A formu laç~o assLm obtida ~ r ~[crida como m~todo d e 

resrduos ponderad os de Petrov-Galerkin (ver referinc ias [17] , 
(19), [20), [25] c [6]) . 
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Est e mitodo seri visto mats detalhadament c em capftu

lo post e rior neste trabalho . 

2 . 3- Formulaç~es Usando Funç i o de Corrente e Vorticidad e 

A prin c ipal motivaçio em se usar a for mulaçio e m fun-

ça o de corrente c vorticida de é evitar as dificuldades in c -

rentes ã variivel pressão . En tretanto , ev itando- se uma difi-

c uldade, depara- se com uma nova, qu e n o c a so -e a de que as 

condiçõ es de co ntorn o não sã o conhecidas a pr iori e , portanto , 

sem us ar um artifí cio , ~ e w não pode m se r resolvidas simul -

taneamente . O qu e se faz normalmente e usa r um esq uema seme -

lhante ao da formu lação seg r egada par a v e locidades e pressão 

vista anteriorme nt e . 

Esta fo rmu lação tem a vantagem de s atisf aze r exata

me nte a conservação da massa e reduz ir o nGmero de eq uaç~ es 

dife r enc i ais par c i ais s imultâneas de t r ês para duas e m relação 

ã formulação e m variivei s pr imit ivas . A dificuldade com a 

-ap roximação usando função de corr e nte e vorticidade e que, 

de duas equaç~e s diferenciais parciais de seg unda o rdem, uma, 

a equação de Poi sson pa ra a funçio de co rr en te , t e m duas condi

çõ es de contorn o ao invé s de ap e n as um a requerida , c a outra , 

a equação de transport e de vorticidade, não t em n e nhuma . Os 

pesq uisadore s em d i fe r enças f init as Ja h~ alg um tempo c on-

tornaram esta dificuldad e def inindo a vortic i d ad e n a fronteira 

a pa rtir da variaç io ao lon g o d a n o rmal ao co nt orno do campo 

de função de corrente determ i nado numa iteração prévia . Este 

i o chamado métod o da f6rrnula da vorti cidade no con torno , que 

também tem' sido adotado por pesqui s ador es em e l ementos finitos 

(ve r STEVENS (38) ). 
Um do s p r imeiros trabalhos que mostraram que o méto 

do dos eleme nto s fi ni tos 6 a d e quado, ver si ti l e pritico quando 

apl icado a prob lemas de escoame nt o viscoso n um domín i o arbitri

rio foi o de R. T . CHENG [8) . O problema de valor de contorno 
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é f ormulado to mando-se um funcional variacional para a função 

de corrente c um pse ud o-variaciona l para a vorLicidad e . Uma 

sol ução estacionária é assumida quando a so lução transiente se 

torna convergente . Um est udo do escoame nto em uma fam f lia de 

canais com es trangulamento local iz ado é apresentado . As con-

diçÕes de contorno em vorticidade para os pon tos l oca lizados 
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na parede sÕlida não são aplicadas diretamente , mas ca lculadas 

at ravé s de uma e xp ansão local de ~ em sé ries de Taylor, de mo

do qu e a vor ticidad e na pa r e d e pod e se r obt id a e m função dos 

valores da função de corrente na parede e em pon to interior do 

domfnio situado na dire çã o no rma l i parede . A express ao para 

e ste cálcul o é dad a por 

w (x , y ) 
p p 

2 = 2 ( ~ ( x ' y ) - ~ (XI' y I) ) 
h p p 

(2.3.1) 

onde p e I indi cam r espec tivamente pont os sit uad os na p a rede 

e no inte ri or ao lon g o da direção normal e h é a distância en

tre eles . Em cada passo d e t empo as e qu ações s ão re s olvidas de 

forma desacoplada para a função d e cor r en te e para vo rti cidade. 

Out ro tr a balh o t a mb é m pion e iro foi o de C. TAYLOR e 

P . HOOD [ 39 ] , no qual é pr9posto um método iterat i vo para sa

tisfazer as c ondiç ~cs de co nt or no at€ a obte n ção de campo s au

to-co n sis tent e s de função de cor r ente e de vorticidade . No 

e ntanto , a efic i incia de t a l técnica it e rativa c limitada a 

uma pequena fa ixa de nGmcros de Reynolds . 

Em traba l ho mais r ecen t e, CAMPION-RENS ON c CROCHET 

[7] demonstr am que tais it e ra çÕes são des necess ária s . Emp r e 

ga m uma formulação v ari acio nal mista e , atrav és de uma r e consi

d e ração da formula çã o de Ga l erki n para as equaçÕes de Nav ier-

-Stokes , pod e - s e resolver s i mu ltane amen te as mesmas em s ua fo r 

ma dis cre tiz ada sem r eco rrer a um procedime n to it era t iv o para 

sa t i sfazer· a s condi çÕes de conto rn o , que é a pr in c ip a l dificu l

dade da formulação e m tjJ e w . As der iv adas nor mais de tjJ 1.mpo~ 

t as em parte do contorno aparecem em forma de integrais de li

nha como t ermos de fo r ça e fazem p ar t e do te rmo independe nt e , 

no lado direito do s i stema de eq ua çoes discretiza da s . são apr~ 

se ntados exe mp lo s de fluxo em uma ca v i da de de seção q uadrada 
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e em um canal com degrau, co m resultados em b oa concordin c ia 

com as so lu ç~es exis t e nt es . 

G . DHATT ct al. ( 10] tamb6m prop~em um mé todo pa r a 

34 

se determinar os va lores da vorticidade no contor n o reso lvendo-

-se simul tan eament e as cq ua ç~cs de I)! c w' para o cas o esta -

c ionário , utiliz ando o tn é tod o de Newton-Raphson . A s olução é 

ob tida a tr avés do c~lc u lo de viria s incremen t os do v e tor das 

inc~g n itas ate q ue o vetor do s r es fduos se ja mi nimi za do . A 

matriz dos coef i ci e nt es de ca da i teraçio é chamada ma triz tan

ge nte (também chamada matriz de Jacobiano) e é obtida a par

t i r da discre tiz aç i o da primei ra v ar iaç~ o do f uncional d e rivado 

do método dos r es Í duos ponderados de Galerk in. O méto do co nsi s 

te em se s ub stituir na matriz tan ge nte a e quaçã o da vorticida

de correspond e nt e ao n~ do conto rn o ( " no slip ") por um v e tor 

que r ep resenta, na média , a d e rivad a d e w na direç~o da normal 

ao contorno neste n~ e que é cal c u lado em f un ç ão da dis tribui

ção espacial de W atraves da s fun ç~es de interpolação , fican

do impl[cit os o s valore s de w na vizinhança do ponto e m ques

tao. As condiç~es de contorno para não cscor reg ame nto são , poE 

tanto , int rod uzid as explici t ame nte nas cqu aç ~es não-lineares , 

e pode-se dizer q ue as co nd iç~es para derivada normal em w em

pregadas na r eferência [7] são, assim , conside radas co mo c on

di ç ~es de conto r no adicionais . 

M • I K E G A\~ A [ 2 2 ] a p r c s e n t a um m é t o do b as e a d o n a 1 e i 

de con se rvaç ão da vor ti c idad e , a qual a f irma q ue, num pequeno 

vo lume de cont r ole S , a q uant idade de vort icidade tran s por tada 

por convecção através d a front e ir a de S deve ser i g ua l à di s 

sip a ção de vortici dade em S . E l emen to s fi ni t os triangul a r es 

simple s de t rês n ~s são usado s , os termo s conv e ct ivo s s ão tra

tad os a través de um tipo modi f icado de diferen ç as f initas re-

g ress iva s mai s conhec ida s como "up \vind d i fferc n ces ", j ~ men-

cionado -anter io r mente , q ue apresenta boa es tabilidad e , e o tem

po de comput aç ão é po upa do a través do uso de um método de r e 

la xação . 

A in t e gração no t empo é de imp o rtincia funda mental n a 

s ol u ção das eq u aç~ cs de f lu xo transi c nt e incompressíve l. Esqu~ 

mas simpl es de integração explícita geralment e sã o tais que , 
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quando o n~mero de Reynolds a umenta , o incremento d e tempo t em 

qu e ser diminuido, resultando mui t o pe queno para R e 
moderada -

mente grande . I\ fim de mel horar esse cri t ér i o de estabilidade , 

BREBBIA e SMITH (4) usam uma técni ca semi-implÍcita d e pas sos 

fracionirios qu e aumenta bastante a estab ilidade c pe rmi t e a 

investigaçio da soluç~o para Re maiores mais eco nomicamente . 

O caso de um cana 1 c o m o b s t r u ç ã o c i li n d r i c a é e s t ud ad o usa nd o-

-se malhas com quatr o den sidades difer e ntes . O desenvolvimento 

de vórtices de Karman periódicos (solução " quasi-steady ") e 

obtido para num ero de Reyn ol ds até 100. 

Um outro interessante al goritmo para contorna r a di

ficuldade de não se conhecer condiçÕes d e contorno para verti

cid ade é pr o po sto por L. QUARTAPELLE et al. [33] e [34]. Ao 

invés de tent ar determinar as condiçÕes de contorno para verti

cidade como um substituto equivalente das condiçÕes de contor n o 

para função de corrente , faz-se uso de co ndiç Ões exatas para 

vorti cidade na forma de projeçÕes , de um caráte r integral, so 

bre o campo de vorticidad e . Demonstra-se que as cond i ções de 

contorno em velocidade podem ser tr ansformadas em condiçÕes de 

tipo integral compl e tament e equivalent es no campo de vorticida 

de a tr avés da determinação da projeção deste sobre o campo dos 

vetores harmôni cos lineares para o dominio em estudo . o meto-

do consis t e então em se r eso lver em seqUência duas equ açõ e s de 

segunda ordem para w e w, sendo a primeira com condiçÕes de 

contorno do tipo integ ral e a outra com condiçÕes usuais de Di-

richlet. Para o caso estacionário bi-dimensional , tais eq u a-

çoes têm a forma : 

J ( w , W) (2 . 3 . 2) 

f w n d v 
v 

élnJ -a - dS 
éln 

( 2 . 3 .3) 

(2 . 3 . 4) 

(2 . 3 . 5) 

onde b = C11/J / élnls • s e n são direções taneenciais e normais 

contorno , J é o Jacobiano re presenta nd o o termo convect i vo 

ao 

na o 
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-linea r e 11 c qualqu e r função h.:~rmônic~1 em V. A c quaçao (3) 

pode ser interpretada geometricamen t e como o produto escalar de 

w e 11 no es poço de ll i l berL 1
2 d as ( un çÕes de quadrado int e-

grâvel . Quand o 

caso contrári o , 

a e b -sao nulo s , 

a pro j eção de w n o 

a s f unçÕe s são ortogonais ; 

espaço da s funçÕes harmôni-

cas fica determinad a por estes dois v a lo res . 

Dur a nt e a fase de pesq ui sa deste trabalho tentou- se 

te s tar esta formulação , qu e apresenta um bom fundamento mat e mi-

tico, usando- se e l eme nto s fi nit os trian gular es . A tarefa de e s 

creve r o pro gr ama não foi s impl e s, apr ese ntando virias dificul

dades , como por exemplo a complexidade da imposição de condi-

çÕes de co nt orn o do tipo integ ral . Ao final, os res ultados ob-

tidos para o problema d e fluxo confinado e ntr e p lacas paralelas 

foram bastante d esanimad ores . Além de não se obter convergên-

c1a para n~mero s d e Reynolds mais a l tos ( >50) , quando esta 

era obtida os r es ultados n ão eram co e rentes . Talve z foss e n e -

cessária uma melhor anali se do mét odo e do pro grama, mas , p elo 

menos por enquanto, houv e - se por b e m nio insistir com tal for

mulação . 

2 . 4 - FormulaçÕ e s Usando Fun çã o d e Corrente 

Ap enas para completa r , far- se - 5 men ç ão a um método 

alternativo que é a plicável a probl e mas de fluxo lento ("creeping 

flo \v") . A equa ção bi-harmônica governante de ste problema pode 

ser so lucionada c on s iderando-se um a aproximação variacional. A 

ma ior vantagem prática da aprox imação é que os programas para a 

sol u çã o de pr o bl emas de flexão de placas e da s e quaçÕes de f lu -

xo lento são id ê nti cas e , porta nto, os programas exis t entes 

podem ser u sados . Mas estas aplicaçÕes sa o limitadas . 

o rnê todo d e 

de Re ynolds 

desvantagem 

Uma formulação usando 

aplicação em f lu xos com n~meros 

tanto , e clar o qu e a principal 

sidade de s e usar ele me nt os de 

t age rn e que ap e na s uma eq u ação 

crever o comportamento do (l u i d o . 

a lt a ordem , 
. - d e ao 1 nv es 

Gal erk in pode ter 

mais a l tos . Entre-

do me todo -e a neces-

e nquanto q ue a van -

três -e c apaz de d es -

Apenas pou cos pesq ui sadores têm emp regado es ta forrou-



laç~o , primar iamente devid o ~ difi c uldad e em se di sc ret i zar 

e quaç~es d iferenciais parciais de quarta ordem atravis do MEF , 

ju n tame nt e com condiçõe s d e c ontorno c omplicadas . 

3 7 



3. FORMULAÇÃO EM FUNÇÃO DE CO RR EN TE E VO RTICIDADE 

3 . 1 -Introdu ção 

Neste capitulo apresentar - se -a um proce sso para a r~ 

so lução das e qu açÕes bi-dimensionais de Nav i er -Stokes usando 

o método dos elementos finitos em qu e o fl u xo ê r e presentado 

pelas variáveis função de corrent e tjJ e vortici dade w . Esta 

fo rmula ção satisfaz identicamente a eq ua ção da continuidade 

através da escolha d a funçã o de c or re nt e , mas o problema impos

to pelas condi çÕes de c ontorno para nao escor regamento nas fron 

teiras sÓlidas e a maior difi c uldad e . 

Muitos autores tratam estas cond içÕes de uma mane1ra 

i t e r a ti v a (r e f . [ 3 9 ] , ( 8] ) , t r a n s f o r ma nd o o p r o b 1 em a e s ta c i o

nário em não- es t ac ionár i o e tomando a so lução limite no tempo, 

mas com conver gê nci a pobre e custo computaciona l elevado. Em 

trabalho mais recent e (ref. [7 ]), mostra-se q ue tais iteraçÕes 

são desnecessárias e que as co ndiçÕes d e con t or no podem s e r im

postas mais dir e tamente . 

No e studo a qui efet uado e apresentad o um mé todo di

r e to e explí c ito para a introdução das co ndi çÕ e s para os con

tornos sÓlido s ("no-slip ") nas equaçÕes não-lineares . Apenas 

o problema de fluxo es t ac i o nár i o ê analisado e a formulaçã o 

acoplada , resolvida simul taneamen t e em tjJ e w, empr eg a o meto-

do de Newton - Raphson para a solução do s ist ema de e quaçÕes não

-lineares. Ver DHATT et al. [10] e [11 ] . 

são apresentados exemplos d e fl uxo e ntre placas para 

le las e ~~ - escoamento em to rno de um obstáculo s5lido cilindri

co . A formulaçã o r evelou - se eficient e na so l ução das e quaçõ e s 

d e Navier-Stokes pa ra r eg im e laminar . 

38 
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3 . 2 -Formulação e m Elementos f inito s 

As e quaçoe s d e Navier-Stok e s adimensiona l izad as, go-

vernantes do probl e ma d e fluxo inc ompress lve l bi-dimens ional e 

dadas pelas equaçÕes (1.1. 5 7-5 8), podem se r transcritas para 

o caso estacionirio como 

+ w o (3.2.1) 

2 íJ w-R ( l/J , w, - l/J , w,) 
e y X X y 

o (3 .2. 2) 

dadas numa r egião ge ométrica V , qu e e o doml nio do problema, 

sendo S a sua front e ira. 

As condi çÕes de co ntorno são : 

\jJ = ~) ou 
d\jJ 

= gl/J = u 
a n 

em s (3.2.3a) 

dW 

a n 
gw w =w ou e m S (3.2.3b) 

onde n é a normal a S diri g i da para o exter i or e o t raço su 

per1or indica valor es c onh ec idos no co ntorn o . 

Ao longo d e contor no s sólidos , as condiçÕes de não es 
-c ar r egame nto s ao dad as na s eg uinte forma : 

e u e m s (3 . 2 . 4) 

Nota-se qu e duas condi ções são dadas par a \jJ e ne nhum a para w. 

O método dos res iduos ponderad os de Galerkin e e mpre

gado para obter uma f orma int egra l corre s pond e nt e às eq uações 

(1) e (2): 

W=-ffV[( íl 2l/J+w) o\jJ + {V
2
w-R ( l/J , w, - ljJ , w, )} ow] 

e y X X y dx dy = O 

(3.2.5) 

on d e oljJ e ow são as funçÕe s de peso ( o ind i ca va riação). 
-A equaçao (5) pode ago r a se r integrada por partes a 

fim de se obter um a for ma in t egra l fraca ("\o1eak form "). Para 
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tanto, pod e - se aplicar a fÓrmula d e Green aos t e rmos co rr e spon -

d ente s aos l ap l aciano s . Para íl24J t e m- se 

JJ óljJ 
a 2\jJ 

dx dy JJ 
;) 

( óljJ ) ~ dx d y Ps ó qJ 
é) ljJ 

dS --2 - + n 
v ax v dX ax a x 

X 

(3.2.6) 

JJ Ó\jJ 
a 2\j! 

dx dy JJ 
a 

< oljJ ) --2 - ~ dx dy + g,s oljJ ~ n dS -
v Cl y v ;) y Cl y Cl y y 

onde n e n 
X y 

são os c osse nos diretores da dire ção normal ex -

terna ao contorno S com r es peito a x e y . A d er ivada ao l on go 

da normal é dada p e l a re g ra d a cadeia por 

~ 
a n 

ClljJ 

ax 

dX d\jJ 
-+-
Cl n a y 

que pode ser lev a d a em (6) . 

lx_ 

() n 

aljJ 

ax 
n 

X 

+ a ljJ n 
ay y 

(3.2.7) 

Assim, procedendo-se similarmente para 

integral pod e s e r escrita : 

2 'V w, a forma 

+ ( ow , w , + ow, w , ) + R 
X X y y e 

w, 
X 

f s ow aw d s 
2 an 

o (3.2.8) 

o nd e sl -e a part e do contorno s ond e aljJ I an = gljJ apenas 

(não ljJ ) conhec i da s2 correspond e - part e ond e aw / Cl n e e a 

= gw e dada (condi çÕes d e Ne um a nn ) . Assume - se que as co ndi-
-çoes de Diri chlet ljJ = \jj e w = w, quando pr ese ntes , -s ao satis-

fei tas diF etamente . 

Uma expressão dis c retizada par a t~ é ob tida usando -se 

uma aproximação por eleme ntos finitos par a ljJ (x,y) 

w 
m 
L: 

i=l 

e 
H ( !p , w ) 

e w(x , y ) : 

(3.2.9) 

onde m e o nume r o de e l eme ntos finitos e We e o funci onal do 
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problema para o elemento " e" . 
- ,,,e As variav eis do p roblema podem ter seus valores ~ 

e we em qualqu er ponto do elemento " e " definidos em função 

dos valore s das me smas nos pontos noda i s do elemento, na forma : 

onde as f un çÕes 

t er polação e r 

r 
E 

k= l 

<Pe 
k -e o 

ljJe <j>T lj! n 

tt.. e ,,, e , n 
'f' k ~ k 

sao as 
-nu me r o 

lj! n, T 

e w = 

f un çÕes 

destas . 

<P 
e w 

r 
r. 

k=l 

de 

Em 

<j>T 

forma 

forma 

n 
w = 

(3.2.10) 

ou funções de in-

matricial, tem-s e 

n T w , 
<I> (3 . 2 . 11) 

Assim, uma ex pressão gen~rica para We pode ser ob -

tida: 

[ ( ~lj! n,T 
T 

~ n 6 \j! n,T T lj!n_ 6 lj! n,T <P<P T we f f ~ ' x <j> , x P • y 
n = + P • y w )+ 

v e - -
( ow n' T 

P ' x 
T n õw n' T <P , 

T wn) + ~ ' x w + P ' y + 
- y 

R 6wn ' T <P 
( lj! n, T 

P • y 
T n _ lj! n , T 

P • x p.: ~n )J + P•x w dx dy -e -
f 6\j!n,T <P dS 
sl - - gl/J 

f 6w 11 'T <P_ g dS = O s 2 - w 
(3.2.12) 

Reagrupando os termos : 

,.,~ e = JJ {6\j!n,T [<<I> , <j>,T + <P , <P , T) IJ' n _ <P_<P_T ~nJ + 
Ve - - X - X - y - y - _ 

+ 6wn,T [<p, x p , ~ + p , y ~.~) + Re <P l/J n, T (p , y<P , ~ - <P ,x <P ' ~)]wn}dxdy-

6\j!n,T fs p glj! dS - 6wn, T fs <I> gw dS = O 
1 2 

(3.2.13) 

Portanto, a nivel d e elemento, -tem-se uma expressa o do tipo 

= o (3 . 2.14) 

onde 
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= JJ e 
v 

o 

fs 
Fn = -e 

fs 
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( 3 . 2 .15) 

l 
I ... . . T... T . . .. . ... . . . 'I 

dx dy 

~ ' x ~ 'x + ~ ' y ~ ' y + j 
T T T 

+Re <f> tjJn, (~ , y ~'x - ~ ' x ~ ' y ) 

(3.2 . 16) 

-
<t> gtjJ dS 

l (3 . 2 . 17) 

cp gw dS 
2 

Int eg rando - se a função <f> s obr e o e l e mento, obtem-se 

a matriz d o e lemento para esse problema pa rti c ular . Tomando - se 

as contribui çÕe s d e tod os os eleme ntos, 

g lobal para o probl ema discretizado : 

-obtém-se uma exp ressao 

W = ÓUT (F - (~) U) = ÓUT R ( 3.2 .18) 

onde U e o vetor que contem as v ariiv eis no da is do s i stema , 

ÓU é a pri mei ra variação de U, F é o veto r de carga equiva

l e nte devido a condi ções d e co ntorn o não homogêneas , R e o 

c hamado vetor residu o (que deve ser minimizado) e [~] é a cor

responde nt e matriz global de cqui librio, q ue e não line ar e 

não simétrica . 

Da arbitrari e dade da va r iação ÓU seg ue- se qu e o sis 

t e ma de equa~Ões não l i n e are s toma a forma : 

F [~] u = l{ ( 3 . 2. 19 ) 

Como a matri z depende das incógnitas u' para 

r es olv e r esta sistema empregar-se - a o método de Newton - Raphson , 

ji consagrado por sua grande efic i ência . Pa r a tanto, hi a ne-
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cessidade de se calcular a matriz tangent e , a qual ~ obtida pe

la dis cretiza ç ~o da primeira variaçio do funcional W, dado em 

(8) , e que pode ser e xpressa po r 

11(W ) 

11 ( \~) = f f [< 61/J , 111/J , + ÓI/J , 111/J , - ÓI/J 11w ) + 
V X X Y y 

+ ( ów , 11w , + ów , 11w , ) + 
X X y y 

+ R ów (w , ôi/J , - w , ôi/J , )] dx dy 
e X y y X 

(3 . 2 . 20) 

Pro cedendo -s e a discretizaçio , c hega-se a : 

+ ~wn,T [Re p C ~n, T P•x p , ~ - wn,T P • y ~ ,~) ~1/J n + 

+ <p ' x P ·~ + <f> , y <f> , ~ +Re p r~n, T P •y P · ~ - 1/Jn,T P•x p .~]) ~wn] } dx dy 

(3 . 2.21) 

O qu e co nduz a uma expressao do tipo : 

ô (W) (3 . 2 . 22) 

onde a matriz tangente [~ T ] pode ser escrita simbolicamente 
como 

~1/J I/J KI/J 

(~TJ 
- w .. .. . .. ... .. .... (3 . 2 . 23) 

K K -wi/J -ww 

em que 

~1/JI/J = JJ Cp ,x 
T 

p) ~) P • x + P • y dx dy 
v (3 . 2 . 24a) 

K = JJ -1/JW v 
<- p <f> T) dx dy (3.2.24b) 
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JJ n,T T 
P •y p . ~ ) dx dy (3 . 2 . 24c) K R cp w ( p , x P ·y ~ WijJ e v -

JJ [ p' X 
cp ,T T 

<p 1/J n,T ( p , y 
T 1 ·~)] dx dy K = + <P ' P•y +R P • x - p ,x .... ww v - X - y c -

(3 . 2.24d) 

-As s u b- ma t r i z e s ~ ljJ ljJ e ~ ljJw s a o c o n s t a n te s e idên-

ti c as as corres pond e nt e s n a eq uaçi o (16), e nqu a nto qu e 

K dependem d e U. 
-ww 

O algori tmo de Nc wton-Raphson empre g ado consiste no 

seg uint e : 

1) Da do um nume r o de Re ynolds , es c olh e r uma solução 

de par tida para U. Geralme nt e e s ta é tomad a i g ual à solução - . prev1a. Aqui , tomou-s e U nul o e m todos os ponto s nodais à ex-

cessão dos situados no cont o rno, qu e têm valores presc ritos pa-

ra 1jJ e w. 

2) Calcular o r e síduo R a traves -da e q uaçao (19) e a 

matriz tangent e (eq. (23)) . 

3) Re solve r o si st ema linear 

R (3 . 2 . 25) 

para obter f:I U (3 . 2.26) 

A s oluç ão e e nt ao i n c r e mentada de ô U: 

i+ 1 l l 
U = U + f:I U (3 . 2.27) 

4) Te star a conv e rgência e , se nec e ssário , repetir os 

passos 2 e 3 . Es t a conver g ~n c ia é ob tida se a diferença na 

so lução em duas iteraçõe s cons e cutivas for menor do que uma da

da tolerâ~ c ia e m 90 % dos p o nt os nodais . 

A fi g ura (3 . 2.1) dã um a idéia e squ emática do método . 



F ... 
P=KU ...... 

u • ... 

Fio. (3.2.1) - ESQUEMA DE NEWTON- RAPHSON 

A fi m de me lh orar as características de converg~ncia, 

ado t ou-se um mé tod o de r elaxação da solução . No iní c io d e ca 

da iteraç ão , a solução é tomada como uma co mbinação linear 

das sol u çÕes na s duas iteraçÕes anteriores : 

Ul. i-1 
= c u + ( l - c ) 

i-2 u (3.2 . 28) 

onde c e o paramet ro de relaxação to mado no intervalo 

0 , 5 < c < l. 

O sistema não -li near (19) é r esolvido p e l o mé todo de 

Ne wton-Raphson ap6s a introdução das condiçÕes de con torno. As 

condições correspondentes às eq uaçÕes (3a) e (3 b) s ão intro-
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duzidas na maneira usual do método dos e l ementos f initos, ou s~ 

ja , s impl esme nt e requerem 4 ue valores apropriados sejam subs

tituídos nas re spectivas equaçoes . As condiçÕes para o contor 

no s6lido, dadas em (4) , requerem um tratame nto especial . A 

primeira delas, correspond e nt e a tjJ, e introduzida diretamente, 

à mane ira tradicion a l. Para a eq uaçao co rrespondente a w nes-
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te con torn o procede-se a i mp l emc nt aç~o de uma aproximaç~o de 

segunda ordem qu e us a as duas co ndições segui n t es para um ponto 

(x
0

, y
0

) da fronteira s6li da (ver eq . ( 1 . 2 . 9) : 

w = 

a~ 

an 
= u 

() 2 qJ 
~ 
d n 

(3.2 . 29 ) 

(3.2 . 30 ) 

o nd e u i a ve locidade d e deslo came n to (co nh ec ida) do con t orn o 

sól ido n a dir eção perpendi c ular a "n". 

A expa ns ão em sirie de Ta ylor de ~ (x , y ) e m torno do 

ponto (x
0

, y
0

) 

dada por: 

ao longo da di r eção "n" normal ao co ntorno e 

~ (x , y) 
a~ h

2 a 2 ~ = ~ (X , y ) + h ( x
0

, y O) +- - - (X , y ) 
O O d 11 2 d X2 O O 

+O(h 3 ) 

(3 . 2.31 ) 

onde h é a distân c i a e ntr e um 

to ( x , y ) 
o o (ver f i g . (3.2 . 2)) 

ponto inter ior ( x , y ) e o pan

e O(h 3 ) o er ro comet ido no 

tr un came nt o da sé rie . 

expressão obt ém-se : 

Impondo as e quações (29) e (30) n es ta 

W ( X ' y ) + 22 r~ (X ' y) - ~ ( XO ' y O) ] 
o o h 

2~ (3 . 2 . 32) 
h 

Parede 

(a,y) Ponto interior 

Fi9 . (3.2.2) 
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A ma t ri z ta n ge n te g l obal e e n t a o modi f i c ada 

substituind o - se a eq ua ção c o rr e sp ond ente à vort i c id a de no nó do 

cont o rno s Óli d o p e la e q uação ( 32) , q ue d e f in e o va lor d e w e m 

termos de u, tjJ ( x , y) 

c e dimento ~ e mpr egado : 

e tJ! ( x , y ). 
o o 

Pa r a t an to , o s eguint e pr~ 

Seja a vat· i á ve l w c orre s pond e nte ao 

ponto (x ,y ) 
o o 

no -con t o rn o s óli do def in ida p e la j- é sima e quaç ao 

na matriz ~T · Os números das eq u a ç õ e s pa r a n o no 

do contorno e tjJ (x, y) n o po n to i nt e rio r normal a o contorno sao 

r es p e cti v amen te. Por s implicidade, representados por J
1 

e j 2 
assume-se qu e o po n t o ( x , y ) re present a um nó de e l e mento. Po-

de-se entao escreve r o al goritmo d a s e g uint e f orma : 

a) Calcular a distân c ia h entr e (x,y) e (x,y) . 
o o 

b) Modifi c a r os e l e me ntos da linha j da matriz [~TJ 

de mane·ira que 

KT ( j ' j 1) 
2 

(3 . 2 . 33a) = - ~ 

KT ( j ' j) 1 (3 . 2.33b) 

KT ( j , i) =O p ara to do (3.2 . 33c) 

c) Tro c a r o j - ~simo t e rmo do v e tor res iduo por 2~/h. 

d) Rep e t ir e ste p r oces so para c ada w c orres pondendo 

a to d os o s no s d a parede sÓlid a . 

Est a é uma man e ir a simp l e s , d i reta e efe tiva de se 

introduzir a s c ondi çÕes p a r a n a o escor r e g ame nto nas eq uaçoes de 

Navi e r-Stoke s com a fo r mul ação tjJ - w. 

Ap e nas p a r a ci t ar , a f o rmu laç ã o da co n d i ç ã o de conter 

no para vorticidade p o de se r a p r oximad a tamb é m de uma s eg unda 

forma, qu~ consist e e m expr e s sa r w c omo um poli n~mio d e g rau 

correspondent e à fun çã o d e interpolação do e l e me nto, isto é, li 

near, quadrática, e t c . e i nt e g ra r a vorti cid a d e dua s v e z e s c om 

relação a n, usan d o a eq . (2 9 ), ao lo n g o da l inha d e comprime~ 
t o h norma l à par e d e . P a r a um e l eme nt o d e tr i s n ó s (linear) e 
com aw/ an = o, r e sulta : 
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tjJ(x , y ) ] +_!. w(x ,y) = O 
o o 2 

( 3 . 2 . 34 ) 

As e q u aç~es (32 ) c ( 34) sio ig u a l me nt e apl i cive i s e 

t e s t es tim mos t rado que hi muito peq ue n a d i fere nça nos r es ulta -

d os . BREBBI A e SNITH ( 4] . 

3 . 3 - Apli caç~es Numiricas 

A f ormu laç~o da scçao 3 . 2 foi i n icia lme nt e apli ca da , 

pa r a p r opó s ito de análise de prec i sao , es t ab i l idad e e c on ve r 

gi n c ia , ao p r obl e ma do f l ux o co n f inado e n tr e placas p l a n a s pa

r a l e l a s i nfi n i t ame nte l on g a s . A di s tân c ia e ntre a s p lacas é de 

2 unidades de c omprime nt o (tomada adime n s i o nalme n te) e a vis 

cosidad e i se lec io n a d a de mod o a f orne ce r um n~mero de Re ynolds 

te s t e d e 200 . Es t e problem a i apre se ntado por BAKE R (2) , que 

usa uma fo r mu laçã o em e l e me ntos f i nit os s i mil a r à c i t ada po r 

CON NOR e BREBBI A [9 ] . O flu xo a lcan ç a um pe r f il de ve l ocida

de compl etame n t e desen v o l vido a uma d i stân c i a axi a l de ce r ca de 

2 0 unidades . De v ido à si met r ia , ap e n as me t a de d o pr o b l e ma ne -

ce ss ita s e r e studado . A geomet r i a e a malha de eleme nt os f ini -

t o s para o p rob lema são most r ados na fig ur a (3 . 3 . 1 ) . 

u., 

L 

0.9 

--.. 0.5 

o. • 
~~~~!L-~~-----1~----~~~-------------------~~-> 

o..~ l 2.. 3.3 4.0 a. 11. 21.1 

FI O· 13.3 . 1) 
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O duto i consi de rad o inicialmente con t e ndo fluido em 

repouso, c que 6 instantanca menl e acelerado a trav ~s da aplica 

çao de um pe r f i l de v elocidades unitár i o uniforme não dimensio 

nal na e ntrada do dut o . As condiçÕes iniciais t an t o para lJi co 

mo para w sao toma d as co mo nu las no int e rior do domínio. Q ua~ 

to às es pecifi caçÕes d e condi çÕes de contorno, tem- se que , p ara 

veloci dade uni for me na e ntrada, a vor t icidade é zero e a f unção 

de corrente é uma função linear da ord e nada y . Ao longo do pl~ 

no central, devido à simetria, a vo rti ci dade bem como a função 

de corr e nte sao nulas . As derivadas normais ta nto de IJ1 como 

de w se anulam na s aíd a , forçando um f luxo paral e lo , mas n a o 

necessariame nt e co mpl etame nt e de se nv o l vido . Como n ão hã inje

ç ão de massa , o valo r de ~ ao l ongo da parede superior e co ns 

tante e tomado i g ual a 1 , e nquanto que a vorticid adc nestes po~ 

tos depende da dis tribu ição interio r da f un ção de corrente e 

se u valor e obtido atrav és da f6rmu la (3 . 2 . 32 ). 

São usado s elementos finitos triangulares de tres nos 

e , port anto , com a funçio de intcrpolaçio variando l inearme nte 

em cada e leme nt o . No ap~ndice A deste trabalho sio ap r ese nt a -

das al g umas r egras q u e possibilitam , usando este tipo de e l eme~ 

to , int egra r as eq ua ções da seção 

as mat rizes de ca da el eme nto que, 

de equações globais di scrctizadas 

e m apr eço . 

a nteri or , a fim de se obter 

so mada s , vão formar o sistema 

representativo do p r oblema 

Utilizando - se um coeficie nt e d e relaxação c ::o . 85 , 

obtim- se converg~nc ia para a solução em apenas CLnco iteraçÕes . 

Os r esultados obti dos sao mostrados n a tabela da p~gi na sc g uln

t e e sao c ompar a dos com a so lução por ele ment o s f initos de 

BAKER [2] e com a de GOSHAN et ai . q ue utiliza uma malha d e d i

fe ren ças finita s co nten do 440 c6lulas compu t acionais para obte r 

a solução '' steady s tat e '' para num ero de Rcynol d s 200 e que é 

ci tada também na referência (2 ] . 
Os resultados apresentam uma concordincia bastante 

boa com as outras soluçÕes e dir-sc - ia que se aproximam mais da 

s oluç~o em di fe r e nças finitas, q ue tem maior prccisio , do que 

a formulaç~o de BAKE R. O erro m~ximo de ap ro ximadamen t e 5% na 

função de corrente ocorreu no nó mais prÓximo ao cnnto na ent ra 

da do duto . A co ncordin c ia da so lu ç~o para vorti cidade, e, 
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ESTE ELEl1ENTOS FINJTOS DiFERENÇAS FINITAS 
ESTUDO 131\K.ER GOSHAN c t al. 

~) w I !fi (.1) I/I w 

0 .5647 -o . 0173 0 . 595 o. 343 o . 539 I 0 . 039 
o. 9536 2 . 906 1 0 . 967 

I 3 .60 o. 95 7 5 . 12 

l. 9 . 2792 1. 8 . 14 1. 9 . 73 I 

0 . 6119 0 . 2Lt27 0 .641 0 .606 o . 589 0 . 262 

0 . 9755 3. 7310 0 . 980 3 . 77 o . 976 4 . 26 

l. 4 . 8911 1. 4 . Olt l. 5 . 05 

O. b316 o .5301 0 .656 I 0 . 731 0 . 623 0 . 623 
o. 9800 3 . 5184 I 0 . 982 I 3 .61 0 . 980 3 .57 
l. l,. 0095 l. 3 . 55 1. 4. Lt4 

0 . 6381 I 0 .5819 o . 66 7 1.05 
I 

0 .644 0 . 881 
o. 9807 

I 3.4344 o . 983 3 . ll o. 982 3 . 20 

l. 3 . 8602 1. 3 . 57 1. 4 . 14 I I 
0 .6605 0 . 960 7 E 1.09 0 . 659 1.10 
o. 9 816 ª::983 3 . 09 o. 983 3 . 04 
l. 3 . 58 l. 3 . 71 _L_ 
0 .6571 1 0 .9448 0 . 669 I 1 . 16 o . 6 74 1. 27 
0 .9824 I 3 . 0679 o . 983 3 . 15 0 . 984 2 . 88 
l. 3 . 5264 l. 3 . 60 l. 3 . 28 

o. 6866 l . 3820 o . 68!, ~ . 31 0 . 681 l. 44 
0 . 9831 3 .0129 o . 984 2 .96 o . 985 2 . 76 

1. 3 . 3758 1. 3 . 30 l. 3 . 12 

0 . 6606 j • 3624 0 .688 0 . 92 o .685 1.50 

o. 9860 2 .5781 o .983 3. 06 0 . 985 2 . 70 

1. l-~~~- 3 . 51 I 1. 3 . 60 

DISTRIBUIÇ~O ESTACIONKRIA DE FUNÇÃO DE CORRENTE 

E VORTICI DA DE PARA R = 200 
c 

50 

! 
l 
I 

I 



51 

similarmente , melhor na re g iao longe deste canto. A malha aqu1 

utilizada é certamente grosseira e o seu refinamento, es pecial

ment e na regiio da e ntrada, pod e efeti vament e melhorar a solu 

çao , tendo - se em vi s ta a boa aproximaçao aq ui alcançada. I s to 

possibilita ainda a o bt ençio de maior e s detalhes do fl uxo exa

tamente nos locais onde desejados . 

A mesma formulaçio é em seguida emp regada na tentativa 

de se obter uma soluçio numérica para as e quaçÕes laminares do 

movimento de um fluido viscoso incompressível esco ando e m torno 

de um obstáculo cilÍndrico. Um fl uxo com velocidade uniforme U 

é assumido incidindo normalment e num domínio retangular onde é 

posicionado um cilindro circular infinitamente longo, assim po~ 

sibilitando que o escoamento seja tomado como bi-dimensional. O 

caso de uma obstruçio cilÍndrica t e m sido ex t e nsivamen t e estuda 

do tanto no campo numérico como no expe rime ntal sendo que a 

simulação numérica da for rnaçio de vórtices constitui um dos 

problemas mais desafiadore s da mecânica dos fluidos. 

A geometria e a s condiçÕes de contorno do p ro b lema em

pregadas na análise são mostradas na figura ( 3 . 3.2), e nquanto 

que a idealização do domínio em elementos finitos trian g ulares 

e apresentada na figura (3.3 . 3). 

A malha utilizada contém 770 e l eme ntos e 426 nos nume

rados de forma a produzir a menor largura de banda possível 

nas matrizes, e apresen ta-se mai s densa na vizinhança do obs 

táculo sólido que é onde aparece m os maiores gradi e ntes das 
. - . var1ave1s ~ e w. Ao longo do s contornos superior e inferior 

os valores da função de corrente sio especificados como uma 

constante, bem como na superfície do cilindro. A vorticidade 

é especificada como nula nas paredes superior e inferior, o 

que significa que é imposta urna condiçio para escorregamento 

livre . No cilindro, as condições "no slip" sio impostas usan

do-se a equação (3 . 2.32) . Pa ra fluxo uniforme n a entrada doca 

nal a vorticidade é zero e a funçio de corrente é uma f unção 

line ar da coordenada y . As derivadas no rmais d e ljJ e w são 

tomadas como zero na saÍda, forçando um fl uxo paralelo . 
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u_: lO 
: 10 
=O 

[_ i:=o 
r-·~ ~ =IOy 

w :O 
'~'=o 
w : Cálculo através 

~w -o IT-

o 

~ _, 

da fórmula (3.2.32) 

't': -10 

W:O 

Flv ... c 3.3.2) 

3. 5 l 

Como condição in i cial para a primeira it e ração , os cam

pos de fun ç ão de c o rrent e e vor t icid ade sã o tornad os corno nulos 

em todo o interior do domínio . Inicialmente a viscosidade 

esc olhida de modo a corresponder a um nGmero de Reynolds igual 

a l . Com um parâme tro de r el axação c =o . 85 e m ( 3 . 2 . 28) , a 

so lução converge , sendo necessárias apenas 5 iteraçÕes . Na fi -

gur a (3.3 . 4) sa o plotadas as li nh as de fl u xo obtidas para este 

caso . 

Ao se tentar empregar o esquema acima para R >5 
e -

nao 

mais se obteve convergência da s s o l uções, as quais apresentam 

um caráter os ci la tório ent r e a s it e raçÕ es . A fim d e remediar 

esta si tu ação e melhorar as caracterfsticas de conv ergência do 

p robl em~ não - linear, t e ntou-se implantar uma técnica chamada 

" li n e search", baseada numa idéia apresentada por HATTHIE S e 

STRAN G [27] , que consiste em s e s o mar ape na s uma fração do in-

c re !ile nto t. U em cada iteração , ao invés do incremento total em 

(3 . 2.27), de modo a t entar evit ar que a s olução t enda a diver-

gi r e cause " ove r flo\.J 11
• Assim , t em-se p ara uma nova it e raç ão 
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( . ) (') (i) (') 
U l+l = U 1 + s .'l U 1 (3.3.1) 

onde s 
(i) e um parametro e scalar que e escolhido de maneira 

que o vetor r esÍd uo 

R(i+l) F - K U(i+l) (3.3 . 2) 

tenha component e nula na direção d e 6U , ou seja , que o produ

to escalar entre estes v eto r es seja nulo: 

Fazendo as substituiçÕes 

(F - K U(i+l)) 

mas, tem-se que 

donde se deduz 

= 

(3 . 3.3) 

o 
(3.3.4) 

(3.3.5) 

(3 . 3 . 6 ) 

No programa , o que se faz e calc ular o valor de uma 

f unção 

G(s) = 6U(i) - s (3 . 3.7) 

de modo que G( s ) =O defin e o valor de s procurado. Segundo 

[2 7] , s (i) e ace i tãvel se 

(3 . 3 . 8) 

De acordo com a figura (3.3 . 5), uma aproximação gene

r1ca para s pode ser obtida por: 



,, 

s . 1 J+ 
::S. 

J 
+ 

c ( s . ) 
J 

( s . - s . 
1

) 
J J-

- G(s.) 
J 

ate que sej a satisfeito o cri téri o (8) 

G (sj-1) 

G(s) 

I 

--- - - - - '"'"!- --- ------ - ---
I 

I 
I 

s· I J-

Fig. (3. 3 . ~) 

'J IJ+I 

Caso se obtenha s > 1 deve-se tomar s = 1 . 
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(3 . 3.9 ) 

I 

Desafortunadamente, mesmo com a aplicação da té c ni ca 

ac~ma , o s r e sul tados obtid os par a Reynolds mais a lt os não foram 

sa tisfatório s . A sol ução co nv ergi u, mas tao so ment e porque os 

valores do parâmetro s ao longo das iterações tend eram a zero . 

Ass im, a so lução estabi lizou - se , a despeito de o vetor re s Íduo 

nao ser minimizado . 

A conclusão a que se c hego u e que a form ula ção apr e -

se ntada na seção 3.2 é boa apenas para baixos núme ro s d e Rey -

nolds, ou se ja, para esco a me nto em reg ime lami nar. En tretanto, 

su a vant agem re side no fato de qu e as condiçÕes de co ntorno pa -
-ra nao escorregamento são introduzidas de mane ira simp l es e 

dire t a . 
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4 . FORMU LAÇ ÃO EM VELOCIDADE S E PRESSÃO 

4 .1 - Introdução 

Neste capitulo analisa-se as equaç o es d e Navier-Sto-

kes pelo método dos elementos finitos utilizando as variáveis 

primitivas. I ni cialmente, estuda - se o caso estacionário , em 

que o método de função de penalidade e u sado para satisfazer a 

continuidade, elimi nando a variável prcssio . 

Em seguida , apresenta-se um método para resolução do 

caso transient e em que se utiliza uma combinação das fo rmul a

çÕes levemente compress ív el e de penalidade, e a pressão é man

tida como variável explícita . Para melhorar a solução é intro 

duzido o efeito de " upwind" (viscosidad e a r tificial) desen-

volvido para o MEF . Para integrar no tempo é empre gado um me-

todo i mp lÍcito baseado no esquema trapczoidal. 

O exemplo de canal com obstrução cilíndrica 

dado em a mbas as formulaçÕes . 

4 . 2 - Caso Estacionário 

-

-e estu -

As equaçoes de Navier - Stokes independentes do t empo 

para as variáveis u' v , p -sao , a partir de (1 . 1 . 48-49) : 

élu él u êl p 1 " 2 u - + v - - + u 
élx ély él x R e (4.2 . 1) 

él v ôv ~ 1 í/ 2 u + v - + v 
élx a y é) y R e 

juntamente -com a equaçao da continuidade (1.1.10) . 

O método da função de penalidade permite que se elimi 

ne a variável pres são , ficando (1) apenas em função das veloci

dades , e consiste em satisfazer aproximadamente a r estr ição de 

incompressibi1idad e (ver, por exemplo, ( 36 ] , [ 11 ] , ( 18 ] e 
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[20] ) . Para tanto, a eq . da continuidade é modificada da se-

gu inte maneira : 

<l u a v 1 
+ = p (4 . 2 . 2) 

dX êl y À 

ou seja, 

-p = À (~ + ~) (4. 2 . 3 ) 
dX ay 

onde À> O é um escalar chamad o parâmetro de penalidade . 

As funçÕes de penalidad e podem ser vistas através do 

est ab elecimento de princípios ps e udo -variaci o nais (ZIENKIEWICZ 

[42] ) . 

PrincÍpios variacionais r e string ido s requerem qu e 

um funci onal TI s eja estacionário e sujeito a rest riçÕes dadas, 

por exemplo, por relaçÕes diferenciais do tipo 

g (<f>) = o em Q (4.2 . 4) 

Assim , pode-se tentar estabelecer um novo princÍpio 

var iacional e m que se introduz um conjunto de funções a conhe 

cicl o corno multiplicadores d e La grang e , e r e qu erer qu e 

(4 . 2 . 5) 

seja estacionário . A variação d e ste funcional r e sulta em 

(4 . 2 . 6) 

que é verd ad eiro apenas se 1T ê estacionário e as rest riçÕes 

(4) -sao satisfeitas . 

Entretanto , as funçÕes a têm que se r discretizadas , 

aumen tando o numero de incÓ g ni tas do pr oblema. Para vencer es 

ta dif iculd ade, é possível r e qu erer a estacionalidade de um fun 

cional modificado baseado numa fun ç ão de pena lidade em que se 

mi nirniz a a prox imadame nt e 

- f T 1T = 1T + À Q g g d Q (4 . 2 . 7) 
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em q u e À é li m nu m c r o p o s j t i v o g r a n d (' q u a 1 q u e r qu e penaliza o 

erro danao satisfação das restriçÕe s . Fisicamente , o parâme-

t r o d e p e n a 1 i cl a d e À p o J t' s (' r i n te r p r c L i:l d o c o mo um a g r a n d e v i s -

cosidad e dil atacional . Uma di f i c uld ade puramente n umé ri ca p ode 

aparecer qu ando À -aumenta , pois as c quaçoes discr e tizadas t e n-

d em a se torn a r mal- condicio nadas . Mas, com os com putadores m~ 

dernos , de alta precisão aritmética , o mé todo da função de p e 

nalidade estã se t o rn ando cada vez mais pop u lar . 

Su bstitui nd o-s e a e q . ( 3) na s e q li açÕes ( 1 ) , -a p r essa o 

e a e q. da continuid ade são eliminadas (fic am contidas impli-

citamente nas e qua çÕes modificada s da quantidad e de movimento) , 

obt e ndo - se apos multiplicá-las por R : c 

2 2 
a u ~) 'ij2 - À R (~ +~) R (u o - u + -+v = e 2 e êl x êl x êl y êl x êl y 

(4 . 2 . 8) 

'ij2 
2 2 êl v ~) - v - À R (~~ +~) + R ( u -+v o e 2 c ax a y () y êlx Ôy 

Uma expressão de Galerk in pod e e n tao se r co n stru Í da : 

r 

\-1 ff {l -(ll, + u, )-À R (u , +v , ) + 
A xx yy e xx xy 

+ Rc (u .u, x +v . u,y)] óu + 

+ [ -(v, + v , ) - À R (u, + v , ) + 
xx yy e x y yy 

+ R e (u . v ' + v . 
X 

óv} dx dy (4 . 2 . 9) 

cu j a fo rma fraca, apos a integração por part e s , e ob tida : 

\-1 = f f 
A 

[ óu, u, + Õu , . u , + À R ou , (u, + v , ) + 
X X y y e X X y 

f 
s 

Óu êl u eiS- À R f 
e êl n y 

ou(u, +v , )dy+ 
X y 



,, 

' .J 

+ JJ [ 0 V' X v' + () v ' . v ' + À R o v , ( u' + v' ) + 
X y y e y X y 

A 

+ R Õv (u v' + v . v ' y) J dx dy -
e X 

f Ou 
dV 

dS À R f o u ( u' ) dx ( 4 . 2.10 ) - - + v' 
s a n c X y 

X 

Co mo so se ter ao condiçÕes essenciais no contorno, do 

tipo u=u e v= v, os t ermos e nvolv e ndo integra is de linha 

em (10) pod em ser omitidos. Discretizando-se e sta e qua çã o 

atr avis da funç~o d e int e rpolaç~o ~ ' de maneira qu e 

u = ~T n 
u v = 

obtim-se para o prob lema uma 

F [ ~] u R 

~T n 
v 

-expressao do tip o 

(4.2 . 11) 

(4 . 2 . 12) 

onde F e o vetor de cargas nodais e quivalentes , R e o resi-

duo ou vetor de força n~o balanc eada , u é o veto r d as inc og-

nitas nodais e [~] a matriz g l obal representa tiva do proble

ma, a qual a niv e l de e l emento consiste em 

l 
K K 
- uu - uv 

(4.2.13a) 

K K 
-vu -vv 

JJ [~'X T 
~' 

T 
~'x 

T 
K ~' + ~' + À R ~ ' x -UU A - X - y - y e 

R ~ (~n,T ~ 
T n , T 

~ ~ ' ~) J + ~' + v dA e - X 

(4 . 2 .13b) 

K À R JJ ~ ' x ~ T dA (4 . 2.13c) - uv e - ' y 
!1. 

K À R JJ ~' 
T 

~'x dA (4. 2. 13d) -vu e - y A 
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JJ [~'X T 
+ cp ' 

T 
À ~ · y 

cp, T K ~ · x cp ' + R + 
-v v - y - y e - y A 

( un, T cp T n,T 
p p . ~ )] + R cp cp, + v dA 

e - - - X 

(4 .2.1 3e) 

A d iscr e tj za<;ã o d<l prime ir a variação de W co nd u z a 

d edução d a matriz t angente r~r ] (ou matr iz jacobiana) q u e r e 

s ulta, pa r a cada elemento : 

I K : K l . :: ~~ . . ! .. ::~~. 
- Tvu . -T vv 

(4 . 2 .14a) 

[ 
T T T 

~Tu u = f f ~ ' x ~ ' X + ~' y ~ ' y + À R e ~ ' X ~ ' X + 
A 

K -Tvu 

K = f f -T v v 
A 

+ R cp 
e -

n 
u 

n , T ~ ~ T n ,T ~ +v 'I''V• +u 'f' 
- - y 

T 
R cp cp, +R 

e - 'x - y e 
T 

~ ~ · y 
n 

u 

T T 
P• y ~ 'x + Re cp ~ 'x 

[ p 'X 

T T 
À P • x + p ,y cp ' + R 

- y e 

n 
v 

P • y 
T 

P • y 

(vn,T <)> cp ' + 
n,T cp T T 

u P • x+p ,Y v 
- y -

p: X) J dA 

(4.2.14b) 

dA (4 . 2.14 c) 

(4. 2 .14d) 

+ 

n 
pT) J dA 

(4.2.14e) 

O sistema não - linear da equ ação ( 12 ) pode agora ser 

re s o lvido pe lo mé t od o de New t on - Raphson da mes ma man e ira des-

cr ita na seção 3. 2 . As condiçÕes d e contorno são tod as do tipo 

Di r ic hl e t, não apresentando a sua imposição nenhum a d ifi c ulda

de . 
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4 . 3 -Aplicação Numéric a 

A fo rmu laç~o desenvolvida n a seçao 4 . 2 ~aplicada 

ao mesmo exemplo de fl u xo em torno d e uma obstruç~o ci l1ndrica 

circ ular estud ado n o cap1tulo 3. A malha de e l e mentos fi nitos 

triangulares ~ a mostrada na figura (3 . 3 .3), na qual todo o do 

mínio ~ discr c ti zado, ap e sar d e se r simétr i co , e m vi rt ud e de o 

obs ticulo induzir um fluxo a ssim~trico no canal . 

P. GRESHO et a l [1 5] apresentam um es tudo deste 

tipo de fluxo, ini ciando d o repouso at~ um núm ero de Reynolds 

final de cerca d e 10 0, ao qual a formaç~o de vórtices é sabida 

ocorrer . Ao que se sabe , es ta talv ez r ep resente uma das pri

meiras simulaçÕes co m s uce sso dest e fenômeno d e fluxo usando o 

ME F com a formulação de Galerkin e as variáveis primitivas. 

Mesmo em diferenças finitas, apenas recentemente tem sido compu 

tada a formação de vórtices usando como var iáveis as velocida

des e a pressão . O eleme nto empregado foi o quadri l átero de 9 

nos , contendo a malh a 850 nõs, num t ot al de 1929 equaç~es. 

As condiçÕ es de con torno impos tas ao prob le ma são as 

seguintes: perfil de vel oc i dades un iforme na e ntrad a do canal, 

componente verti cal de v e lo c idad e i gual a z ero ao longo das 

paredes superior e inferi or e ambas as compone ntes (horiz ont al 

e vertical) nulas na fac e d o c ilindro. 

Foram ex ecu t ad o s vário s exemplos , cobrindo uma ampla 
- - 4 -gama de numeres de Rey nold s (at e 10 ) e as so luçoes converg1-

ram em poucas it e ra çÕes . As condiç Ões de contorno f o ram manti-

d a s as mesmas para todos os exemplos, apenas varian do a visco

sidade do fluido d e modo a s e obter o R d esejado. Surpreen-
e 

cientemen te, o qu e se obse rv ou foi qu e as so luçÕes obtidas resul 

t a ram todas coincidentes, com os mesmos p e rfis de velocidade, 

independentemente do valor de R escolhido . 
e 

O que s e pode concluir e que a e liminação da variá-

v e l pressão d as e qu açÕes, at raves da introdução do p arâm et ro de 

pena lidade À, causou uma "ins ensibilid ade numérica" jã que À 

é um número grande ( deve ser tomado entre 10 4 e 10 10 ) e estã 

no numerador, o que faz c om qu e os termos em q ue aparece sempre 

predominem sobre os demais . 
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DHATT e FOMO ( 11] apresentam um estudo usando ames 

ma fo rmulaç ~o, mas com e l eme nto quadril~t e ro de 9 no s e sugerem 

que os te r mos envolv e nd o À s e jam calcul a dos usando-se integra -

çio numirica reduzid a (no c as o , 

gaussiana) . E Óbvio qu e não se 

2x2 pontos para a quadrat ura 

pode e mpregar este procedimento 

para o elemento linear, poL s nio ~ pos sível reduzir a ordem de 

i n tegração . 

P oder-se-ia d e ixa r de eliminar a variável pressio das 

equaçÕes di ferenciais, as ex pensas d e se a umentar um g rau d e li 
b e rdade por nó, c d e ixar À no denominador , que assim so apare 

c e ria em um t e rmo, a o i nv é s de se pr o pagar por toda a matriz do 

elemento , como s e ve nas e quaçoes (4 . 2 . 13 -14) . Não usar a fun

çio de pe nalid ad e implicaria na obt ençio de matriz es mal co ndi

cionadas (zero na diagonal), pois a equaçao d a continu id ade nio 

inclui a variável pressao. 

Entretanto, como para o caso de escoamen to com obs

táculo a solução estacionária nao tem um significado físico 

r eal , pois ~ instável e varia com o passar do tempo , de ix ar-se 

-ã es ta discu ssão para a s c ç io s e guint e , onde será introdu zid a 

a variáve l temporal. 

4.4 -Ca so Tr a nsiente 

Jã se comentou anteriormente que o MEF coro o método 

de resÍduos ponderad o s d e Ga lerkin e ncontra serias dif i culda-

d e s no tratam e nt o de pr obl e mas de mecânica d e flu i dos no s quais 

os termos convectivos sio significativo s e os respectivos ope

r adores são n~o simétr icos. Nestes c asos, apar ecem osc i laçÕes 

nio fÍsicas no fluxo e no fe nômeno d e transporte con vec tivo com 

altos números de Reynolds . As oscilaçÕe s pod em ape nas ser re

movidas pelo severo refiname nto da malha, o que diminui a uti

lidade prática do m~todo d e Galerkin. 

Tem- se observado que o método de Galerkin em elemen

tos fin itos produz o mesmo t ipo de aproximaçio para os termos 

convectivos qu e o método de diferenças fin itas centrais. Na 

teoria de di ferenças finit as , o comportamento adverso da s dif e 

renças centrais nestas circunstâncias t e m sido notado hã algum 
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tempo. Isto tem l evado ao desenvolvimento dos chamad os e sque-

mas de difer enças "upw i nd", qu e eliminam as oscilaçÕe s, mas 

têm desvanta ge ns com r e speito ã precisao. 

Motivados por estas e xperi ências , pesquisadores têm 

re centemente voltad o s ua at e nçio para o d e se nvolvime nto d e es 

quema s de elementos f initos co m upwind . 

SubseqU ent e me nte, tornou-s e ap a ren t e qu e uma combina 

çao de difer enças centrais e regressivas (upwind) e ra melhor 

do que qu alquer d e l as a pli cada isolada me n te . P ara u m problema 

model o unidim ensional s imples , é pos sível selecionar a combina 

ção que resu lta em soluç Ões exatas nos p ontos nodais. Equ iv a

l e ntemente , uma quantid ade a pr opriada de di f u sã o artificial po -

de ser ad ici onada à formulaçio em diferenças centrais. Huit as 

criticas têm sido feitas a este método em vi rtude da interpre-

taçao da difusão arti fic ial. Deve s e r lembrado, entretanto , 

que a difusão artifici al é relativa às diferenças centrais , e 

na o ao problema físi co real. Na realidad e , é mais correto con -

siderar os métodos em diferenças centrais como tendo difusão ar 

tif i c i al negativa com r e s p ei t o à solução exa ta. Para o proble -

ma unidimensional pode-se d e monstrar que a s o l ução e noda l mente 

e xata (ref. [ 19 J ' [ 6 J ) quando a di f usão artificial K e dada 

por 

K (u h/ 2) G (4.4 . 1 ) 

G = coth (a) - 1/a ( 4.4.2 ) 

a = u h/( 2 K) (4 .4. 3) 

onde u e a dada velo c idade do fluxo, h o espaçamen to e ntre 

o s nos e K e a difu sib ilid ade . 

Para i lu strar, apresentar-se-á como exemplo a solução 

de um problema unidi mensiona l com coeficiente constante e termo 

fo nte dependente da posiçao . 

- d2<P + 200 dcp = 
dx 2 dx 

2 
X 

A e qua ção é a seguinte: 

Ü <X < 1 (4.4.4) 



.. 

s e ndo <!>=O em x = O e X = 1. Con f orme se pode obse rv ar n a 

fig u ra ( 4 . 4 . 1) , a so l uç ~o pe lo es qu e ma d e Gal e rkin u s ual pro

duz oscilaçÕes ("wi gg l es "), mesmo c om o uso d e re finame nt o n o 

e spaçamento da ma lh a em pontos loc alizad os , se ndo qu e o reque-

r imento do empre go de upw i nd 

1!5 

lO 

'5 

o 
, 

I 

I 
I 

I 

Fig. (4. 4 .1) 

I 

I 

I 

I I 
I I 
I I ,, • 

O e s quema de u pwi nd 

é a pare nte neste probl e ma. 

r 
'I 
' o ,, 

--SOLUÇÃO EXATA 

o 

• 

UPWIND ÓTIMO 

(DIFUSÃO BALANCEADA) 

GALERKIN STANOARO 

c om bala ncea me nt o Ótimo da difu-

s a o .- -prove na o ap e nas so l uçÕes l ivr es de osc il a çÕes, mas tam-

b e m com valores pr at i came n te exa tos na mesma base de elemen t o s 

finitos . 

Existem três t é cni c as bá s icas utiliz ad as para alcan

çar o ef e ito de upwind em e l ementos finito s : 

a ) Difusão a r ti f i c i a 1 : a d i fus ã o a r ti f i c i a 1 d ad a por 

(1- 3) e somada ã difus ~ o f í s i c a e u ma d i sc r eti zaçã o em elemen 

t o s finitos usando Gal e r k i n co nv e nciona l e empregad a . Isto , 

n a realidade, e um b a lan c e ame nto da difus ã o , jã que e compen sa 

d a a difusão negativa d o t ra tame nto d e Gale rkin (ver KELLY et 

a l. [25]) . 

b) Quadra tu r a : a reg r a d e q uadra tura numé r ica para o 

t e rmo convectivo ê modificada de ma n e ir a a pr opo rcionar o efei-
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to de upwind. 

c) Petrov-G aler kin: a funç ã o d e p eso para um nó tÍpi -

-co e modificada d e modo a po nderar ma1s o elemento a montante 

do nõ do qu e o situ ado a jusante . Este pr o ced imento é muito 

ma 1s geral d o que os esquemas em di fere nças fini t as com que tim 

sido feitas compara çÕes (v er r e f. l l7] , [ 6 ] ). 

Aqui, examinar-se-a o pr i me ir o process o, o da intro

d uç~o de uma difus ~o adicional que d ec resce com o tamanho do 

e lemento . Esta té cnica fornece soluçÕes e xatas para mod e los 

unidime nsionais , ma s , qu a nd o da general izaç ã o para problemas 

mul tidimensionais, as soluçÕes te nd em a ex ibir dif us ão exce s s i

va na direç~ o p erpend icu l ar ao fl uxo. P ara contornar isto , o 

que se faz é adicionar a di f usão (ou v i scosidade) apenas na 

d ireção do flux o , ao longo das linhas de c orr e nte. Para tanto , 

introduz - se um carát e r t e n sorial para o termo d e difusibilida

d e . 

-zaçoes 

Para elementos bi - d imensiona i s empregam- se gen eral i

" ad hoc" da s expres s Ões (1-3) : 

K (G . u 
X 

h +G .v.h)/2 
X y y 

(4.4. 5 ) 

onde 

G (cot h a ) - 1/a G = (coth a ) 1/a (4.4.6) 
X X X y y y 

a = u h /(2 K) a =v h I ( 2K) ( 4. 4.7) 
X X y y 

h 
2 

~ 
2 

~ (4.4.8) = h --
X X y y 3 3 

em que u e v são as medias das compo nentes horizontais e ver -

ticais de velocid ade nos n õs do elemento e ~ e ~ 
X y 

me ntos caract er í sticos do elemen to trian g ular (fi g . 

-sao compri:_ 

(4.4.2)). 

No caso, K corr esponde à vi scosidad e cinemãtica v . 

(4.4.9) 

(4.4 . 10 ) 



67 

y 

Fig. (4 . 4 . 2) 

A f i m d e me lhorar a efici~nc i a c o mp utac ion a l , pode-se 

empregar a s eg ui n t e aprox i ma ç ão para o parâme tr o de upwind (6): 

- 1 - 1/a a < 1 

G o - 1 < a < 1 (4.4 . 1 1 ) 

1 - 1 / a a > 1 

Par a o c aso transiente r e comenda-se (ve r [ 6]) em 

l u g ar de (5) a expr essao 

K = (G • u 
X 

h + G • v 
X y 

h )/.ff5 
y 

(4.4 .1 2) 

O p a râme t r o di fu s iv o é pos to na f or ma d e u m t e nsor 

se segunda orde m, d e sta mane i ra introdu z indo uma a ni s otropia no 

f luido (a vi s cosid ad e a r t i fi cial é adicionada apenas na d ireção 

do fluxo): 

K (4.4.13) 

com as compone nt es 
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K
1 

( v + K cos 2 
8 ) I (LV) 

K cos e senei(LV) (4 . 4 . 13a) 

2 
K 4 = ( v + K se n e ) I (L v) 

Onde e e O ângulo em r elação ao el.XO X do vetor velocidade , 

tomado para o elemento e L e V são os valores característicos 

de comprimento e vel ocidad e par a adime nsion a lizar o problema. 

As e qu açÕes de Navi er -Stokes - -sa o entao t omadas na 

for ma: 

du dU él u 
+ u + v 

dp 
-- + VT K v u 

dt dX 3y dX 
(4.4.14) 

a v a v a v ~+ VT K v + u + v - v 
dt dX él y . ay 

onde K e d ef inid o para cada elemento e 

VT = {_!_ _!_} (4.4 . 15) 
ax ()y 

A f im de pos s ibilitar o tratame nto da restrição de 

incompressibilidade sem resolver uma e qu aç ão auxiliar para pre~ 

sã o , u sar - se-ã a f ormu l ação da função de penalidade dada pela 

e xpressão (4.2 . 2). Alem disso, hã um processo alternativo cha 

mado formu l ação lev eme nte compress !ve l , na qual a pr e ssão é as 

s umida como sendo função da densidade : 

(4 . 4 . 16) 

onde B é o mÓdulo de dilatação volumétrica ("Bulk modulus " ) 

e -sao valores constantes de referência de pressão 

e densidade , respectivamente . 

d ad e , d ad a por ( 1 . 1 . 8) e 

p,t = - p u. . 
1. ' 1. 

A equação com pl e ta da continui -

(4.4.1 7) 

Tomando a derivada t e mporal de (1 6 ) e levando-a em (17) oh -
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te m- s e -a equaçao mod i ficada 

u . . 
1 ' ]. 

1 

p(3 
p' t (4. 4 .18) 

Uma combinaç~o d a s fo rmu laç ;es de pe nal i dade e l e v e 

mente c o mp ress ivel r esul ta consideravelmente ma i s e f icien t e 

computacion a l me n te do que resolver a s equaçÕes da q u a ntid ade de 

mov imento us an do u ma das formulaçÕes isoladame nte . 
- -- se-a a express a o 

u . . = 
1' 1 

1 

À 
p -

1 
p' t 

pB 

d eix ando - se ex pl Íc i ta a var i á v e l p ressão . 

Ass im, us a r 

(4. 4 .19) 

Expand i ndo 

r e solvido e: 

-( 14 ) e (1 9 ), o conjunto de e qua ç oes a s e r 

a u au ~ + ~ - K 
2 

a
2

u -+ u - +v ~-K --- -
dt dX 1 a x2 2 a x a y a y a x 

2 a
2

u 
- K ~- K o -2 = 3 4 

a y ax ay 

a v a v ~ + ~ - K 
2 

a 2v 
-+ u -+v ~ - K --- -
dt dX 1 ax2 2 a xay ay a y 

2 
a 2v 

- K ~- K o -2 = 3 4 
ayax ay 

a u 1 a P 1 
- + p +- + 

a v 

ay 
= o 

pB <l t À él x 

(4.4 . 20a) 

(4 . 4.20b) 

(4.4.20c) 

Aplicando-se o mét odo d o s resÍd u os pond e rad os d e Ga 

ler kin com o fi m d e trans f ormar as e q u aç;es (20 ) numa forma 

i n t e gral, integr a nd o-se po r partes os termos de se g u n da o r dem 

e e xpandindo - se as incó g nitas 

i n terpolaç ã o na forma usual, 

u , v e p através da f un ç ~o d e 

obtém-s e p a r a cada eleme nto, em 

for ma conden sada , a segui n t e equação matric i al : 

o (4 . 4.21) 
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. Qe , T __ {un, n pn} -Aqu1 , v , e o 

Me e a chamada matri z de mas s a 

vetor da s i n c~gnitas nodais , 

do e l eme nto e a matriz Ae 

resulta dependente d as inc~ g n i tas Q. Pode - se des membrar a 

matriz Ae numa so ma d e d uas ma t rizes , uma co n s tant e e a outra 

d e pendendo da s 

A e 

. - . var1 ave1s : 

+ 

-

A c 
- v 

(4 . 4 . 22) 

As ma tr i ze s aci ma sao de finid as , n a fo r ma p articionada , por: 

~p~ o o ~ 1 o ~2 -
Me o M ,., o A e = o ~ 1 ~ 3 - c 

o o l 
H* ~2 ~3 

.!. H>( 

PB À 

o o 

o ~4 o (4 . 4.23) 

o o o 

E a s s ub-m a trizes : 

f! <f> <f>T dA (4 . 4 . 24a) 
A 

~ 1 = JJ [Kl ~ ' x ~ ·~ + K2 ~ 'x ~ , ~ + K3 P •y P •~ + K4 ~ ' y 
A 

<f> , TJ dA 
- y 

~2 !f <P -A 

~3 !f 
A 

<I> -

~ 4 = f f 
A 

<I> 

Se ndo <I> a função d e 

d e transposição e n 

T 
P•x dA 

<P T 
- 'y dA 

<f> T (u 
n 

P•x 
n T 

+ v ~ . y ) d A -

int e rpolação , o superindi c e 

o n úme r o d e nós do e l e me nto . 

(4 . 4 .24b) 

( 4 . 4 . 24c) 

(4 . 4 . 24d) 

(4.4 . 24e) 

-T a operaçao 

Tomando-s e a s c ont r ibuiçÕes d ~ tod os o s elementos, 

70 



partindo da ex pr essao ( 21), pod e - se montar a e quaçao matricial 

global de todo o sistema, obt e ndo-s e uma ex pr essio do tipo : 

M Q + A Q + A (Q) Q 
- c - - v 

o (4 . 4.25) 

O ponto ac~ma das i ncógnitas 

tem po. 

indica derivaçio em relação ao 

-A equaçao (25) necessita ag or a ser integrada ao lon-

go do tempo . par a ta n tO , e X i S tem d Í V e r S OS me t od OS m a ~ S U S ad 0 S 

como o esquema trap ez oid al , mé todo de Run ge -Kutta, mé todo do 

previsor - corretor, etc . De s tes, o esq uema trap e z o idal s e des

taca por apresentar g rand e ef i ci~ nci a e es tabilidade, alem da 

s implicidade de sua a pli cação . 

Para o exemplo de problem a linear, comum na Dinâmica 

das estruturas 

M d + K d F (4 . 4 . 26) 

o método trapezoida l ge n e r a lizado, p a r a o algoritmo de passo 

simples , é o seguinte : 

M ~i+l 
+ 

d. l 
-~+ 

v . 
-~+a 

onde d . e v. 
-~ ~ 

= 

= d. 
- ~ 

K d. l 
-~ + 

F -i+l 

d . + ó t v. 
-~ -~ +a 

(l - a ) v . 
- ~ 

+ a ~ i+l 

são a pro ximaçÕes de d ( t. ) 
~ 

(4 . 4.27) 

(4 . 4 . 28) 

(4.4 . 29) 

e v(t.) 
~ 

res-

pectivamen t e ; ~i+l = ~(ti+l) ; ó t e o passo de tempo ; e a e 
um parâmetro tomado no inte rvalo [o , 1]. Alguns do s mais co-

nhec id os membros da família dos métodos trapezoidais gene r a 1~-

zad os sio identifi cados a segui r. 
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o 

1 /2 

2/ 3 

1 

Me todo 

Difere nç a s pr o g r essi v as ; Euler 

progressivo 

Reg r a trap e zoidal ; Regra d o po~ 

t o médio ; Cranck- Ni colso n 

Ga l er k i n 

Di fe r e n ç a s re g r e s s iv as ; Euler 

r egress i vo 

No c a sode a = O, o mé t odo é dito se r e xplícito . Os 

métodos explÍ c itos t êm v a l or se M fo r ass u mid a "lumped" (is-

to é , diagonal). Nes t e ca s o , a s olu ç ão pod e se r levada adiante 
-sem a ne cessidad e de r eso lv er s i s t e ma d e e qu açoes . Se a#O, 

o método é implÍ c ito e , nestes casos, -um s i stema de e quaçoes, 

com matriz dos c oe fi c i en t es ( H+a lHK) , neces sit a ser resol 

vido a cada passo , jã que K normalme n te não se r á dia gonal . 

Para r e solver (25) empregar- se - a u m mé tod o baseado 

na re gra trap e zoidal, ma s co m o pa s so d e t em po dividido em dois 

s ub -pas sos ou pa s so s fra c i onários . 

n o apênd ic e B d e st e t rab al ho . 

Este método é apresent ad o 

ce ado em 

o al go r itmo , em q li C 

t+Ôt ( e ntr e t e 

[~ ôt +-
2 

ôt 

2 

~c] gt+Ô t = 

A ] Q - c - t+2ô t 

co n junto de - esta balan o eq uaçoes 

t + 26 t ) ' e o seguinte : 

r~ ô t ~c 1 9 t (4 . 4 .3 0a) -
2 

= [~ -
6

2
t ( ~c + 4 ~ v)] 9t+ôt 

(4 . 4.30b) 

- -Es tes dois si s t e ma s de equaçoes s a o resolvidos em s eqUência em 

c ada passo , faz e ndo com que a solução vã avançando a o longo 

d o tempo. 

A ma triz dos coefic i entes ê constan te . Entretanto, 

as componentes d o t enso r d e d i fusibilidade qu e ap are c em na for-

maç ão de A dependem do vetor ve l ocidade, se nd o , p o rtanto , - c 
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conveni e nt e a sua atualização periÓdica, d e pois de alg uns pa s-

sos . 

O algorit mo (30) é bastante est ável e permite a uti-

lização de pa ssos d e tempo relativament e grandes. 

As co ndi ç~es de co ntorno a serem impo s tas no pro b lema 

são do tipo u = u c v =v e são introduzidas no s sistemas 
- -(30) se m nenhuma dificuluad l~ . Para a vnriável rressao nao e 

imposta nenhu ma co ndição de con torno, uma vez que isto seria 

r edundante e incon sisten te c om a c quaçao d a co nt i nuidad e 

( a qua l dev e ser d escartad a no nó onde se prescrever o valor 

da pressã o ) . Esta equação de t e rm i na implicitamente o valor da 

pressão a parti r d o campo de velocidades , no caso de fluxo in

compress ível . 

4 . 5 - Aplicação da Formulação Transient e 

Examinar-se - á o cas o do canal com obstrução cilÍndri

ca . A ma lha, formada por e lementos tria n g ul ares , é mo strada 

na fi gura (3. 3.3) . Como c ond i ção inicial para o problema, e 

tomado um campo nulo par a v e locidades e pressão no inter i or do 

domínio , o qu e equival e a dizer que o fluxo é acelerado instao-

t a neamen te a partir do repouso . Como condiç~es d e contorno , 

são impo stos um perfil uni for me de v eloc idades na e n trad a do 

canal , velocidade nula na face do ob s tãc~lo sÓlido e compo nent e 

ve rtical nul a para a velocidade ao longo das paredes do cana l . 

Pela variação s istemática dos vários parâmetros como 

o incremento de tempo, o parâmetro d e pena lidade e o número d e 

Re ynolds , fêz - se uma tentativa pa r a achar a aproximação ótima 

pa ra o probl ema de flu xo em torno de um cilindro circu lar. O 

princi pal intuito é prover a informação necessária para indi

car a linha de aproximação ma~s frutíf era para prob l em as m a ~ s 

complicados e áreas para futura pesqu~s a . 

Observou- se qu e , a umentand o - se R , 
e 

o incremento 

~ t prec is ava ser diminuíd o, bem como o parâmetro À , que não 

podia ser muito grande, so b pena de os cam pos d e velocidades e 

pressão diver g ir e m rapidament e . 

Na figura (4. 5.2 ) são apr esentados alguns resul t ados 

para um número d e Rey n olds ig ua l a 100 . O parâ me tro de penali-



dade utili zado foi Os g r~ficos mostram a variaçao ao 

longo do temp o d os valor es de velocidad es obtidos para os no s 

A e B e pr essão no no c. As posiçÕes deste s nos são indica-

das na figura (4. 5 . 1) . 

A 

Fig. (4.5 .1) 

Um erro fundam e nt a l na formulação parece causar se

veras oscilações no campo d e pressão. Este erro e possiv e lme~ 

te devido i incompatibilid ade das funç~es de interpolação 

usadas , as quais são lineares e continuas tanto para pr es são 

como para v eloc idad es . Sendo a pres s ão d e finida no s pontos 

nodais do elemento triang ular, o div ergente do campo de velo

cidad es i nu lo nestes ponto s (conservação da massa) , mas não 

no interior do elemen t o . 

As quantidad es nodais e de elemento nao podem ser 

i gu aladas num ponto do es paço sem algum tipo de processo de to 

mad a da m ed i a . Assim como a press~o e uma quantidade nodal , 

seu gradiente é uma quantidade de elemento. O MEF de st a for

ma toma a media do g radiente de pressão em cada element o em 

torno do nõ e m questão a fim de obter a equa ção gov ernan t e ne~ 

te no. O gradiente de pres são pode e ntão ser considerado como 

continuo. As restri çÕes na pressão são portanto efetuadas 

at ravés do g radi ente médio nos nõs nas eq uaç~es da quantidade 

de movimento e através da eq uaç ão da continuida~e , esta satis

faze ndo a div ergênci a med i a i g ual a zero e m cada no . Por me

lhor q u e seja o processo d e tomada da mid ia, ele causar a uma 

r edução da precisão. Su g er e -s e que este é o e fe ito numérico 
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do u so da me s ma ( un ç~o de interpolaç~o para veloc idade e pres

s a o e que as os c i l a ç Õ e s d o s v a lo r e s d a p r e s s ã o s ã o c a u s ad os 

por e st e processo. 
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Talvez a solução para 1sso fosse defin ir- se a pres

sao no centr Óid e do triângulo, de modo qu e a divergência dentro 

de cada eleme nto seja zero (logo , em todo o dominio ). 

Além disso, para o uso do método da função de penali

dade , recomenda- se o uso d e uma ordem mais baixa par a a regr a 

de integração do t ermo em ~ (ver HUGHES et al. [ 20] ) . En tre

ta nto, para empregar esta integração reduzida se l et i va far-se

-ia neces sári o o us o d e e l e mentos com função de interpol a ç ão 

de ordem mais alta qu e o triângulo linear (o mais usado é o 

quadr il átero isoparametrico bilinear de 4 nós). Isto não cons 

ta dos objetivo s deste t rabal h o, em virtude do tempo e xi g uo. 

4 . 6 -Aspect os Computacionais 

Todos os programas deste trabalho foram codificado s 

na linguagem FORTRAN 

B URR OUGH S B- 6 7 00 e 

e executados inici almente num comp utador 

ma1s tarde num DIGITAL DEC-10 . Houve difi-

c uldades inici a lmente para adequar o tamanho da ma lh a do e xem

plo da o bst r u ção cilÍnd r ica ã disponibi l idade de memória. O 

Fortran do B-670 0 limita o tamanho máximo dos ar r anjos em 

6553 5 posiçÕes , l i mite es t e que foi utilizado pa ra dimensionar 

a malha (426 nós, 77 0 e l emen tos) para os c asos d e duas incóg

nitas por nó. J á no DEC -10 foi possivel programar a formula

ção com três variáveis nodais da seçao 4 .4, apesar d e a dispo

nibilidade global d e armazenamento se r menor . 

Para a resolução dos sistemas de equaçoes line ares 

com matriz dos coefici e n tes do tipo banda não s imétr ica foi 

u t ilizado o métod o d e decomposição d e Banachiewicz , no qual 

empregou - se um v e tor perfil para controlar a es parsidade exter

na da matriz (os elementos nu los fora da banda não são armaze

nados n e m proce s sados). 

O tempo d e CPU r e sultou relativamente e l evado , prin

cipalmente no caso transiente . Neste, pe rdeu-se em parte a 

vantag em de que a matriz do s coeficiente s resultaria c on s tante, 

n e cess itando ser de composta apenas uma ve z, isso devido ã in-



clusão do efeito d e up\-Iind, em que a matriz p r e c~sa ser a t ua 

lizada ocasi o nalmente . 

Para fa c il itar a in t erpretação dos resultados , dese~ 

volveu-se um a rotin a para plotar as I inl1os de co rrente por in

termédio da impr e ss ora . A f i gu r a ( 3.3 . 4) , por exe mplo , foi ob 

tida a partir de s ta técn ic a . 
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CONC LUSÕES 

A so lu ção das e quaçÕes d e Navier -St okes p or el emnn-

tos finitos ~ ainda uma t~cni ca relativamente nova e muitos 

pontos de conje tur a aparecem quando a v i <Jb i l id a de do método ê 

ques tionada . 

A quest ao mais important e de t odas , a de quanto es -

forço comput ac iona l ê necessi rio para uma dada pr eci sa o , nao 

tem sido r espo ndida satis fatoriament e em ter mos de números de 

nós , d is cr eti za ção em ele me nto s e esq uemas de integr ac ão no 

tempo . 

O presente trabalho nao tem a pretensao d e dirimir 

todas as dÚvidas sobre o assunto . ~ ap e nas um es tud o prelimi-

nar qu e v i sa servir de base para f ut uros des en volvim e nto s . A 

resolução numér i ca do problema ê bastante dificil e mu i to s de 

se us aspecto s carecem d e melhor escla re ciment o . 

Os result ados das apl ica ções num~ri cas aqu~ apresen 

tados , em geral nã o foram d e muito boa qualidade e uma ma ior 

ênfa ~ e fo i d ada ao aspecto teóri co . No problema do obstáculo 

s ólido , par a melhorar a precisão , talvez fosse neces s ário o 

empr ego de uma malha ma i s densa , concentrando ma is elementos 

nas prox i midades do c i li ndr o , onde os grad ient es são mais ace.!: 

tuad os . Ma s ist o implicaria num custo proibitivo e a capac~ -

dade de armazenamento do computador seri a suplantada. 

Uma alt er nat iva seria utilizar um mé todo explÍcito 

para a integração no t emp o , no qual as matr iz es são d iagonali

zad as e diretamente i nvers í veis , d esta for ma e conomizando tem-

pode proces same nt o e arm az e namento . Isto permitiria toma r ma 

lhas bem mai s den sas . Entr e tanto, co nc eber essas malhas se ria 

uma t aref a colos sal e exig i ria o des e nv olvimento de um gerador 

au tomático para seus dados em virtude d a complex idad e da ge om~ 

tri a e concentr aç ão variável dos e l em en tos . 

fora do escopo dest e t rabalho . 

Ist o , po rem, es tá 

Alem di sso, os métodos explí cito s têm pouca es t a bi-
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1 i d ad e e , por t a n L o , a p r e se n L a m él d e s v a n L agem d c ex i gi r pass o s 

de tempo muit o pe qu enos , aumen t a nd o tamb ém o cus to. 
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Out ra o pç;o ser i a t estar elementos de mais alta or

d em , de maior pr ec i sao . Esta parece ser a me l ho r s aida e ex1s 

t e na literatura um a am p la gama de sugest~es qua nto a tipos d e 

elementos. 

Ainda há muita coisa a se faze r no es tudo das e qua

ç oes de Navi e r-Stokes , mas o qu e r e t arda a inves ti g a ç ao no mo 

mento é o custo exc ess i vamen t e al to da s comp u t aç ~e s . Como s u

gest o es para futuro s dese nv o l v im e n tos p od e - se c itar o c aso de 

fluxo tr ansanico, ou a inda a s imu l açio depe nd e nt e d o temp o de 

um campo de v e nt o t ri - dime n sional com dis t ribuiç ã o d e t e mp era

tura e con c entr ação d e po lu entes na camad a l i mite atmosférica. 

E mais, no ponto de v ista do ME F, o s s eg u i n tes pro

blemas ainda não e st ã o s ob c ontrol e : f luxo viscos o c ompressi 

ve l, probl emas depend e ntes do t empo com o ndas d e choq u e , fluxo 

com várias fases. E o trat ament o da turbulên c ia espera p or uma 

me lhor modela gem do problema . 

~' por c o n segu in t e , um campo pass í ve l ainda de muita 

pesquisa . 



AP~NDICE A 

E l eme ntos Triangul ares d e Três NÕs 

Se o d ominio de um prob l ema bi - d im ensional for dis 

c r e tizado em e l ementos fi. ni Los do tipo triangular (fieura (A.l)) , 

pode - se propor u ma função 

(A . 1) 

que var1a linearment e no sub - domi ni o triang u la r e ? roduz tres 

incógnitas por elemento, que podem ser relacionadas com os va-

lares nos nos 1, 2 e 3 . 

Fi(). (A . I) 

Em se trat ando d e e l ementos t riang u lares , nao e con -

veniente trabalhar com coordenadas cartesiana s . Faz-se uso , 

e ntão, das coord e nadas triangulares ou coor d enadas d e are a , as 

quais permitem repr esen t ação mais simples das f un çÕes de in t er 

po lação e integraçÕes mais f ic e is . 

Na figura (A . 2) , um ponto P de coordenadas (x , y) de -

fine juntamente com os cantos tr i s s ub- tr iân g ulos d e ir eas A
1

, 
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3 

Fig. (A. 2) 

A area total do triângulo e 

A (A. 2 ) 

Note-se que as ãreas A. definem univocamente a posiçao d e um 
1 

po nt o no int er io r do tri â n gu l o . Normalizando-se es t es valores , 

t em - se que as coor d e nada s triangular es são dadas por 

(A. 3) 
A 

A r elação e ntr e as coord enadas cartesianas e trian

gulares pod e ser deduzida e é a s egu in te : 

(A . 4) 

onde 

c li = (x . yk - y. xk) I B 
J J 

c 2i = ( y . - yk) I B 
J 

c3i = (xk - X,) 
J 

I B 

B = 2A= ( x2 Y3 + xl Y2 + x3 yl)-(x2 yl + x l Y3 + Y2 x3) 

(A. 5) 
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Os indice s ~ ' J ' k sao perm ut a do s c i c l i cament e e nt r e os va-

lares 1, 2, 3 . 

Usa nd o a regr a d a cad e ia , o b tem - se par a as d e rivad a s 

de uma f unç ~o d ef inida em ter mo s d e c oo rde nadas tri an g ula r e s : 

() f ( L 1' L 2 ' L 3) 3 v r E c2 i ( A. 6a ) 
dX i= 1 é)L . 

~ 

é) f ( L 1' 1 2 , L 3) 3 () f 
E c3 i (A.6b) 

Cl y i = 1 Cl L . 
~ 

A integraç~o d e f u n çÕ es polinom i ais e m te r mo s de L. 
~ 

e s im-
-ple s e pode s e r e f etuada usa nd o-se a express a o 

dA = 
i ! j! k! 

. 2A (A. 7) 
(i+j+ k + 2)! 

Para integra ç~ o em uma dime ns~o , por e x e mplo ao longo do lado 

1-2 do tri â n g ul o , em pr eg a - s e a f Órm u la : 

L ~ 
• I • r 

f L J dS 
~ . J . 

Q.l2 1 2 ( i + j + 1 ) ! 
(A. 8) 

onde 2 12 
; 

comp r i me nto e o d o 1 ad o 1 - 2 , no q ual L
3

=0 . 
-Co mpar a nd o-se as e x pr e s s o e s (A. 4 ) 

~ 

e (A.l) ve - se 

q ue as coordenadas t r iangu la r e s Lk co i nc i dem com as funçÕes 

de interpolaç ~o o u d e for ma para o caso line a r . 

( A . 9) 

Po rtanto, a e x pa nsio lin e ar apr ox i mada d e uma funç ~o u pode s e r 

es c r ita e m t ermo s da s c o o rd e nad a s d e ãr ea : 

(A . 10) 

ond e -s a o os val o r es n od a i s de u. Tê m- se, por co nse guint e : 
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au 
ay 

0 1 c3l + 11 2 c32 + 0 3 c33 

Ver referê n cias [43), [35], [s] e [3] . 
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APÊNDICE B 

Es qu e ma Trap ez oidal de Passos Fracionários para Intcgraç ao 

no Tempo 

Consid e r e-se a equaçao matri cia l trans i e nt e seguint e : 

~1 Q + ~c g + t::.v (Q) Q + p = O (B . 1) 

em que Q é o veto r das incÓgnitas, M a matri z de massa , A 
- c 

a ma triz que contém termos l ineares , A a ma triz dos termos 
- v 

não line ares e P o veto r independente . 

O e squema da regra trapezoidal admite as seguintes 

condiçÕ e s aproximadas : 

• Q t+fl t - Q t 
Q=----

tu 

Su bstituindo-s e 

2 

(B . 2 ) em ( B .l) 

p 
p + p 

t +fi t t 

2 

obtém-se para t +.6t: 

[~1 + fi t ~c + ~ A ( Q ) J Q = [ M - fi t A 
2 2 -v - t+ flt -t+.6t -

2 
-c 

Da mesma for ma , para t+2.6t : 

( B . 2) 

(B . 3) 

[ 
.6 t .6t ] M +- A + - A (Q ) Q 

- 2 -c 2 -v t+2.6 t - t+ 2.6t [ M - .6 t A - .6 t A ( ) J Q 
-

2 
- c 

2 
-v Qt+.6 t -t+.6 t -

.6 t ( P p ) 
- --;- - t+2flt + - t + .6 t ( B . 4 ) 

Uma fun ção f (x ) pode ser expa n d ida em serie de Tay-

lar, na forma 

f ( x ) 2 f(O) + x . f'(O) + o(x) 
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f(x) = f ( O) + x . f ' ( O) 

f (x+ b. t) = f( O) + ( x+ b. t) E I (0) ( B. 6) 

f ( x +2 6 t ) = f(O) + ( x + 26 t ) f I (o ) 

E , port a nt o , 

f ( x) + f (x+ 2/\L) 2 f(O ) + (2x + 2L\ t) f I (o ) 

2 f ( x +b.t ) (B. 7) 

-Is to pode se r ge n eral i zado para a e q uaçao ma t r i c i a l 

(B . 8) 

Lev ando e sta e qu açao ao con j unto das equaçÕes (B.3) e (B.4) , 

de modo qu e a s om a des tas r e sult e inal t e rad a , ob t e m- s e 

[~ +~A] [ ~ - 62t ~c] gt 
b. t ( P + p ) (B . 9a) 

2 - c gt+ b. t 
2 

- t +b. t - t 

[M + ~ A ] g t+ 26 t [M- ~ A - 2 6 t A (Q t+!J. t)] g t+ 6 t -- 2 - c - 2 - c - v 

(B . 9b) 

-As equaçoes ( B . 9 ) são ba l a n c eadas e m t+ ~t ( e ntr e 

t e t+26 t) e con s t it u e m o a l goritmo par a a so l ução de ( B .l). 

Cada equação é ava li ada n u m sub - passo com i nterval o !J. t, sen-

do o pas s o tot a l d e 26 t. As e qu açÕ e s indi vi d u a i s - -nao sao 

ba lanceadas , entr e t a n to , a s om a das e q u açÕes , a qu a l r e pres enta 

o pas s o compl e to, é balance ad a no pont o mé dio do pa s s o e cor

r e s pond e ã aproximação cor r e t a da e x p r essão diferencial do pro

blema. 

Entr e as v a nt a g ens deste esquema , p od e- s e e numerar : 

a) A ma t riz dos co efic i e n t e s do s i stema d e e qu açÕe s 



necessita ser trian gulari z ada a p e nas uma vez , pol s e constan t e 

e idêntica no s d o i s s u b - passos . 

b) O es qu ema ~ ba s t a nt e est~v e l, se ndo qu e o t a ma nh o 

do in t erval o d e t e mpo só es t~ limit ado p e l a pr e cisão , a qual, 

por sua vez , é comp a r á vel a outros es qu emas mai s d i spendiosos 

( v e r i\HRUCH c Pi\ RTIUO GE (1) ) . 

c) Não s ão ne ce s si r ia s it eraç~es a c ada passo . 
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d) O cust o com pu t a c i o n a l é bestant e me nor do que o de 

outros esq u emas impl ici t os . 

Ver tamb ém [4) e [ 9] . 
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