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SumArio 

Em estruturas incrementais a fluência e a retraçao 

além de cat~arem deformaç~es progressivas, provocam também 

mudanças nas solicitaç~es, quando se impede tais 

deformaç~es. Esse impedimento se dá no momento em que se une 

duas subestruturas, 

estát ico. 

provocando uma mudança de s1stema 

A principal aplicaçao de tal método construtivo 

está nas pontes em avanços sucessivos. A avaliaçao dos 

esforços ao longo do tempo em ta1s estruturas é laboriosa 

quando fe1ta pelos métodos convencionais disponíveis. A 

presente dissertaçao v1sa buscar um método computacional 

para real1zar tal t1po de análi se. 
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ABSTRACT 

On 1ncremental structures, creep and shr1nkage 

cause, beyondtlrne-dependent deforma ti ons, changes in 

1nternal efforts when such deformations are obstructed. 

These obstructions occur at the moment that two 

substructures are bonded together, result1ng 1n a static 

system change. 

The principal appl1cat1on of thi.s construct1ve 

method 1s the segmental br1dges. The evaluation of the tlme

dependent internal efforts is hard when made by conventional 

methods. The present d1ssertat1on develops a computational 

method for performing th1s analys1s. 



1 . I NTRODUÇAO 

A presente cu ssertaçao busca analisar est.ruttrras 

constru1das em processos incrementa1s, 

concreto armado ou protendldo. 

que poder~o ser de 

sua apllcaçao principal se da na analise de pontes 

em l:la lanços sucess 1 vos c1.:U o processo const.rut 1 v o se acha 

d escrito no cap 1tulo 2. 

Met.odos a. e ana 11 se a. e est.rut.trras v 1 scoe làst 1 c as 

com mudanças no sistema est.ati co foram propostos por Favre 

et a111 C7J , Chlorlno e Mola C1J e Holc:k C12J. Favre apllca 

o metodo das for ças generalizado e representa o material 

pelas f brmulas de Dischinger e Trost. Chiorino e Mola 

ut111zam um procedimento semelhante , porem com as fbrmulas 

de D1sch1nger e do modelo standard. Holck aborda o asstmto 

atraves do metodo da rigidez em forma computac1onal . Nenhuma 

das soluç:~es, porem, incorpora o processo de construç:ao 

1ncremental . 

No Brasil, os pioneiros no estudo do asstmto sao 

Grav1na [11J e Langedonck [15J. 

Na present e díssert.aç~o alem de se considerar a 

mudança de descont.1m11dade fol represent.ada t.amJ:iem a 

construçao incremental. 

A analise feita viscoelast1ca 1 inear , 

utilizando-se um algoritmo incrementa l baseado no metodo da 

1 



rigidez. A parcela dos deslocamentos devidos a fluência 

serâ calculada atraves das variAve1s de estado [5). 

A funçao de fluência adotada e a do CEB/FIP-1976 

(3J, bem como o modelo de retraçao. 

o modelo adotado para protensao e baseado no 

trabalho de Gastal C10J. 

As forças de protensao foram consideradas cargas 

externas. A matrlz de rigidez do aço protena1ao sao somadas 

a matriz de rigldez ae concreto, de forma a calcular as 

perdas por retraçao e fluência. 

2 
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2. PROCESSO CONSTRUTIVO 

A têcnica dos avanços sucessivos (ou balanços 

sucessivos) data jâ da antiga civilizaçao romana, quando era 

utilizada na construçao de pontes de madeira . A obra 

mundialmente pioneira realizada em concreto armado foi a 

ponte sobre o rio Peixe projetada em 1931 pelo engenheiro 

brasileiro Em1lio Baumgart. Muitas outras pontes foram 

construídas por esse processo que, no entanto, apresentava 

graves inconvenientes como a armadura excessiva necessária 

para sustentar os balanços e a acentuada tissuraç~o da parte 

tracionada. Ambos os inconvenientes 

aplicaç~o do concreto pretendido. 

foram superados pela 

Ulrich Finsterwalder 

construiu a primeira ponte pretendida em avanços sucessivos 

sobre o rio Lahn, em 19~9 . 

Atualmente essa têcnica domina a construçao de 

pontes com grandes vaos. Entre suas várias vantagens 

encontra - se a sua maior produtividade, ou seja, ê a têcnica 

que permit e que se construa a maior taxa de metros por dia. 

Alêm disso ê bastante econOmica por permitir o 

aproveitamento i ntegral das formas, equipamento e mao-de

obra e prescindir de escoramento . O fato de prescindir de 

escoramento nao apenas reduz o custo da obra como ainda 

deixa livre o gabarito de navegaçao e permite que se 

construa com mais facilidade sobre gretas profundas. 

3 
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As estruturas constru1das em avanços sucessivos 

partem de bases iniciais. Essas bases enquadram-se em geral 

em uma das três categorias: 

- encontros; 

-pilares; 

- contrabalanços. 

As figuras seguintes mostram cada uma dessas 

bases: 

Figura 2(a) - Bases Iniciais 

Cada trecho da ponte construído ê chamado aduela. 

Normalmente as aduelas s~o moldadas no local, mas podem ser, 

em alguns casos, pré-moldadas. 

Para a construç~o das aduelas no local utiliza-se 

um equipamento denominado treliça metâlica mostrado na 
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F i gura 2(b). o processo se inicia com a treliça apoiada na 

base 1nic1al e com urna parte em balanço onae se encontra a 

forma para concretagem da prOxima aduela. Procede-se A 

concretagem e a cura . Logo apOs se efetua a protens~o. Feito 

isso,a aduela estA pronta e tornou-se autoportante , podendo 

receber o peso da treliça . Entao desloca-se a treliça para 

confecçao da prOxima aduela. Esse ciclo ê repetido atê a 

ültlma aduela. Em geral utilizam-se duas treliças e executa

se esse processo simetricamente . 

Figura 2(b) - Treliça Metâlica 

Uma vez executadas todas as aduelas ê necessario 

uni r as duas sUbestruturas. Essas poderao ser unidas de 

varias formas: atravês de uma viga Gerber, atravês de uma 

rotula, com continuidade total e outras formas. 

Sob o ponto de v ista da estrutura, o ldeal ê que 

se dê continuidade total, uma vez que as continuidades 

parciais conduzem a grandes flechas. Porêm, essas ültimas 

têm a sua determinaçao dos esforços ma is simples, o que pode 

ser bastante importante quando isso ê feito manualmente. 

Alêm disso, continuidades parciais diminuem os esforços 

horizontais. Ao serem suprimidas descontinuidades entre os 

balanços esta-se impedindo o livre deslocamento dos extremos 

das barras concorrentes a esse no. Isso dara origem a 



apariç~o ~e esforços hiperestâticos. Esses esforços terao 

~uas causas hâsicas: impedimento ~a deformaçao instantanea 

no momento 

continuaçao 

existentes 

~e colocaçao 

da 1 ivre 

antes da 

de novas 

deformaçao 

mudança do 

cargas e impedimento ~a 

lenta das cargas jâ 

sistema estâtico. O 

comportamento para as nova s cargas serâ, aproximadamente, 

considerando que o concreto nao ê elâstico , nem linear, o 

~e uma viga hiperestâtica tradicional e seus esforços podem 

ser avaliados por métodos convencionais, uma vez que ao 

longo do tempo apenas sua deformaçao aumentarA, mantendo-se 

os esforços 1nal tera<los, fato esse decorrente do nao 

impedimento da deformaçao lenta. 

Jâ a avaliaçao dos esforços é um pouco mais 

laboriosa no caso <lo impedimento da deformaçao lenta das 

~ cargas jâ existentes. Devemos quantificar a cada tempo t a 

parcela de deformaç~o lenta impedida para avaliarmos os 

esforços proporcionais que <lesse fato decorrerao. Esse é o 

intu1to da presente dissertaçao. 

Para tanto foi construído um programa capaz de 

analisar vigas 

incremental. Tal 

v i scoelâsticas 

programa utiliza 

feita visando - se 

através de 

elementos de 

s i mular a 

um mêto<lo 

vigas. Sua 

história da 

estrutura da melhor forma p ossfvel. Desse modo o programa 

permite que se incluam as barras em tempos distintos, bem 

como as cargas, perm1tindo uma análls e da estrutura apenas 

parcialmente construída. 

O programa oferece ainda o recurso de se colocar 

ao longo d o tempo descontinuidades entre os deslocamentos de 

harras concorrentes em um nó e poster1ormente suprimi-las. 
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Esse fato é t1pico das estruturas em avanços sucessivos, uma 

vez que conclu1dos os balanços tem-se suas barras extremas 

concorrendo no mesmo no, mas com todos deslocamentos 

independentes, sendo posteriormente dada continuidade entre 

as duas subestruturas. Tal continuidade podera ser total, 

quando ent~o o comportamento do no passa a ser o de um no 

rlgido, ou parcial, caso da uni~o atravês de rOtula, quando 

n~o se suprime todas descontinuidades, mas apenas algumas . 
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3. FUNDAMENTOS DE VISCOELASTICIDADE 

O fenomeno viscoelâstico caracteriza-se por ser a 

lei tensao-deformaçao do material dependente do tempo. Os 

materiais viscoelásticos caracterizam-se por ter uma 

deformaçao crescente ao longo do tempo quando sua tensao é 

constante e uma tensao decrescente quando fixamos a 

deformaçao. Ao primeiro fenOmeno chama-se deformaçao lenta 

ou fluência e ao segundo relaxaçao. Esses fenOmenos sao 

mostrados nas Figuras 3(a) e 3(b). 

(a) Fluência (b) Rela.xaçao 

Figura 3 - Fenômenos da viscoelasticidade 

Os materiais viscoelásticos sao freqüentemente 

representados por uma combinaçao da lei da elasticidade de 

Hooke com a lei da viscosidade de Newton. Dessa combinaçao 

resultam os modelos reol6gicos. Reologia é definida como a 

ciência que estuda o escoamento dos fluidos. Entao pode-se 



representar esses fenOmenos de forma esquemât1ca através dos 

modelos reol0g1cos o comportamento mecantco dos materiais 

ao longo do tempo. Eles consistem normalmente em combinaçOes 

de molas e amortecedores e nos d~o uma vis~o simplificada do 

fenOmeno. No item 1.1 ser~o abordados com maiores detalhes . 

Rabotnov C20J contesta essa forma de abordar o 

fenOmeno viscoelâstico como uma comb1naç~o da lei da 

elasticidade de Hooke com a lei da viscosidade de Newton. 

El e prefere considerá-lo como um fenOmeno primário, com 

caracteristicas próprias. Ass1m ele n~o usa o termo 

viscoelasticidade, mas sim elasticldade hereditária. 

Os materiais, em geral, sofrem o fenOmeno 

viscoelástico. Porêm, se os efeitos s~o bem semelhantes as 

causas podem ser bem diversas. 

Em metais, o fenOmeno ocorre por causa de um certo 

rearranjo molecular que se dá ao longo do tempo. Já em 

materiais n~o-homogêneos, como o concreto e a madeira, as 

causas n~o est~o relacionadas A estrutura molecular. 

No concreto, material do qual se ocupa este 

trabalho, esse fenomeno está intrinsecamente ligado a outro 

tambêm muito importante:a retraçâo. Após a concretagem e a 

cura do concreto , ainda encontra-se água em seu interior, 

alojada em pequenos vasos capilares. Essa água ê o resíduo 

da reaçâo de hidrataçao do cimento, residuo esse que sempre 

1rá ex1st1r, uma vez que o fator água-cimento necessário 

para realizar a reaçao ê 15~ e o f a tor água-cimento mínimo 

para o concreto ser trabalhável ê ~0~ . Logo há no minimo 25Y. 

de água l ivre após o término da reaç~o (9J. 

9 
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Com o tempo, essa âgua irA evaporar e os vasos 

capilares, sem a press~o interna da âgua, s~o esmagados, 

provocando uma perda de volume denominada retraç~o. A perda 

d'âgua, além de provocar uma dimínuiç~o do volume, provoca 

uma transferência de carga, jâ que a carga que era resistida 

parte pela matriz do concreto e parte pela âgua existente 

nos vasos capilares com a fuga d'Agua passa a ser 

gradativamente tranferida para a matriz . Isso significa uma 

perda da seç~o resistente. Assim a deformaç~o cresce 

ocorrendo a fluência. 

A relaxaçao se dâ de forma anâloga, uma vez que a 

rigidez é diminuída com a sa1da da âgua. 

Em um material viscoelâstico considera-se que toda 

deformaç~o produzida ao longo do tempo pode ser recuperada. 

Caso queira se considerar deformaç~es irreversiveis teria-se 

um material viscoplâstico ou plâstico hereditArio, segundo 

Rabotnov. 

Do mesmo modo que as deformaç~es instantàneas, as 

deformaç~es progress1vas podem ser 11neares ou n~o-lineares. 

Para deformaç~es lineares a deformaç~o causada por uma 

tens~ o (~1.~2) é igual à soma das deformaç~es causada por u1 

e ~2 aplicadas separadamente. A isso chama-se principio da 

superposiç~o . Esse principio é válido para materiais 

lineares com pequenas deformaç~es. 

As deformaç~es do concreto s~o aproximadamente 

lineares até 30X a sox de sua tensao de ruptura. Contudo, no 

presente trabalho o concreto será sempre considerado linear 

numa primeira aprox1maç~o. 



1 1 
Tendo sido o comportamento considerado 

viscoelâstico linear pode-se definir uma tunçao de 

flu~ncia D(t.~) apenas dependente da i dade 1 do concreto e 

do tempo aa colocaçao da carga ~. Essa funçao desempenha um 

papel anAlogo ao módulo de elasticidade dos materiais 

elAsticos, ou seja, serve para relacionar a tensao com a 

deformaçao . so que , ao contrario do mOdulo de elasticidade, 

ela nao ê um número, mas uma funçao do tempo e da idade do 

material no instante de colocaçao da carga. A relaçao ê 

linear, porque a funçao nao inclu1 a tensao ou deformaçao, o 

que vale dizer que a relaçao entre ambas independe do nível 

de carga. Entao, tem-se para uma funçao de tensao tipo salto 

unitário: 

õ(t)= õo H(t-~) 

C(t,~) 

õo= 
D(t, ~) 

onde H(t-~) : funçao salto unitArio. 

(3.1) 

(3.2) 

Assim, a funçao de fluência ê obtida pela divisao 

da deformaçao ao longo do tempo pela tensao que a causa, 

quando essa tensao ê do tJpo salto unitári o . 

Para o caso da deformaçao ser do tipo salto 

un1tArio tem-se: 

(3 . 3) 



<r(t,t) 

E(t , t) 
C3. ·n 

o~e E(t,t) ê a funçao de relaxaçao. 

Para histOrias de carga tipo salto unitArio 

pode-se achar as detormaç~es com as relaç~es acima , uma vez 

conhecida a funçao de fluência do material . Agora, para 

histOrias de carga mais complexas, ou seja, com cargas sendo 

colocadas em tempos diversos tem-se: 

onde t 0 

(j( t) = ( 3. 5) 

tempo em que se inicia a colocaçao das cargas; 

tempo em que ê colocado cada 

infinitesimal da carga. 

derivaçao em relaçao a t 

:cntao: 

C(t)o ltD(t,t) ~(t) dt 

to 

incremento 

(3.6) 

A relaçao acima ê conhecida como representaçao 

integral da viscoelastic1dade e vale para qualquer material 

viscoelAstico linear . o comportamento dos diversos materiais 

é simulado atravês de funç~es de fluência convenientes. 

Utilizando a integraçao por partes, obtêm-se sua 

forma mais comum: 

1 2 



r 

C(t)= 
vCt) 

E("t) 
+ Jt d(t,t) ú(t) dt 

to 

on~e d(t,t)= -aD(t, t)/ at, 

E(t)= 1/D(t, t). 

1 3 

(3.7) 

Na expressao acima, o primeiro membro representa a 

deformaçao lnstantanea e o segundo a deformaçao progressiva . 

A questao fica em como determinar-se a funçao de 

fluência. Essa funçao deve ser construída através de dados 

eXPerimentais, os qua1s, uma vez obtidos, sao transformados 

em uma funçao. As funçoes , em geral , sao bastantes 

sofist i cadas. Contudo, existem funçoes bastante simples, que 

fornecem uma noçao física do fenomeno. Alêm disso, sua 

formulaçao matemática simples permite fácil utlllzaçao em 

algoritmos incrementais. sao os jâ citados modelos 

reolOg1cos. 

3.1 .Moaelos reolOglcos 

os modelos reolOg!cos sao combinaçoes de 

amortecedores e molas que simulam o comportamento 

v1scoe1Ast1co de um material. Eles sao importantes 

didaticamente e para utilizaçao em algoritmos incrementais. 

Um material elastlco pode ser representado por uma 

mola , cUjo comportamento ê descrito pela lei de Hooke: 

( 3.1.1) 



( 

.. 

Jâ um material puramente viscoso poderia ser 

representado por um amortecedor, regtdo pela equaçao do 

amortecedor perfeitamente viscoso: 

vv= ,.. Cv (3.1.2) 

A comb1naçao <lesses <lols elementos em paralelo 

resulta um material sem <leformaçao instantânea, mas cUja 

aeformaçao viscosa poaerla ser recuperada ao flm de algum 

tempo, uma vez retirada a carga . Esse e o chamado modelo ae 

Kelvin. ~ 

E 

fornecem: 

O"' o 
-E-

Figura 3(c) - Modelo Kelvtn 

As con<llçOes ae compatlblllda<le e equilíbrio 

(3.1.3) 

(3.1."1) 

Ou seja, a deformaçOes na mola e no amortecedor 

devem ser iguais e a tensao na mola mais a tensao ao 

amortecedor deve resultar a tensao total aplicada. Assim, 

1 4 



, 

l 5 

substituindo a lei constitutiva da mola e do amortecedor na 

equaç~o de equil1brio: 

<í= E C • n C (3.1. 5) 

A soluç~o da equaçao diferencial acima fornece: 

C(t)o r 
~o 

1 

r: 
(3.1.6) 

Entao,para o modelo de Kelvin a funçao de fluência 

resulta em: 

1 
D(t.~)= (3 . 1.7) 

E 

Pode-se melhorar o modelo acima colocando mais uma 

mola isolada para representar a deformaçao instantànea . Esse 

modelo ê chamado standard. 

E2 

~ 
o 

o-~ f 
\ ~o 

Figt~a 3(d) - Modelo standard 



Aplicando as condiçOes de 

equilibrio obtemos: 

C2(t)= Ce2(t)= Cv(t) 

C(t)= Ce1 (t) • Ce2(t) 

ú(t)= úe2Ct) • úv(t) 

ú(t)= úe1Ct) 

16 

compatibilidade e 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

(3.1. 11) 

Substituindo a equaç~o constitutiva da mola e do 

amortecedor nas condiçOes de equilíbrio: 

ú( t) = (E2 + n (3.1.12) 
at 

(3.1.13) 

Isolando as deformaçOes nas expressOes acima e 

somando-as para obter a deformaç~os total: 

ú(t) = E1 C(t) + E2 n C(t) (3.1.1-1) 

Com isso resolve-se a equaç~o diferencial e obtêm-

se a funç~o de fluência do modelo: 

1 1 
D(t , ~)=- + (3.1.15) 

Pode-se ainda formar um modelo onde se acople n 

mecanismos Kelv1n . Esse modelo chamado Kelvin 

generalizado. Para uti lizaçao em algoritmos ele 

particularmente útil, uma vez que tendo múltiplos mecanismos 

pode-se ajustar com mais propriedade os dados que se tenha. 
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"?, 

Et '?z 

<:r 
~o 

En "?n ~t I ~ 
~o t 

Figura 3(e) - Modelo Kelvin generalizado 

A funç~o de fluência desse modelo resulta em: 

-(t - t)/8 
( 1 - e r) n 

D(t,t)= ~ 
r=1 

(3.1.16) 

onde r: número de cadeias; 

3.2. Envelhecimento 

Como foi dito, os modelos reológicos s~o as formas 

mais simples de representar o fenômeno viscoelástico . 

Poderia-se introduzir uma certa sofisticaç~o colocando seus 
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paràmetros (molas e amortecedores) em funçâo do tempo. Com 

isso introduz-se o envelhecimento. 

Chama-se envelhecimento a mudança das 

caracteristicas mecànicas dos materiais ao longo do tempo . O 

concreto, por exemplo, com a idade, aumenta sua resistência 

e diminui sua de:formabilidade imediata e progress1va. Isso 

quer dizer que se colocarmos uma carga em uma viga com 10 

dias de 

fosse 

idade essa 

colocada aos 

carga provocarA menor cle:formaçâo que se 

1000 d1as. O aumento relativo da 

deformaçâo ao longo do tempo tambêm serA menor no segundo 

caso. Alêm disso, a carga admissível a 10 dias serA inferior 

à admissível a 1000 dias. 

Entâo, materiais sem envelhecimento tem sua 

deformaçao só em funçao do tempo decorrido desde a colocaçao 

da carga(t-~). enquanto materiais com envelhecimento dependem 

nao so do tempo decorrido desde a colocaçao da carga, mas 

da idade do concreto no 1nstante ela colocaçâo da carga . 



~. VISCOELASTICIDADE: REPRESENTAÇÃO EM FUNÇÃO DE VARIAVEIS 

DE ESTADO 

Retoma-se a relaç~o viscoelAstica fundamental 

(3.7): 

C(t)= 
<T(t) 

E(t) 
• Jt d(t,L) ~(L) dt 

~o 

A express~o acima pode ser substituída, 

("1.1) 

com um 

grau de aproximaç~o t~o bom quanto se queira, pela relaçao 

abaixo: 

<T(t) n 
C(t)= • L qi(t) ("'. 2) 

E(t) i=1 

onde qi(t) sao chamadas variáveis de estado. As variáveis de 

estado sao definidas como sendo a resposta viscoelástica de 

uma cadela Kelvin a uma história de tensOes qualquer: 

J

t 1 
q (t) = --

1 .,. n . ... o 1 

( "1. 3) 

Diferenciando a express~o acima em relaçao a t, 

obtem-se: 
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ql(t) <T(t) 

= (•1.-1) 

Ass im, foi simplificado o equac1onamento, passando 

de uma equaçao integral para um sistema desacoplado de 

equaçOes diferenciais de primeira ordem. A representaçao 

utilizando as expressOes (1 . 3) e (1.1) sao particularmente 

úteis na análise numérica de sistemas com numerosos graus de 

liberdade. 

A integraçao das equaçOes diferenciais pode ser 

realizada de várias maneiras. A mais simples ê utilizando o 

mêtodo de Euler . Tomando um incremento ót tem-se: 

qi (t) <T(t) 
óq i ( t) = (- + -- ) ót 

Alternativamente pode-se integrar: 

q _(t+ót)= 
1 

I~ .-(t+ót-C)/81 

~o 

<T(~) 

n1 

( "l. 5) 

( "l. 6) 

c "l. 7) 

-ót/9 
Para a pr1me1ra integral ê possível isolar e 1 

que ê uma constante em relaçao a~. Dessa forma: 

20 



CJ'(t) 

...... 
1 

("'1.8) 

Para a segunda integral assume-se a hipótese que 

ú(t)/~i seja constante em cada intervalo ót: 

Assim resulta: 

-flt/8 . 
qi(t • ót) = e 1 

CJ'(t) 

..... . 
1 

-ót/8 
e ( 1 - e i ) 

1 

CJ'(t) -flt/8 . 
... - ai ( 1 - e 1 ) 

...... 
1 

( "'!. 9) 

( "'! . 10) 

algoritmo que perm1te determinar as variáveis de estado e 

atravês de ("'1.3) obter as deformaçOes em qualquer tempo t. A 

precisao do resultado será t anto maior quanto menor o 

intervalo de integraçao ót escolhido. 

Assim contruiu-se um algoritmo incremental que 

permite o cálculo das deformaçOes ao longo do tempo sem ser 

necess~1o determinar o valor da 1ntegral que representa 

classicamente a viscoelast icidade. 

21 
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S. FORMULAÇÃO INCREMENTAL PARA PROBLEMAS VISCOELASTICOS 

A intençao desse capitulo ê reduzir a análise 

viscoelâstica a uma sêrie a. e anAlises elâsticas 

equivalentes, variâveis ao longo do tempo. Os resultados da 

análise elástica no tempo t seriam equivalentes aos 

resultados da análise viscoelást1ca que a originou. 

Assume-se que o meio viscoelâstico esteja em 

equilíbrio compatível com <leformaçOes pequenas. A 

velocidade de aplicaçao das cargas tambêm ê pequena e os 

efeitos dinâmicos sao despreziveis. 

Dessa forma po<le - se aplicar o princíp io <los 

trabalhos virtuais para pequenos deslocamentos: 

c 5. 1) 

onde V: volume do elemento; 

S: superfície do elemento; 

v: matriz coluna contendo as componentes do tensor de 

tensOes; 

u: vetor de deslocamentos; 

b: vetor de forças de volume; 

t: vetor de forças de contato; 
"" 
~: pequenos incrementos das grandezas indicadas. 
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Aplicando o método dos elementos finitos pode-se 

escrever para cada elemento: 

u = N ui (502) 

C = B ui (5o 3) .. .. ... 

onde ui: matriz coluna dos desl ocamen tos nodais do 

elemento; 

N matriz de funçOes de forma; 

c matriz coluna contendo as componentes do tensor de 

deformaçOeso 

A equaç~o (~ o 2) pode ser separada em uma parte 

viscoelâstica e em uma parte elâstica. Dessa forma ela pode 

ser reescrita como: 

ú ( t) : E ( t) ( C ( t) - C v ( t) ) (5o-i) 

ona.e E( t) tensor de propriedades elâstícas em funç~o do 

tempo; 

n 
Cy(t) : qi(t) , componente viscoelâstica da deforma-

i:l 
ç~o. 

Substituindo (502), (5.3). (5o"!) em (5ol) ol:ltem-se 

uma express~o da forma: 

(5oS) 

onde: 
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'• ,L J<Í Bt E B dV ( 5. 6) 

p1 :: L Nt 1:> <lV • Is Nt t dS. L Bt E c dV (5 . 7) 
...... v 

o último termo da expressao acima e um termo que 

aparece sempre que haja algum tipo O.e deformaçao inicial. o 

produto das deformaçOes v1scoelâst1cas pela matr1z E resulta 

nas tensoes que ser1am geradas caso fosse 1mpe0.10.a a livre 

aeformaçao v1scoelâst1ca. Multiplicada pela matriz B e 

integrada no volume resulta as reaçOes nodais que surgiriam 

em t~ elemento com todos graus de llbero.ao.e impedidos. 

Assim, nesse forma11smo , pode-se interpretar o 

ül t imo termo como sendo uma carga f1ctíca que seria 

acrescentada ao longo ao tempo na estrutura elâstica. o 

valor dessa carga seria tal que provocasse uma deformaçao 

correspondente ã deformaçao v1scoelâst1ca . Dessa forma 

at1ng1-se o obJetivo proposto: tranformou-se o problema 

vlscoelastico em uma série de analises elàst1cas em que as 

cargas crescem ao longo O.o tempo . Essas cargas fictícias sao 

chamadas cargas v1scoe1Ast1cas. 

r: importante salientar que as cargas 

Vlscoelâsticas so 1rao afetar as O.eformaçoes, uma vez que 

segtmdo a equaçao (5.~) as tensoes mantêm-se inalteradas , 

se nao houver mudanças nas deformaçOes elàsticas . 

o campo ae deslocamentos nodais totais, subtraído 

aos movimentos ae corpo rig1do , dá origem aos deslocamentos 



25 
relativos devidos às deformaçOes elâsticas e viscoelâsticas . 

À parcela dos deslocamentos associada à deformaç~o elâstica 

chamar-se-â deslocamentos elâsticos e àquela associada à 

deformaç~o viscoelâstica chamar-se-â deslocamentos 

viscoelâsticos . Desse modo: 

ui = ui .. ui .. ui ( 5. 8) 
"" "'e "' v "'r 

c = B ui 
"-V ... ... y ( 5. 9) 

Para cálculo das cargas viscoelásticas é 

conven1ente que sejam usados os deslocamentos nodais e n~o 

as deformaçOes. Assim as deformaçOes podem ser substituídas 

pela express~o (5.3). A carga viscoelâstica fica: 

1 
Bt E C 

v .. ... ... v 
dV ( 5. 10) 

Os deslocamentos nodais s~o constantes e como tais 

podem ser colocados fora da integral. Em vista disso: 

J 
Bt E B ui dV = 

v "' ...... "-V 

Chega-se enfim a conclus~o que para o cálculo das 

forças viscoelâsticas basta que se multiplique a matriz de 

rigidez do elemento pelos deslocamentos nodais 

viscoelásticos que apareceriam se a barra pudesse se 

deformar livremente. Os deslocamentos nodais viscoelâsticos, 

que s~o deslocamentos relativos, ou seja, equivalentes a uma 
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detormaç~o generalizada, ser~o calculados através do 

somat6rio das variAveis de estado, vistas no capitulo 

anterior. 

Para o concreto, adota-se que as tunçOes que 

caracterizam a deformaçoa lenta un1axial (como, por exemplo, 

a tunçao do CEB) s~o aplicAve1s tambêm às deformaçOes 

generalizadas. 



6. DESCONTINUIDADES E MlmANÇAS DE SISTEMA ESTATICO 

As estruturas ele barras constru1<1as ele forma 

1ncremental provavelmente irao ter descontlnu1elades entre 

seus element.os durante algum tempo de sua vlda. 

Chama- se desconti nuidades qualquer condip~o que 

torne 1 na.epena.ente os o.es 1 oc:amento[~ das Jxu~ras concorrente& 

em tun nb. Uma descont.lm.11dade pode ser total, quana.o toelos 

deslocamentos sao independentes , ou parcial, quando apenas 

algtms s~o 1ndependentes. As solic1taç~es correspondentes 

aos deslocamentos com descontinuidades se anulam no nb . Por 

exemplo: tuna rbtula torna os giros independentes e o momento 

nulo. 

Na sua fase construtiva em geral apresentam- se 

<1escont.lnulela<1es t.ot.als entre os elementos. Isso ocorre 

quando duas estruturas que estavam sendo construídas 

separadas a partir de :bases iniciais distintas encontram-se 

frente a frente, prontas para serem tm1<1as. 

Al~m desse tipo de descontinuidade que surge na 

fase construtiva podem haver descontinuidades parc1a1s que 

permanecem durante toda vida util da estrutura. Esse ~o 

caso, por exemplo, de est rut.uras cuJa c:ontlnulrlarle e rlada 

atraves ele rbtulas. 

Essas descontinuielades s~o int.roduzidas em tempos 

elaelos. No momento que o tempo da anàllse e igual a o tempo de 

lnt.roduc::ao da aescontlnulttade essa e considerada at.raves aa 

27 
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técnica usual utiliza~a em analise matricial. Essa técnica 

consiste em calcular-se uma matriz de rigi~ez modifica~a e 

formar-se um subsistema que permita o calculo dos 

deslocamentos ~o nó separadamente. Cabe notar que apenas uma 

~as barras concorrentes no nó ~eve ser articula~a. caso 

contrArio seria cria~a uma singulari~a~e na matriz ~e 

rigidez global , uma vez que essa técnica zera as linhas e 

colunas das descontinuidades. 

A segu1r apresenta-se a têcnica matricial. Para 

maior clareza, inicia-se com um caso particular simples: uma 

barra com uma rótula no seu segundo nó. 

Figura 6(a) - Barra rotulada 

A equaç~o de equilibrio àa barra elAstica ê: 

(6.1) 

onàe: f - sollcitaçCes nos nós 

k - matriz ~e r1g1àez do elemento 

u - deslocamentos nodais 

:ep - forças de engastamento perfeito 

Como tem-se L~a rótula no segtmdo nó sabe-se que 

f5=0 . Dessa forma o sistema de equaçOes da barra pode ser 

expresso por: 
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n 

fl :: klul .. k12u2 .. ... .. k16u6 .. fepl 

(6.2) 

fs :: ks1u1 .. k52u2 .. .. k62u6 + fepS 

o :: k51u1 + k52u2 .. + k66u6 .. fep6 

Vê-se entao que ê possível isolar u 6 na ültima 

equaçao, escrevendo-o como 1.una dOS outros 

deslocamentos . Desse modo obtêm-se: 

(6.3) 

Assim pode-se substituir nas equaçOes 

anteriores e reduzir o sistema de 6 equaçoes para 5. Fazenao 

isso obtem-se uma matriz de rigidez modificada para a barra, 

cujos elementos sao: 

1.J::1,5 (6."1) 

e um vetor <le cargas t .ambêm mod 1 f 1 cado: 

-
fepi= fepi - ki6k66- 1fep6 1::1, 5 c 6. 5) 

Para que nao se modifique a dimensao da matriz 

completa-se com zeros a sexta coluna, bem como a sexta 

llnha. o glro <lo segundo no da barra nao sera calculado no 

sistema global, mas pode-se o fazer utilizando a equaçao 

(6 . 3). 
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Para o caso de vartas descontinuldades procede-se 

da mesma forma, mas de modo mais geral. Inicialmente 

reordena-se a matriz de forma que fiquem os graus de 

liberdade com descontinuidade no final: 

k 
... ND 

k 
... DD ] [ ~: ] . [ ~ ::: ] C6.6) 

Sabendo ser fD=O, entao: 

c 6. 7) 

Isolando un na equaçao acima resulta: 

c 6 . 8) 

Substituindo (6.8) em (6.6) e reorganizando: 

-
k 
... NN ( 6. 9) 
o 

ona.e: 

~N = kNN - krml<DD - 1 kDN c 6. 10) 

-
~epN = :epN - ~~DD- 1 -:epD (6.11) 

A inversao matricial expressa em (6.10) e (6.11) 

normalmente nao ê feita, mas define-se t~a matriz X como o 

seguinte produto: 

c 6 . 12) 



31 

e X po~e ser obtida atravês da resoluç~o do sistema de 

equaçOes: 

( 6. 13) 

Feito isso volta-se a ordem inicial da matriz . A 

matriz assim obtida ê adicionada ao sistema global. Para o 

cálculo dos deslocamentos correspondentes aos graus de 

liberdade com descontinuidade utiliza-se a equaç~o (6.8) . 

As mudanças de sistema estático consideradas s~o 

as provenientes da supress~o de descontinuidades no momento 

em que se dá continuidade entre os elementos. Essa 

continuidade pode ser total ou parcial, logo pode-se 

suprimir todas ou apenas algumas descontinuidades entre os 

elementos . 

Ao contrário das descontinuidades , as mudanças de 

sistema estâtico devem ser consideradas em tempo 

posterior a sua introduç~o. já que seus efeitos n~o se 

fazem sentir instantaneamente. Para maior clareza tome-se um 

exemplo: suponha-se que a 100 dias duas subestruturas tenham 

sido completadas e estejam frente a frente esperando serem 

unidas. Ent~o a 100 dias deve - se introduzir urna 

descontinuidade entre os dois elementos terminais, caso 

contrário a estrutura seria analisada como urna estrutura 

contínua. Imagine-se , agora, que a 130 dias seja dada a ela 

uma continuidade total. Ela ent~o já n~o serâ dois balanços 

frente a frente mas uma viga contínua. ContUdo, a 130 dias 

as sollcitaçOes ainda ser~o a de do1s balanços. Apenas em 
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tempo posterior a esse começar~o a se sentir os efeitos da 

continuidade . 

As mudanças de s1stema estAtico sao feitas 

retirando-se da matriz global a matriz com descontinuidades 

existente anteriormente e colocando-se em seu lugar uma 

nova matriz de rigidez com todas ou apenas a lgumas 

descontinuidades suprimidas. Alêm disso, guardam-se todos os 

deslocamentos existentes nesse momento e zeram-se os vetores 

de carga, calculando-se a partir de entao apenas os 

deslocamentos que ocorrem após a mudança de sistema. Os 

deslocamentos existentes antes da mudança somados as 

surgidos após 

tempo :!;. 

resultam no deslocamento total para cada 

Para maior clareza da aplicaçao do mêtodo serâ 

apresentado um exemplo numêrico. Inicialmente tem-se um 

material elâstico . o exemplo constarA de duas vigas 

biapoiadas com um apoio comum entre elas. Essa situaçao serâ 

simulada atravês da consideraçao de urna rótula.As vigas 

ser~o carregadas com urna carga distribuída. Algum tempo após 

elas sao unidas e recebem um segundo carregamento, 

intensidade ê a mesma do primeiro. 

cuja 

fl l lf l l l l 
r r r r r r r r 1 

f111fl111 t=lO 

Figura 6(b) - Mudança de sistema 

estâtico 

32 
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Da<los: E= 2,5 103 l<N/ cm2 

A= 1000 cm2 

I= 2, 5 105 cm1 

L= 500 em 

q= o, 20 kN/cm 

~ importante notar que apOs a mudança <lo sistema 

estAtico so haver~o novas solicitaçOes porque foi colocada 

uma nova carga, caso contrario na<la aconteceria, uma vez que 

o mater1a1 ê e1Ast1co . 

A matriz de rigidez de cada barra ê: 

5 , 0 103 o o -5,0 103 o o 

o 6,0 101 1,5 101 o -6,0 101 1 , 5 101 

o 1 , 5 101 5 , 0 106 o -1, 5 101 2 , 5 106 

-5 , 0 103 o o 5 , 0 103 o o 

o - 6,0 101 -1, 5 10"1 o 6 , 0 101 -1 , 5 101 

o 1, 5 10"1 2, 5 106 o -1, 5 106 5,0 106 

Para o carregamento <lado o vetor <le cargas no<la1s 

transposto serA: 

p = ( o -50 -"1167 o -50 1167 ) 

A rOtula serA considerada como situada no no 2 <la 

barra 1. Ir emos agora isolar o giro ~2 para ~ormar a equaç~o 

auxi liar que nos permita calculA-lo poster iormente (conforme 

e qua ç ~o C 6 . 3) ) : 



~2 = -co u 1 ~ 1 . 50 10~ v1 ~ 2 , 50 106 ~ 1 ~ o u 2 -

- 1 , 5 10"~ v2 + ~167)/5 106 

Ten~o isolado o deslocamento com descontinuidade 

vamos substitui-lo nas outras equaçoes para formar a matriz 

modificada. 

A primeira linha se manter~ inalterada, uma vez 

que 1<16 ê nulo. A segunda linha ser~ modificada da seguinte 

forma: 

1<22: 6 101 - 1 , 5 101 1, 5 101/5 106 = 1, 5 101 

k23= 1, 5 10"~- 2,5 106 1 , 5 10"~/5 106 = 7, 5 101 

1<2~=0 

1<25 =-6 101 + 1, 5 10"~ 1 , s 10"~/5 106 = -1, s 101 

A terceira, a quarta e a quinta linha seriam 

modificadas de forma an~loga . A sexta coluna e a sexta linha 

seriam zeradas. Completada essa operaç~o obtem-se a matriz 

modificada (conforme expressao (6 . "1)) 

5,0 103 o o -5 , 0 103 o o 

o 1 , 5 101 7, 5 103 o -1 , 5 101 o 

- o 7, 5 103 3, 8 106 o -7 , 5 103 o 
1< = 

-5,0 103 o o 5,0 103 o o 

o -1 , 5 101 -7, 5 103 o 1 , 5 101 o 

o o o o o o 
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Na sequência das operaçOes calcula-se o vetor de 

cargas modificado, lembrando que o vetor de cargas nodais ê 

o oposto do vetor de forças de engastamento perfe i to . 

Transpondo-o, resulta: 

p = [ o -62, 5 6250 o 62, 5 o ) 

Tendo calculado a matriz e o vetor modificado para 

a barra que contêm a 

sistema global, que ê 

na Figura 6(c) . 

descontinu1dade podemos montar o 

apresentado na forma de matriz banda 

Aplica-se as condiçOes de contorno e calcula-se os 

deslocamentos atravês da resoluç~o de sistema global e do 

sistema auxiliar, que no caso se resume a uma equaç~o (giro 

da barra 1 , no 2). 

deslocamentos verticais 

provoca deslocamentos 

Como a vinculaçao impede os 

em todos nos e o carregamento nao 

horizontais, obtem-se como 

deslocamentos apenas os giros nas extremidades das barras. 

Sendo o sistema estAtico duas vigas isostaticas carregadas 

de forma idêntica resulta que os giros da primeira serao 

iguais aos da segunda: 

Com os deslocamentos calculam-se as solicitaçOes. 

Essas sollc itaçOes resultarao nas solicitaçOes das vigas 

1sostât1cas. O diagrama de momentos flet ores tera a seguinte 

configuraçao: 
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5, 0 1 03 o o - 5 ,0 103 o o u I 
1 

1, 5 101 7, 5 103 o - 1 5 101 
' o o v I 

1 
3, 8 106 o -7, 5 103 o o o q> I 

1 
1, O 1 0 -t o o -5,0 103 o o u I 

2 

7. 5 101 1, 5 10"1 o -6,0 101 1, 5 10"t o v I = 2 
5,0 106 o -1, 5 10"t 2, 5 106 o o q>2 I 

5,0 103 o o o o o u I 
3 

6, o 101 -1, 5 10"t o o o o v I 
3 

5,0 106 o o o o o q>3 I 

Figura 6 ( c) - Sistema global da estrutura 1sostAtica 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

o 

-62, 5 

6250 

o 

12, 5 

-·'1167 

o 

-50,0 

"t167 

w 
O' 
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62,!!10 62,!!10 • 

Figura 6(d) - Momentos fletores no sistema 

isostAtico (kNmJ 

Aos dez dias fecha-se a rótula e acrescenta-se uma 

segunda carga uniforme de mesmo valor que a colocada no 

sistema isostAtico. Para considerar tais efeitos s~o 

alterados a matriz de rigidez global e o vetor de cargas. 

A matriz de rigidez global tem substitu1da a 

matriz de rigidez modificada referente a barra com 

descontinuidade pela matriz de rigidez convencional dessa 

barra. 

O vetor de cargas deverá conter apenas as cargas 

externas acrescentadas após a mudança de sistema estático e 

as cargas viscoelásticas relativas aos deslocamentos 

viscoelásticos também surgidos após a mudança. 

Assim foi gerado um novo sistema global. Esse 

sistema acha-se transcrito na forma de matriz retangular 

contendo apenas a semi-banda na figura 6(e). 

Os deslocamentos lineares continuam impedidos, 

sendo, portanto, os giros as únicas incógnitas. Por simetria 

os giros 1 e 3 devem ter mesmo módulo e sinais opostos e o 

giro 2 deve ser nulo. Os valores dos giros resultam: 



5 1 0 103 o o -510 103 o o u I 
1 

610 101 1 1 5 101 o -610 101 11 5 1 0 1 o v I 
1 

510 106 o -11 5 101 21 5 106 o o <P1 I 

11 o 101 o o -51 0 103 o o u I 
2 

11 2 102 o o -61 o 101 1, 5 10"1 o v I 
2 

1 ' o 109 o -1 1 5 101 2 1 5 106 o o <P2 I 

5 1 0 103 o o o o o u I 
3 

6 1 0 101 -1, 5 1 o1 o o o o v I 
3 

5 1 0 106 o o o o o <P3 I 

Figura 6(e) - Sistema global da viga contínua 
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I 

I 

= I 
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I 

I 

I 

o 

-5010 

1167 

o 

-100 

o 

o 

-50, 0 

1167 

I. 

w 
(X) 
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ll'2 = o 

Esses g1ros sao relativos apenas ao último 

carregamento. Os giro da extremidade sao de mesmo módulo e 

s1na1s opostos e o giro no centro nulo , como era de se 

esperar, uma vez que existe simetria na estrutura e nas 

cargas . 

Com esses g1ros sao calculadas as so11c1taçoes que 

serao as de uma viga contínua . O grâf1co de fl etores 

resulta: 

62~0 

. A 
\ -

Figura 6(d) -Momentos fletores do s i stema 

hlperestAtico [kNmJ 

A soma do grAf1co acima com o anterior , 

pertencente ao sistema rotulado resultarA nas so11c1taçOes 

que atuarao na peça. 
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62.~ 

93,7& 9 3,7& 

.. 

Figura 6(e) - Momentos ~letores finais CkNmJ 

Atraves aesse exemplo buscou-se ilustrar a causa 

ao aparecimento ae esforços h1perestat1cos em vigas 

v1scoelast1cas que sofrem mudanças ae descont1nu1aaaes: eles 

aparecer~o porque ap6s a supressao aa aescont1nu1aaae 

continua-se a acrescentar cargas v1scoelast1cas . A 

exp11caçao física a o fenomeno esta no 1mpea1mento a os nos 

centrais em continuar a aumentarem seus giros, como aever1a 

ocorrer se nao houvesse interierenc1a externa. Uma vez que 

as aeformaçOes sao impedidas aeverao aparecer sol1c1taçOes 

em conseqü~nc1a do fato. 



7.CONSTRUÇAO INCREMENTAL 

As estruturas construídas incrementalmente se 

caracter1zam por deverem ser analisadas incompletas durante 

sua :fase de cont.ruçao . Isso se :faz necessar 1 o porque nesse 

tipo de estrutura cada part.e cont.ruida se torna autoportant.e 

e passa a ser carregada logo apbs sua construçao, ao 

cont.rarlo a.e est.rut.uras c:onvenc1ona1s. Al~m tllsso essas 

estruttrras so:frerao mudanças em seu sistema estatico e as 

sollclta~nes que 1rao se a.esenvolver a.esde entao estarao 

relacl onaaas com a h1 stbr 1 a anter 1 or aa estruttu-a . 

Dessa :forma a estrutura <leve ser analisada em sua 

:fase construtiva para caa.a tempo t ae analise com os 

element.os, cargas e a.escont1nu1a.aaes que haJam nesse tempo. 

A forma como se considera as descontinuidades e 

mua.anças ae sistema estàtlc:o Jà :fo1 descrita no ltem 

anterior desse trabalho. Passaremos a expor nesse item como 

sera :felta a colocaçao a.as barras e a.as cargas ao longo ao 

tempo . 

Para tanto alem dos dados convencionais 

necessarlos para o calculo da matriz de rigidez <las barras 

t .am:Dem <levemos :fornecer o tempo de colocaçao a.e caa.a mna 

delas. Analogamente, para cada carga devemos :fornecer o seu 

tempo a.e 1nc1usaoc uma vez que o carregamento nao preclsa 

começar a atuar no moment.o que a barra :for coloca<la). Alem 

a.1 sso a.evemos :fornecer o ntunero a e su.bestruttrras 1 n1 c 1 a 1 s . 

41 
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A matr1z de r1g1dez globa l ê dimensionada com sua 

d1mens~o f1nal e vai sendo preenchida ao longo d a análise. 

No tempo zero sao incluidas as barras e cargas 

existentes inicialmente . A figura abaixo exemplifica o caso 

com duas subestruturas iniciais: 

k 
"'11 

o 

u 
"'N 

= 

F1gura 7(a) - Sistema Inicial 

Ent~o ê feita uma análise elástica para cada um 

dos sUbsistemas. Para cada incremento de tempo sao 

adicionadas as novas cargas e barras e feita a anAlise . Para 

um tempo 1 o exemplo se apresentaria da seguinte forma: 

o 

k 
"'n-ln-1 

k 
"'nn 

u 
4 

u 
B-1 

u 
n 

= 

p (t) 
... n-1 

p (t) 
"'n 

Figura 7(b) - S1stema no tempo t 

Cabe notar que o vetor de cargas no tempo ! difere 

do mesmo no tempo zero nao apenas por conter novas cargas 

externas , mas também por conter as cargas viscoelAsticas. 
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Asslm val-se aC.1c1onana.o sucessivamente barras as 

subestruturas atê que elas se encontrem. Nesse instante elas 

passam a n~o ser mais calculaC.as como subestruturas, mas 

como uma ünlca . Tal fato ê ver1f1caa.o automet1camente pelo 

programa. sua detecç~o se da a.a seguinte maneira: ao iniclar 

a anAlise verifica-se os lím1tes (primeira e ültima linha) 

de caa.a subsistema. Es ses limites sao reconheclC.os pela 

presença a.e valores nao-nulos na C.1agonal. A cada tempo 

posterior ae anAlise pesquisa-se, entao, a ampliaçao aesses 

limites, que pode ou n~o ocorrer. Quando dois subsistemas 

se unem (mesmo contenao a.escontinu1C.ades) os limites desses 

dois subsistemas se tornarao lgua1s, JA que os valores nulos 

na d iagonal que haviam entre os dois subsistemas ir~o 

desaparecer. Desse modo , a cada tempo de anAllse compara-se 

os 11m1tes dos sistemas aC.jacentes e, caso eles tenham se 

tornado iguais, um C.eles ê desativado collocando-se corno 

seus limites um nürnero igua l ao nürnero de 1ncogn1tas mais 

um. Ao ser lido esse cOdigo o programa sabera que nao ê mais 

necessâr1o resolver esse subsistema. 

Para maior clareza apresenta-se outro exemplo 

F ~ t=O 

~ * "' X J. .k >L "' ík ~ t=10 

~ ;t ;t " X " " ;c ~ t=30 

Figura 7(c) - Exemplo ae apl1caçao 

Dados: comprimento ae cada segmento: 100 em 

area da seçao: 1000 cm2 



2, 5 10"1 

o 

o 

-2, 5 10"1 

o 

o 

inêrcia da seç~o: 25000 em~ 

carga: O, 20 kN/cm 

modelo standard 

E1= 2500 kN/cm2 

E2 = 2500 kN/cm2 

amortecedor= 250000 kN/cm2.dia 

Matriz de rigldez de cada barra: 

o o -2, 5 10"1 o 

7 , 5 103 3, 8 105 o -7, 5 103 3, 8 

3, 8 105 2, 5 107 o -3, 8 105 1, 3 

o o 2, 5 101 o 

-7, 5 103 -3, 8 105 o 7, 5 103 3, 8 

3, 8 105 1' 3 107 o -3,8 105 2, 5 
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o 

105 

107 

o 

105 

107 

o vetor de cargas transposto para cada barra sera: 

pt = [ o -10 -167 o -10 167 ) 

No tempo zero tem-se o s1stema mostrado na f1gura 

7(d), estando a matriz de rigidez global sob a forma de 

banda s1mêtr1ca. 

Resolvendo-se separadamente os dois subs1stemas 

resultantes das duas subestruturas obtêm-se os 

deslocamentos: 

U1=0 U2=0 u1=0 

v 1 =0 v2= - "l,OO 10-3cm V.<J=-"1,00 10-3cm 

<Pl=O ((12=-5, 33 10-5 ((11= 5, 33 10-5 

seguintes 

u 5 =o 

v 5:0 

((/5=0 
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2, 5 10"~ o o -2, 5 10"1 o o 

7, 5 103 3, 8 105 o -7 5 103 I 3, 8 105 o 

2, 5 107 o 3, 8 105 1 , 3 107 o o 

2 , 5 10"~ o o -5,0 103 o o 

7 , 5 103 - 3, 8 105 o -6, 0 101 1 , 5 10"'~ o 

2 , 5 107 o -1, 5 10"'~ 2, 5 106 o o 

o o o o o o 

o o o o o o 

o o o o o o 

2, 5 10"'1 o o -2, 5 10"'1 o o 

7, 5 103 3, 8 105 o -7 , 5 103 3, 8 105 o 

2, 5 107 o -3, 8 105 1, 3 107 o o 

2 , 5 10-'i o o o o o 

7 , 5 103 -3, 8 105 o o o o 

2, 5 107 o o o o o 

Figura 7(d) - Sistema para t=O 

u I 
1 

v I 
1 

<4>1 I 

u I 
2 

v I = 
2 

<4>2 I 

u I 
3 

v I = 
3 

<4>3 I 

u I 

"' 
v I = 

"' 
q>"' 

I 

u I 
5 

v I 
5 

q>r: I 
.;J 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

o 

-10 

-167 

o 

-10 

-167 

o 

o 

o 

o 

-10 

-167 

o 

-10 

-167 

.t
Vl 
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As soll cl taçoes obtl<las com tais deslocamentos 

ser~o: 

N1=0 N2=0 N-1=0 Ms=O 

vl = 20 kN V2=0 V-1 =0 Vs= 20 kN 

Ml= 1000 I<Ncm M2=0 M1=0 Ms=-1000 I<Ncm 

A segulr, ten<lo os deslocamentos proveniente <las 

<leformaçOes e lâst i c as, calcula-se os deslocamentos 

provenient es <las <leformaçoes viscoelâst.1cas que aparecerlam 

caso houvesse livre <leformaç~o . 

Conceitualmente , os deslocamentos n~o s~o apenas 

e1Ast1cos ou v1scoelât1cos , mas têm embutida uma parcela <le 

movimento de corpo rígido. Porêm, para malor s1mpl1c1<1a<le, 

passar-se-A a chamar-se os primeiros <le deslocamentos 

elast1cos e os segundos de deslocamentos v1scoe1At1cos. Com 

esses últimos calculam-se as forças v1scoelâst1cas. Para o 

presente passo o vetor 

resulta: 

<le forças viscolAstlcas globais 
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o 

o, 95 

79, 3 

o 

o 

p (10) 
... v = o 

o 

-0,95 

-15, 9 

o 

o, 95 

-79,3 

A seguir vai-se colocar as novas barras e as novas 

cargas na matriz global . Observa-se que as barras 2 e 3 

estarao frente a frente sem qualquer ligaçao entre elas. 

Portanto, deve-se considerar uma descontinuidade total entre 

elas. Considerando a descontinuidade no segundo no da barra 

2, obtêm-se a matriz de rigidez modificada da seguinte 

forma: 

k -1 k = -1 o o 
... DD ... ND 

o -1 -100 

o o -1 

k k -1 k = o o 
DN NN ND 

o 7, 50 103 3, 7 105 

o 3, 75 105 2, 5 107 
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-
k 

NN 
= k 

NN 
- k k -1 k = 

DN DD ND 
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o o o 

o o o 

o o o 

Com isso vê-se que no caso de descontinuidade 

total entre os elementos a matriz de rigidez modificada se 

anula. Calcula-se agora o vetor de cargas modificado 

transposto: 

pt(lO) = C O -20 -1000 O O O J 

Ou seja, o vetor de carga assume a forma das 

cargas do balanço reduzidas ao engaste . Com isso o vetor de 

cargas externas para t=10 resulta: 

o 

-10 

-167 

o 

-30 

-833 

p + p ( 10) = o 
"' ... v 

-10 

-167 

o 

-20 

o 

o 

-10 

167 
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Soman~o os vetores ~e cargas externas com o ~e 

cargas v1scoelãst1cas e colocan~o na matriz ~e r1g1~ez 

global as matrizes de rlgldez aas novas :barr·as obtêm-se o 

s1stema global ae t=10 que aparece na Figura 7(e). 

Pode-se observar agora que os dois subsistemas se 

uniram. A partir de entao calcula-se apenas um sistema 

principal. Para o calculo aos deslocamentos das 

descontinuidades usa-se o sistema auxiliar . 

Para t=10 resultam os seguintes deslocamentos: 

v1= O ~ 1 = O 

v2= - 2, 30 10-2 em ~2 =-3, 78 10-~ 

v 3 cesq)=-6 , 19 1o-2cm ~ 3 cesq)=-1. 32 10-1 

v 3 ca1r)=-6 , 19 1o-2cm ~ 3 cair)=-1, 32 10-1 

v 1 =-2, 30 10-2cm ~1 = 3, 78 10-~ 

v5= o ~s= o 

As sollcitaçOes resultantes serao: 

Barra 1 

vl = 10 

V2=-20 

Barra 2 

V2= 20 

V3= o 

kN 

kN 

kN 

M1= 1000 kNcm 

M2=-1000 kNcm 

As so11cítaçOes das barras 3 e 1 serao s1mêtr1cas. 

Para t=20 procede-se da mesma forma, apenas que 

nao serâ necessãrio nenhuma modificaçao no vetor ae cargas 

externas nem na matriz de rigldez. A ün1ca mudança estarâ 
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21 5 10"\ o o - 2, 510"~ o o u I I o 
1 

7 , 5 103 31 8 105 o -7 5 103 3, 8 105 o v I I -9,0 I 

1 

2, 5 107 o 3, 8 105 1 , 3 107 o o q>1 I I -871"\ 

21 5 10"\ o o -5 o 103 o o u I I o I 

2 

7 , 5 103 -3, 8 105 o -6 o 1 o1 1, 5 10"\ o v I = I -301 9 I 

2 

2, 5 107 o -1 5 10"\ • 21 5 106 o o q>21 I -817,5 

2 , 5 10"~ o o o o o ui I o 
3 

7, 5 103 -3, 8 105 o o o o v I = I -10 
3 

2, 5 107 o o o o o q>3 I I -167 

5 , o 10"\ o o -2 , 510"~ o o u I I o 
1 

1, 5 1 o"~ 3, 8 105 o -7, 5 103 3, 8 105 o v I 
"t 

= I -20, 9 

2, 5 107 o -3 8 105 • 1, 3 107 o o q>"'l I -15, 9 

21 5 10"~ o o o o o u I I o 
5 

7, 5 103 -3, 8 105 o o o o v 
5 

I I -9,0 

2, 5 107 o o o o o q~51 I 87 , 1 

Figura 7(e) - Sistema para t=10 

U1 
o 



nas cargas 

deslocamentos: 

v iscoelAsti cas. Assim 

v1= O 

v 2=-2, 52 10- 2 em 

v3(esq):-7,09 10-2cm 

v3(dir)= - 7,09 10- 2cm 

v 1 =-2, 52 1o-2cm 

v 5 = o 

' 
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tem-se os seguintes 

<P1= o 

<P 2=-3, 13 10- 1 

<P3(esq) =-1, 71 10-1 

<P3(<lir)= 1, 71 10- 1 

<P1 = 3,13 1o-1 

<P5= o 

As solicitaçOes n~o se alteram urna vez que as 

subestrutura s sao isostAticas e, por conseqüência, as 

so l icitaçOes lndepen<lem <la le i tensao-<leformaçao . 

Em t =30 existe uma mudança de sistema estAtico. 

Contu<lo, segundo o que antes foi apresentado, ela só 

influenciarA a partir de 30 <lias. Logo a anAlise para t=30 ê 

feita com a mesma matriz <le rigidez global e o mesmo vetor 

<le cargas externas, mu<lan<lo apenas o vetor <le cargas 

viscoelAsticas, de modo analogo ao passo anterior. Os 

deslocamentos serao: 

v1= O 

v2 =-2, 71 10- 2 em 

v3(esq)=-7, 63 1o-2cm 

v3(dir)= - 7, 63 1o- 2cm 

v1=-2, 71 10-2cm 

v 5= o 

<Pl= o 
<P 2 =-1, 15 10-"1 

<P3(esq)=-5,08 10-1 

<P3( d ir) = 5,08 10-1 

<P1= 1,15 10- 1 

<P5= o 

No próximo passo deve-se modificar a matriz de 

rigidez global e o vetor de cargas externas, substituindo a 

matriz modificada do elemento com descontinuidade por uma 
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matriz comum de barra de p6rt1co e zerando o vetor de cargas 

externas. Os deslocamentos que serao calculados a partir 

desse momento serao os que ocorrerem apenas após a mudança, 

ou seja, os devidos a novas cargas externas e as cargas 

viscoelãsticas, cargas estas que deverao ser calculadas 

apenas com a parcela dos deslocamentos Vlscoelãstlcos 

ocorr1dos após a mudança. Os deslocamentos totais serão 

obtidos da soma dos que havia no tempo da mudança (t=10) com 

os calculados. O s1stema de equaçOes para t=30 estA 

mostrado na Figura 7(f). 

Pode-se notar que a matriz de rigidez global ê a 

matr1z convencional de uma estrutura continua. O vetor de 

cargas jâ não contêm as cargas externas, mas apenas as 

deslocamentos cargas v1scoelâst1cas devidos aos 

viscoelãsticos que surgiram após a mudança de sistema 

estâtico, ou seja, entre 30 e 10 dias. 

Resolvendo o sistema ac1ma obtêm-se os segu1ntes 

deslocamentos: 

V1: o <P1= o 

V2:-9, 13 10-1crn 'P2= -1, 23 10-5 

V3:-1, 63 10-3cm <P3= o 

V1=-2, 71 1o-2cm 'P1= 1,15 10-1 

V5= o 'P 5= o 

Esses deslocamentos somados com os deslocamentos 

existentes quando da mudança do sistema estâtico darao os 

deslocamentos existentes a 10 dias: 



~ 

2, 5 10"'1 o o -2, 5 10"'1 o o u I I o 
1 

7, 5 103 3, 8 105 o -7 5 103 • 3, 8 1 o5 o v I 
1 

I 2, 3 

2, 5 107 o -3, 8 105 1, 3 107 o o <P1 I I 292, 5 

5, o 10"'1 o o -2, 5 10"'1 o o u I I o 
2 

1, 5 1 0"'~ o o -7 5 103 -3 8 10"'1 o v I = I -1' 5 ' ' 2 
5,0 107 o -3, 8 105 1, 3 107 o o <P2 1 I - 1 ' 2 

5,0 10"'1 o o -2 5 10"'1 o o u I I o . 
3 

1, 5 10"'1 o o -7, 5 103 3, 8 105 o v I = I -1, 6 
3 

5,0 107 o -3, 8 105 1, 3 107 o o <P3 I I o 

5, o 10"'1 o o -2 5 10"'~ • o o u I I o 

"' 1, 5 10"'1 o o -7 5 103 3, 8 105 o v I = I -1, 5 
' 

"' 5,0 107 o -3, 8 105 1, 3 107 o o <P"'' I I -1' 2 

2, 5 10"'~ o o o o o u I I o 
5 

7, 5 103 - 3 , 8 105 o o o o v I I 2, 3 
5 

2, 5 107 o o o o o 
<P sJ l -292, 5 

ln 
w 

Figura 7(:f) - Sistema para t=30 



v 1 : O ~1= O 

v 2 =-2, eo lo-2cm ~ 2 =-~. 57 10-~ 

v 3 (esq)=-7, 80 1o-2cm ~ 3 cesq)= - 5 , 08 10-1 

V3(dlr)=-7, 80 10-2cm ~3(dir): 5 , 08 10-~ 

v 1 =-2, 80 10-2cm ~~= ~.57 10-1 

v5= o ~5= o 
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Com esses deslocamentos pode-se calcular as 

sol1 c i taçoes: 

Barra 1 

Barra 2 

M1= 3897 kNcm 

M2=-897 kNcm 

M2= 897 kNcm 

M3= 102 kNcm 

As solicitaçOes das barras 3 e ~ s~o s1métricas. 

Pode-se notar que começa a haver uma redístribuiç~o de 

momentos, de forma que o comportamento da viga vá sendo 

modificado. Assim o momento no engaste estA diminuindo e no 

nó central(nó 3) estA aparecendo um momento positivo . 

Com o tempo o momento no centro do vao ir~ crescer 

e nó engaste dim1nuir. A 50 dias o momento no centro do vao 

serA 186 kNcm e no engaste 3811 kNcm e a 60 dias serA 

253 KNcm e 37~5 kNcm respectivamente. 

No cortante n~o hA modificaçOes, j~ que a 

estrutura é s1métr1ca. Em caso de n~o-simetria haveria ent~o 

redistribuiç~o dos cortantes. 



8. REPRESENTAÇAO DO CONCRETO 

8.1 Fluência 

Num primeiro momento, quando a intenç~o era 

formular um método numérico para analisar uma estrutura 

1ncremental utilizando-se var1Ave1s de estado representou-se 

o concreto através do modelo standard. 

Uma vez concluída essa etapa do trabalho pass ou a 

ser necessârio que se introduzisse uma representaçao mais 

satisfatór i a do comportamento do concreto. 

Decidiu-se, entao, adotar o modelo proposto pelo 

Código Modelo CEB-FIP/1978, que ê o mesmo proposto pelo 

projeto de Norma Brasileira de Concreto Pretendido. A 

formulaç~o ê apresentada no Apêndice 111. 

O modelo adotado propOe uma funçao de fluência e 

para que possa-se uti lizA-la com as variáveis de estado 

deve-se transformá-la em um modelo Kelvin generalizado. 

A primeira soluçao tentada foi baseada em um 

trabalho de Bazant e Asghar i (1). A proposta de tal trabalho 

era gerar um modelo Kelvin, com tantos elementos quanto se 

desejasse, a partir de dados de fluência quaisquer . Essa 

soluçao foi bastante atrativa, pois abria um grande leque de 

possibilidades, passando pelas mais diversas funçOes de 

fluência e perm1tindo mesmo a ut111zaçao de dados 

experimentais. 

55 



56 

O mêtodo era baseado nos minimos quadrados e uma 

vez escolhidas o número de cadelas desejadas e arbitrado o 

tempo de retardaçao da primeira (que poderia ser atê um dado 

fixo do programa) , ou melhor, da segunda, já que a primeira 

serla uma mola isolada para representaçao dos deslocamentos 

instatàneos, o programa arbitraria os tempos de retardaç~o 

seguintes. Os tempos de retardaçao eram considerados 

constantes no tempo e os mOdulos de elasticidade variáveis. 

Dessa forma eram calculados os coeficientes que iriam compor 

uma funç~o do tempo para representar a mola de cada elemento 

Kelvin. 

Grande foi o tempo gasto tentando chegar a bons 

resultados· com o mêtodo citac'lo. Tot'l.avia, nao foi possivel. 

Com o mêtodo conseguiu-se móc'lulos de elasticidade para as 

molas, módulos esses que reconstitu1am a funç~o do CEB com 

erros quase nulos, mas que entretanto tinham um 

comportamento individual bastante ruim: os valores oscilavam 

e chegavam mesmo 

obtinham-se pêssimos 

varlâvels de estado. 

a tornar-se negativos. 

resultados quando da 

Assim sendo, 

aplicaçao com 

Dn vista do 

tentativas infrutíferas, 

Esse segundo mêtodo foi 

mais simples permitiu a 

bons. A inconveniência 

ocorrido, após 

resolveu-se adotar 

algum 

outro 

tempo de 

mêtodo. 

apresentado por Ishai [121 . Embora 

obtençao de resultados bastante 

desse mêtodo ê sua semi-

automaticldade: para cada funçao de fluência ou para cada 

conjunto de dados experimentais deve ser feito parte do 

cAlculo manualmente e essa parte pode ser laboriosa. 
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lshai, utilizando o modelo Kelv i n, chega a 

seguinte express~o : 

t 
1 og C D( t 00, ~o) - D( t, to) J = log D( t 00, ~o) - log e 

e 

(8 . 1.1) 

A equaç~o acima resultará em uma curva que a 

partir de um certo tempo se tornará praticamente uma reta. 

Comparando a equaç~o (8.1.1) com a figura 8(a) podemos obter 

o valor do tempo de retardaç~o de uma primeira cadeia 

Kelvin, aproxi mando a funç~o de fluência como sendo a reta: 

...... ..... -

A 

I 
I 
I 

-~----------
1 I 
I I 
I I 
I I 

I 
t-~ 

Figura 8(a) - Log D(t , to) x t 

log e 
(B - A) 

(8.1.2) 

O valor do módulo de elasticidade da cadeia será 

dado pelo Vf\lor- obtido pela '!tmçao de fluência no tempo 

i nicial, que ê tirada pelo prolongamento da reta, já que a 

tunç~o de fluência foi aproximada pela reta: 
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(8.1.3) 

E1 = antlog C (8.1.'1) 

Criado o primeiro elemento da cadeia, plota-se os 

dados do res1duo desse elemento em relaçao A fluência total 

e constrói-se uma segunda e ass1m por diante, até que se 

consiga uma boa aprox1maçao. Nesse método constrói-se um 

modelo Kelvin generalizado, mas sem uma mola desacoplada de 

amortecedor. Dessa forma, as deformaçOes instantàneas devem 

ser calculadas separadamente. 

Se forem fornecidos os tempos t 1 e t 2 para cada 

elemento desejado e os dados do valor da funçao de fluência 

para esses tempos pode-se calcular automaticamente as 

constantes dos elementos. 

Como desejava-se construir-se esses elementos a 

partir da funç~o do CEB decidiu-se aplicar o método para a 

dita funç~o. Verlficou-se que com cinco elementos obt inha-se 

uma precis~o boa. 

A partir de dados convencionados calculou-se os 

tempos t 1 e t2 para cada um dos cinco elementos. A seguir, 

tomou-se esses tempos como vAlidos para quaisquer dados, 

variando apenas os valores da funçao de fluência, que sao 

calculadas através das fOrmulas do Anexo 111. 

Esses valores foram determinados por Daroit [6J. 

Uma vez determ1nados esses tempos iniciais e 

finais para cada um dos cinco mecanismos, montou-se um 
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programa que calcula automaticamente os dados de fluência 

para esses tempos e contr01 os mecanismos. 

Esses mecanismos serao usados como a cadela de 

Kelvin no programa prlncipal. 

O mOdulo d.e elas ti cidatle instantâneo 

calculado para cada passo no programa principal como: 

E( t) = 
Ec28 

q>(tl,t) 

onde de E28 - módulo secante de concreto aos 28 dias. 

8.2 Retraçao 

ser A 

(8.1 . 5) 

Ao se tratar de flu~ncia nao se potle ignorar a 

existência da retraçao, que ambos sao fenomenos 

inter 11 gados. 

A retraçao foi tratada como uma deformaçao 

imposta, de forma semelhante ao efeito termico. 

Para cada tempo t e calculado o valor tlo 

encurtamento que aparec:erla na barra, caso houvesse livre 

deformaçao. o valor do encurtamento da barra serA dado pelo 

protluto entre seu encurtamento específico e seu comprimento , 

uma vez que o encurtamento específico nao varia ao longo do 

compr1mento, JA que as propriedades do concreto sao 

consideradas constantes em toda barra . 

o valor específico da retraçao e calculado com 

base na funçao de retraçao apresentada no boletim do CEEVFIP 

de 1978 (3J. As fOrmulas que representam tal funçao se 

encontram no anexo III. 
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Obtido o encurtamento da barra pode-se calcular as 

reaçOes nodais que seriam geradas caso esse enctrrtamento 

fosse impedido. Essas reaçOes tomadas com sinal contrArio 

fornecem as forças de engastamento perfeito. Essas forças 

s~o de compress~o pura e podem ser calculadas pela express~o 

abaixo: 

(8.2.1) 

onde ír força de engastamento perfeito devido à retraç~o ; 

Ac área da seç~o transversal do concreto; 

L comprimento do elemento; 

Ccs= encurtamento espec1fico do concreto devido à 

retraç~o. 

Como o encurtamento espec1fico varia com o tempo 

as forças de engastamento perfeito dele originadas também 

ir~o var1ar. Desse modo essas forças devem ser recalculadas 

a cada passo . 

Na implementaç~o computacional optou-se por 

calcular as forças de engastamento perfe ito devido A 

retraç~o na mesma subrotina que se calculam as cargas 

viscoelásticas. Essas forças s~o somadas junto com as cargas 

viscoelAsticas nas filas correspondentes às forças normais. 

As cargas nodais provenientes da retraç~o n~o podem ser 

colocadas junto com as cargas externas por ter seu efeito 

semelhante 

externas. 

à carga de fluência e bem diverso às cargas 

Duas cargas externas de compress~o . aplicadas a 

uma barra nas suas extremidades, gerar~o esforços normais 

caso haja livre deformaç~o . Se a deformaç~o for impedida n~o 

s urgem esforços . Uma carga normal gerada pela retraç~o 
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gerará esforços apenas se nao houver livre ~etormaçao e os 

csiorços serao ~e traçao. As cargas vtscoe1Ast1cas tambêm só 

geram tensOes quando ê 1mpe~í~a a deformaçao progressiva. 

r;q'~l A I"'\= ,. .. ,,.... ,... ... ·. - . 



9. PROTrnSAO 

As forças a.e protensao serao introa.uzia.as como 

cargas externas. Instantaneamente serao conslC.eraaas as 

perdas por atrito ao longo ao cabo. No aecorrer ao tempo 

serão consideradas as variaç~es da tensão de pretensão 

a.evldas ~s Qeformaç~es ao elemento. Dessa forma estarà se 

determinando as perdas por fluenc i a e retração do concreto . 

sao asst~idas as seguintes hípbteses: 

- os cabos podem ser representados pelo seu eixo 

bar 1 c en tr 1 c o: 

- os cabos podem ser aproximaa.os por t~a serie de 

trechos retos em cada elemento; 

- nao existe escorregamento entre as barras e o 

concreto. 

- ~ vàl1C.a a hipbtese a.as seçt'les planas, o que 

permite em prlmelro lugar compat.lbilizar o campo a.e 

deformaçt'les totais a.o concreto e em segundo lugar relacionar 

os a.eslocamentos nodais com os a.eslocamentos aos cabos a.a 

seguinte forma, sendo os deslocamentos mostrados na Figura 

9(a): 

Up 1 = U 1 - <P 1 Yp 1 

Ypi = vl = 1 , 2 

O deslocamento axia l do cabo serà: 

61 = Up 1 cose( - Vp 1 senO(. 
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c 9. 1) 

c 9. 2) 

c 9 . 3) 
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y 

ll 

Figura 9(a) - Modelo do cabo de protensao 

A relaç~o entre a deformaç~o do cabo e seus 

deslocamentos axiais serâ: 

1 
(9.'1) 

Lp 

Utilizando a formulaç~o de elementos finitos pode-

se escrever: 

(9.5) 

onde: 

(9 . 6) 
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s~o as var1aç0es dos deslocamentos nodais, medidas a partir 

do momento em que se produz a aderência. 

Se a relaç~o (9.3) for substituída na (9.1) pode-

se obter a matriz B: 

1 
B t = 
"'P L 

p 

-cosct 

-senct 

-y COSCí 
p2 

(9 . 7) 

Por outro lado, a força inicial de protensao P0 

atuante no concreto pode ser tranformada em carga nodal 

conforme mostra a Figura 9(b): 

Figura 9(b) - Cargas n odais devidas à protensao 

Hpl = Po c os Cí Hp2 = -Po c os Ci 

Vpl = - Po sen Cí Vp 2 = Po sen Cí ( 9. 8) 

Mpo = - Po Yp1 c os Cí Mp2 = Po Yp2 c os Cí 
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Desse modo, as cargas nodais dev1das à força 

inicial de protensao podem ser calculadas corno: 

~po = - Lp ~t Po c 9. 9) 

A força de protensao total após a transferência 

atuante em cada elemento de cabo pode ser expressa por: 

Pp = Ppo + Ppd ... ... ... c 9. 10) 

onde o último elemento representa a variaç~o da força de 

protens~o no cabo devido à deformaç~o do elemento . 

Esse último membro pode ser calculado como 

apresenta-se a seguir: 

Ppd = kp 6u1 
... .. C9.11) 

onde kp - matriz de rigidez do elemento de cabo; ... 
6ui - variaçao dos deslocamentos nodais desde o 

instante em que se produz a aderência. 

A parcela de força de protensao inicial ê fixa e 

incluída no vetor de cargas, descontadas as perdas por 

atrito. As perdas por ancoragem n~o sao calculadas no 

programa. A parce l a da protens~o devida A variaç~o de 

deformaçao do elemento depende do incremento de 

deslocamentos no intervalo de tempo em consideraç~o . que ê 

incógnita. Ent~o. tal parcela pode ser levada em 

consideraç~o inserindo-se a matriz de rigidez do cabo na 

matriz global. 



66 

Assim, as perdas por retraç~o e fluência surgem 

automaticamente da soluçao do s1stema global a cada passo de 

integraçao. 

A matriz de rigldez do elemento de cabo ê 

calculada a part1r das funçOes de forma: 

T_<p , L B T E B dv = 
... p p "'P 

A 
p 

E 
p 

L B T B 
p .. p .. p 

( 9. 12) 

O acima exposto ê válido para cabos pós ou prê-

tracionados, porém irao existir algumas diferenças entre 

ambos. 

A primeira dessas difereças diz respeito ao tempo 

de inclusao da matriz de rigidez do cabo no sistema global e 

de quando deve-se começar a calcular as variaçOes de forças 

nodais devidas às deformaçOes. 

No caso da prê-tensao, quando a força de protensao 

ê aplicada no elemento o cabo JA tem aderência e existe 

uma perda de protensao por encurtamento elástico. Assim 

sendo a matriz de rig ldez do cabo ê incorporada à matriz 

global no instante de protensao e as var1AçOes de força de 

protens~o sao calculadas já no instante inicial . 

Se for pós-tens~o. o cabo só terá aderência 

posterior ao concreto e nao sofrera perda por encurtamento 

elAstico . Desse modo, a matriz de rigldez do cabo será 

incorporada à matriz global para calcular as variaçOes das 

forças de protens~o apenas n o tempo de análise posterior à 

aplicaç~o da mesma. 

A segunda diferença 1mportante ê a perda por 

atrito ~e os cabos sofrem no sistema com pós-tensao. 
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O presente trabalho só leva em conta sistemas com 

pós-tensao. 

A perdas por atrito sao calculadas segundo a 

fórmula sugerida pela Comitê de Perdas de Protensao do PCI 

[ 19] . 

onde: 

- ( ~e + kx ) 
P = P0 e 

~ - coeficiente de atr1to. 

e - àngulo de mudança de djreçao do cabo. 

k - ângulo de atr1to involuntàrlo. 

x - comprimento do cabo desde a cabeceira 

de protensao 

\ 
\ 
\ 
\ 

até o ponto de interesse. 

~ Cabeceira de Protensõo 

da força de protensao 

devido ao atrito 

( 9. 13) 

O modelo adotado coloca em cada nó uma carga nodal 

equivalente à força de protensao média do elemento e uma 

segunda força nodal proveniente de uma carga distribuída 

equivalente à diferença entre a força média de protensao e a 
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força de protensao calculada no nó, ou seja, A perda por 

atrito. 

O Angulo e de cada nO ê dado por: 

+ 8Jk (9.1"') 

onde: 

8 = 
ij 

Ci - Ci 
i j 

8 = 
jk 

Ci - Ci 
j k 

(9.15) 

• 



10 . IMPLEMENTAÇ~O COMPUTACIONAL 

Nesse capitulo vl sa-se esclarecer o proce<llment.o 

utlllzaa.os para Implementar computacionalmente os tbplcos 

ant.er 1 orment.e expostos. 

o trabalho flnal <la dlssertaçao e composto de trts 

programas separados. o primeiro desses e o programa de 

entrada de dados geometricos , cronolbgicos e referentes As 

armaauras a.a estrut.ura . Esse programa rec:el:le os daa.os e os 

grava em t~ arquivo randOm1co. o 

reol bgico com 5 cadeias Kelvin 

segtm<lo gerara t~ mo<le l o 

a partir da ftmçao ae 

flutnc 1a ao CEB. Esse modelo geraao na o 1nc1u1 o elemento 

e last.l co puro . 

o t.ercelro programa e onde deve-se concent.rar a 

a tença o . Esse programa t.oma os dados cont1aos nos arqul vos 

geraaos nos <1o1s programas anteriores e proceae a analise a a 

estrut1.1ra . Assim, passa-se a explicar com maiores detalhes 

esse tll t.1mo programa, que passaremos a chamar de APAS 

(An!\llse ae Pontes em Avanços sucessivos). 

10.1 Programa Principal CAPAS) 

10 . 1.1 Subrotinas 

CORPO: gerencia o programa. 

DADOS: 1e os arquivos de dados da estrutura e 

i mpr i mes, se a eseJaao . 

69 
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MATGLOBAL: montagem da matriz de rigidez global . 

MATBARRA: montagem da matriz de rigidez de um 

elemento tipo pOrtico plano . 

CARGLOBAL: montagem do vetor global de cargas 

externas. 

CARGBARRA: montagem das forças de engastamento 

perfeito . 

CONDCONTORNO: aplica as condiçOes de contorno no 

s 1 stema global. 

DESLOCAMENTOS: calcula os deslocamentos nodais . 

REACOES: calcula as reaçOes e solicitaçOes nodais. 

IMPRESSAO: imprime os resultados. 

VISCO: 

v1scoelasticas . 

calcula as deformaçOes e cargas 

DESBARRA: modifica as matrizes de barras de 

pOrtico que contenham descontinuidades . 

DESCARGA: modifica os vetores de cargas externas 

que contenham descontinuidades. 

DESCVIS: modifica os vetores de cargas 

viscoelâsticas que contenham descontinuidades. 

BARRACO: monta a matriz de rigidez de barras de 

aço contidas no concreto, sejam as barras frouxas ou 

pretendidas. 

ARMPROT: gerencia 

pretendidas. 

FORCAPROT: gerencia 

protensao a serem incluídas. 

a 1nclusao 

e calcula 

das armaduras 

as forças de 

DESCACO: modifica a matriz de rigidez das barra s 

d e aço .que contenham descontinuidades. 
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10.1.2 Corpo 

o corpo ao programa representa a parte central ao 

mesmo. Sua estrutura esta representada no dlagramaae bloco 

das figuras lO( a) , lO(b) e lO( c). 

o primeiro comamo envla a subrotina de tomada de 

dados em disco. Feito isso, deveria ser calculada a semi

largura de banda (SB), mas como se trata de uma viga ela 

sera sempre 6. 

A seguir, verifica-se se algt~a descontinuidade ê 

introduzida jA no passo inicial. Caso isso ocorra se calcula 

a matriz de rigidez modificada do elemento de concreto 

(barra de pOrt1co plano). Para tal cAlculo deve-se escolher 

um mOdulo de elasticidade, uma vez que o mOdulo de 

elasticidade ao concreto ê variavel com o tempo . Numa 

primeira tentativa utilizou-se um modulo de elasticidade 

un1tArio . Os resultados nao 

mOdulo 

foram bons, uma vez que quando 

unitAr1o pelo mOdulo de substituía-se tal 

elasticidade correto aparecia um erro numêr1co. Desse modo 

arbitrou-se como mOdulo de elasticidade ficticio o valor 

250000. Assim armazena-se a matriz de rigidez modificada em 

um vetor auxiliare cada vez que se vai ut111zâ-la 

multiplica-se pelo mOdulo de elat1c1dade do concreto no 

tempo da ana11se e divide-se por 250000 . As matrizes 

modificadas sao armazenadas a cada passo e nao recalculadas 

como as que nao contém descontinuidades por ser o seu 

cAlculo muito demorado . 

A seguir , calculam-se as cargas 1n1c1a1s de 

protensao entao introduzidas e coloca-se tais cargas no 
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vetor ae cargas globais externas. Nao ê necessario verificar 

se se aeve íntroauzir a matriz ae rlgiaez ae algum cabo ae 

protensao no primeiro passo, pois como trabalha-se com pOs

tensao a aderência aos cabos ainda nao foi aaaa. 

Monta-se o sistema global, aplicam-se as condlçOes 

ae contorno, calculam-se os deslocamentos, as solicltaçoes e 

as reaçoes e 1mpr1me-se os resultados . 

Desse modo flnaliza-se o primeiro passo. A seguir 

sera descrito o n-esimo passo. 

Compara-se o tempo ae analise em que fol feito o 

passo anterior com o tempo max1mo ae analise . Se o primeiro 

for 1gua1 ou maior que o segundo o programa estara 

conc1u1ao, caso contrario o tempo ae analise presente sera o 

tempo anterior acrescido ao intervalo ae 1ntegraçao 6t. 

Inicia-se esse passo verificando-se se existem 

muaanças ae sistema estatico por supressao ae 

aescontinuiaaaes introauzlaas no tempo ae analise anterior . 

Os aados de uma aescontinulaaae ou de uma muaança 

ae sistema estatico produzida por supressao aa mesma sao 

colocados no mesmo vetor, sem naaa que os diferencie (ver 

10.1.2), contuao ê importante que se distinga essas auas 

sltuaçoes (ver capítulo 6). A mUdança ae sistema estatico ê 

caracterizada pela existência ae descontinuidade no mesmo no 

anteriormente. 

A muaança ae sistema estatico por supressao ae 

descontinuidades ê realizada ao seguinte moao: calcula-se a 

nova matriz ae rigidez e11m1nanao-se as descontinuidades 

suprimidas e guarda-se no arranjo destinado a esse fim. 

Desativa-se a descontinuidade anterior fazendo-se o tempo ae 
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sua introduçao igual ao tempo mAxlmo mais aez. Dessa forma 

quanao for montada a matriz ae rigidez global serA ut111zaaa 

a nova matr1z ae rigiaez , e nao a antiga. 

Os deslocamentos que haviam na aescontinuiaaae 

desativada serao transferido para a pos1çao correspondente a 

nova (que no caso 

estAtico, poaenao 

ê a responsAvel pela muaança de sistema 

ter atê todos deslocamentos contínuos), 

sejam os totais e os v1scoe1Asticos. Tambêm deve-se 

moaiflcar a matriz ae rigidez aos cabos ae protensao. 

Quando houver mudança de sistema estAtico o vetor 

ae cargas externas e zerado e os deslocamentos totais e 

viscoelAsticos sao guardados. Daqu1 para frente serA como se 

houvesse uma nova estrutura, cujo carregamento serao as 

cargas viscoelAsticas geradas pelos aesloca.mentos 

viscoelAsticos ocorridos entre a muaança ae sistema estAtlco 

e o tempo de anAlise em questao e eventua1s cargas externas 

colocadas apOs a mudança. Os deslocamentos resultantes aessa 

s1tuaçao serao somados aos existentes antes aa muaança e nos 

aarao os aeslocamentos existentes. Com esses últimos 

deslocamentos calcula-se as solicitaçoes. 

Poae-se ter a1naa um segurulo tipo 

sistema estAtico: ê o caso de uma barra 

de mudança de 

que una dois 

subsistemas. Tal caso nao foi considerado no programa. 

ApOs a verificaçao da existência de mudanças no 

sistema estAt1co, calculam-se os deslocamentos e cargas 

viscoelAsticas e verificam-se os cabos de protensao 

colocados no tempo anterior de anAlise . 

Os cabos de protensao têm sua matriz de rigidez 

calculada e armazenada em um arranjo que contêm o somatOrlo 
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das matr1zes de rig i dez dos cabos de cada barra. Isso ê 

feito por ser muito demorado recalcular todas essas matrizes 

a cada passo de integraçao, urna vez que, em geral , existem 

vAr ies cabos em cada elemento . 

Feito isso, ver1f1ca-se a 1ntroduçao de 

descont1nu1~a~es entre elementos. Essas ~escont1nu1~ades 

caracterizam-se por nao ter o nó n enhuma descontinui~a~e 

anterior. Caso sejam intro~uzidas, calcula-se a matriz de 

r i gidez da barra com módulço de elasticidade 250000 e 

modifica- se a matr iz para conter as descontinuidades, 

guardando - a. 

Zera-se a matri z global, introduzem-se as novas 

forças iniciais de protensao e somam - se os vetores globais 

de cargas externas e v1scoe1Ast1cas. Monta-se a matriz 

global, apl1cam-se condiçOes de contorno e calculam-se os 

deslocamentos. Se o tempo <le anAlise for um tempo <le 

impressao, calculam-se as solic1taçOes e reaçOes e 

imprimeme-se os resultados . 

Concluído o passo, volta-se à checagem do tempo <le 

anAl i se, recomeçando. 

10.1.3 Subrotina de tomada <le dados em disco 

Lê o arquivo de dados gerado no programa DITRADA. 

10. 1.1 Montagem da matriz global (MATGLOBAL) 

A matriz global deve ser totalmente remontada a 

cada passo, uma vez que o módulo de elasticidade do concreto 

varia no tempo e, por causa <lo processo incremental de 



78 

construçao, ê diferente em cada barra. Essa subrotina estâ 

exposta no fluxograma da figura 10(d) . 

Percorre-se o vetor que contêm a ordem cronológica 

das barras atê que se encontre uuma barra cUjo tempo de 

colocaçao seja posterior ao tempo de anAlise : nesse caso nao 

existem mais barras a serem consideradas no tempo de 

anâllse. 

Para cada barra colocada ê calculado o mOdulo de 

elasticidade do concreto dessa barra no tempo de anAlise. 

Verifica-se se a barra contêm descontinuidades: se contiver 

toma-se a matriz de rigidez da parte do concreto que fora 

anteriormente calculada com mOdulo de elasticidade 250000 e 

guardada. Nesse caso a matriz deve ser multiplicada pelo 

m'odulo de elasticidade da mesma e dividida por 250000. 

Caso a barra n~o contenha descontinuidades, 

calcula-se a matriz de rigidez da parte do concreto na 

subrotina MATBARRA. Tal subrotina calcula a matriz de 

rigidez de um elemento de pórtico. 

Uma vez obtida a matriz de rigidez do concreto , 

som-se essa matriz à matriz de rigidez das barr as de cabos 

de protensao . Essas matrizes form calculadas anteriormente e 

armazenadas. Isso ê possivel por se considerar o mOdulo de 

elasticidade do aço constante. 

A matriz do elemento assim composta ê colocada na 

matriz global . 

10.1 . 5 Montagem do vetor de cargas externas CVETCARGAS) 
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Para cada ~empo 1 verificam-se as novas cargas 

externas 1nGluídas . uma vez que t~a Garga deva ser incluída 

sao calculadas as suas forças de engas~amento perfel~o . 

Essas forças sao somadas ao ve~or de cargas 

externas locais da barra . Caso ex1s~a uma descon~lnuldade na 

barra no seu ~empo de inclusao, calcula-se o ve~or de cargas 

modificado. 

ApOs essa operaçao, coloca-se o ve~or de cargas 

local no vetor de cargas ex~ernas global . 

10.1.6 AP11caçao das cond1çOes de contorno 

Uma vez que a matriz e remon~ada a cada passo, as 

cond1çOes de con~orno devem ser aplicadas a cada passo. O 

procealmento e 1aent1co ao tomado em problemas e1Ast1cos . 

10.1.7 CAlculo dos deslocamentos CDESLOC) 

A sUbrotina de cAlculo de deslocamentos e composta 

de ~rês partes bAs1cas, como mostra a flgt~a 10(e). 

e 
' e 
' 

' 8 
Figura 10(e) - Subro~ina DESLOC 
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10.1.7.1 Verificaç~o dos limites do subsistema (VERIFICA) 

Essa subrotina verifica os limites (primeira e 

última linha) de cada subsistema a cada tempo de an~lise e 

detectya quando dois subsistemas se unem. As figuras lO(f) e 

10(g) mostram o seu diagrama de bloco . 

Para o tempo zero o procedimento ê diferente do 

adotado nos passos posteriores. Começa-se procurandona 

matriz de rigidez globala primeira linha cuja diagonal seja 

n~o nula: essa linha será a primeira linha do primeiro 

subsistema (núcleo). Continua-se a percorrer as linhas de 

forma a aencontrar a próxima que tenha diagonal nula: a 

linha anter1or ser~ a última liru1a do primeiro subsistema. 

A seguir, procura-se a próxima linha de diagonal 

n~o nula: essa ser'a a primeira linha do segundo subsistema. 

Desse modo se determina os lim1tes de cada subsistema. Esses 

limites s~o armazenados em t~ arranjo bidimensional com 

tantas linhas quanto forem os números de núcleos e com duas 

colunas:uma para a primeira linha e outa para a última de 

cada núcleo . 

Nos 

percorrer todas 

apenas ampliar 

passos posteriores já n~o será preciso 

sa linhas da matriz de rigidez global, mas 

os já existentes. Além disso, ê necessáríuo 

checar se n~o há fus~o de subsistemas. 

Inicia-se procurando quantas linhas foram 

acrescentadas acima da primeir~ e abaixo da última, 

atualizando-se os limites. 

Feito isso, compara-se os limites dos subsistemas 

adjacentes: caso existam dois subsistemas com os mesmos 

limites ê sinal que esses dois subsistemas se fundiram. 
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Figura 19(f) - Subrotina VERIFICA 
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Desse modo, um eleles 

resolva duas vezes. 

1guais a NT•1. 
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elever~ ser elesativaelo para que nao se 

Isso é f c 1to fazendo-se seus limites 

10.1.7 . 2 Resoluçao elo sistema global CRESGLOBAL) 

Resolve caela um elos subsistemas separadamente 

utilizando o algor1tmo ele Cholesky. 

10.1.7.3 Resoluçao elos sistemas auxiliares CRESAUXILIAR) 

Resolve os slstemas aux111ares crlaelos para o 

cAlculo dos eleslocamentos elas descontinuiclacles. 

10.1 .8 SolicitaçOes e reaçOes CREACOES) 

Calcula as solicitaçOes de cacla barra e as reaçOes 

nodais, através ele processo anAlogo ao utilizado na anAlise 

ele estruturas convencionais. Caso o tempo ele anAlise seja 

posterior a uma mudança de sistema estAti co, os 

deslocamentos ocorridos após a mudança de sistema devem ser 

aclicionaclos aos ocorrielos antes, a fim que se calcule a 

sol1citaçao total . 

10.1.9 Deslocamentos e forças viscoelAstlcas (VISCO) 

Essa subrotina visa calcular os deslocamentos 

provenientes das deformaçOes viscoelAsticas e as forças 

víscoelAticas. Seu diagrama de bloco se encontra na figura 

10(g) . 

Os deslçocamentos viscoelAsticos sao calculados 

através elas variAveis de estado. sao calculadas as parcelas 

de deslocamentos viscoelâsticos geradas por cacla elemento ela 
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cadeia J<elvin e seu somatório fornece o deslocamento 

v1scoelâstico total. 

A cadela Kelv1n utilizada ê gerada no programa 

Kelvin a part1 r de dados da funçao de fluência do CEB. 

Uma vez obtidos os deslocam entos v1scoelâst1cos 

sao calculadas as Íorças viscoelâsticas . Elas sao calculadas 

atravês do produto dos deslocamentos viscoelâsticos do 

elemento pela matriz de r1gldez da parte do concreto. 

No caso do tempo de análise ser posterior a alguma 

mudança de sistema est~tico, as cargas viscoel~sticas serao 

calculadas apenas com a parcela dos deslocamentos surgida 

após a mudança. 

Essas cargas viscoel~sticas sao guardadas em um 

vetor de cargas viscoelásticas locais. Se o elemento tiver 

descontinuidades o oprograma ê desviado para a subrotina 

DESCVISC que modificará o vetor de forma a considerar essas 

descontinuidades. Logo após, o vetor de cargas da barra ê 

colocado no vetor global de cargas viscoelásticas. 

Tal procedimento ê repetido para cada elemento. 

10.1.10 Descontinuidades em elementos de concreto (DESBARRA) 

Essas subrotina modifica a matriz de rigidez da 

parte de concreto das barras com descontinuidades e monta as 

matrizes auxiliares para c~lculo dos deslocamentos dos nós 

onde foram aplicadas as condiçOes de descontinuidades . 

o sistema auxiliar criado para o cálculo dos 

deslocamentos ê armazenado já na Íorma decomposta. para 

posterior utilizaçao basta ser multiplicado por (E/250000)2, 
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onde E e o mOdulo de elasticidade do concreto no tempo de 

anAlise. 

10.1.11 Descontinuidades nas cargas externas CDESCCARGA) 

Mod1flca os vetores de cargas externas dos 

elementos que contenham descontinuidades, guardando em um 

vetor ae cargas externas modificadas. 

10.1.12 Descontinuidades nas cargas viscoelasticas CDESCVIS) 

laem DESCCARGA, para cargas viscoelasticas. 

10.1.13 Colocaçao dos cabos de protensao (ARMPROT) 

o diagrama de bloco dessa subrotina e apresentado 

na figura 10(h). Ela verifica quais os cabos de protensao 

incluíaos em tempos entre o tempo anterior ae anAllse 

(inclusive) e o tempo de analise presente (exclus1ve) e 

envia para a subrotina BARRACO, que calculara a matriz de 

rigidez de cada trecho. Os cabos nao sao incluídos no 

momento de sua colocaçao, pois esta se trabalhando apenas 

com pOs-tensao. 

caso t~ elemento onde se encontre algum trecho de 

cabo contenha descontinuidades, a matriz de rigidez desse 

trecho do cabo deve ser modi1icada, a fim ae leva-las em 

consideraçao . Isso feito pela subrotina DESCACO. 

A matriz de rigidez de cada trecho do cabo somada 

com a matriz de rigidez dos outros cabos existentes no 

elemento e armazenada em um arranjo específico para tal fim. 

Tal arranjo contem para cada elemento a som das matrizes de 

rigidez de todos cabos. Isso e possível por se ter asst~ldo 
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um comportamento elastico linear para o aço, nao havendo , 

entao. variaçao em seu módulo de e l asticidade. 

10.1.1~ Forças de Protensao CFORCAPROT) 

Essa sUbrotina ver l flca a caaa tempo as novas 

cargas de protensao incluídas 

correspondentes . O diagrama de 

nas figuras 10(1) e 10(j). 

10.2 Programa ENTRADA 

e calcula as cargas nodais 

bloco dessa subrotina esta 

O programa ENTRADA faz a leitura do teclado aos 

dados do problema e gera um arquivo rand0m1co , gravando-os. 

Esses dados sao utilizados no programa APAS. 

Nesse item se explica a estrutura de var 1ave1s e 

arranjos que julgou-se pouco claros e que difiram aos dados 

dos problemas elasticos tradicionais. No anexo I encontra-se 

t~a lista de arranjos e var1ave1s com seus conteüaos . 

10.2 .1 Dados da Estrutura 

sao ped idos o numero de nos, o n'Omero de 

elementos, o nümero de nós restringidos e o nümero de 

carregamentos da estrutura. 

Além disso , pede-se o número de descontinuidades e 

mt~anças de sistema estat1co por supressao das mesmas , 

constituindo-se a soma de ambos apenas um dado . Cada no que 

contiver urna ou mais descontinuidades de deslocamentos serâ 

um no com descontinuidade. Cada vez que as descontinuidades 
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forem alteradas por supressao de algumas ou todas existirá 

uma mudan~a de sistema estático. 

O número de núcleos é o número de subsistemas 

isolados existentes inicialmente. 

10.2.2 Çoordenada? nodais 

Deve-se fornecer as coordenadas X e Y de cada nó. 

10.2 .3 Propriedades geométricas da se~ao de concreto 

Tem-se duas op~Oes: todos elementos iguais ou n~o. 

Caso todos sejam iguiais é pedida a Area e o 

momento de inércia de todos elementos. Caso sejam diferentes 

esses valores devem ser fornec1dos para cada elemento . 

10.2 . 1 Restriçees nodais 

Os dados s~o análogos ao de um problema elástico 

convencional. Fornece-se o número de cada nó restrigido e 

para cada dire~ao de deslocamento (dire~ao X, dire~ao Y e 

giro em torno de Z) se o deslocamento é livre(1), impedido 

(0) ou imposto (2). Caso haja deslocamento imposto, entra-se 

com esse valor. 

10.2.5 Descontinuidades 

Primeiro é pedido o tempo de introduçao de cada 

descontinuidade e mudan~a de sistema estático. 

Entao, para cada descontinuidade, ou mudan~a de sistema 

estático, é necessário ter como dados o número do nó e a 

existência(!) ou nao(O) de continuidade na dire~ao de cada 

deslocamento. Assim para uma descontinuidade total 
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(deslocamentos nas d1reçOes X e Y e giro na direçao z 

lndependentes ), o cOd1go ser1a O, o e o. Para um no, em que 

foss em bloqueadas todas as descontinuidades, o código seria 

1, 1 e 1. 

10.2.6 Ordem CronolOglca das Barras 

O tempo de colocaç5o das barras deve ser daao em 

ordem crescente, iniciando- se no zero e lndo atê o malor 

tempo. Cas o sejam colocadas varias barras simultaneamente, 

deve-se ordenar as barras d o mesmo tempo em ordem crescente. 

10 . 2 . 7 Cargas 

o programa acelta 

d1str1bu1das e cargas nodais. 

cargas concentradas, cargas 

A estrutura de dados das 

dos problemas elasticos convencionais, 

dado extra: o tempo de colocaçao . Alêm 

cargas e analoga a 

tendo apenas um 

disso, as cargas devem ser fornecidas em ordem cronológica e 

cargas colocadas simultaneamente em ordem crescente. 
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11 . EXD-iPLOS 

11. 1 Exemplos uti llzando modelo st.andard 

11.1.1 Anàllse de um sistema com vigas pre-fabr1cadas 

Considerou-se o caso de uma viga com tres vaos , 

Figura 11(a), 1n1c1alment.e rot.ulaé\os e que ao longo do t.empo 

tem essas rbtulas bloqueadas. A viga foi assentada e 

carregaé\a com uma carga tmlforme em t~ tempo 1n1c1a1 que 

escolheu-se como t=O. Esta s1tuacao ocorre quana.o o uso a.e 

vigas pre-fabr1caa.as que sao colocadas em seus lugares e 

depo 1 s 11 gaaas. A<1m1t1remos , por s1mPllc1a.aa.e, que as 

11gaçt)es sejam rlg1<1as (para uma a.1scussao a.o assunto ver 

ref C20J ) . 

Dados: 

L = 500 em; 

vigas a.e secao retangular b = 20 em 

h = 50 em 

carga uniforme q = 200 N/ em ; 

Modelo stanc.tara E = 2. :, 106 N/cm2, 

E2= 2 . 5 106 N/cm2, 

n = 2 . 5 106 <lia/cm2; 

o interva l o <le 1ntegraç~o foi ôt = 10 dias. O 

fechament.o da primeira rbtula aconteceu para t1 = 30 dias e 

9 4 
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o da segunda rótula para t2 = ~o dias . Os resul tados s~o 

comparados, na figura 11(a), com a soluç~o anal i tica da r ef 

(1J. A aprox1maç~o pode s er melhorada diminuindo 6t. Na 

f 1 gura 11(a), Xi(t) e X2Ct) indicam os momentos que 

aparecem no pr1meiro e segundo apoios após o fechamento. 

o. 

0.3 

0 .2 

0 .1 

--- SOUJçlo NI.Jt.C[RICA 

- - -- SOLUÇÃO ANALÍTICA 

10 x11tl 
qL2 

Á l I I}1 J L I l 1 
l ~ l ~ l t 

l! 
t 

Á l 1 1 ! J I J I 1 1 1! 

Ál 1 1 ! l l ! l l 1! 

t < ,, 

t 1 < t <tz 

t > t 2 

F igura 11(a) - Vigas Pré-Fabricadas 

11 .1 .2- Mudança no sistema estático 

A figura 11 (b) indica uma estrutura que ê s uposta 

toda colocada no instante t = O, formada por dois balanços 

opostos sem continuidade . No tempo t1 dA-se a continuidade 

total no nó central. 
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Daaos: 

L = 100 em; 

A = 1000 cm2 ; 

= 2 , 5 105 cm"'t; 

carga unlforme q = 

o moaelo v1scoe1Ast1co e o mesmo ao exemplo 

anterlor e t 1 = 30 atas. X(t) e o momento que aparece no no 

central apús o fechamento da aescontinutaaae. A figura ll(b) 

compara os resultaaos ao programa com resultaaos analíticos 

C ver Anexo III). Para a soluçao nao constaeranao ana11se 

incremental a comparaçao aa soluçao numerica e aa analítica 

foram colnctaentes os pontos calculados analiticamente que 

estao marcaaos sobre a curva. 

---- CONSTRU~O NÃO INCIIti:~N~ 
•-- - - CONSTIItVÇÁO INCIIti:MII!:NTAL 

I . 

rox ltl .,a 
...... - ~--------

2.~ 

~ l(j)l ~ 1/líl~l~ I~ I~ I~ 
i' ; I I I~ I I I ·, li I ~ I I 

Figura ll(b) - Balanços s1metr1cos 

t > ,, 
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11.1.3 Construção incremental e muaança no sistema estático: 

Este exemplo e tgual ao anterior, exceto que 

1nc1u1 a construçao 1ncremental . os aaaos ao problema sao os 

mesmos, muaanao apenas o tempo ae colocaçao aas barras: 

barra 1 e ~ sao colocaaas em t = o e barras 2 e 3 sao 

colocaaas em t = 10 a1as. Poaemos conforme o grâf1co C 

flgura 11Cb) ) notar que a alferença ae 10 a1as na colocaç~o 

aas 'Qltímas 

momentos. 

barras trouxe uma mUdança 1 mportante nos 

11.2 Exemplos ut111zanao a funçao ao CEB 

11.2 . 1 Viga r otulada 

Esse exemplo e semelhante ao prlmelro exemplo 

aesse capitulo, porem tem-se apenas ao1s vaos. A estrutura 

e mostraaa na Figura 11(c): 

I l l l ~ 1 1 ll t = o 

gr 1 l!L l L! t = tl 

Figura 11(c) - Viga rotulaaa 
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Dados: L = Sm 

área da seç~o : O, 1m2 

momento de inércia : 0,0208m1 

carga : 20 kN/m2 

t1 = 10 dias 

condiçOes ambientais: U = 70Y. 

concreto: Ec = 25000000 kN/m 2 

endurecimento n ormal do cimento 

Na Figura 11(d) mostra o crescimento do momento 

sobre o apoio centra l , depoi s de fechada a rótula. Not a-se 

que, após o fechamento da mesma, existe um crescimento 

bastant e acentuado do momento até a 1500 dias, 

aproximadamente. Após essa idade o crescimento torna - se bem 

mais suave, passando a ser pouco significativo após os 3000 

M tkNm) dias. 5 

4 .& 

4 

s.s 

I 

2 . 5 

z 

4. & 

O.& 

o !0------~:-----~~----~-------+-------+-------+t~( d~io~s} tOOO 2000 1000 4000 1000 

Figura 11(d) Momentos sobre o apoio central 
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11.2 . 2 Avanços sucessivos 

Esse exemplo nos mostra do1s balanços constru1dos 

em avanços sucessivos e depois ligados. A F1gura 10(e) 

ilustra as etapas construtivas: 

,. F 9 t = o 

~ * * l H Jê " * ~ t = 10 

~ " * Jê " * " Jê ~ t = 20 

Figura 10(e) - Balanços construidos em avanços sucessivos 

Uma vez dada continuidade entre as subestruturas 

deverA haver uma transiç~o do comportamento de viga em 

balanço para viga continua. Desse modo, aparecerA um momento 

positivo, crescente ao longo do tempo, no meio do v~o e o 

momento negat1vo do apoio irá decrescer ao longo do tempo. 

A Figura 10(f) mostra justamente essa trans1ç~o de 

comportamento: nela est~o graficados, em módulo, o momento no 

apoio e no engaste. Nota-se, ent~o . claramente o crescimento 

do primeiro e o decrêcimo do segundo . 

.. 
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Figura ll(f) - Mom entos apos a uniao de dois balanços 

11.2.3 Viga biapo1ada pretendida 

Esse exemplo tem por objetivo mostrar como se 

comporta o esforço normal dev1do A protensao ao longo do 

tempo. A viga ê mostrada abaixo: 

p-o 1 CI 

fõ k 
-Po 

~ 500 • soo ~ 
1 '1 '1 

( em) 

Figura ll(g) - Viga com dupla protensao 

A protensao foi aplicada nas duas cabeceiras. Nao 

f oram consideradas outras cargas alêm da protensao . 

.. 
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Dados: A c= 1000 cm2 

I c= 107 cm1 

Ap= 10 cm2 

Po= 6000 :V.N 

A curva abaixo representa o comportamento do 

esforço normal sobre um dos apo1os ao longo do tempo: 

N (kN) 

8000 

&ISOO 

ISOOO 

41500 

4000 
to-----r---.-o+o-o---t----.o+o-o---+---.-o+oo4 tempo (dias) 

Figtrra ll(h) - Esforço normal sobre um apolo 

11.2.1 Ponte em avanços sucessivos 

A seguir, analisar-se-~ uma ponte construída em 

balanços sucessivos . Essa ponte foi construída sobre o 

Arroio Tega e o proJeto ê de Pa1m C16J. 

O esquema construti vo ê mostrado na figura 11(g), 

estando os dados listados a seguir. 

As aduelas 1 a 13 e 33 a 15 s~o concretadas 

anteri ormente ao início da construç~o por avanços sucessivos 

e s~o escoradas convencionalmente. As aduelas 11 a 31 s~o 

contruídas simetricamente por avanços sucessivos. 



., 

.. 

102 

o tempo de contruç~o de cada aduela e 9 dlas . Aos 

10B dias o balanço foi todo construido, faltado apenas 

f echA-lo. A 126 dias e concre~aoo e pretendido o fecho. 

Utlllzou-se intervalos de lntegraç~o escalonad os: 

ate lBOO d1as utilizou-se um ót = 9 d1as. A partir de entao 

aumentou-se o intervalo par 27 01as. 

Nos pr1me1ros tempos e desaconselhave l que se 

utlllze um intervalo de 1ntegraçao maior que o tempo de 

execuçao ae cada aQuela. For outro lado , e necessArlo que as 

mudanças de sistema estático coincidam com t~ tempo de 

anAllse.Esses fatos foram constatados atraves de testes 

feitos. 

A anAlise foi feita apenas ate 3000 dias porque as 

s olicltaçoes JA mudavam bem lentamente entao, bem como os 

deslocamentos. 

Aqui cabe observar a lnfluencia que tem o tempo da 

retirada da treliça metAlica sobre os momentos no melo do 

vao (e , por conseqüência , em todo os autos) , uma vez que ela 

p ode ser retirada antes ou depols da concretagem do fecho. 

Se ela f or retirada após a concretagem isso irA 

diminuir os momentos posit ivos que irao aparecer no melo d o 

v~o dev ido ao impedimento do giro, fato esse que se deve por 

equ1va1er a retirada da t reliça apOs a mudança de s1stema 

estatico na apllcaçao ae uma carga de balxo para cima no 

mesmo. Assim, a ret irada da treliça apOs a mUdança de 

sistema estatico produzira t~ momento negativo que suavizara 

os momentos p os ltlvos que aparecer-ao ao longo do tempo . 

A flgura ll(J) mostra esse fato: temos os momentos 

no melo do vao com a treliça presente na colocaçao do fecho 
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e com atre liça retirada antes. Nesse prtmei r o estág 1o ndo se 

considera efe itos de protensdo . 

M (kNm) 
1000 

4000 

o 

• 1000 

• 2000 

·3000 

·4000 

• !!1000 

· 1000 

t (d ias) 
tOOO 2000 soco 

- com treliça 

- ·-UfTI trel iça 

~ 

' "'-· ---·- - · ·-
F1gura 10(j) - Momentos no centro do V dO 

As F1guras 11(1) e 11(m) mostram, respectivamente, 

o decrêsc1mo do momento no apoio e o aumento da flecha no 

meio do v~o. Em ambos os casos verifica-se a influência 

exercida pela treliça metálica. No momento sobre o apoio 

quase n~o se nota a influência por ser o decrêsc1mo pequeno. 
-tiO 000 

·-·- ·--·- ·-·- ·-
- t40 000 

-420 000 

-400 000 com treliça 

- 10 000 aem trel iça 

- 10000 

- 4 0000 

- lO 000 

o 
1 

t (díoa) 

F igura 11(1) -Momento no apoio 
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(m) Flecho no meio do võo 
0~--~:::_~~~--+---~~~--4---~!~0~00~ 

2000 1000 

-0 . 05 

- o. t 

- 0 .1& \ . 
- 0 .1 "· ~.-.... ·-·---·- -
- 0 .2& 

-O. I 
o 

t (dios) 

_ com treliça 

- ·- aem treliça 

Figuura 11(m) - Flecha mdxima 
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12. CONCLUSOES 

Sob o ponto de vista tebrico, significativas 

vant-agens foram o:bt-lC\as ao se asstunlr o comportamento 

mec~nlco como elàstico llnear. A t'Ust.rl:bulçao aas t-enstles na 

espess~rra seg~1ndo a lei do plano permite defirnír 

deformaçtles axiais e curvat.~rras preveni entes da deformaçao 

lenta, aditivas As deformaçtles mecanicas relacionadas com 

as sollcltaçtles. Esse fato permite que se 1ns1ra na 

form,llaçao as deformaçt~es progressivas como se fossem 

C\eformact\es 1n1c1a1s equivalent-es a urna font.e de auto

tleformact\es. 

A formulacao flca llnear, valenao o pr1nc1p1o aa 

superposiçao e o algoritmo convencional para pbrticos 

elàst.1cos pode ser adapt.ado de forma simples para levar em 

conta a deformaçao progressiva. 

caso se aeseJe 1nser1r a resposta nao-llnear ao 

concreto, com a 111 str lJ:lul cao a e aeforma~=t~es progressl v as na 

espess~rra acompanhando ~wa lei nao-linear, nao se pode mais 

tratar as deformaçtles progressivas generalizadas no sentido 

convencional. A hipbtese do plano compatibilizariam, entao, 

a soma da deformacao progressiva com a elàstica, mas nao 

cada urna separadamente . Em tal caso ~w modelo laminar parece 

1nev1 tavel. 

A slmpll fl caçao lnt.ror:l~lZltla cona.uz ~ aetermlnacao 

das deformaçtles progressivas atrav~s dos modelos reolbgicos 
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adotados e se traduz na aplicaç~o simples das variàveis de 

estado sobre as deformaçbes diferidas e, por extens~o. aos 

deslocamentos relativos nodais . As cargas viscoelàsticas 

surgem do produto dos deslocamentos relativos viscoelàsticos 

pela matriz de rigidez do elemento. 

As des c ontinuidades , por sua vez, foram abordadas 

de forma conevencional para estruturas convencionais. A 

construçab incremental ~ aboradada fazendo-se a montagem da 

matriz de rigidez tamb~m 1ncrementalmente, ou seja, 

montando-se matrizes de rigidez de dimensões variàveis com o 

tempode anàlise. 

Com respeito à modelagem das propridades do 

concreto, tentou-se seguir as recomendações dos organismos 

internacionais, em especial do CEB . Essas recomendações 

foram adaptadas a uma cadeia de elementos Kelvin, que 

permite fàcil tratamento tebrico e computacional . 

A vantagem de se transformar os modelos de 

fluência recomendados em cadeias Kelvin està no fato de 

ent~o poder-se usar a formulaç~o das variàveis de estado. 

Tal formulaç~o ~ conveniente por transformar a formulaç~o 

in~egral da viscoelasticidade em um processo incremental, 

que consiste em uma seq~ência de passos lineares definidos 

em termos dos resultados do passo anterior e das cargas 

externas. 

Com essas ferramentas tebricas foi elaborado um 

programa que pode ter ampla utilizaç~o pràtica . Sua 

pr incipal aplicaç~o 

sucessivos, por~m 

se dà na anàlise de pontes em avanços 

muitos outros problemas podem ser 
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abordados com ele, como por exemplo o caso de vigas pr~-

tabricadas em que se dà continuidade ao longo do tempo. 

O tempo de soluç~o pode ser bastante longo. O 

exemplo da ponte sobre o Arroio Tega, que ~ uma ponte 

bastante modesta, levou pouco mais de nove horas para ser 

analisado at~ 3000 dias, com as condiçbes de 1ntegraç~o jâ 

mencionadas. 

O programa poderia ter sido feito em um 

equipamento de grande porte, o que o tornaria bem mais 

veloz. Contudo, a intenç~o foi faz~o em um micro

computador da linha PC para ser mais acess1veis a poss1veis 

usuàrios. Esse tempo computacional, por~m. deve ser em pouco 

tempo bastante reduzido, uma vez que o JJardware e os 

softwares est~o cada vez mais sofisticados. Mesmo hoje jà 

existem compiladores BASIC bem mais velozes que o utilizado 

(QuickBasic 2.0), e o programa pode ser adaptado com 

facilidade. Tamb~m esse tempo poder i a ser reduzido 

empregando-se t~cnicas de otimizaç~o computacional. 

Quanto ao intervalo de integraç~o ót a ser 

utilizado, esse deve ser escolhido com o maximo cuidado, por 

ser o · m~todo bastante sens1vel a ele nos primeiros tempos 

(cerca de 1000 a 1500 dias). Para tempos posteriores pode-se 

ampliar o intervalo. Na etapa inicial ~ aconselhàvel que o 

tempo de integraç~o seja semelhante ao tempo de cada etapa 

~ de construç~o (em torno de dez dias). O programa preve tres 

etapas de integraç~o com diferentes intervalos. 

Ainda assim essa analise representa um avanço em 

relaç~o aos m~todos usualmente empregados em projetos. 

Por~m. fica a dovida at~ que ponto a modelagem viscoelàstica 
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linear do concreto ~ representativa frente a resultados 

experimentais . 

OUtro ponto que deveria ser testado ~ a 

influência da tor~~o nesse tipo de estrutura. 

O trabalho ainda poderia ser melhorado com 

pequenos ajustes. Um desses seria a introdu~~o de recalques 

progressivos e de apoios elâsticos. Para analise de vigas 

pr~-fabricadas seria interessante a introdu~~o de nbs semi

r1gidos . 
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AND<O I 

ARRANJOS E VARIAVEIS UTILIZADOS NO PROGRAMA APAS 

1.1 Arranjos de Oados 

X(NN) - contêm a ordenada X de cada no 

Y(NN) - contêm a ordenada Y de cada nO 

CON(2~NE) - contêm a conetividade dos elementos 

PROP(2*NE) - contêm as propriedades geométricas da seç~o 

transversal (Area e inêrcia, nesta ordem) 

TEMB(NE, 2) contêm a ordem cronológica dos elemen-

tos, estando na primeira posiçao o tempo e na segunda o 

elemento (obs: os elementos devem ser colocados em ordem 

cronológica e 

numérica) 

dentro de um mesmo tempo, em ordem 

RV(~~NNR) - contêm os dados das restriçOes nodais. Para cada 

nO restringido, exi stem quatro posiçOes: a primeira para o 

número do nO , as outras referentes a cada um dos graus 

de liberdade.Estes poder~o estar livres(l), impedidos(O) 

ou com des locamento imposto (2). 

CARE(NT) - contém os valores dos deslocamentos impostos, que 

s~o colocados na posiç~o do grau de liberdade do nO em 

que aparecem. 

ND(S~NDES) - contêm os dados relativos As descontinuidades e 

mudanças de sistema estatico (as quais recebem 

tratamento semelhante ao das descontinuidades). Na 
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pr1meira posiçao ê colocado o número da barra na 

segunda o nó (1 ou 2) e as três últ1mas sao referentes 

aos três graus de liberda~ e . conten~o O se houver 

descontinuidade no deslocamento ou 1 se o deslocamento 

tiver contlnu1dade. As descontinuidades devem estar em 

ordem cronológica. 

TMU(NDES) - contêm o tempo da introduç~o da descontinuidade 

ou da mudança de sistema estAtico . 

CD(Kl) - contêm o número de cargas distribuídas para cada 

carregamento. 
Kl 

Q1([6~LCD(~)J+K1) - contém os dados para as cargas distrl
K:1 

buidas. A primeira posiçao contém o número da barra, a 

segunda o tempo de colocaçao, a terceira o valor, a 

quarta a distancia do primeiro nó até o inicio da carga, 

a quinta a distàncla do primeiro nó atê o fim da carga e 

a última posiçao direçao (X ou Y). Entre um carregamento 

e outro, coloca-se um zero. 

Q2(K1) - contêm a posiçao onde 1n1c1a-se cada carregamento 

do vetor 01 

Q3(Kl) - vetor auxiliar que indica a posiçao da próxima 

carga distribu1da a ser analisada, sendo no inicio, igual 

a Q2. 

CC(Kl) vetor 1dênt.1 co a CD, porém para cargas 

concentradas. 
Kl 

Pl([LCC(I)J~S+Kl)- contêm os dados para as cargas concentra 
1:1 
das. A primeira posiçao contém o número da barra, a se-

gunda o tempo, de colocaçao, a t erceira o valor, a quarta 

a distancia da carga ao primeiro nó e a quinta a direçao 
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(X ou Y). Entre um carregamento e outro coloca-se um 

zero. 

P2(K1) - an~logo a 02, para cargas concentradas. 

P3(K1) - an~logo a 03, para cargas concentradas. 

CN(K1) - analogo a CD, para cargas nodais. 
Kl 

PN(CLCN(l)J~1•K1)- contém os dados 
1=1 

referentes às cargas no-

dais. A primeira posiç~o contém o número do nó.A segunda, 

o tempo de introduç~o. a terceira o valor e a quarta a 

direç~o global. 

PN2(K1) - an~logo a 02, para cargas nodais . 

PN3(K1) - analogo à 03, para cargas globais. 

AP(AP, 5) - contêm os dados de cada cabo de protens~o. Cada 

linha tem cinco colunas e contém os dados de um cabo. Na 

primeira coluna ê colocado o tempo de protens~o do cabo, 

na segunda coluna, o número do primeiro elemento, na 

terceira coltma o número do último elemento do cabo, na 

quarta coluna a ârea do cabo e na quinta coluna a força 

de protens~o aplicada. 

YP(CAB1.~) - contêm os dados de entrada de cada elemento de 

cada cabo. Na primeira posiç~o. est~ a dist~cia do 

primeiro nó do elemento à linha neutra. Na segunda, o 

ângulo ~ que o segmento forma com a horizontal, na 

terceira posiç~o o comprimento L horizontal e na quarta 

posiç~o a força inicial do elemento (após as perdas) . 

Entre um cabo e outro, aparece o Y2 e a força final do 

ültimo segmento. 

E(NMU)- módulo de elasticidade de cada elemento da cadeia 

Kelvin. O primeiro é o módulo de elasticidade 

ins~antaneo, calculado para cada elemento a cada passo da 

(I 
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ana11se. Os outros sao calculados em um subprograma que 

transforma a funçao do CEB em cadela Kelv1n (KELVIN) 

-(ót/9 ) 
DD(NMU) - para cada cadeia, contêm o valor de e 1 , 

onde fit=DT e e i sao os valores dos termos de retraçao, 

calculados tambem pelo KELVIN 

!!.2 ArranJos montados pelo programa 

Sl(~. 6) - contem a matriz de rigidez de cada elemento. 

A1(6,K1) - contem cargas nodais correspondentes As cargas 

nas :barras. 

S1A(6~NE, 6) - contêm a~ matrizes de rigidez das :barras de 

armadLrra frouxa e cabos protendídos. Esses vao sendo 

somados a SlA a medida que sao colocados . 

S(NT, SB) - matri z de r1g1dez glo:t>al armazenada em forma de 
.. 

:t>arula . 

VCL(6~NE, Kl) - contem as cargas externas nodais equivalentes 

de cada elemento. 

LA( NT,Kl) -contêm o vetor de cargas externas globais. 

DV(~NE, Kl~NMU) - contêm as deformaçoes v1scoelâst1cas que 

aparecem em cada elemento no caso da livre deformaçao. 

Possu i NMU pos1çOes, uma para cada elemento Kelv1n, 

exceto o primeiro. Na ült1ma poslçao tem-se a soma de 

todas as cadeias. Isso e repetido para cada carregamento. 

DBA(6, Kl) - vetor auxiliar, que contêm os deslocamentos 

v1scoeast1cos t otais para o calculo das forças 

v1scoelâst1cas. 
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DD1(3, 3) - matriz aux1liar para a rotaç~o da matr1z ~e 

rigi~ez ~e barras. 

D(6 , Kl) - vetor auxiliar contendo deslocamento no~ais para 

c~lculo de solicitaçOes ou das forças de perda de 

protens~o. 

T1(6) - vetor auxiliar para c~lculo de sol1citaçOes. 

REAC(NT, Kl) -contêm as reaçOes nodais. 

AA1(6) - ve tor aux i liar usado para resoluç~o dos sistemas 

das descontinuidades. 

AA(NT,Kl) - vetor que contêm os valores dos ~eslocamentos 

nodais quando de uma modificaç~o de sistema estático. 

DDL(3~NDES , Kl) - conterá os deslocamentos nodais dos nós com 

descontinuidade quando de uma mod1f1caçâo do sistema 

estático. 

contêm as deformaçOes VlscoelAsticas 

quando da mudança do sistema estático. 

AAA(NT,K1) contêm os deslocamentos nodais do tempo 

anterior ao que acaba de ser analisado. 

S1AD(6, 6~NDES) - contêm as matrizes de rigldez modifica~as 

pela presença de descontinuidade das barras de armadura 

fouxa e cabos de protens~o. 

II.3 Variáve1s Pr inc1pais : 

NN - Número de Nós 

NE - Número de Elementos 

NNR - Número de Nós Restringidos 

K1 - Nümero ae Carregamentos 

NDES - Número de DESconti n u i dades 

NNU - Número de Núcleos 
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CAB1 - Número de Elementos ~o Cabo I • 1 

EC - MOdulo ae Elast1c1aa~e secante ao Concreto a 28 Dlas 

EP - MO~ulo de Elastici~a~e ~o Aço ~e Protensao 

TO - I~aae In1c1al ~os Elementos 

S - Seml - Larglrra da Banda 
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SOLIC ITAÇOES RESULTANTES DA SUPRESSÃO DE UMA DESCONTINUIDADE 

A seguir passa-se a calcular as solicitaçOes 

supramencionadas atravês da formulaçao integra l de 

viscoelasticldade empregando o modelo standard. 

(II.1) 

onde Sel ê a solicitaçao que apareceria em uma estrutura 

elast1ca, com E = E1, e continua analoga. 

Tem-se: 

u ( t) = E* C ( t ) 

Fazendo 

Pode-se calcular E* [D(t.~l) 

integral de G(t): 

G(t) = C(t) E + (E -E ) jt 
co 1 co ~2 

e 
- (E +E )(t-r.)/n 

1 2 

(I I . 2) 

(I I . 3) 

C(~) d~ 

(II.1) 
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.. 

onde e = 

1 1 9 

[ :1 . 1 -(t - t; )/e )] C(t) = ( 1 - e 1 -
E 

2 

[ :1 . 1 -C~ - ~ )/e ] 
( 1 - e 2 1 ) (!1.5) 

E 
2 

E2/n. Fazendo z;1 = o 

1 - Z:2/e - t/e 
C(t) = c e - e ) (11.6) 

E2 

e -t/9 
C(t) = e (I I. 7) 

E c 

Substituindo (11.6) e (!1.7) em (li.~) obtêm- se: 

a'(t) = E [ -
E +E e 

1 2 

L /e 
2 e 

- (E +E ) t/n 
1 2 1 2 E L /n l 

(!1.8) 

substitui-se (1!.8) em (11.1) : 

S(t) = s 
el 

E 

E +E 
1 2 

e 2 
[ 

- L /9 
e 1 2 1 2 

- (E +E ) t/n E L /n ] 

(I I . 9) 

Aplicando (11.9) para o exemplo 2: 
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C11.10) 

onae Sel ê momento n o centro ~o vao de uma viga b1engastada. 

Substl tulrulo C I I. 10) em c I I. 9) e colocamo os 

valores aos dados ~o problema: 

-C2t - 30)/100 
S(t) = 6, 67 C o, 71078 - e ) [kNmJ 

A traves ~e (II.ll) 

analíticos e compar~-los com os 

exemplo 2. 

C11.11) 

po~e-se obter valores 

~a soluçao numêr1ca ~o 



ANEXO 1 I I 

RECOMENDAÇOES DO CEB/FlP 

111.1. Funçao de Flu~ncta segundo boletim CEB/F1P 1978. 

Essa funçao de fluência foi publicada em 1978, mas 

em 1982 foi reeditada com fOrmulas matematicas representando 

o Abaco. A formulaçao aqui exposta encontra-se no anexo D do 

boletim 2 

onde Cc28 

A deformaçao lenta do concreto ê dada por: 

Cc (t,to) = <p(t, t 0 ) (111.1.1) 

Ec28 

módulo de elasticidade aos 28 dias 

~ (t,t 0 ) : coeficiente de fluência 

Assim, a deformaçao total no tempo t ê dada por: 

c 
c 

(t,t 
o) 

<p(t, t ) 

E 
c28 l (111.1.2) 

O coeficiente de fluênc i a ê dividido em três 

parcelas, a saber: 

- fluência rAp1da (parcela da fluência que ocorre 

imediatamente após o carregamento e ê praticamente toda 

irreversível); 

- fluência lenta irreversível; 

- fluência lenta reversivel. 

Essas três parcelas somadas 

coeficiente de fluência total. 

r e sul tarn no 

ESCOLA Dê ENGEN HARIA 
RIRI J ()Tt=r A 



122 

O boletim do CEB apresenta a seguinte fOrmula para 

o cálculo do coeficiente de fluência: 

~(t,to) = ~aCto) • ~d~d(t-to) • ~f CSf(t) - Sf(to )J 

(I I I. 1. 3) 

onde: 

coefici ente representando a fluência rápida . 

~a<to) = o, 8 { 1 - c t 0 / (to • 15)1/2,15n CIII.1.1) 

~d coeficiente representando a fluência lenta revers1vel 

no tempo infinito C~d = o, 1). 

coeficiente que representa a variaçao da fluência 

lenta reversível no tempo. 

~dct-to) = c ct - t .0 ) / (t - t 0 • 328) J 1/1,2 o 1 1.1. 5) 

~f coeficiente que representa a deformaçao lenta irrever

sível no tempo infinito. 

~f = ~fl ~f2 (111.1.6) 

~fl = 1,15 - 0.035 u (I I I. 1 . 7) 

~f2 
= e c 1,1 105 H0 - o, 357/H0 • ln <Hõo, 1667/2 , ó)J 

(11 1.1.8) 

coeficiente representando a variaçao da deformaçao 

lenta irrevesivel com o tempo . 

(111.1.9) 
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( 5,02/H
0

• ln ( 6, 95 H~) 25) J 
K1 = e (111.1.10) 

[ o,oo11 H0 - 1,1 / H0 - ln (1,005 HQ. 2951 ) ) 
K2 : e o 

( I I I . 1 . 1 1 ) 

Nas fOrmulas acima apresentadas t ê a idade do 

concreto no instante do cálculo e !o a idade do concreto no 

instante em que ele foi carregado. A idade do concret deve 

ser corr1g1da pela fOrmula: 

Tm 
t = L {[ T(tm) + 10 J ~tm} (111.1.12) 

30 o 

onde: 

~ coeticiente tunçao da velocidade de endurecimento do 

cimento. 

~ = 1, endureci mento lento 

2, endurecimento normal 

3, endurecimento rápido. 

T(tm) temperatura mêdia diária em °C 

ótm : número de dias com temperatura T. 

A es pessura fict i cia Ho é calculada pela a 

segu1nte express~o: 

A c 
Ho= 2 (111.1.13) 

Uc 

onde: 

: coeficiente em funç~o das condiçOes ambientais. 

= 30, para Agua. 

5, para ambientes úmidos (U = 90Y.) 
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1, 5, para ambientes normais (U = 70"'-) 

1, para ambientes secosm (U = ~OY.). 

Ac área da seç~o transversal de concreto. 

uc perimetro em contato com a atmosfera. 

A espessura fictícia deve ser dada em centímetros 

e a umidade relativa do ar em percentagem. 

III . 2 Retraç~o 

Da mesma forma que a funçao de fluência, as 

fórmulas para cAlculo da deformaç~o devida a retraç~o foram 

apresentadas pelo CEB em 1978 e reeditadas completas em 

1982. 

A deformaç~o devida a retraç~o que é desenvolvida 

em um intervalo d e tempo (t-to) e dada por: 

(III.2.1) 

on:le: 

Cso : coeficiente de retraçao bâsico, correspondente ao 

~s(t) 

valor da retraçao no tempo infinito . 

c 
s1 [ 

59 
u3 - o, 12s~~~~ u2 ~ 8, 36888 u 

= 90000 

( I I I . 2. 2) 

- 228] 10-5 
(11I . 2.3) 

= e c 0,00171 H
0

- o , 32 / H0 - ln cHg• 251/1,9)J 

(111.2.1) 

coeficiente que expressa a variaçao da retraçao com 
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a idade. 

(III.2.5) 

K3 = 11, 8 Ho • 16 (111.2.6) 

K
1 

= e[0,00257 H0 • o, 32 / H0 • ln co. 22 H8•1)J 

(111.2.7) 
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