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RESUMO

Neste trabalho ¢ estudado o comportamento dindmico e estatico de placas e
cascas de materiais laminados anisotropicos com nao-linearidade geométrica,
empregando o Método dos Elementos Finitos, com elementos 3-D de 20 nos e
integragao reduzida.

Sdo apresentadas as caracteristicas do problema, um resumo das principais
teorias, a formulagao empregada e alguns resultados obtidos.

A andlise com ndo linearidade geométrica ¢é realizada uma Formulagao
Lagrangeana Total e a analise dinamica ¢ feita empregando o Método de Newmark e o
sistema de solugdo para equagdes ndo-lineares ¢ efetuado usando o método o BFGS.

As rotinas computacionais empregadas foram feitas em FORTRAN-77, sendo o
trabalho desenvolvido no sistema UNIX, nas estagdes de trabalho SUN-SPARCSstation
1%,

De forma geral, a analise 3-D com elementos de 20 nos se mostrou muito
eficiente, alcangando resultados bem proximos dos experimentais ¢ melhores do que

aqueles relativo a analise com elementos degenerados 2-D.



ABSTRACT

Static and dynamic behaviour of plates and shells of laminate anisotropic
materials with geometric non-linearty using 3-D isoparametric elements of 20 nodes and
reduced integration are studied in this work.

The characteristic of the problems, a summary of the main theories, the
employed formulation and some results are presented.

Geometric non linear analisys is performed using a total lagrangian
formulation. The dynamic analysis is acumplished using Newmark's Method. Finally the
non linear system of equation is solved by the BFGS technique.

FORTRAN-77 and a SUN-SPARCstation 1+ were used.

The 3-D element with 20 nodes had shown to be very efficient, getting
excelent results when compared with experimental works and better than those obtained

with 2-D degenerated elements.
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I - INTRODUGAO

1.1 - Preliminares

A crescente utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, associado ao avango
tecnologico dos equipamentos de computagio com o advento dos supercomputadores,
impulsionaram os estudos do comportamento mais real das estruturas (analisando-as no espago
3-D, e considerando ndo-linearidade fisica e geométrica), bem como o surgimento de novos
materiais mais leves e mais resistentes em diregdes bem definidas, seja através do reforgo por
fibras, da utilizagdo de diferentes materiais por camadas, ou ainda de particulas de um material

na matriz de outro, que sdo exemplos tipicos de materiais compostos.

Nas ultimas décadas, o uso destes materiais nas estruturas aero-espaciais € automotivas
cresceu consideravelmente e seu campo de aplicagdo vem aumentando a medida que o
conhecimento técnico, tanto para analise como para execugdo, estda sendo dominado e
difundido. Materiais compostos ja estio sendo utilizados na medicina em protese, em

equipamentos de esporte, equipamentos eletronicos, entre outros.

Frente a estes avangos um dos grandes problemas das estruturas laminadas ainda tem
sido quando uma camada desliza em relag@o a outra, ou seja, quando ocorre delaminagdo. Para
evitar a delaminagdo é necessario conhecer a real distribui¢dio dos esforgos em todas as
camadas, bem como a capacidade de resisténcia dos materiais que as compdem; sendo assim, a
analise no plano 2-D com elementos degenerados de placas e cascas ndao € eficiente para

avaliar tal fendmeno.
ESCOLA Dt ENGENHARIA
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Neste contexto, o objetivo deste trabalho ¢ a implementagdo computacional de um
programa em linguagem FORTRAN que faga a analise dindmica e estatica de cascas e placas
de materiais laminados com ndo-linearidade geométrica, usando elementos finitos 3-D de 20
nos, com integragao reduzida.

A teoria e a formulagdo empregada sdo descritas ao longo deste trabalho, alguns
resultados obtidos sdo apresentados e comparados com aqueles obtidos de elementos
degenerados de placas e cascas, ou com resultados experimentais encontrados na bibliografia

especializada.

1.2 - Organizacio do Texto

O texto desta dissertagao encontra-se dividido em 6 capitulos. O capitulo I é
constituido pela presente introdugdo, onde se apresenta os objetivos e motivagdes para
realizagdo deste trabalho, a organizagéo do texto e um breve resumo historico da aplicagdo do
Método dos Elementos Finitos a cascas e placas.

No capitulo II, apresenta-se os conceitos basicos sobre materiais compostos, a
descrigdo dos diferentes tipos, sua classificagdo sob diferentes aspectos, assim como alguns

exemplos de materiais e suas vantagens estruturais,

No capitulo III, é descrita a Teoria da Elasticidade aplicada a materiais compostos,

incluindo a analise dindmica e o enfoque da ndo-linearidade geométrica.

No capitulo IV é apresentada a formulagdao do Método dos Elementos Finitos para
analise estatica, linear e ndo linear, e para analise dinamica.

No capitulo V, apresenta-se de forma concisa os dados relativos aos exemplos
numeéricos resolvidos, assim como a analise dos resultados obtidos, comparando-0s com
resultados experimentais e com resultados da teoria de placas e cascas 2-D com elementos

degenerados.



No capitulo VI, sdo apresentados as conclusdes deste trabalho e algumas sugestoes

para complementagdo e aperfeigoamento deste trabalho.

Os apéndices A, B encerram este trabalho. No apéndice A é descrita a formulagdo do
elemento  3-D isoparamétrico de 20 nos empregado, no apéndice B ¢é apresentada a
formulagdo empregada para a projegdo de tensdes (processo pelo qual os valores obtidos nos

pontos de integragao sdo levados aos nos).

1.3 - Revisao Historica

Placas e cascas como um caso particular de um solido tridimensional podem ser
analisadas empregando o Método dos Elementos Finitos com distintas teorias. Por exemplo,
placas podem ser analisadas pela Teoria de Placa Fina (utilizando as hipoteses de Kirchhoff) e
pela Teoria de Placa Espessa (empregando os postulados de Reissner-Mindlin), utilizando
elementos diferentes.

Neste sentido tem-se que a Teoria de Placa Fina, baseada nas hipoteses formuladas por
Kirchhoff em 1850, cuja primeira e mais importante hipotese admite que as retas normais a
placa na configuragdo original, permanecem retas e normais a superficie média deformada,
conduzindo a uma distribui¢do linear das deformagdes ao longo da espessura. A segunda
hipotese parte da observagao de que as tensdes normais a dire¢do "z" sdo pequenas,

desconsiderando as deformagdes nesta diregdo. esta inconsisténcia na aproximagao €

compensada pela hipotese de tensdes planas em cada lamina.

Uma relaxagdo destas hipoteses foi introduzida por Reissner em 1945 ¢ uma maneira
diferente de desconsidera-las foi introduzidas por Mindlin em 1951. As teorias modificadas,
associadas aos postulados de Reissner-Mindlin, estenderam a analise a0 campo de aplicagao

das placas espessas.



Entre os elementos empregados, que utilizam a teoria de placa fina baseada nas

hipoteses de Kirchhoff, podemos citar :

a) Retangulo R-12 com 4 nds, 3 parametros por no (w, W,,w ) e 12 graus de liberdade;

b) Tridngulo T-9 com 3 nos, 3 pardmetros por né (w,w _.w ) e9 graus de liberdade;

¢) Triangulo T-21 com 3 nds, 6 parametros para os nds de canto (W,w _,w ,w_z”,, w?ﬂ,wi}_)
e | parametro para os nds intermediarios (w,m), com m como diregdo local, e 21 graus de
liberdade;

d) Triangulo T-18 com 3 nos, 6 pardmetros por nd (w,w.‘,w‘_‘_,wi),,w_z“,wi_‘_ ), e 18 graus
de liberdade.

Os elementos T-9 e Q-12 sdo elementos ndo conformes, isto é, satisfazem o critério de
serem completos mas violam parcialmente a continuidade, ou seja, ndo satisfazem a
continuidade das primeiras derivadas; s@o bastante simples de serem implementados, podendo
em alguns casos convergirem para solugio correta. O elemento T-21 introduzido,
independente e simultaneamente, por ARGYRIS et. al. (1968), BELL (1969), BOSSHARD
(1968), IRONS (1969) e VISSEC (1968), e o elemento T-18 introduzido por ARGYRIS et.
al. (1968), BELL (1969) e COWPER et. al. (1968), sdo elementos conformes e apresentam
bom desempenho.

Elementos que incluem a deformagdo por corte, segundo as teorias de Reissner ou
Mindlin, sdo introduzidos para analisar placas espessas , sendo facil sua implementagao pois
nao requerem continuidade da primeira derivada.

Entretanto este tipo de elemento ndo é adequado para tratar placas muito finas, onde as
hipoteses de Kirchhoff se cumprem, e as deformagdes por corte sdo quase nulas conduzindo a
resultados errados. Outra limitagdo € a superestimagdo da energia por corte quando se utiliza a
mesma fungdo de interpolagdo para deslocamentos e rotagdes. Para solucionar este problema
utiliza-se a técnica de integrag@o reduzida.

As teorias de casca comegaram com a Teoria de Membrana estabelecida por Lamé e
Clapeyron em 1816, e posteriormente com a teoria de flexdo formulada em 1874 por Aron,

sendo que a primeira Teoria Geral foi estabelecida por Love em 1888. A partir destas teorias



varios outros trabalhos surgiram trazendo solu¢des analiticas fechadas, as quais apresentam
restrigdes de geometria carregamento, condi¢des de apoio, etc.

A complexibilidade da analise de cascas encontra-se no seu comportamento nao linear,
quer seja fisico ou geométrico, nas variagdoes de geometria com diferentes espessuras e
curvaturas assim como a freqiiente utilizagao de enrijecedores, entre outros. Neste contexto, a
aplicagio dos métodos numéricos, principalmente o Método dos Elementos Finitos,
representam uma ferramenta eficiente para resolver problemas mais complexos.

Sendo assim, a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos a analise de cascas tem
sido intensa, e inimeros sdo os trabalhos que introduzem novos elementos, simplificando e
eliminando possiveis restricdes e erros de analise. Entre os diversos elementos empregados
estdo os elementos planos, que consideram o comportamento de flexdo e de membrana, os
elementos curvos baseados em teorias de cascas, e os elementos tridimensionais degenerados

deduzidos de elementos isoparamétricos tridimensionais.

Os elementos planos foram os primeiros a serem desenvolvidos, pois apos sua
utilizagdo em problemas de estado plano e de flexdo de placas estendeu-se sua utilizagéo para
estruturas laminares curvas ou planas, aproximando a geometria com elementos planos tais
como : elemento triangular T-21 e T-18 ou mesmo o elemento ndo conforme T-9. Os
elementos planos fornecem bons resultados em determinados casos, mas em geral nao
apresentam bom desempenho necessitando de uma discretizagdo bastante refinada para

melhorar sua performance.

Entre os principais problemas deste tipo de elemento citam-se :
a) desconsideram o acoplamento entre o comportamento de flexdo e de membrana;
b) apresentam dificuldades para tratar as unides de elementos coplanares,
¢) fazem surgir momentos fletores nas unides que nao existem na geometria original,
A fim de representar melhor a geometria e de considerar o acoplamento existente entre
os comportamento de membrana e flexdo surgiram os elementos curvos baseados nas teorias

de casca, os quais foram introduzidos em 1966 por Galhagher, surgindo posteriormente



inumeros elementos baseados em diferentes teorias de casca. Esses elementos empregam
coordenadas curvilineas de superficie que acompanham a superficie média da casca. As
dificuldades encontram-se na defini¢do da relagdo deformagao-deslocamento generalizada, na
escolha de uma teoria de casca na qual a energia de deformagdo seja nula para movimentos de
corpo rigido, na definigdo adequada dos deslocamentos angulares, e na aproximagdo da
geometria, entre outros.

Elemento tridimensionais também s3o utilizados para modelar cascas; seu interesse esta
na possibilidade de dispensar as teorias especiais de cascas e seus inconvenientes, utilizando
elementos como os isoparamétricos, 0s quais sdo adequados para aproximar geometrias
complexas.

Entretanto, com a finalidade de reduzir o nimero de graus de liberdade AHMAD
(1968) deduziu, a partir dos elementos isoparamétricos tridimensionais, os chamados
elementos tridimensionais degenerados. Para tal impds as hipoteses de deformagdes nulas na
direcdo da espessura e de que as normais a superficie média permanecem retas, e nao
necessariamente normais, apos a deformag@o, definido os nds sobre a superficie média somente
e adotando trés translagdes e duas rotagdes como graus de liberdade em cada no.

A analise tridimensional, assim como a analise tridimensional com elementos
degenerados, apresentam problemas quando a casca ¢ muito delgada, ou seja, quando as
deformagdes de cisalhamento transversal sdo nulas. Técnicas de integragao reduzida e seletiva,

formulagdes mistas sdo exemplos de procedimentos adotados para eliminar estas fragilidades.

Neste trabalho propde-se a utilizagdo de elementos tridimensionais de 20 nés para a
analise de placas e cascas e os resultados obtidos sdo comparados com aqueles de elementos

degenerados 3-D e com resultados experimentais.



Il - CONCEITOS BASICOS

2.1 - Preliminares

Este capitulo introduz, de forma breve, os conceitos basicos e fundamentais ao
estudo dos materiais compostos, seus diferentes tipos, assim como suas diferentes
classificagdes em fungao de suas propriedades.

Em termos gerais, material composto ¢ definido como a combinagdo de dois ou
mais materiais em escala microscopica, resultando em um material homogéneo em escala
macroscopica.

A vantagem principal da utilizagdo de materiais compostos ¢ a melhoria da
qualidade dos materiais constituintes, podendo surgir propriedades que os materiais ndo
apresentavam isoladamente. Entre as propriedades exibidas por estes materiais podemos citar:
altas relagdes resisténcia/peso e rigidez/peso, isolamento térmico e acustico, resisténcia a
corrosdo e a fadiga, estabilidade dimensional (coeficiente de dilatagdo nulo); tais caracteristicas
conduzem a estruturas extremamente leves, resistentes e rigidas, justificando assim o seu uso
intenso nas indGstrias aeronautica, aeroespacial e automobilisticas.

A seguir sdo apresentados os tipos de materiais compostos.

2.2 - Tipos de Materiais Compostos

Existem diversos tipos, os quais pertencem basicamente a uma das trés classes

abaixo, ou combinagdes delas, a saber:



1) compostos fibrosos:
11 ) compostos laminados;

1l ) compostos de particulas.

2.2.1 - Compostos Fibrosos ("Fibrous Composites'")

Constituem os materiais formados de fibras de um determinado material, unidas
por um aglomerante chamado matriz. O interesse na utilizagdo dos compostos fibrosos esta nas
fibras, as quais sdo bem mais resistentes e rigidas que um bloco do mesmo material.

Além da resisténcia das fibras, cuidados com a resisténcia da matriz e com a
unido fibra-matriz devem ser levados em consideragdo, pois sempre que uma fibra falhar, a
matriz deve suportar tensdes de cisalhamento geradas pela transferéncia de esforgos de uma
fibra para outra.

Dois exemplos de compostos fibrosos sdo: fibras de boro unidas com resina
epoxi ( os chamados boro-epoxi ), e fibras de grafite unidas por resina epoxi ( os chamados

grafite-epoxi ).

2.2.2 - Compostos Laminados ( "Laminated Composites" )

Constituem os materiais formados de laminas de diferentes materiais, isto €,
duas ou mais camadas de diferentes materiais unidas para combinar suas melhores qualidades.

Compostos laminados reforgados por fibras possuem caracteristicas de
compostos fibrosos e laminados simultaneamente, e sendo constituidos por um conjunto de
lAminas unidas e tendo o mesmo material como matriz, onde as orientagdes das fibras de cada
lamina sao arbitréarias. Em fung@o das laminas componentes pode-se apresentar caracteristicas
diferenciadas uma das outras, ocorrem deformagdes diferenciadas, surgindo com isto tensoes
de cisalhamento inter laminares, aumentando a complexibilidade do estudo.

Na figura 2.1 pode-se observar laminas com fibras cruzadas, formando
angulo ¢:=900/0° (denominadas ‘cross-ply'), e fibras formando angulo +o/-o. com 0 €ixo X

local (denominadas 'angle-ply').
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Figura 2.1 - Compostos laminados refor¢cados com fibras.

Laminas de boro-epoxi ou grafite-epoxi dispostas em camadas, nas quais as
fibras estdao cruzadas ou formando angulos, sio exemplos de compostos laminados reforgados

com fibras.

2.2.3 - Compostos de Particulas ( "Particulate Composites' )

Constituem os materiais formados de particulas de um ou mais materiais
suspensas em uma matriz de outro material. As particulas, assim como a matriz, podem ser
formadas de materiais metalicos ou nao-metalicos; sendo assim tais compostos combinam estas
caracteristicas e pode-se ter: compostos metalicos em metalicos, metalicos em ndo-metalicos,
ndo-metalicos em metalicos e ndo-metalicos em ndo-metalicos, o quer dizer particula da
primeira propriedade e matriz da segunda.

O concreto € um exemplo de composto metalico em nido-metalico.
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2.3 - Classificacio dos Materiais

Os materiais podem ser classificados quanto a variagdo das propriedades em

relagdo a posigao do corpo, e quanto & simetria destas propriedades, entre outras.

2.3.1 - Quanto as Propriedades em Funciio da Posi¢iio dos Pontos no Corpo

Sob estes aspectos, os materiais podem ser considerados homogéneos ou

heterogéneos.

2.3.1.1 - Material Homogéneo
O material homogéneo possui propriedades uniformes em todos os pontos do

corpo, isto €, suas propriedades ndo variam em fungdo da posi¢dao do ponto no corpo.

2.3.1.2 - Material Heterogéneo
O material heterogéneo possui propriedades diferentes de um ponto para outro,

isto €, suas propriedades variam em fungao da posi¢ao do ponto no corpo.

2.3.2 - Quanto a Simetria de suas Propriedades

Sob este aspectos, os materiais podem ser classificados como: isotropos,

Ortotropos e anisotropos.

2.3.2.1 - Material Isétropo
A caracterizagdo de um material como isotropo implica que as propriedades
mecdnicas sejam as mesmas em todas as diregdes, para qualquer ponto do corpo. Portanto
estas propriedades independem da orientagdo em qualquer ponto do corpo, apresentando

infinitos planos de simetria.



2.3.2.2 - Material Ortotropo
As propriedades mecanicas de um material ortotropo sdo distintas em trés
diregdes mutuamente ortogonais, para qualquer ponto do corpo, apresentando trés planos de
simetria mutuamente perpendiculares entre si. Portanto as propriedades variam em fungido da

orientagdo em qualquer ponto do corpo.

2.3.2.3 - Material Anisétropo

As propriedades mecanicas de um material anisotropo sdo diferentes em todas
as diregdes, para qualquer ponto do corpo ,e ndo apresentam. planos de simetria.

Materiais isotropos, ortotropos e anisotropos apresentam diferentes equagdes
constitutivas, sendo que os dois primeiros tem suas matrizes constitutivas derivadas daquela
dos materiais anisotropos, através da introdugdo de algumas simplificagdes que facilitam sua
aplicagdo na maioria dos programas de analise. Neste trabalho foi implementada a equagio
constitutiva para materiais anisotropos, sendo testada para analisar problemas com materiais

das trés classes acima.

2.4 - Variagiio da Resisténcia e Rigidez de alguns Materiais

Nesta se¢do, apresenta-se na figura 2.2 alguns dados sobre resisténcia e rigidez
(em fungdo da densidade), fornecidos por PROLA (1987) , os quais verificam o
comportamento de alguns materiais, tais como: boro, grafite, ago. Pode-se observar que as
fibras sio mais resistentes e rigidas que materiais como aluminio e ago, e por outro lado, as

fibras em uma diregdo somente apresentam melhor performance quando comparadas com

fibras dispostas nas duas diregdes.
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Figura 2.2 - Variagéo da resisténcia e rigidez de fibras, laminas com fibras em uma e

duas diregdes.

Observa-se , na figura 2.2, que as fibras sao mais resistentes, seguida das
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laminas com fibras em uma diregdo, laminas com fibras em duas diregdes e por fim os metais.

Entre os materiais mais resistentes temos o boro e o grafite de alta resisténcia.



lIl - TEORIA DA ELASTICIDADE APLICADA A MATERIAIS COMPOSTOS

3.1 - Preliminares

Este capitulo tem por finalidade extender para o caso tridimensional as
Equagdes da Elasticidade, usualmente empregadas na formulagdo de Elementos Finitos,
estabelecendo as relagdes constitutivas usadas na analise de placas e cascas laminadas com
comportamento elastico, assim como a descrigao dos aspectos fundamentais da analise ndo
linear geométrica .

Inicialmente devemos considerar, para o caso tridimensional, trés componentes

de deslocamento, que podem ser escritas da seguinte forma:
u

{u}= v (3.1)

w

e seis componentes de deformagdes especificas:
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Para problemas lineares, as deformagdes especificas da equagio (3.2) podem ser

simplificadas, desconsiderando os termos de segunda ordem, obtendo-se

ou
8“'-:—_

Ox

ov
.=
Yooy

ow
€, =—

oz

(3.3)

1 du ov
0 H_(_'{__)

2 Oy Ox

1 ow ov
Yi oy —+—'__
T2 0y oz

1 ow ou
81.!:_( +_")

2 0x 0Oz

O estado de tensdes em um volume elementar de um corpo carregado é

definido em termos de seis componentes de tensdes, expressas em forma vetorial como segue:

(¢}
o
0{.&
{0} =1 . | | (3.4)
O
o

3.2 - Relagoes Constitutivas para uma Lamina

A relagio tensdo-deformagdo. também conhecida como Lei de Hooke
Generalizada, de um material elastico e anisotropo € expressa da seguinte maneira :
o, = C

g ; (paraijmn=123) (3.5)

ijmn *~ mn



na qual, por simetria de tensdes e deformagdes, tem-se que:

Cijrnn =Cjirnn
C -C (3.6)

ijmn ijnm

Entdo pode-se representar a equagdo (3.5) com uma notagdo contraida, do

seguinte modo:

o; =C;g; : (paraij=12, ... ,6) (3.7)
onde:
0,=0, £, 78,
6, =0, €, =€,
T3 3 €3 T8
0, =0, €n TE,
o,, =0, €, =€,
0, =0 €y T &

A matriz C, expressa na equacdo (3.8), ¢ referida como matriz constitutiva

elastica do material e os coeficientes C; (i,j=1,2,3,4,5,6) sdo denominadas de constantes

elasticas do material; na forma matricial tem-se

’Cu Cu C13 Cn C1s Cm
Czl sz Czs Cy Czs Cze
[C] — 4C31 Cn C33 C34 Cas Cts | (_3,8)
€Cu Cu Cu €y €x €
Cs Csz C:ss CM Css C
L Ca Cu Co Cy Ces  Ce !

Se existe uma fungdo energia de deformagdo por unidade de volume. cuja
existéncia esta condicionada a consideragdes termodindmicas (a variagdo do corpo sob
deformagao deve ocorrer isotermicamente), o niimero das constantes elasticas diminui de trinta

e seis para vinte € um, devido a simetria da matriz C, uma vez que:

€ = g, (3.9)



Se existe um plano de simetria elastica para cada ponto da ldmina, ou seja, as
propriedades elasticas sdo as mesmas para a diregdo perpendicular ao plano de simetria, o
numero de constantes elasticas independentes fica reduzido a treze. Se este plano de simetria

for o plano z=0, chega-se as seguintes constantes elasticas :

CH C]Z C13 0 0 Clﬁ *
CZI CZZ C23 O 0 C26
[CJ _ CZH CSZ C33 0 0 C56 L (3 . 1 0)
0O 0 0 C, C, 0
0 0 C, Cy O
C, C, C, 0O 0 C,

Se existe trés planos mutuamente ortogonais de simetria elastica para cada
ponto de lamina ( caracteristica dos materiais ortotropos), o nimero de constantes se reduz
para nove, uma vez que:

G =6, =C = Cy =0 (3.11)

Se ha um nimero infinito de planos de simetria elasticas para cada ponto da
lamina, ou seja, se as propriedades elasticas sao as mesmas em todas as dire¢des (material
1s0tropo), o numero de constantes elasticas independentes se reduz a duas.

De forma analoga pode-se escrever a relagao inversa deformagdo-tensio como

segue :

{e}=[D]{o} (3.12)

sendo :

D, D, D, D, D Dy
D, D, D, D, Dy
[D] _ D;; Dy, Dy Dy (3.13)
D44 D45 D-l-(!
sim. D Dy
| D




tal que
[p] =[] (3.14)

A matriz [C] ¢ obtida geralmente por inversio da matriz [DJ uma vez que a

determinagdo experimental desta ultima é mais facil. Os coeficientes da matriz [D:l sao

determinados submetendo um corpo de prova a determinadas solicitagdes, e medindo as
respectivas deformagdes, sendo definidos em fungdo de pardmetros elasticos chamados de
constantes de engenharia ou constantes técnicas, tais como: Modulo de Elasticidade
Longitudinal (Modulo de Young), coeficiente de Poisson, e Modulo da Elasticidade

Transversal (Modulo de Cisalhamento).

Considerando a relag@o tensdo-deformagdo para uma placa laminada ortotropa,

expressa em (3.7), referindo aos eixos orientados segundo as dire¢des principais de simetria

elastica do material, temos:

1

EI Cﬂ El? EIS 0 0 élﬁ EI‘

o, E.z ézs 0 0 éza €,

?_3 _ C, _0 _0 Cis f3> 315)
S, Cu Gy 0 €4

[ sim C, © €,
\65 L E«; i kEG )

onde €, €, e &, sdo as deformagdes normais, €,, €, € €, sdo as deformagdes por corte,
assim como  ©,, 0, € G, s30 as tensdes normais € G,, G5 € G, 530 as tensdes de

cisalhamento, associados aos eixos (X,¥,Z), dire¢des principais das propriedades do material.

Os coeficientes Eij sdo obtidos da seguinte forma:



onde:
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Eu - M_ZI_LM“ E,
Cu = i@%ﬁi E,,
‘_:: = I_"_VKA Eai
C,-2"nVu g, (3.16)
Wu = Uy
Ce = G,
Ce = Gy,
\Z (i,j=1,2,3)=v (Coeficiente de Poisson)
E;, (,j=1,2,3)=E (Modulo de Elasticidade Longitudinal)
Gij (,j=12,3)=G (Modulo de Elasticidade Transversal)
A= BeVgg Vo wWig Wy 5 Wy Vi 5V Wiy Vi = Ve Wi Wi
A simetria da matriz [(_3] implica em:
v, v,
E_’ = E:, (3.17)

3.3 - Transformacio das constantes elasticas sob uma mudancga do sistema de

coordenadas

Para um material anisotropo a matriz [E] tem uma lei de transformagdo em

fungdo de uma mudanga no sistema de coordenadas. Um caso particular importante sdo as

equagdes de transformagdo entre as tensdes o, no sistema de coordenadas (x,y,z) e as

tensdes G, no sistema de coordenadas (X,¥,z) quando se produz uma rotagdo ao redor do

eixoz (istoé:z = z ) e que podem ser escritas da seguinte forma:



a, 1 [ cos’d sin’6 0 0 0 -2sin tkosd | (o,
a, sin’f@ cos’ 0 0 0 0 2sintcosd || o,
a| 0 0 1 0 0 0 G,
o, ) 0 0 0 cost sin@ 0 % o, >
o, 0 0 0 -sin @ cos@ 0 [
o,) | -sintcosd -sinbkosd 0 0 0 cos’@-sin’6|| o,

(3.18)
onde O ¢ o angulo medido no plano x-y, do eixo x para o eixo X, sendo positivo no sentido
anti-horario.

Reescrevendo a relagdo tensdo-deformagao para o sistema de eixos (x,y,z).

tem-se na forma matricial que

o} = [C] {e} (3.19)

onde C; sdo os coeficientes elasticos transformados, relacionados com os coeficientes C,

pelas seguintes equagoes :

C,, = C, cos'0+2(C,, +2C,,)sin’0 cos’ 0 + C,,sin‘0

C,= C,, =(C,, +C,-4C)sin’0 cos’ 0+ C,, (sin*0 +cos"0)

C, =C,, = C, cos’0+C,, sin’0

C, =C, = (C,,-C,-2C,) c05’0 5in0 +(C,, - C,, +2C,) sin’0 cos0
C,, = C,, sin*0 +2(C,, +2C,,)sin’0 cos’ 0 + C,, cos* 0

C,, =C,, = C,, sin’0 +C,, cos’0

C,,=C, = (C,-C,,-2C,) sin’0 cos0 +(C,, - C,, +2C) cos’ 0 sind
€, =G

C,,=C, =(C,;-C,,)cos0 sind

C,, = C,, cos’0 + C sin’0

C, =C,, =(C,-C,,)cos0 sind

e

=T «in0+C 2
« =C,,sin"0+C cos™ 0

. =(C,, +Cp, -2C,,-2C,,)sin*0 cos’ 0 + Cy, (sin0 +cos'0) (3.20)

@
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3.4 - Analise Nao Linear Geométrica

O Principio dos Trabalhos Virtuais é aplicado tanto para analise linear como
para ndo linear, uma vez que ambas procuram o equilibrio do sistema de elementos finitos em

uma configura¢do determinada, ou seja:

‘R ='F (3.21)

onde:

‘R = forgas externas aplicadas na configuragio de tempo t ;

'F = forgas internas aplicadas na configuragao de tempo t .

Quando se considera que as deformagdes ou os deslocamentos sdo finitos, as
varidveis do problema assim como o volume do corpo sio desconhecidas em uma
configura¢do qualquer. Este problema é contornado empregando uma analise incremental,
onde subseqiientes configuragdes vdo sendo obtidas (C,,C,, <o s C, s Crony s oo Cp).
Desta forma em cada passo da analise as equagdes de equilibrio s@o linearizadas e as variaveis
do problema referentes ao tempo t sdo conhecidas, devendo ser determinadas as mesmas no
tempo t + At.

Duas formulagGes incrementais tém sido amplamente empregadas: a
LLagrangeana Total e a Lagrangeana Atualizada. Neste trabalho emprega-se a primeira, a qual
sera descrita em seus pontos fundamentais baseada em autores como BATHE ( 1982 ),
MALVERN ( 1969 ), DESAI e ABEL ( 1972 ), MARQUES e AWRUCH (1990), os quais
trazem o equacionamento e o aporte teorico de ambas as formulagdes, sendo que este ultimo

aplica a materiais laminados empregando elementos isoparamétricos degenerados.



3.4.1 - Equagdes incrementais do movimento segundo a Descrigdo Lagrangeana

Total

Considerando o movimento de um corpo, referido a um sistema de eixos
cartesianos fixo, este corpo pode estar sujeito a grandes deslocamentos e rotagdes devido a um
certo carregamento. A configuragdo de equilibrio final sera obtida por um processo
incremental de discretizagdo deste movimento no tempo, em configuragdes intermediarias,
onde o problema ndo linear é linearizado em cada passo.

Empregando o Principio dos Trabalhos Virtuais, pode-se expressar o equilibrio

do corpo em uma configuragdo genérica C,,,, da seguinte forma:

J th‘\t,rij 6 l+meij t+AldV=‘+At§.R (322)
[-.\.I‘.
onde:
“‘“t.u. = componentes cartesianas do tensor de Cauchy no tempo t+At ;
8 .., = variagdo virtual das componentes cartesianas do tensor deformagoes

infinitesimais, correspondentes aos deslocamentos Au, , ocorridos durante o

movimento do corpo, entre os tempos t e t+At, sendo que

. A
1o0hu, 006, 1,8, ON0;, (3.23)
2 awuxj ahmxi 2 a““’x‘ alamxi

J

4 1+me|j =ib

na configuragio C,,,,. €

"My, = coordenadas cartesianas de um ponto qualquer do corpo nesta

configuragao;

AR = trabalho realizado pelas for¢as externas, expresso por

[§2.1]

R= [ “Mq.. 88w, TdA + [T M. BAu, AV (3.24)

IIM,\ lt&!\,
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na qual
R 7Y “Mf . sdo as forgas de superficie e de massa aplicadas
externamente e referidas na configuragio C,,,,
respectivamente;
) é a massa especifica do corpo;,
SAu, ¢ a variagdo virtual dos deslocamentos "™u, |

A diferenga basica entre o problema nao linear € o linear, na solugdo da
equagdo (3.22), consiste em que esta ultima tem como hipotese basica que os deslocamentos
sao infinitesimais, podendo se considerar a configuragdo final igual a inicial, 0 mesmo ndo
acontece na analise ndo linear geométrica, pois em cada passo tem-se uma nova configuragao,
a qual ¢ desconhecida. Esta mudanga de configurag¢do estabelece uma série de consequéncias
no desenvolvimento da analise incremental, por exemplo as tensdes de Cauchy no tempo t+At
nao podem ser obtidas por simples adigdo do incremento de tensdo as tensdes no tempo t,
sendo necessario considerar as tensdes de corpo rigido do material. Sendo assim € preciso
escolher variaveis adequadas para quantificar estas mudangas de configuragoes. Na
bibliografia existe algumas variaveis para este fim, mas ¢ de uso mais frequiente o 2° tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff e o tensor de deformagdes de Green-Lagrange, os quais sao
simétricos e invariantes.

Neste contexto, a expressdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (3.22), pode

ser rescrita em fun¢do destes novos tensores, referida a configuragdo inicial C, , em uma
relagio de equivaléncia que constitui a base das formulagdes Lagrangeanas incrementais

empregadas na analise nao-linear de solidos, como:

1-A LAt T-At

[ ™28 wugy @V = [ 78,8 g Tav="R (3.25)



£5)
‘ad

na qual

S, componentes cartesianas do 20 tensor de tensdes de Piola-Kirchhoft,

correspondentes a configuragdio do tempo t + At, medidas com

relagdo a configuragdo inicial, expresso por;

] 0 L -
wng o P 0% wa By (3.26)
0ij At t+AL mn At+AL :
p @ x, ' gias N

k coordenada cartesiana de um ponto do corpo na configurago inicial.

€, componentes cartesianas do tensor de deforma¢dao de Green-Lagrange na

configura¢dao t + A t. medidas na configuragao inicial, e expresso por:

o i o ki [t Y

r.ﬂ*uail - (1/2)[‘%;&‘#”““--+'m“ :+mu ] (3‘27)

sendo:

t+AL
()

u, componentes de deslocamento correspondentes a0 movimento de corpo rigido

HALL AL, o

ou seja u, X, - 'x

entre as configuragdes C, ¢ C i :

t+AtL?

Da mesma forma pode-se calcular o trabalho virtual externo pela expressao :

CMR = [N, SAu, °dA + [°p “Mf, 8Au, "dV (3.28)
0\.

oy

Para o equilibrio das variaveis expressas nas equagdes (3.25) e (3.28), na analise

incremental, em cada passo da analise emprega-se as relagoes :

Pe ol 2
Sy = oSyt AS, (3.29)
t+At — 3
oij T oEy +uA8ij (3.30)



onde os tensores S, ¢ &, , que s@o o 2° tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff e de

deformagdo de Green-Lagrange respectivamente, correspondente a configuragao do tempo t

sao conhecidos ¢ ,AS;; e  Ag, sdo os incrementos destes tensores.
Os incrementos de deformagdo ,Ae, podem ser desacoplados em uma parte linear e

outra ndo linear, da seguinte forma:

Ae, = Ae, +,An, (3.31)
onde ,Ae, ¢ a parte linear sendo expresso como.

Aey = (1/2)(,Au,j+,Au; +1u, A, + Au,, u, ) (3.32)
e ,An,; € a parte ndo linear, expresso como:

An, = (1/2)(=.A“u,a JAuy ;) (3.33)

A relagdo constitutiva elastica em termos destes incrementos de tensdes € a seguinte:

AS, = .C,., At (3.34)

o ijmn

Relacionando as equagdes (3.29), (3.31), (3.34) e a igualdade 6”‘5;(5,Li = §,Ag; com

a equagdo (3.25), temos a equagdo ndo linear de equilibrio correspondente aos incrementos de

deslocamento Au,, ou seja:

[ Coun oAE,, 8,88, dV + [ S, 8,An, "dV = R- [ 1S, §,4¢,°dV  (3.35)
0‘! .‘-

A formulagdo Lagrangeana total em termos do Método dos elementos Finitos sera

deduzida da expressao (3.35) fazendo uma aproximagao, ou seja admitindo ,Ag, = Ae; e

por tanto & ,Ae; = & ,Ae,, resultando a expressao:



o

[ Cion ey, 8,Ac,°dV + [ 1S, 8,An,°dV =R- [ S, 5 Ae, "dV  (3.36)
'S

oy oy



IV - IMPLEMENTAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

4.1 - Preliminares

Neste capitulo, apresenta-se a formulagdo para o0 Método dos Elementos Finitos

em deslocamentos, considerando uma analise linear ¢ ndo-linear geométrica, estatica e
dinamica, empregando elementos isoparamétricos 3-D de 20 nos.

Apresenta-se a formula¢@o basica para o problema com ndo linearidade geométrica,

sobre 0 qual comenta-se as simplificagdes ao caso linear, da mesma forma as variéveli-s

dinamicas sdo reduzidas a uma formulagdo estatica equivalente, através da aplicagdo do

Método de Newmark

4.2 - Analise nao linear geométrica

As coordenadas cartesianas de um ponto do elemento isoparamétrico

quadrilatero de 20 nos, na configuragao correspondente do tempo t, sd0 expressas por.

20
%, = SN;x,  (i=123) (4.1)
j=1

A partir da equagio (4.1) obtém-se os deslocamentos ‘u, na configuragdo de

tempo t e os incrementos de deslocamento Au,, transcorridos entre as configuragdes C, e
C,.... através das equagdes:

‘u, ="', -’x, (42)

Au, ="'y, -'x (4.3)



A formulagdao empregada pelo método dos elementos finitos . considerando a

equagao (3.36) do Principio dos Trabalhos Virtuais, adquire a seguinte notagao:
KT+ (K 1) A8} = "(R}- {F} (44)

onde {A8°} ¢ o vetor de incrementos de deslocamento nodais, correspondente ao movimento
entre as configuragdes C, e C,.,, em um elemento, e os demais termos se relacionam com a

equagdo (3.36) da seguinte forma:

oK, ] {45°} = | ,C
2

Ky (a8} = [ S, 8,An, °dV

YF} = J';sij 3,Ae, “dV (4.5)

ey

ijmn o

Ae,, 6, Ae, "dV

onde [K,| €amatriz de rigidez linear, ![K, | € a matriz de rigidez ndo linear e {F} o

vetor de forgas internas no tempo t , referidas a configuragao inicial, e sdo obtidos através das

relagoes:

K, = [!B I .[C] ‘B, ]°dV (4.6)

o 1. o 1. o o ¥ by
'\-

t S t i t 1 o 7

AKgl = [ABul lISI {[By] dV 4.7)
0\-

{F} = [4B,] {8} av 458)

.‘q

nas quais, \[B,] e [[By,] sdo as matrizes de deformagdo-deslocamento linear e ndo linear
respectivamente, [C] é a matriz constitutiva incremental obtida da forma que foi descrita no
inicio deste capitulo, [S] € a matriz contendo as componentes do 2° tensor de Tensdes de

Piola-Kirchhoff e ;{é} ¢ um vetor contendo estas componentes de tensao.



4.3 - Analise Dinamica

A analise transiente por Elementos Finitos, assim como a analise ndo-linear
geométrica, emprega métodos iterativos na solugdo das equagdes governantes porém o tempo

€ uma variavel efetiva do problema.

Em uma analise estatica linear tem-se um sistema de equagdes do tipo :

Ku=f (4.9)
tal que :
K € a matriz de rigidez,
u ¢ o vetor de deslocamentos; e
f € o vetor de forgas.

onde a equagdo (4.9) pode ser resolvida através de Métodos diretos ou iterativos. Por outro
lado quando consideramos grandes deslocamentos, a equagdo (4.9) adquire a forma da
equagdo (3.36), uma vez que a geometria varia ao longo de diferentes configuragdes; cabe
salientar que nesta formulagao o tempo € uma variavel ficticia, sendo empregada para reduzir o
problema ndo linear em um problema de n-equagdes linearizadas.

Em uma analise transiente emprega-se também métodos de solugdo de
equagdes nao linear, porém pode-se ter problemas de la ordem considerando somente os
efeitos de inércia e de 20 ordem, os quais consideram, além da inércia, efeitos de
amortecimento.

A analise dinamica diferencia-se da estatica pela necessidade de se considerar os
efeitos de inércia e amortecimento na expressao (4.9), surgindo dois tipos de problemas
dindmicos de problemas de primeira ordem e de segunda ordem. As equagdes diferenciais

parciais lineares dependente do tempo, pode ser discretizada por elementos finitos , fazendo :

MU +CU +KU = F(t) (4.10)
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Aplicando o metodo de '« ark obtem-se as seguintes expressoes para

velocidade e aceleragio :

8 & & 5
W= e P -
W = Aty - (1-2) HAE (-2,
. = 1 1 ! 1
{ui}, ., —m{u}m TS AL {u}, - oo +(E-1){ﬁ}i (4.11)
onde, em fungdo da estabilidade e preciszo. a|n1a.ge - § = 1 eo = _1
2 4
Substituindo a equagdo (4 |1 . (4.10), resulta :
{K} {u},,, ={F.,,} (4.12)
onde :
{K}={K}+a,{M} +a,{c}
{(Floo = {F}, + MY (a, {u}, +a, 0] 1q giy,)
+Hej(a {u}; +a {a}, +afuy (4.13)
sendo:
1 & 1 5
By=—rFy M T By T g = l_-l-a -8
a At” o At QAl 3 45 T4 &
At & = =
a,=—(=-2); a,=At-1-06; a. = § A¢ (4.14)
2 a
Entdo as velocidades e acelei g geg sio obtidas por :
{u},., ={o}, +afu}, +a i}, (4.15)

(U} =a,(ful, -{u})-a, {0} -a gy (4.16)



O amortecimento empregado ¢ o de Rayleigh onde :
{e] =y{M}+B{K}
Substituindo (4.17) na equagdo (4.13), tem-se :

(K} ={K}(1+a, B) +{M}(a, +a,y)
{(Fho = {(F, M) [(a, +ya,){u), +(a, +y a,){u}, +
(ay+yag)fu} | +p {K}(a, {u}, +a {u}, +a{i})

A matriz de massa do elemento € expressa como:

(M} =ij N' N det J d& dn d¢

(4.17)

(4.18)

(4.19)



V - APLICAGOES

5.1 - Preliminares

Neste capitulo sdo apresentados um niimero representativo de problemas que
foram analisados utilizando elementos finitos 3-D de 20 nos. Os resultados obtidos foram
comparados com solugdes analiticas, resultados experimentais, ou com outros procedimentos

apresentados na bibliografia especializada.

Apresenta-se problemas de analise estatica e dinamica, linear € nao linear
geométrica de diferentes estruturas (vigas, placas e cascas), com materiais iSOtropos,
ortotropos € anisotropos, sujeitos a distintos carregamentos (cargas uniformemente
distribuidas, cargas concentradas e cargas de corpo). Tais estruturas foram analisadas com

diferentes esquemas de integragdes numéricas, destacando o emprego da integragdo reduzida.
Além das aplicagdes anteriores , apresenta-se um exemplo de suavizagdo de

tensdes, no qual ¢ feito a comparagdo da discretizagdo utilizada e a performance entre

resultados de deslocamento e de tensoes.

5.1 - Analise Estatica

Nesta se¢do sdo apresentadas algumas aplicagdes de analise estatica, linear e

ndo linear geométrica, de placas, cascas e vigas, com diferentes propriedades do material.
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5.1.1 - CASO 1 - Andlise Linear de uma viga bi-apoiada, sujeita a uma carga

concentrada P no centro da mesma

Determina-se o deslocamento central w de uma viga bi-apoiada, sujeita

auma carga concentrada P = 20 kN, no ponto central .

As propriedades do material sdo as seguintes:

E, =E, =E, = 3.0x10° N/cm’
G,=G;;=G,, = 1.5x10° N/em’®
Vo, = Vi =v,,= 0 (5.1)

12

Na figura 5.1 pode-se observar a geometria deste problema.

i |
e — | | I h=20cm !
VAL = t 4 '
+
b=10cm
| L =800 cm
| i 1 (b)
| Pn
| |
| Al
|
e — 1%
AT 4
1 sy

Figura 5.1 - Caracteristicas geométricas do casol.

Discretizou-se a metade da viga, conforme foi apresentado na figura 5.1-c,

com uma malha de 2x2x1 (veja a figura 5.2).
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: 14

Figura 5.2 - Malha de elementos finitos para o caso 1

As condigdes de contorno empregadas foram as seguintes:

3

13
1 5]

a5,
N=2

NNOS =32

-nos: 4.5 . (w=0eu=0);
- nos: 25 a 32 y (u=0);
-nos: 2,14 ,26,7,19¢31, (v=0).

(¥F]

fd

O deslocamento teorico na diregdo z (w,), ¢ determinado analiticamente pela seguinte

expressao:

P

onde:

w _= deslocamento teorico no meio do vao, em cm;

P

carga concentrada, em kN,

L

comprimento da viga, em cm;

E = Modulo de Elasticidade Longitudinal, em kN/cm?,

I = Momento de Inércia, em cm?

O resultado teorico ¢ w_=6,4 cm.
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Embora a discretizagdo empregada seja grosseira, os resultados em
deslocamentos sdo bastante proximos do teorico, conforme podemos observar na tabela 1.5.1,
destacando a variagio dos resultados para diferentes integragdes numeéricas.

Tabela 1.5.1 - Avaliagao dos resultados do caso 1.

Integragdo W, W, /W, Diferenga %
2x2x3 -6.4223 1.003 03
3x3x3 -6.0444 0.943 5.7

onde w, ¢ o deslocamento na dire¢ao z, nono i.

5.1.2 - CASO 2- Anilise Linear de uma viga bi-apoiada sujeita a uma carga

uniformemente distribuida.

Determina-se o deslocamento central na diregdo z, da mesma viga analisada no
caso 1, submetida a um carregamento uniformemente distribuido q =0.0005 kN/ em’.

A geometria e a discretizagdo foram apresentadas nas figura 5.1-(aeb) e 5.2 |
respectivamente.

As propriedades do material e as condi¢des de contorno sdo as mesmas das
equagoes (5.1) e (5.2), respectivamente.

O deslocamento tedrico (w,), determina-se pela seguinte expressao:

W, = 33_‘:% , (5.4)
onde
w_ = deslocamento tedrico no meio do vdo, em cm;
q=q b , carga distribuida por centimetro;,
L = comprimento, em cm,

E = Modulo de Elasticidade Longitudinal, em kN/em2 -

resultando w_=8 em.



Os resultados obtidos, para diferentes integragoes numéricas, sao apresentados

na tabela [.5.2 .

Tabela I.5.2 - Avaliagdo dos resultados para o caso 2.

Integragao Wi W, /W, Diferenga %
2x2x3 -8.0173 1.003 0.22
3x3x3 -7.8933 0.987 0.33

onde w, ¢ o deslocamento na dire¢do z, no no i

5.1.3 - CASO 3 - Anilise Linear de uma viga bi-apoiada, sujeita ao peso préprio

Analisou-se novamente a mesma viga dos casos | e 2, sujeita a uma forca de

corpo t =0.00025 kN/em” | relacionada com o carregamento do caso 2 da seguinte forma:

. (5.5)
bh

onde:
q=0.005 kN/cm

b=10 cm
h=20 cm

Sendo assim, o deslocamento central na dire¢do z (w,) ¢ 0 mesmo do caso 2,

ou seja w,_ =8 cm.

Os resultados obtidos. com diferentes integragdes numéricas, sao apresentados

na tabela 1.5.3.



Tabela 1.5.3 - Avaliagdo dos resultados no caso 3

Integragao W, W, /W, Diferenca %
2x2x3 -8.0361 1.005 0.45
3x3x3 -7.8029 0975 2.46

onde w, ¢ o deslocamento na dire¢do z, nonod i.

5.1.4 - CASO 4 - Anilise Linear de uma placa simplesmente apoiada, sujeita a uma

carga concentrada P, no centro

Determina-se o deslocamento central, na dire¢do z, de uma placa quadrada
simplesmente apoiada, sujeita a uma carga concentrada P = 2000 N.
A geometria da placa ¢ apresentada na figura 5.3, e as propriedades do material

sao as seguintes:

E, =E, =E, =5.00 x 10° N/cm’
G,=G,,=G, =1.92x10° N/em’ (5.6)
V, =V,; =V, = 0.3
| / discretizada L
W[ 22 .
| 5 a=400 cm
h=5cm

Figura 5.3 - Geometria do caso 4



Discretizou-se um quarto da placa, com uma malha de 2x2x 1. conforme figura

5.4 A carga aplicada no no6 51 foi de P/4.

T 48 -!9 o 50
36 4
, 14 Y/ s 2
46
2, 21 30 L} S ) ,
w _Liw._ al J® |
17 33
2 S am WY 38
01 I 13 27}
& . % 1 n 23 4
' g W 718 8! 16
N=4
; Ty NNOS =51
1 2 3 1 5
X
Figura 5.4 - Malha de Elementos Finitos para o caso 4
As condigdes de contorno empregadas foram as seguintes:
nos: 1,2,3.4,5,14 2 33,39 , (w=0)
nos : 5,16,24,35,43.8.27.46,13,19.32.38,51 s (u=0)
nos : 39 a5l . (v=0)

T4l

(5.7)

A solugdo teodrica pode ser encontrada no SZILARD (1974), pagina 652, onde

w_=0.06449 cm.

Os resultados obtidos. com diferentes integragoes

comparados com a solug@o teorica na tabela 1.5 .4

numericas.

sao
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Tabela 1.5.4 - Avaliagdo dos resultados para o caso 4

Integragio W Wl W, Diferenga %
2x2x2 -0.064945 1.007 0.7
2x2x3 -0.064945 1.007 07
3x3x3 -0.05375 0,833 16.6

onde w, ¢ o deslocamento na dire¢do z nono i.

5.1.5-CASO S - Anilise Linear de uma placa simplesmente apoiada, sujeita a uma

carga uniformemente distribuida q

Determina-se o deslocamento central na diregdo z, da mesma placa analisada no

caso 4, sendo a geometria e discretizagdo apresentada nas figuras 5.3 e 5.4, respectivamente;

as propriedades do material e condi¢des de contorno sdo as mesmas das equagdes 5.6 € 5.7,

respectivamente. O carregamento considerado ¢ uma carga uniformemente distribuida

q=15N/cm”

A solugdo teorica € apresentada por SZILARD (1974), pagina 650, sendo

w,_=2,7015 cm.

Os resultados obtidos sao apresentados na tabela 1.5.5, para diferentes

integragdes numericas.

Tabela 1.5.5 - Avaliagdo dos resultados para o caso 5

Integragdo W, wo,/w, Diferenca %
2x2x2 -2.7874 1.032 3.18
2x2x3 -2.7874 1.032 318
3x3x3 -2.5322 0.937 6.27
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5.1.6 - Analise Linear de uma placa simplesmente apoiada sujeita ao peso proprio t

Determina-se o deslocamento central, na diregdo z, da mesma placa
simplesmente apoiada, cuja geometria, discretizagdo, propriedades do material e condigdes de
contorno foram apresentadas no caso 4, sujeita ao peso proprio t =0.3 N/em”.

A solugdo teodrica € a mesma do caso 5, pois t=q/h e portanto We=2,7015
cm

Os resultados sdo apresentados na tabela 1.5.6 , para diferentes integragdes
numericas.

Tabela 1.5.6 - Avaliagdo dos resultados para o caso 5

Integracao W, Wl W, Diferencga %
2x2x2 -2.7877 1.032 3.19
2x2x3 -2.7877 1.032 3.19
3x3x3 -2.5324 0.937 6.26

5.1.7 - Anadlise Linear de wuma casca cilindrica, sujeita a uma carga

uniformemente distribuida q

Analisa-se os deslocamentos w e v, ao longo da superficie desta casca,

submetida a uma carga de peso proprio superficial q=0.625 Ib/ in’.

As propriedades do material sdo as seguintes:

_ 6 2
E=3x10Ib/cm (5.7)

v=0
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Na figura 5.5, apresentam-se a geometria e as condigdes de contorno

empregadas.
I u=10
a I f
-+ u=w=10
| . s
" 74 o
, I// b /,/
8 P X
i :
| h b |
| ; “_ bordo livre |
| : ‘
| |
| \ v=0 |
R . |
\ R=300in  a=600in |
L d ¢=40° h=3in ‘
, \ i
| \
Figura 5.5 - Geometria e condigdes de contorno do caso 7
Discretizou-se um quarto da casca com uma malha de 2x2x1, conforme figura
5.6. - . -
a1
‘ ~—&
| 40
M 48
l k1] o 45
22— 3 LA a8
# e \ [
P 14 |
lf 20 26 48 50 j51 :.
s 23 25 / :
7 20
| 14
'I 2 - 17 L
. = 5 5 L 20 |
| % o N .
| Al a2
| T ¥ g\ T |
R . - |
1 . 19
| s ‘
| | A |
" - s 1 12 13

Figura 5.6 - Malha de Elementos Finitos empregada no caso 7
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Este problema € apresentado por ZIENKIEWICZ (1990), e os resultados
teoricos por SCORDELIS e LO (1969) . Os resultados obtidos, deslocamento w e v, sdo

comparados com os teoricos nas figuras 5.7 e 5 8, respectivamente.

10 5
3
3
T,
] R ST ee Selucie Jeorlen
o0 3 N N Presente Trabatho
- ‘g
o \
£ —1.0 b
ShUd \
: \
- . 3
= 3
o 3
< 3
- .. 4
g .
. [ 3
=

% ] .
4 —2.0 \\
a ] A
4.0 3
-8.0 "-"l"l‘"'"l"'—‘—:"r‘r‘""-- T T T T T T T I T I T T YT YT Y
C 10 0 20 40 S0

e09

Figura 5.7 - Grafico deslocamento w ao longo da casca do caso 7
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Figura 5.8 - Grafico do deslocamento v ao longo da casca do caso 7
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5.1.8 - CASO 8 -Anilise Linear e Nio linear Geométrica de uma placa quadrada

simplesmente apoiada, com e sem enrijecedor, sujeita a uma carga

distribuida uniforme q

A variagdo do deslocamento w em uma placa quadrada simplesmente apoiada,

sujeita a uma carga uniformemente distribuida q = 3.75 psi, com e sem enrijecedor € analisada.

As geometrias de ambos casos sao apresentadas na figura 5.9, e as propriedades

do material sdo as seguintes:

E = 30x10°psi

v=0.3
Ibfs”
p=2.5393x10" ——
n

(a) Sem enrijecedor batd ¥ ='_] (bordo inferior)

-~ w=0(toda face)

v = 0 (bordo inferior)

— 7w =0 (toda face)

'h

a=40 in
h=0.2 in
e=1.0 in

(5.8)

Figura 5 9 - Geometria e condigdes de bordo do caso 8, com e sem enrijecedor.



Os resultados obtidos sdo apresentados na figura 510, e comparados com

aqueles apresentados por LIAO e REDDY (1987), utilizando elementos 3-D degenerados.
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Figura 5.10 - Grafico deslocamento central versus carga para o caso 8

5.1.9 - CASO 9 - Anilise Linear e Nio linear Geométrica de uma placa quadrada
simplesmente  apoiada ortotropa, sujeita a uma carga

uniformemente distribuida q

Determina-se o deslocamento central w de uma placa quadrada simplesmente
apoiada, sujeita a uma carga q=2 psi.

As propriedades do material sdo as seguintes:

E, =3x10°psi
E, = E, =1.28x10°psi

: ? P (5.9)
s =G, =G,, =0.37x10" psi

Vi2 = Vi3

=v,, =0.32



Ag

u=1{

Figura 5.11 - Geometria e condigdes de bordo do caso 9

v =0 (bordo inferior)
w =10 (bordo inferior)

h=0.138 in
a=12 in

4

geometria da placa e as condigdes de contorno sao apresentadas na figura

Os resultados obtidos, em ambas as analises (linear e ndo linear geométrica), sao

comparados com resultados experimentais e com aqueles obtidos com elementos finitos 3-D

degenerados, ambos apresentados por REDDY (1988), os quais podem ser observados na

figura 5.12.

Figura 5.12 - Grafico carga versus deslocamento central para o caso 9
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5.1.10 - CASO 10 - Andlise Linear e Nao linear Geométrica de uma placa quadrada
engastada anisotropa (0/90/0/90), sujeita a uma carga

uniformemente distribuida q

Determina-se o deslocamento central w de uma placa engastada, sujeita a uma

carga uniformemente distribuida q =2 psi.

As propriedades do material sdo as seguintes:
E, =1.8282x10° psi

E, =E, =1.8315x10° psi
G,, =0.37x10° psi (5.10)
G,=G,=G,,

12

Vi3 =V =V, =0,32

Na figura 5.13, pode-se observar a geometria e as condigdes de bordo deste

problema.

v=0 (toda facc)
u=10 w =l]_(tuda face)

u=0 (toda face) i

h=0.0096 in

o | :
¥ a=12 in

Figura 5.13 - Geometria e condi¢des de bordo do caso 10.
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Os resultados obtidos, nas analises linear e ndo linear geométrica, sao
comparados na figura 5.14, com aqueles encontrados com elemento finito 3-D degenerado e
experimentais apresentados por REDDY (1988) e com resultados apresentados por
ZAGHLOUL e KENNEDY (1975) utilizando a técnica de diferengas finitas.

As condi¢des de contorno empregadas, mostradas na figura 5.13, procuraram
representar as condigdes experimentais de vinculagdo ao logo da espessura; caso seja adotado
as condigoes de contorno na linha neutra outros resultados seram obtidos, adequados a analise

planas tedricas. Portanto um estudo adequado da vinculagdo com relagdo a espessura €

fundamental

0.60 o

=

3 Linear Zaghlou! ¢ Kennedy g
— e (T {..iacnl: l‘r&miutnh:ﬂw ~

xperimen £
éD.SD @mﬁ} .\{ﬁminmr Zaghloul ¢ kennedy /
e Ve linexr Presente trbulho -
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ke pETeTy Nito li Reddy 7
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5 /'
:
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P i
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0.0C 0.50 1.00 . 150 ar
Carga ¢ (psi)

Figura 5.14 - Grafico carga versus deslocamento central para o caso 10

5.3 - Analise Dinamica

Nesta se¢do sdo apresentadas alguns exemplos de analise dindmica, com e sem

amortecimento.
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S.3.1 - CASO 11 -Analise Dindmica Linear de um viga simplesmente apoiada, sujeita

a uma carga pulso no ponto central, sem amortecimento.

Determina-se o deslocamento central w de uma viga bi-apoiada sujeita a uma
carga pulso P, = 20 kN.

As propriedades do material sio as mesmas apresentadas no caso 1, equagdo
(5 1) As dimensdes e a discretizagdo também foram apresentadas no caso 1.

A solugdo analitica € apresentada por CLOUGH e PENZIEN (1975), cujos
valores para o deslocamento central e periodo, para o primeiro modo de vibragdo, sdo os

seguintes:
W, = 12.4693 rad /s

(5.11)
T, = 0.50389 s

A analise foi feita com uma duragdo do carregamento de trés vezes o periodo

T,, e o intervalo de tempo foi de :

g (5.12)
40

Os parametros do Método de Newmark empregados foram :

(5.13)

Os coeficientes de amortecimento de Rayleigh (y e B) sdo nulos, pois ndo foi

considerado amortecimento neste caso.

A integragdo numérica empregada foi de 2x2x3, e os resultados obtidos sdo
comparados com os analiticos apresentados por CLOUGH e PENZIEN (1975), conforme

observa-se na figura 5.15.
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Figura 5.15 - Grafico deslocamento central versus tempo do caso 11.
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5.3.2 - CASO 12 - Anilise Dinamica Linear de uma viga simplesmente apoiada,

sujeita a uma carga pulso P no centro da mesma, com

amortecimento.

Determina-se o deslocamento central w, ao longo do tempo, da mesma viga

analisada no caso 11, nas mesmas condigdes de carregamento, porém considerando dois casos

de amortecimento, nos quais os coeficientes de amortecimento de Rayleigh sdo os seguintes:

a)y = B=0.1 (supercritico)
b)y = B=0.01 (sub-critico)

(5.14)

Os resultados obtidos sdo apresentados na figura 5.16.
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Figura 5.16 - Grafico deslocamento central versus tempo do caso 12-a e 12-b

5.3.3 - CASO 13 - Analise Dindmica Nio linear de uma placa simplesmente apoiada,
sujeita a uma carga pulso uniformemente distribuida, sem

amortecimento

Determina-se o deslocamento central, ao longo do tempo, de uma placa

simplesmente apoiada, sujeita a uma carga pulso uniformemente distribuida q, =10 N/ em’,

As propriedades do material sao as seguintes:

E=2.1x10° N/cm’
v=0.25 (5.15)

Ns’

-6

p=8x10" —
cm

A geometria e as condigdes de contorno s@o apresentadas na figura 5.18.



Figura 5.18 - Geometria e condigdes de contorno do caso 13

u=1{
e N
v
ey
a
i_

u=v = (hordo inferior)
W= 0 (toda face)

h=5 cm
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O intervalo de tempo empregado foi de 10 ps, e os coeficientes do Método de

Newmark sdao os mesmos apresentados na equagéo 5.13.

A malha de elementos finitos utilizada foi apresentada na figura 5.4, e os

resultados obtidos sdo comparados com aqueles de LIAO ¢ REDDY (1987), os quais sdo

mostrados na figura 5.19.

m)

|:"
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Figura 5.19 - Grafico deslocamento central versus tempo do caso 13
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5.4 - Analise de Tensoes

A analise de tensdes foi feita utilizando a técnica de suavizagdo de tensdes,
conforme a formulagdo apresentada no apéndice B. Neste item, apresenta-se um exemplo de

analise de tensoes, onde ¢ feita a variagdo da integragdo numérica e da discretizagio

empregada.

5.4.1 - CASO 14 - Analise de Tensdes em uma viga bi-apoiada, sujeita a uma carga

concentrada P

Determina-se as tensoes da viga apresentada no caso 1, com as mesmas
condigdes de carregamento, geometria, propriedades do material e condigdes de bordo,
variando apenas a discretizagdo e a integragao numeérica empregada.

Pela teoria de viga, o valor analitico da tensio o , em uma segdo x, €

determinado pela seguinte expressao:

M, Z
0-!1 =
I

(5.16)

onde:
o, = tensdo de tragdo ou compressao na dire¢do X, em kN/cm® |
M = momento fletor no ponto x, em kN/cm
z = distancia da linha neutra:

noc . 4
I = momento de inércia, em cm .



esquematicamente na figura 5.20.

wn

[§]

A variagdo destas tensdes , em uma secdo genérica, esta representada

~3

e il
|

Figura 5.20 - Distribuigio de tensdo o em uma seqdo genérica

A comparagdo dos resultados obtidos, com aqueles encontrados empregando a

equagao 5.16, sdo apresentados na tabela 1.5.7, para diferentes integragdes numéricas.

Tabela 1.5.7 Comparagdo de resultados

Integracio ZX1IX3 IN3IN3
no 0; g, / O, Diferenca (%) o G, / O, Diferenca (%)
1 -6.0007 1.0001 0.01 -4.6368 0.7728 22.72
2 -6.0000 1.0000 0.00 -4.6368 0.7728 22.72
3 -5.9992 0.9999 0.01 -4.6368 0.7728 22.72
4 -6.0010 1.00M 0.02 4.6368 0.7732 22.68
5 -6.0000 1.0000 0.00 4.6368 0.7732 22.68
6 -5.9990 0.9998 0.02 4.6308 0.7732 22.68
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onde :

o, ' tensdo o no ponto i, com i=1,2,...,6;

c, . tensdo o analitica.

Os resultados de deslocamento apresentaram uma diferenga de 0,14% com
integragao 2x2x3 e de 4,43% com integragdo 3x3x3 em relagdo aos resultados tedricos, no
primeiro caso os resultados em tensdes foram bons, mas no segundo ndo, conforme pode ser
observado na tabela 1.5.7.  Outros testes foram feitos com integra¢do 3x3x3 melhorando a

discretizagdo, nos quais foram obtidos bons resultados com uma malha de elementos finitos de

Sx1Ix1.



VI - CONCLUSOES E SUGESTOES

O objetivo inicial deste trabalho é o de fazer a analise dinimica e estatica de materiais
laminados usando elementos finitos 3-D de 20 nos, incluindo ndo-linearidade geométrica e a

tecnica de integragdo reduzida.

Neste contexto, as seguintes consideragdes foram feitas :
a) o efeito da ndo-linearidade geométrica ¢ fundamental na analise de placas e cascas, sempre
que os deslocamentos forem maiores que a metade da espessura.
b) a analise com elementos finitos 3-D ¢ bastante simples na sua implementagdo e
obtém-se resultados muito bons, sendo que o aumento do nimero de graus de liberdade
do problema pode ser compensado com discretizagdes mais grosseiras, sem prejudicar os
resultados.
c) outro ponto importante na analise com elementos finitos 3-D dimensionais e a
adequada escolha das condigdes de contorno, procurando adequa-las quanto a comparagao
com dados experimentais ou analiticos.
d) as discretizagOes para resultados em deslocamentos e em tensdes dependem da
integragdo numérica empregada; empregando a integra¢do reduzida, os resultados obtidos
foram bons mesmo com discretizagdes grosseiras, empregando a integracao normal
para obter bons resultados foi necessario refinar a malha.
e) o procedimento empregado para obtengao das tensdes nos nos, apresentado no apéndice B.

mostrou-se bastante simples e eficaz
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Frente aos bons resultados obtidos com o presente trabalho, sugere-se o seguinte:
a) implementar um sistema de solugdo iterativo (gradientes conjugados) e comparar a
performance de ambos;
b) estudar a vetorizagdo do programa, para para sua utilizagdo no supercomputador CRAY,
possibilitando a analise de problemas com muitos mais graus de liberdade;
¢) empregar este elemento para analisar delaminagao, em elementos laminados:
d) testar outros elementos tridimensionais;
e) implementar a analise com nao linearidade fisica;
f) implementar um esquema explicito para analise dinamica,

g) testar este elemento em subestruturag@o.



APENDICE A

Formulagiio do elemento isoparamétrico 3-D de 20 nés empregado

O elemento tridimensional isoparamétrico de 20 nos foi idealizado para

contornos curvos. Na Fig. A-1 podemos observar este elemento.

~

C-‘ {;.‘ M
"tr-n.._;'f__ly_, 0 _ ]
F 1w |
‘h_a_ llr{ | ¢ X s b X
Bl u.+7% "
B 'r \ | &
9, 6 | 10
) _'/ ! // 8
7 / -+ :,-' 7 \\ /s L |
| & y
| 4 e ! =
Y \ 2
| n\
X Sistema de coordenadas Sistema de coordenadas
: Cartesianas Naturais
Figura A-1 - Elemento isoparamétrico 3-D de 20 nos
O polindmio de interpolagdo N para este elemento € do tipo :
| e T
N={N,,N,,Njsecccccs oNiss Nl (A1)

Para os nos de canto (i=1,3,5,7,13,15,17 € 19 ) os polindmios de interpolagao

30 0s seguintes

N, =(1/8)(1+&)(1+m)(1£L)(+LEn+E-2) (A2)

para 1i=9,10,11,12, seré :

N, =(1/4)(1-C) (1 £n)(1+E) (A3)
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para 1=2,6,14.18, sera :

N, =(1/4)(1-£*) (14 n)(1£C) (A4)
para i=4,8,16,20, sera :
N, =(1/4)(1-7") (1£E)(1£L) (A.5)
A geometria do elemento € descrita como :
x}
Yy =ZN-. Y (&.8)

A variagdo dos deslocamentos sobre o elemento € expressada pela mesma

fungdo de forma, ou seja

u u,
20

V= z N1 v, (A7)

= i=1 wl

A matriz do Jacobiano [J] e a matriz deslocamento-deformagdao [B] sao

apresentadas abaixo :

[ ON. N, oN ]
"l .i I'i
g 0 og
0| oN AN ON.
[B=2|n = n— z— (A8)
1 on on on
ON. GNi E}Ni
xi }'i Z'
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M9 o
ax .

o Moy

o 0

b 7

[Bt]“ ON_.' (}]\'-I " (A9)

oy  0Ox

o N N

or oy

N, N

L oz ox |

A matriz de rigidez do elemento € a seguinte :

[K]=[[" ], (BT [D][B]j9] dt an ac (A.10)

a1 Ja

O esquema de integragdo numérica pode ser escolhido entre 2x2x2, 2x2x3 ou

3x3x3, conforme o problema.
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APENDICE B

Projecdo de tensdes

A analise por elementos finitos envolve a estimativa de variaveis no campo
continuo ( por exemplo : deslocamentos), em um conjunto de pontos conhecido como nos,
sendo que as tensdes sao geralmente apresentadas nos pontos de integracao.

No presente trabalho, emprega-se uma técnica de projegdo das tensdes dos
pontos de integragao aos nos, baseada na técnica dos Minimos Quadrados Locais, esta técnica,
assim como o procedimento computacional ¢ apresentada por MOYER (1982) em uma Nota
Técnica. Na sequiéncia € necessario fazer a suavizagao destas tensdes a nivel global.

A seguir apresenta-se o procedimento empregado de forma concisa.

Uma aproximagdo das tensdes nos pontos de integragdo, empregando o MEF,

pode ser obtida pela expressio :

¢ = CBu (B.1)
onde :
G aproximagao das tensdes nos pontos de integragao;
u deslocamentos nos nos,

Sendo assim, as tensdes a nivel de elemento podem ser expressas como :
6 =N,o (B.2)
onde :
o~ tensOes nos nos do elemento;
N fungdo de interpolagao para tensoes,
c tensdes reais nos pontos de integragao.
Quando o Método dos Elementos Finitos ¢ empregado adequadamente ¢ = G

e entdo podemos escrever :

jN"{, (6-6)dV = 0 (B.3)

Vv
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ou
(|NIN,dV) 0" = [N CcBudv (B.4)
v v

fazendo :
M = [NIN, dV
%
P = jNiCBﬁdv=IN§6dv (B.5)
v v
Pode-se rescrever a expressdo (B.4) na forma matricial como
Mg =P (B.6)
onde :
o~ tensdo nos nos;

M matriz diagonalizada;
P vetor de tensdes nos pontos de integragio..

A determinagdo das tensdes nos nos do elemento (o) a partir das tensdes nos
pontos de integrac¢do através da expressdo (B.2) ndo apresentou resultados satisfatorios sendo
necessario empregar a técnica dos Minimos Quadrados apresentada por MOYER (1982),
conforme mencionado anteriormente. A matriz M é determinada a nivel de elemento e
diagonalizada, por qualquer dos procedimentos apresentados por ZIENKIEVICZ (1990 -vol
1) e armazenada na forma vetorial a nivel global. O vetor P, a nivel de elemento ¢ obtido
facilmente através da expressao :

P* = M'c™ (B.7)
onde o subindice "e", indica que sdo valores a nivel de elemento. Este vetor ¢ montado e
armazenado a nivel global.

Finalmente as tensbes, a nivel global, sao obtidos através da técnica de
suavizacao a nivel global, pela expressao :

¢ = MSP® (B.8)

Este procedimento se mostrou bastante eficiente conforme pode ser observado
no capitulo V - caso 14, onde associado a técnica de integragdo reduzida apresenta bons

resultados mesmo com uma discretizagdo grosseira.



61

BIBLIOGRAFIA

1. ARGYRYS, J. H., FRIED, I. ¢ SCHARPF, D. W., The TUBA family of plate elements

for the matrix displacement method, The Aeronaut. .J. , Roy Aeronaut. Soc., 72,

(1968).
2. AHMAD, S, Curved finite elements in the analysis of solis, shells and plate

structures, Ph.D. thesis, University of Wales, Swansea, (1968).
3. ASHTON, J. E. e WHITNEY, J. M. |, Theory of Laminated Plates , Technomic

Publishing Co., Inc. , Stamford (1970).
4. BATHE,K.J. , Finite Element Procedures in Engineering Analysis , Prentice Hall

Inc. , Engleword Cliffs , New York (1982).

5.BELL, K. , A refined triangular plate bending element , Int. J. Num. Meth. Eng. , 1,

(1969) 101 - 122 .

6. BOSSHARD, W. |
Mt. Ass. Bridge Struct. Eng. Bull. , 28 (1968) 27 - 40.

Ein neues vollvertraglisches endliches Element fuir platten-biegung ,

7. CLOUGH, R. W. e PENZIEN, J. , Dynamics of Structures , McGraw-Hill, New York

(1975).
8. COWPER, G. R. , KOSKO, E. , LINDBERG, G. M. e OLSON, M. D., Formulation of a

new triangular plate bending element, Trans. Canad. Aero-Space Inst. , 1, (1968)

86- 90.
Introduction to the Finite Element Method , Van

9 DESAL C. S. e ABEL,J. F.

Nostrand Reinhold Company , New York (1972).
10. IRONS, B. M., A conforming quartic triangular element for plate bending , Int. J. Num.

Meth. , 1 (1969), 29 - 46.
ESCOLA DE ENZENHARIA
BIBLIOTECA



12.

13.

14

15.

16.

vL,

18.
19.

20.

21.

22,

. KIRCHHOFF, G. , Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe,

J. Reine und Angewandte Mathematic, 40 , (1950) 51 - 88.

LIAO, C.-L. e REDDY,J.N., An incremental Total Lagrangian Formulation for
general anisotropic shell-type structures, Virginia Polytechnic Institute and State
University Blacksburg, Virginia , 24061 (1987).

MALVERN, L. E. , Introduction to the Mechanics Continuous Medium , Prentice
Hall Inc. , Englewood Cliffs, New Jersey (1969).

MARQUES, D. C. S C. e AWRUCH, A. M | Aspestos da analise de cascas laminadas
pelo Meétodo dos Elementos Finitos, CPGEC/UFRGS, CE-40/90 , Porto Alegre
(1990).

MOYER, E. T., A Brief Note on the "Local Least Squares" Stress Smoothing
Technique, Computers & Structures, Vol. 18, n© 1, 185-187, (1984).

PROLA, L. C. , Comportamento de pds-flambagem de placas laminadas de materiais
compostos dispostos simetricamente, Dissertagdo de Mestrado, Curso de Pos-
Graduagdo em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul (1987).

REDDY, J. N., Lecture Notes in Engineering in mechanics of Composite Strucutres,
Eds. C. A Brebbia e S. A. Oszag , Springer-Verlag , Berlin (1988).

SZILARD, R. , Theory and Analisys of Plates , Prentice Hall Inc. , New York (1974).

VISSER, W. , The finite element in deformation and heat conduction problems , Dr.
Wiss. Dissertation , Tech. Hoch. , Delft (1968).

WEAVER, W. e JONSTON, P. R , Finite Element for Structural Analysis ,

Prentice-Hall Inc. , Englewood Cliffs , New Jersey (1984).

ZAGHLOUL, S. A. e KENNEDY, J. B. , Nonlinear behavior of symmetrically
laminated plates, ASME (1975).
ZIENKIEWICZ, O. C., The Finite Element Method, McGraw-Hill book Company

Ltd., New york, V. 1 e V. 2 | 4th ed. (1991).



	image2017-07-06-070401
	image2017-07-06-070617
	image2017-07-06-070805

