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R E S U M O 

São ap r esentados a f ormulação do m~todo dos elemen

tos de contorno aplic ado a probl emas de e lasticidade linear 
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de p r i meira e de se gunda ordem , bem como alguns aspectos num~ 

ri co-computacionais anot ados no decorrer deste estudo e basea 

do s nos result ados dos exemplos utili zados . g feita umapequ~ 
na discussão sob re i n tegração anal ítica para os elementos qua

driláteros linea res. 
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1. INTRODUÇÃO

As primeiras idéias das clássicas equa ões integrais
de contorno ("boundary integral methods" ou "boundary integral
equation methods ") surgiram para problemas de potencial apresen
tadas em 1963 por JASWON, PONTER e SYMM16,17,3l. RIZZ027 este;
deu-as para problemas de elasticidade plana em 1967. O prime~
ro trabalho em elasticidade tridimensional foi o de CRUSE10 em
1969. Este mesmo autor apresentou: junto com SWEDLOW30 uma fOE
mu1ação das equações integrais de contorno para escoamento plás
tico(1971); para mecânica dos SÓ1idoS11(1972). Ainda CRUSE a:
presentou mais trabalhos de 1973 a 1974, sobre elasticidade

~ di - 12 13em tres 1mensoes ' .

19Surgiu em 1975 o importante trabalho de LACHAT , que
deu ao método dos elementos de contorno um grande respaldo teo
rico -prático.

Trabalhos de RIZZO, SHIPPY e STIPPES28,29, também em
elasticidade tridimensional com consideração de forças de vo1u
me e temperatura foram mostradas em 1977.

ALARCON e PARISl e CHAUDONNERET9 estudaram o proble-
ma de discontinuidades das soluções fundamentais (1979).

e sua
3,4,8

Sobre o método dos elementos de contorno ou de bordo
formulação em geral já existem pelo menos quatro livros2,

O de BREBBIA3 mostra inicialmente o m~todo como uma t~c



nica de resíduos ponderados, que segue, assim, como um desenvol
vimento lógico após o método de elementos finitos.

o método dos elementos de contorno ("boundary element
method") suplantou, com muitas vantagens, os chamados métodos
de equações integrais no contorno, de maneira que a partir dele
foi criado um enfoque sistemático e generalizado que pode ser
aplicado a qualquer problema do contínuo, enquanto que os ante-
riores foram soluções isoladas de outros metódos, válidos para
determinados problemas onde os pesquisadores os aplicaram.

Ainda estudos de acoplamento ou uso de elementos fini
tos e elementos de contorno juntos foram realizados por
ZIENKIEWICZ33.

Os elementos de contorno despertam interesse por pos-
suírem particularidades como: uma '~eduçio" de uma dimensio nos
problemas e da quantidade de dados necessários; o tratamento de
domínios estendidos ao infinito; entre outras.

O método tem como característica principal resolver
problemas que envolvem o domínio do corpo em estudo, através da
soluçio de uma equaçio integral somente sobre o contorno do mes
mo corpo. Em essência: subdividir o contorno do domínio do pr~
blema em partes, os elementos ditos de contorno. Os resultados
sio obtidos para o contorno através de soluçio computacional
das resultantes equações matriciais. Valores do interior (domí-
nio) podem ser, entio, obtidos através desses resultados.

No presente trabalho é apresentada a formulaçio teóri
ca para o caso de elasticidade linear isotrópica tridimensional,
desenvolvida do teorema da reciprocidade de Betti e da aplica -
çio-da soluçio fundamental de Kelvin, conforme descrito no se-
gundo capítulo.

Obtida a chamada identidade de Somigliana, ela é le-
vada ao contorno e, entio, no capítulo três é tratada numérica
e matricialmente. Neste sio ainda desenvolvidos os elementos do

2



tipo quadrilátero linear(primeira ordem) e quadrático(segunda
ordem) e apresentados aspectos computacionais.

Integração analítica sobre o elemento onde se aplica
a carga unitária concentrada é discutida no capítulo quatro.

No capítulo cinco sao apresentados os exemplos usa-
dos para demonstrar características e qualidades, bem como com
paraçoes e problemas encontrados na formulação.

As· conclusões estão no último capítulo, o seis,assim
como as sugestões para desenvolvimentos futuros.

3



4

2.FORMULAÇÃO. TEORICA

2.1 - Introdução

Neste capítulo é apresentada a formulação teórica do
método dos elementos de contorno aplicado a elasticidade linear
isotrópica em três dimensões.

g necessário, então, que se considerem duas hipóteses
da teoria elástica linear:

- O corpo sólido tem comportamento ,elástico linear,
isto é, apresenta relações tensão-deformação linea-
res;

- Mudança de orientação do corpo devida a deslocamen-
tos ~ negligenciável. são consideradas relações de
deformação-deslocamento lineares e equações de equi
1íbrio referidas a configuração indeformada do cor-
po (caso de pequenas deformações).

2.2 - Relações básicas da elasticidade linear isotrópica

Neste item saoapresentadas as equações básicas para
a teoria da elasticidade:



onde:

Equações de equilíbrio:

o.· . + b . = O1J , J 1
(2.2-a)

Equações constitutivas (relações tensão-deformação)
(lei de Hooke generalizada):

O.· = À e;kk o.. + 2 u e; ..1J 1J 1J

Equações de compatibilidade (relações deformação-
des Lo c amen t o) :

e; .. = ~ (u .. + u , .)1J t.. 1,J J,l

Condições de contorno:
( SI + S2 = S (contorno total))

(2.2-b)

(2.2-c)

- contorno com forças de superfície prescritas(SI):

t . = t . em SI1 1

- contorno com deslocamentos prescritos(S2):

u. = u. em S2
1 1

O.. = tensor de tensões
1J

b. = força de volume (ou de corpo) na direção 1
1

e;.. = tensor de deformações
1J

Ó,. = delta de Kr~necker
1J

].l e À= constantes de Lamé E].l =
2 (l + v)

À = E

(l+v) (l-2v)

( E = módulo de elasticidade longitudinal e
v = coeficiente de Poisson )

5
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t. = força de superfície: componente na direção i1
= o· . n. com n. = componente da normal na direção j1J J J

t. = valor prescrito de força de superfície na direção 11
U. = deslocamento: componente da direção i1
U. = valor prescrito de deslocamento na direção 1.1

2.3 - Obtenção da equaçao integral de contorno

A equação integral do método, isto é, válida para o
contorno, pode ser obtida de duas maneiras: a partir do princi

- ~d 3 -pio dos trabalhos virtuais e metodo dos reS1 uos ponderados ou
a partir do teorema da reciprocidade de Betti14. A equação r~
sultante é a identidade de Somigliana para deslocamentos no in
terior de um corpo23 Transformá-la para o contorno é, então~
a última fase.

2.3.1 - A identidade de Somigliana e as soluções fundamentais

Tomando-se o teorema da reciprocidade de Betti:

(2.3.l-a)

onde
b.,u.,t. e b~,u~,t~ sao, respectivamente, campos de for-J J J J J J
ças de volume, de deslocamentos e forças de superfície,di~
tintos e relacionados com o sólido elástico, satisfazendo
as condições de contorno.

O campo a adotar é aquele que corresponde ã solução
dita fundamental. No caso elástico, a solução fundamental é a
que satisfaz a equação de equilíbrio correspondente a uma carga
concentrada uni t âria aplicada num ponto l e na direção 1 dum cor-
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po infinito, ~~ , traduzido na equaçao (2.3.1-b):
1

0jk,k + ~f = O (2.3.1-b)

Cornoojk,k + bj = O e retornando Betti:

(2.3.1-c)
com

u~ e t~ sendo deslocamentos e forças de superfície da solu-
J J

ção fundamental de Kelvin, ou seja, deslocamentos e forças
de superfície na direção j devido a urna carga unitária con-
centrada na direção i

Sendo 6~ = delta de Dirac e
1

f 1\-? u dV = u-?V "-i j 1 (2.3.1-d)

tem~se para a equaçao (2.3.1-c):

t"!". dS =
1J ur . dV

1J
(2.3.1-e)

- ~A equaçao (2.3.l-e) e conhecida como a identidade de
Somigliana para deslocamentos no interior de um corpo, onde

u~ = deslocamento do ponto l na direção i
1

u· = deslocamento de um ponto do contorno na direção j
J

t. = força de superfície de um ponto do contorno na dire-
J

ção j

u~. = tensor de deslocamentos da solução fundamental de
1J

Kelvin: deslocamento na direção j devido a carga uni
tária concentrada num ponto do domínio do corpo na
direção i (deslocamentos no contorno ou no interior)

7
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t~. ~ tensor de forças de superfície da solução de Kelvin:1J
força de superfície na direção j devido a carga uni-
tária concentrada num ponto do domínio do corpo na
direção i.

Para o caso tridimensional elástico linear as soluções
fundamentais tem como expressa0:

u" . ~ 1 { (3 4v) Õ •. + r r .}-1J 16 TI G (1 - v) r 1J ,i ,J

t-:'.~ -1 { nk r ((1 - 2v) Õ •. + 3 r r .)1J 8 TI (1 - v) r2 ,k 1J ,i ,J

- (1 - 2v)( r . n. - r . n. )}
,1 J ,J 1

(2. 3.1- f)

onde
n = normal a superfície do corpo
n. cossenos diretores ( figura 2.3.1)

1

r ~ distância do ponto de aplicação da carga unitária ao
ponto considerado

G ~ módulo de elasticidade transversal
v ~ módulo de Poisson.

,,-
,-

/ - -
/'

/' \
\
\

.:tr *\
ti2. ou U 12 \

\

FIGURA 2.3.1 -
x~

Forças de superfí
cie oudeslocamen
tos no ponto k e--/0 na direção J devi-, / ~cJ.(\

<, cP do unitá-/ a carga
\I ria direção i=lna

corgo unitdrie
no dnçÕO i-I
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2;3.2 - Particularização da equaçao para o contorno

A equaçao (2.3.1-e) é valida para o interior(domínio).
Para formular o problema como uma técnica de contorno é preciso
restringir a equação somente para pontos no contorno do sólido.

Para tanto o artifício utilizado é o seguinte: leva-
-se o ponto de aplicação da carga concentrada para o contorno
criando-se uma superfície adicional envolvendo-o de maneira que
o ponto continue a pertencer ao interior. Esta superfície cria-
da é levada;" então, ao mínimo.

Seja a figura (2.3.2): considera-se o ponto centrado
numa esfera de raio E. As integrais serão então calculadas para
o raio E tendendo a zero (E: + O) .

FIGURA 2.3.2

Assume-se o contorno do tipo suave ("smooth").

Tomando a integral

JS u. t~. dS ::: J S-S uj t~. dS + f S u . t'!'. dS (2.3.2-a)J 1J
E

1J E J 1J

Levando -o raio E: ao limite tem-se segundo BREBBIA3 :
t

u·lim J S u . t"!'.dS 1=E+O E: J 1J 2 (2.3.2-b)

9



Seguindo o mesmo raciocínio para a integral

lim
e:+O

fS t. u~. dS = O
e J 1J

(2.3.2-c)

Para o caso de contornos nao-suaves a avaliação des-
tas integrais é mais difícil. Felizmente a avaliação explícita
não é necessária, sendo possível obter seus valores através de
movimento de- corpo rígido como será mostrado adiante.

A expressão para o método dos elementos de contorno
para a elasticidade linear isotrópica tridimensional e

(2.3.2-d)

2.3.3 - Avaliação dos coeficientes ci

Considerando-se a possibilidade de corpo rígido sem
açao de carga: t. = b. = O :

J J

u. = u~ = constante = KJ 1. (2.3.3-a)

Substituindo-se em (2.3.2-d) resulta

ci K + K fS t"!'. dS = O1J

E, logo

ci = c .. = -fS t r . dS1J 1J

(2.3.3-b)

(2.3.3-c)

~ possível, então, trabalhar com o método dos elemen-
tos de bordo.

10



2.4 - Obtenção de deslocamentos e tensões no interior

Com os resultados das incógnitas no contorno é possí-
vel se calcular, através da identidade de Somigliana(2.3.l-e)
os deslocamentos de pontos pertencentes ao interior do sólido e
depois calcular tensões nestes pontos.

2.4.1 - Cálculo dos deslocamentos no interior

-Os' des locamen tos de um ponto .e.do in teri ar sao dados
pela expressa0 abaixo:

.e.
u
l
" = (- f S u" t~. + f S t . u ~ ")dS + f V bJ. u r . dVJ lJ J lJ 1) (2.4.l-a)

~ necessário se observar que na equação (2.4.l-a) o
ponto de aplicação da carga concentrada unitária (ponto .e.)per-
tence ao interior.

2.4.2 - Cálculo das tensões dos pontos do interior

Para calcular as tensões através dos deslocamentos no
interior deve-se primeiramente derivar a expressão de desloca -
men~ós e substituir na expressão abaixo, obtida das equações de
compatibilidade e das equações constitutivas.

.e.
a " .lJ

= À uk.e.,k Ô" + ]J ( u ~ . + u ~ .)
lJ 1,J J,l (2.4.2-a)

onde o superíndice .e.indica o ponto .e.do interior do corpo.

Efetuando as operaçoes de derivação se obtém(2.4.2-b).

onde S'"k e V"klJ lJ

(2.4.2-b)
sao tensores de terceira ordem e tem como

11



expressoes:

1 r .
, J

{(I -2v) (r,i ôjk +
8 TI (1 -v) r2

+ 3 r . r . r k}
,1 , J ,

(2.4.2-c)

1 {3 n rm ,m ((1 -2v) Ô ••
1J

r +,k
4 TI (1 -v) r3

+ ver , Ô'k - r . ô
1

'k) - 5 r . r . r k) +
,1 J,J ,1 ,J ,

+ 3 v (n, r . r k + n.
1 ,J, J

r .
, 1

- ( 1 - 4 \> ) nk ô..}
1J (2.4.2-d)

Observe-se que nas expressoes acima:
- o produto n r = ar ê a derivada direcional;m ,m an

r .
,1

ar=
ax.

1

n. = componente da normal na direção 1 (cossenos
1

diretores).

12
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3.FORMULAÇÃO NUMERICO-COMPUTACIONAL

3.1 - Discretização do contorno - elementos de contorno

Sendo o corpo em estudo tridimensional os elementos
de contorno são partes da superfície deste. Estes elementos
sao definidos pelos seus pontos nodais.

E necessário, então, representar as funções de des-
locamentos e de forças de superfície por meio de funções de
interpolação que aproximam seus valores sobre os elementos.

Estas funções de interpolação caracterizam o eleme~
to utilizado conforme sejam elas lineares,quadráticas,cúbicas
ou de maior ordem.

No presente trabalho foram desenvolvidos dois tipos
de elementos de quatro lados (quadriláteros) :com variação li-
near{primeira ordem) e com variação quadrática(segunda or-
dem): o primeiro um elemento com quatro (4) nós e o segundo
com oito (8) nós .

.FIGURA 3.1 ~ Elementos desenvolvidos



Para se utilizar dos elementos de contorno é necessa
ria a passagem do sistema de referência de coordenadas globais
tridimensional para um sistema de duas dimensões definidas so-
bre a superfície do elemento em si (coordenadas intrínsecas a-
dimensionais) .

Elementos tridimensionais (chamados de células) fo-
ram utilizados somente para a avaliação de integrais sobre o
volume da região em estudo (forças de corpo). Note-se que nao
foram utilizados na avaliação de incógnitas do problema como o
são no método de elementos finitos.

3.1. 1 -Rep'resentação de ·geometria ede ·funções

As funções de interpolação ou de forma utilizadas
sao as mesmas da família Serendipity que se usam no método de
elementos finitos33.

A superfície é, então, representada por elementos
quadriláteros de primeira ou segunda ordem. As coordenadas car
tesianas de um ponto arbitrário de um elemento sao expressas
em termos das coordenadas nodais e das funções de forma avalia
das com os valores das coordenadas intrínsecas do ponto arbi-
trário em questão (coordenadas intrínsecas são adimensionais),
ou seja:

x . = q,N x~
1 1

(3.l.l-a)

onde
x. = coordenada na direção 1 de um ponto arbitrário no
1

elemento
N coordenada na direção i do ponto nodal Nx. =
1

q,N = função de interpolação para geometria avaliada no

ponto arbitrário
N - indica somatório de 1 até o -numero de pontos no-

da í c; r' -men to .
14



No caso de avaliação de funções sobre o elemento em
um ponto qualquer tem-se:

N Nf(x) = <P f(x) (3.1.l-b)

onde
f(x) = função num ponto do elemento com coordenadas x
f(XN)= funçãó no ponto nodal N do elemento
<p
N = função de interpolação para funções avaliada no

ponto de coordenadas x
N = indica somatório de 1 até o numero de pontos nodais

do elemento.

Para as integrais de volume as funções de interpol~
çao sao iguais as de elementos finitos tridimensionais de pr!
meira ordem.

3.1.2 - Elemento quadrilátero linear

o elemento quadrilátero linear, figura 3.1.2, é de-
f~pido por quatro nós dispostos nos quatro cantos de umquadr~
1âtero que o representa.

4 3

~2 ..
~1 ~2no

; I

1 -1 -1

2 +1 -1
1 2 3 +1 +1

4 -1 +1

FIGURA 3.1. 2 - Elemento linear

1S

T



Utilizando as coordenadas intrínsecas adimensionais,
que tem variação de -1 a +1 sobre o elemento, e as funções de
interpolação ~í' i=1,2,3,4, é possível representar as funções
envolvidas (deslocamentos e forças de superfície) com uma va-
riação linear ao longo do elemento.

~lu 1 ~2u 2 3 4 ul
U = + + ~3u + ~4u = ~.

1

t = ~ tI + ~ t2 + ~ t3 + ~ t4 = ~. ti
1 2 3 4 1

onde

(3.1.2-a)

(3.1.2-b)

ul e ti sao as funções de deslocamentos e de forças de s~
perfÍcie avaliadas nos quatro pontos nodais do elemento
linear

~i funções de interpolação:

~l = 1 (l-~ 1) (l-~ 2)
4

~2 = 1 (1+~ 1) (l-~ 2)-
4
1 (3.1.2-c)

~3 = - (1+~ 1) (1+~ 2)
4

~4
1 (1~ 1) (1+~ 2)=
4

As mesmas funções de forma foram utilizadas para de~
crever a geometria do elemento e, portanto, o elemento é cha-
mado de isoparamétrico.

~ possível, assim, definir os valores das derivadas
das funções e avaliar as relações de transformação das coorde-
das como será mostrado(item 3.5).

I

16



3.1.3 - Elemento quadrilátero quadrático

Tornadas as funções de interpolação de segunda ordem
para o elemento quadrilátero quadrático, este fica definido
por oito nós dispostos corno indicado na figura 3.1.3.

As funções de interpolação, que permitem represen-
tar funções com variação quadrática ao longQ do elemento,são:

"i = (1-Ç;1)(1-Ç;2)(-Ç;1-Ç;2-l)/4

q,2 = (1+; ) (1-; ) (+; -; -1) /4
1 212

q,3 = (1+~l) (1+~2) (+~1+~2-1)/4

q,4 = (1-~1)(1+~2)(-;1-;2+1)/4

(3.1.3-a)
q,s = (1-~12) (l-~2) /2

q,6 = (1-;22
) (1+;1) /2

q,7 = (1-;12
) (1+;2) /2

q,8 = (l_~22) (1-~1) /2

17



3.1.4 - Célula de integração sobre o volume - avaliação de
forças de corpo

Elementos tridimensionais sao utilizados neste tra-
balho para calcular as integrais sobre o domínio (volume do
corpo) ,ou seja, integrais do tipo IV b u* dV. são elementos
similares aos utilizados no método dos elementos finitos,mas
como já dito, não avaliam valores de incógnitas e sim os valo-
res de contribuição de forças de volume no termo independente
da equação integral.

Foi utilizado um elemento paralepipédico de oito(8)
nôs(variação linear), conforme a figura 3.1.4.

e 7

I
I ç:

5 I
/0------

/
/

/

6

FIGURA 3.1.4 ~ Célula tridimensional

As funções de interpolação sao dadas por:

(3.1.4-a)

onde
ç:. ,n. e ç. sao os valores das coordenadas intrínsecas
111

nos pontos nodais da célula.
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3.1.5 - Elementos degenerados

Para representação de superfícies mais complicadas
pode-se utilizar dos chamados elementos degenerados. Estes
são definidos de maneira que os nós de um de seus lados sejam
coincidentes, conforme a figura 3.1.5. E, utilizam as mesmas
funções de interpolação que os normais.

Desta maneira nenhuma programação especial é neces-
sária para se tratar de elementos triangulares; as funções de
interpolação~ pontos de integração, etc. continuam sendo as
mesmas, necessitando apenas ser observado que no caso de ele-
mento linear os nós 1 e 4 têm as mesmas coordenadas globais ,
enquanto que para o caso de elemento quadrático os nós 1,4 e 8
é que têm. As coordenadas intrínsecas permanecem sendo as mes
mas utilizadas com os não-degenerados.

Foram incluidos neste trabalh-o e alguns exemplos uti
lizando-os são apresentados.

3

~l

2

" "FI"GURA"3,"1. 5 .: Ele"mentos degenera"dos
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3.2 - Equação integraI decontornodiscretizada

Considerando, então, o contorno do sólido discretiza
do em elementos. Para a força unitária atuando no ponto n e na
direção i, para a expressa0 (2.3.2-d), obtém-se:

cV:. uV: +
1J 1

m
\' I u t~. dS
L s, j 1Ji= 1 .(..

m .6

= L Is t. u~. dS + 1: Iv b.
i=1 :e. J 1J Jz.=1 Jz. J

u-:'.
1J

dV

(3.2-a)
onde

i = 1, numero de elementos (m)

Jz. = 1, número de células de integração tridimensional (.6)

Si = área do elemento i

\ = volume da célula Jz.

E possível tomar a equação (3.2-a) e representar as
diversas funções (deslocamentos, forças de superfície e forças
de volume) através de funções de interpolação (equações 3.1.1),
obtendo-se a equação integral de contorno discretizada para o
corpo:

n m N q,Nc .. uV: + I Is u. t~. dS =lJ 1 i=1 :e ) lJ

m
t~ q,N .6

Iv b~ q,M= L Is u~. dS + L u" . dV (3.2-b)
l=7 z ) 1) Jz.=1 Jt ) 1)

Os índices em (3.2-b) têm a seguinte variação:
1,) = 1,2,3 (espaço tridimensional)

N 1, - de pontos nodais do elemento l= numero

l 1, - de elementos (total = m)= numero

1, - de células (total = .6)Jz. = numero
1, - de - da célula Jz.M = numero nos

- de - do contornon = 1, numero nos

Com o índice n percorrendo todos os pontos nodais do
20



corpo teremos para cada direção i de um ponto nodal uma
ção dada por (3.2-b). Há,assim, a formação de um sistema
equaçoes lineares simultâneas.

equa-
de

3.3 - Formulação matricial

As equações (2.3.2-d) ,(3.2-a) e (2.3-b) podem ser r~
presentadas matricialmente. Adotando-se as seguintes defini-
çoes:

11uI
uzl1 = vetor de deslocamentos do ponto 11 com comp~

11u3 nentes nas direções xl,xZ,x3

cl1 = matriz dos coeficientes c .. dos deslocamentos para
1J

o ponto n

vetor deslocamentos em pontos arbitrários do contoru =

no S

t = = forças de superfície em ponto arbitrário do
contorno S

b = = forças de volume em ponto arbitrário do do

mínio V

u* u* u*
1 1 1 2 1 3

u* = ú* u* u* = matriz da solução fundamental de
2 1 22 2 3

u* u* u* Kelvin em deslocamentos
3 1 32 3 3
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t* t* t*
1 1 12 1 3

t* = t* t* t* matriz da solução fundamental de
2 1 22 2 3

t* t* t* Kelvin em forças de superfície
3 1 32 3 3

(3.3-a)
Resulta a equaçao (2.3.2-d) na forma matricial:

11 11 +C U (3.3-b)

Com a superfície do corpo discretizada em elementos
de contorno pode-se montar a equaçao (3.2-a) matricialmente:

f t* u dS
Sf -

m
= L

f=1

.6

f u* t dS + L
Sf ti= 1

f u* b dVV -Jt

(3.3-c)

Definindo-se um vetor de funções de interpolação

~T = [~l ~2 ... ~N J = vetor-linha das funções de inte.!:.
polação nos nós. de um elemento

e os vetores

uN e TN = deslocamentos e forças de superfície nos pon-
tos nodais do elemento considerado (são incó&
nitas).

Ainda:

~ T :::-c
-vetor-linha das funções de interpolação de uma ce-

lula de integração
- -B = vetor das forças de volume avaliado nos nos da ce-c

lula de integração.

22



Finalmente se obtém a equaçao integral do contorno
discretizado na forma matricial:

m
[~T yNJ11 11 + í f t* dSc u .e.= 1 S.e.-

m
[~T !NJ

.6
[~T B ]í f u* dS + 1: f u* dS.e.= 1 S.e.- Jt=l VJt -c -c

(3.3-d)

3.4 - Transformação de coordenadas

Visto que as integrais sao resolvidas numericamente
e as funções de interpolação são expressas em termos de coor-
denadas intrínsecas (~.), essas necessitam ser transformadas

1
do sistema intrínseco original para o sistema de eixos glo-
bais de referência (x.).

1

Considerando os sistemas definidos na figura 3.4, a
transformação do sistema x. para o sistema intrínseco implica

1

na relação abaixo:

dU dX1 dX2 dX3 dU dU

d~l d~l d~l d~l dXl dXl

dU = dXl dX2 dX3 dU = IJI au
d~2 a~2 a~2 a~2 aX2 aX2
au aXl ~ aX3 au dU
at,;3 OS3 OS3 OS3 OX3 OX3

(3.4-a)

onde IJ I - jacobiano da transformação.e o

Do sistema intrínseco ao sistema global (x.) a rela
1 -- usada - a inversa:çao e

23



au au
aXI at;l
cru jJ ,-I -au (3.4-b);::

I::' l:~'ax 3 at;3

Xl
ar

.~ FIGURA 3.4
ç:l

Definidas relações tomando - lugar deas e r no u:
(19) Nas integrais de volume:

- a diferencial de volume

dV valor de ( ar ar ar ) dt;ldt;2dn;:: x -- .
at;l d t;2 an

(3.4-c)

(29) Nas integrais de superfície:
- a diferencial de superfície

dS lar ar I d~ld~2 IG I d~ld~2 (3.4-d);:: x -- ;::

a~l a~2

onde I G I ;:: (g12 + g22 + g32 ) 1/ 2 (3.4-e)

24



e

g = C lli~ i&~ )
1 aç;l a ç;2 aç;2 aç;l

g = C 1b~ fu~ ) (3.4-f)2 aç;l aç;2 aç;2 aç;l
g = ( -ªlu ili ~B )

3 aç;l aç;2 aç;2 aç;l
Es~as relações obtidas sao utilizadas na avaliação

numérica das integrais envolvidas na equação integral de con-
torno.

3.5 - Integração numérica

As equaçoes integrais (3.3-d) devem ser integradas
numericamente.

Aplicando a integração numérica de Gauss (quadratura
g aussi ana - Apêndice A) as equsço es (3.3-d) ficam

=
I.> d
I 1.

1t=1 c.. = 1
IJI w (u* 4> T B )c - -c -C c..

(3.5-a)
onde

k = 1, número de pontos de integração (total = p)

wk= fator de peso
(u*q,T) ,(t*q,T) = valores nos pontos de integração
- - k - - k

c.. = 1, número de pontos de integração na célula tridimen
sional (total = d)

w = fator de pesoc
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(u* <I>T B ) == valor nos pontos de integraç âo da célula c .c c c.

Os termos integrados numericamente para o nó n (equ~
çao (3.5-a)) ,relacionam-no com os demais nós do elemento I s~
bre o qual a integração é feita, e no desenrolar do processo
com todos os elementos do contorno.

3.6 - Formação do sistema de equaçoes

Como visto no item 3.3, para cada direção em um ponto
nodal onde há aplicação da carga concentrada unitária, obtém -
-se uma equaçao. S, pois, formado um sistema com um número de
equaçoes igual a três vezes o número de nós do contorno.

Então, com (3.5-a) pode se obter um conjunto de tres
equaçoes para cada nó, que podem ser escritas como:

'"
h-nn

. .. g • .• g T]-nn -n

(3.6-a)

onde
~ uj e tj sao os deslocamentos e forças de superfície in-

cognitos ou prescritos (conhecidos) nos nós do
corpo

bn a contribuição das forças de volume no nó n

26



-r-

h .. e g .. os coeficientes de interação que relacionam os-lJ -lJ
deslocamentos forças de superfície do -e as no
com todos os outros nos do contorno

N - total de - do discretizado:: numero nos contorno
T - total de forças de superfície aplicadas:: numero

Fazendo as submatrizes diagonais formadas

Yl.
= ~ntt + c (3.6-b)

pode-se escrever o sistema matricial completo (mas nao ordena-
do) de equações formado corno segue:

onde

h h h UI g g g t ' r- 1 1 -12 -IN - 1 1 - 1 2 -lT
h h h u2 g g g t2 b2
- 2 1 -22 -2N - 2 1 -22 -2T

:: + .

h h h lj gNl ~N2 ~NT tT l~N-Nl -N2 -NN

(3.6-c)

Ou, compactamente,

h ..
1J

:: 1 a 3Xnúmero de nós(N)
:: 1 a 3xnúmero de forças

de superfície (T).

com i, j
k

O conjunto pode ser expresso corno

H U :: G T + B (3.6-d)

U e T são os vetores dos deslocamentos e das forças de

27



superfrcie respectivamente (dimensões: 3Nxl e 3Txl)

B vetor dos valores das contribuições das forças de volu-
me (dimensões: 3Nxl)

H matriz dos coeficientes de deslocamentos (dimensões:
J,Nx 3N)

G matriz dos coeficientes de forças de superfície (dime~
s ô e s : 3N x3T).

o cálculo dos coeficientes constantes c .. (matriz cn)
1J -

que sao os coeficientes das matrizes-diagonais da matriz~, é
realizado indiretamente, como exposto em 2.3.3, pela conside-
ração de movimento de corpo rígido: a equação matricial(3.6-d)
resulta

H I = O (3.6-e)

onde
I = vetor unidade
O = vetor nulo.

Então os termos das matrizes-diagonais de ~ serao a
soma dos termos de ~ não pertencentes as matrizes-diagonais
com o sinal contrário, como segue:

h .. u. = O
1J J

=> h ..
11

= - L
ifj

h ..
1J

(3.6 -f)

De acordo com a formulação teórica do método, segun-
do as condições de contorno em SI e S2' para cada direção em
um no haverá um valor incógnito (deslocamento ou força de su-
perfície) e um valor conhecido (força de superfície ou deslo -
mento).

Deve ser feita, então, uma reordenação nas matrizes
de maneira que as incógnitas se situem somente do lado esquer-

28



do e os valores conhecidos passem a formar o vetor dos termos
independentes do sistema ( A .. X. = C.).

1) J 1

Desta forma a equaçao matricial do contorno (3.6-d)
torna-se.

A X = C (3.6-g)

onde
X vetor das incógnitas do sistema (dimens ão 3N xl)

A = matriz quadrada cheia, não-simétrica, cujos valores
dos coeficientes são h .. ou g .. correspondentes as

1J 1J
incógnitas u. ou t. de cada uma das direções de um

1 1

nó (dimensã03N x 3N)

C = vetor que contem os valores prescritos de desloca-
mentos, ui' ou de forças de superfície, ti' multi-
plicados por h .. ou g .. respectivamente, mais a con

1J 1J
tribuição das forças de volume.

A solução do sistema, por exemplo pelo método de eli
minação de Gauss, conduz aos 3Nvalores incógnitos de desloca-
mentos e de forças de superfície.

3.7 - Cálculo dos deslocamentos e tensões no interior

Conhecidos os valores incógnitos do contorno pode-se
calcular valores internos de deslocamentos e tensões.

Para isso sao utilizadas a equação (2.4.l-a) e a e
quaçao (2.4.2-b), que para integração sobre os elementos assu
mem as formas:
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Yl m
(~T!:!N)

m
(~T!N)u ::: - I r "t* dS + L J u* dS +

l=J sl - l=l sl
.6

(4lTBM)+ L r u* dV (3.7-a)
/t=J V - -c-c/t

m r. (4l TUN) m
(~T:!,N)o· . = - L S. ik dS + L fs V. ik dS +

1) l=J Sl~- lJ l==1 :e. lJ
.6 r (4lTBM)+ L vijk dV (3.7-b)V -c-c/t=] n:

A obtenção do valor no interior é feita avaliando as
integrais sobre todos os elementos do contorno e somando a In-
tegral proveniente das forças de volume ao resultado.

3.8 - Implementação computacional

Neste item é fei ta uma breve descrição do programa d~
senvolvido que teve como objetivo principal um estudo inicial
de elasticidade tridimensional através de elementos de contar
no.

3.8.1 - Características gerais do programa

o desenvolvimento computacional foi efetuado na confl
guração atual do Centro de Computação Eletr6nica da Universi-
dade Federal do Paraná - DEC-System-IO com 256K bytes de memó
ria principal.

o programa em si contém a formulação para elementos
de contorno em elasticidade linear tridimensional com elemen-
tos quadriláteros de primeira e segunda ordem.

Como dados do programa sao introduzidos os valores
dos números de nós e de elementos, o tipo de elemento (núme-

30



ro de nos por elemento), número de pontos no interior e número
" "

de pontos de integração desejados em cada direção. Ainda valo
res das constantes: módulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson. Depois é a vez das coordenadas nodais, seguidas das
conetividades dos elementos.

Os dados relativos as condições de contorno são os
seguintes, obedecendo a uma chave: deslocamentos nodais pres-
critos (O) ou forças de superfície prescritas (1).

Há"ainda a possibilidade de serem fornecidas forças de
superfície por elemento, facilitando a entrada de dados do con
torno.

O sistema de equações foi construido de modo direto ,
isto e, a colocação dos coeficientes é feita logo após o cál-
culo destes. Os coeficientes de deslocamentos são multiplica -
dos pela maior distância entre nós e os de força de superfície
pelo valor do módulo de elasticidade longitudinal, de maneira
a se obter grandezas equivalentes entre os coeficientes finais
da matriz do sistema e o vetor dos termos independentes19

A matriz resultante, como visto,é cheia e não-simétrl
ca, Esta desvantagem pode ser suprimida dividindo-se o corpo
em sub-regiões e resolvendo cada uma, obtendo-se um sistema de
equações do tipo banda. Assim, é possível o uso de materiais
diversos.

Para problemas muito grandes é necessário se usar
ma solução em blocos para redução de memória necessária.

u

A solução do sistema de equações lineares obtido
feita por uma rotina de eliminação de Gauss comum. Segue-se,
então, o cálculo das incógnitas no interior.

-e

Os resultados são: deslocamentos dos nós do contorno,
forças de superfície reagentes por nó ou por elemento e deslo
camentos e tensões em pontos do interior do corpo.
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3.8.2 - Estruturação do programa - diagrama de blocos

A apresentação do diagrama de blocos, 'figura 3.8.2 ,
fornece uma adequada visão da implementação efetuada e de co-
mo se processa o método para a obtenção dos resultados.

-----------
Dados

-----------
Determinação das restrições dos elementos I
Soma- e/ou atribuição dos valores nodais de
forças de superfície aos valores por elem.

-----------
Cálculo da contribuição do efeito de for-
ças de volume no vetor dos termos indep.

riPara cada ..•
,-no

.fpara cada elemento I

Cálculo dos coeficientes das matrizes da
solução fundamental (subrotina INTE )

,

Montagem direta dos coeficientes de des-
locamentos e de f or ç as de superf. na ma-
triz do sistema e no vetor dos t. indep.

1 -----------
Solução do sistema de -equaçoes

-----------
Montagem dos vetores resultantes para os
deslocamentos e forças de superfície

-----------
Cálculo das incógnitas no interior- -----------

I Resultados I -----------

INPUT

Ma.in.

FMAT

SLNPV

Ma.in.

INTER

OUTPUT

FIGURA 3.8.2
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4.INTEGRAÇÀO.ANALrTICO-NUM~RICA PARA O ELEMENTO
QUADRILATERO LINEAR CONSIDERAÇOES

4.1 - Introdução

Tem-se observado14 que existe a possibilidade de
obtenção de melhores resultados através do uso de integração e
xata em vez de numérica nos casos onde o ponto de integração (
ponto onde se localiza o efeito da carga concentrada unitária)
está no mesmo elemento que o ponto de singularidade (ponto de
aplicação da carga concentrada unitária), isto é, onde a dis-
tância entre os dois pontos ( r ) na solução fundamental tende
a zero (r+O) , e consequentemente o coeficiente l/r tende ao in
finito (l/r+oo).

Na figura 4.1 sao mostradas duas situações possíveis.
Uma, quando o nó de aplicação da carga pertence a três diferen
tes elementos de superfície. A outra, quando este nó pertence
a dois elementos adjacentes.

Na referência as integrais são desenvolvidas para o
caso de elementos de superfície triangulares lineares; aqui se
gue-um desenvolvimento para o caso dos elementos quadriliteros
lineares. Além da consideração dita de precisão (quando o nó
pertence ao mesmo elemento que o ponto de integração as distâ~
cias podem tender a zero), este desenvolvimento implementado ,
de uma maneira geral, acarretaria numa considerável redução de
tempo computacional.



FIGURA 4.1

Foi conclui do que, desde que o desenvolvimento depen-
de da forma do elemento, exigindo considerações matemáticas com
plicadas, mesmo para o caso simples considerado, que não é um
procedimento geral, não pode ser levado a cabo para um elemento
de ordem mais alta que um e com geometria curva e orientação ar
bitrária no espaço.

Além disto, tanto de experiência de programação pró-
pria, como de literatura2, observa-se que na prática o erro en-
volvido no uso de ponto de integração no mesmo elemento que o
ponto de singularidade é pequeno, pois como fái dito em 3.8.1,
as matrizes foram montadas de uma maneira adimensional e um po~
to de integração nunca chega a ser coincidente com um nó.

Por estas razoes este desenvolvimento e incluido uni-
camente por interesse.

4.2 - Procedimento adotado

-Assumiu-se que o elemento linear e plano e reto (im-
plica em 1~1 = (área do elemento)j4 ).

A solução fundamental de Kelvin para os deslocamentos
na integração foi considerada em duas parcelas de uma soma:
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·!·G! ~.
u~. = 1 {(3 4 v) ô .. + r r .}-

1J 16 TI G (1 - v) r 1J ,i , J

C1 .~. ITII
= 1 {C2 ô .. + r r . } =

r 1J ,i , J

(1 + ç:ç:.) (1 + nn . )
= C1 C2 1 1 b ô .. +a

4r 1J

(1 + ç:ç:.) (1 + nn. )
+ C1

1 1 b (r r .)a ,i4r ' J

= A. + B ..
1 1J

(4.2-a)

Esta expressa0 matricialmente e dada por:

ut . =
-1J

B21 A2+B22 B23 (4.2-b)
A1+B11 B12 B13

Surgem, assim, três possibilidades para a parcela B
em termos de desenvolvimento da integração como pode ser perc~
bido tornando por exemplo um elemento com a face orientada se-
gundo dois eixos de referência (figura 4.2):

(1 + ~~.) (1 + nn. )
B .. = C1

1 1 a b (r r .)
1J 4r 'i , J

~ - ~.ar 1r = = a
,1 ax. r

1

ar n - n·1 br =::

,j ax. r
J

3S



/X-7
FIGURA 4.2

As três possibilidades são parcelas multiplicadas por
(~-~.)(n-n.)abjr ,(~_~.)2a2jr2 ou (n-n.)2b2jr2 •

111 1

Para o caso geral a matriz da solução fundamental em
deslocamentos é:

( ... )(~r )(~r )
oX1 OX2

A2+ ( ••• )(~r )2
OX2

( ... )(~r )(~r )
oX1 OX3

(...)(~r)(~r)
OX2 OX3

A 3 + (' ••• ) (~ r ) 2
oX3

(4.2-c)

s i m •

Tomando um elemento genérico no espaço tridimensional
se obtém as expressões das coordenadas intrínsecas em termos
das coordenadas do sistema de referência global e, também, das
derivadas que as envolvem e são necessárias aos cálculos envol-
vidos (Apêndice B).

A integração se procede segundo as duas direções de
coordenadas intrínsecas no plano do elemento, primeiro segundo
~ e ~epois na direção de n.

fS <1>. u"!'. dS =
1 1J

~1J~
-1 -1

(4.2-d)
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Isto é feito para as parcelas Ai e as três parcelas PQs

s ive i s para B .. se obtendo as expressões integradas:
1J

(1 9) Pa r a o te rm o A. :
1

A.
1

l;·n·
C1C2

1 1 {pl- P23- P33+ pt? } +
12ab

l;.
1

{C5 Pi - C6 P2 - C5 P3 + C6 P4}+ --4

(4.2-e)

(29) Para os termos B .. :
~

1
C1E,;·n.

1 1
C3 C5 Pl - C4 C5 P3 - C4 C6 P4 } +B .. = {C3 C6 P2 -

1J 12 ab

C1n· C3E,;· C5 +Pl C4 E,;. C6 +P41 { C32 1 1) to 9 (C + ) + C~
1

+ 1) to g(C + )}+ 4l) (---ra- + (---ra-
6 P2 5 P3

C1 E,;. C5 n. C3 +p , C6 n, C4 +P41 { C5
2 1 1) to 9 (C4 +P2 ) Cl

1 +1) togCC + )}+ 4a (3D + + (3D 3 P2

CIE,;·
+ 4a1 {C4P3- Ct.P4- C3Pl+ C3P2}+

Cln·
+ 4b 1 {C5 P3 - C6 P4 - C5 p, + Cs P2 } + C, (P2 - Pi + P3 - P4)

(4.2- f)

2B .. =
1J

Cl~·n·
____1__1 {pr- pi- pl+ p~} +

6 ab

Cl~·n·
1 1 2

------ {C3Pl- Cfp2- C~P3+ CJp4}+
4 ab

+
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c n - C3 +p 1
(---h2- 1) o + C C

~u + ~09C4+P3 1 6

C6 n.
1

( 4b
C4+P4

+1)lo9C3+P2

(4.2-g)

3B· .. =1J
{ 3 3 3 3}PI - P2 - P3 + P4 +

+
4ab

CI~-
+ 4a 1· {- C5 PI + 4 P2 + C, P3 - C, P4} +

CIn-
+ T {C3 PI - C, P2 - C, P3 + c~P4 l+

(4.2-h)

onde
C1

1 C2 (3 4v)= = -
16 TI G (1 -v)

C3 = a(l - ~-) C4 = -a(l +~ -)
1 1

C5 = bel - n -) C6 -bel +n - )1 1

/ ClPl = / Ct + C~ P3 = + cJ

P2 = / cl + c~ P4 = / cl + CJ
b - semi~comprimentos dos lados do elemento.a e sao os
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Para elementos regulares as expressoes anteriores se
reduzem a:

C1C2 ..a b d-Zbni
A = {3D (Za-d) + -- (Zb-d) Zan· tog( 2a )}

Z 3a 1

Bl Cl a2 d-2bni
= U~·n· (3a+3b- d) + ç:.b log( 2a ) +

3 . 1 1 1

b2 d-Zaç:i
+ n· a log ( zb )1

BZ c. {a (d - Za) b(d - Zb) d-Zaç:.
= - - ç:.b log( l)}

6b 3a 1 Zb

B3 . b (d - Zb) a(d - Za) d- Zbn .
= C1 { - - n·a log( l)}

6a 3b 1 Za

(4.Z-i)

onde
d ::::diagonal do elemento = / (Za) 2 + (Zb) 2

As expressões (4.Z-i) funcionam no caso do no em con
... - ,

sideração (nó i) coincidir com o nó do elemento (nó j). Como
haverá coincidência dos pontos de integração para qualquer nó
do elemento que têm o nó de aplicação da carga unitária, a in-
tegração exata deve ser estendida a estes nós.

A conversão das expressões vêm de análise fei ta e cor
responde a:

os termos em podem ser substituidos por
ç:·n· ç:.n .
1 1 J J

1 + n·n·t,;. ( 1 J ) t,;.
1 Z J

1 + t,;.ç:.
n· ( 1 J )n·1 2 J

(1 + n·n·)(l + ç:.t,;.)
1 1 J 1 J

4
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Para elementos regulares as expressoes anteriores se
reduzem a:

C1C2 ..a b d-2bni
A = {3D (2a-d) + -- (2b-d) - 2an· tog( 2a )}

2 3a 1

B1 Cl a2 d-2bni
= U';·n· (3a+ 3b- d) + s· b [ag( 2a ) +

3 1 1 1

b2 d-2aSi+ n· a [ag( 2b )1

B2 c, {a (d - 2a) _ b (d - 2b) a- 2as·
= - s·b [ag( l)}

6b 3a 1 2b

B3 . b (d - 2b) a(d 2a) d- 2bn .- tog( 1)}= C1 { - - n·a
6a 3b 1 2a

(4.2-i)

onde
d = diagonal do elemento = 1(2a)2 + (2b)2

. As expressões (4.2-i) funcionam nO,caso do n6 em con
sideração (n6 i) coincidir com o n6 do elemento (n6 j). Como
haverá coincidência dos pontos de integração para qualquer no
do elemento que têm o n6 de aplicação da carga unitária, a in-
tegração exata deve ser estendida a estes n6s.

A conversão das expressões vêm de análise fei ta e cor
responde a:

os termos em podem ser substituidos por
s·n· s·n·1 1 J J

1 + n·n·
s· ( 1 J )s·1 2 J

1 + ç; . ç; .
n· ( 1 J )n·1 2 J

(1 + n·n·)(l + s' ç; . )
1 1 J 1 J

4
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4.3 - Coefic~entes da solução fundamental de forças de superfí
cie

Quando o nó de aplicação da carga unitária (nó i) e
o nó j estão no mesmo elemento o vetor r (distância) está no
plano do elemento e a derivada direcional é igual a zero. A ex
pressão da solução fundamental de forças de superfície fica

t r . =
1J

1 ( r . n. - r . n.)
,1 J , J 1

(4.3-a)
8 TI (1 - v) r2

E para a diagonal principal (i=j) o termo de forças
sera nulo.

A matriz resultante é, pois, antissimétrica.

t ~·I - '1-lJ no 1

J
.' mesmo elementono

o (r n-
,1 2

r n)(r n-
,2 1 ,1 3

(r n-
,2 3

r n) O,2 3

r n)
, 3 1

r n)
,3 2

- r n) O
,1 2

- r n) (r n-
,~3 ,3 2

(4.3-b)

Lembrando que

r .
,1

= ar = ar ~ + 3r ~
ax. a~ ax. 311 ax.111

(4.3-c)

e que os cossenos diretores n· são constantes dos elementos,
1

cada parte de um termo da matriz será a soma de duas parcelas
devido a derivada do vetor distância em relação as coordena -
globais conforme (4.3-c).
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Então, avaliando estas parcelas obtém-se as expres-
soes correspondentes.

A matriz resultante e antissimétrica e os termos são
dados por:

.C1 (Clf+P3) (C3+P2)
""4 (1 + t;;.t;;.)(1 + n.n.){b .tog } +

1 J 1 J (C3+pd(Clf+p,,)

C1 (CS+PI) (C6+Plf)
+""4 (1 + t;;.t;;.) n. { C3.tog + Clf.tog } +

1 J J (C6+P2) (CS+P3)

C1C~n. (CS+P1)
+ 'J {cf.tog-------

8a (C6+P2)

(C6 +Plf)
+ Clf2.tog } +

(Cs +P3)

CIt;;·n·
__ --"-J-.a<..J { C, PI - C6 P2 - Cs P3 + C6 p, }

8a
(4.3-d)

e

C1 (C6 +P2 ) te, +P3 )
(1 + t;;.t;;.)(1 + n.n.){a R.og } +4 1 J 1 J (Cs +PI ) (C6 +p, )

C1 (C3 +pI ) rc, +p, )
+ T (1 + n.n·) t;;. { c, .tog + C6 .tog } +

1 J J te, +P3) (C3+P2)

CI·t;;.~. (C3+P1)
+ J J {Cl.tog-------

8b te, +P3 )

(Clf+Plf)
+ C6

2.tO 9 } +
(C3 +P2 )

CIt;;·n·
__ ......••..J-JL..J . {C3 PI - C3 P2 - C, P3 + Clfp, }

8b
(4.3-e)

·servando
nulos ou C
cela tipo

Os termos envolvendo logaritmos requerem atenção:ob
C . .tog(C.+p~)/(Co+P ): sao nulos quando P e C são
..(. j r<. -<.. m

é nulo. Alguma dúvida surge na interpretação da pa!
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CIb
(1 + n·n.)(l + ~.~.)4 1 J 1 J

(C'++P3) (C3 +P2 )
tog-------

(C3 +PI ) (C,+ +P'+ )

que aparece somente quando i=j.

Este termo tem valor O/O, isto é, um valor indetermi-nado. Acontece que, nestes pontos, o valor (indeterminado) e
determinável através da consideração de movimento de corpo rí
gido (ver 2.3.3).

4.4 - Discussão

A complexidade e quantidade de considerações pode l~
var a obtenção de expressões incorretas, cuja verificação é qua
se impossível; porém, esforços foram gastos na tentativa de irn
plementação deste item.

o desenvolvimento da integração exata, como apresen-
tado, foi longo e laborioso. Muitos passos foram suprimidos,
fi~ando, porém, a idéia geral do pretendido ~xposta neste cap~
tulo.

Uma tentativa para elementos de mais alta ordem ju!
ga-se fora de propósito.
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5.EXEMPLOS E APRECIAÇÃO DOS RESULTADOS

5.1 - IntrodUção

Foram analisados quatro exemplos com diferentes ma-
lhas de elementos e diversos esquemas de pontos de integração.

5.2 - Cub6 U~itirio

Procurou-se averiguar a exatidão da formulação por
um exemplo bastante simples, abaixo descrito.-

Através do estudo de um sólido paralepipédico de a-
restas unitárias submetido a uma carga de tração também unitá-
ria e distribuida,aplicada na direção xl sobre uma das faces ,
pretendeu-se verificar alguns aspectos de precisão dos resul-
tados obtidos com a formulação do método dos elementos de con-
torno adotada neste trabalho.

O cubo unitário teve seus deslocamentos das faces
de normal negativa, ou seja faces formadas pelos eixos do sis-
temã de referência, restringidos na direção das normais a es-
tas mesmas faces.

A discretização do contorno do sólido foi elaborada
com elementos quadriláteros lineares (malhas de 6,24 e 54 ele-
mentos), quadráticos (malhas de 6 e 16 elementos) e degenera-



dos (12 elementos lineares e 12 elementos quadráticos).

Para algumas malhas foram anotados os resultados de
diferentes esquemas de integração (de 2x2 a 10xlO pontos de ln
tegração. No método dos elementos de contorno, diferente do mé
todo de elementos finitos, não existe até o momento, regra fi-
xa para determinar quantos pontos de integração sao necessa-
rios. Pode se examinar, por enquanto, a convergência.

Ainda foram usadas variações nas constantes elásti-
cas do s61ido (m6dulo de elasticidade transversal e m6dulo de
Poisson). O m6dulo de elasticidade longitudinal (E) foi manti-
do com valor unitário (observe-se que G=E/2(1+v) ) e v = 0.3.

8 nos e 6 elementos 26 n6s e 24 elementos

-8 nos e 12 elementos degen.

56 n6s e 54 elementos

FIGURA 5.2-(a) - Malhas de elementos lineares
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20 nós e 6 elementos 24 nos e la elementos

26 nós e 12 elementos degenerados

FIGURA 5.2-(b) - Malhas de elemen
tos guadráticos

5.2.1 - Resultados comparados das dif"erentes malhas

Foram comparadas execuções das sete diferentes malhas
com 4x4 pontos de integração por elemento, conforme a tabela que
segue.- tabela 5.2.1.

Resultados ruins foram observados para as malhas de
elementos quadráticos no cálculo de valores do interior.

Os resultados tabelados representam o valor da média
seguida do correspondente desvio-padrão.

45



TABELA S. 2. I Resultados comparados de diferentes malhas
I·INEARES QUADRÁTICOS DEGENERADOS VALOR

elementos 6 24 54 6 16 12 1in. 12 qua. EXATO
deslocamento -maximo

direção xl 0.9686 0.9822 1.0017 0.9308 0.9390 0.9588 0.9080 1.0000
±O.OOOO ±0.0012 ±0.0129 ±0.0991 ±0.0453 ±0.0253 ±0.0676

x2 -0.2961 -0.2983 -0.3040 -0.3164 -0.3026 -0.2970 -O .2977. -0.3000
±O.OOOO ±0.0006 ±0.0124 ±0.0581 ±0.0299 ±0.0033 ±0.0368

x3 -0.2961 -0.2983 -0.3182 -0.3103 -0.3026 -0.2928 -0.3080 -0.3000
±O.OOOO ±0.0006 ±0.0211 ±0.0567 ±0.0299 ±0.0081 ±0.0384

.p. deslocamento -ponto central no interior
a-

direção xl 0.4824 0.4897 0.4536 0.5914 0.7060 0.5079 1. 3400 0.5000

x2 -0.1475 -0.1494 -0.1505 -0.2118 -0.2268 -0.1660 -0.3522 -0.1500

x3 -0.1475 -0.1494 -0.1496 -0.2324 -0.2782 -0.1795 -0.1048 -0.1500

força de superfície reagente

direção xl -1.0000 -0.9977 -1.0084 -0.5877 -0.8007 -0.9821 -0.8773 -1.0000
±O.OOOO ±0.0045 ±0.0416 ±0.2307 ±0.4460 ±0.0744 ±0.3478

tensão - ponto central no interior

direção xl 0.9869 0.9892 0.9027 -2.9840 -13.6124 0.8971 -7.4748 1.0000



VI 0.- tn
(l)

~ N

5.2.2-(a) 8 Nós 6 Elementos lineares 'd
TABELA - e V1 o N

:::l
o- r+o
~ lJ1 If-l'
o :::lc, 'T.1 rt

des1oc. máximo des1oc. pto. tensão %
<;» (l) o (l)pontos erro,tempo >-1

de central Xl pto. des1oc. UCP f-l. \l.l
:::l Sintegro Xl x2 x3 Xl x2 x3 central max. Xl (s) r+ r+

\l.l (l) ()
c:T' Qq o
(l) >-1 s

-0.2734 -0.2734 0.3810 -0.1213 0.5198 ~ \l.l 'd2x2 0.8585 14. 1.12 \l.l lo() \l.l
lJ1 \l.ll >io \l.l
V1 n c, \l.l

0.4849 -0.1404 o >i
3x3 0.9472 -0.2939 -0.2939 0.8402 5.3 2.05 N :::lo lJ1 \l.lp.:.

N >< .>i o:
(l) lJ1

..J:::>. :::l lJ1
-...,J 4x4 0.9689 -0.2961 -0.2961 0.4824 -0.1475 0.9869 3.2 3.46 t:: o:.

'd 'd ~ (l)
\l.l o r+
>i :::l \l.l o,

0.4900 \l.l rt o, f-l.
5x5 0.9792 -0.2974 -0.2974 -0.1488 1.0548 2 .1 5.44 o o H)

.o lJ1 lJ1 (l)
t:: >i
\l.l o.- (l)

-0.2981 0.4925 -0.1490 1.0414 r+ (l) 'd :::l6x6 0.9851 -0.2981 1.5 8.15 >i \l.l r+o f-l' >i (l)
:::l \l.l lJ1

S r+

0.4969 -0.1496 1.0405
\l.l (l) c, (l)10xlO 0.9938 -0.2991 -0.2991 0.6 27.00 ~ Qq f-l. lJ1
::r- >i H1
\l.l \l.l (l) c
lJ1 lo() >i (l)

\l.ll (l) So, o :::l \l.l
f-l. r+ lJ1
H1 () (l)
(l) o lJ1 c,
>i S (l)
(l) :::l
:::l :::l t::\
r+ S
(l) 11 (l)
lJ1 >i
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lJ1



ITABELA 5.2.2- (b) - 26 Nós e 24 Elementos Lineares

pontos desloco máximo des1oc. pto. ten!:?ão % erro tempode central xl pto. des1oc. UCPin tegr. Xl x2 x3 Xl x2 x3 c~ntra1 max. Xl (s)

2x2 0.9333 -0.2927 -0.2927 0.4618 --0.1478 0.8938 6.7 12.57±0.0051 ±0.O025 ±0.0025
3x3 0.9697 -0.2971 -0.2971 0.4819 -0.1490 1.0728 3.1 19.24±0.002l ±0.0010 ±0.0010

+:> 4x4 0.9822 -0.2983 -0.2983 0.4897 -0.1494 1.0224 l.8 27.82
00 ±0.0012 ±0.OO06 ±0.0006

5x5 0.9881 -0.2988 -0.2988 0.4931 -0.1496 1.0091 1.3 40.11±0.OO08 ±0.0004 ±O.0004
6x6 0.9913 -0.2990 -0.2990 0.4950 -0.1497 0.9978 0.9 54.62±0.0005 ±0.0003 ±0.0003

10x10 0.9961 -0.2995 -0.2995 0.4978 -0.1498 0.9811 0.4 2:16.12±0.OO02 ±O.OOOl ±0.0001



TABELA 5.2.2-(c) - 56 Nós e 54 E1emen'tos Lineares

pontos des1oc~ máximo des1oc. pto. tensão % erro tempo
de Xl pto. desloco UCP

in tegr. xl x2 x3 xl x2 x3 central max. xl (s)

2x2 0.9686 -0.3011 -0.3166 0.4330 -0.1471 0.8361 3.2 57.42
±0.0122 ±0.0126 ±0.0191

3x3 0.9910 -0.3032 -0.3153 0.4480 -0.1506 0.8720 0.9 1:23.30
±0.0123 ±0.0127 ±0.0221

..j::;. 4x4 1.0071 -0.3040 -0.31$2 0.4536 -0.1500 0.9026 O.7 2:04.47
tO ±0.0129 ±0.0124 ±0.0218

5x5 1.0052 -0.3041 -0.3167 0.4560 -0.1507 0.9078 0.5 2:55.27
±0.0134 ±0.0126 ±0.02l8

6x6 1.0020 -0.3045 -0.3185 0.4575 -0.1503 0.9170 0.2 4:06.00
±0.0120 ±0.0125 ±0.0219



TABELA 5.2.2-Cd) - 20 Nós e 6 Elementos Quadráticos

pontos des1oc. máximo desloco pto. tensão % erro tempo
de central Xl pto. desloco UCP

integro xl x2 x3 xl x2 x3 central max. xl (s)

3x3 0.9721 -0.2514 -0.2005 1.2815 -0.2955 0.0199 2.8 5.89
±0.0933 ±0.0761 ±0.0909

4x4 0.9308 -0.3164 -0.3103 0.5914 -0.2225 -2.9841 7.0 9.02
±0.0991 ±0.0581 ±0.OS67

V1 5x5 1.0326 -0.2691 -0.2691 1.3676 -0.3034 -0.0583 3.3 12.89
o ±0.1065 ±0.0745 ±0.0745

6x6 0.9558 -0.3090 -0.3090 0.7077 -0.2458 -0.1800 4.4 17.80
±0.0739 ±0.0419 ±O.0420

10xl0 0.9741 -0.3062 -0.3062 0.8039 -0.2623 -0.1284 2.6 45.72
±0.0471 ±0.O274 ±0.0274



5.2.3 - Restiltados para dife~~nt~s valores das constantes
elásticas

Foram executadas as malhas de 8 nos e 6 elementos li-
neares e de 26 nós e 24 elementos lineares para valores de mo-
dulo de elasticidade transversal (G) = 0.5,0.4167,0.3850, cor-
respondendo a um módulo de Poisson (v) = 0.0,0.2,0.3 (Tabela
5.2.3) e um módulo de elasticidade longitudinal constante (E) e
com valor unitário.

Emhora tenham sido observados resultados para diferen
tes números de pontos de integração, foram tabelados neste item
somente os resultados para o esquema de 4x4 pontos que fornece
uma boa precisão.

TABELA 5.2.3

malha 8 nós-6 elem.
coef.Poisson- v=O.O v=0.2 v=0.3

26 nós-24 elem.
v=O.O v=0.3

deslocamento máximo
direção xl 0.9689 0.9703 0.9686 0.9822 0.9822

±O.OOOO ±O.OOOO ±O.OOOO ±O.00l3 ±0.00l2

x2 x3 -0.0085 -0.2003 -0.2961 -0.0055 -0.2982
±O.OOOO ±O.OOOO ±O.OOOO ±0.0005 ±0.0006

deslocamento pont oc en.t.r.a.l, no interior

direção xl 0.4825 0.4832 0.4824 0.4896 0.4897

x2 x3 -0.0042 -0.0997 -0.1475 -0.0030 -0.1494

tensão (principal) direção xr- ponto central. do interior

0.8937 0.9340 0.9811 0.9894 0.9892

força de supe.r.fIcie reagente na direção Xl

-1. 0000 -1. 0000 -1. 0000 -0.9980 -0.9977
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5.2:4 - Conclusões

Os resultados apresentados para diferentes malhas mo~
tram um bom comportamento para os elementos lineares. Os eleme~
tos quadráticos não tiveram no geral resultados tão precisos
quanto esperados. Pode-se dizer que eles se mostraram muito ins
táveis .

Os elementos lineares, mesmo os degenerados, apresen-
tam bons resultados, simétricos como o carregamento e a teoria
exigem, inclúsive para os pontos no interior, como pode ser ve-
rificado nos itens precedentes deste capítulo.

Ainda quanto a rotina utilizada para cálculo de incóg
nitas no interior, pelos valores obtidos, resultou nao ser ade-
quada para os elementos quadráticos implementados.

Observou-se também, que quanto maior o número de pon-
tos de integração usados melhor os resultados, embora para maio
res densidades de pontos, como lOxlO, a implementação torna-se
proibitiva.

5.3 - Peso p~óprio

O mesmo sólido paralepipédico, exemplo do item 5.2,
foi utilizado para testar o procedimento de avaliação da contri
buição de forças de corpo ou de volume pela formulação adotada.

Foi usada uma célula de integração tridimensional com
4x4x4 pontos de integração. O cubo unitário teve restrições de
deslocabilidades só em uma das faces e foi submetido a ação de
pes~ pr6pJio. A tabela 5.3 mostra os resultados obtidos para um
peso específico (y) = 0.1 e módulo de elasticidade longitudinal
(E) = 1.0 .

o resultado obtido foi bom, da ordem dos obtidos no i
tem precedente para o contorno. No interior, porém houve algu-
ma perda de precisão.
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TABELA 5.3 - Peso pr6prio

Malha de 8 ~ 6 elementos lineares Valornos e exato

desloco máximo na
direção do efe ito -0.4808 -0.5000

desloco no interior na
direção do efeito -0.2226 -0.3250

5.4 - Cilindro oco de paredes espessas

Neste exemplo foi utilizado um cilindro oco sob açao
de uma pressão interna radial uniforme. Pela simetria somente
foi discretizado um quarto de uma faixa do cilindro, obedecen-
do, então, as condições de contorno para um estado plano de de
formações: foram impedidos os deslocamentos longitudinais nos
topos do quarto de cilindro discretizado e os deslocamentos
circunferenciais das faces nos planos de simetria.

Foram executadas diversas malhas para 4x4 pontosde
integração. Estas com elementos lineares normais e degenerados
separados e em conjunto.

Os resultados foram comparados a resultados analÍti-
cos e a obtidos pelo método dos elementos finitos em duas ma-
lhas de elementos de um grau de discretização aproximadamente
igual ao das usadas com elementos de contorno.

5.4.1 - Dados numéricos

Geometria - R = 20.0 em (raio externo)
r = 10.0 em (raio interno)
h = 10.0 em (altura)
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Constantes físicas - 6 2E = 2.0 x 10 kN/m (módulo de elast.)
v = 0.3 (módulo de Poisson)

Carga p = 200 kN/m2 (pressão radial interna).

5 • 4 • 2 - Discretizações'adotada s

Foram utilizadas quatro malhas de elementos lineares:
duas só com elementos lineares normais; uma só com elementos de
generados e a outra urna malha mista (figuras S.4.2-(a) e (b)).

As malhas de elementos finitos aparecem na figura
S.4.2-(c).

18 elementos
20 nos

34 elementos
36 nós

'FIGURA 5.2.2- (a) - Malhas------------
.•.so com elementos
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36 elementos
degenerados

20 nos

10 elementos
normais

16 elementos
degenerados

~
20 nos

FIGURAS. 4.2-(b) .: Malhas com e lementos lineares
notmais "e degenerados
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---------

6 elementos
finitos

28 nós

12 elementos
finitos

..•
42 nos

FIGURA S.4.2-Cc) - Malhas de elementos
finitos
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5.4.3 - Deslocamentos radiais (em 10-5 m)

TABELA 5.4.3

valor elementos de contorno e1em. finitos
raio exato 18E20N . 34E36N 36E20N 26E20N 6E28N 16E42N

10 1.907 1.800 1.808 1. 795 1. 801 1. 708 1. 845

12.5* 1.603 1.694 1. 322 2.466 1.670

15* 1.416 1.531 1.115 2.088 1.482 1. 378

17.5* 1. 294 1.335 0.932 1.755 1. 268

20 L' 213 1.160 1.167 1.162 1.167 1.116 1.185

Observação - * Para r = 12.5,15.0 e 17.5 os valores tabelados
são internos.

5.4.4 - Tensões no interior (em 10 kN/m2)

TABELA 5.4.4

valor elementos de contorno e1em. finitos
6E28N 16E42Nraio exato 18E20N 34E36N 36E20N 26E20N

12.5 -10.4 -9.23 -10.87 -15.60 -9.49 -11.40

15 --5.19 -5.96 -6.47 -9.33 -6.36 -5.64

17.5 -2.04 -2.29 -4.71 -6.24 -2.57 -2.26
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5.4.5 -ConclUsões

As malhas mais simples apresentaram melhores result!
dos, embora possuissem um menor nGmero de elementos (malhas de
18 elementos e de 26 elementos(mista)). Possivelmente as razões
sejam problemas de integração e precisão inerentes a formulação
e o caráter misto do elemento, isto é, com deslocamentos e/ou
forças de superfície como incógnitas).

A malha mista (com la elementos normais e 16 degene-
rados) apresentou resultados bastante satisfatórios, ao passo
que a malha exclusivamente com elementos degenerados foi a que
piores resultados apresentou. Nestes resultados certamente hou-
ve a influência da discretização geométrica adotada (elementos
e nós).

5.5 - Viga engastada

Foi discretizada uma viga engastada através de uma
malha de la elementos quadraticos. Foi,então, submetida a dois
carregamentos distintos: carga concentrada no extremo livre e
carga distribuida sobre todo o seu comprimentà.

Os resultados foram tabelados e comparados com a so-
lução analítica da teoria da resistência dos materiais.

5.5.1 - Modelo discretizado adotado

A viga foi discretizada como mostra a figura 5.~.1-(a).

A carga distribuida foi aplicada em todos os nós da
face superior da viga e a carga concentrada nos nós do extremo
livre (como requer a formulação do método) .

Valores adotados: E := 2.1 x 109 kN/m2 v := 0.3
carga concentrada: P ~ 10 kN
carga distribuida: p := 1 kN/m.
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10 elementos
quadráticos

32 nós

R. = 3 m

FIGURA S.S.l-(a) - Discretização da viga

Para barras prismáticas engastadas o valor das defle
xoes e dado pelas fórmulas abaixo:

- Para carregamento distribuido sobre todo o compri-
mento:

y = p

24 E J

- Para carregamento concentrado no extremo livre da
viga:

P 3 2 3Y = (x - 3 R. x + 2l )
6 E.J

p

I

1--1
x

-- I
I 4
~

FIGURA 5.5.1- (b)
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5. 5.2 - Res"tiltados

TABELA 5.5.2 - Deflexões

CARGA CONCENTRADA . CARGA DISTRIBUIDA
valor valor

x (cm) exato y(cm) % erro exato y(cm) % erro

225 0.0522 0.0592 7.0 0.0763 0.1026 34.0

150 0.2009 0.1920 4.5 0.2561 0.2892 13.0

75 0.4068 0.3619 11. O 0.4831 0.4771 1.3

O 0.6429 0.5632 12.0 0.7232 0.6966 3. 7

A observação dos resultados comparados acima mostra
valores mais corretos no extremo livre para o caso da carga di~
tribuida, mas próximo do engaste a precisão se apresentou bas-
tante prejudicada.
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6.CONCLUSOES E SUGESrOES

Efetuada a implementação da formulação do método dos
elementos de contorno aplicado a elasticidade tridimensio-
nal para os elementos quadriláteros linear e quadrático, algu-
mas observações finais devem ser feitas:

- A programaçao do método requer muito cuidado, nao
só na formulação numérica como na parte computacional propri~
mente dita, pelas características do proprio método.

- Os resultados em geral se apresentam bons para os
elementos lineares e mesmo para os degenerados lineares.Os qu~
draticos nesta implementação não tiveram, porém, tão bom dese~
penho.

- O esquema de integração numérica utilizado foi o
mesmo empregado comumente em elementos finitos e por isso deve
ser um ponto de estudos. ~ sem dúvida a parte mais problemat!
ca, pois, da avaliação das integrais é que se obtém os coefici
entes das matrizes do sistema de equações, e, também os valo-
res do interior. Com o aumento do número de pontos de integr~
çap e com malhas mais refinadas percebem-se melhores resultauos.

- Os valores dos coeficientes das matrizes que têm
contribuição de elementos pr6ximos a aplicação da carga conce~
trada unitaria são bastante influenciados com a proximidade da

ESCOLA "E EN N
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singularidade, afetando os tensores da solução fundamental de
Kelvin. Devido a isto há o surgimento dos problemas de inte-
gração e daí o esforço de implementação de um esquema analíti-
co-numérico.

- Quanto ao tempo de processamento verificou-se que
a maior parte deste é utilizada na montagem da matriz e do ve-
tor do sistema algébrico obtido. Também a solução do sistema
consome boa parte do tempo total gasto. Note-se que a rotina
de solução utilizada não sofreu qualquer otimização, ao passo
que a formação do sistema foi feita da maneira mais direta.

- A decantada redução de uma dimensão nos problemas,
embora possibilite uma quantidade menor de dados, não implica
numa redução sensivel de operaç6es a serem efetuadas( integra-
çao numérica, transformação de sistemas de coordenadas,etc.).

Sem dúvida o método pode ser levado adiante, com no-
vos desenvolvimentos, pois se constitui em um novo caminho no
que se refere a resolução de problemas de mecânica do contínuo.

Nesse espírito, e visando eliminar ou diluir os pro-
blemas inerentes ao método, seguem algumas sugest6es para futu
ros trabalhos:

- Esforços devem se concentrar em elementos de ordem
mais elevada e curvos, como em estudos para duas dimensões,bus
cando melhorar os resultados com números reduzidos de elemen-

19tos .

- Deve ser dada ênfase para algoritmos de integração
mais eficientes e rotinas de solução mais rápidas.

- Buscar a avaliação das forças de volume através de
expressões equivalentes sobre o contorno segundo modelos dis-

d· - 14 27 29eretos de pontos e tn tegraç ao ' , .

- Desenvolvimento de estudos com implementação con-
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junta de elementos finitos e de contorno.

- Considerar a possibilidade de variação de proprie-
dades do material ao longo do corpo, através da divisão deste
em sub-regiões. Esta técnica provoca ainda a redução de tempo
de processamento para a solução do sistema tipo banda assim ob
tido. O tempo de cálculo de incógnitas no interior também se
reduz, pois só é necessária a integração sobre os elementos da

b . - . d d 19su -reglao que contem o ponto conSl era o .

- Deve-se desenvolver técnicas de integração que ava
liem as integrais sobre os elementos e para os pontos do inte-
rior com grau de precisão de acordo com as soluções fundamen -
tais e com a proximidade de pontos de singularidade, para ha-
ver um bom desempenho e resultados precisos.

- Ainda a realização de estudos sobre as descontinui
d d d f d f, .1 9a es as orças e super lCle ' .

- Sugere-se a continuação do desenvolvimento do méto
do em outros tópicos, como por exemplo para problemas de mecâ-
nica dos solos e de domínios infini tos em ger~l.

Conclue-se assim este trabalho, deixando, porém, mos
tras de que o método dos elementos de contorno ainda tem muito
a ser desenvolvido para que se torne uma ferramenta usual nas
análises de problemas de engenharia através de métodos numéri-
cos.
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APENDICE A (ver 3.5)

TABELA DE PONTOS DE INTEGRAÇAO PARA QUADRATURA GAUSSIANA

Pontos de base Pesos
+ z. w.- 1 1

2 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000

3 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889

4 0.86113 63115 95053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546

5 0.90617 98459 38664 0.23692 68850 59189
0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889

6 0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170
0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139
0.23861 91860 83197 0.46791 39345- 72691

7 0.94910 79123 42759 0.12948 49661 68870
0.74153 11855 99394 0.27970 53914 89277
0.40584 51513 77397 0.38183 00505 05119
0.00000 00000 00000 0.41795 91836 73469

8 0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376
0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374
0.52553 24099 16329 0.31370 66458 77887
0.18343 46424 95650 0.36268 37833 78362

9 - 0.96816 02395 07626 0.08127 43883 61574
0.83603 11073 26636 0.18064 81606 94857
0.61337 14327 00590 0.26061 06964 02935
0.32425 34234 03809 0.31234 70770 40003
0.00000 00000 00000 0.33023 93550 01260



Pontos de base Pesos
+ z. W.

1 1

10 0.97390 65285 17172 0.06667 13443 08688
0.86506 33666 88985 0.14945 13491 50581
0.67940 95682 99024 0.21908 63625 15982
0.43339 53941 29247 0.26926 67193 09996
0.14887 43389 81631 0.29552 42247 14753

Fórmula de integração numérica utilizada com os po~
tos de base e pesos dados pela tabela acima:

w. Fez.)
1 1
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APENDICE B (ver 4.2)

EXPRESSOES AUXILIARES PARA INTEGRAÇÃO EXATA

Seja o elemento quadrilátero linear:

.-------, - /

2b

(a) Se as faces do elemento coincidem com os eixos de referência:

ar (~ - ~.) .xz 1~931 a
ax} r

1 2
(n - n.)ar 1 b Xl=

aX2 r

(b) Se as faces do elemento têm orientação arbitrária:

ar = ar ~ + ar l!L- = r
ax. a~ ax. an ax. 'i

1 1 1

lL
x2• - Xl,

cos (~,x.)/a = 1 1=
ax. 1 2a2

1

~
x~- x:..

(n,x.) /b 1 1= cos =
ax. 1 2b 2

1

a2 (~ - ~.)ar 1=
a~ r

b2 (n - n. )ar 1=
an

para elementos regulares
:)

-\
4

2

1



Produtos d~d~~iv~das

(~)
2

(~)
2

(~)
2

(~)
2

(~)\2 ~ Clr ~ ~= +
Clx. Clç ClX. Cln Cl)C. Clç Cln Clx. Clx.

1 1 1 1 1

Clr Clr (Clr)2-ª-L. -ª-L + (-ª.!) 2~ ~ + Clr Clr (~~ + -ª5. ~)=
'Clx. Clx. Clç Clx. Clx. Cln Clx. Clx. Cl'ç Cln Clx. Clx. ê x. Clx.

1 J 1 J 1 J 1 J J 1

com i 1,2,3
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