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RESUMDPO

Sao apresentados a formulacao do método dos elemen-
tos de contorno aplicado a problemas de elasticidade linear
tridimensional e o desenvolvimento de elementos quadrilateros
de primeira e de segunda ordem, bem como alguns aspectos numé
rico-computacionais anotados no decorrer deste estudo e basea
dos nos resultados dos exemplos utilizados. E feita uma peque
na discussdo sobre integragao analitica para os elementos qua-

drilateros lineares.
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ABSTRACT

A boundary element method formulation for linear three
dimensional elasticity problems and the development of
quadrilateral elements of first and second order are presented,
as well as some numerical and computational aspects observed
during this work. The final remarks are based on the results for
the examples used. Some discussion of analitical integration

over the linear elements 1is presented.
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1.INTRODUGAO

As primeiras ideias das classicas equacdes integrais
de contorno ("boundary integral methods' ou '"boundary integral
equation methods") surgiram para problemas de potencial apresen
tadas em 1963 por JASWON, PONTER e syMM'®:17:31  p177027 ogten
deu-as para problemas de elasticidade plana em 1967. O primei-

ro trabalho em elasticidade tridimensional foi o de CRUSE10 em

1969. Este mesmo autor apresentou: junto com SWEDLOW30

uma for
mulagao das equagles integrais de contorno para escoamento plas
tico(1971); para mecdnica dos s6lidos'’(1972). Ainda CRUSE a-
presentou mais trabalhos de 1973 a 1974, sobre elasticidade

em tres dimenséeslz’ls.

Surgiu em 1975 o importante trabalho de LACHATlg, que
deu ao método dos elementos de contorno um grande respaldo teo
rico -pratico.

, 28,29 -

Trabalhos de RIZZO, SHIPPY e STIPPES , tambem em
elasticidade tridimensional com consideragao de forcas de volu
me e temperatura foram mostradas em 1977.

ALARCON e PARIS® e CHAUDONNERET9 estudaram o proble-
ma de discontinuidades das solugoes fundamentais (1979).

Sobre o método dos elementos de contorno ou de bordo

- . - , . 2
e sua formulagao em geral ja existem pelo menos quatro livros™’

3’4’8. 0 de BREBBIA3 mostra inicialmente o método como uma téc



. - .
nica de residuos ponderados, que segue, assim, como um desenvol
vimento 1logico apos o método de elementos finitos.

0 método dos elementos de contorno ("boundary element
method") suplantou, com muitas vantagens, os chamados métodos
de equagoes integrais no contorno, de maneira que a partir dele
foi criado um enfoque sistematico e generalizado que pode ser
aplicado a qualquer problema do continuo, enquanto que os ante-
riores foram solugdes isoladas de outros metodos, validos para
determinados problemas onde os pesquisadores os aplicaram.

Ainda estudos de acoplamento ou uso de elementos fini
tos e elementos de contorno juntos foram realizados por

ZIENKIEWICZO,

Os elementos de contorno despertam interesse por pos-
suirem particularidades como: uma 'reducao'" de uma dimensao nos
problemas e da quantidade de dados necessarios; o tratamento de

dominios estendidos ao infinito; entre outras.

0 método tem como caracteristica principal resolver
problemas que envolvem o dominio do corpo em estudo, atravées da
solugao de uma equagao integral somente sobre o contorno do me s
mo corpo. Em essencia: subdividir o contorno do dominio do pro
blema em partes, os elementos ditos de contorno. Os resultados
sao obtidos para o contorno através de solucgao computacional
das resultantes equagOes matriciais. Valores do interior (domi-
nio) podem ser, entao, obtidos através desses resultados.

No presente trabalho € apresentada a formulacao teori
ca para o caso de elasticidade linear isotropica tridimensional,
desenvolvida do teorema da reciprocidade de Betti e da aplica -
¢ao.da solugao fundamental de Kelvin, conforme descrito no se-
gundo capitulo.

Obtida a chamada identidade de Somigliana, ela ¢ le-
vada ao contorno e, entao, no capitulo trés € tratada numerica

e matricialmente. Neste sao ainda desenvolvidos os elementos do

2



tipo quadrilatero linear(primeira ordem) e quadratico(segunda
ordem) e apresentados aspectos computacionais.

Integracao analitica sobre o elemento onde se aplica

a carga unitaria concentrada & discutida no capitulo quatro.

No capitulo cinco sdo apresentados os exemplos usa-
dos para demonstrar caracteristicas e qualidades, bem como com

paragoes e problemas encontrados na formulacao.

As conclusoOes estao no ultimo capitulo, o seis,assim
como as sugestoes para desenvolvimentos futuros.



2.FORMULAGCAO TEORICA

2.1 - Introducgao

Neste capitulo € apresentada a formulacao tedorica do
método dos elementos de contorno aplicado a elasticidade linear
isotropica em tres dimensoes.

E necessario, entao, que se considerem duas hipoOteses
da teoria elastica linear:

- 0 corpo solido tem comportamento.elastico linear,
isto €, apresenta relacgoOes tensao-deformagao linea-
res;

- Mudanga de orientacao do corpo devida a deslocamen-
tos € negligenciavel. Sao consideradas relagoes de
deformagao-deslocamento lineares e equagoes de equi
librio referidas a configuragao indeformada do cor-
po (caso de pequenas deformacoes).

2.2 - Relacoes basicas da elasticidade linear isotropica

Neste item sao apresentadas as equacoOes basicas para
a teoria da elasticidade:



onde:

Equagoes de equilibrio:
G.. . + b, =0 (2.2-a)

EquacgOes constitutivas (relagoOes tensao-deformacgao)

(lei de Hooke generalizada):
oij = A €1k Gij + 2y eij (2.2-b)

Equacoes de compatibilidade (relacoes deformagao-
deslocamento):

e;: =7 (U o+ uy :) (2.2-¢)

Condicoes de contorno:
( S1 + S2 = § (contorno total))

- contorno com forgas de superficie prescritas(sl):
t. =t. em S (2.2-d)
- contorno com deslocamentos pres;ritos(sz):

u. = u. em S, (2.2-¢)

2 1

= tensor de tensoes
= forga de volume (ou de corpo) na direcao i
= tensor de deformagoes

= delta de KrWnecker

A= constantes de Lamé : y = ———
2(1 +v)

E
(1+v) (1-2v)

modulo de elasticidade longitudinal e
coeficiente de Poisson )
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t, = forca de superficie: componente na direcao i

- Cij nj com nj = componente da normal na direcao j
Ei = valor prescrito de forga de superficie na diregdo i
u;, = deslocamento: componente da direcao i
ﬁi = valor prescrito de deslocamento na direcao i.

2.3 - Obtengao da equacao integral de contorno

A equacdo integral do método, isto €, valida para o
contorno, pode ser obtida de duas maneiras: a partir do princi
pio dos trabalhos virtuais e método dos residuos ponderadossou
a partir do teorema da reciprocidade de Bettil4. A equacao re
sultante € a identidade de Somigliana para deslocamentos no in

5 23 - . p -
terior de um corpo”~. Transforma-la para o contorno e, entao,

a ultima fase.

2.3.1 - A identidade de Somigliana e as solucoes fundamentais

Tomando-se o teorema da reciprocidade de Betti:

S, b.u*dv + f_ t. u¥*dS = f_b* u. dV + [, t* u. dS
V7373 S j 73 L B S i 7]

(2.3.1-a)

onde

bj,uj,tj e b;,u;,t; sao, respectivamente, campos de for-
cas de volume, de deslocamentos e forcas de superficie,dis

tintos e relacionados com o solido elastico, satisfazendo

as condigoes de contorno.

O campo a adotar € aquele que corresponde a solugao
dita fundamental. No caso elastico, a solucdao fundamental € a
que satisfaz a equagao de equilibrio correspondente a uma carga
concentrada unitaria aplicada num ponto£e na direcdao i dumcor

6



po infinito, Af , traduzido na equacao (2.3.1-b):

ik .k * 2t =0 (2.3.1-b)
Como °§k Xk + b*¥ = 0 e retomando Betti:

£ W
Ai uj dv + IS tj uj ds

(2.3.1-c¢)
com
u; e t; sendo deslocamentos e forgcas de superficie da solu-
¢ao fundamental de Kelvin, ou seja, deslocamentos e forgas

de superficie na direcdao j devido a uma carga unitaria con-

centrada na direcao i

Sendo Af = delta de Dirac e

fy of uy AV = uf (2.3.1-d)

tem-se para a equacao (2.3.1-c¢):

£ * - )
ui s Uy tij ds /g tj U;J dS + Jfy bj U;J dv (2.3.1-¢)

A equagao (2.3.1-e) € conhecida como a identidade de

Somigliana para deslocamentos no interior de um corpo, onde

ug o= deslocamento do ponto £ na direcao i
uj = deslocamento de um ponto do contorno na diregao j
_ tj = forca de superficie de um ponto do contorno na dire-
gao j
u;j = tensor de deslocamentos da solucao fundamental de

Kelvin: deslocamento na diregao j devido a carga uni
taria concentrada num ponto do dominio do corpo na

direcao i (deslocamentos no contorno ou no interior)

7



t;j = tensor de forcas de superficie da solucao de Kelvin:
forca de superficie na direcdao j devido a carga uni-
taria concentrada num ponto do dominio do corpo na
direcao 1i.

Para o caso tridimensional elastico linear as solucoes

fundamentais tem como expressao:

* = 3 -
u*. {(3 4v) §;5 * T 4T )

Jo16m6(1-v)r j % T

t*, -1 {n
1) 8 m (1 - v) r?

((1 - 2v) 8.5 * 3r .71 )

, k J 1, ]

- (@ -2v(r ;n; -1 N, )}

J »J) 1
(2.3.1-f)
onde
n = normal a superficie do corpo
n; = cossenos diretores ( figura 2.3.1)
r = distancia do ponto de aplicacao da carga unitaria ao
ponto considerado
G = modulo de elasticidade transversal
v = modulo de Poisson,.
N
’; * '\;
il ot FIGURA 2.3.1
y ~ ponto K Ql \ - B
X3 / considerado \ .
T A% " *  w Forcas de superfi
t,ouu . \ . N
N BT Te cie ou deslocamen
- s & & =
r o Teeuy - tos no ponto k e
N /&&P na direcao j devi
ponto cam ~ ) .« -
carga  unitdria do a carga unita-
X \/ . . ~ .
. ria na diregao i=1
carga unitdria
na digesdo i=|

A



2.3.2 - Particularizacao da equacao para o contorno

A equacgao (2.3.1-e) & valida para o interior(dominio).
Para formular o problema como uma técnica de contorno € preciso

restringir a equagao somente para pontos no contorno do solido.

Para tanto o artificio utilizado € o seguinte: leva-
-se o ponto de aplicagao da carga concentrada para o contorno
criando-se uma superficie adicional envolvendo-o de maneira que
o ponto continue a pertencer ao interior. Esta superficie cria-

da € levada, entao, ao minimo.
Seja a figura (2.3.2): considera-se o ponto centrado

numa esfera de raio €. As integrais serao entao calculadas para

o raio € tendendo a zero (€ -+0).

FIGURA 2.3.2

Assume-se o contorno do tipo suave (''smooth').

Tomando a integral

* = * -
s Yy tij ds fS-Seuj tij dS + fseuj t{j ds (2.3.2-a)
Levando o0 raio € ao limite tem-se segundo BREBBIA®:
L
N
lim fgq u, t¥. dS = - —
e+0 e ) 1] 2 (2.3.2-b)



Seguindo o mesmo raciocinio para a integral

* -
fS tj uij dS , tem-se que

lim [
e>0

* = . . =
S tj uij ds 0 (2.3.2~¢)
€
Para o caso de contornos nao-suaves a avaliacao des-
tas integrais € mais dificil. Felizmente a avaliacgao explicita

nao € necessaria, sendo possivel obter seus valores atraves de

movimento de corpo rigido como sera mostrado adiante.

A expressao para o método dos elementos de contorno
para a elasticidade linear isotropica tridimensional €&

L L -
ui + fs u. t?

* i tij

ds = fS tj u;j + fV bj u{j dv

(2.3.2-4d)

2.3.3 - Avaliacao dos coeficientes cz

Considerando-se a possibilidade de corpo rigido sem

acao de carga: tj = bj =0

u. = Uu.

f = constante = K (2.3.3-a)

Substituindo-se em (2.3.2-d) resulta

L
c" K+ K [gti; dS =0 (2.3.3-b)
E, logo
t o=, = -s. tr. dS (3.5 5=¢)
ij s ti; -3

E possivel, ent@ao, trabalhar com o método dos elemen-

tos de bordo.
10



2.4 - Obtencao de deslocamentos e tensoes no interior

Com os resultados das incognitas no contorno € possi-
vel se calcular, através da identidade de Somigliana(2.3.1l-e) ,
os deslocamentos de pontos pertencentes ao interior do solido e

depois calcular tensoes nestes pontos.

2.4.1 - Calculo dos deslocamentos no interior

Os deslocamentos de um ponto £ do interior sao dados
pela expressao abaixo:

ﬂ =(=

15+ 75 tj uij)ds + sy by uiy 4V (2.4.1-a)

j Mj i Ui
E necessario se observar que na equagao (2.4.1-a) o

ponto de aplicacao da carga concentrada unitaria (ponto £) per-
tence ao interior.

2.4.2 - Calculo das tensoes dos pontos do interior

Para calcular as tensoOes através dos deslocamentos no
interior deve-se primeiramente derivar a expressao de desloca -
mentos e substituir na expressao abaixo, obtida das equacoes de

compatibilidade e das equagoes constitutivas.

& o 4
Qs =X uk,k 83 :

& TR (uf .+ ut (2.4.2-a)

)] j,i
onde o superindice £ indica o ponto £ do interior do corpo.

Efetuando as operagoes de derivacao se obtém(2.4.2-b).

%5 = "fs Uk Sijx 95 * Jg by Dyji 95 * Sy by Dy AV
(2.4.2-b)
onde Sijk e Dijk sao tensores de terceira ordem e tem como

11



expressoes:

1
csq = {(1 -2v)(r . 6., + 1 §., - T
Dljk 8 7 (1 -v) r2 ( ) ( ,1 jk ,j ik Jk Tij
+ 3 r,1 r,j r,k} (2.4.2-c)
ik 1 {3 n_ r ((1 -2v) 8is Tt
J 4 m (1 -v) rt
+ \)(r’1 6Jk 3 6ik) -5 Ty r,J r,k) +
*+ 3 v (ni r’J r’k + nJ r,1 r,k) +
+ (1 -2v) (3'n L T sjk) .
Observe-se que nas expressoes acima:
- o produton_r _ = 9T % a derivada direcional;
A on

-1, - ar
¥ 9X.
1

-n, = componente da normal na direcao i (cossenos

diretores).

12



3.FORMULACAO NUMERICO-COMPUTACIONAL

3.1 - Discretizacao do contorno - elementos de contorno

Sendo o corpo em estudo tridimensional os elementos
de contorno sao partes da superficie deste. Estes elementos

sao definidos pelos seus pontos nodais.

E necessario, entao, representar as funcoes de des-
locamentos e de forcas de superficie por meio de funcgoes de

interpolagao que aproximam seus valores sobre os elementos.

Estas fungoes de interpolacgao caracterizam o elemen
to utilizado conforme sejam elas lineares,quadraticas,cubicas
ou de maior ordem.

No presente trabalho foram desenvolvidos dois tipos
de elementos de quatro lados (quadrilateros):com variacao li-

near(primeira ordem) e com variacdo quadratica(segunda  or-
dem): o primeiro um elemento com quatro (4) nos e o segundo
com oito (8) nods.

- -1 "
b
é_ — b e

FIGURA 3.1 - Elementos desenvolvidos

13



Para se utilizar dos elementos de contorno € necessa
ria a passagem do sistema de referencia de coordenadas globais
tridimensional para um sistema de duas dimensoes definidas so-

bre a superficie do elemento em si (coordenadas intrinsecas a-
dimensionais).

Elementos tridimensionais (chamados de celulas) fo-
ram utilizados somente para a avaliacao de integrais sobre 0
volume da regiao em estudo (forcas de corpo). Note-se que nao
foram utilizados na avaliacdo de incognitas do problema como o
sao no méetodo de elementos finitos.

3.1.1 - Representagao de geometria e de funcoes

As funcgoes de interpolacao ou de forma utilizadas

sao as mesmas da familia Serendipity que se usam no método de

elementos finitosSS.

A superficie e, entao, representada por elementos
quadrilateros de primeira ou segunda ordem. As coordenadas car
tesianas de um ponto arbitrario de um elemento sao expressas
em termos das coordenadas nodais e das funcoes de forma avalia
das com os valores das coordenadas intrinsecas do ponto arbi-
trario em questao (coordenadas intrinsecas sdo adimensionais),
ou seja:

x; =0 o (3.1.1-a)
onde

X; = coordenada na direcao i de um ponto arbitrario no
elemento

x? = coordenada na direcao i do ponto nodal N

¢N = funcao de interpolagao para geometria avaliada no
ponto arbitrario

N = indica somatorio de 1 até o numero de pontos no-

dajis - ‘mento.
14



No caso de avaliacao de funcoes sobre o elemento em
um ponto qualquer tem-se:

£(x) = o £(x) (3.1.1-b)

onde

f(x) = funcgao num ponto do elemento com coordenadas X

f(xN)= fungao no ponto nodal N do elemento

N = funcao de interpolacgao para fungoes avaliada no
ponto de coordenadas Xx
N = indica somatorio de 1 até o numero de pontos nodais

do elemento.

Para as integrais de volume as fungoes de interpola

cao sao iguais as de elementos finitos tridimensionais de pri
meira ordem.

3.1.2 - Elemento quadrilatero linear

0 elemento quadrilatero linear, figura 3.1.2, é de-

finido por quatro nos dispostos nos quatro cantos de um quadri
latero que 0 representa.

4 2o 3
? ]
£,
mo & %,
£,

1 -1 -1
l ‘T$ 2 *3 -1
1° 2 3+l 41
4 -1 +1

FIGURA 3.1.2 - Elemento linear

15



Utilizando as coordenadas intrinsecas adimensionais,
que tem variacao de -1 a +1 sobre o elemento, e as funcoes de
interpolacao 0., i=1,2,3,4, é possivel representar as funcoes
envolvidas (deslocamentos e forgas de superficie) com uma va-

riacao linear ao longo do elemento.
u = ¢. u (3.1.2-a)
(3.1.2-b)

onde
1 i - =
u” e t” sao as funcoes de deslocamentos e de forcas de su

perficie avaliadas nos quatro pontos nodais do elemento

linear
®i = fungoOes de interpolacgao:
o. =L (g€,
1 4 1 2
o, =1 (e )1,
2 4 1 2
1 (3.1.2'C)
¢3 . ; (1+€1)(1+§2)
_ 1
byt A%

As mesmas funcoes de forma foram utilizadas para des
crever a geometria do elemento e, portanto, o elemento e cha-

mado de isoparametrico.

E possivel, assim, definir os valores das derivadas
das funcdes e avaliar as relagOes de transformagao das coorde-

das como sera mostrado(item 3.5).

16



3.1.3 - Elemento quadrilatero quadratico

Tomadas as fungoes de interpolacgao de segunda ordem
para o elemento quadrilatero quadratico, este fica definido
por oito noés dispostos como indicado na figura 3.1.3.

4 o o ;?3
€2
8¢ I - Q6
o) —O 5
1 S 2

FIGURA 3.1.3 - Elemento quadratico

no £ Ea
1 -1 -1
2 +1 -1
3 +1 +1
4 -1 +1
5 0 -1
6 *+1 0
7 0 +1
8 -1 0

As fungoes de interpolacao, que permitem represen-

tar funcoes com variagao quadratica ao longo do elemento,sao:

@1 = (1—g1)(1-£2)(-€1—€2°1)/4

¢, = (1+€ )(1-€ ) (+& -€ -1)/4
1 2 1 2

0. = (1+48)) (148,) (+€,+E,-1) /4

4 - (1-51)(1+€2)(_€1-€2+1)/4

L=
I

L=y
"

s = (1-6,2)(1-€,) /2
6 = (1-5,2) (1+£,)/2
L= (1-82) (1+E,) /2
g = (1-6,2)(1-€,) /2

L=
]

©
]

(S
1}

17
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3.1.4 - Céelula de integracao sobre o volume - avaliacao de

forcas de corpo

Elementos tridimensionais sao utilizados neste tra-
balho para calcular as integrais sobre o dominio (volume do
corpo),ou seja, integrais do tipo fV b u* dV. Sao elementos
similares aos utilizados no método dos elementos finitos,mas
como ja dito, nao avaliam valores de incognitas e sim os valo-
res de contribuicao de forcas de volume no termo independente

da equagao integral.

Foi utilizado um elemento paralepipédico de oito(8)
nos (variacao linear), conforme a figura 3.1.4.

FIGURA 3.1.4 - Celula tridimensional

As fungoes de interpolagao sao dadas por:
1 ;
¢l = ‘8' (1 + Egl)(l + nni)(l * CCl) , 1=1,8 (3.1.4-a)

onde

gi’”i e Ci sao os valores das coordenadas intrinsecas

nos pontos nodais da celula.
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3.1.5 - Elementos degenerados

Para representacao de superficies mais complicadas
pode-se wutilizar dos chamados elementos degenerados. Estes
sao definidos de maneira que os nos de um de seus lados sejam
coincidentes, conforme a figura 3.1.5. E, utilizam as mesmas

fungoes de interpolacgao que os normais.

Desta maneira nenhuma programacao especial € neces-
saria para se tratar de elementos triangulares; as funcoes de
interpolacao, pontos de integracao, etc. continuam sendo  as
mesmas, necessitando apenas ser observado que no caso de ele-
mento linear os nos 1 e 4 tém as mesmas coordenadas globais |,
enquanto que para o caso de elemento quadratico os nos 1,4 e 8
€ que tém. As coordenadas intrinsecas permanecem sendo as mes

mas utilizadas com os nao-degenerados.

Foram incluidos neste trabalhoe alguns exemplos uti

lizando-os sao apresentados.

S .

- FIGURA 3.1.5 - Elementos degenerados
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3.2 - Equagao integral de contorno discretizada

Considerando, entdao, o contorno do solido discretiza
do em elementos. Para a forca unitaria atuando no ponto ; e na
direcao i, para a expressao (2.3.2-d), obtém-se:

m m 5
C?j u? +£§1 f§euj t{j ds =£§1f$etj u;j ds +)L§]fV;Lbj u;j dv
(3.2-a)
onde
£ =1, numero de elementos (m)
n =1, numero de celulas de integracdo tridimensional (s)
S@ = area do elemento £
vV, = volume da célula g

E possivel tomar a equacao (3.2-a) e representar as
diversas funcoes (deslocamentos, forcas de superficie e forcgas
de volume) atraves de funcoes de interpolacgao (equacbes 3.1.1),

obtendo-se a equagao integral de contorno discretizada para o
corpo:

ry b M urav o (3.2-b)
j ij

m 4
=7 roth oM ur, ds +
- ij X
= =l n

S ]

Os indices em (3.2-b) tem a seguinte variacao:

i,j = 1,2,3 (espago tridimensional)

N =1, numero de pontos nodais do elemento £
. £ =1, nimero de elementos (total = m)

n# =1, numero de células (total = j)

M =1, nimero de nds da célula 2

n = 1, numero de nos do contorno

Com o indice npercorrendo todos os pontos nodais do
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corpo teremos para cada diregao i de um ponto nodal uma equa-
cao dada por (3.2-b). Ha,assim, a formagao de um sistema de

equagbes lineares simultaneas.

3.3 - Formulacao matricial

As equacgoes (2.3.2-d),(3.2-a) e (2.3-b) podem ser re
presentadas matricialmente. Adotando-se as seguintes defini-
goes:

"
1
E" - uzn = vetor de deslocamentos do ponto n com compo
n . o
us nentes nas direcoes Xq,X,,X,
g" = matriz dos coeficientes Cs dos deslocamentos para
o ponto n
u = vetor deslocamentos em pontos arbitrarios do contor
no S
r
|
to= (ty( = forgas de superficie em ponto arbitrario do
Lt3 contorno S
bl
b = sz = forgas de volume em ponto arbitrario do do
b minio V
LS
* u* u* -1
11 12 13
u* = u*1 u*2 uza = matriz da solugao fundamental de
= 2 2
* u* u* Kelvin em deslocamentos
| 31 32 33

WLA OE ENGENHA
- : \Fi4
ad | BBLIOTECA



-
Sl S i W
11 12 13

t* = t:l t:z t:3 = matriz da solucao fundamental de
t* t* t* Kelvin em forgas de superficie

31 32 33

—

(3.3-a)

Resulta a equacgao (2.3.2-d) na forma matricial:

5"9" + fS t* udsS = s

L. S u* t ds + f

v utbav (3.3-b)

Com a superficie do corpo discretizada em elementos
de contorno pode-se montar a equacao (3.2-a) matricialmente:

g U

: b & n

non, v
cu+y f
T oe=1 2

m

t*uds =7y 7

-7 L=1
(3.3-c)

Definindo-se um vetor de funcoes de interpolacao

?T = [@1 o ... o ] = vetor-linha das fungoes de inter

polacao nos nos. de um elemento

e 0S vetores

U' e T = deslocamentos e forgas de superficie nos pon-
tos nodais do elemento considerado (sdo incog
nitas).

Ainda:

@cT = vetor-linha das funcoes de interpolacao de uma ce-
lula de integragao

B. = vetor das forcas de volume avaliado nos nos da ce

lula de integracao.
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Finalmente se obtém a equacao integral do contorno
discretizado na forma matricial:

4 S S PR L [of UN] as -
- =1 Sem ¢~
m b, .
T
= )Y Jou* e T]dSs + } J,u* [¢ B | dS
=1 St 7 asl W~ " €

(3.3-4d)

3.4 - Transformacao de coordenadas

Visto que as integrais sao resolvidas numericamente
e as funcgoOes de interpolagao sao expressas em termos de coor-
denadas intrinsecas (£.), essas necessitam ser transformadas
- 3 . . °
do sistema intrinseco original para o sistema de eixos glo-
bais de referéncia (xi).

Considerando os sistemas definidos na figura 3.4, a
transformagao do sistema X, para o sistema intrinseco implica
na relacao abaixo:

[ du ) 3x, 98X, 9x; | [ 8u ) [ 3u )
3£1 3&1 8%;1 3&1 ax, 3)(1
. au_ | = | 9x; 93X, 93X, ﬁ du L = IJlT u 4
3&, 3E, 9E, 38, X, X,
du 90X dX,  0X3 au du
LBE3J | 9E3 LR 3&; | | 9Xg | L 9X3 |
(3.4-a)

onde |J| € o jacobiano da transformacgao.

Do sistema intrinseco ao sistema global (xi) a rela

cdo usada € a inversa:

23



ou
90X,

ou
90X,

| du
39X 4

—
i
9
VAN
|
V

(3.4-b)

| 3€ 5 |

FIGURA 3.4

Definidas as relacdoes e tomando r no lugar de u:

(1°) Nas integrais de volume:
- a diferencial de volume
valor de ( LA | Y ) dg,dE,dn =
&, 9E&, an

dv

|J] dg,dE,dn (3.4-c)

(29) Nas integrais de superficie:
- a diferencial de superficie

ds = |3 x 2L | gg,de, = |G| dEdE,  (3.4-d)
081 08,
onde |G| = (gf + gf + g? )1/2 (3.4-¢)
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g = ( BXZ 3)(3 _ 3X2 aXS )
i 91 0E&2 982 9&,
g2 = ( 9X; 0X3 _ 9X3 09X3 ) (3.4-1)
9E, JE&, 0E, 09&,
g = (2X1 3x2 _ 3xz 3x;
3 351 BEz 352 agl

Estas relacgoes obtidas sao utilizadas na avaliacao
numérica das integrais envolvidas na equagao integral de con-
torno.

3.5 - Integracdo numérica

As equacoes integrais (3.3-d) devem ser integradas

numericamente.

Aplicando a integragao numérica de Gauss (quadratura

gaussiana - Apendice A) as equacOes (3.3-d) ficam

mop
" Y Y |6l w, (¢t e, UV -
T T =1 k=1 -7 -
TR T N, Rl T
= ¥ 1 1G] w, (u*ro), T + J |J| w.(u* @ " B)
221 k=1 e (T80 T 4 L ¢t o et
(3.5-a)

onde

k = 1, numero de pontos de integragao (total = p)

W, = fator de peso
- (Q*QT)h,(E*QT)k = valores nos pontos de integracao
¢ = 1, nimero de pontos de integragao na célula tridimen
sional (total = d)

W= fator de peso
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T

(u*cbC BC) = valor nos pontos de integracao da célula c.

e

Os termos integrados numericamente para o no n (equa
cao (3.5-a)),relacionam-no com os demais nos do elemento £ so
bre o qual a integragao € feita, e no desenrolar do processo
com todos os elementos do contorno.

3.6 - Formagao do sistema de equagoes

Como visto no item 3.3, para cada diregao em um ponto
nodal onde ha aplicacao da carga concentrada unitaria, obtém -
-se uma equacao. E, pois, formado um sistema com um numero de

equagoes igual a trés vezes o numero de nos do contorno.

Entao, com (3.5-a) pode se obter um conjunto de tres

equagOes para cada no, que podem ser escritas como:

ctult+ [ﬁ ﬂ .o ﬁ e ﬁ } u11
~ - ~ny ~n2 ~nn ~nN ~
u2
T .7
N
u
Lo~
= i 1ﬂ n
[ gnl gnz tee Bpp vt gnT] L +b
t2
< 7 >
T
L E o (3.6—8.)

onde

u) e t) sd3o os deslocamentos e forcas de superficie in-
cognitos ou prescritos (conhecidos) nos nos do
corpo

b" a contribuicao das forcas de volume no né n

26



&
il

~nn

os coeficientes de interagao que relacionam os
deslocamentos e as forcas de superficie do no

com todos os outros nos do contorno

numero total de nos do contorno discretizado

numero total de forcas de superficie aplicadas

Fazendo as submatrizes diagonais formadas

(3.6-b)

pode-se escrever o sistema matricial completo (mas nao ordena-

do) de equacgoes formado como segue:

onde

~11

*2 1

~N1

i]

[
(¢

h ...h | [u] Loe T[] [b2)
=14 ~1N = g11 g12 g1T - (
h eon B u? . £2 b2
~3 2 ~2N - g21 g22 ng J = J~
{ r = s . = r 4. f
N T N
h h t b
N2 || ¢ Eny Ene Byt | - > ]
. - J - . ~ J ~
(3.6-¢)
Ou, compactamente,
uj = 8iy tk + bi , comi,j =1a SXn?mero de nos(N)
k = 1 a 3xnumero de forgas
de superficie (T).
O conjunto pode ser expresso cCoOmo
= GT + B (3.6-d)
T sao os vetores dos deslocamentos e das forcas de
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superficie respectivamente (dimensdes: 3Nx1 e 3Tx1)

B vetor dos valores das contribuicoes das forgas de volu-
me (dimensoes: 3Nx1)

H matriz dos coeficientes de deslocamentos (dimensoes:
3Nx3N)

G matriz dos coeficientes de forgas de superficie (dimen

soes: 3N x37).

0 calculo dos coeficientes constantes cij(matriz ch
que sao os coeficientes das matrizes-diagonais da matriz H, €
realizado indiretamente, como exposto em 2.3.3, pela conside-
racao de movimento de corpo rigido: a equacao matricial(3.6-d)

resulta

HI =0 (3.6-¢)
onde

I = vetor unidade

Q = vetor nulo.

Entao os termos das matrizes-diagonais de H serao a
soma dos termos de H nao pertencentes as matrizes-diagonais

com o sinal contrario, como segue:

h.. u. =0 = h.. = - h.. (3.6-1)
1) ] 11 17 ij

De acordo com a formulacao tedrica do método, segun-
do as condigbes de contorno em S; e S,, para cada direcao em
um no havera um valor incdgnito (deslocamento ou forca de su-
perficie) e um valor conhecido (forgca de superficie ou deslo -
mento) .

Deve ser feita, entao, uma reordenagao nas matrizes

de maneira que as incognitas se situem somente do lado esquer-
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do e os valores conhecidos passem a formar o vetor dos termos

independentes do sistema ( Aij Xj = Ci).

Desta forma a equagao matricial do contorno (3.6-d)

torna-se.

AX=c (3-6-g)

onde

X = vetor das incognitas do sistema (dimensao3N x 1 )

A = matriz quadrada cheia, nao-simeétrica, cujos valores
dos coeficientes sao hij ou gij correspondentes  as
incognitas u; ou t, de cada uma das direcoes de um
no (dimensao3N x 3N)

C = vetor que contem os valores prescritos de desloca-

mentos, u;, ou de forcas de superficie, t., multi-

plicados por hij ou g respectivamente, mais a con

1]
tribuigéo das forcas de volume.

A solugao do sistema, por exemplo pelo método de eli
minagao de Gauss, conduz aos 3Nyvalores incognitos de desloca-

mentos e de forcas de superficie.

3.7 - Calculo dos deslocamentos e tensoes no interior

Conhecidos os valores incognitos do contorno pode-se

calcular valores internos de deslocamentos e tensoes.
Para isso sao utilizadas a equagao (2.4.1-a) e a e

quacao (2.4.2-b), que para integracao sobre os elementos assu

mem as formas:
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m m
W= - T st T as 4 T s ur (of1h) as s
51 % 21 %
+ § fv u* (o1BM) av (3.7-a)
ey Y& G =G
m m
T, N T.N
R " U S:: " T V.., d5 *
OlJ EZ] fsz(_ Y ) le dS + [—Z] fSZ (~ = ) le
A
T M
£ Y 1y @Y o av (3.7-b)
% Y& c~C ijk

A obtengdao do valor nc interior € feita avaliando as
integrais sobre todos os elementos do contorno e somando a in-
tegral proveniente das forgas de volume ao resultado.

3.8 - Implementacao computacional

Neste item € feita uma breve descrigdao do programa de
senvolvido que teve como objetivo principal um estudo inicial
de elasticidade tridimensional através de elementos de contor
no. '

3.8.1 - Caracteristicas gerais do programa

O desenvolvimento computacional foi efetuado na confi
guragao atual do Centro de Computacao Eletronica da Universi-
dade Federal do Parana - DEC-System-10 com 256K bytes de memo

ria principal.

0 programa em si contém a formulacao para elementos
de contorno em elasticidade linear tridimensional com elemen-
tos quadrilateros de primeira e segunda ordem.

Como dados do programa sao introduzidos os valores

dos numeros de nos e de elementos, o tipo de elemento (nime-
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ro de nos por elemento), numero de pontos no interior e numero
de pontos de.integragéo desejédos em cada diregao. Ainda valo
res das constantes: modulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson. Depois € a vez das coordenadas nodais, seguidas das
conetividades dos elementos.

Os dados relativos as condigoes de contorno sao 0s
seguintes, obedecendo a uma chave: deslocamentos nodais pres-

critos (0) ou forgas de superficie prescritas (1).

Ha ainda a possibilidade de serem fornecidas forgas de
superficie por elemento, facilitando a entrada de dados do con
torno.

0 sistema de equagoes foi construido de modo direto ,
isto €, a colocacao dos coeficientes € feita logo apos o cal-
culo destes. Os coeficientes de deslocamentos sao multiplica -
dos pela maior distancia entre nos e os de forca de superficie
pelo valor do modulo de elasticidade longitudinal, de maneira
a se obter grandezas equivalentes entre os coeficientes finais

da matriz do sistema e o vetor dos termos independenteslg.

A matriz resultante, como visto,é cheia e nao-simétri
ca. Esta desvantagem pode ser suprimida dividindo-se o corpo
em sub-regioes e resolvendo cada uma, obtendo-se um sistema de
equacoes do tipo banda. Assim, € possivel o uso de materiais
diversos.

Para problemas muito grandes € necessario se usar Uu

ma solugao em blocos para redugao de memoria necessaria.

A solugao do sistema de equagdes lineares obtido €
feita por uma rotina de eliminagao de Gauss comum. Segue-se,

entao, o calculo das incognitas no interior.

Os resultados sao: deslocamentos dos nos do contorno,
forcas de superficie reagentes por nd ou por elemento e deslo

camentos e tensoes em pontos do interior do corpo.
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3.8.2 - Estruturagao do programa - diagrama de blocos

A apresentagao do diagrama de blocos, figura 3.8.2 ,
fornece uma adequada visao da implementagao efetuada e de co-
mo se processa o método para a obtencao dos resultados.

Dados INPUT
T ——

Determinacao das restricoes dos elementos

|

Soma e/ou atribuigdo dos valores nodais de Main.

forgas de superficie aos valores por elem.

] _________________

Calculo da contribuicao do efeito de for-
¢as de volume no vetor dos termos indep.

—+Para cada no | o

 Para cada elemento | =

- FMAT
Calculo dos coeficientes das matrizes da
solucao fundamental (subrotina INTE )
l
Montagem direta dos coeficientes de des- W
locamentos e de forgas de superf. na ma-
triz do sistema e no vetor dos t. indep.
4
1 e S e e e
Solugao do sistema de equacoes SLNPD
[ _________________
Montagem dos vetores resultantes para os '
deslocamentos e forgas de superficie ML
[ et
Calculo das incognitas no interior INTER
[ e T
Resultados ouTPuT
FIGURA 3.8.2
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4 . INTEGRAGAO ANALITICO-NUMERICA PARA O ELEMENTO
QUADRILATERO LINEAR - CONSIDERACOES

4.1 - Introdugao

Tem-se observado14

que existe a possibilidade de
obtencao de melhores resultados atraves do uso de integracgao e
xata em vez de numeérica nos casos onde o ponto de integracao (
ponto onde se localiza o efeito da carga concentrada unitaria)
esta no mesmo elemento que o ponto de singularidade (ponto de
aplicacao da carga concentrada unitaria), isto €, onde a dis-
tancia entre os dois pontos ( r ) na solugéo’fundamental tende
a zero (r»0), e consequentemente o coeficiente 1/r tende ao in
finito (1/r-x).

Na figura 4.1 sao mostradas duas situagOes possiveis.

Uma, quando o no de aplicagao da carga pertence a trés diferen
tes elementos de superficie. A outra, quando este no pertence
a dois elementos adjacentes.

Na referencia as integrais sao desenvolvidas para o
caso de elementos de superficie triangulares lineares; aqui se
gue um desenvolvimento para o caso dos elementos quadrilateros
lineares. Além da consideragao dita de precisao (quando o no
pertence ao mesmo elemento que o ponto de integracao as distan
cias podem tender a zero), este desenvolvimento implementado ,
de uma maneira geral, acarretaria numa consideravel reducao de
tempo computacional.
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FIGURA 4.1

Foi concluido que, desde que o desenvolvimento depen-
de da forma do elemento, exigindo consideragOes matematicas com
plicadas, mesmo para o caso simples considerado, que nao € um
procedimento geral, nao pode ser levado a cabo para um elemento
de ordem mais alta que um e com geometria curva e orientagao ar

bitraria no espaco.

Alem disto, tanto de experiencia de programacao pro-
pria, como de 1iteraturaz, observa-se que na pratica o erro en-
volvido no uso de ponto de integracao no mesmo elemento que O
ponto de singularidade € pequeno, pois como foi dito em 3.8.1,
as matrizes foram montadas de uma maneira adimensional e um pon

to de integragao nunca chega a ser coincidente com um no.

Por estas razoes este desenvolvimento € incluido uni-

camente por interesse.

4.2 - Procedimento adotado

Assumiu-se que o elemento linear € plano e reto (im-

plica em lﬁ] = (area do elemento)/4 ).

A solucao fundamental de Kelvin para os deslocamentos

na integracao foi considerada em duas parcelas de uma soma:
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G|

*

i
g {(3-4v) 6.. + T . 1 .} =
1J 16 mG6 (1 -Vv)r 1) 1)

. Cl.Qi |G|

(1 * EE.J(1 + mn,)
=C1 C2 1 1 ab 5.. +
4r 1)
(1 + ££.)(1 + nn.)
% = ab (r i T L) =

4r :

+ C,

= A, + B, (4.2-a)
Esta expressao matricialmente € dada por:

A1+B11 B B1is

B;j = B2:1 A2+B22 Bas (4.2-b)

B3 B3z A3+Bas

Surgem, assim, tres possibilidades para a parcela B
em termos de desenvolvimento da integragao como pode ser perce
bido tomando por exemplo um elemento com a face orientada se-
gundo dois eixos de referencia (figura 4.2):

(1 #+ EEi)(l + nni)

.. = C ab(r. 1 .)
d 1 4r : )
_Jr € - &
r . = = a
1 0X. T
i
n=-n
. = or 1 b
»J X . r
J
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" FIGURA 4.2
2

As tres possibilidades sao parcelas multiplicadas por
(e-&;) (n-ny)ab/r , (g-g;)* a®*/r? ou (n-n;)?b* /r?

Para o caso geral a matriz da solugao fundamental em
deslocamentos e€:

—

Mr (LD EE? CLIERES) Cods A

Ay+ (...)(ai)z (...)(ﬂ—)(ﬂ"— (4.2-¢)

aXZ

sim. Az+ (. )( )2

Tomando um elemento genérico no espaco tridimensional
se obtem as expressoes das coordenadas intrinsecas em termos
das coordenadas do sistema de referéncia global e, tambem, das
derivadas que as envolvem e sao necessarias aos calculos envol-
vidos (Apendice B).

A integragao se procede segundo as duas diregoes de

coordenadas intrinsecas no plano do elemento, primeiro segundo
£ e depois na direcao de n.

fs Qi u;j dsS =

7 ﬂ C1 (E'gl) (n-ni)
= (1+€£ ) (I+nn )— { Gy + ; ab} ab d¢ dn
-1 ..1 T T

(4.2-4)
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siveis para B..
v p T

-+

+

+

Isto e feito para as parcelas Ai e as tres parcelas pos

se obtendo as expressoes integradas:

(1°) Para o termo Ai:

C.C, {p??- p’- ps+ pd } +
12ab
gi ni
x {Csp1- Cspa- Csps+ Cepul} + 7 1Csp1- Cspo- Cups+ Cy pu}
Caii Cs +p1 Cu &5 Ce +pu
Cyfl=ge= » 1} KOQ(E:IB;) * Oy fgg= * 1} Log (57
Cs nj C3 +py Cy *+py

Cs{—zg— + 1} KOQ(C .y )+ CG{_—B_ + 1} log(c D2 )

(4.2-¢)
(2°) Para os termos B..:
)
1€ln
TR {C3Csp2- C3Cspr- CyCsps- CyCepy }+
a
Cing , Csgy Cs +py Cy &5 Ce +pu
75 {C5 ( T2 T 1) ﬂog(ﬁg:g;)'* s —=5 D) ZOQP———‘—)}
Ci gy ) Csny Cs3 +py Ceny Cy +pu
;o (6 (3 + D Loglgagy) + G (5 D) Lodgreg,)
Clgl
4a {Cyp3s- Cypu- Cap1+ Cspal+
Cim.

—435 {Csps- Copu- Csp1*+ Cop2}+ Ci(p2- p1* P3- Pu)

(4.2-f)
Cig;ny
——— {p1' p2- 3'*‘ Pu} +
6 ab
Clgini
——— {C3p1- Cfp>- Clps+ Cip.}+
4 ab
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onde

Cin

+ 4bl { -Cspa# Capz * Cops- Cupu} +
Cl €1
* spe { Cspi- Gp2- Csps+ Cepu } +
Csni Ca+pa Ce i Y Cy +py
+ C;Cs (T +1)£09m + GG ( ) +1)[’09C3+p2
Ci&;n;
B; = ——= {p’- p’- pi+ pd+
6ab
Clgini 2 2 2 2
+ ——— {- Cép1+ Cépo+ Céps- Cépus} +
4ab
Clgl
il {- Csp1+ Gp2+ Csps- Cegpu } +
Clni
+ 7b {Cipr- C3pa- Cups+ Cyupy I+
Cagy Cs +p1 Cu & Ce *+Pu
+ CICS( 4a +1)£09C5 +p2 + CIC'*( 4a +l)'€09C5 +p3
(4.
_ 1 _
C, = C, = (3 - 4v)
16 # G (1 -v)
C; = a(l - gi) Cy = -a(l +g1)
Cs = b(l - ny) Ce = -b(1 +n.)
pr =/ €+ C3 py = / C& + C?
p: =/ C¢ + C} py =V C& + Ci
aeb sao os semi-comprimentos dos lados do elemento.

(4.2-g)
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Para elementos regulares as expressoes anteriores se

reduzem a:

CI-CZ' a b d—2bni
A = —E—— {35 (2a-d) + za (2b-d) - Zani 209(——75__)}
1 O a2 d-2bn;
B = —3- {gini (3a+3b'd) g F’l —b— Zog(—z—é-——) -
b2 d-Zagi

2 . ¢, q2ld - 2a)

tny g L0907

6b

3. (b(d = 2b) _ a(d - 2a)

6a

onde

B d-2ak.
- 2(d - 2b) _ p pog(——2))
3a 2b
d—ani
- nja Log(——=)}
3b 2a

(4.2-1)

d = diagonal do elemento = /(Za)2 + (2b)?

As expressoes (4.2-i) funcionam no caso do no em con

sideragdao (nd i) coincidir com o no do elemento (no j). Como

havera coincidencia dos pontos de integraciao para qualquer nod

do elemento que tém o nd de aplicagao da carga unitaria, a in-

tegracao exata deve ser estendida a estes nos.

A conversao das expressoes vem de analise feitae cor

responde a:

0s termos em

FUE

podem ser substituidos por

&5M;
1 + n:N-:
- 1)
( 5 )Ej
1 + £.E.-
(_____i_l )
) J
(1 + ngns) (1 + E4€5)
4
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Para elementos regulares as expressoes anteriores se

reduzem a:

. CI-CZ e d-2bn.
e a b i
A= —E—— {35 (2a-d) + 35 (2b-d) - Zan.1 309(‘—75")}
1 G a2 d-ani
B™ = Y {ggn; (3a+3b-d) + £, — Log(—7—) +
b2 d-Zagi

*ny oz t0g(=p)

- . N d-2akt.
BZ - Ci{a(d 2a) _ b(d 2b) _ Eib Log( 1)}
6b 3a 2b
_ d-2bn .
B3 = o (b(d - 2b) _ a(d - 2a) _ R iy
6a 3b 2a
(4.2-1)
onde
d = diagonal do elemento = /(Za)2 + (2b)?2
: As expressoes (4.2-i) funcionam no caso do no em con
sideracao (n6 i) coincidir com o no do elemento (no j). Como

havera coincidencia dos pontos de integracao para qualquer no
do elemento que tem o no de aplicacao da carga unitaria, a in-
tegracao exata deve ser estendida a estes nos.

A conversdo das expressdes vem de analise feitae cor

responde a:

os termos em - podem ser substituidos por

gi”i Ejnj
” 1+ ninj

&5 1

2 J
1 + E.E.

n; (———— In

i 5 j

1 + n.n.)(@1 . E.
. ( njn;) ( £i€5)

4
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4.3 - Coeficientes da solucdo fundamental de forcas de superfi

cie
Quando o né de aplicagao da carga unitaria (no i) e
0 n0 j estao no mesmo elemento o vetor r (distancia) esta no
plano do elemento e a derivada direcional & igual a zero. A ex

pressao da solugao fundamental de forcas de superficie fica

1
t¥. = T :+ N. = ¥ = N ) (4.3-a)
1) 8 m (1 - v) r? 2 ) & e

E para a diagonal principal (i=j) o termo de forgas
sera nulo.

A matriz resultante &, pois, antissimétrica.

*

~ijln6 i =
- . [ mesmo elemento
no j

0 (r,lnz- r’znl)(r,ln - T nl)
(r,zn1 - ¥ 1nz) 0 (r, n-r,n )
L(r,gn1 - r,lns)(r’anz— r’zna) 0 ]
(4.3-b)
Lembrando que
r . = 9r _ 3r 3§ , 3T 9 (4.3-¢)

Bxi 0k 3xi on Bxi

e que os cossenos diretores n; sao constantes dos elementos,
cada parte de um termo da matriz sera a soma de duas parcelas
devido a derivada do vetor distancia em relagao as coordena -

globais conforme (4.3-c).
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Entdo, avaliando estas parcelas obtém-se as expres-

soes correspondentes.

A matriz resultante € antissimetrica e 0s termos sao

dados por:
-Gy a R )b 2 (Cy+p3) (C3+p,) )
+ E.E. + n.n. 0g +
L 173 i3 (Ca*p1) (Co+py)
G, (Cs+p1) (Ce +py)
+ o (1 + £E) n, { Cilog—— + Chlog——— 1} +
. J J (Ce +p2) (Cs+ps3)
- Ci&:m. (Cs+p1) (Ce *+pu)
+ —31J {C32£og—-———— + C.fﬂog-——————— } o+
8a (Ce +p2 ) (Cs+p3)
C:bE&.
g | £ nin-){ -P1 +P2 *P3 -y 1
4a J
Clg.n.
i —gu { Csp1- Cepa- Csps+ Copy } (4.3-d)
a
e
(05} (1 )1 ) s 2 (Ce +p2 ) (Cs +p3 ) ;
+ E.E. + n.n.ji{a Log +
- & ol ol (Cs +p1 ) (Ce +Pu)
C (Cs+p1) (Cu +py )
Wl (1 + ninj) £. { CsLog—— + Cg Log—— } +
J (Cy +ps3) (Ca+pz)
Ci&.n. (C3+py) (Cy +py )
+ —1 1 (eprog——— + Cllog— } +
8b (Cy +P3 ) (Cs+p2 )
Cian,

+ ——Zgl (1 + Eigj){"P1+P2+P3'Pu}+

CIE.n.
o __gi—l {Csp1- C3p2- Cups+ Cupy} (4.3-e)

Os termos envolvendo logaritmos requerem atencgao:gp
~servando CL Log(Cj+pk)/(C£+pm): sao nulos quando p e C sao
nulos ou C & nulo. Alguma duvida surge na interpretacao da par

cela tipo
41 : ESCOLA BE ENGENHARIA
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Cib (Cu+p3) (Cs+p;)
- (1 + ninJ)(l * Elg) zog
4 J (Cs+p1) (Cy +py )

que aparece somente quando i=j.

Este termo tem valor 0/0, isto €, um valor indetermi
nado. Acontece que, nestes pontos, o valor (indeterminado) e
determinavel através da consideracao de movimento de corpo ri
gido (ver 2.3.3).

4.4 - Discussao

A complexidade e quantidade de consideragoes pode le
var a obtencao de expressoes incorretas, cuja verificacdo € qua
se impossivel; porém, esforgos foram gastos na tentativa de im

plementagao deste item.

O desenvolvimento da integragao exata, como apresen-
tado, foi longo e laborioso. Muitos passos foram suprimidos,
ficando, porém, a idéia geral do pretendido exposta neste capi
tulo.

Uma tentativa para elementos de mais alta ordem jul

ga-se fora de proposito.
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5.EXEMPLOS EAAPRECIAQAO DOS RESULTADOS

5.1 - Introducgao

Foram analisados quatro exemplos com diferentes ma-

lhas de elementos e diversos esquemas de pontos de integracao.

5.2 - Cubo unitario

Procurou-se averiguar a exatidao da formulacdao por
um exemplo bastante simples, abaixo descrito.

Atraves do estudo de um solido paralepipédico de a-
restas unitarias submetido a uma carga de tragao tambem unita-

ria e distribuida,aplicada na direcao x, sobre uma das faces ,

1
pretendeu-se verificar alguns aspectos de precisao dos resul-

tados obtidos com a formulacdo do metodo dos elementos de con-
torno adotada neste trabalho.

O cubo unitario teve seus deslocamentos das faces
de normal negativa, ou seja faces formadas pelos eixos do sis-
tema de referencia, restringidos na direcao das normais a es-

tas mesmas faces.

A discretizacao do contorno do solido foi elaborada
com elementos quadrilateros lineares (malhas de 6,24 e 54 ele-
mentos), quadraticos (malhas de 6 e 16 elementos) e degenera-
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dos (12 elementos lineares e 12 elementos quadraticos).

Para algumas malhas foram anotados os resultados de
diferentes esquemas de integracao (de 2x2 a 10x10 pontos de in
tegracao. No método dos elementos de contorno, diferente do mé
todo de elementos finitos, ndo existe até o momento, regra fi-
xa para determinar quantos pontos de integracdo sao necessa-
rios. Pode se examinar, por enquanto, a convergencia.

Ainda foram usadas variacoes nas constantes elasti-
cas do solido (modulo de elasticidade transversal e modulo de
Poisson). O modulo de elasticidade longitudinal (E) foi manti-
do com valor unitario (observe-se que G=E/2(1+v) )e v = 0.3.

r A4

8 nos e 6 elementos 26 nos e 24 elementos

P R AT
A S

AN

N

/) ~

8 nos e 12 elementos degen.

56 nos e 54 elementos

FIGURA 5.2-(a) - Malhas de elementos lineares
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— e

20 nos e 6 elementos 24 nos e 10 elementos

26 nos e 12 elementos degenerados

FIGURA 5.2-(b) - Malhas de elemen

tos quadraticos

5.2.1 - Resultados comparados das diferentes malhas

Foram comparadas execugoes das sete diferentes malhas

com 4x4 pontos de integragao por elemento, conforme a tabela que

segue.- tabela 5.2.1.

Resultados ruins foram observados para as malhas de

elementos quadraticos no calculo de valores do interior.

Os resultados tabelados representam o valor da media

seguida do correspondente desvio-padrao.
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TABELA 5.2.1

Resultados comparados de diferentes malhas

I.TNEARES ‘ QUADRATICOS DEGENERADOS VALOR
6 24 54 6 16 12 lin. 12 qua. EXATO

elementos

deslocamento maximo

diregao Xy 0.9686 0.9822 1.0017 0.9308 0.9390 0.9588 0.9080 1.0000
+0.0000 +0.0012 +0.0129 ¥0.0991 *0.0453 ¥0.0253 £0.0676

X, -0.2961 -0.2983 -0.3040 -0.3164 -0.3026 -0.2970 -0.2977. -0.3000
*0.0000 *0.0006 *0.0124 t0.0581 +0.0299 £0.0033 *0.0368

Xz -0.2961 -0.2983 -0.3182 -0.3103 -0.3026 -0.2928 -0.3080 -0.3000
*0.0000 +0.0006 $0.0211 £0.0567 ¥0.0299 £0.0081 £0.0384

deslocamento - ponto central no interior

direcgao X 0.4824 0.4897 0.4536 0.5914 0.7060 0.5079 1.3400 0.5000

X, -0.1475 -0.1494 -0.1505 ~0.2118 -0.2268 -0.1660 -0,3522 -0.1500

Xz -0.1475 -0.1494 -0.1496 -0.2324 =02782 -0.1795 -0.1048 -0.1500

forgca de superficie reagente

diregao Xq -1.0000 -0.9977 -1.0084 -0.5877 ~-0.8007 -0.9821 -0.8773 -1.0000
+0.0000 +0.0045 +0.0416 +0.2307 £0.4460 £0.0744 *0.3478

tensao - ponto central no interior

direcao X 0.9869 0.9892 0.9027 -2.9840 -13.6124 0.8971 -7.4748 1.0000
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TABELA 5.2.
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8 Nos e 6 Elementos lineares
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~de central X1 pto. desloc. UCP 'R
integr. Xy X, Xy X, X, Xg central max. Xy (s) s g
o
83
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TABELA S.Z.i-(b) - 26 NOs e 24 Elementos Lineares

pontos desloc. maximo desloc. pto. tensao % erro tempo
~ de central X1 pto. desloc. UcP
integr. Xy X5 Xy X4 X, Xq central max. Xy (s)
2x2 0.9335 ~0.2927 -0.2927 0.4618 -0.1478 0.8938
£0.0051 £0.0025  +0.0025 0.7 Sl
3x3 0.9697 -0.2971 -0.2971 0.4819 -0.1490 1.0728 3.1 19.24
+0.0021 +0.0010 +0.0010 )
4x4 0.9822 ~-0.2983 -0.2983 0.4897 -0.1494 1.0224
£0.0012 £0.0006  +0.0006 L8 fia0e
5x5 0.9881 -0.2988 -0.2988 0.4931 -0.1496 1.0091 1.3 40.11
+0.0008 +0.0004 +0.0004 '
6x6 0.9913 -0.2990 -0.2990 0.4950 -0.1497 0.9978 0.9 54.62
+0.0005 +0.0003 +0.0003 ’
10x10 0.9961 -0.2995 -0.2995 0.4978 -0.1498 0.9811 0.4 2:16.12

+0.0002 +0.0001 +0.0001
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TABELA 5.2.2-(c) - 56 NOs e 54 Elementos Lineares

pontos desloc:. maximo desloc. pto. tensao $ erro tempo
de x1 pto. desloc. UcP

integr. X4 X, X Xy X, Xg central max. Xy (s)

2x2 0.9686 -0.3011 -0.3166 0.4330 -0.1471 0.8361 3.2 57.42
+0.0122 +0.0126 +0.0191

3x3 0.9910 -0.3032 -0.3153 0.4480 -0.1506 0.8720 0.9 1:23.30
+0.0123 +0.0127 +0.0221

4x4 1.0071 -0.3040 -0.3182 0.4536 -0.1500 0.9026 0.7 2:04.47
+0.0129 +0.0124 +0.0218

5x5 1.0052 -0.3041 -0.3167 0.4560 -0.1507 0.9073 0.5 2:55.27
+0.0134 +0.0126 +0.0218

6x6 1.0020 -0.3045 -0.3185 0.4575 -0.1503 0.9170 0.2 4:06.00

+0.0120 +0.0125 +0.0219
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TABELA 5.2.2-(d) - 20 N&s e 6 Elementos Quadraticos

pontos desloc. maximo desloc. pto. tensao % erro tempo
de central X1 pto. desloc. UCP

integr. X X, Xz Xq X, Xq central max. X (s)

3x3 0.9721 -0.2514 -0.2005 1.2815 -0.2955 0.0199 2.8 5.89
+0.0933 +0.0761 +0.0909

4x4 0.9308 -0.3164 -0.3103 0.5914 -0.2225 -2.9841 7.0 9.02
+0.0991 +0.0581 +0.0567

5x5 1.0326 -0.2691 -0.2691 1.3676 -0.3034 -0.0583 3.3 12.89
+0.1065 +0.0745 +0.0745

6x6 0.9558 -0.3090 -0.3090 0.7077 -0.2458 -0.1800 4.4 17.80
+0.0739 +0.0419 +0.0420

10x10 0.9741 -0.3062 -0.3062 0.8039 ~0:2623 -0.1284 2.6 45.72

+0.0471 +0.0274 +0.0274




5.2.3 - Resultados para diferentes valores das constantes

elasticas

Foram executadas as malhas de 8 nos e 6 elementos 1li-
neares e de 26 nos e 24 elementos lineares para valores de mo-
dulo de elasticidade transversal (G) = 0.5,0.4167,0.3850, cor-
respondendo a um modulo de Poisson (v) = 0.0,0.2,0.3 (Tabela
5.2.3) e um modulo de elasticidade longitudinal constante (E) e
com valor unitario.

Embora tenham sido observados resultados para diferen
tes numeros de pontos de integracao, foram tabelados neste item
somente os resultados para o esquema de 4x4 pontos que fornece
uma boa pretiséo.

TABELA 5.2.3

malha 8 nos-6 elem. 26 nos-24 elem.
coef.Poisson- v=0.0 v=0.2 v=0.3 v=0.0 v=0.3

deslocamento maximo

diregao X, 0.9689 0.9703 0.9686 0.9822 0.9822
+0.0000 +0.0000 +0.0000 +0.0013 +0.0012

X, Xg -0.0085 -0.2003 -0.2961 -0.0055 -0.2982
+0.0000 +0.0000 +0.0000 +0.0005 +0.0006

deslocamento ponto central no interior

direcao x 0.4825 0.4832 0.4824 0.4896 0.4897

1

X, Xq -0.0042 -0.0997 -0.1475 -0,0030 -0.1494

tensao (principal) diregao X,- ponto central do interior

0.8937 0.9340 0.9811 0.9894 0.9892

forga de superficie reagente na direcao Xy

-1.0000 -1.0000 -1.0000 -0.9980 -0.9977
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5.2.4 - Conclusoes

Os resultados apresentados para diferentes malhas mos
tram um bom comportamento para os elementos lineares. Os elemen
tos quadraticos n@o tiveram no geral resultados tao precisos
quanto esperados. Pode-se dizer que eles se mostraram muito ins

taveis .

Os elementos lineares, mesmo os degenerados, apresen-
tam bons resultados, simétricos como o carregamento e a teoria
exigem, inclusive para os pontos no interior, como pode ser ve-
rificado nos itens precedentes deste capitulo.

Ainda quanto a rotina utilizada para calculo de incog
nitas no interior, pelos valores obtidos, resultou nao ser ade-

quada para os elementos quadraticos implementados.

Observou-se também, que quanto maior o numero de pon-
tos de integragao usados melhor os resultados, embora para maio
res densidades de pontos, como 10x10, a implementagao torna-se
proibitiva.

5.3 - Peso proprio

O mesmo solido paralepipedico, exemplo do item 5.2,
foil utilizado para testar o procedimento de avaliagao da contri

buigao de forgas de corpo ou de volume pela formulacao adotada.

Foi usada uma célula de integracao tridimensional com
4x4x4 pontos de integragao. O cubo unitario teve restrigoes de
deslocabilidades so em uma das faces e foi submetido a acgao de
peso proprio. A tabela 5.3 mostra os resultados obtidos para um

peso especifico (y) = 0.1 e mddulo de elasticidade longitudinal
(E) = 1.0 .

0 resultado obtido foi bom, da ordem dos obtidos no i
tem precedente para o contorno. No interior, porém houve algu-
ma perda de precisao.
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TABELA 5.3 - Peso proprio

Malha de 8 nos e 6 elementos lineares Valor exato

desloc. maximo na
direcao do efeito -0.4808 -0.5000

desloc. no interior na
direcao do efeito -0.2226 -0.3250

5.4 - Cilindro oco de paredes espessas

Neste exemplo foi utilizado um cilindro oco sob acgao
de uma pressao interna radial uniforme. Pela simetria somente
foi discretizado um quarto de uma faixa do cilindro, obedecen-
do, entao, as condigOes de contorno para um estado plano de de
formacgoes: foram impedidos os deslocamentos longitudinais nos
topos do quarto de cilindro discretizado e os deslocamentos
circunferenciais das faces nos planos de simetria.

Foram executadas diversas malhas para 4x4 pontosde
integracao. Estas com elementos lineares normais e degenerados
separados e em conjunto.

Os resultados foram comparados a resultados analiti-
cos e a obtidos pelo método dos elementos finitos em duas ma-
lhas de elementos de um grau de discretizacao aproximadamente
igual ao das usadas com elementos de contorno.

5.4.1 - Dados numericos

Geometria - R = 20.0 cm (raio externo)
r = 10,0 cm (raio interno)
h =10.0 cm (altura)
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2
2.0 x 10° kN/m“ (modulo de elast.)

Constantes fisicas - E

V = 0.3 (modulo de Poisson)

i

:
Carga - p = 200 kN/m“ (pressao radial interna).

5.4.2 - Discretizagoes adotadas

Foram utilizadas quatro malhas de elementos lineares:
duas soO0 com elementos lineares normais; uma sO com elementos de

generados e a outra uma malha mista (figuras 5.4.2-(a) e (b)).

As malhas de elementos finitos aparecem na figura

5.4.2-(c).

18 elementos
20 nos

/
—
/

g

FIGURA 5.2.2-(a) - Malhas so com elementos

34 el to
elementos P

36 nos

lineareg
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36 elementos

degenerados

20 nos

10

16

20

elementos
normais
elementos
degenerados
nos

FIGURA 5.4.2-(b) - Malhas com elementos lineares

normais e degenerados
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6 elementos
finitos
28 nos

12 elementos
finitos

42 nos

-

- FIGURA 5.4.2-(c) - Malhas de elementos

finitos
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5.4.3 - Deslocamentos radiais (em 107° m)
TABELA 5.4.3
valor elementos de contorno elem. finitos
raio exato .~ 18E20N . 34E36N = 36E20N 26E20N 6E28N 16E42N
10 1.907 1.800 1.808 1.795 1.801 1.708 1.845
12.5* 1.603 1.694 1.322 2.466 1.670 - -
15* 1.416 1.531 1.115 2.088 1.482 - 1.378
17.5* 1.294 1.335 0.932 1.755 1.268 - -
20 1;213 ‘ 1.160 _1,167 1,162 ‘1.167 1.116 1.185
Observacao - * Para r 12.5,15.0 e 17.5 os valores tabelados

sao internos.

5.4.4 - Tensodes no interior (em 10 kN/mz)

TABELA 5.4.4

valor elementos de contorno elem. finitos

raio exato 18E20N 34E36N 36E20N 26EZ20N 6E28N = 16E42N
1445 -10.4 -9.23 -10.87 -15.60 -9.49 - -11.40
15 ~5s19 -5.96 -6.47 -9.33 -6.36 - -5.64
17.5 -2.04 -2.29 -4.71 -6.24 -2.57 - -2.26
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5.4.5 - Conclusoes

As malhas mais simples apresentaram melhores resulta
dos, embora possuissem um menor numero de elementos (malhas de
18 elementos e de 26 elementos(mista)). Possivelmente as razoes
sejam problemas de integracao e precisao inerentes a formulacgao
e o carater misto do elemento, isto &, com deslocamentos e/ou

forgas de superficie como incégnitas).

A malha mista (com 10 elementos normais e 16 degene-
rados) apresentou resultados bastante satisfatorios, ao passo
que a malha exclusivamente com elementos degenerados foi a que
piores resultados apresentou. Nestes resultados certamente hou-
ve a influencia da discretizag@o geométrica adotada (elementos
e nos).

5.5 - Viga engastada

Foi discretizada uma viga engastada atraves de uma
malha de 10 elementos quadraticos. Foi,entao, submetida a dois
carregamentos distintos: carga concentrada no extremo livre &

carga distribuida sobre todo o seu comprimento.

Os resultados foram tabelados e comparados com a so-

lucdo analitica da teoria da resistencia dos materiais.

5.5.1 - Modelo discretizado adotado

A viga foi discretizada como mostra a figura5.5.1-(a).

. A carga distribuida foi aplicada em todos os nos da
face superior da viga e a carga concentrada nos nos do extremo

livre (como requer a formulacao do metodo).

Valores adotados: E = 2.1 x10° kN/m2 ;v o= 0.3 ;
carga concentrada: P = 10 kN ;
carga distribuida: p = 1 kN/m.
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Para barras prismaticas engastadas o valor das defle

x0es € dado pelas formulas abaixo:

- Para carregamento distribuido sobre todo o compri-

mento:

y = —B  x* -4 25+ 32Y)
24 E J

- Para carregamento concentrado no extremo livre da

viga:

FIGURA 5.5.1-(b)




5.5.2 - Resultados

TABELA 5.5.2 - Deflexoes

CARGA CONCENTRADA CARGA DISTRIBUIDA
valor valor
x(cm) exato y(cm) % erro exato y(cm) % erro
225 0.0522 0.0592 7.0 0.0763 0.1026 34.0
150 0.2009 0.1920 4.5 0.2561 0.2892 13.0
75 0.4068 0.3619 11.0 0.4831 0.4771 1.3
0 0.6429  0.5632 12.0 0.7232 0.6966 3.7

A observagao dos resultados comparados acima mostra
valores mais corretos no extremo livre para o caso da carga dis
tribuida, mas proximo do engaste a precisao se apresentou bas-
tante prejudicada.
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6.CONCLUSOES E SUGESTOES

Efetuada a implementacao da formulagdao do metodo dos
elementos de contorno aplicado a elasticidade tridimensio-
nal para os elementos quadrilateros linear e quadratico, algu-
mas observagoes finais devem ser feitas:

- A programacgao do meétodo requer muito cuidado, ndo
s0 na formulagdo numérica como na parte computacional propria

mente dita, pelas caracteristicas do proprio método.

- Os resultados em geral se apresentam bons para os
elementos lineares e mesmo para os degenerados lineares.Os qua
draticos nesta implementagao nao tiveram, porém, tao bom desem

penho.

- 0 esquema de integragao numérica utilizado foi o
mesmo empregado comumente em elementos finitos e por isso deve
ser um ponto de estudos. E sem divida a parte mais problemati
ca, pois, da avaliagao das integrais € que se obtém os coefici
entes das matrizes do sistema de equagles, e, também os valo-
res do interior. Com o aumento do numero de pontos de integra
cao e com malhas mais refinadas percebem-se melhores resultados.

- Os valores dos coeficientes das matrizes que tem

contribuicao de elementos proximos a aplicagdo da carga concen

trada unitaria s3o bastante influenciados com a proximidade da

ESCOLA DE ENGENHAW%
BBLIOTECA



singularidade, afetando os tensores da solucao fundamental de
Kelvin. Devido a isto ha o surgimento dos problemas de inte-
gracao e dai o esforgo de implementacao de um esquema analiti-
co-numérico.

- Quanto ao tempo de processamento verificou-se que
a maior parte deste € utilizada na montagem da matriz e do ve-
tor do sistema algébrico obtido. Também a solucao do sistema
consome boa parte do tempo total gasto. Note-se que a rotina
de solucao utilizada nao sofreu qualquer otimizagao, ao passo
que a formagﬁo do sistema foi feita da maneira mais direta.

- A decantada reducao de uma dimensao nos problemas,
embora possibilite uma quantidade menor de dados, nao implica
numa redugao sensivel de operacgoes a serem efetuadas( integra-
¢ao numérica, transformacao de sistemas de coordenadas,etc.).

Sem divida o método pode ser levado adiante, com no-
vos desenvolvimentos, pois se constitui em um novo caminho no

que se refere a resolugao de problemas de mecanica do continuo.

Nesse espirito, e visando eliminar ou diluir os pro-
blemas inerentes ao método, seguem algumas sugestoes para futu
ros trabalhos:

- Esforgos devem se concentrar em elementos de ordem
mais elevada e curvos, como em estudos para duas dimensoes,bus

cando melhorar os resultados com numeros reduzidos de elemen-
toslg.

- Deve ser dada enfase para algoritmos de integracgao

mais eficientes e rotinas de solucao mais rapidas.

- Buscar a avaliag@o das forgas de volume atraves de

expressoes equivalentes sobre o contorno segundo modelos dis-

cretos de pontos de integragéol4’27’29.

- Desenvolvimento de estudos com implementacao con-
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junta de elementos finitos e de contorno.

- Considerar a possibilidade de variagao de proprie-
dades do material ao longo do corpo, através da divisao deste
em sub-regioes. Esta técnica provoca ainda a redugao de tempo
de processamento para a solugao do sistema tipo banda assim ob
tido. O tempo de calculo de incognitas no interior também  se
reduz, pois sO € necessaria a integragao sobre os elementos da

sub-regiao que contem o ponto consideradolg.

- Deve-se desenvolver técnicas de integragao que ava
liem as integrais sobre os elementos e para os pontos do inte-
rior com grau de precisao de acordo com as solucgoes fundamen -
tais e com a proximidade de pontos de singularidade, para ha-

ver um bom desempenho e resultados precisos.

- Ainda a realizagao de estudos sobre as descontinui

dades das forgas de superfIciel’g.

- Sugere-se a continuagao do desenvolvimento do méto
do em outros topicos, como por exemplo para problemas de meca-
nica dos solos e de dominios infinitos em geral.

Conclue-se assim este trabalho, deixando, porém, mos
tras de que o método dos elementos de contorno ainda tem muito
a ser desenvolvido para que se torne uma ferramenta usual nas
analises de problemas de engenharia através de métodos numéri-
cos.
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Pontos de base

0.57735

0.77459

0.00000

0.86113
0.33998

0.90617
0.53846
0.00000

0.93246
0.66120
0.23861

0.94910
0.74153
0.40584
0.00000

0.96028
0.79666
0.52553
0.18343

0.96816

0.83603
0.61337
0.32425
0.00000

+ Z.
- 1

02691

66692
00000

63115
10435

98459
93101
00000

95142
93864
91860

79123
11855
51513
00000

98564
64774
24099
46424

02395

11073
14327
34234
00000

89626

41483
00000

95053
84856

38664
05683
00000

03152
66265
83197

42759
99394
77397
00000

97536
13627
16329
95650

07626

26636
00590
03809
00000

APENDICE A

.00000

0.55555
0.88888

0.34785
0.65214

0.23692
0.47862
0.56888

17132

0.36076

o ©O O o (e

o O o o

o O O o o

.46791

.12948
.27970
.38183
.41795

10122
22238
31370
.36268

.08127
.18064
.26061
.31234
« 33023

Pesos

Ww.
i d

00000

55555
88888

48451
51548

68850
86704
88888

44923
15730
39345

49661
53914
00505
91836

85362
10344
66458
37833

43883

81606
06964
70770
93550

(ver 3.5)

TABELA DE PONTOS DE INTEGRACAO PARA QUADRATURA GAUSSIANA

00000

55556
88889

37454
62546

59189
99366
88889

79170
48139
72691

68870
89277
05119
73469

90376
53374
77887
78362

61574

94857
02935
40003
01260
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Pontos de base Pesos

t Zi Wi
10 0.97390 65285 17172 0.06667 13443 08688
0.86506 33666 88985 0.14945 13491 50581
0.67940 95682 99024 0.21908 63625 15982
0.43339 53941 29247 0.26926 67193 09996
0.14887 43389 81631 0.29552 42247 14753

Formula de integragdo numérica utilizada com os pon
tos de base e pesos dados pela tabela acima:

G
4//.F(z) dz =
-1 i

nes s

. W, F(zi)
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APENDICE B (ver 4.2)

EXPRESSOES AUXILIARES PARA INTEGRACAO EXATA

Seja o elemento quadrilatero linear:

(a) Se as faces do elemento coincidem com os eixos de referencia:

§ promomiecy g
] ﬂ?
5T N (‘E . El) _Xz < -
= a
90X, T 1 2
(n = n,) e
or  _ 1~y X,

3X2 T / .
Xs

(b) Se as faces do elemento tem orientagdo arbitraria:

or _ dr 9§ " or 9n  _

. |
axi 0& 3xi an axi
x2- x1
98 = cos (g,x.)/a = 2 "
dX. 1 2a?
= 3 para elementos regulares
b L1
an_ _ M 3
—— = COS (n9x1)/b = 1
X 2b? = X
1 - X. % n -
2 - B \ g
-a_r = a (g El) . \ 2
& T lk‘
2 - ) ———
ar _ bz (n - n;) py X
an . ///
' X



Expressoes Gerais

=1 -
E - {z xi Cos(g’xi) XCi}

X3 = coordenadas do
. C ) - .

b{? Xy os(n,xl) XCI} ponto central
(origem do sis
tema (£,n) do

elemento.

3
- 2 _ 1 )2
a {i (xi x; )2}/2
x.J = coordenada na

3
b = {z (x; - xi )2}/2 direcao i do no
i

j do elemento.

Produtos de derivadas

AT y% o (35252, () (3ny®,, 3T dr 3. an

Bxi 9 Bx.l an Bx,l 9& 9n Bxi Bxi

or Jr _ (Qﬁ)zﬁﬁ_ 9E (Ql)zéﬂ_ on_, or dr (éﬁ on , 9& ﬁﬂ)

‘Bxi axj 9E Bxi ij on Bxi axj 0 9n a;iagj ijaxi

com i=1,2,3
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