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RESUMO 

Est e t ra ba l ho tem por o bj et ivo desenvolver e i mp l e -

menta r, computacionalmente, um procedimento numérico par a ana­

li sa r pórticos plano s em co ncr e to armado e e m co n c reto p r eten ­

d ido , s ubme tid os a cargas de curta duração, com a co ns ideraçã o 

das não-linearidades fís i ca e ge ométr i c a . 

Aplica - se a carga de forma incre me ntai e, para cada 

etapa, uti 1 i za-se o método do s e lementos f inito s , com uma for­

mulação em desloca me nt os , para reso lv e r as e qua çõ es de equ i 1 í ­

brio . 

Divid e - se a seção transver sa l do e l em e nto em faixas 

simét ri cas em relação ao p lan o de atuação das cargas ex terio­

r es, sendo a ssim po ss ível acompanhar vari ações na largura , das 

cara cterísticas mecânicas e da s equações constitutivas de cada 

mate ri al. 

Estuda - se as estruturas e m concreto pretend i do com 

armadura s pós- t racionada s , com aderência . 

Apre se nta- se uma sé rie de exemplos numé ri cos a fi m 

de verificar a vali dade e a aplicabilidad e do méto do e do al­

goritmo desenvolvido s e compara-se os re sultados obtidos co m 

dad os exper i me ntai s e respostas de vi das a outros pesquisado­

r es . 
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SUMMARY 

The object of the present s tudy i s to develop 

and i mplement on the computer , a numer ical procedure fo r 

ana lysi ng planar reinforce d a nd prestressed concrcte fra me s 

und e r short ter m loadin g duration, considering physical and 

geometric non I inea ri t i es . 

The loads a r e app l i ed in increme nts and at ea ch 

stage a Finite Element displacement mo del 

so lv e the equilibrium equations. 

is used to 

The cross section of each e l ement i s d i vided into 

layers wh i ch are symmetric in relat ion to the exterior load 

plane . In this way it i s possible t o accompany variations 

in the wi dth, me chanical properties a nd con s titutive 

equations of each material. 

Pos t- te nsione d bonded st ru c ture s ar e analyz ed . 

A series of numerica l examples are p res e nt ed in 

order to verify the validity and appl icability of the 

method and the a lgorit hm deve lo ped . The results obtai ned 

were compar ed wi th exper i me nt a l me asur eme nts and analytica l 

re s ults obt a ined by others investigators. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1 - General idades 

As estruturas em concreto armado e em concreto pro­

tendido devem ser proj et adas para at e nd e r condições de util i­

zaçao e segurança. Para assegurá-las, é necessário faze r uma 

previsão acurada de deslocamentos, forças i nternas e deforma­

ções da estrutura, submetida às cargas de serviço que lhe são 

impostas. Tais cargas incluem tanto a história de carga ativa 

à qual a estrutura está submetida, quanto as cargas impostas 

pelas condições do ambiente no qual ela está inser id a . 

Para avaliar a seg uran ça em relação à ruptura, a car 

ga última deve ser estimada o melhor possível, sendo, às ve­

zes desejável ainda, ter uma previsão do comportamento da es­

trutura durante uma série de carregamentos at in g ind o as fases 

elástica, inelástica e nas vizinhanças da ruptura. 

A determinaç ão analítica de des locamentos, forças in 

ternas, te nsõ es e deformações de es trutura s e m concreto armado 

ou protendido, durant e to da sua histó ria de carga, é complica­

da em função de vários fatores que i ncluem: 

- a não-homog ene i dade; 

-a mudança contínua da topolog i a do sistema , devida 

à fis suração do concreto; 

-as relações te nsão-deformação não-linear es dos ma­

te riai s componentes; 

- o escorregamento das armaduras; 

- a variação das propri e da des do concre to com o tem-

po; 

- as deformações dev i das à fluência, retraçao, histó 

ria de carga e mudan ças de temperatu ra; 

- as pe rd as de protensão; 

-os efe it os da não- linearidade geomét rica. 



De vido is dificuldades menc i onada s , no passado, para 

o proj eto das est rutur as em concreto, e r a necess~ rio se basear 

principalmente em f6 r mu l as emp í ricas, der ivadas de numeroso s 

expe ri mentos. Entretanto, com o ad ven to dos comp utadores digl 

ta i s e os modernos e poderosos métodos de anã 1 i se, ta 1 como a 

técnica dos elementos finitos, nas duas décadas passadas foram 

f eitos mui tos esfo rço s para desenvo l ver soluçõe s analÍticas que 

permitis sem int e rpretar e pre ver os resultados expe rim enta i s 

com um fundamento ma i s consiste n te. 

Inú meros t r abalhos têm s ido pub li cados discutindo os 

méto do s de so l ução para problemas estruturais não-lineares, e 

in t ensi vas pesquisas neste sentido continuam s endo feitas, no 

âmbito nacion al e i nternacional. Cita-se aqui os mais repre­

sentativos, ini ciando pelo traba lho de TI LLERSON, STR IC KL I N e 

HA I S L E R 4 7 d l . - . d , que compara, oc um e n ta e ava 1a as tec n1cas esen-

volvidas para esse t i po de aná li se . 

CONNOR, LO GCHER e CHAN lB pub li caram um estudo para 

análise não-linear geométrica de estrutu r a s reticuladas, apre­

sentando as equações necessárias para a so l uçâo do problema 

através de subst i t uiç~ es s uces s ivas e do método de Newton­

-Ra phso n. 

O comportamento e l asto-p lá st i co n ão- lin ear de p6 r t i­

cos p lano s foi anal i sado por RIDHA e LEE 38 . A an~ li se apre­

sentada no est u do incor pora a s deformações f ini tas dos n6s da 

estrutura e o fenômeno da pla s ticidade . 

KROENKE, GUTZWILLER e LEE 31 apres entaram um traba ­

lho on de se estuda um el e me nto de viga-coluna uti I i zado na ana 

li se de p6rtico s p l anos em concreto a r ma do. Ne ssa fo rmul ação , 

foram in c luídos os efeitos de grandes des l ocamentos e utili za ­

das curvas momento -curvatura com características inelásticas . 

Quanto ao método do s e lementos f i nito s , a teo ria e 

sua aplicação, para análi se linear e não-linear de estru t u ra s , 

é tratada, entre outras, na s obras de ZIENKinJicz 52 e DESAI 

e ABEL 22 . A primeira pub li cação s ob r e a aplica ç ão da técn ica 

dos e l eme n to s finitos, para e s truturas em con c reto armado , fo i 

feita por SCORDELIS3 5 , em 1967. Foram ana l i s adas v i gas s i m­

ples, nas qua i s o concre t o e o a ço foram repr ese ntados por ele 
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mentes tr i ang ul ares de deformaç~o constante . Executou-se uma 

análise elást ic a-! inear com padrões de f i ssuração pré -d efin i­

dos, para se determinar as tensões pr in c i pais no concreto, ten 
-soes no a ço e tensões de a derência . 

NILSON 36 introduziu na análise as propr i edades -na o -

- lineares dos materiais, usando um método i ncrementai em te r­

mos de carg a . 

Z I ENKIEWIC Z e t a1S3 usaram uma aprox i mação de ten-

sao inicial para estudos de tensões b i dimensiona i s, in cluindo 

tensão de f i ssuração e comportamento e lasto-plástico em com ­

pressao . 

BERGMAN e HOLA ND 6 dese nv o lver am uma aná l ise de es -

truturas em concreto armado, uti 1 izando o método dos elementos 

finitos, e apresentaram um esquema de vári os mo de l os matemáti ­

cos, proposto s com a fina l ida de de r e presentar o comportamento 

interativo dos dois mate ri ais. 

No Curso de PÓs - Grad uação em Engenhar i a Civil da Uni 

ver s idad e Federal do Ri o Grande do Su l , vária s dissertações fo , -

ra m dedicadas a vi gas, pi l ares e pórt icos em concreto armado . 
2 8 ~ -O trabalho de HOFFMANN e voltado para a v er i f ic açao e di -

me n si on ame nt o de pi l ares esbe ltos em co ncreto armado, subme ti ­

dos a flexo-compr essão normal , l e vando em conta, de forma ap ro 

x i mada, os e f e i tos de segunda ordem. SP ERAND10
44 

estendeu o­

est udo ante rior ao caso de f le xo-comp ressão obl í qua . SARAGO­

SA14 amp liou e generalizou trabalhos prévios de BIGNON 8 so ­

bre pórti cos planos em concreto armado, onde inclusiv e se leva 

em consideração as rota ções locali zadas, produzidas por es cor ­

regamento das armadura s. CAMPOS FI LH o 12 desenvolveu um estu ­

do so bre anál i se nã o- l inear de pilares em concreto armado, com 

seção tra nsve r sal e distr i buição de a r madura arbit rária s, va­

riáveis ao lon go do eixo , e com condições ge nér i cas de apo i o . 

A fluência e a r etração do concreto são consideradas . 

Em relação ao concreto pretendido, a partir do pri-

meiro art i go , pub li cado por FR EYSS INE T, em 1941, uma extensa 

bibliografia está disponível sobre os materiais , processos 

con s trutivo s , cálculo e verificação de estruturas prete ndi das . 

Entre os autores que ma i s contr ibuír am para o desenvo lvi me nto 
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e difusão dessas técnicas , pode-se citar LEONHAROT 32 , em cu jo 

livro apresenta uma relação das obras publicadas desde o iní­

cio do concreto pretendido, e GUYON26 •27, cujos es tudo s clá ss i ­

co s foram vertidos para vária s 1 íngu as , per mitin do assim a di­

fu são e int e nsifica ção desses procedimentos. 

As prime ira s normas sob re con creto prete ndido foram 

redigidas na Al emanha, em 1943, so b a d i r eçã o de RÜ SC H. 

No Br as i 1, a primeira ob r a ex ecutada em concreto pr~ 

tendido fo i a ponte do Ga l eão, no Rio de J a nei ro, em 1948, p~ 

lo s i stema Freyssinet, mas as publicações es pecífica s aparece­

ram posteriormente. Em 1957, CARoozo 13 pub li co u artigos des­

creven do os process os de pretensão ex istent es a té então e, no 

ano seguinte , FERRAZ 23 deu continuidade ao trabalh o de CARDO-

ZO, com um curso na forma de uma s ér ie de artigos . Vários ou -

tros aut o res se dedicaram ao assunto, s ur g i ndo vários traba­

lho s , destacando-se o livro de PF EIL 37 , de 1980, se ndo o di­

mensionamento se mpre baseado numa análise l inear. 

Par a est ruturas em concreto proten dido, o método dos 

elementos finitos, até 1977, havia sido empregado somente para 
- 49 19 o est ud o de vasos de contençao de re ato re s nucleares ' 

Nesse ano, KANG 30 apresento u um t r abalho onde são ana li sados 

vigas e p il ares em concreto a rm ado e p ret end ido, cons i dera n do, 

inclusiv e , as deformações dev idas à f luên cia , r etração , enve ­

lhecimento do concreto e a s devidas à relaxação do aço . 

1.2- Objetivos e Metodo l ogia 

O presente est udo tem po r objetivo desenvolver e i m­

pl eme ntar comp u tacionalme n te um procedimento numéri co eficien­

te, para analisar estruturas em concre to armado ou p ret endido , 

subme tidas a cargas de curta duração , considerando as não-li­

nearidades física e geométrica. 

A carga e aplicada de form a incr eme ntai e, para cada 

etapa, as equações de eq uilÍbrio não-1 ineares são r eso lvidas 

pelo método dos e l ementos fin i tos, base ando-se a form ulação 

em um modelo de deslocamentos. 

A seção norma l do elemen to é d i vid i da em fa ix a s si-
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métr icas em rel ação ao p l an o de at uação da s ca rg as ex teriores, 

perm i tindo acompanhar variações da largura, das caracte rí sti ­

ca s mec~nicas e das equações const i t utiva s de c a da mate ri a l. 

As aç ões de extremo de membro são av a liadas por uma dupla in ­

teg ração, sendo uma sobre as faixas, e outra ao longo do e i xo 

do e l emento . 

A não-linearidade geométrica é in troduz i da no prob l~ 

ma at rav és das r elações deformações - deslocamentos decorrentes 

de uma te or i a n a h ip6t ese de peque nas de for mações e mode r adas 

r otações . 

Quant o às estr u turas pretendidas, sao analisadas 

aquelas com armaduras p6s-t ra c ionadas , com aderênc i a , distin ­

guindo-se dois estág i os de carregamentos , i s to é , du rant e e 

de pois da transferê nci a da pretensão. 

A form u lação é aplicável a p6rt i cos em conc r eto ar ­

mado ou p r etendido, de sde que a a rma du ra não se j a interrompida 

na inter seção entre vi gas e pi l ares , e vitando assim a forma­

ç ão de fissuras l ocal i zadas devidas a fortes es correg amentos, 

c ujo e feito não é considerado . 

Ap r esenta - se uma série de exemp l o s numéricos, a fim 

de verifi ca r a va li dade e aplicabi 1 i dade do método e do a l go ­

ri tmo estudado s e compara-se os resultados com dados expe r i ­

mentais e respostas obtidas por o utros pesquisadores. 
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2 . PR OP RI ED ADES DOS t1A TERIA I S 

2. 1- Ge nera li dad es 

As e st r utu r a s em co ncre t o a r mado e e m c on cre t o pro ­

tendido sã o co ns t i t uíd as de conc re t o, aç o pa ra a r madura o rd i­

nári a ou aç o pa r a p r et e nsão e s e caracte r i zam por um compo r ta ­

men to mecân i c o su ma men te co mp l e xo . O aç o pod e s e r c o nsid e rado 

um ma teri a l ho mo g; ne o c o m pro pri e dad es , em ge r a l, be m def ini-

da s . J á o concreto é um mat e r i a l he te rog êne o co nst i tu í do de 

c i me nto, a r ei a , brit a e ag ua . De vido a esta hete r oge nei da de , 

as s ua s p rop r i edad e s de pend em de mu i t os fat o res e s ã o de dif í ­

c i I de f in i ç ão . En t ret a nto , n um senti do mac r os c óp i co, pod e - se 

c o ns i derá - l o um ma t e r i a l ho mo gên eo , se s uas pr op ried a de s s ão 

def in idas co m base s e sta tí s t i cas . Essa h i pó t ese é , em ge r a l , 

a ceita par a a s e stru t ur a s de e nge nha r i a c i vi I e permite e stu­

dar o comport am en to da s peças como s e f o ssem con s t i t u í da s de 

do i s ma te ri ai s homo gên e o s . Tan to o aço qu an to o con c ret o ap r~ 

sen t a m propri e dad es não linea r es . 

A r e l ação t e n s ão-d e fo r mação dest e ú l t i mo, a lém de 

não-l i nea r , é dif e r e nt e pa ra tr aça o e c o mp r essao . A f i ss u ra -

ç ã o é um dos ma i s i mpo rt a n tes f ato re s que con t ribui pa r a a 

não- li nearida de fÍ s i c a do c o n junto . Al ém di s s o , a s p roprieda­

de s do co nc r e to sã o dep e nd e n t es da su a i da de e da s co nd i ç6e s 

do am bi e nte, t ai s como tem perat u ra e umid ade , ass i m co mo da 

hi stó ri a de ca r ga . 

O a ço para a rma dura ord iná r i a , geral men t e é a ss umido 

t e r uma re la ção t e n s ão- defor ma ç ão não - l inea r, po rém s imé tr ic a 

pa ra tra ção e compressão , e suas p r opr i edad e s podem se r co nsi­

deradas i nd e pe nden te s do tempo e das co nd i ç6 e s a mb i e n t e s , para 

a maiori a da s a p li caç6es e m e ngenharia c ivi l , p r inc i pa l me nt e 

quando a ve l ocid a de de def o rm a ção não é mui t o e l e vada . 

O aço pa r a pretensão é us a do somente pa r a abs orv e r 

e s for ç o s de t r ação . Ele tem a l ta re s i st; n c ia , se u diag r a ma 
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tensão-d e for ma çã o é Lam bém n ão -1 i nea r, ma s a f or ma de s t e é d i 

f e r e n te da q u e 1 a do a ç o p a r a a r· ma d u r a o r d i n á r i a . As a r madura s 

pretendida s , normalm e n te , t r a balha m e m a l to r e g i me de t e nsão, 

ver ificando- se con s eqU e nt eme nt e 

no tempo, cha ma da rel axaç ão . 

uma perda g ra da t i va da mesma 

Pa r a o pre sente es tu do , a ss ume - se q ue e xi st e uma pe~ 

feita ad e r~ n c i a entre o c on c r e to e o a ço para ar ma dura ord i ni-

ria, isto~. o aç o experim e nta a s me s mas deformaç6e s q ue o con 

ereto adjace nt e , o qu e i mp li ca na cont inui da de do c tlm po de de s 

loc amen t os da pe ça em co ncr e to ar mad o . Tal hi pó tese é ta mbém 

válida para as est ru tura s em concret o pre t e ndido com aderên ­

cia, depois da transferê nci a da p ret e nsão, on d e e xi st e uma 1 i­

gaçao perfe i ta entre o aç o e o concre to. 

Discute-se, a s e gu i r, i mpor tante s pro pri edade s dos 

três ma t e ri a is citado s e o mode l o ma t e mático que as represen ­

ta. 

2.2 - Concreto 

2 . 2.1 -Deforma ção 

A deforma ção no concr e to segu e l e is s umam e nt e co m pl ~ 

xas , j á que ela re s ulta de fe nôm e no s de di fe r e nt es tipo s , cada 

um obe decendo r e gras pa rti c ulare s . A comp l exidad e das le i s 

que rege m a defor ma ç ão no co ncreto s e de ve à he terog e neida de 

da sua e s trutura . 

A hipóte s e de qu e a de formação no c oncr e to pode ser 

c o ns i de rada co mposta de de form a ç õe s c au s ada s por dif e r e nte s 

f e n ô me no s , f o i v e r i f i c a da ex p e r i me n t a 1 me n te p o r DAV 1 S 2 0 ' 2 1 ' 4 8 e 

GLANV IL LE
25

. KANG 30 a ss ume qu e a de forma ção uni ax i a l total, 

E(t ), a um t e mp o qua l que r t , é composta de 

e: (t) = e:m ( t ) + s n 111 (t); 

( 2 . 1 ) 

é a deformação mecânica, ou deforma çã o in st an t ânea, cau 
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sada pelas cargas de curta duração; 

~ 

e a deformação não mecânica e consiste de 

E:c(t), deformação devida - fluênc i a (cree p ); a 

E: s(t), deformação devi da - retração (s h r inkage) a 

- E: a(t), de f or ma ç ão de vida ao envelhecimento (ag in g) 

E:T(t), deform aç ão devida -a mudança de t empera tu r a. 

-s ao p roduzida s por ten-

sões, isto é, ocorrem sob aplicação de carre gamento e xterno. 

-nao sao produzidas por tensões. Ocorrem inde-

pendentemente da estrutura estar carregada ou não. 

A re l ação entre cada uma dessas deformações e o tem-

po t 
~ 3 o 

esta representad a na figura 2.1 , exceto para a defor-

maçao devida ~ mudança de t e mperatura. A figura 2 . l.a mostra 

a retração de uma peça de concre to descarre gada. A retração 

do concreto é definid a co mo a mudanç a de volume da peça, qu e 

ocorre de form a independente da s ten sões impo st a s e de mudan­

ças de temperatura. 

Na fi gura 2 . 1 . b, vê-se a história de de for mação de 

uma peça de concreto, e m e qui 1 fbrio h i g rométri c o co m o me io 

ambi e nte, ou seja, o ar e a peç a tê m o mesmo t e or de umidade . 

Tal peça foi submet i da a uma compre ss ã o ax i a l con s tante. O 

acréscimo E: c(t) de deformação no te mpo t, com relação à de­

formação no tempo t ' o 
s upo sto ocorrido so b t e ns ão constante, 

é de finido por fluênci a . 

Se, numa peça s eme lh a nt e , a me s ma c a rga do ensaio 

anterior é aplicada no t e mpo t , a deforma ç ã o mec ânica E: m(t) 

é menor do que aquela ocorrid a no t empo t , 
o 

de vido ao aumen -

to da resistência e do mó du l o de de formação com o t e mpo. 

fer e nça entre E: m(t
0

) 

lhecimento, E: a(t ) . 

e E: m( t) é c ha mada de f o rma ç ão por 

A di 

enve -

A figura 2.1 .c most ra a h i s tória de defor mação de 

uma peça s eca, c arr eg ad a , na qu a l t od as a s c omp o ne nt e s da de ­

formação total e st ã o re present adas , e xc eto a qu e la de vida à mu ­

dança de t em pe ra tur a . 

8 



.. o 
11\l 

(\) 

E 
1... 
o 

4-
<ll 

"O 

o 
11\l 

\.)'> 
(\) 

E 
I-. 
o 

4-
<ll 

"O 

o 
11\l 

(\) 

E 
1... 

o 
4-

~·-- ·-·-·~JE:s(t) 

t tempo 

t 
o 

- a -

-------~ 
I 

t tempo 

carregamento apli cado no tempo t 
o 

--- ca rregamento i ns tan tâneo no tempo t 

- b -

-·-·-·-=' <:( t) . !=te: (t ) 
---- - --<> e:a(t) 

<ll 
-o e:m ( t I m 

E: ( t) 

t o t tempo 

carregamento apli cado no tempo t 
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FIGURA 2. l. a) Deformação de uma peça descarrega da; 

b) de f ormação de uma peça e m equilÍbr i o 

hi grométrico com o me io ambiente; 

c) deformação de uma peça seca carre gada. 
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.. Este t rabalho se li mi ta à aná lis e de pórticos planos 

em co n creto armado e em concreto pretendido, const ituído s de 

peças de seções simétrica s , s ubmetidas a cargas de c urta dura­

ção, estando presente somente deformações mecânicas . 

2 .2.2 - Deformação de curta duração. 
;r d 

Relação tensão -d eformação 

Entre os e l ementos i mportant es para a dete rminação 

da respost a de uma estrutura e m concreto a rm ado o u pretend i do, 

es tão a relação tensão - deformação dos se us materia i s, a nat u­

reza da carga e a du ra ção do car rega mento. A relação O - € pa ­

ra o concreto pode ser obtida através de testes em corpos de 

prova, geralmente norma li zados de acordo com o tipo de solici­

tação que se invest iga, ou a in da atra vé s de me dições feitas 

n a zo na comprim i da de peças s ubmet id a s a e nsa io s de f l exão . 

A f i gura 2 . 2 mostra duas curvas o - E: o btidas em 

teste de ve l oc idad e de deformação co nstante, em um corpo de 

prova ci 1 Índrico , axial men te comprimido, para dois concretos 

d "f 11 1 - 1 1 erente s . Nota - se uma ev idente corre açao ent r e o va or 

da resistência e a for ma da curva, ou seja, o concret o de r e ­

s i stência mais ba i xa é menos frigi 1, sua ru ptura ocor rendo pa­

ra um va l or da d efo rma ção ma i or que para o co n creto de r es i s ­

tência ma i s a l ta . 

As c u r v as con s i stem em um t rech o ini c ial, re la t iv a­

mente linear, seg uido por um trecho curvo, de dec lividade de-

crescente, que alcança um ponto máx i mo de coordenad a s (E: ' o 
f ) com dec livi dade zero, pro l ongando - se num ramo desce ndente 

c 

1 o 

que t e rmin a quando é alcançada a de form ação máx i ma E:max Para a 

maior i a dos 

o 002 3° 
' ' 

parte reta 

mente 30 . 

E val e aproximadame nte 
o 4 

valor adotado pe l a Norma Bras il e i ra NB-1/78 

concretos u s ua i s , 
A 

i n i c i a l chega até 30 % da tensão máxima , aproximada­

A resistência ã compressão do concreto , fc' é defi_ 

nida como a máx ima ten são de comp r essão obtida em um ensa io 

num corpo de prova cilÍndri co, cúbico ou p r ismático , depen den-

do das nor mas téc ni cas de cada país . Par a a mes ma dosagem do 

concreto, ve ri f i ca - se uma cons i derá vel f l utuação de resultados, 

os quais seguem aproximadamente a curva norma l de d i st ribuição 



.. (J 

(HPa) 

30 

15 

E o 

O, I 

E max 

0,2 

FIGURA 2 . 2 - Relações o-E 

0 ,3 0,4 E% 

típicas do concreto . 

da teoria de probab i lidades. Assim , é possível abordar a con -

ceituação da re s istência do concreto e s tatist i camente . 

Denom ina- se resistência caracter í s t i ca do concreto, 

fck' um valor mínimo es ta t í st i co, 

dos 95 % do s valores da resistência 

ac i ma do q ual ficam situa-

f obtidos exper i menta l­
c 

mente . Com base na curva normal de d i s tribu i ção , e sendo f 
37 em 

a méd i a dos re s ultados, pode-s e e screve r 

fck f ( 1 - 1 '6 4 5 6) 
em 

( 2 . 2) 

onde 6 é o coeficiente de varia ç ão ou di s pe rsão dos valores 

e é dado por 

li 

= 
j_t: _<_f _c_ - _ f _c_m_) -2 ( 2. 3) ô s 

f em 
f em 

n - 1 

O nume ro de corpos de prova depende do vo l ume de concreto da 

obra e é especificado no it em 15 da NB-1/78. 



.. A resistência à compressao do concreto é influencia ­

da por vários fatores , en tre eles a relação água - cimento, a 

granulometria dos agregados e a idad e do mesmo na época do e~ 

saio. Na figura 2.3 estã repre se ntada a curva resistência-

-tempo , na qua l pode - se notar um con s i deráve l aumento na resis 

tência. 

o 
(MP a) 

40 

30 

20 

10 

I 4 28 
dias 

3 6 
meses 

2 
anos 

5 
(i da de do 
concreto) 

FIGURA 2.3 -Efe i to da idad e do concreto na r esis -

tência 
~ 

a compressao. 

Essa variação ao longo do tempo de ve ser l e vada em 

conta na aná li se das estruturas de concreto submet idas a car­

regamentos acidentais ao longo do tempo, já que a relação o - E 

depende da resi s tência à compressao. 

A forma da 

dade de deformação . 

curva o - E e também afetada pela veloci-

2 I. 1 • f 1 - . 4 Q A figura .~ most r a ta tn uencta . 

A declividade da tangente à curva tensão-deformação 

na origem, ê chamada módulo de deformação longitudinal do con-

creto, E Ele é função da resistência à compressao . O va-
c 4 

lor dado pela Norm a Brasileira NB-1/78 no ite m 8 .2 5, para 

o cálcu l o das deformações da estrutura é 

sendo 

E = 6600 
c 

y~ 
CJ 

(MPa) 

fcj = fck + 3,5 MPa. 

( 2 . 4) 

( 2 . 5) 
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O /f -------~-----r 
c c velocidade de deformaç~o : 

..-:;::::;;~~---::.__. O , O O 1 I I O O d i as I , O 

0,75 

0,50 

0,25 f = 2 I MP a aos 56 d i as 
c 

o =tens~o de compressao no 
c 

concreto 

O, I 0,2 0 , 3 0,4 0,5 0,6 
e:% 

0,7 

F I GURA 2 . 4- Influênc i a da velocidade de aplicação da 

de f ormação sobre a cu rv a o - e: . 

O CEB 16 no Ce d e Mo dêl e , estabe l ece , para cá l cu lo de deforma ­

ções de curta duração 

E 
c 

9,5 (fck + 8) 1/3 ( 2 . 6) 

com E em GPa , fck em MPa, determ inada em cilindros , aos 
c 

28 d i as . 

O CÓdi go Bri tân ico de Uso Estrutural do Conc r eto 

CP110: 1972, dá, s ob forma de tabela, o módu l o tangente em GPa, 

para d i versos va l ores de re s i s tência s c úb i c as, 

corpos de prova cÚbico s de 15 em de aresta , em 
- - 3 4 l a res est a o re l acionado s pela expressao 

E = 9, 1 c 

Para o ACt
1 E val e c 

E = 4, 73 rf c c 

det e rmi nadas em 

t-1 P a. Es ses va-

( 2 . 7) 

( 2 . 8) 
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com f 
c 

e E 
c 

em MPa, determinada em co rpo s de prova cilíndricos, 

E = c 

s ugere 

2,067 X )05 

6 + 68,9 
fc k 

( 2. 9) 

sendo fck e EC em MPa. 

Todas as expressoes são rela t ivas a concr et os co m 

P e s o e s p e c í f i c o da o r de m de 2 3 K N I m 3 . C a b e a q u i s a I i e n t a r que , 

para uma me sma re s istência, os valores de 

versas fórm u las sã o ba sta nte di fe r e nte s . 

E dado s pelas di -
c 

a a 

- a - c - b -

a a 

c c 
- c - - d -

F I GURA 2 . 5 - Idealizações de r e l ações tensão-deformação. 

Pa r a uma a nál i se teó ri ca de estruturas , e necessár io 

estabelecer uma formulação mat emát ica para a curva o - c . Alg~ 

mas das i deali zações matemát ica s utili zadas mai s freqUentemen ­

te são mos tr ada s na figura 2 . s 30 . 

A f i gu ra 2 . 5.a mostra um modelo bi I inear que é o 

ma is si mples do s modelos não-linea res. Na f igura 2 .5.b es tá 

um modelo constituído de uma pa r ábo l a e uma reta parale l a ao 
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... e i xo das abscissas . 

A f i g u r a 2 . 5 . c aprese n ta um mo de I o m u I t i I i n e a r , no 

qual a cur va é aproximada por uma sér i e de segmentos retos . 

Embora e s te mo d c I o se j a m u i to v e r s á t i I , sendo capa z de r e p r e -

senta r uma grande variedade de curvas cr - E, o seu uso e res -

trito a casos espe ciais onde os dados expe ri men tai s pa ra um 

dado concreto se jam conh ecidos
30

. 

A f i gura 2 . 5.d mostra o modelo s uge ri do por HOGNES­

T A D 2 9 , u t i I i z a do por K R O E N K E 3 1 
, W I L H E L MS 

1 
, A R O N I 

2 
e KA N G 3 O. 

Ne ste trabalho adoto u- se a s ua form ul ação matemát i ca , co m pe­

quenas modificações no aspecto fina l da curva . 
-O ramo a s cen dent e da curva seg ue a equaç ao 

onde 

m 
cr = f• L 

c 

m 
(2 - L) ( 2. I O) 

f i 
c 

-e a ten são máxima, dada como uma f ra ção da re-

s i stência a compressão 

f • = r f 
c c c 

f c 

li 

RUSCH e HOGNESTAD suger e m r 
c 

pela NB-1/78 . Outros a u tores 

= 0,85 

usam 

( 2 . 1 I ) 

qu e e o va l or ad otado 

r = I . c 
Neste t r aba lho, 

r e um parâmetro de ent r ada , pa r a q ue possa ser estudado para 
c 

cada probl ema ; 

m deformação - . - E e a mecan1ca; 

-- e: o e a deformação correspondente a f• e e dada 
c 

por 

na q ua l 

e: o 

E 
c 

2 

e o 

f• 
c 

E 
c 

mó dul o tang e nte i nicial 
-Diferen ci ando a eq uaçao ( 2. I O) 

tang e nte Et' se ndo 

( 2 . 1 2) 

o b tém-se o módu l o 
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.,. d o ( 1 
s m 

( 2. 1 3) E = E - ) 
t d m c 

E E o 

-Pela s e qua ç oes ( 2 o 1 o) ' ( 2 . 1 2) e ( 2. 1 3) a c ima, nota-

-se que o ramo a s c e nde nt e da curva é uma parábol a do se gundo 

grau e que o m6dulo tangent e varia 1 in e ar me nt e desd e a origem, 

onde el e t em o s eu valor má xi mo , a té r e duzir- se a zero no pon-

to máx i mo da curva. A parti r de s te ponto, o d iagrama é um se~ 

mento de reta que t e r mina na deforma ç ~o Gltima € 
u 

KANG con-

sidera um decr é scimo na r es istência nes t e tr e cho . No pr e sente 

trabalho, n~o se leva em conta tal decrésci mo e o m6dulo de de 

formação para este tramo val e zero. 

A NB-1/78 recomenda, para di me nsionamen t o, o dia­

grama tens~o - deformaç~o parábola-retângulo da figura 2.6. 

o 
0,85 f cd 

2 o/ o o 3,5 o/oo 

FIGURA 2.6 - Di ag rama o - E pro po s to pe la NB-1/78. 

O CEB 
16 

r e co me nd a , par a di me n s i o name nto o diagra-

ma da figur a 2. 7 .a e , pa r a c á lcul o de defo r ma ç ~ es , o da figu­

ra 2.7.b. 

A re s is t ência à t r aç ~o do conc reto val e apr o ximada-

ao • - o - - 34 E 1 - 1 t de mente 1 /o da re s 1 s t e nc1 a a co mp r ess ao . a e usua me n e -

terminada em en sa i os de t raç ã o axial , comp r essão d iame t ral e 

teste s de f le xão de vi gas de c o n c r e t o s i mpl es . 

No di ag r ama O- E, pa r a a t r açã o , p r o lon ga - se o tra­

mo inici a l da c ompr essão , lin ea r e de dec livid ade Ec' até o 

ponto ( t: t' f ~), se n do f~ a t ens a o má x i ma de tra çã o admitida 
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.. a 

0,85 fcd 

a =0,85 f d(lOOO E (250E -l) ] c c c c 

0 ,002 0 , 0035 

- a -

F I GURA 2. 7 - Di ag ramas a - e 

a 

f 
c 

f 
c t 

2 
k n- n 

= -=-1 -+-,('"'""k----=2'""'")-n 

b -

recomendados pe l o CEB. 

pel o co ncr eto . Dessa forma, a r e l ação tensão-deformação para 

o concreto tracionado pode s e r escrita como s egue 

( 2 . I 4) 

E E 
t c 

Para ficar completo, o diagrama dev e admitir descar­

gas e po s t e rior es r e cargas. O modelo adotado i s imples, 

s e ndo a inclinação da linha de descarga e recarga, definida p~ 

l o módulo de defor mação inicial E 
c 

O diagrama t e ns ão-d e forma ç ão a do t ad o e s tá comple -

to na figura 2.8. Ass ume - se que o c o n c re t o fis s ur a quando a 

tensão de tração exced e o valor O e smagamento ocorr e 

quando a de for ma ção mecâ nic a de comp r essao, u i Lrapassa a d efo~ 

mação Gl t i ma E As f i s sura s pod e m f ec har na compr e ssao e 
u 

reabrir na tra ç ã o , s e m nenh uma r es i s tê nc i a . 

Em I i teratura rec e nt e , BLAK ELEY e PARK 9 apres en­

tara m um mod e lo mate máti co mai s r e fi na do para a rela ç ão o - E , 

mostrado na figura 2.9. 

O ramo a s cende n te , uma par ábo l a do seg undo grau, tem 

co mo equaçao aqu e l a mesm a s uge rid a po r HO GNE STAD e a dotada 
neste trabalho . A dif e r e n ça es tá no r amo des c e ndente, na exis 
tência do tramo BC e no esq uema h i ste réti co- de gradativo que 

pode desenvo l ver- se c om s o l icita çõ e s de com p r es sao, uma vez 
atingidas de for maçõe s s uperi o r e s a E o 

I 7 
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~Esmagamento 

~ ~ m 
E c 

u 

f ' t -v-·· 
Fi ssu ração 

FIGURA 2.8 - Di agrama a - E adotado para o p r ese nt e estudo. 

a 
f'4---­
c 

f' 
t 

A 

c 

F I GURA 2 . 9- Di ag rama a - E p r oposto por BLAKELEY e PARK. 
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,_. 2 . 2.3 - De f ormação de longa duração 

Ent r e os materiais usados nas estruturas correntes, 

o co nc r e to é o Ún i co que tem suas deformações e propr i e dades 
. 3 o depe ndentes do tempo , s ob cond i ções de ser v •ço As defo r ma-

çoes que são funções do tempo são a retração e a fluênc i a. 

A retra ç ão se manifest a na forma de uma di minuição 

de vo l ume dev i da à e vaporaç ão da água não fixada qu i micamente 

dur ant e o e ndu recimen t o . Ela a c o n tece i ndepe ndenteme nt e do 

estado de tensõe s existente s , depend e ndo somente das tensoes 

capi l ares, da idade do co ncreto , da tempe ra t ura e da umidade 

r e l ativa do ambiente . A retração e parcialmente rever s ível 

at ra vés da expansão q ue ocorre e m peça s s i t uadas dentro d 'água 

o u em l o cai s de alta umidade re la tiva do a r 32 . Sabe-se a in da 

q ue a re tr ação, gera l me nte, aumenta com a relação água - cimento 

e dim i nu i com o volu me dos agregados e o ta manho da peça. 

A fl uênc i a é def i n i da como um aumento nas deforma­

ções ao lon go do tempo, sob a ação de cargas o u tensões pe rma­

nentes. O des e nvolvi mento da fluência es tá i lust rado na figu-
1 1 r a 2 . 1 O . 

I I 

deformação in s-
tan tanea no des 
ca rregamento -8 

-f l uencia recu-
nP. rável 6 

4 l--r 
deformação -

deformação 
ins tantânea 

res idua l 

no ca rregamen to 2 

I 

50 100 150 200 t(d ias) 

FIGURA 2 .1 0 - Fluência. 
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A curva r ep re senta a defor mação ao longo do te mpo, de uma peça 

de concreto te st ada em um ambiente com umidade r e lativa de 

95 %, submetida a uma tensão de compressão de 14,8 t~Pa e de­

pois descarregada. O tempo t é co ntado a partir da aplicação 

da carg a . 

Ap6s o carregame nto, a deformação aumenta c om o tem­

po , devi do ã flu ~nc ia, numa ra z~o decrescente . Pa ssa dos 120 

dias, a carga mantida constante, a deformação vale ma is de 

duas vezes a q ue l a ocorrid a no carregamento. Quando a carga e 

removida , a deformação d i minui i me diatament e - e a deformação 

instantânea pa r a esta i dade, sendo s e u valor menor que aquele 

da deformação instantân ea in i c i a l . Este fato é seg uido de um 

decréscimo gradual na deformação, chamado de flu~ncia recupe-

rável ou reversível, ou ainda retardada. Como se ve no gra-

f i co, a sua forma é semelhante a da fluência. 

A fluência do conc r eto e influenciada por vár i os fa ­

tores, sendo os mais importantes a idade do concreto no carre­

gamento, a i ntens idade das tensões, o volume e granulometria 

dos agregados, a resist ~ nc i a à compressão, o tamanho da peça, 

a umidade e a t empe ratura. 

Para o est udo das defor mações diferidas, de ve ainda 

se r l evado em conta o e nv e l hec i mento do conc reto, pois de l e 

de corre um acré sc imo, com o tempo, na resistência e no m6dulo 

de deformação longitudinal do materia l. 

2.3 - Aços para Armadura Ordinária 

Para es trutur as de concreto armad o , os aços emprega­

dos sao, em geral, denominados pe lo valor caracte rí st ico do 

1 i mite de escoamento, fy k' que varia entre 250 e 600 MPa. 

Alguns tipos de aço têm patamar de esco ame nto definido e a 

t ensão corre spond en te a e s te patamar chama- s e 1 imit e de escoa­

mento real . Ou t ros aço s não têm patamar de es coamento, defi­

nindo-se então uma ten sao convencional de es coamento, f 50 , 2 , 

igua l i tensão necessár i a para se obter um a de formação resi­

dual de 0, 2%. Os aços empregados no concr e to armado podem 

ser uti 1 izados também nas peças pretendidas, onde são cha ma ­

dos de armadura suplementar ou armadura frouxa . Ela desempe-

20 
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nha virias funç~es im portantes, como por exemp l o , r ed u z i r a 

fissu r aç ão provocada por retra ç ão do concreto; aumenta r o mo­

mento de fissuração da peça; aumentar o momento f l etor de ru p­

t ura da seção; abso rv er tens~es de tração e, no caso de ocor­

rer em momento s s up e rio res ao de fissuração, a a r madu ra sup l e -
37 

mentar auxi I i a os cabos no controle da abertura das fissu ras 

As propriedades dos aços para armadura ordin ári a , 

em gera l, não depen dem das co ndi ções amb i entes ou do tempo . O 

se u diagra ma tensão- de fo r mação s i mplifi ca do de pe nd e de va l o r es 

que sã o facil mente obtido s cn1 testes de la boratór i o. 

Para o presente estudo , emprego u-s e o modelo bi linea r 

elasto-plástico usado por KANG 30 , que é si métrico em relação à 
origem, como se ve na f igur a 2.11. 

r 
--;--

/ 

CJ 

.-

2 f 
y 

FIG UR A 2.1 I - Diag r ama o - E dos aços para armadura ord i nária . 

Para a I in ha de desca r ga e recarga , cons id e ra- se a 

mesma inclina ção do tramo inicial , ou se ja, o mód ulo de defor -

maçao inicial. Identifica-se quatro fases d i ferentes , cujas 
-eqL1açoes sao: 

a) Estád i o I. T ens~es inici a i s de traçao ou c om-

p r essao . 



onde E
1 

(J = E I 
m 

E 

é o mó dulo de deformação i nicial. 

b) Estádio l i . Após o escoamento . 

O = E Em± (f - E E ) 
2 y 2 y 

( 2 . I 5) 

( 2 . I 6) 

onde E2 é o módulo de deformação do estádio I I , f e a ten­
y 

são de escoamento e E a deforma çã o co rr espo ndente a f . 
y y 

sendo E , 
r 

c ) De sca r ga ou recarga. 

( 2. I 7) 

a deformação residual, co n forme a figura 2 . 11 . 

d) Ruptura. 

Assume-se que ela ocorre quando a deformação me câ ni ­

ca Em excede a defor maçã o últi ma E . 
u 

O comp ortamento hi s te r ét i co das peças em concreto 

a r mado e pretendido, sob solicita ções de flexão p r e do minant e , 

é principa l mente influenc iad o pelo comportamento do aço e, em 

me dida mu i to menor pelo mod e l o do concreto . Uma aprox i mação 

me lhor que a oferecida pe l o s i mp l es mode l o b i 1 in e ar a nterior 

é aq uela corr es pondente a mo de l os mai s refinado s como po r 

exem plo o de AGRAWAL, mos t rado na figura 2 .1 2. 

Esse modelo, combinado com o de BLAKELEY e PAR K 

para o concreto, fo i testado com êx i to por SCHIRMBECK e BIG­

NON42 obtendo-se acuradas aproximações com resulta dos expe­

rimentais p rov en i entes de diversa s bibliogr af ias. 
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- --

FIGURA 2.12 - Diagrama o - E para o aço, p r oposto por AGRAWAL . 

2.4 - Aços para Pr etensão 

Os aços para protensao distinguem- se daqueles para 

a r mad ur a ordinária por apresentarem o 1 i mi te de escoa mento e 

a resistência à tração con s ideravelmente ma i s elevados . Se 

caracterizam pelas altas resistência s e pela ausência de um p~ 

tamar de escoamento . 

Os aços para protensao podem se r agrupados nas se-
. . 3 7 gu1ntes categor1as : 

a) Fios trefi lado s de aço carbono. A trefi lação pr~ 

duz encruamento do aço, aumentando sua resistência . 

b) Cordoalhas. São formad as por fios enro lados em 

forma de hé li ce, sendo as mais comuns constituídas por três ou 

sete fios. 

c) Barra s de aço- li ga de alta r es i stênc ia, la mi na das 

a quente. 

Os aços para pretensão se c la ss i ficam ainda quanto 
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ao trata me nt o que rec ebem . No Bras i 1, a Companh i a SiderGrgica 

Belga-M i ne i r a p roduz f i os e co rd oa lhas co m aços em du as modal i 

dades de t r a ta mento. são e l es : 

a ) Aços a 1 i v i a do s ou de r e 1 a x ação no r ma 1 ( R N ) . Sã o 

retificados por um tratamento térmi co que alivia tensões int er 

nas de t r efi la ção . 

b) Aços estab ili zados ou de ba i xa re la xação (RB). 

São aço s tref i lados que r ecebem um tratamento termo- me cân i co, 

que con s i ste nu m aquecimento a 400°C e estiramento~ deforma ­

~ão uni tá ria de 1%, o qual me l hora as caract e rí s ticas elásti­

cas e redu z as pe rdas de ten são po r relaxaç ão do a ço . 

Os cabos de pretensão sao co mpostos de f io s ou cor­

doalhas, justapos tos . A in stalação do cabo co n s ist e na dispo­

sição da armadura de pret e nsão na bainha, que deverá ser feita 

de maneira a possibilitar uma boa capacidade de de s lizamento e 

espaço s ufici ente entre a a r mad ura e a me sma , de ma neira a pe~ 

miti r o fluxo da nata de injeção 32 . Os fios ou cordoalhas po­

dem ser d i spostos de diver sas mane iras, variando, em ge ral , 

co m o p ro cesso de preten são . 

No caso de feixes de fios 1 i sos , eles podem ser man­

t i dos em sua s po s ições por meio de espaçadores, porem esta pr~ 

tica est á em desuso devido ao seu al t o custo. Os fios lisos 

podem ta mbém ser dispo st os c ir cunferencia l mente em to rno de 

uma espir al in terna que tem o passo de hélice reduzido na re­

gião de mudança de d ireção . Isto torna a espiral ma i s forte, 

para re s i st ir às forças devidas às mud anças de direção. 

Quando são usados f i os de grande s diâmetros - 12 a 

16 mm - o número de f i os é pequeno e o s fio s são dispostos un s 

juntos dos outros3 2 . 

No caso de feixes de f i os ner vur ados ou cordoalhas, 

24 

não e necessário adotar um arranjo especial, porque dev i do às 

ne rvur as e aos espaços internos das cordoalhas, semp r e há espa­

ços 1 ivres q ue perm i tem a penetração da nata de injeção
32 

As barras são usadas, em ge r a l , i so l adas , o u seja, 

uma por bainha. Neste caso, a esco l ha correta depende apena s 

do diâmetro in ter no da bainha compa rado com o da ba rra. 
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As bainhas -sao tubos onde é co locada a armadura de 

pretensão para que ela deslize com o míni mo de atrito. Elas 

são geralmente fe i tas com chapa fina de aço, em máqu inas espe ­

ciais que produzem um tubo flexív e l de parede corrugada . A 

corrugação é conveniente para aumentar a resistência da bainha, 

bem como sua aderência ao concreto. A bainha deve ter uma cer 

ta flexibilidade, para permitir as curvas dos cabos 37 . 

O d i agrama tensão-de formação dos aços para proten­

sao apresenta, no início do carregamento, um trecho l inear . Só 

as cordoa l has e os cabos constituem, até certo ponto, uma exc! 

ção, pois logo no início do carregamento ocorrem deformações 

plásticas devidas à acomodação dos fio s 39 . 

É adotado aqui o diagrama tensão-deformação tetrali ­

near mostrado na figura 2.13
8 

adaptado a partir dos valores 

do Catálogo de Fios e Cordoalhas pa ra Concreto Pretendido, da 

CSBM 17 . 

0,94 

0,80 

a 

f 
fyp-t-- -­

yp 
f 
yp 

/ 
/ 

/ 

FIGURA 2. 13 - Diagrama o - E: para os aços de proten sao. 

-As e q uaçoes para as quatro retas do d ia grama sao 

E E: 
u 
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Como 
l ' 

( 2. 1 8) 

fica 

a = 0 8 f + (E - E l) E
2 

· 
' YP P 

Mas 

( 0,94 - 0 ,8) f 0 ,1 4f 0,7f 
E 

2 
= --- ------'y..J:...p = YP = YP 

e: 2 -o,8 E
2 

( 2. 1 9) 

o 7 f 
a = o' 8 f + (E - o' 8 E 2 ) 

' yp 
YP P 

E 2 

a o ' 8 f + 0,7 f 
E p 

- o' 56 f = 
YP yp 

E 2 
yp 

e f inal me nte 

E 

a = fyp (0 ,24 + 0,7 2) 
E 2 

ma s 

(2.20) 

( 1 - O , 9 4 ) f YP 
= 

o' o 6 f 
---~YP __ = 30 f 
e:

2 
+0 , 002 - E

2 
yp .. E - E o 2 
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resultando 

cr ==f [0,94 + 30 
yp 

d) Quando E: > E: 
p o 

cr ( 2 . 2 I ) 

Já que os aço s para pretensão não ap resentam patamar 

de escoamento definido, toma-se como limit e de escoamento con-

venc ional à traç ão, f a tensã o à qual corresponde uma de-
YP 

formação unitária re s idual de 0,2 %. 

Um fator importante nas propriedades dos aços de a l­

ta resistência, é a rela xação da tensão com o tempo, que pod e 

tensão, com o tempo, sob de 

de 1 9 70 

s er definida como um decréscimo na 

formação constante . A P-NB-1163 
I 

recomenda que a 
16 

relaxação seja de 60 MPa. O CEB pe r da de tensão devida a 

adota va lor es das perdas por re l axação expressos em função da 

tensão inicial e vários pesquisadores de senvolveram fórmu l as 

baseadas em suas experiências . 
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3. ALGORITMO DE SOLUÇÃO 

3. I - ConsideraçÕes Gerais 

Utili za -s e, neste es tud o , a técn ica dos elementos 

finito s para a análise estrutura l de pórticos em concreto arma 

do ou em concreto p ret end ido . A estrutura é idealizada como 

um corrjunto de elementos conectados por nós e com condições de 

contorno definidas. Assume-se que as cargas concentradas ex-

ternas são sempre aplicadas nos nós. As cargas d i stribuídas 

nos etementos são conver t idas em ações nodais equ i valentes . 

Dadas a geometria, a carga aplicada, as condições de 

contorno e a relação tensão-deformação dos materiais, podem 

ser encontrados para a estr u tura deslocamentos nodais, reações 

de apoio, forças intern as nos elementos, tensÕes e deformações, 

para carga de curta duração. 

Para a análi se da estrutura no tempo, são necessárias 

a história de carga, hi s tória de temperat ur a , carac t er ís ticas 

de fluência e retra ção, para a determin ação da r esposta da es ­

trutura . 

Quanto à lo calização da estru tura no pla no, é defi­

nido um sistema glo ba l de coordenadas ca rt es ianas retangulares, 

X e Y, e cada eleme nto possui um igual s i stema local, x e y, 

como e most rado na figura 3. I 

A não-lin ea ridad e física é facilmente incluída com a 

uti I ização da relação tensão -defo rmaç ão dos mate ri a i s , en quan­

to a não - I i n e a r i da de g e o mê t r i c a é i n t r o d u z i da no p r o b 1 em a a t r a 

vês das relaçõe s deformações-deslocamentos deco rrentes de uma 

teoria na hipótese de peq uenas deformações e mode rada s rota-
-çoes. 
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- a -
- b -

FIGURA 3.1- Estrutura: a) real; b) idealizada. 

3.2 - Solução da Equação de Equi 1 í brio 

Para o méto do dos elementos finitos com mode lo em 

deslocamentos, o equi 1 íbri o estru t ural do conjunto fica garan­

tido se 

~NL (~) = ~EXT ( 3. 2) 

onde ~NL(~) e um vetor de açoes de ext remo de membro calcula 

do com todas as não-linearidades pre sentes e montado sobre a 

estrutura, e ~EXT é a respectiva montagem nodal das cargas 

exter i ores. 

Designando de U o vetor de des l ocamentos nodais 

procurado, pode-se escreve r 

K U = P 
- o - -L 

( 3. 3) 

onde K 
- o 

e a matr iz de rigidez tangente inicial e ~L as res 

pectivas ações de extremo de membro 1 in ea re s . 

Adicionando (3.2) e (3.3), tem-s e 

~o~+ ~NL(U) = ~EXT +~L ( 3. 4) 

ou 
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~o~ = ~EXT +~L- ~NL(~). ( 3. 5) 

Esta equaçao não-linear dev e ser ver i f i cada em todas as eta­

pas de ca r gas , e para o se u aj uste ex i stem d iver s as técnicas 

in crementa i s , it e rativa s o u mi stas. 

incrementai é a que se seg ue . 

Para a etapa n, tem - se 

~~L (U) 

Na etapa n+ l 

Por exemplo, uma for ma 

(3 . 6) 

K 
-o 

( Un +!:::.Un--7n+l) = ~nEXT+ " P (P p )n 0 -EXT + - L - -NL + 

+ (!:::.P_ L - !:::. P (U)) n~n+l (3. 7) 
-NL 

Subtraindo (3.7) de (3 . 6) , a equação para o processo increme n­

tai f i ca 

ou 

on de 

K !:::.U 
-o 

e o vetor de deseq ui 1 í b rio. 

A matri z K 
- 0 

é conhecida, já que e la depende 

( 3. 8) 

(3. 9) 

( 3 . 1 o) 

somen -

te das propr ie dades do s mater i a i s e das carac t er ísticas geome -

tr i cas do e l emento, e o incremento de ca r ga !:::.~EX T também é 

defin i do. O incremen to de des locamento !:::,U é a inc6gnita a 

determ i nar. O vetor de desequi 1 íbrio 1:::,0 também n~o é conhe -

c i do, podendo se r ajustado i terativamente . l~a s os p roce sso s 

it e r ativos sã o dispendiosos e m termos computaciona i s e aprese~ 

tam dificuldades na convergénci~ ou in st abilidade numér i ca . 

Ass i m, adota-se neste estudo o método da projeção 1 inear, na 
47 7 

forma proposta po r STRICKLIN e empregado po r BIGNON na 

anál i se não-1 inea r de cascas de concreto armado. O veto r de 
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deseq ui 1 Íbri o é ava li ado d a seg uin te f o r ma 

(3. 11) 

na qual Dn+l é obt i do por uma e xpansao em sér i e de Taylor 

de prime i ra ordem. 

re s u lta 

segu indo 

Usando diferenças de pr ime ira ordem 

n-1 o 

(3. 12) 

(3 . 1 3) 

(3. 1 4) 

(3. 15) 

Esta aproximação e quiv a l e a uma ext r apolação 1 in e ar d e ~ O em 

do i s incremento s consecutivos de cargas 

Pode-se trabalhar tamb ém c om deslocamentos acumula­

do s , sendo a equaçao de equi 1 íbrio d a seg uint e for ma 

n+l n+l n 
~o ~ = ~EXT + (~L - ~ NL (U )) + 

+ ( ~ P -~p (U))n ~n+l 
- L - NL 

( 3 . 1 6) 

onde, da mesma forma que para o algorí t mo incre mentai, o v e ­

tor de desequ i I íbri o e 

(3. I 7) 

e e avaliado pe la expressao 3.15. 

Os dois algoritmos apres e n t ados tê m a vantagem do 

meno r tempo de processame nto, de vido ao fato de s e evitar as 

it e raçoes e den ã o ser ne cess ári a a a tu a li zação da matriz de 

3 1 
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rigidez a cada etapa. Por outro l ado, é reconhecidamente sa-

bido, que os algoritmos de rigidez constant e apresentam uma 

acentuada dificuldad e para representar pronunciados patamares 

associados com fortes deformações plás t icas, assim como a au­

sência· de iterações pode se manifestar e m alguma forma de inér 

cia numérica. 

3.3 - Programa Computacion a l 

O programa PROTENDE fo i desenvolvido em 1 inguagem 

FORTRAN, de acordo com o algoritmo apresentado na seção 3.2, 

empregando no cálculo das ações de extremo, as equaçoes cons­

titutivas dadas, e impl eme ntado no computador BURROUGHS-6700 

do Centro de Processamento de Dados da Universidade Federal do 

Rio Grande do Sul . Tal programa efetua , de acordo com uma cha 

ve de ~ntrada, a análise não-1 inear física e geomét rica de 

pórticos em concreto armado ou pretendido. O programa e res­

trito às aplicações com cargas de curta duração e foi desenvol 

vide de maneira a incluir de for ma diret a os efeitos dependen­

tes do tempo, como a fluênc ia, retração, envelhec imen to , assim 

como a influência de mudança de temperatura e outras fontes de 

auto-deformação. 

Serão dados a segui r um breve f lu xograma do progra-

ma PROTENDE e a finalidade e o fluxograma de cada sub-rotina . 
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. 1 5 3.3. I - Conv enção dos blocos d 1agramas 

c ) início ou fi m 

\ \ operaçao de e ntr ad a e sa í da 

/ 

I I 
cha mada de sub ro t i na 

I 
-exec uçao 

> itera çã o 

decisão 

o conecto r 
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3.3.2 - Fluxograma do programa principal 

ARMADO 

PROGRAI1A 

P R I N C I P A L 

INPUT 

ENTRADA DOS DADOS 

PROTENDIDO 

CALCULO DO VETOR DE 

CARGAS EXTERNAS 

LAÇO SOBRE 
~------------~ 

OS ELEMENTOS 

BUSCA DA ALTURA, DAS CONETIVIDA DES, 
DAS ORDEN ADAS E LARGURAS DAS FAIXAS, 

2 PARA O ELEMENTO 

IN ERC 

CALCULO DO BA­
R I CENTRO , AREA 
E INtRCIA DA 
SEÇ.li.O 

CALCULO DO COMPRIMENTO DO ELEMENTO 
E DO SENO E COSSEN~ DO ANGULO QUE 
O EIXO DO ELEMENTO FAZ COM A HORIZ. 



r 

PROTEND I DO 

CALCULO DA CARGA 
DISTRIB. DEVIDA 

AO PESO PROPR IO 

2 

EXISTEM 
ELEM. COM CARGA 

DISTR I B.? 

MO NTAGEM DO VETOR 
DAS CARGAS DISTRI­
BUfDAS DO ELEMENTO 

NODEQ 

CALCULO DAS AÇÕES 
NODA IS EQUIVALEN­
TES 

LINEAR 
MONTAGEM DA MATRIZ 
DE R I G I DE Z DO E L EM. 

CONECT 

CONECTA MATRIZES E 
VETORES ELEMENTARES 
NOS ARRANJOS ·GLOBA IS 

F IM LAÇO ELEMENTOS 

3 

35 

ARMADO 

NÃO 

NÃO 



ARMADO 

MONT AGE M DO VETOR 
DE INCREMENT O DE 
CARGA 

4 

INT RODUZ CONDI­
ÇOES DE CONTOR 
NO NA MATRIZ 
GLOBA L 

TRIANGU LARIZA 
A MA TR IZ GLO­
BAL 

LAÇO SOB RE AS 
ETAPAS DE CARG A 

ARt~ADO 

5 

PROTENDIDO 

CALCULO DAS PER­
DA S E O VETOR 
DA S CARGAS EQU I­
VALENTES A PRO­
TENSÃO 

MONTAGEM DO VETOR 
DE INCREMENTO DE 
CARGA 

PROTENDIDO 

COMEÇAR A APLI CAR 
A CARGA EXTER NA 

36 

NÃO 

... 



rACUMULA ÇÃO 

cp 
DO VETOR DE CARGASl 

l 
/ CONTO R 
INTRODU Z CONDI-
ÇÕES DE CONTOR-
NO NO VETOR DE 
CAR GAS 

l 
/ SPAR C 

CALCULO DOS 
DES LOC AMENTOS 

i 

\ :~ 
WRESSÃO DOS 
VETORES DE CAR -

GAS E DESLOCAMEN 
TOS DA ETAPA ATUAL 

1 
LA ÇO SOBRE 
OS ELEt~ENTOS 

! 
BUSCA DAS BASES E ORDENA DAS DAS 
FA IXA S E CONETIV I DADES DO ELEM. 
CALCULO DO COMPR IMEN TO DO ELEM. 6 

~ 
BUSCA, NO VETOR GLOBAL, DOS DES 
LOCAMENTOS E I NCRU1 ENTOS DE DES -LOCAMENTOS 

~ 
/ ROTGL 
ROTA ÇAO DE COORDE-
NADAS GLOBAIS PARA 
LOCAIS, DOS DESLO-
CAMENTOS E SEUS 
INCREMENTO S 

l 
/ DELTAR 
CALCULO DAS AÇÕES 
DE EXTREMO DE MEM-
BR O 

cb 

37 
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4 

ROTLG 

ROTAÇÃO DE COOR­
DENADAS LOCAIS 
PARA GLOBA IS DAS 
AÇ 0ES DE EXTREMO 

MONTAGEM DO VETOR GLOB AL DAS 
AÇO ES DE EXTREMO DE MEMBRO 
LINE ARES E NÃO-LINEARES 

LAÇO ELEMENTOS 

IMPRESSÃO DO S RE ­
SULTADOS FINAIS PA ­

RA A ETAPA ATUAL 

CALCULO DA EXTRA PO LAÇÃO PARA 
O PROX I MO VETOR DE CARGAS 

FIM LAÇO ETAPAS DE CARGA 

FIM 

38 



,. 3.3.3 - Sub-roLina s 

a ) -No me: DELTAR 

-Des cri ção : 

Deter mina as a çõe s de extr e mo de me mbro do e l emento, 

lineares e nã o lin e ares , in c r eme n t ai s e totai s , pe lo proce s ­

so de cál cul o que se r á detalhado no ca p ítul o 4. 

- Lógica do pro g ra ma: 

Basicament e e s ta s ub -rotina calc u la a inte g ral 

R = f a ( B T + C T C U) dV 
v 

para o algoritmo em des loc a mento s acumulad os ; e 

f [t.a (BT + CT CU)+ a CT C L\ ~) ] dV 
v 

para o algorit mo e m ter mo s do s incre mentos de de s locamentos. 

do por 

O incr e me nto de de f o r ma ç ão me cânic a l\ê m é calcula-

-Fluxogr ama : 

+ -
2 

39 



LAÇO SOBRE OS 
.----------.!P ONT OS DE I NTE ­

GRAÇAO 

CALCULO DO PRO­

DUTO CT C 

CALCULO DO PRO­

DUTO CT C ~ U 

MAVE 

CALCULO DO PRO­

DUTO CT C U 
- - -

CA LCULO DO PRO­

DUT O UT CT C ~U 

CALCULO DO PRO­

DUTO ~U T C T C ~U 

40 

F 

AR MAD O 

N.í-\ 0 

3 



CA LCULO DA ORDENA­
DA DO CAB O E BUS CA 
DA SUA TENS ÃO E 
DEFOR MA ÇÃ O I NI CIAI S 

3 ~----------------~ 

4 

LAÇO SOBRE 
AS FA IXAS 

CA LCU LO DO VETOR 
B 

CONSI DERAR ARE A 
E IN t RC IA DA SE­
ÇÃO HOt10GEN E I ZA­
DA 

CALCULAR DEF OR­
MAÇÃO NÃO-M ECA­
NICA 

CALCULAR O INCREM EN­
TO DE DEFORMAÇAO TO­
TAL E t1EC AN I CA 

BI LIN EAR 

SIM 

CONS I DERA R AREA 
E IN tRCIA DA SE 
ÇÃO REA L 

DEFOR MAÇÃO NÃO­
-MEC ANI CA E: 
NULA 

41 
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Nj\.O 
6 Joo----<:: 

NÃO-LINEAR 

BUSCA DA TENSj\.O E 
DEFORMAÇj\.O ANTE-
R I OR ES DO CONCRETO 

DIGCON 

CALCULO DA NOVA 
TENSAO E NOVA 
DEFORMACAO NO 
CONCRETO 

MEt10R I ZAÇAO DOS 
NOVOS VALORES DA 
TENSAO E DEFOR­
MAÇÃO 

SIM 

7 

L 
42 

BILINEA R 
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ARMADO 

BUSCA DA TENSÃO 
E DEF ORMAÇÃO 
ANTERIORES NO 
AÇO COMUM 

CALCULO DA NOVA 
TENSÃO E NOVA 
DEFORMAÇÃO NO 
AÇO COMUM 

MEMOR I ZAÇÃO DOS 
NOVOS VALORES 
DA TENSÃO E DE ­
FORMAÇÃO 

MONTAGEM DOS VETORES 
PARA A INTEGRAÇ ÃO 

FIM LAÇO FAIXAS 

8 

PROTEND I DO 

NARAM FA I XAS DE CONC . 
E AÇO COMUt1 

BUSCA DOS VALORES 
ANTERIORES DA TEN 
SÃO E DEFORMAÇÃO­
E CALCULO DA DE ­
FORMAÇÃO NO CABO 

DIGAP 
CALCULO DA NOVA 
TENSÃO E NOVA 
DEFORMAÇÃO PARA 
O AÇO DE PROTEN­
SÃO 

MEMORIZAÇÃO DOS 
NOVOS VALORES 

43 
'-... 

NÃO 

NÃO 



,. 

CALCUL O DO ESFORÇO 
NOR MAL: SOMATORIO 
DO PRODUTO DA TEN­
SAO DE CADA FAIXA 
PELA SUA ESPESSURA 

/ INTEGR 

CALCUL O DOS MOMEN­
TOS E FORÇAS VERTI ­
CAIS ATRAVtS DA I N­
TEGRAÇÃO PELA REGR A 
DE SIMPSON 

CALCULO DA CONTRI ­
BUIÇÃO DO AÇO NAS 
AÇÕES DE EXTREMO 

MULTIPL I CAÇÃO PE­
LOS PESOS DA IN ­
TE GRAÇÃO DE GAUSS· ::-

FIM LAÇO PONTOS DE INTEGRAÇÃO 

CALCULO DO JACOBIA­
NO E ARRANJO DAS 
AÇÕES FINAIS 

( F IM 

.. . . 

44 
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b) -Nome: AEXPRO 

-Descriç ão : 

Calcula as fo r ças nodais equivalentes à força de 

pretensão ao lon go do cabo, aval i a nd o pe rda s po r atr i to e por 

escorregamento de ancora gem , como será expl icado no cap í t u lo S. 

- Lógica do programa: 

Dada a força de pretensão i nicial de cada cabo, a 

s ubrot i na calcula perdas por a trito através da fór mu la 

e 
-(~a+k L) 

e as perd a s po r escorregamento de ancoragem por 

~ 
I E A ô L L 

= p 
1 

p p s s 

L2 
t 

- Fluxogra ma: 
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I 

( A EX PRO 
J 

FOR MAÇÃO DA MATRIZ QUE ESTABELECE A 
CORRESPONDENCIA ENTRE O N? DO SEG-
MENTO DE CABO E O N? DO ELE MENT O DA 
ESTRUTURA QUE EL E ATRAVESSA 

d 

LAÇO SOBRE 
os CABOS 

B U S C A DO N? DO S E G t1 E N TO , DA AREA 
DA SE ÇÃO, DA FORÇA DE PROTENSÃO 
INICIAL E DO ESCOR . DE ANCORAGEM 

.i 

LAÇO SOBRE 
os SEG~1ENTOS 

f 
BUSCA DAS ORDENADAS DOS EXTREMOS 
DO SEGMENTO DE CABO 

~ 
CALCULO DO COMPRIMENTO DO SEGMEN TO 
E ACUMULA ÇÃO DO SEU VALOR PARA CAL -CULO DO COMPRIMENTO TOTAL DO CABO 

J 
CALCULO DO ANGULO QUE o SE G t1E N TO 
FAZ COM O EI XO X-LOCAL DO ELEMENTO 
NO QUAL ELE ESTA INSER ID O 

J 
LAÇO SOBRE 
os SEGMENTOS 

r 
CALCULO DA PERDA POR ATRITO E DA PER 
DA PO R ESCORREGAMENTO DE ANCORAGEM -

J 
CALCULO DO VETOR DAS FORÇAS 
EQU IVALENT ES A PROTENSÃO 

NODAIS 

CALCULO DA TENSÃO E DEFORMAÇÃO IN I-
CIAIS DO CABO 

~ 

/ ROTLG 

ROTAÇÃO DO VETOR 
DAS FORÇAS NODA IS: 
LO CAIS P/GLOBA IS 

~ 

MONTAGEM DO VETO R GLOBAL DAS FORÇAS 
NODAIS EQUIVALENTES À PRO TENSÃO 

( FIM ) 
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c) - Nome : I NERC 

- Descrição: 

Ca l c u la a orden a da do bar i cent r o da seção em r e laç ão 

ao e ixo de referê nc i a , a areada seção t r ans versa l e o momento 

de i né r cia em r elação ao eixo de referênc i a e em r elação ao 

e ixo ba ric ê ntrico. Ca l c ul a a in da a a r e a e a in é r c ia da seção 

homogen ei zada, le vando em conta a presença do aço na seçao . 

- Lóg i ca do programa: 

Se a seção é retang ul ar, as ca r a c te rí st i cas ge ome ­

tricas s ão cal c ula das po r 

A = b h e = 

Se a seçao e qu a lq uer, tem - se a l argu r a e a orde na da 

de cada faixa, s en do e n tão f e i t o 

n 
A = E b . h. 

i =l I I 

e 

n b . h3 
2 [ ( I I = + b . h . y . ) 

i = l 12 I I I 

o nde h . 
I 

e a a l tura da fa i xa , que e co nsta n te e da da por 

h . 
I 

Para o e i xo ba ricêntrico, faz - se uma translação 

= 

- Fluxog r ama: 

L 
' 



.. 

SIM 

CALCULO DA AREA E 
INE:RCIA EM RELA­
ÇÃO AO EIXO BARI­
CtNTRICO 

INERC ) 

A SEÇÃO E: 
RETANGULAR 

? 

NÃO 

CALCULO DA ESPESSU 
RA DA FAIXA 

CALCULO DA AREA E 
DO MOMENTO ESTAT I­
CO DA SE ÇÃO 

CALCULO DA ORDENA­
DA DO BAR I CENTRO 

j 
CALCULO DO MOMENTO 
DE INE:RCIA EM RELA­
ÇÃO AO EIXO DE RE­
FERtNCIA 

CÁLCULO DO MOMEN TO 
DE INE:RCI A EM RE LA­
ÇÃO AO EIXO BARI ­
CtNTRICO 

J 

CALCULO DA AREA E 
DA INtRCIA DA SE­
ÇÃO HOMOGENE I ZADA 

l 
( F IM 

L 
48 



d) -Nome: DIGCON 

-Des cri ção: 

Calcula te nsões e i nc reme ntos de tensoes pa ra cada 

fa i xa de concreto, sendo dados o i ncr eme nt o de defo r maçã o e os 

valores da tensão e da deformação da etapa a nt erior . 

-Lógica do prog r ama: 

Es ta s ub-ro t ina per corre o d ia grama a - € do con­

c reto, analisando se a fa i xa está s ob carga ou descarga. 

-Fluxogr ama : 

49 
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NEGATIVO 

(descarga) 

CALCULO DA NOVA DEFORMAÇAO 
E 

CALCULO DA TENSÃO FICTfCIA 

50 

SIM 

NEGATIVO POSITIVO 

(comp.) 

SI~~ 

CALCULO DA 
TENSÃO REAL 

CALCULO DA 
TENSÃO REAL 

CALCULO DAS 
NOVAS f:..o E o, 
OBSERVANDO O 
ALCANCE DA o 
DE FISSURAÇAO 

CALCULO DAS 
NOVAS f:..o E o , 
OBSERVANDO O 
ALCANCE DA o 
DE FISSURAÇÃO 

SIM 

CALCULO DA 
TENSAO REAL 

NÃO 

CA LCULO DA 
TENSAO REAL 

(HOUVE ES ­
MAGAMENTO) 

IFC = TRUE 
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e) -Nome : DIGACO 

-Descrição: 

A sub-rotina c alcula tens õe s e incr e mento de tensoes 

para cada faixa qu e re p r e s e nta o a ç o para ar madura ordinária, 

sendo dados o incremen t o de defor maç ã o e a t e nsão e deformação 

da etapa anterior. 

-Lógica do p r og ra ma: 

Esta sub-rotina pe rcorre o diagra ma o - E , bilinear, 

do aço, anal i sando s i tuação de carga ou descarga. 

-Fluxogra ma : 

NEGATIVO 

CALCULO DA NO­
VA TENS.l\0 

CALCULO DA NOVA 
DEFORMAÇÃO 

CALCULO DE b.o 

SIM 

POSITIVO 

CAL CULO DA NO­
VA TE NSÃ O 



., 

f) - Nome : O I GAP 

-Descri ção : 

Calcula a nova tensão , o i ncr eme nto de ten sao e a 

no va def o rmação, para o aço de pretensão . 

- Lógica do programa: 

52 

A sub-rotina percorre o diagrama tet ralinear da rela­

çao a-€ do aço para protensao . 

- Fluxogra ma : 

CALCULO DA NOVA DEFORMAÇ~O 

NEGATIVO 

(desca r ga) 

CAL CULO DA NOVA 
TENS~O 

s lt1 

POS IT I VO 

(car ga) 

PESQUISA, NO EIXO 
DAS DEFORMAÇÕES, 
DO TRECHO ONDE SE 
ENC ONTRA A TENS~O 
ATUAL 

CALCULO DA NOVA 
TE N S~O 
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g) - Nome : INTEGR 

- Descrição: 

A s u b-rotina faz a integração a o longo da altura da 

seção, pelas regras de Simpson e trapézio, se ndo dado s o nu me­

ro de pontos, s ua s o rd e n a das e o va l or, em cada ponto, da fun­

çao a ser integrada . Como a r egra de Simpson exige um numero 

par de inte r valo s de in tegração , o n úmero de pontos, que equi­

vale m às faixa s de concreto, deve ser ímpar. 

- Lógica do programa : 

Os po ntos s ao os centro s das faixas . A r e g r a de S i m.e_ 

son dá a área s ob a função, entre os do i s pontos extrem o s . A 

área entre o ponto da face e o cent r o da primeira e última fai­

xa, é calculada pela r eg ra dos trapé z ios . O va l o r da função 

para o ponto da face e extrapo l ado a partir dos dois pontos an­

teriore s . A e xpress a o da regr a de Si mpson composta e 

b 
f f (x) dx 

b -a 

6 n 
f(a) +f(b) +2 E f (a +~ i) + [ 

n-1 

a 

2n-1 
+ 4 [ 

i =I 
t. i =2 

b - a 
f (a + 

2n 

-Flu xo g ra ma: 

i =1 n 

h . 
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•' ' ( INTEGR ) 

CALCU LO, PELA REGRA 
DE SIMPSON, DA ARE A 
SOB A FUNÇÃO, COM-
PREENDIDA ENTRE OS 
PONTOS EXTREMOS 

CALCULO DO VALOR DA l 
FUNÇÃO NOS PONTOS 
DA FACE, POR UMA EX-
TRAPOLAÇÃO 

CALCULO DAS DUAS 
AREAS COMPREENDIDAS 
ENTRE AS FA CES E O 
CENTRO DA PR IM EIRA 
E ÜLT IMA FAIXA 

CALCULO DA AREA 
TOTAL 

c FIN ) 



.· 

, 

As sub-rotinas restantes são do t ipo convencional, 

quase semp r e usadas na resolução de est ruturas, e serão fe i tas 

ap ena s a s suas descr i ções . Algumas são próprias do programa 

PROTENDE , mas s ao sub-rot i nas auxi 1 i ares e extremamente s i m-

ples. são elas : 

- Sub-rotina CON EC T 

Conecta as mat ri zes de rigidez e vetor e s de carga 

el ementa r es , nos arranjo s globais corresponde n tes . 

- Sub-rotina NODEQ 

Calc u l a a s carg a s nodais equivalentes devidas as car 

gas distribuídas e concentradas, ap licadas no elemento . 

- Sub-rotina CONTOR 

Intr od uz a s condições de con torno da estrutura, de 

forma ppcional, nos ca s os seg uint es 

- na matriz global ; 

- no vetor de te r mos inde pendentes; 

-na matri z e no vetor . 

-Sub-roti na LIN EAR 

Calcula a matriz de rig id e z li near e o vetor de car­

ga s a nív e l de e l eme n to . 

-S ub-rot i na SPA RC 

Sub -ro tin a de so lução do sistema a l gébrico de equa­

ç ões 1 ineares espa r s as, pe l o a l goritmo proposto por BATHE e 

\~ILSON 5 . Segundo a c ha ve KEX, el a efetua 

- tri a n gu l a ri zação da matr i z , para KEX = 

- retro ss ubstit Lii ç ão, para KEX = 2 ; 

- tr i a ngularização e r e trossubstitu i ção, para 
KEX=3. 

-Sub-rotina MAVE 

Efetua o produto de uma matr i z por um vetor. 

-S ub-rotina PEV 

Efetu a o produto de dois vetore s . 



-Sub - rotina CTXC 

Calc ul a a ma t r i z produto CT C. 

-Sub-rotina ROTGL 

56 

Executa a ro taçao de um vetor, de coo rdenadas g l oba i s 

pa r a l oca i s . 

-Sub - rotina ROTLG 

Executa a ro t ação de um vetor, de coorde nadas lo cais 

para globa is. 
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4 . UM PROCES SO DE CA LCULO PARA ESTRUTURAS EM CONCRETO ARMADO 

4.1 - Def i n i çõe s e Hipóte ses 

Um pórt i co p l ano em concreto armado é mo s trad o na f i­

gu ra 4. 1 , consi st ido de e lemento s pr i smáticos, con ec tados por 

nos . 

FIG URA 4 . 1 - Um pórtico p l ano em concreto armado . 

Assume-se que cada elemento tem seção transversal 

simé t rica em re l ação ao e ixo do plano de atuação da s ca r gas 

exte ri ores , ma s a forma da seção pode mudar de um e l e me n to pa­

ra outro. 

O siste ma local de coordenadas, x e y, para cada 

e l eme nt o , e def i nido a partir do nó i nicial do mesmo. O e i xo 

x, das absc i ssas, 1 i ga os nos do e lemento e o eixo perpend i cu­

lar a ele, no plano da seção transversal, é o y , das ordenadas . 

A or ig em do s i st ema loca l é o I]Ó inicial, e não é nece ssár i o 

que e l e coi nci da com o bar i centro da seção, mas y deve ser o 

eixo de simetria dessa última. 

A seção transversal de cada elemento e dividida em 

57 
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faix as de co nc r eto e a ço . 

Cada nó tem três graus de I iberdad e , isto e , dua s 

tran s l ações e uma ro t ação. Os de s locamentos do nó podem ser de 

finido s tanto em coordenadas l oca is, quanto em globais. O s is 

te ma g lobal de coordenadas, 

comum a todos o s e lementos . 

X e Y, é fixado no espaço e e 

As equações de equ i 1 Í brio da es tru tura são es tabele-

cida s e re solvidas no sistema global de coordenada s , mas as 

pro pr i e dad es dos elementos, tai s como mat ri z de rigidez e ações 

de extremo de membro , são montadas para cada um del es separa­

damente. 

Admite-se que as seçoes planas e normais ao e i xo an ­

tes da deformação permaneçam planas e normais ao eixo defor­

mado, o que impli ca em negligenciar a defo r mação por co rt e, e 

con side ra- se que todos os pontos de uma mesma seção normal ex ­

perimentam o mesmo deslocamento na direção transve r sal . Assu ­

me -se também haver pe rf eita aderência e ntre o aç o e o concreto 

adjacente. Esta hipótese assegura que o campo de deslocamentos 

de um elemento de pórtico se ja cont ínuo. 

4 . 2 - Equações de Equi I íbrio do Elemento. 

de Extremo de Membro 

Cálculo das Ações 

Na figura 4 . 2.a, estão definidas as seis componentes 

dos des loc amentos nodai s de um e lemento de uma estrutura de 

barras, em seu sistema local de coordenadas. No diagrama de 

corpo livre do elemento , que se mostr a na fig ura 4.2 . b, as so -

li c i tações R1, R
2

, que os no s exercem sobre o elemen -

to, se rão consideradas como as Gnicas ações exte rnas que atuam 

sob r e e le. 

Define-se os veto res 

l 
u I v I e 1 u 

R I 

u = v :; e :; u 
R2 

- = v R :; 

u2 v2 82 e 
R6 

( 4 . I ) 
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v2(UL,) 

t--- u--..(U2) 

X 

L 

- a- -b-

FIGURA 4.2. a) Des l ocamentos nodais; 

b) a ções de extremo de memb r o . 

e o parâmetro adime nsi onal p, que repre sen ta a posição no ei-

xo do eleme nto, s endo 

X 
p = 

L 

Para representar os deslocamentos u ( x) 
o 

( 4 . 2) 

e v(x ) , 

59 

de qua l quer ponto do eixo da peça nas d i reções x e y, em ter-

mos dos v a l ores nodais, ado t a-se a so lu çã o exata na hipóte se 

e l ástica -linea r, ou seja, uma i nte r po l ação linear para o des l o­

ca men to a x i a l e uma v ar i ação cúbica , atravé s dos po lin ôm ios de 

1
1
Hermite, para os de s l ocamento s tran s v e r sa i s . An a liticament e 

u (x) = <1> u o 

onde 

cp { ( I - p) , p} ( 4. 3) 

v ( x) = tjJ { ; } , 
sendo 

tjJ = { ( l - 3 
2 

+ 2 p3) (3 p 
2 3 p - 2 p ) ' 

L ( p - 2 2 + p 3) p L ( -p 2 + p 3) } 
' 

l 
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nas quais, ~ e $ são as chamadas funções de forma para U (X) 
o 

e v(x), r espect iv ame nt e . 

Se u(x,y) e o deslocamento , na direção x, de qual ­

quer ponto do elemento, então, pela h i pótese da s seções planas, 

pode - se expressar u( x,y) em função dos deslocamentos nodais, 

ou seja 

u(x,y) = u (x) _ y dv(x) 
o 

( 4 . 4) 
dx 

u( x,y) = $ u- Y L{~} ( 4 . 5) 

Em termos de U, pode- se escrever 

u( x ,y) = {~, -y ~ ' x} U 

e (4.6) 

v(x) = {O, IJI} U 

Já que a fo r mulação é orientada para es tru t uras de 

concreto a r mado , considera-se sufic i ente adotar uma teoria de 

pequenas deformaçõ es e moderadas rotações, onde resu lta indi­

fere nt e ref erenc i ar as tensoes à conf i guração original ou à 

conf i gu ra ção deformada, e onde a componente na direção x do 
- 7,24 

tensor de deform açoes f init as possa ser aproxi mado na for ma 

e::(x,y) = du(x,y) 

dx 
+ -

2 
( 4. 7) 

O seg undo termo do segundo membro da equação (4. 7), introduz 

a não- linear idade geométrica no problema. 

e 

Em função de ~ e IJ! , 

du(x,y) 

dx 

dv(x) 

dx 

= {Q> ' 
- X 

= { O, IJI , } U 
- X 

tem-se 

( 4 . 8) 
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Portanto, a expre ssão de e: pode se r reescrita 

ou a i nda 

onde 

e 

Efetu ando 

e: (x,y) 

B = {<I> ' 
- X 

c = {O 

B U 

-y 

~ 'x } 

+-
2 

~ 'xx } 

as derivadas, fica 

L L 
...§._ y(J-2 p) > ...§._ (-1+2 p) 1 

L2 L2 
B = {-

2 
y(2-3 p)' 

2 
y(l-3 p)} 

L L 

6 c= {0, o,- (-p 
L 

(1-4 p+3 p
2
)' 

2 6 2 
+ p ), - (p - p ), 

L 

2 
(-2p+3p)}. 

( 4. 9) 

( 4 . 1 o) 

( 4. 1 1 ) 

( 4. I 2) 

(4. 1 3) 

Ocorrendo uma mudança nos deslocamentos nodais, com um acres­

cimo ~U, a nova deformação é 

( e: + ~e: ) = B (U+~U) +; [(~T + ~ ~T ) CT C(~+~~)] 
( 4 . 1 4) 

Subtraindo (4.10) de (4.14), r es ulta o acrésc i mo de deforma-

-çao 

B ~U + UT CT C ~U+J_ ~UT CT C ~U 
2 

( 4. I 5) 
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Assumindo que a única componente de tensões que realiza tr ab a­

lho virtu al não nu l o é a tensão normal paral e l a ao e i xo x , 

o =a , uma expre ssão do pr in c í pio dos trabalhos vi rt uai s 
X 

consistente com as hi póteses adotadas ao se introdu zi r a não - linea-

ridade geométr i ca, e 

Ó€ a dV 
o 

( 4. 1 6) 
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onde R e o vetor das cargas e xt er na s no da i s def ini do em (4 . 1), 

ÔU é o vetor de des loca mentos virtuai s nodais , Ó€ e a defor-

maçio virtual e V é o volume do elemento indefor ma do. 
o 

Efe tuando a variação da equação (4.10) , su bst i tuindo e m (4 . 16) 

e reordenando, f ic a 

Já que óU e arb i trário, res ulta f in almente 

a ( B T + C T C U) dV 
o 

( 4. 1 7) 

( 4. 1 8) 

que e a equação de e qui 1 í br i o do elemento , em termos dos des­

l ocamentos noda i s to t ais . 

No e sta do de deformação correspondente aos desloca­

mentes (U + L).U) , a tensão muda pa ra (o + L).o) e , para ma n-

ter o e quilíbri o , o ve to r de cargas nodais exper imenta um acres 

c i mo, tal que 

R+ L). R (BT + CT C( U +L).U)) dV 
o 

(4.19) 

Subtraindo (4.1 8) de (4 .19 ) , obtém-se , finalmente, uma forma 

increment ai das equações de equilíb r io do e l eme nto 

L). R f (4 . 20) 

O incre me nto de tensoes L).o dà equação (4. 20) é dete rminado 

tanto par a o c oncreto, quanto para o aço, pe l a re lação tensão­

-deformação 

L 



( 4 . 2 1 ) 

onde ~Em e o incremento de de formação mecânica, e o 

incremento de deformação não-mecân ica e ~E é o incremento de 

deformação total. E designa o módulo de deformação longitudi­

nal do material, na configuração atingida com as tensões cr. 

4.3 - Cálculo de Deformações e Te nsões 
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Os estados de solic i tação aplicados , incluindo a pro­

tensao se for o caso, serão efetuados através de uma seqUênc i a 

de i ncrementos consecutivos de carga, e as equações de equi 1 í­

brio serão resolvidas quer em termos de incrementos de deslo­

camentos , quer em deslocamentos acumulados. 

Para calcu l ar as tensões e deforma ções associadas com 

determinados valore s de de s l ocamentos nodai s acumu l ados, a se­

rem empregado s na avaliação das exp res soes (4 . 18) e (4.20) , 

procede - se da segu i nte mane ira: 

a) Os incrementos de deslocamentos, ~U G, e os des­

locamentos acumulados, UG, que es tão em coordenadas g lobai s , 

são transformado s para o sistema local, para cada e lemento, 

atra vés da s relações 

(4. 22) 

onde B e a matriz de rotação, dada por 

cos a sen a O 

-sen a cos a o o 

f3 = (4 . 23) o o ............. . ........ .. ..................... 
cos a sen a O 

o -sen a cos a o 
o o 

b) O incremento de defo rmação ~ E , 

e lemen to , é ca l culado pela eq uação (4. 15) 

para um ponto do 



B ~ U + _l ~ U T C T C 6 U + U T C T C ~ U 
2 

(4.24) 

A de f ormaç ã o to t a 1 t: e obt ida po r adi ç ões co nse cu t iva s dos 

i ncr e mento s 6 t: , em cad a e t a pa . 

c) A de f orma çã o mec â ni ca t: m é dada pel a diferen ça 

( n m) E: - E: , 

efeitos comb i nad o s da 

e a defor maç ão não -mecâ nica de vida a os 

f l uê nc i a , ret r a çao , enve lhec i me nto do 

concreto e, aind a , ao s efe i tos da mu dança de t e mp e rat ura. 

d ) A tensã o o é então calcu l a da pe l as rela ç ões já 

estudadas. Para o c on c reto , us a- s e a s e q uações (2.1 0 ), ( 2 . 1 1 ) 

e (2.12); e para o a ç o a s e quaç oe s (2.15), (2.16) c (2.17). 

4. 4 - Cálculo do Ve to r da s For ç a s In ter na s Re s i s t ent e s 

O veto r das fo r ç a s i nterna s r e s i stentes pode s er in­

terpretado como aquele qu e cont é m as a ções de extremo de mem­

bro e m equi 1 íbrio compat í ve l, pa r a um da do es t a do de de for ma­

ção atingido, lev a ndo em co nta t o das a s nã o-lineari da des pr e -

sent es . Ass umindo con hec ido um co njun to de des loca me ntos no -
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da i s ~ , e s te v e to r é c a 1 c u 1 a do , a n í v e 1 de e 1 e me n t o , p e 1 a eq u~ 

ção de equilíbrio (4.1 8 ). 

R f o ( B T + C T C U) dV 
o (4 . 2 5 ) 

on de B e C s ã o dad os pe l a s eq ua ç ões (4. 12) e (4 . 13), re spe c­

tivame nte. A t en sã o a é calcu l a da pe las r e l aç ões te nsão-d e ­

for maçã o vi s ta s no c apí t ul o 2, emp r egando - s e as e q uaçõe s (2.10), 

( 2. 1 1 ) e (2 .12 ) para o co n c reto e ( 2 . 15) , ( 2 .16 ) e (2 .1 7) para 

o a ço . 

O veto r R de ve se r a va li a do na fo r ma mais acura da poss íve l 

porque e l e influi, de mane ir a dec i s iva, na pr e ci s ã o dos des lo­

ca me n t os dete r minados pe l o al go ri tmo e mp r egado . 

Para a deter mi na ç ão de R, co ns i de r a - s e q ue a s e-

ção t r a nsv e r s al do e l eme nto s e j.a c on s tit uí da de fa i xas de con­

cre t o , e a a r e a de aço de cada ca ma da é con ce n trada no ei xo de 

si met ria da mes ma, conforme a fi gu r a 4 . 3 . 
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aço 
faixa de concreto 

rea 1 ; FIGURA 4.3- Seção transversal: a) 

b) idealizada . 

Assume-se que cada faixa de concreto ou aço está sub­

metida a um estado uniaxial de tensão e, para cada uma delas, 

a la r gura e a distância ao e ixo de referência são propriedades 

que devem ser especificadas. 

O vetor R é avaliado por me io de uma dupla integr~ 

çao , sendo uma sobre as fa i xas, pela regra de Simpson, e outra 

ao longo do eixo do elemento , através de uma quadratura de 

Gauss com três pontos de integração. 

Cada componente de R contém duas funções: uma f(x) 

e uma g(x,y), que devem ser integrada s no volume do elemen to. 

A in tegração pode ser feita como se segue. 

L 
f f(x) f g(x,y) dA dx 

O A 

L 1 
f 

2 -1 
f(p) f g(p,y) 

A 
dA dp . 

(4.26) 

O termo L/2 é o jacobiano, qu e apare ce de vido às mudanças de 

variável e do inte rv a l o de i ntegra ção. 

tegração de Gauss, vem 

sendo 

L 

f f(x) f g(x,y) dA dx = 
O A 

= f g(pk, y) dA 
A 

E daí, da teoria da in-

(4.27) 

r 

.. 
I 
I 
I 
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exec u tada sep a radament e. são as ab s ci ss as dos pontos de 

integração e wk os pe s o s co rrespondentes. 

As sei s componentes do vetor R do elemento estao 

mostradas na figura 4.4 . 

' v 
I 

X 

FI GURA 4 . 4 - Componentes do vetor R para o elemento . 

O vetor de fo r ças i nternas res i stentes, uma vez determi nado 

pela equação (4.25) e m coordenadas locais, é tra n sformado pa­

ra o sistema global de coordenadas, através da relação 

(4 . 28) 

onde BT e a tra nsposta da matri z B, equaçao (4.23). Após a 

tra nsformação , é montado o vetor de esfo rço s resistentes, 

~NL(~), para toda a estrutura, para ser aplicado à equação de 

equ i l í br i o global (3 . 5), ou no cálculo do incremento ô~NL(~), 

da eq uação (3.9). 
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5. EXTENS AO DO PROCESSO DE CALCULO PARA ESTRUTURAS EM CON CRETO 

PROTENDI DO 

5.1- Ge nera li da de s 

A p rote nsao e um processo q ue con s i ste em introduz i r 

numa e stru t ura, um es t a do pré vio de tensõ e s ca paz de me lh o rar 

s ua re s i stên ci a o u seu comportamento , sob dive r sas cond i ções 

de carga. Em pe ça s de co ncreto , a p rete nsão des e nvolv e e s for-

ços qu e a nu la m dr a st i came n te as tensões de tração no concre t o , 

de modo a e liminar a ab e r t ur a de f i ss u ras co mo co ndi çã o de t e r-

mina nte do d i mens i onamento . Co nseqUentemente , com uma maior 

prot e ção fren te à corr osão, po de m se r a prove it ados os aços de 

ele va da r esi stênc i a que a i ndústria atualmente produz em con di 

ç Ões e con ôm ica s . 

A t écni ca utilizada , na p r át i ca , pa r a a real ização 

da pre t e nsão do conc reto , é at r avés de ca bos de aço trac i ona -

dos e anc o r a dos no p r óprio conc reto . As a ncoragens dos c abos 

gara n te m a per ma nê nc i a dos esforços in t ro d uz i dos. 

A p ret en são faz com q ue a fa i xa de t raba lh o do con­

c ret o s e des l oq ue para o lado da compressão, onde ele é ma i s 

ef ici e nt e . Usa ndo a r mad ur a na forma de c ab os de aç o t ra c i o na-

dos e ancor ad os , po de-se empregar aços de alta resistên c ia e 

trab a lh a r com te ns ões e l e vadas . Dessa fo r ma, compa tibili za -s e 

o de sem penho s i mul tineo dos do i s mate r ia i s e tira - se prove i to 

d a s s uas ca ra cte rí st i c a s . 

De pendendo do método de aplicação da pretensão , 

es trutura s e m co ncreto p rete nd id o são class i f i cadas em 

a) Pré-t racionadas . 

as 

Os fios de aço da armadu ra são esticados e ancorados 

em s up o r tes p rov i sór i os . O con c reto e la nçado dir e t ame n te s o-

bre os fios, e st a belecendo - se aderência . Após o endurecimento 

do c o nc reto , os f i o s do supo r te pro vi sór i o s ão co r tados . A 

I 

r 

I.. . :: 

r 
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anco rage m se faz por ade r ên c i a ent re os fio s e o concret o. Na 

f i gura S. 1, apr e sent a - s e um e s qu ema de duas viga s com armadura 

pré-tracionada 37 . Este proces s o é e mpregado principa l mente em 

peças pré-moldadas. 

f ios de aço 

~ n 

ancoragem 

I ' I 
\ 

- a - \ VI ga de concreto 
ponto de fixação do f i o 

\ ~nto 
de apoio 

L!=JI I ~ 
- . 

l 
- b -

FIGURA S. 1 - Sistema co m armaduras pré-trac i onadas: 

a) a r ma d u r a r e t i 1 í n e a ; 

b) a rmadura po ligonal . 

b) Pós-tracionadas. 

Os cabo s , colocado s de n t ro de bainha s metilicas cor­

rugadas, sao tracionados ap ós o e ndureci ment o do concreto. A 

protensao é transferida gradual men te, e a próp r ia peç a é utili-

zada co mo apo i o definitivo para a ancoragem do s fio s . A opera -

ção de t r ação do cabo é feita, em gera l, por me i os mecâni cos, 

sendo ma i s us uai s os macacos hi drá uli cos . A f i gu ra 5 .2 mostra 

o esq uema de uma viga com armadura pós-tracionada. Os ma cacos 

atuam nos ponto s A, onde pr e nd em os cabos , e se apeiam na pro­

pria peça. 
-Depoi s de e s t icados, o s c abos sao ancorados definiti -

vamente, através de di s po s itivos de ancorage m, ficando sob ten -

sao . Os macaco s si o ent~o retLr a dos. 

As e s trutura s p r etend i da s com armad u ra s pós - tra ciona­

das podem a ind a s er co m ou sem ad e rência , de pend e ndo se é feita, 

ou não, a inj eçã o de na t a de ci me nto nas bainha s , após a prote~ 

.. 
J 

,, 

I -

I. 
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são dos cabos. 

vig a de concreto 

A 

ancoragem cabo de aço 

FIGURA 5.2- Sistema com armadura pós-tracionada. 

O presente trabalho é voltado para o estudo das es­

truturas pós-tracionadas com aderência, que são empregadas 

principalmente em obras executadas 1 1 in loco• •. 

Na análise das peças em concreto pretendido, a varia 

ção de tensão do aço, nos vários estágios de carregamento, é 
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um fator importante porque o comportamento das mesmas depende 

da tensão efetiva no aço. Nas estrut u ras pós-tracionadas, oco~ 

rem perdas de pretensão durante a operação de tração e depois 

da transferência da protensao. As primeiras são devidas ao 

atr i to entre o cabo e a bainha, e também ao esco rreg ame nto da 

ancoragem. As outras se devem à fluência e retração do concre 

to, à relaxação do aço para pretensão e aos efeitos das histó­

rias de carga e de temperatura. 

No p r e se n te e s tudo , p a r a o p r o c e d i me n to da a n á 1 i se 

de estruturas em concreto pretendido, emprega-se aquele desen­

volvido para o concreto armado, com algumas modificações que 

são devidas às características próprias do concreto pretendi­

do. Neste capítulo, discuti r- se-á principalmente essas últi­
mas . 

5.2 - Def iniçõe s e Hipóteses 

Na figura 5 . 3, mostra-se um pórtico típico em concre­

to pretendido e uma discret i zação do mesmo. 

•' . ~: 

'• . 

i 

IL 
I 
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el emento 

H 

cabos de 
pro tensao 

FIGURA 5.3 - Estrutura em conc ret o pretendido: 

a) real; b) i dealizada. 

Além das definiçõe s e hipó teses com r e lação à geometria e de­

formação das peças em concreto ar ma do , vi s tas na seção 4.1, 

devem ser fe ita s ai nda algumas considera ç5e s para o conc ret o 

pretendido. 

Devem ser dados o numero de cabos de pret ens ã o, o 

perfi 1, a fo rç a de tração ini cial e a área da seção t ran s ver­

sa l de cada cabo , se ndo que essa últ i ma deve ser c on s tant e ao 

longo do co mpri men to . A geomet r i a do cabo e aproxi mada por 

um número discr e to de segmentos ret os, c ada um de le s corres-

pendent e a um e lemento da es trutura. A l oca liza çã o dos pontos 

extremos do segmento do cabo f ica de fin id a pe las ex ce ntric i da-

des e. 
I 

até o no e j , 

que s ão as distâncias do s extremos do segmento 

r espect iv ame~te , c omo se vi na f igura 5.4. 

e e . , 
J 
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F I GURA 5 . ~ - Excentr i cidades de um segmento de 

cabo num elemento de concreto. 
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Ass ume-se que ex i sta perfe i ta aderência entre o con­

creto e o cabo, o q ue faz com que o campo de deslocamentos de 

um elemento seja contínuo. 

y 

armadura 
ordi nári a 

armadur~ para --l==~:t==j 
protensao 

faixa de 
concreto 

F I GURA 5.5- Seção transversal de uma peça em concreto 

pretendido: a) real; b) ideal i zada. 

Na figura 5.5, -mo s tra-se uma seçao t ransversal real 
e a sua d i scretização em faixas de concreto . Para a armadu-

ra ord i nária e para a armadura de pret e nsão, c on ce ntra-se a 

á r ea de cada camada no eixo de · simetria da seção transversal . 
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5 . 3- Aná li se de Estruturas Pó s-Trac i onadas 

5.3.1 - An álise na transferênc i a da protensao 

Para estruturas em concreto pretend ido com armad ura 

pós-tracionada, a pretensão é transfer ida gradualmente, durante 

a operação de tração. Nessa fase, os cabos, ao se deslocarem 

em relação à viga, so fr em perdas no esfo r ço de pretensão por 

atrito nos pontos de contato entre a armadura e a bainha. Se a 

força de pretensão , de valor ini cia l P, e a plicada em uma das o 
extremidades, como se mostra na figura 5.6, as perda s ocor rem 

na forma de um de créscimo grad ual na força de preten sã o ao lon ­

go do cabo, a partir da extrem i dade trac i onada. Tal decréscimo 

pode ser calculado na maneira como se seg ue. 

FIGURA 5.6 - Viga pó s - trac io nada com a força inicial 

- a - - b -

p 
o 

FIGURA 5.7- a) Diagrama de corpo l ivre de um trecho de 

cabo com deflexão ~a ; 

b) resultante N. 
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Na figura 5.] . a, está mostrado o diagrama de corpo 

livre de um segmento de cabo, tracionado com a força P1 , na 

zona onde se produz uma deflexão 6a. As forças distribuídas, 

que exerce a ba i nha sobre o cabo, podem ser substituídas por 

uma resultante N, cujo .valor, na hipótese de atrito reduzido e 

de que 6a é pequeno, é N ;,pl 6a.' Como conseqUência do alon­

gamento do cabo, se produz um deslocamento relativo, originando 

uma força de atrito que pode ser estimada, aproximadamente na 

forma 

( 5. 1 ) 

sendo 11 o coefic i ente cie atrito entre o cabo e a bainha, e 

significando um decrésc i mo 6P, no esforço no cabo, sendo 

6P = - 11 P 
1 

6a . ( 5. 2) 

Expressando a equação (5.2) em forma diferencial e integrando 

entre o ponto de ap li cação da pretensão e um ponto a uma dis­

tincia s, medida sobre o arco, do primei ro 37 , obt~m-se 

Ps = ( 5. 3) 

onde a e a deflexão total no trechq considerado. 

Além do atrito causado pelas curvaturas do e ixo do cabo, 

existe um outro, produzido por desvios da ba i nna em relação à 

sua posição teórica, principalmente pequenos afastamentos do 

p l ano em que deveria e l a estar contida . Esses desvios paras i ­

ti ri os são construtivos e· se manifestam tanto nos trechos re-

tos como nos curvos. Para efeito de cálculo, eles podem ser 

assimi l ados a variações angulares, kt, por metro linear de 

cabo 37 • Na figura 5 . 8, tem- se um trecho de cabo de comprimen­

t"o s e deflexão a. O ângu l o de deflexão total é tomado como 

a "deflexão geométrica real a, mais a fictícia kts, representa­

tiva dos desvios parasitários da balnha. 
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sendo E 
p 

o módulo de deformaçã o l on g itud i nal do aço de pro-

tensao, e A a área da se ção t r a nsve rsal do cabo. 
p 

5.3.2 - Determinação das açoes nodai s e quiv a l e ntes a protensao 

Na figura 5 . 9 , mo s tra-s e um s e gmento elementa r da 

discretização indicada em 4 . 1, atravess ado por um seg mento de 

cabo de pretensão , considerado r e to pe la aproximação da geome­

tri a, como dado em 5 . 2 . 

F I GURA 5.9- Ações do cabo sobre o concreto. 

O sistema de forças di s tribuíd as indicado correspo~ 

de às açoes do c abo sobre o concreto, qu e s e rão tratadas como 

ações exteriores . Ele é cons t itu í do por du a s forças concentra 

da s atuantes nos pontos extremos do s e gme n to do cabo e uma car 

ga d i str ib u í da representando as pe rda s ao l o ngo do mes mo, como 

severa a seguir . 

As ações nodais e quival e nt es se ra o r e duzidas aos nos 

e j, o que sera realizado e m dua s eta pas . Primeiramen t e , 

será construído um s istema nodal e quiva l e n te à carga distribui 

da que r ep r esenta as perdas, par a lo go s er a dicionado à contr~ 

bu i ção das cargas concentradas, cujo cálculo é imediato. 

Assumindo que a perda no es forço de pret e nsão devido 

ao escorregamento de anc oragem, para todo o cabo, seja a q ue la 

dada pela expressão (5.6), o decréscimo na força de cada seg­
mento i , é 

l 

lo 
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sen do L , o compr i mento do segmento. Considera - se que as 
s 

forças conce n tradas atuantes no segme nto da figura 5 . 9, valem 

PA = p 1 - .6 p i 
c 

e ( 5. 8) 

PB = p2 - li p i 
c 

onde p 1 e p 2 
-sao as forças no se gme nto, apos se desco ntar as 

perdas por atrito . 

Dentro das hipóteses assumidas , os efeitos dissipa­

tivos de atrito e ancor agem podem ser representados pela car­

ga unif o r memente d i stribuída pm ao long o do segmento, calcu­

lada por 

= (5.9) 

Para in troduzi r essa per da no modelo empregado, de mane ira con 
-sistente , essa carga necessita ser transformada em açoes no-

dais, a serem adicionadas às forças exte ri ores restantes . Uma 

forma de efetuar tal transformação, e construir um sist e ma es ­

taticamente equival ente às perdas, de forma que o trabalho ex­

tern o r eal i zado pelos dois s i s te mas, ao l ongo de deslocamentos 

nodai s a rbitrá r io s , seja o me smo . 

A parti r da f i gura 5 .1 0 , pr i me iramente calcu l a-se o 

trabalho externo W , realizado pel a força d i str ib uída p . 
p m 

Na hipó tese de que os nos i e j experimentam deslocamentos 

nodais arbitrários u . ' OJ v i' v., e . 
J I 

e 

Ls 
W =f ( u p co s a + v p sen a ) dx 

P 0 m m s 

e . , 
J 

tem-se 

( 5 . 1 o) 

Pe 1 a h i pó te se das seções p 1 a nas , o des 1 ocamen to na direção do 

eixo x local, u, resulta 

u = u - y 
o 

dv 

dx 
( 5 . 1 1 ) 

.· 
'• 

... 
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~l --- xs 

A · - '"'-- =.~- -=-= --:~1) - b 
y.J-~~ -·-- --·- -f-j __ YB-~ x 

. u . 
8 · 8 j OJ 

I -----------------~--~ 

FIGURA 5.10- Perdas distr i bu ídas e de s locamentos nodais. 

e como 

e 

dx = s 
dx 

cos CL 

y = YA + X tg (l · 
' 

substituindo em (5 . 10) e r eordenando , fica 

(5.12) 

L 
W = Pm f [ u

0
- (yA+x tg CL ) dv +v tg a.] dx . (5.13) 

P O dx 

Representando o s deslocamento s u e v em termos dos valores 
o 

nodais, através da solução exata do problema elástico-! inear, 

ou se j a , p o r me i o de um a i n t e r p o I a ç ã o 1 i n e a r p a r a u , e p e 1 os o 
polin6 mios cGbicos de 1 1 Hermite pa ra os de s l ocamentos v, tal 

como s e fez em 4 . 1.2, s ubstituindo em ( 5. 13) e integrando, f i­

na 1 mente r e s u 1 ta 

( 5. 1 4) 

A rigor, no des e nvolvi mento e fe t uado, implicitamente int e rvém 

uma hipótese adicional, na qual a s sume -se que o campo de des lo 

camentos as s oc i a dos com a carga pm é o mesmo que aquele do 



.. 
concreto que envolve a bainha . Is so n ao está r igorosamente 

ce rto, já que essas perdas ocorre m antes da i njeç~o da nata 

de cimento na ba inh a. 

Aequação (5.14) será empregada como controle na de 

terminação das ações equivalentes às perdas , que se rá f ei ta 

através do cálculo das r eações de a poi o ori g in a das da so lução 

do prob l ema de eq uilíbrio elást ico do segmento , suposto engas­

tado nos doi s extremos, e ten do pm como a ~nica carga exter ­

na. 

Ef etuan do uma redução do carregamento ao eixo local, 

resultam dua s carga s di st ribuídas pv' ph e um bin á ri o distri­

buído m, como se vê na f ig ur a 5. l l. 

m-1 1 I I 1 l ] CITOPv r- c~c-c~c-c~c-1 
m 

FIGURA S. I I - Redução da perda distribuída ao 

e i xo do e l eme nto. 

Res olvendo o problema da figura 5 . 11 pelo método das fo r ças e 

trocando o s ina l da s r eações, o s i stema da s ações nodais equi­

valentes à pe r da distribu í da pm es tá represent ad o na figu ra 
5 . 12. 

R. 
J 

H. 
I 

H. 
J 

X. 
J X. 

I 

R. 
I 

FIGURA 5.12- Ações nodais equiva l entes a perda p. 
m 

78 
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-Tais a çoes sao expressas por 

L 
H. = H. = pm I J 2 

( 5. 1 5) 

R. = Pm Ys I 

( 5. 16) 

R. = pm YA J 
( 5. 1 7) 

e 
L2 

Pm tg a 
X. = X. = ( 5 . 1 8) 

I J 6 

Para verif i car a consistência dos resu l tados obtidos, 

calcula-se o trabalho realizado pelas ações equivalentes, ao 

longo dos deslocamentos arbitrários u o i' u oj ' v . ' v. ' e . e 
I J I 

e . , que e 
J 

w L L 
= u pm - + u Pm - + pm Ys v. - p YA v . + 

a oi 2 oj 2 I m J 

L2 l2 tg a tg a 
+ e. pm - e. pm ( 5 . 19) 

I 6 J 6 

ou 

w = Pm [~ ( u . + u . ) + y A v. - y V. +L tga(v . +v.) + 
a OI OJ I B J I J 

L2 tg a (e . e j) J (5.20) + -
6 I 

Pode - se verificar (5 . 20) - idêntica àquela ob q ue a expressao e -
tida em (5 . 14), o que era de se es perar, já que a interpola­

ção assumida para os deslocamento s coincide com a sol ução elás 

ti ca respectiva. 

Constru i ndo nos nos ' j sistemas e quivalentes às 

forças concentradas PA, P8 , r espe ctivamente , e adic ionando as 

contribui ções das perdas, o vetor das forças nodais equival entes 

a p reten são, p , 
- P 

para o e l emen.to, 

( 5. 2 1 ) 



.. resulta 

N 1 -H . + p A 
L 

PA a. = c o s a. = -pm + cos 
I 2 

N2 -H. - p L - PB a. = c os a. = - pm c os 
J B 

2 

Ql = -R. + p A sen a 
I -pm Ys + PA se n a. 

(5.22) 

Q2 = R. - PB sen a. = p YA - PB se n a. 
J m 

Ml -X. - p a. 1 L2 t g a. - p cos a. = YA c o s = -- Pm YA I A 6 A 

M2 X. + p B 1 = Ys c os a. = -
J 6 

Pm 
L2 tg a. + PB Ys c os a. 

Na f i g ura 5. 13.a, est ã o re pr e sent a das as forças co n ­

cen t ra da s PA e P6 , dadas por (5 . 8) , e o s i stema e quivalent e à 

perd a pm ' enq ua nt o na f i g ura 5. 13 . b , vê - se a s componentes do 
vetor P . 

-p i y 

~---------------------. B PB 

R. 
J 

X 

- b -

F I GURA 5.13. a) Forças conc e n t r adas nos ex tr emos do seg­
mento. S i stema equ iv a l e n te à perda pm; 

b) com po nentes do veto r P . 
- P 

80 
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Pode acontecer, especialmente em estruturas de inércia variá-

vel como a mostrada na figuru 5 . 14, ser conveniente estabe le-

cer um eixo comum a todos os e l ementos, o que imp li caria na ne­

cessidade de uma redução das ações noda i s a pontos nele conti ­

dos . 

- ~~­
_J___ \ I 

L. - _ _j 

F t"GURA 5. 14 - Estrutura de i nérc i a variável. 

M. 
IS 

y 

X s 

F IGURA 5. 15 - Ações reduzidas ao eixo de referência X • 
s 

Tomando-se · como eixo de referência para a est rutura 

da figura 5._14, o eixo l oca l do elemento centra l , e destacando ­

- se , por exemplo, o primeiro elemento, mostrado na figura 

5. 15 , o s i stema das ações nodais seria 
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H = H 1 H = H2 si sj 

Qsi = Ql Q . Q2 SJ 
(5.23) 

M s i 
::: Ml + N 1 yr 

e 

M ::: M2 + N2 yr sj 

onde yr e a distância en tr e o eixo de referência da estrutu-

ra e o eixo loca l do elemento. 

5 . 3 . 3 - S í ntese da anál i se durante a transferência da pretensão 

O procedimento de análise na transferência da proten-
-sao, pode ser resumido da segu i nte fo r ma: 

bo, 

a) A partir da força de pretensão inicial em cada ca-

P , calcular as forças nos ex tr emos de cada segmento de o 
aço, pela equaçao (5.5), começando pela extremidade tracionada. 

b) Subtrair das forças nos ext r emos do segmen to , as 

perdas devidas ao escorregamento de ancoragem, dadas pelas 

equações (5.8) . 

da 

c) Con s truir o s ist ema eq uival e nte i perda distribuí­

pelas eq ua ções (5.15) a (5.18). 

d) Ca l cular o vetor da s cargas nodais equivalentes a 

preten são , pelas equaçoe s (5.22). 

e) An alisa r a estrutura para as cargas nodais dev i­

das i pretensão, con s i derada como um a açao externa, e ao peso 

própr i o, para se determinar o estado de deformação antes de 

ser injetada a nata de cimento na bainha. 

5.3.4- Análise depois da transferência 

Um a v e z i n j e t a d a a n a· t a e a d q u i r i d a a a d e r ê n c i a e n -

tre o concreto e o aço de pretensão , o cabo f i ca i ncorpor ado 

monoliticamente no interior da peça, acompanhando as deforma -

I 
~ 

.. 

' 

.. 
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-çoes da mesma. Conseq Uentemente , na anál i se correspondente as 

ca r gas de serv i ço i mpostas à estrut ur a, é necessár io a v al i ar 

uma contr i bu i ção adicional do aço de pretensão nas ações de 

ext r emo de memb r o . 

A de t erm i nação dessa contr i bui ção , e feit a como se 

segue, basea ndo-se na f i gura 5.16 . 

\ E:x 

I. 
_/ 

/ 

"' / ----XL :-:: 
X~/ a 

,...- 1 .. 
:-

yp 
J . 

ft j 
-----x 

F I GURA 5.16 - Di st r ibuição das deformações em 

uma seção do e l emento . 

Os i nc r ementos de deformações e de tensões no . concreto, consi-

de r ados os mesmos do a ço , têm como d i reções .pr i nc i pa i s os e i ­

xos x e y. O i ncreme n to de deformação na direção do eixo do 

cabo, é obt i do po r uma transformação tensoria l , onde é assumi -

do que ~€ =~E = O. Ass i m, a partir do i ncremento de de-y xy 
fo r mação na fa i xa de concreto s i tuada à d i stânc i a Y Ô€ p' xp ' L o i ncremento de defo r mação ôe , 

L X 
x do cabo , e d ado po r 

~E: L 2 
~'ê. = c os a 

X X 
onde 

c os a = c os ( x L x) ' 

associ~9o com o eixo l oca l 

(5.34) 

(5. 35) 

Dado um conjunto de incrementos de deslocamentos e r otações 

noda i s , em cada seção , co m o aux íli o das funções de in terpo­

l ação, pode-se ca l cular os i ncrement~s de deformação pe l a f6r ­

mul a (5.34), que ad i cionada à deformação prévia do aço de pro-
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tensão, permite entrar no diagrama caracte r í stico do mesmo, e 

obter o incremento de tensão e a tensão total na d i reção do 

cabo, oL. 
X 

Des~ontando a tensio inic i al no cabo, tem - se -L 
(J 

X 

que e a tensão no cabo, acumulada a partir do início do carre­

gamento exter no. Ap l icando a transformação tensorial i nversa, 

obtém - se a tensão na d i reção do eixo x do elemento 

forma 

o 
X 

= 
2 cos Ct 

o ' X 
na 

(5.36) 

As açoes de memb r o associadas, R , ca l culam-se por uma ex­
-P 

pressão similar à (4.18), integrando no vo.Jume do segmento de 

cabo 

L 
(BT CT R = f (J + c U) A dx. 

-P o X X 
(5 . 37) 

Mas , 

A 
A 

= 
X 

Ct c os 
(5 . 38) 

sendo A a area da seção transversal. da armad·ura . Substituindo 

(5 . 36) e (5 . 38) na (5.37), a expressão para o ·vetor das forças 

internas devidas a protensao, f i ca 

L 
R = 

3 
f o L (B T + C T C U) A dx . 

-p cos Ct 0 X 
(5.40) 

O veto r B, dado pe l a equação (4 . 12), depende some n te de x, 

enquanto ~ ' equação (4 . 13) , é dependente de x e y . Para ca­

da abscissa x, eq u iva l ente ao ponto · de integração ao longo do 

eixo do elemento, y vale 

sendo 

y = y. + X tg Ct 
I 

( 5 . 4 1 ) 

y. , a ordenada do cabo no no i. 
I 

Obt i do o vetor R 
-p 

para cada elemento, e l e é trans -

fo r mado para as coordenadas globais da estrutura e adic i onado 
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ao vetor de forças intern as resi stente s de vid as ao concreto e 

aço para armadura ordinária . Es s as contr i buiçÕes elementares , 

montadas par a toda a estrutura em concre t o pretend i do , form am 

o vetor da s forças resistentes ~NL (~), 

ção do algor i tmo descrito em 3.2. 

q ue pe r mi te a aplica -
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6. APLICAÇOES NUM( RI CAS 

6.1- Generalidades 

Com o programa PROTENDE, descrito no capítulo 3, fo ­

ra m anal i sadas uma viga e duas vigas-colunas em concreto a r ma ­

do, quatro vi gas em concreto pretendido , uma peça composta P! 

la união e ntre uma viga e um pilar, em co n c re to armado, e 

outras duas peças com as características dessa última, porém 

sendo a vi ga em concreto pretendido . Com esses exemp los, pro­

cura - se verificar a validade do desenvolv i me nt o teó rico deste 

estudo para estruturas em co ncreto armado ou pretendido, sub­

metidas a c argas de curta du r aç ã o ; e de se ja-se também demons­

trar a capacidade do prog r ama PROTE NDE para dete r minar a res­

posta de tais estrutura s . 

6 . 2 - Estruturas em Concreto Armado 

6 . 2. 1 - Vi ga ensa i ada por SCHEGG e DECANINI - i sostática, 
-s eç ao cons t an t e 

Neste primeiro exemplo, estuda-se uma viga simp l es-
4 1 

ment e apo i ada, ensa i ada por SCHEGG e DECAN I NI e mostrada na 

fi gur a 6.l.a, e compa r a-se os re s ultados obt id os com outras 
- - 8 14 s oluçoes numericas de vid as a BIGNON e SARAG OSA . 

A discre ti zação adotada, oito elementos pa r a a meta ­

de da viga, se encontra na f igura 6. l.b. A seçao transversa l 

fo i dividida e m quinze fa i xas de concreto e está most rad a na 

f i gu r a 6.1.c. 
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0,75 l 1 ' 50 l 01 75 "'C , 1 

3,0 m 

- a -

2 3 4 6 7 8 

7~: • 
s) 

r 91 
i , 

seg uir: 

8 X 0, 1875 = 1 , 50 ~ 
- b -

11 ,85 

23,7 
--, "- . t--·- · r- · ~ 

11 ,85 2,5, 
! 1 
~ 

l 15,2 em l 
~ . 

- c -

6' 
2 4 em 

F IGURA 6.1. a ) Es tru tura real; b) i dea lizad a; 

c) s eção tran s ver s al. 

As caract e rí s ti c as dos materiais s ã o relacionadas a 

a) Concreto 

f' 24 MPa 
c 

4 E = 2,5 x 10 MPa c 

87 

, 
[ 
I 

r 

~· 



- M 
(kNm) 

50 

40 
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b ) Aç o 

f = 480 MPa ; 
y 

E 1 2 ' 1 X 10 5 MPa ; 

4 
E2 = 1, 05 x lO tWa. 

I 
; 

I 
I 
; 

I . 

I 
I I l .L:S . .---- ~ - -- - - - -~ . 

/; 
:f 

I 
experimenta 1 

- -- BIGNON 

- ·- · SARAGOSA 

--- PROTENDE 

- -a -- aná l ise I i near 

5 I O 15 20 

F IG URA 6 . 2 - Respostas da estrutura . 
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A resposta obtida para o car regame nto in dicado está 

traçada no g ráfico da figur a 6.2, ass i m co mo as soluções apre-

se ntadas por BIGNON e SARAGOSA e a c urv a expe ri menta l. o 
deslocamento ó co r responde ao ponto de aplicação da ca rg a. 

A so lu ção foi obtida através da aplicação da car ga 

de forma inc reme ntai, e for am l e va das em conta as não- I in ea ri­

dades física e geométrica . 

Pelos gráfico s plotados , percebe-se uma boa concor ­

dância entr e a respo sta obtida e os r esultados exper i menta is. 

A diferença observada nas viz i nhanças do momento de ruptu r a po­

de ser devida ao fato de que, na consideração da tração do 

concreto, n ão s e lev e em conta, de forma efe tiva , a colabora­

ção do concreto e ntr e fiss uras. Na r esp osta apresentada por 

BIGNON , a d i sc r epância observada é exp licada , já que não s e l e 

vo u e m conta a colaboração do concreto na resistência ao s es ­

forços de tração. 

6 . 2 . 2 - Vig a-coluna s ubmet id a à f l exo-co mpr e ssão co m pequen a 

excentr i c i dade - i sostát ic a , seçao co ns tante 

A vi ga -coluna em balanço da f i gura 6.3, subme tida à 

f lexo-co mp r essão , foi dis c re t i zada e m oito e l ementos e a seç ao 

tran s vers a l, most r ada na fi gu r a 6 . 3.c, está di vid ida em qu in ze 

faixas de concreto . 

As car acterísticas do s mater i a i s s ao as que se s e-

guem: 

a) Concreto 

f' = c 24 MP a 

E 2 , I 2 c X l o 4 MP a 

b) Aço 

f = y 480 MP a 

EI = 2 , I O X 105 MP a 

, 

·· : 

... 
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E

2 
= 1,0 5 x 10

4 
MPa . 

O ,00 I P 

, 
p 

, 
li 
~ 
~ 

l 4,0 m } 
1 

- a -

2 3 4 5 6 7 8 9 

~ Bxo ,so = 4,0 
+ 

- b -

12 I .56 2 em 

15 

30 .... "- ·-- · - · - -

15 

2 -"'.. 1 ,56 2 em 

- c -

FIGURA 6 . 3. a) Estr u t ur a r ea l; b) mode l o d i screto; 

c ) seção transversal. 
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No gráf ico da figur a 6 . 4, estão traçadas a c urva o b­

tida pelo algo rit mo apresentado e a respos t a alcançada por 

BIGNON 8. 

' ~ 
1;. 

I ... 
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400 

300 

200 

100 

2 4 6 
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--- BIGNON 

--- PROTENDE 

8 lO I? ô (mm) 

FIGURA 6.4 - Respostas da viga- colun a . 

Nota-se que a pri mei ra denota uma maior rigidez da 

est r utura , dev i da à consideração da contribuição do concr e to 

na res i stência a tração, o que não foi levado em conta por 

a q ue l e autor. O aspecto da curva se most r a bastante co ncor-

9 I 

dante . A so l ução foi obtida conside ran do- se as não - linearida -

des fí s i ca e ge omé tric a . 

6 . 2.3 -Viga-coluna e nsa i ada no laboratór i o de Zurich -

isostática, s e çã o constante 

At ravé s des t e exemp lo, compara-se a resposta obt i da 

pelo programa dese nvolvid o no presente es tudo co m o s resulta­

dos de en s aio s realizados no laboratório de Zurich 
45

, na v i ga ­

-coluna indicada na figura 6.5, submet i da à f l exo-compr e ss ã o 

com peq uena excent ri c i dade . 

A seção é duplamente armad a , foi divid id a e m quin ze 

faixas de concreto e está mostrada na figura 6.5.c . 

O modelo d is c re to a do tado é o da f i gura 6.5 . b , 

dez el e me nto s . 

com 

As caracterí s t ic as dos ma t e ri a i s são as segu int e s: 

a) Co ncre to 

f 1 28 MP a 
c 

EC = 2,35 x 10
4 

MPa . 

r 
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- a -
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- b -

.71 3' 14 
2 

em 

7,5 

5 . r--

7, 5 3 14 em 
ttlf -

2 

~ 

I 25 em i '--------- --------
- c -

F I GURA 6.5 . a) Viga-col una; b) discretização; 

c) s eção tr ansversa I . 

b) Aço 

f = 450 MPa 
y 

2,10 x 10 5 /1Pa 

4 
E2 = 1,0 5 x l0 MPa. 

Apresenta-se na f i gura 6.6 , as c u rvas das res pos ta s 

ob t id as pe lo m~todo proposto, pelo ensaio rea l iz a do e po r 

SARAGO SA 
14

. O des l ocamento t o mado~ aque l e correspondente ao 

92 
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c e n t r o d a pe ç a. A an áli se f o i fe i ta cons i deran do - s e a s nã o - li 

nearidade s f í s ica e geomé t r i ca . 

p 
(kN) 

250 

200 

150 

50 

expe ri menta I 

- · - ·· SARAGOSA 

--- PRO TENDE 

-·· -·· anál i se l i near 

lO 20 30 40 50 

F I GURA 6. 6 - Respostas da e st rutur a . 

ô (mm) 
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Nota- se um pequeno enrij ecimen to p róxi mo ao momento 

de fissuração e, a pa rtir da í, os deslocamentos são ma ior es 

que aqueles medidos e xp e rim e ntal me nt e . I sso pro vavelmente se 

deve ao fat o de q ue apesa r de se cons id e r ar a r es i stênc ia do 

concreto à traç ão , n ão é l eva da em conta a c o lab o ra ção do 

concreto e ntr e fissuras. 
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Ob se r va - se pela cu rv a exper i me ntal qu e , neste caso, 

o estado l imite últ imo de ruín a da peça foi atin gido por insta 

bi 1 idade do e qui 1 íb rio. Como o a l go rítmo utili z ado é de rigi-

dez constante , e devido ao fato do processo de análise teóri­

ca ser de controle de ca r gas, po i s são impo s ta s carga s e obt i­

dos os deslocamentos, tem - se difi cu ld ade em a companhar a res­

posta real da estr utur a nas vizinhança s da r u pt u ra. 

6.2 . 4 · - Estrutura em cruz ensa i ada por THOM PSON e PARK 

A estrutura em cruz da figu r a 6.7.a com o carregamento 

da figura 6 . ].c, pod e ser cons iderada ex traída como parte de 

um pó rti co plano s ubmet ido a uma ação lateral, vento ou so li­

cit a çã o s í s mi ca, que dete r mina um es t ado de deformação most ra­

do na figura 6.].b. A ca r ga verti cal representa a s ações gra ­

vitac ionais e sobreca rga s transm iti das pelo pi l ar, e os pares 

antagônicos s ub st i tuem os esfo r ços co r t ant es que so licitariam 

a estrutura original no s pontos de momento n ul o . 

Na s figur as 6.8 . a e 6.8 . b, es tão a seção transve r­

sal do pi l ar e da vi ga , respectivamente. As arma dura s são 

constantes ao lon go do compr imento das peças . 

Neste e xemp l o, co mpa r a - se a respos ta de te rminada pe ­

lo a l go rit mo proposto com os resu l tados expe rime n ta i s obt ido s 

por THOMPSON e PARK46 . 

As caract e rí st icas do s mate ri a i s 

a) Concre to 

f' = 37 MPa c 

E 
c 

4 
= 1,6 1 x 10 MPa . 

-sao : 



b 

3,35 

2,67 m 

ca rga 
de vento 

0,229 

1----------, -bl-t , 
~----------' D +?. 4 57 

2,67 m 

o :to ,305 
~.f-
0,406 - a -

- b -

14 

0,382 
o ,381 

4x0,228 

- c -

0, 685 - d -

FIGURA 6.7. a) Estrutura; b) estado de deformaç ão 
de um pórtico sob a ação da carga la­
teral ap li cada; c) carregamento; 
d) discretização. 
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5.t-- ..... ~- o 

20,3 

40 ,6 ,.___ . -

20,3 
~ 

p,9l 

l 30,5 em t-
- a -

p ,2J A .. A --
~2 , 85 

I 

4 5,7 

~2,85 

!>,21 

l , 22,9 cml 

- b -

2 7,76 em 

7 ~6 -º11
2 

17,87 c 
2 

m 

17 8J c 2 m 

F IG URA 6.8. a) Seção transversal do pilar; 

b) seção transve r sal da viga. 

b) Aço 

f = 325 MP a ; y 

E 1 = 2. 1 o X 1 o 5 t1P a 

E2 = 1 'os X 1 o 4 
MP a 

Para o emprego do algor i tmo estudado, a estrutura 

fo i discreti zada em tr eze elementos, sete para a viga e seis 

para o p il ar, como se mostra na figura 6.] . d, aproveitando - se 

a simetria geométrica e a antimetria das cargas de flexão . A 

seçao transversal, tanto da viga quanto do pila r, foi dividi­

da em quinze faixas de concreto . 

I 
r 

L 
I. 
i 
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A carga foi aplicada em 40 etapas, começando pela CO!!! 

pressão do pilar. Uma v ez atingida a carga de 996 kN, foi im-

posto, incrementalmente, o carregamento de flexão. 

Na figura 6.9 e 6.10, traça-se os diagramas momento 

na face do pilar- deflexão na ext re midade da viga, e momento 

na face do pilar - curvatura na viga a 6 em da fa ce do pilar, 

respectivamente. 

M 
(kNm) 

150 

100 

experimenta 1 
50 

-- - PROTENDE 

10 20 30 40 ó (mm) 

FIGURA 6.9 - Relação momento na face do p ilar -d eflexão 

na extremidade da viga. 

Nota-se uma boa concordância en tre os resultados, 

exceto no f inal da resposta, onde o a lgoritmo proposto apre­

senta dificuldades em acompanhar a curva e xpe rimental, sobre­

avaliando a rigid ez da estrutura. Um ma i or número de etapas 

de carga e uma avaliação da rigidez do nó se riam necessários 

para melhorar a re sposta . 

r 

.. 



M 
(kNm 

150 

100 

50 

Y' 
'I 

'I 

2 

/ 
'/ 

'/ 

--- expe r i men ­
tal 

--- PROTE NDE 

6 8 X 

(rad/mmxl0-6) 

98 

FIGURA 6 . 10 - Relação momento na f ace do pilar-curvatura 

na viga a 6 em da face do p i lar . 

6 . 3 - Estruturas em Concreto Pretendido 

6. 3. 1 - Vigas co n t ínua s ensaiadas po r Lin - 2 

constante , um cabo de pretensão 

- -vaos, seçao 

Na f i gura 6.ll. a, mostra-se uma viga s i métri ca em 

relação ao apoio central, que foi testada por LIN 33 , sob car -

gas es tát icas e dinâmicas, até a ruptura. O cabo de pretensão 

é constituído de um trecho reto , da ex tremidade até o pon to de 

aplicação da carga, e uma pa r te curva sobre o apoio central. 

Na realidade, na f ig ura 6.11 estão duas vigas d i s -

t i ntas: a viga B tem as a rmadur as ord in ãrias mo st r adas na 

f i gura 6.ll.b e a viga A não as tem. Para os dois casos , an a 

1 i so u- se a metade da viga , com dez elementos , e a seçao trans­

ve rsa l foi dividid a em onze faix as de concr et o. O cabo de pr~ 

tensão foi fracion ado em dez segmentos de numero cor responden ­

te ao e le mento de concreto q ue o contém . 
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p p 

-. ,-- · - ·-......,_,. -- . . --. ---·--.._ .. _,...- '. --· --- . ~. 

~r-r 4,88 l 2,62 "f 2, 62 l 4,88 
0,1 981fj 1 , 

7,50 m 750 m 
j 

'Jfl 198 

~----~~~------~------~-------+ 
a -

1, 

8-- -~~-1 2 3 4 5 6 7 ·-Lo-· -. . .- ~- 9 1 o 111--- -- - .....__ "--/"' 1 2 3 I If 5 6 7 8 9 1 o 
2x1,19-2,38 , 1, 37 

~ = 1,13 , 
4x0,50 =2,0 l o.6~ , 

- b -

21.1 3,0 em (s 3 - 8 2 
omente para a viga B) 

.... 
6 ?-1. r m ._ 

- -- · excentri 20' v cidade do cabo no nó 11 

40,6 
8 , 79 

·~· loca 1 i za 
~ 

5, o o. - ---.. 1'-- -- excen tr i '-"' 

ção do cabo nos nós 1 e 8 

cidade do cabo no no 6 

D0,3 3, 08 em 
2 

(so mente para a viga B) 
3 241 ... 

~ 20 ,3 em ! - c -

FIGURA 6.11. a ) Estrutura r ea l; b) discretização; 

seguir : 

c) seção transversa I. 

As características dos materia i s s ão r e lacionadas a 

a) Concreto 

f' = 38 MPa c 

E = 4,30 x 10 4 MPa . c 
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a area 

100 

b) Aço para armadura ordinãr i a 

f 320 MP a 
y 

E I = 2 'o X J0 5 MP a 

E2 730 MP a 

c) Aço para p re tensão 

f = I , 6 X lo 3 MP a yp 

E = 2 'o 4 p X J0 5 MP a 

E4 = 3,9 X J0 3 MP a 

\.1 = o' 3 

k = I , 6 4 X Jo- 3 rad/m 

A força inicia l de pretensão aplicada vale 609 kN e 
2 do cabo é 6,21 em . Ocorr e u um e scorrega mento de anco -

ragem · de 5,1 e m. 

As perd as de pretensão devidas ao at rito e ao escor ­

regamento de ancorage m, calculadas pe l o algo ritmo proposto, 

correspondem a 15 % do valor inicia l da fo rç a de pretensão . 

KANG 30 ava 1 i ou t ai s perdas e m 14 %. 

Na prime i r a a n á I i se r e a 1 i z a da , a e s t r u tu r a f o i sub 

metida à força de pretensão e ao s eu peso próprio. Co m tal 

carregamento, a vi g a assume uma co nt raf l ec ha e os deslocamen­

tos do nó central do vão discretizado, obt i dos pelo presente 

estudo e por KANG, e stão mostra dos no quadro 6. I. 

Duas s emanas após a operação de tração, as cargas 

concentradas P foram aplicadas até a ru pt ur a da peça, e o com­

portamento da mesma durante o carregamento está g ra f icado , em 

linh a cheia, na figura 6.12.a para a v iga A e f igur a 6.12.b 

para a viga B. Nos mesmos g rã f i cos, estão os res uI ta dos a na-

1 Íticos obtidos por KANG e a resposta determ i nada pelo prog ra­

ma PROTENDE, para as duas vigas. 
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Viga A Viga B 

KANG PROTENDE KANG PROTENDE 

ó (em) I , 5 O I , 4 6 I , 3 2 I , 3 O 

QUADRO 6. 1- Resul tados analíticos antes da ap li cação da carga P. 

p .---------~--------.---------~---------.--------~ 
(kN) 

150 

~ 
100 ~ 

~ 
·~ 

;l experimental 

50 --·- · KANG 

---- PROTENDE 

.; 

5 I O I 5 20 ó (mm) 
- a -

p 
(kN) 

~· 

150 -. 
~ ,......-; 

~ 
./ 

100 // 
'/ 

~ 
/ expe rimental 

A -· --·- KANG 
50 ·% 

k - - -- PROTENDE 

5 1 o 15 20 o (mm) 
- b -

.. FIGURA 6.12. a) Respostas da viga A; b) respostas da v i ga B . 
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O de s l ocamento o co rr espondc ao no 4, centro do 
-vao. 

Comparando - se os resultados das duas vigas , nota - se 

qu e a vi ga B é ma i s r í gida do que a v i ga A, de vi do à p r esença 

da a r mad ur a f rouxa , que também aumentou a capacidade resisten­

te da peça. 

Em relação a resposta obtida pelo modelo proposto, 

nos do i s caso s , nota-se uma pequena sobreaval iação da rigidez 

no começ o do diagrama, c u jas causas poderiam ser pesqu i sadas 

at r avés da variação das perdas das armaduras de pretensão e 

da diminu i ção da co l aboração das mesmas à rigidez da peça, pa­

r a simula r os efeitos de uma imperfeita aderência no i nterior 

da s ba i nha s . No entan to, o aspecto das c urva s concor da com a 

e xpe ri menta l e obteve-se bons resu l tados em relação à carga 

últ i ma , como se vê no quadro 6.2. 

Viga A Vi ga B 

Exper. KANG PROTENDE Exper. KANG PROTENDE 

I p uI t (kN) 178 I 81 177 206 204 195 

QUADRO 6 . 2 - Resultados experimentais e analíticos para a 

carga de ruptura. 

A f i m de ve r ificar a i nf l uênc i a da não- l i nea ri dade 

geométr i ca na resposta da est rutura, as vigas A e B f oram 

analisadas levando em conta somente a não-1 inearidade física. 

Na figura 6.13.a estão traçadas as respostas com consideração 

da não - I i n e a r i da de g e o mê t r i c a e sem e I a , par a a v i g a A, e n q u a~ 

to na figura 6. 13.b se e ncontram graficados os r es ultados pa ­

ra a v i ga B. Observa-se que não é grande a diferença, atin­

gindo no máximo a ordem de 10 %, o que era de se esper ar em vi~ 

tude da força de pretensão representar uma parcela reduzida 

da capac i dade portante ax i al dà viga. 



p 

(kN 

ISO 

100 

50 

p 
(kN) 

ISO 

100 

50 

5 I O 
- a -

5 I O 
- b -

---

15 

PROTENDE 

inclui não- ! inea ridade 
geométrica 
não i nclu i não-! inea­
ridade geomét rica 

20 o (mm) 

-----------

PROTENDE 

---- inc I ui não- I i neari 
dade geométrica 

-- -- não inclui não-1 i­
nea r idade geomét r~ 
c a 

15 20 o (mm) 

F I GURA 6 . 13- Influência da não-l in e aridad e ge o-

métrica : a) vi ga A; b) viga B. 

As figuras 6.JL1 e 6 .1 5 mostram a distr i buição de 

tensões, calculadas ana li t i camente pelo programa PROTENDE e 

pelo algoritmo desenvolvido por KANG , pa r a os elemen tos 5 e 

10, correspondentes aos máximos momentos pos i t ivo e negativo, 

I O 3 
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r espectivamente, para valores de P = 0 e P = 156 kN . As ten­

soes no aço para armadura ordinária e para pretensão estão em 

escala d i ferente daquela usada para as tensões no concreto . 

Ainda nessas figu ras, estão graficadas as tensoes para 

P =156 kN, sem a consideração da não-linearidade geométrica . 

10 -5 
P =O 

-1 0 - 5 

p =0 

-40 

-40 

- 30 

926 , 8 ---..., 
850,3 i 

I 

-20 

KANG 

PROTENDE 

-10 (MP a) 

--· -- · - sem não-linearida­
de eométrica 

- a -

Obs: tensoes em MPa 

891 '7 
----, 
846, 1 I 

-30 -20 -10 

- b -

(HPa) 

P =156 kN 

1118 ,o 
-- --::-1 

108],01 
I 

1256,0 
1244,0 ------. 

I 

P = 156 kN 

FIGURA 6.14 - Di st ribui ção de tensõe s para a viga A: a) centro 

do elemento 5; b) centro do elemento 10 . 



-40 

928 ,2 
-- --, 

853 I I 

' t----------......-{o•J 0 

-20 

A.P. 

. . A. O. -- KANG 

' 

-lO (MP a) I 
P =156 kN I 

I 
i 

I 
1 o 35,0 I 

-966:-z: 

_1_023_:('· pi 
182 ,o l 

!·- · - · - ·- I 
10 -5 

L-49zl_ 
-49,9 

·"fiJ A.O. I 
--- PROTENDE :1 207,8 ! 

- I" "d L205.L9_ ~· 
p =o -· - ·· sem nao- 1 near 1 ~ 

de geométrica 
~------------------------~-----------------------------___J 

-61 '8 

10 ... 5 p~­
A.o. 

- a -

A. O.=armadura ordi nári a 

A . P.=armadur~ para 
protensao 

900, 2 ----, 
847, L, I 

A.P. 

- 40 -30 - 20 -10 
p =0 

- b -

P = 156 kN 
(MP a ) 

10 5 

FIGURA 6.15- Di s tribuiç ã o de t e nsões pa r a a viga B: a) centro 

do el e me nto 5; b) c e n tro do e l eme nto 10. 

Para P =0, pode-se notar qu e , na r eg ião do momento 

negativo, a s t e ns õe s no concreto são maior es q ue pa r a o momen ­

t o positivo. I sso é de vid o à maior e xc e ntricid a de do ca bo no 

elemento 10 em relação ao el emento 5. 
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Para P =!56 kN, as tensoes da viga 8, tanto no co~ 

ereto quanto no aço pa ra pretensão são meno res, se comparadas 

com as da viga A, devido à presença da armadura frouxa. 

Quanto às perdas imediatas, a viga 8 foi analisada 

ainda: 

- desprezando-se as perdas por atr i to e por 

escorregamento de ancorag e m; 

- desp r ezando-se somente a perda por atr i to; 

- desprezando-s e somente a perda por escorregamento 

de ancoragem. 

As perdas por es corregame nto de a nco r agem correspon ­

dem a 11 ,1 % do valor inic i al da carga a plicada, e a perda por 

atr i to r epresenta 3,9% do mesmo valor. 

p 
(kN) 

150 

100 

50 

5 

perda por atr i to 

2 pe rda por escorregamento de 
ancoragem 

cons i de rando e 2 

--- desprezando 

-··-··- desprezando 2 

-·-· despre zando e 2 

1 o 15 20 ô (mm) 

F I GURA 6. 16.a- In f lu ê n c i a das perdas por at rito e por 

escorregamento de ancoragem, e m termos 

de deslocamentos. 



-30 -20 - l O 

P=l56 kN 
centro do elemento 5 ~ .... 

·~~ 
·~ 

{t1Pa) 

.. ~ 
~-~ 
-~ 

~ .·. 
PROTENDE 

perda por atrito 

2 pe rda por escor regamento de 
ancoragem 

---- cons i derando e 2 

- · -·· des pre zando e 2 

-- - desprezando 

-··-·· - desp rezando 2 

F I GURA 6.16.b - Influ ênc i a da s perdas por atr i to e por 

escorregamento de ancoragem , em termos 

de tensõe s , 

As curvas carg a-des lo camento da fig u ra 6. 16. a -sao as re spos -

tas da es trutur a pa r a as três hipóteses citadas e pa ra o caso 

1 o 7 

de se cons iderar as du as pe rdas s i multan e amente. Obse rv a-se a 

coerência dos r es ultad os, já que qua nt o meno r a pe rda, maio r e 

a rigidez da pe ça e menores são os deslocamentos . Na figura 

6. 16.b, estão as distribuições de tensões cons id erando a s hi ­

póteses c itad as. 

As mudanças nos pa râ metros das perdas nao pare cem 

afetar s i gn if ic a tivamen te os resultados, quer em termos de des 
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locamentos, quer em termo s de t e n s ~ es . 

6.3.2 - Viga ensaiada por WARWARUK, SOZEN e S I ESS - iso s táti­

ca, seçao constante, um cabo de protensao 

A viga da figura 6.J].a foi testada na Univers idade 

de 1 Jlinoi s por WARWARUK, SOZEN e SIEss 50 . A armadura consis­

te num único cabo reto com excentricidade de 8,2 em , como se 

ve na figura. Aproveitando-se a simetria, an alisou- se meia 

v iga, discretizada em dez elementos, conforme a figura 6 . l]. b. 

A seção transver s al, most rada na figura 6. J] . c , está dividida 

em onze faixas de concreto. Para o emprego dos modelos rep re-

senta tiv os das relaç~es tensão-deforma ção do s materiais, os 

dados são: 

a) Concreto 

fi = 44 MP a ' c 

E = 2 '8 c X 10
4 

MP a 

b) Aço para protensao 

f = I , 46 yp X I O 3 MP a 

E = 2 , I 
p X 1 o5 MP a 

E4 = 5 , 6 X 1 o 3 MP a . 

As perdas por atrito e por escorregamento de an coragem foram 
consideradas nulas. A força de pretensão inicial vale 20 , 2 

2 kN, e a área do cabo e I, 51 em . 

As curvas carga-deslocamento para a est rutura estão 
graficadas na figura 6.18 . 

Em I inha cheia, a resposta experi mental exibe essen-
cialmente três estágios . No primeiro, nota-se um trecho linea r 

que represent a o comportamento da peça antes da fissuração do 
concreto. O segundo e s tágio càracteriza-se por uma mudança 
permanente na razão entre os acrésc i mos de deslocamentos e de 

carga apl i cada, e representa o comportamento da viga depo i s da 
.. 

: · 



.. 

fi ss ur aç ão do conc r e t o e enquanto o aço ainda permanece na 

f a se elás ti ca . 

0 , 92 

1 2 3 

. . 
/ "'-. ' , . , 

t 2x0 , 23 =0 , 46 

15,25 

30' 5 

8,2 

15,25 

p p 

--- · - · --- · - · -

l , 

4 5 

. 

I 

0,92 

2,76 m 

- a -

6 

l .. 

7 8 

8x0 , I 15 =O , 92 

- b -

·-

· I- · 

I ,5 
1'1"-.. 

l 15 ,25 l . ~ 

- c -

9 

f-·-

2 
em 

0,92 

lC 

- · 

I 1 
~ 

.I 

/ 

l 

F IG URA 6 . 17. a) Estrutu r a rea l ; b ) modelo di sc reto ; 

c) se ção tr ans ve r sal. 

10 9 
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p 
(kN) 

80 

60 

40 
experimental 

- ·-- PROTEN DE 
20 

lO 20 30 40 6 (mm) 

F IGURA 6.18 - Resposta da estrutura . 

O terceiro estág i o está caracterizado por uma peque ­

na mudança n a declividade da curva, indicando que o aço alcan­

çou a fase in e l ástica. 

Na r espos ta obt i da pelo programa PROTENDE, observa ­

- se uma pequena discrepância em r elação à curva experimental, 

no iní cio e no final do carregamento. Essa diferença pode se r 

devida ao fato do modelo não ser capaz de considerar a rea l 

colaboração do concreto entre fissuras , para absorver esforços 

de tração. No entanto , obteve-se uma boa conformidade durante 

todo o desenvolvimento da curva e uma boa prox i mi dade em rela­

ção à carga Úl tima . 

6.3.3 - Viga ensa i ada por BRECKENRI DGE e BUGG - isostática, 

seçao variável, 2 cabos de prot e nsao 

Na f i g u r a 6 . 1 9 . a , e s t á mos t r a da um a v i g a que f o i e n-
10 30 

saiada por BRECKENRIDGE e BUGG e analisada por KANG e 

pe l o algoritmo apresentado neste trabalho . Estudou-se a meta -

de da estrutura que fo i discret i za da em de z e l ementos, sendo 

os dois primeiros de seção retangular e os dema i s de seção I. 
As seções transver sa i s de t odos os elementos foram divididas 
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em onze faixas de concreto , t êm t rês camadas de aço para a rma­

dur a ordinária e dois cab os de pretensão. Os cabos têm pe rfi l 

c ur vo na r e gião p r óx i ma ao apoio e s ão retos nos seis úl timos 

e le mentos . E l es foram divididos em dez se gmentos , cada um de -

l es correspondente ao e lemento de concreto qu e e l e at rav ess a. 

6 1 

;; .:=:-·- . -· -- · - - · --·--·- ·-- · -. -; E -~ • • • • o o • · -·-

7,62 
:" 

5 ,oS: 
33 

20,3 

11 ,4 
20 6,40 

1 o ,2 

33 

61 

28 

- a -

5 6 7 8 li 

6x0 ,61 0=3,66 l , 
b 

30,5 em 
ct .; 
I • •• oi 
~ ...f" 
!'- -i' 1 

28,5 
f-- 10,2 
-
----..: 

- 5,9 
23, 8 

Á ,.... """"'l ·-f-· 

l r'\ 1~5 
I y 

'll 35,6 
'I 
L 

- c -

o • o 

2 28, 5 
O 1_;t I em 

ç;r 

6.11·~ 
~0 , 3 

I- · - · ~ 
t;>,J~ ç;r f-. 

15,9 

o--ft - • 7, 9 2 

~ 35,6 em J_ - d· -

2 13 , 

· - e 

e 

excent. do cabo I nos nós 5 a 11 

excent. do cabo 2 nos nos 5 a 11 

2 em 

xcent . do cabo 1 no no 

-xcent . do cabo 2 no no 

3 I '1 em 

FIGURA 6.19 . a) Est rutura; b ) mod e lo di s cr e to; 
c) se ç ao tran s versal dos el e me ntos 3 a 10; 
d) se ç ão transversal do s eleme ntos I e 2 . 
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A força inicial aplicada em cada cabo ê 438 kN e a area de 
2 

cada um deles ê 6 , 41 em . As camadas de aço para armadura or -

dinária têm as área s indicadas na fi g ura 6.19. 

ticas do s materiais são: 

a) Concreto 

f 1 = 36 MPa 
c 

E = 2,65 x tOa MPa. c 

b) Aço para armadura ordinária 

f = y 316 MP a 

E 1 = 2 'o X 10 5 t1P a 

E2 = 705 MP a 

c) Aço par a pro tensão 

f = 9 15 t-1P a 
' yp 

E = 1 '72 p X to 5 MP a 

E4 = 4 '6 o X to 3 MP a 

lJ = 0 ,2 ; 

k = 9,84 x 10-Lt rad/m. 

As caracter ís-

Para esta peça, comparou-se a flecha inicial do no 

11, meio do vão, sofrida pela estrutura sob a aplicação da 

força de pretensão e do peso próprio. O valor obtido no en­

saio ê de 1,78 em, enquanto o presen t e e studo avalia tal de s -

locamen to em 1,82 e m. Não houve e scorre gamento de ancoragem. 

• 

i 
I 

.. 



11 3 

6.3.4 - Estrutura s e m cruz, com a viga em c o nc r e to pr e tendido, 

testadas por THOMP SON e PARK 

Virias peça s com a s me s ma s dime ns5e s da qu e l a do e xem 

plo da seção 6.2.4, foram t a mb é m exe cutada s e te s tada s por 

THOMPSON e PARK
46 

com con c r e to pret e ndido na vig a . Duas de-

las foram analisada s atrav és do programa PROTENDE. 
2 A prime ir a te m tr ês c abo s de pret e ns ão de 2,43 em , 

e sua s eçao tran s ve r sa l esti mos t rada na fi gura 6.20. A força 

de pretensão aplicada em cada ca bo é 284 kN, e as c aracterís­

ticas dos materiais são: 

a) Concreto 

f • = 33 MPa 
c 

E = 2,6 x 10 4 MPa . 
c 

b) Aço para a r ma dur a o r diniria 

f = y 
29 0 MP a 

E 1 = 2' 1 X 105 MP a ; 

E2 = 1 'o 5 X 10 4 
MP a 

c ) Aço para p retens ã o 

f = 1 '5 YP 
X 1 o 3 MP a ; 

E = 2 ' 1 p X 1 o 5 MP a 

E4 = 5,6 X 10 3 MP a . 

Considerou- s e nul a s a s per das po r a trit o e pores ­

corregamento de ancor a gem . 



3, 8-f-· I ' 3 em 
-•··· 4t 

4 2 

22,85 - ·· 
,..-., 

'--' 

13 '917 

45,7 
3x2,43 em 

:')-1-· 

2 

22, 85 u .9V 
~ 

I, 43 2 em 
1 3 8 

;~...__2__;2 '9 -+ 
FIGURA 6.20 - Seção t ran s v e r sal da viga da estrutu ra em 

cruz, com 3 cabos de pret ensão. 

A curva momento na face do pi lar-deflexão na extr e­

midade da vig a , obtida pelo a lgor i tmo propo s to está graficada 

na fi gu r a 6.21, assim como a c urva expe r imen ta l. Nota - se que 

o algoritmo não acompanha a mudança de ri g i dez na última fase 

do diagrama . 

M 
(kNm) 

150 

50 

lO 20 

--- expe rimental 

- -- PROTENDE 

30 40 ô ( 11111) 

FIGURA 6.21- Relação momento na face do pilar-def le xão 

na extremidade da viga. 
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A seg unda peç a em co nc reto pr e t e ndi do t em a se ça o 

transve r sal da fig u ra 6. 22 , com do is cabo s de p rot e ns~o de 

I 15 

2 
3,86 em e a a rmadura fr ou xa indi ca da. A fo r ça ini c ial ap1 i -

cada em cada cab o val e 440 kN. 

t i cas do s mat e ri a i s s ã o : 

Para es t e caso , as caract e rí s -

a) Con creto 

f' = 37 MPa ; c 

4 E = 2,7 x 10 MP a . 
c 

b) Aç o para a r ma du r a o r d inária 

f = 330 MP a ; y 

E 1 = 2 ' 1 o X 105 MP a 

E2 = 1 'o 5 X 1 o 4 
MP a 

c) Aç o para pro tens ao 

f = 1 ' 5 X 10 3 MP a ; yp 

E = 2' 1 p X 1 o 5 MP a 

E4 = 5 ,6 X l o 3 MP a . 

3, 8 

~2,85 y 1-

12 ' 8 7 

45 ,7 - -· 

12 '8 7 

~2,85 t:) 

3, 8 

l 22 ' 9 l 
, '1 

l , 43 

2x3, 86 c 

1 ,43 

2 em 

2 
m 

2 em 

F IG URA 6.22 - Seç ão t rans ve r sa l da viga da e str u t ur a em cru z , 

com 2 cabos de p r etensão . 



M 
(kNm) 

I SO 

100 

50 

lO 20 

--- cxpe r i mcn tJ I 

- -- PROTENDE 

30 õ (mm) 

FI GURA 6 . 23 - Re l ação mome n to n a face do p i la r - defl e ­

xao na ext rem i dade da v i ga. 
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As çurvas momento -d ef l e xão estão na figura 6.23 e 

apresentam as mesmas características da peça estudada ante ­

riormente, e inclusive é semelhante àquela do exem plo 6 . 2.4, 

sem aço para protensão , val e ndo as mesmas con s iderações fe i tas. 



]. CONCLUSOES E SUGESTOES 

].l - General idades 

As conc l usões a que se chegou no final deste traba­

lh o, podem ser colocadas em dois grupos , onde o primeiro eng l ~ 

ba as considerações do ponto de vista teór i co, com relação ao 

modelo empregado para a análise das estruturas em concreto ar­

mado ou pretendido, e o segundo se refere àquelas que dizem 

respeito ao ponto de v i sta computacional da implementação do 

a l gor i tmo desenvolvido . Finalmente, faz-se a l gumas sugestões 

que proporcionariam o aperfeiçoamento do estudo apresentado . 

].2 - Conc lu sões 

7. 2. 1 - Ponto de v i s ta teõ r i co 

Comparando - se os resultados obt id os pelo método e al 

goritmo empregados, com os dados experime nt ais e as respostas 

apresentadas por outros pesquisadores, uma das primeiras con­

clusões a que se chega é que é possível analisar as estruturas 

em concreto armado e em concreto pretendido, a partir do conhe 

cimento das propriedades dos materia i s componentes do conjun­

to, desde q ue se jam incluídas as não-linearidades física e ge~ 

métr i ca simultaneamente. Fica e m evidência a impossibi 1 idade 

de seque r aproxima r a resposta e m de s locamentos ou tensões de 

uma estrutura em concreto armado ou pretendido, com um modelo 

1 i nea r. 

Com fundamento nas mesmas compara çoes observa-se, 

dentro da ordem de precisão alcançada, a tendênc ia de se con­

firmar as hipóteses das seções.planas e da união monolítica e~ 

tre o concreto e o aço, pelo menos até as vizinhanças do esta­

do último. 

A consideração da c o laboração do concreto na resis-

1 17 
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tên cia aos es for ços de traçao, most r a que, apes a r de ser a 

fissuração um fenô meno di s creto, é adm i ss ível cons i derar uma 

distribuição un if orme d a microf i ss uração, para obter-se uma 

prime i ra aproximação à so lução do prob l ema , principa l ment e pa­

ra con cre to pretend ido. 

Quanto aos mode lo s empregados para rep r esentar as 

relações t e nsão -deformação dos mat e ria i s, pod e-se dizer que, 

para cargas de curta duração com carregamento crescente, os 

modelos mostraram - se eficient es . Mas, é fato conhec ido que , 

par a carreg amentos cíclicos, o modelo do aço tem in f luência 

dec i siva na resposta da estrutura e deve ter um esquema de 

descarga e recarga mai s r ef in ado . 

Os mode l os empregados para r epresentar as pe rda s 

ime d i atas most raram-s e s ufi cientes, em vista dos r es ultado s 

obtidos e as mesmas não res u ltaram te r g r ande influência nas 

respostas das est ruturas . 

A retificação pa rci a l dos s eg mentos dos cabo s de pr~ 

tensão e ad missí vel de s de que as peças sejam discretizadas 

num número suficiente de elementos, s ete a dez por vão no mí ­

nimo. Um estudo paramétrica se rá necessá rio pa ra perm itir a 

fixação de regras ma is elabo r adas . 

A i nfluênc i a da não-linear id ade geométrica em pro ­

blemas de flexão de vi gas pretendidas pode alcança r a ordem de 

10 % do s deslocamentos, s endo portan to comparáve l à contr i bui ­

ção devida às perdas i me diatas. 

Desde q ue as armaduras nao sejam int e rrompidas nos 

nos dos pórticos, uma primei r a aproximação da resposta dessas 

est ru t ura s é adm i ss ível, atra vés da h i pótese dos nó s rígidos , 

embora a cons i deração da f l exibi 1 idade do nó e da presença de 

fis suras localizadas próximas às faces dos p ilares deve me l ho ­

rar os resultados, sobretudo nas vizinhanças do estado ú l t i mo . 

7 . 2 . 2 - Ponto de vi sta computac ion a l 

Quanto ao dese mp e nho do a l gori tmo comp ut aciona l u t i­

lizado no presente trabalho, pode-se di ze r que o mesmo é capaz 

de prev e r as re spostas de pórticos planos e m concreto a rmado 
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ou pretendido, submetidos a cargas de curta duração . 

Como são usadas matrizes de rig i dez const a ntes e sem 

se fazer i terações , na proximidade da ruptura, as vezes , o 

proce sso apresenta dificuldades em acompanhar a r esposta r e al 

da est rutur a , principalme nt e quando a ruí na se dá por in stabi-

1 idad e do equ i I Íbrio, onde se tem patama r es pronunciados com 

tangente hor i zontal . 

Em relação à discretização da estrutura, para peças 

em concreto armado , deve-se emp r egar um mínimo de três a cinco 

elementos, número que deve se r aumentado para estrutu ra s em 

concreto proterrdido , dependendo do núme ro de cabos existentes 

e da sua geomet ria. Quanto ao número de fa i xas em que se deve 

dividi r a seção t ransv e r sa l, segundo os exemplos estudados , 

foi ne cessá rio um mín i mo de onze faixas de concreto . 

Par a se determinar as respostas das es t ruturas ap r e ­

sentadas no c ap ítulo 6, utilizou- s e o a lg o ri tmo e m termos de 

des lo camentos acumul ad os . No e nt a n to, as equ~ções em termos 

de in crementos de deslocamentos foram desenvolvidas e parcial 

mente i mp l eme n tadas , vis an do a continuidade do estudo das es­

truturas em concreto pretendido quanto a s ua história de c a r ga 

no t empo, introduzindo as deformações de l e dependentes . Para 

a consideração dessas d~formações , [esulta mais operativo tra­

balhar com in crementos de des l ocamentos. 

Uma alternativa existente seria inclui r um esquema 

com rigidez tangente, inclusive com iterações, mas este prece~ 

so pode se r oneroso, segundo sejam as capac i dades do equipa ­

mento di s ponível. 

7.3 - Suge stões 

A fim de aprimo rar e compl ementa r o trabalho realizado, 

aponta-se aqui aspectos que poderiam ser con s i de rado s em estu­

dos posteriores. 

I ncluir as deformações dependentes do tempo, ou 

seja, a flu ênc ia, retração e envelhecimento do concreto e a 

re l axação do aço . Em termos computacionais, a introduçã o des-

sas deformaçõ e s no algor i tmo desenvo lvido , pode ser feita de 
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maneira direta. bastando acrescentar um procedimento numérico 

que calcule . o incremento de deformação não-mecânica. 

-Substituir ~s modelos que representam as relações 

tensão-deform~ção dos materiais por outros mais refinados. de 

maneira a permitir a comparação com respostas obtidas em en­

saios dinâmicos. Tais modelos podém ser. por exemplo. o de 

BLAKELEY e PARK. para o concreto. e o de AGRAWAL para o aço. 

apresentados nas seções 2.2.2 e 2.3. respectivamente. 

-A fim de melhorar os resultados do algoritmo na 

região da carg~ crítica das estruturas em concreto armado e 

pretendido. e pâra que se possa detectar a ruína por instabi­

lidade do equilÍbrio. seria conveniente incluir a possibi 1 ida­

de de se fazer iterações . 

Incluir um procedimento que considere a fissuração 

localizada do concreto nos n6s de p6rticos. q~e gera aí uma 

rotação adicional, para que seja possível analisar tais estru­

turas com qualquer detalhamento de armadura. 

- Em relação is estruturas em concreto pretendido. 

dando continuidade a esta linha de pesquisa, pode-se analisar 

aquelas com armaduras pré-tracionadas, empregadas principalme~ 

te em peças pré-moldadas. e ainda as estruturas em concreto 

pretendido sem aderência. Poucas modificaçoes seriam necessá­

rias para efetuar tais procedimentos . 

- Uma vez concluída a fase de implementação do mode­

lo e do algoritmo. o programa PROTENDE pode ser empregado como 

ferramenta para efetuar estudos paramét~ icos. como por exemp lo, 

variar o nGmero de elementos para avaliar a influência da re­

tificação dos segmentos de cabos; analisar a influência das 

perdas devidas à fluência. retração do concreto e relaxação do 

aço separadamente e, ainda. variar a resistência à tração do 

concreto. 
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