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RESUMO 

Neste trabalho desenvolveu-se um programa computacional 

para resolver problemas elastoplásticos de flexão de plaéas finas 

com pequenas deformações, utilizando o método dos elementos 

tos. 

O elemento finito utilizado é retangular linear, 

cido na literatura por R12. 

fini-

conhe-

~nalisou-se flexão de placas discretizando sua espessura 

(laminar) ou representando-a por sua superfície média (não-lami­

nar). O material é considerado com endurecimento i~ótropo, seguin­

do o critério de escoamento de MISES. O método de solução adotado 

foi o incremental. 

Comparou-se as análises laminar e não-laminar com resul­

tados experimentais e numéricos. 



~BSTR~CT 

~ computncional program to solv e ela s topln st ic problems 

of thin plates bending with s mall displacé~ents wa s 

this work . The finite element method was ~sed. 

developed in 

, 
~ \ 

The linear rectangular and non -conforming element known 

in the literature as R12, was used. 

The bendiny analy ses were made representing the plate 

ei th er by layer s Clayered analysis) ar by its middlc s urface (non ­

layered analysi s ) . Elastoplastic ~onstit utive _ relat~ons follow the 

MISES theory with isolropic harde~ing. 

method was adopt ed . 

The incremental solulion 

Compari sons among layered and nonlayered analyses, expe­

rimental datas and numerical r esu lts were mad e. 
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LI5 T ~ DE 5fMBOL05 

Letras Romanas Maiúsculas 

R - constant e , área da barra deformada 

R - área inicia l 
o ª -matriz com as derivadas das funções interpolado ra s 

Q - matriz constitutiva elá s tica 

Q0
P - matriz constitutiva elastoplástica 

E -módulo de deformação Longitudinal 

F - função de escoamento 

H - endurecimento isótropo (no diagrama tens~o-deformação) 

H! - inclinações das retas, com relação à horizontal, que defi-
1 

nem o diagrama tensão-deformação 

HH - endurecimento isótropo (no diagram momento-curvatura) 

HH. - inclinações das retas, com relação à horizontal, que defi-
1 

nem o diagrama momento-curvatura 

J
2 

- segundo invariante do tensor de tensões 

~oi - matriz de rigidez do elemento 

~ - matriz de rigidez da estrutura 

H - momento 

~ - vetor de momentos fletores e torçor 

N vetor de forças normais 

E - vetor de cargas nodais 

á - matriz de tensões desviatórias 

5 11 , 5 22 , 5 12 - elementos da matriz de tensões de s viatórias 

5 1 , ... ,55 - variáveis auxiliares utilizadas para definir a matriz 

constitutivas elastoplástica 

T - superíndice, indicando matriz transposta 

Letras Romanas Minúscúlas 

a - vetor de fluxo 
~ 

b - vetor de forças de volume 

b - vetor de forças de massa 

c - constante 

e - super índi c e, referente a grandezas elásticas 



ep superíndice, referente a grandezas elastoplásticas 

f - subíndice, referente à esforços de flexão 

g - potencial plástico 

i,j,k,l - índices da notação indicial 

~ - conjunto de variáveis para modelar o enducecimento 
• 
k - escalar 

l 
o 

comprimento inicial 

l(t)- comprimento da barra deformada 

m - subíndice, referente à esforços de membrana 

r fator de plastificação 

s - fator de forma 

t - espessura da placa ou altura da ba~ra 
.. \ 

x,y, z - sistema cartesiano de referência local 

z - distância do eixo geométrico da barra até a tensão de escoa-

mento a 

-deslocamentos verticais transversais à superfície média 

Letras Grega s Maiúsculas 

h. - incremento, diferença 

A escalar não negativo 

Le tras Gregas Minúsculas 

C( - escalar 

C( - vetor de tensões do endurecimento cinemático 

~ vetor de curvaturas 

6 - incremento 

~ - vetor de deformações 

n - vetor generalizado de deformações 

À. - escalar 

v - coefici ente de Poisson 

p - massa específica 

a .. - tensor de tensões 
IJ 

a - vetor de tensõ~s 

Símbolos 

h derivada parcial 

- derivada temporal 



( · ) -produto escalar 

I a - norma euclidiana 



INTRODUÇÃO 

Os fundamentos da teoria matemática da plasticidade fo-

ram obtidos por Saint Venant em 1870. Depois do progresso inicial 

devido à Saint Venant, Lévy e Boussinesq, importantes contribui-

ções foram dadas neste período por Hl=ll=lR /e v. KARMI=lN (1909) e v. 

~ \ L ã MISES (1913). O tratamento ao prob ema de torço dado por Nl=lDI=ll 

(1923), o trabalho de HENCKY e PRI=lNDTL sobre cisalhamento no esta-

do plano de deformações (1923) e a inclusão dos efeitos elásticos 

nas equações básicas por PRI=lNDTL (1924) e REUSS (1930) inaugura um 

segundo período de progresso. De~de então, o des~nvolvimento da 

teoria da plasticidade foi basta8te rápido. 

Rtualmente, com a crescente velocidade e maior capacida­

de de armazenamentos de dados dos novos computadores, agregados ao 

desenvolvimento de novos métodos numéricos, onde o método dos ele­

mentos finitos se destaca, e técnicas computacionais, a habilida-

de de resolver problemas não-lineares foi impulsionada. l=lssim, o 

campo da teoria da plasticidade pode ser ampliado à um número con­

siderável de problemas práticos. 

Este trabalho faz parte de uma Linha de pesquisa da 

UFRGS que tem por finalidade o estudo não-Linear físico e geomé­

trico de peças metálicas submetidas a ação de cargas estáticas. 

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um programa 

computacional para resolver, através do método. dos elemento fini­

tos, problemas de não-linearidade física para o caso de pequenas 

deformações e deslocamentos, para flexão de placas metálicas. Fo-

ram utilizados dois t'ipos distintos de análise: a primeira, de no-

minada laminar Clayered), discretiza a espessura da placa através 

de pontos de integração e a segunda análise, denominada não-lami­

nar (nonlayered), representa a placa por sua superfície média. 

Quanto a análise elastoplástica o material será conside-

rado como sendo elastoplástico perfeito ou com endurecimento i só-

trapo. l=llém disto, será utilizado o critério de escoamento de MI-



SES. 

O e L em e n l o f i n i l o u L i l i l a d o p a r· a 

flex3o de placas , ê r etanyular com 4 nós , 

re~ olv c r probl e ma s d e 

com 3 graus de lib e rdade 

por nó, ni!o-conforme, conhecido na l iteratu r a por R12. 

O m~l odo da malr i z d e rigidez tangen t e , ta mb6 m co n hec ido 

como mé t odo incremenlal, foi utili za do n a analise. 

R dissertaç~o foi dividida em sei s capitu l as, cujos c on ­

leudos s ~o descritos a se guir: 

O ca p ítulo 1 apre se nta os fund ame nt os da teoria c lás ~ic a 

da pla s ticidade. 

O c :J p r' t u L o 2 e :, t a b r. l C! c c r e L a ç õ e s e n t r e n d i :1 u r a m a l e n 5 a o 

- d c f o r m a ç ã o c n rl i a ~l r a m c1 m n m c n t o · c u r v :J t l r r a . 

N o c a n i t u L o ] (• a p r c :; e r 1 l a d il a t e o r i a e L C! m c n l J r d P. p l il -

ca s, dentro da s hipóte ses de KlRCHHOFF. Obtém - se as mdt riz es cons­

titutivas elastoplásticas para a formulaç3o lam in ar e nã o- lami n ar 

de placas. 

O capítulo 4 mostra a ob tenção do princípio variacional 

a ser u s ado na s oluç~o numérica via elemento s finitos e a aplica­

ção do método incremental para a solução do problema. 

No capítulo 5 s~o analisados exemplos numéricos e compa­

rados co m os r es ultado s obtidos por ou tro s autor es e a r esu lt ad o s 

experiment a is. 

Fin<Jlmente, no capítulo 

conclu sõe s e sugestões. 

6 estão apre s entadas algumas 

No ap êndice R demons t ra-se que as hipóte s~s f~ndamenlais 

da plasticidade, apresentadas no c apítulo 1 e ger almente ex pre ss as 

em ten sões , tem uma forma idêntica qu ando express as em re su ltantes 

de ten sõ es . 

R gen e ralização da s relações constitutivas elastoplásti­

cas para cascas poliéd ri cas es tá no apêndice 8 . 

O pro gr ama foi escrito na Linguagem de programação FOR­

TRRN do comput ador R10 da UFRGS c fa z parte da Lingua ge m or i entada 

ESFINGE CE S tud o F ísico, Isótropo ou N3o, e Geomét r ico de Es t ru tu ­

ra s) . Os principais co mando s da linguagem est~o no ap ênd i ce! C. 
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Cr:lPfTULO 1 

FUNORMENTOS Or:l TEORir:l CL ASS ICr:l DR PLr:lSTICIDRDE· 

1.1. lntroduç~o 

O objetivo deste capítulo é expor, de maneira suscinta, 

os c onceitos básicos da Teoria Clássica da Pl~ticidade que ser~o 

ut iliz ados ao longo deste trabalho. 

Uma análise mais profunda dos conceitos e da motivaç~o 

fenomenológica da teoria da plasticidade podem ser encontradas nas 

referências (4), [8) e [15). 

1.2. Hipó t eses Básicas 

r:l partir de um corpo de prova cilíndrico submetido à um 

ensaio de traç~o simple s, (ver Fig. 1.2.1) pode-se definir: 

P( t ) - carga aplicada, variando no te mpo t, 

l - comprimento inicial, 
o 

l(t) - comprimento da barra deformada, 

R - área inicial, 
o 

R - área da barra de f o r mada. 

Para pe~enas dejormaçôes, define-se a deformação espe­

cífica longitudinal, como 

l(t,) - l 
o (1.1.1) e = 

o 

a deformação especifica transversal 

r- r 

f t = r 
o 

(1.2~2) 
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e a tens~o normal 

p 
o = ~ 

2 

(1 .2.3 ) 

-1f ----

Fig. 1.2.1 - Corpo de prova cilfndrico submetido à traç~o 

simples. 

Em plasticidade é freqüente u sar as taxas de tensão e deformaç~o 

Ô(t 
(t = ~ e (1.2.4) 

Plotando os valores de a-~, ter-se-á o gráfico mostrado 

na Fig. 1.2.2. R partir do gráfico, observa-se as segu intes cara­

cterísticas: 

a) Um comportamen to elástico Linear até o ponto R, caracterizado 

pelo módulo de defor mação Longitudinal E e um coeficiente de 

Poisson (lei de Hooke), tal que 

a = E€ v = (1.2.5) 

b) R partir de R o material apresenta um compor~amento n!o linear, 

e aparece como conseqüê ncia deformações plásticas Cisto é, não 

recuperá~eis) para tensões mais alt as. tensão o-1 é a maior 

tensão que pode ser aplicada sem produzir deformações permanentes. 
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c) ~o realizar - se ciclo5 de descarga e recargu após o escoamento 

inicial, aparecerá um ciclo de histerese como indicado por BCDEF. 

Este ciclo é bastante delgado e não é levado em consideração pela 

teoria clássica, que as s ume que a descarga e recarga acontecem ao 

longo de uma linha GO (lracejada) com inclinação igual 

de deformaç~o long i tudinal E. 

Portanto, a taxa 

total pode ser escrita c omo 

• e • p 
E: = r + r 

dedeformação Lon gitudinal 

ao módulo 

específica 

(1.2.6) 

onde f ~ é a taxa de deformação longitudinal elástica e éP é a 

xa de defo rmação lon gitudinal plástica . 

ta-

e 
Fig. 1.2.2- Relação tensão-deformação. 

~ssume-se ainda que a relação tensão-deformação indepen­

de da velocidade de carga. Na realidade ex ist e uma cer ta dependên­

cia, que é par ti c•Jlamenle importante em estruturas metálicas à al-

tas temperaturas;-em estruturas de concreto e em caso de 

dinâmicas. Para estes casos, existem teorias 

viscoplasticidade) . 

específi ca s 

cargas 

(creep, 

Sabe - se também que o comportamento mecânico dos materi ­

ais dependem dos fatores ambientais. Por exemplo, para metais, os 
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valores de E e dos parâmetros de e ndurecimento variam com a tempe­

ratura. 

OBSERV~Ç~O: Em plasticidade, assume-se que a de!ormaç~o ri~o é fun­

ç~o da velocidade de carga. Em conseq üência, .. o .tempo indica apenas 

a ordem em que os eventos ocorrem. 

1.3 . Função de Escoa mento 

~ determinação da relaç~o constitutiva elastoplástica 
J 

para um estado multiaxial de tensões uti{iza: . \ 

a) Uma relação tens~o - deformação correspondente ao regime elásti­

co, da forma 

a .. = E 1:'.: 
IJ ijk I k I (1.3.1) 

onde a i j é o t e n s o r de t e n s õ e s de' C a u c h y , f: k 
1 

é o 't e n s o r de de -

deformações infinitesimais e é indicado por 

1 
t: = --,- (u + u . . ) 

ij L i,j J,l 

sendo u os deslocamentos do corpo e E ijkl o tensor 

elásticas do material. 

(1.3 . 2) 

de ·cons tant es 

b) Um critério de escoamento que caracteriza a transiç~o entre o 

regime elástico e elastoplástico dado por uma certa combinaç~o 

das nove componentes do tensor q. Este critério, também chamado 

de funç~o de escoame nto, pode ser representado pela relação abaixo 

(1.3.3) 

onde a é o tensor de tensões e s e k - - - representam um conjunto de 

variáveis que determinam o est a do do material e permi te modelar o 

processo de endure-r.: i m.en L o, ou se j a , a variação desta superfície 

durante os processos de deformação plástica. 

t de importância e m plas ticidad e a representação da 

superfície de escoamento no espaço de tensões. 'Cada superfície de 

escoamento corresponde a valores fixos de s=s e ~=~, representa a 
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projeç~o de (1.3.3) no s u bes paço de tensões 

(1.3.4) 

R medid~ que os val ore s de~ e k mudam a equaç ~o (1 . 3.4) 

representa diferentes superfíc i es que, segun do foi 

riormente, modelam o proc esso de endurecimento. 

exposto ante -

Rssum e-se a in da a existência de um estado virgem do ma-

terial, isto é, ante s da aplicação das carga s tem -se s = o e 

k = k 
~o 

R superfície representada pela equação (1.3.4) será fe ­

chada, de tal modo qu e os pontos internos (f( ?,~·~ ) < O ) corres -

pondem a estados elásticos de ten sã o, pontos sobre a superfície 

(f(q,~.~ = 0) correspondem a estados plásticos de tensão e pontos 

externos à superfície correspondem à es tados de tensões 

veis. 

Neste trabalho emprega-se, como é usual, 

superfície de carga para especificar as superfície s de 

após a inicial. 

a 

inacessí-

expressão 

escoamento 

Durante o proces s o de deformação elas to pl~st ica, as 

componentes do tensor de tensões ~nos pontos que 

deformações permanentes devem permanecer sobre a 

estão sofrendo 

superfície de 

carga. Esta condição é ~ssegurada, tomando-se a derivada total em 

relação ao tempo da expressão (1.3.3) e igualando -se a zero: 

sendo que 

ar ar ar · -aa- a + -as- s + -ar- k = o 

ar 
----aCJ a = 

ar - -a .. oa. . 1 1 
l J 

etc 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

Como o material apresenta diferentes comportamentos para 

o processo el~stico (PE), processo plástico CPP) e processo d e 

descarga <P D), deve-se dis ti ngui - Los para que se pos s a aplicar as 

respectivas equações. 

No caso uniaxial, é f~cil de caracterizar intuitivamen-
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te os processos de carga e descarga. No caso multiaxial, ao con-

trário, podemos ter situações em que algumas componentes de 

aumentam enqua nto que outra s diminuem. ~ssim, o conceito de carga 

e descarga deve ser rigorosamente estabelecido usando a ?uperfície 

de carga. Se num dado instant e temos f=O (estad~ elástico) e f<O, 

naturalmente no instante seguinte ter- se- á f(Q (estado elástico), 

caracterizando assim uma descarga . Durante ·a descarga tem-se que 
·p 
€ = O, de modo que s = O e k= O. Rssim a descarga é car acterizada 

por 

f o 1 

~f 
• ~ Q\ ( o = ~ <PDJ (1.3.7) 

Tem- se ca rga quando 

f o I tJf 
= ~ 

. O' ) o CPP) (1.3.8) 

~ situaç~o em que 

f o J 

(Jf 
= ~ • G = o CPP) (1.3.9) 

é denominada carga neutra. 

No espaço de tensões, onde <'Jf/<'Jq representa o vetor 

gradiente normal à superfície f=O, os três casos têm uma 

sentação geométrica simples e útil, conforme Fig. 1.3.1. 

cf ( COI'QO neutro 1 .., 

repre-

Fig. 1.3.1. · - Representação geométrica dos processos de 

carga, descarga e carga neutra. 

~través de resultados experimenta is [BJ e apoiados pe­

Las teorias microestruturais, provou-se que a deformação plásti c a 

não alte~a o volume: 
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lr- ~ p = c:H ),_ tr ~ = O (1.3.10) 

1.4. Critério de Escoame nto 

Par a o cas o mu ltia x ia l co n s idera - se as nov e c omponentes 

do ten so r a exi s tir~o certas c ombinações desta c omponentes que 

produzir~o escoam e nto. Os doi s critérios mais conhecidos para a 

determinaç~o do e s coamento de metai s 

TRESC~ e o critério de MISE S . 

dúteis são o cri tério de 

Baseado em resultados experime ntais, TRESC~ em 1864 lan­

çou a hipótese onde afirmava que as deformaçõoes plásticas s~o 

produzidas por tensões de corte. TRESC~ define a função de escoa-

menta, para o caso multiaxial, com seis equações que formam um 

prisma hexagonal reto, no espaço de tensões principais. 

~ fim de evitar o inconveniente apresent~do pelo crité ­

rio de TRESC~ que necessita de seis funções para sua definiç~o, 

MISES, em 1913, propôs aproxim~-lo através de uma função única. O 

mais simples f oi utiliza r o cilindro circunscrito 

TRESC~- ~ssim, o critério de HISES pode ser escrito 

ç 
2 = o­

e 

ao prisma de 

(1.4.1) 

onde o- é a tensão de escoamento variável no tempo do material e 
e 

J 2 é o segundo invariante do tensor de tensões 

1 
--,--5 . . S .. 

C. IJ IJ 
(1.4.2) 

sendo que o tensor de tensões desviatórias ~' é definido por 

2a -a -a T T 
)( y :z xy )(2 

3 

5 
T 2a -a - a T 

= y~ y )( :z y:z 

T T 2a -a -a 
:ZY. :zy :z )( y 

(1.4.3) 

substituindo a expressão (1.4 . 3) em (1.4.2), fica- s e com 



.. 

J = 2 

z z 
+ tY + O' 

y z 
- tY tY 

X y 
- tY t7 

X Z 
- O' O' 

y z 

que é o critérto de MISES ~~ril o c~so tridimensionJl. 

z 
+ T 

yz 

8 

(1.4.4) 

O critério de MI SES geralme n te ~e àproxima mais do s re-

sullados experimentais que o de TR ESCQ (8) ·e além disso , ma i~ 

f á c il de aplicar, uma vez qu~ n~o é nece ssário conhecer-se as ten ­

sões princip a i s. 

Devido as v antagen5 do c ritério de MISE S, este foi ado -

tado no presente trabJlho. .. \ 

Part i c ul arizando a cx pr ess~o (1.4.4) para o es tado plano 

de tensões, pode - se escrever 

a =0 T :T =0 z xz yz (1.4.5) 

2 2 3r 2 a + a - a a + = a 
X y X y xy e 

(1.4.6) 

o critério de MlSES pode também ser esc ri to em funç~o 

das tensões principais, a 
~ 

e a 2 I 
como: 

2 2 o a + a a a = (1.4.7) 
l 2 t. 2 

Representando a equaç~o (1.4.7) no plano das ten s ões 

principais, tem -se 

<fz 

Figura 1.4.1. -F unção de escoamento de MI SES . 

Como foi exposto anteriormen t e, ap65 o in ício do escoa-
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menta surgirão d e formações plásticas (f ) e, c onseqü e ntemente, mu­
~p 

danças nos valo r es de~ d a (1. 3 . 2 ) . Com isto a forma da superfí -

c i e s e a L t e r a . r-1 p r e s e n t a - s e a s e g u i r do i s t i p o s de e n d u r e c i me n· t o . 

1 . 4.1. En d urecimento isótro p o 

No endurecimento isótropo a superfície muda de tamanho 

sem mudar a forma. O nome isótropo deve - se exatamente a forma 

constante da superfície. R figura 1 . 4. 1 . 1 . mostra este critério . 

... 
/~~ ... 

~/ 
I/ 

1/ 

--f,h'L---4---~~----~~~1 
li 

\\ 
\ \ 

'~' ........ __ 
'--·-

Figura 1.4.1.1. -Endurecimento isótropo. 

isótropo, 

O critério de escoamento de MISES, para o endurecimento 

a tensão de escoamento G é definida como 
e 

(1.4.1.2) 

• onde k é um escalar e a1 é primeira tensão de escoamento. 

1.4.2. Endurecimentq cinemático 

No endurecimento cinemático, há um movimento 

superfície de escoamento no espaço de tensões 

correspondente a este tipo de endurecimento é, 

f ( G - e<) = 0 

onde ~E~ e é definido por 

C< = cfp 

( 17] . 

rígido da 

R expressão 

(1.4.2.1 .) 

(1.4.2.2.) 
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Çl figura 1.4. 2.'1. represe nt a este tipo de endu recimento. 

Neste trabalho foi usado o critério de 

ts=ótr-opo que é o mais comumente encontrado na Literatura 

estudo mat em aticamente mais fâcil. Como inconveniente, 

L e v a em c o n t a o e f e i t o 8 a u s c h i n 9 e r , r e d u z i n d á' 

dos resultad os obtidos, apenas aos 

pouco impo r tante. 

casos , e m 

, ...... -- ....... , 
' ' 

' " ' ; .... ___ .... 
I 

\ 
I 
I 
I 
f 
f 

/ <Ji 
I 

I 

assim, 

que t a l 

Figura 1.4.2.1. - Endurecimento cinemâtico. 

1.5 . Normal i dade 

a 

e o de 

ele 

validade 

efeito é 

Uma relaç~o entre tensões e deformações 

ser escrita 

p lá s t .i c as pode 

= À_3L_ a a 
(1.5.1) . 

onde À é um escalar n~o negativo e 6 é uma uma funç~o escalar de­

nominada pot e ncial plástico. Para metais, os resultados experimen­

tais indicam que se cumpre o critério da normalidade, isto é, 

g- f (1.5.2) 

Çl express~o . (1.5.']) 1 fica 

i) f 
À aa (1.5.3) 
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Este princípio indicn que as componentes da taxa de de­

formação plástica s ão propo r cion a is às corr es pondentes componentes 

do grad i ente da funç~ o d e escoamento no espaç o de tensões cr. 



2.1. Introdução 

Cr.lP íTULO 2 

~ REL~ÇÃO MOM E NT O- CURV~TURn 

.. \ 

-. 

Geralmente, as propriedades mecânicas de um certo 

material são fornecidas atravé s de um diagrama de tensão-deforma -

ção (ver Fig. _ 1.2.1), extraído de um ensaio de tração s imples. No 

entanto, q.uando se trabalha especificamente com a teoria ctássi.ca 

de jtex~o de pLacas, o controle do processo de plaslificação é 

realizado a partir de uma relação momento-curvatura, pois são es­

tas as variaveis que a teoria re~aciona. 

O objetivo deste capítulo é estabelecer expressões que 

relacionem o diagrama tensão-deformação (mais facilmente determi­

nado experimentalmente) com o diagrama momento-curvatura; dentro 

de hipóteses pré - estabelecidas. 

2.2. ~ Relação Tensão-Deformação 

Para modelar o processo de endurecimento o estado bi ou 

triaxial é comparado ao estado unixial de tensões através da cha­

mada tensão equivalente. Esta tensão, por sua vez, é comparada as 

tensões estabelecidas no ·diagrama tensão-deformação e determina-se 

se o ponto está no regime elástico ou elastoplástico. ~ssim, mesmo 

no estado multiaxial de tensões o diagrama tensão-deformação é 

fundamental em processos plásticos. 

Na prática, o diagrama tensão-deformação é aproximado 

por uma poligonal constituída de um certo número de retas, confor­

me pode-se ver na Fig. 2.2.1. 

Na figura 2.2.1, as tensões a,a, ... ,a e 
i 2 !$ 

deformações 



13 

r, e: , ... ,e: 
' 2 15 

respondentes 

repre se ntam ten sões e deformações de escoamento cor­

aos vértices da s retas 1, 2, ... ,5, resp ectivamente. q 

inc linaç~o, com relaç~o a horizontal, das retas que compõem a po­

ligonal é definida por H', H ' , ... ,H' . Para o caso particular da 
1 2 ~ 

primeira reta, H' é igual ao módulo de deformaç~o Longitudinal E. 
f 

(J 

Fig. 2.2.1 - Relação tensão-deformação aproximada por uma 

poligonal com cinco retas. 

2.3 . q Relação Momento-Curvatura 

Na determinação da relação momento -curvatura foi aceita 

a hipótese de deformações infinitesimais, tornando portanto , a 

análise geometricamente Line ar. 

q distribuição de deformações é assumida de tal maneira 

que, uma seção inicialmente plana e perpendicular ao eixo geométri 

co da barra, permaneça plana e perpendicula r na configuração de-

formada (hipó te se de Euler-Bernoul li). Isto implica em desprezar 

o efeito das deformações por corte, Limitando os resultados da ... 
análise à barras cuja relação a ltura da seção transv~rsal pelo vão 

seja maior ou igual a dez. Comp~ova-se experimentalmente que estas 

hipóteses conduzem a resultados satisfatórios para metais dúcteis 

(15]. 

Supõe-se ainda que o material se j a i sd L l'üpo, ou seja, 

possua caracte rí ~licas mecânicas iguais em todos os pontos do cor­

po, e hom.oe&neo, ou seja, não se admite a possibilidade de vazios 

e fissura s. 

Para a obtenção do diagrama momento-curvatura seguiu-se 

um procedimento análogo ao usado na determinação da 

são - deformação. 

Seja uma barra de comprimento l e seção 

relação ten-

transversal de 
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altura t e largura b unitária. ~plicando - se momento s M(t) nas ex-

tremidades da barra Cem seu plano de simetria Long i tudinal), que 

cresçam ao Longo do tempo, surgir~o tens~es normais na direção x, 

a, que equilibrarão os momentos fletores MCtl . em todas a s seç~es 

da barra (ver Fig. 2.3.1). Tais tens~es formam um estado de ten-

s~es uniaxial {flexão pura) correspondente ao d e finido no item 

1 . 2. ~ssim, a b a rra se deformará ~e modo que aparecerão curvaturas 

somente em uma direção. Posteriormente, tal, situação 

como aproximação para p l acas. 

será tomada 

Fig. 2.3.1.- Flexão pura em uma bar r a p~ismática. 

Supondo que a barra tenha uma relaç~o tensão-deformação 

estabelecida no item 2.2. CFig. 2.2.1) , pode-se acompanhar o pro-

cesso de carga em uma determinada seção da barra e o respectivo 

aumento de tens~es e deformaç~es, através das figuras 2.3.2 e 

2.3.3 . 

No início do processo de carga, as tens~es e deformaç~es 

estão ainda no regime elástico c a < a e € < ~ ) I ver figuras 2.3 . 
i i 

1 a e 2. 3. 2 . a. Portanto , a relação entre tensão - deformação é l i -

near e dada pela expressão (1.2.5). 1=1 relação entre deformação € 

e curvatura x é dada (14) por 

r ' --z 

sendo z medido a partir do eixo geométrico da barra até 

com deformaç~o S' 

Para o caso de z ser igual à t/2, tem-se 

r' 2r 
X = - z- = --r 

O momento de flexão é calculado através da 

(2.3.1) 

a f i b r a 

(2.3.2) 

integração 
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das tensõ es a 

l / 2 

M = f o <.z) z dz 
-l / 2 (2.3.3) 

que dev ido a forma simét r ica da seç ã o, torna- se 

l / 2 

M - 2 J o (z) z dz - o (2.3 . 4) 

Efetu ando ~ integração em (2 . 3.4), obtém - se 

l 2 

M = 0--s-- (2.3.5) 

€c:; E, 
lo l 

Fig. 2.3.2 - Deformações em uma seç~o da barra. 

(f c:; lf, 
(o) 

<r; < <f< a; 
(b) 

a;< (f < <f, 
(c) 

Fig . 2.3.3 - Tensões em uma seç ão da barra. 

Ouando as tensões e deformações 

elástico Linear, de f inido no diagrama por 

ultrapa ss am o limite 

a e e: , 
J. t. 

~ss umem a 

configu ração mostrada pelas figuras 2.3 . 2b e 2.3.3b. Vê-se 

claramente pela Fig. 2.3.2b que a linearidade ent re deformação e 

curvatura ainda é válida, devido ~ hipótese da seção normal, ou 

se ja , vale a express~o (2.3. 2). Nesta fase do carregamento, a 

região elástica delimitada pela distancia z 1 é expressiva para o 

cálculo do momento fletor. 

Para facilitar o cálculo das integrais, decompõe-se a 

configur aç~o de tensões em figuras geométricas mais simp les, con-



for me mos tr a a F ig. 2 . 3.4. 

= + 

F ig. 2.3 .4 - Decomposição das tensões para a obtenção do 

mom e n to . 

Rssi m a exp re ss~o c2.~.4) torna - se 

J 
t /2 2 . 

+ 2 a ZdZ 
z 

f 1 1 . 
M = 2 a zaz 

J 

o z 
1 

i 
onde a varia Linearmente de zero' à a 

i 

2 e a varia 

( 2 .3 .6 ) 

tinearmente 

16 

de 

zero à (a-a), conforme figura actma. Integrando a expressão acima 
i 

obtém-se 

2 2 t. 
2 

z2) 1 t. M = --a z + a c- - - + __;;_c
3 

a - a )C-- - z ) C t. + z ) 
311 14 1 1 2 1 1 

onde a tensão a é expressa CFig. 2 .2.1) por 

a = a + H' c € - € ) 
1 2 1 

Lembrando as expressões (2 . 3.1) 

valor da distânci a z 

z = 
i. 

i 

= 2 ~ 

(2 . 3.7) 

(2 . 3.8) 

e (2.3.2), deduz -se o 

(2.3.9) 

onde ~ é a deformação específica correspondente a tensão a. 

Supondo que . se tenha um nível de carga que resulte em 

uma tensão situada entre a e a (ver Fig . 2 . 3 . 2c e 2.3.3c), o câl-
2 9 

culo do momento fletor é feito de maneira análoga a situação 

anterior, ou seja, através da decomposição da · configuração das 

tensões. Rssim, pode-se escrever 



1 onde a varia de O à 

( Ct- o ) , c o mo n o c a s o 
z 

1 

G zdz + 
t 

1 

z 
G zdz 

z 

z 
G, a varia de O à Co - o· ) e 

z 1 t 

a nte rior. Inte grando, 

1 
~ 

<o 
2 

te m- se 

- O' )(z 
1 2 

17 

z 
(2 .3. 10 ) 

d 
(t vari êl de O 

- z )(2z 
1 2 

+ { a c ~ - z 2
) + - 1- c a - a ) c _t._ - z ) c t. + z ) } 

z 4 2 3 2 2 z 2 

(2. 3.11) 

onde a = a + H' (C - c ) <2.3.12) 
2 a 2 

2 e l - são distân c ias do eixo geométrico da barra 
z 1 

até as t en s ões de escoamen t o (t e (t, respe-
1 z 

pectivamente. 

Su rg e agora o problema da determinaç ão da distância z . 
z 

O procedimento utilizado foi simples. No diagrama tensão - de fo rma-

ção prolongou-se todas as retas anteriores à reta 3 até encontrar 

a reta vertical para a qual tem-se a deformaç~ o €. Nos pontos de 

intersecção dos prolongamento s das r e tas da poligonal com a reta E 

pode-se imaginar tensões fictícias, denominadas Õ e Õ, as 
. 1 z 

quais 

correspondem sempre a mesma deformação € (ver Fig. 2.3.5) . 

Na configuraç~o da s tensões ao Longo da altura d a seç~o 

da barra, o procedimento adotado para o diagrama t ensão - deformação 

tem como conseqüência o prolongamento das retas equivalentes até •.. 
a fibra extrema onde corresponde a deformação real e. Isto conduz 

ao esquema indicado na figura 2.3.6. 

Por semelhança de triângulo s calcula - se 

z 
1 t/2 

= -
(t (j 

- 1 1 

mas como pelo diagrama mostrado pela Fig. 2.3.5, 

que 

a = EE 
1 1 

e 

z 1 

J 
poi s 

(2.3.13) 

é váli do dizer 

(2.3.14) 
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c:t = E€: (2.3.15) 
:1. 

de ande se chega a 

!2 t 
:1. 

z = 2~ :1. 
(2.3.16) 

que confirma a expressão (2.3.9). 

Fig. 2.3.5 Procedimento adotado para calcular as 

distâncias z no diagrama tensão-deformação. 
2 

Fig. 2.3.6 - Procedimento adotado para calcular 

configuraç~o de tensões. 

z na 
2 

Empregando o mesmo procedimento para o cálculo de z
2

, 

vê-se através da figura 2.3.6. que 

-a - a t/2 - z 
2 • t. 

= a - a z - z {2.3.17) 
2 t. 2 • 

donde 

Ct/2- z )C a - a ) + z Cã - a) 
z 1 2 f f 2 f = 

2 (2.3.18) 
c a - a ) 

2 1 
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~ pa rlir da relaç a o tcns3 o-d cformaç~o definem - se 

co 
2 

(O 
7. 

o) ·- H'CE: - E: ) 
1 2 i 

(2.3.19 ) 

o) = H'(€ - E: ) 
1 z 2 1 

<2 . 3 .20) 

5 U b $ t i t U i n d 0 ( 2 . 3 . 1 9 ) 1 ( 2 • 3 • 2 o ) e ( :~ · ] · 2 ·1 ) (! m { 2 • 3 • 1 n } 1 (J b t é ffi - s C 

Cl /2- z )(E: -E: ) + z CE: -E: ) 
1 2 1 1 1 

( 2 .3. 22 ) 

~ e q u a ç ~ o ( 2 . 3 . 1 ·1 ) é c o m p o 5 t a p o r t r ê s t e r m o s . O p r i m e i -

ro termo entre co lchete s represen ta a c ontr ib uiç~o da regi~o elás­

tica n o valor d o momento, enquanto que o segundo e o ter ce iro ter­

mos entre colchetes repre5entam a contribuição da ten sões na re-

gi~o intermediá ria e mais próxima à s fibras ex te rnas, re s pec tiv a -

mente. Generaliz an do a express~o (2. 3.1 1), para um n ível de carga 

que resulte em um a te nsão sobr e uma re ta gené rica N, ba s t a somar a 

cont rib u iç~o d a reg ião intermediária, isto é, 

2 z 
M=-,.,-O'Z + 

.::1 1 1 

N - 1 

2: [ 
t=Z 

o . )(z 
1.-1 ~ 

- z ) 
~-1 

C2z + z . ) ] +a c~- z 2 
) +-

3
1 Co- a )C -t- - z )( t + z ) 

t- 1 N- 1 4 N - 1 N - 1 2 N-1 N-1 

onde 

z . = 
I 

o = o + H' (e - e ) 
N N N-J. 

(l/ 2 - 2 i-1)( ~ - ~i- 1) + 2 í - 1< e- ei-1) 

~ - e 
i- 1 

z é a distância do eixo geométrico da barra 

esco am ento i. 

até 

<"2 .3.23) 

(2.3.24) 

., (2.3.25) 

a tensão de 

~través da equação ( 2 .3.23 ) observa-se que o momento 

fletor M é função das dis tâncias z ., da espessura t da barra e da 
I 

tensão o. Examina~do as expres s ões <2.3.24) e <2.3.25) v@-se q~e 

dependem da def ormaç ão E, e por conseqüência, da curvatura X (ver 

equação (2.3.2)) . 

~trav és da equa ção (2.3.2) nota-se que a 

a s v a r i á v e i s e e X é s em p r e L i near · . 

relaç~o en tre 

Perceb e-s e ent retanto, que ao substit uir a equação 
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(2.3 .2) em (2. 3.25) esta se torna ~a0- ti~ec~ em x, po is zi _1 t am -

bém depende de x . Es ta n~ o - l in ea ri dade pode ser melhor 

da no item 2.4. 

vizualiza -

Novamente é c onveni e nt e aproximar a· rel açã o momen t o-cur -

vatura por mei o de polig ona l , co mo já foi f e ito no diagrC!ma t en-

são - d e fo rmação. Este procedimento facilita o controle dos pontos 

de integra ção e torna mais simples o cálculo . do endurecimento. 

~ figura 2 . 3.7 mostra a aproximação do 

menta - curvatur a por meio de retas. ~s 

chamadas de HM', s~ o dada s por 

send o 

e para 

l 

L.l1 

HM I = •. 

llM . = 
l 

ll;c . 
l 

= 

"À: 
- l 

M 

;c . 
I 

HM I = E I 
i 

M 
l - i 

- X . 
1-i 

inc li na ções 

; 

diagr amJ mo-

des tas retas, 

(2.3.26) 

(2.3. 27) 

(2.3.28) 

(2.3.29) 

onde I é o momento de inércia axial da seção t ransversal da barra. 

M 

~~ _-_::::· ==---:::- ·-==-:~-;;~~~- ;:-=-=:;;, .;,;· ~H~W~~ 
~ 1 HW4

1 .. , 
I 

L x, X 

Fig. 2.3.7 - Relação momento-curvatura aproximada por uma 

poligonal. 

I • • • • • • )' 

l · ~ 
r:! s c u r v a t u r ·a s são obtidas substituindo a 

deformação~ na expressão (2.3.2) , pe l as de f ormações de escoamen-

t Q ~ I • I~ • 

i 5 
P<~ra o cálculo dos momen to s f L e t o r e s :.; . . . . ;.; 

1 -:; 
empre -

ga-se a expressão (2.3 . 23) de maneira análoga a ·s ua dedu ç ão. Por 

exemplo, para o cálculo do primeiro momento fletor de escoamento 
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(2.3.5) fazendo z igual a t/2. Para a obtenção de M , que corres-
i 2 

ponde a uma deformação igual a r na figura 2.3.2b, tem -se 
2 

novamente a expressão (2.3.23) reduzida a expressão <2.3.11), c 

assim por diante, até que se esteja so br e a · reta N=4. 

Rssim, as equações <2.3.23 ) à ( 2.3.29 ) definem, de ma -

neira completa, dentro das hipóteses estabelecidas, as relações 

existentes entre os diagramas de tensão-deformação e de momento­

curvatura. 

Examinando a equação (2.3.23) distingue-se cla ramente 

que o primeiro termo é a contribuição da região elástica, no valor 

do momento fletor. O último termo existirá a partir do instante em 

que as deformaçõe s ultrapassarem o limite elástico (sobre a segun ­

da reta do diagrama tensão - deformação); enquanto que o termo cen­

tral representa a contribuição da região intermediária, e só exis-

tindo quando as deformações estiverem sobre a terceira reta. 

Uma outra conclus ão que se pode chegar, observando a 

expressão (2.3.23), é que para um determinado material, caracteri­

zado por uma certa curva tensão-deformação, não corresponde apenas 

uma curva momento-curvatura, mas sim uma família de curvas, sen­

do que a cada curva corresponde uma altura t da barra. R Fig. 2.3. 

8 mostra o que foi mencionado. 

M 

---------=- t •O,!> 

t•0,25 

Fig. 2.3.8 - Curvas momento-curvatura para diversas 

alturas t. 

Obviam~te, a aproximação da relação momento-curvatura 

depende d i r e t ame n t e d. a a p r o x i maçã o t o ma d a n a r e l a ç ã o te n sã o - de f o r -

mação. Testes realizados com várias aproximações da relação 

tensão-deformação, de um determinado material, mostraram que a 

aproximação obtida no diagrama momento-curvatura é sen sível a va-

riações bruscas das inclinações das retas usadas na 

to pode ser melhor vizualizado na figura 2.3.9. R 

poligonal.ls­

Fig.2.3.9CaJ 
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mostra o diagrama momento-curvatura obtido a partir da relação 

tensão-deformação aproximada por uma poligonal formada por três 

retas. Na Fig. 2.3.9Cb) vê-se a mesma relação aproximada por qua-

tro retas e a relação momento - curvatura resul .tante. Nota-se clara ­

mente que a aproximação com quatro retas acompanha melhor a curva 

momento-curvatura. 

tM M 
I 

X 
(o) 

( b) 

Fig . 2.3.9 Relação momento-curvatura resultante de um 

diagrama tensão-deformação constituído (a) por 

TR~S retas e (b) por QU~TRO retas. 

~ partir desta constatacão conclui-se que, quando for 

realizada uma aproximação do diagrama tensão-deformação por apenas 

duas retas, resultará uma aproximação grosseira do diagrama momen­

to-curvatura. Como o controle de plastificação é feito através do 

do diagrama momento-curvatura, resolveu-se então estud ar· este ca­

so particular de maneira mais detalhada. 

2.4. ~ Relação Momento-Curvatura a partir de uma Relação 

Tensão-Deformação ~proximada por Duas Re ta s 

Nesta situação particular,a expressão entre colchetes da 

equação (2.3.23) torna - se zero, pois N=2, confirmando portanto a 

equação C2.3.7). 

Substituindo a equação (2.3.9) em (2.3.7) têm-se, 

M -- 23 at( €: .)2 + [ z (e )2] 
"' as +- + + 

--i-J [ t + :1 ] 
(2.4.1) 

onde a tensão a pode ser expressa em função de x através da equa-

ção (2.3.8) e (2.3.2) tem - se 



que ao 5ubstituir - 5e na equação ( 2 . 3.28 ), res ulta 

M = 
C Z ( E ZJ 

cY (- 1) + · o, _ t.. - (- 1 ) + 
1 :t 1 4 .:t 

c 

-
1 

H' c~ --,<_; J c~ ----1 J c~ 3 z2 1 2 Ã.. 

c 
1 

23 

(2.4.2) 

) 

( 2 .4.3) 

Esta expre ssão relaciona , para o caso de duas retas, o 

momento M e a curvatura ~ . Pode-se notar c laramente agora, 

Linearidade entre as variéveis M e X· 

a niJo 

Graficando - se a equaç~o (2.4.3), obtém-se uma curva como 

mostra a figura 2.4.1. 

Para melhorar os resultados, optou-se por aproximar o 

diagrama momento-curvatura por 

conforme indica a Fig . 2.4.1 . 

M 

uma poligonal 

Fig. 2.4.1 - 1=1 relaç~o momento-curvatura 

três retas. 

com três ret as, 

aproximada por 

Surge agora a pergunta: qual a posiç~o do ponto interme-

diério <x,H), para que se consiga a melhor 

da curva (2.4.3) ? 

aproximaç~o poss(vel 

Derivou - se a equaç~o C2.4.3) em relaç~o à curvatura e 

obteve-se 

dH 4 c ~ e H I t t e H' e H' 
1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 --crx = - -r o--- + + + + 1 a a 12 

3 21 a 
.Y, X X 3 .{: 

(2.4.4) 
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Plotando o valor do momento em funç~o da inclinaçi!o da 

curva, equ açi!o (2.4.4), verifica-se que para valore s s uperior es à 

1 .5M a curva comporta - se de mane i ra 
1 

aproximadamente Linear (de 

1 , 5 M à M , e x i s t e u m a v a r i a ç ã o m é d i a d a t a n g e.n t e n a o r d e m d e 5 'l. ) , 
:S. 2 

ver figura 2.4.2. 

dM 

dX 

M 

Fig . 2.4.2- Determinação do ponto intermediário <x,M). 

Lembr ando que M1 é calc ulado a partir da equaç~ o (2 . 3.5 ) 

pa ra G=a , e a curvatura x, que correspond e a este mome nto, é de­
~ 

terminadã pela equaç~o <2.4.3). 

Percebe-se também que o coefici ent e 1,5 que multiplica o 

primeiro momento fle tor de escoamento M
1

, coincide co m o fat or de 

forma. para uma seção retangular de um material cujo comp or tamento 

assemelhe-se ao clastoplástico perfeito. O fator de forma de uma 

determinada seção é definido como a razão entre o momento fletor 

cal culado a partir de uma configu ração linear das tensões, onde a 

tens~o na fibra extrema da altura da seção é igual a primeira 

tensã o de escoamento, denominado de Mg i e o momento fletor que cor­

respon de a seção completamente plastificada, denominado de MP, ou 

seja 

MQ 
s = <2.4.5) 

MP 

onde 
a t 2 

MQ i 
= 6 (2 .4.6) 

e 

a . t 2 

MP 1 
= 4 (2.4.7) 

neste caso parti cula r. 

~ justificativa para tal coincidência está baseada no 

tipo de aproximação tomada na tensão-deformação. ~lguns 
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materiais, como alguns tipos de alumínio por exemplo, tem uma 

cu rva ten s~ o-d efo rmaç ão onde a regiã o não-Linear é pequena e pos-

t er iorment e a curva torna-s e prat i camente uma reta, cuja in cl i na -

naçllo é pequ ena co mpa rada co m a região linear, formando ass i m um 

"p a tamar" 

Devido a estas caract erí stic as, o comportamento das 

ten sões, depoi s de uma cer ta fase do carrega mento onde a r egião 

elast o p l á s tica, elástica é mui to peq uenu em prese nça da re gi~o 

semelh ant e ao caso do material elastoplástico perfeito. Log o, 

c o e ficiente 1 , 5 usado na determi nação do mo men t o intermed iário 

é 

o 

M 

será tant o mais preci so q uanto mais pró ximo es tiv er a aproxima ç ~o 

do diagrama te nsão-de f or mação da ap roxi ma ç~o tomada como 

c i a . 

r ef erên -

Perce be-se t amb ém que a equação ( 2 .4 . 6) é igual 

equaç ~o que define o p ri meiro momento de e sc oamento, M. 
i 

com 

Portanto, para o caso esp ecíf ico de um diagrama te nsão­

d e formação aproximado por duas retas, resultará um diagrama mo­

mento-curvatura constituído por três retas. 

2.5. Relação Momento - Curvatura para um Mat eria l 

Perf e ito 

Elastoplástico 

a 

t comum na Literatura a formulação plástica especifica -

mente para mate ria is cujo comportamento 

plá s tico per feito. 

assemelhe-se 

Para representar esta situação particular, 

H' igual a zero na equ ação (2.4.3) e obtém-se 
2 

2 [--~ f.-]2+ M = ~ c:t. 
..J ~ :t 

[ 
l 2 

G1. -:q- -

ao elas to-

ba sta t oma r 

(2 . 5.1) 

~ figura 2.5.1 mostra a relaç~o tensão-deforma~ão e a 

corre spondente relação momento - curvatura p a ra 

toplástico perfeit o. 

um material elas-

Nota- se pela figura 2. 5.1 que a curv a é assintótica para 

a reta M=1,5M, ou seja, para um valor de momento fletor que plas­
~ 

lifique completamente a seção (ver equação 2.4 .7). 

t important e sal ientar que alguns autores trab al ham di-
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retamemente com um diagrama momento-curvatura constituído de duas 

retas, sendo a segunda reta horizontal, para representar um mate­

rial elastplástico perfeito . Neste trabalho, optou-se por uma me­

Lhor aproximaÇão deste diagrama. 

M 

~. E. 

Fig.2.5.1 - Relaç~o tensão-deformação e a correspondente re­

Lação momento - curvatura para um material elasto­

plástico perfeito. 

~ssim, novamente aproximou-se a relação momento-curvatu­

ra através de três retas. ~ ordenada M do ponto intermediário é 

dada pela equação abaixo 

M = K M
1 

C2.5.2) 

onde K é um número que varia de 1 a 1,5. 



CRPtT UL O 3 

P L R C R 5 

3.1. Introdução 

Rs hipóteses assumidas pela teoria clássica de KIRCHHOFF 

para placas f~nas, estabelecem que as placas seiam representadas 

por 5ua superficie média. Ist o implica que o estado de tensões 

seja definido em termos de te nsõ e s y c nerali~adas, isto é, os mo­

mentos M e M e o momento torçor M . 
)( y )o( v 

Em plasticidade, as tensões não s~o distribuídas linear-

mente ao Longo da espessura da placa. Uma formulação f e i ta atra-

vés da teoria de elementos finitos requer uma int egração tanto na 

espessura da placa, como também sobre o domínio do elemento. t 

evidente que um considerável es forço computacional poderá se r evi­

tado se a integraçao na espes s ura puder ser suprimida, colocando a 

formulação em termos de resultantes de tensões. Para tal, é ne­

cessário expressar as condições de escoamento em termos de mom e n­

tos ao invés de tensões. 

Rlternativamente, pode-se representar platas através de 

Lâminas de espe ssu ra infinitesimais, distribuídas na espessura e 

carregadas em seu . plano. Ter-se-ía agora, uma formulação em termos 

de tens~es, já que cada lâmina está no estado plano de tensões 

(ver Fig. 3.1.1). 

Pela anál1se laminar, consegue-se acompanhar melhor a 

configuração de tensões durante o processo de carga, pois a pla­

ca é discretizada na espessura. Este tipo de análise é mais demo­

rada computacionalmente que a an~lise em termos de resultantes de 

tensões, devido ao maior número de pontos de integração usados pa­

ra representar as lâminas. 

Este capítulo propõe-se a formular as dua s teorias, des-
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tacar as simplificações adotadas para posteriormente compará-las 

entre si através de exemplos (ver Capítulo 5). 

Fig. 3. 1 . 1 . 

l~mtno• 

R consideração de inf~nitas Lãminas na placa 

caracterizando o estado plan o de tensões. 

3.2. Flexão de Placas - Noçõe s Básicas 

R hipótese de Eullcr-Àernoulli adaptada à placas trans-

forma-se na hipótese das retas normais. Esta hipótese estabelece 

que retas normai s a superfície média da placa permaneçam reta s e 

normais à superfície na configuração deformada . 

puando a espessura da ptaca for men6r ou tgual à décima 

part e da menor dimensão da superfíc ie média CPLRCRS FINRS), podem 

ser desprezadas as tens õe s cr em relação à cr e cr . 
2. • )( y 

Também é suposto que o carregamento sej a sempre normal à 

superfície média da placa, portanto 

= o (3.2.1) 

Rs deformações da p l aca são definidas inteiramen t e pe l os 

deslocamentos verticais transversais à superf(cie média [18), isto 

é 

IN = w(x,y) (1 
)( 

8w 
= -z-;rx- "y 8w 

= - z--,;y (3.2.2) 

onde IN é o deslocamento ver ti ca l da superfície média da placa e 

(1, (1 são rot ações em torno dos eixos x e y, repectivame n te. 
)( y 

Rssim, as deformações expressas em funçã o de w, s~o 

8
2

w 8 21N 
-2 z 8

2 w 
( = - z ~ = -z y = âx Õy )( 

lJx 
2 y 

8y 
2 ><y 

(3.2.3) 

sendo que 

iJzw iJzw iJzw 
X = X = X = 

X iJx2 y iJyz xy 
iJxiJy 

(3.2.4) 
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s~o defin id as co mo as curv atura s nas direções x, y e xy rcspecti-

v ame nlc. 

Rees c revendo as equações (3. 3.3 ) em f unção da de finiçã o 

cita da 

ou em forma matricial 

f: = z ·).·· ,4 -;} 

~ = 
y 

z .:t 
y 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

onde ~ e ~são vetores de deformações e c urvaturas, r especti vamen ­

te, definidos co mo 

T 
{ (3 . 2 . 7) ~ = 12 .;: -r· ,_ X y xy 

T 
2;t (3.2.8) ~ = ,{X :t y xy 

3.3. For mulação Laminar 

~ representaç~o da placa por meio de Lâmin as é f e i ta 

através de pontos de integração colocados ao Longo da espe ssur a . 

Neste trabalho usou-se cinco e sete pontos de integração, con forme 

indica a Fig. 3. 3.1. 

I 
., 

Fig. 3.3.1 - ~ discretização da espessura da placa por meio 

dos pontos de integração. 

Devido a simetria da seçã o da placa, necessi tar-se -ia de 

três pontos de io~egração, quando se usa cinco pontos por exemplo, 

para acompanhar a configuração de ten sões na espessura . 

to, B~RN~RO e SH~RM~N (1) demonstram que o ponto situado 

Entr etan -

sobre a 

superfí ci e média não t e m influência sobre o processo, pois nest e 

ponto ter-se-á sempre tens ão nula. Em conseqüência, o processo de 

plastificação é realizado em dois pontos ao invé s dos cinco pontos 

de integração tomados inicialmente. 
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Será ainda por meio des te s pontos de integração que se 

determinará a matriz de rigidez do elemento finito utili zado 

representar a placa (ver Capítulo 4). 

para 

~ cada ponto de integ raç ão com mesma distancia da super-

fície média corr esponde uma l âmina . í-lssocia - se a , estes pontos de 

integração uma matriz constitutiva do e s tado plano de tensão (v e r 

e q u a ç il o ( 3 . 3 . 1 . 1 5 ) e c a L cu L a - se a r i g i dez de s. t a ·L 3m i na . 

as rigidezes de todas as Lâ min as que co mpõem o elemento 

~o somar 

(duas ou 

três lâminas, no caso), te m- se a matriz de rigidez elástica do 

elemento. 

Para carre gamentos que resultem em tensões ac ima da pri-

meira tensilo de escoamento a .ou. do primeiro mom_ento ~1, dos dia-
t t 

gramas tensão -de formação e momento-curvatura definidos no Capítu-

lo 2, deve-se modificar a matriz constitutiva dos pontos de inte-

gração p la stificados, po1s a r e lação entre tensão e deformação não 

é mais constante. 

~tualizar a matriz cons~itutiva tem como conseqüência, 

evidentemente, a atualização da matriz de rigldez da estrutura. 

O item 3.3.1 desenvolve· a matriz constitutiva elas to-

plástica através dos princípios básicos de plasticidade vistos no 

Capítulo 1. 

3.3.1. Matriz Constitutiva Elastoplástica 

~ condiç~o que impõe que os 

mantenham-se sobre a superfície de carga, 

(1.3.5), pode ser reescrita da forma: 

f = 
T· 

a a - >...~ = O 

. 

pontos já plastificados 

expressa pela equação 

(3.3.1.1) 

onde a represent~ o vetor taxas de deformações, para o estado pla-

no de tensões, escrito da seguinte forma 

• T •. a = { a a T 
)( y ><y 

o vetor a fica expresso como 

T a = { 
h f 

QG 
y 

8( 
---rir 

xy 
} 

(3.3.1.2) 

(3.3.1.3) 
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sendo conhecido n~ l it eratura por ve t or de fluxo e a constant e R é 

d ada por 

-1 ar T 

R = --~-.- ""di( k (3 . 3 . 1.4.) 

R par tir d a adit ivi dade de de form açõ es (eq . (1.2.6)), e 

da relaç~o constitutiva elástica, escr ita em funç ão das taxas de 

tensões el ásti ca~ e a taxa de def o rmaçõ es elástica s , tem -se 

·e a = De: ou 
·e 
t: = 

-1 • o (J (3.3 .1 .5 ) 

onde O é a matr iz constitutiva el ást ica do es tado plano de ten sões 

D = 
E l ~ 1 - l-' z 

Da normalidade 

• 1:' (1( 
r = f... -act = Ã. a 

pode-se e s crever que 

-1 . 
t = O a + Àa 

v 
1 
o 

Pré - multiplicando toda equação por aTO 

T ' T' T 
a O€ = a o- + À a O a 

(3.3.1.6) 

(3.3. 1.7) 

(3.3 . 1.8) 

(3.3.1.9) 

o primeiro termo do lado dir e ito da equaç~o pode ser colocado em 

funç ão da equação (3.3.1.1). Rssim, pode- se escrever 

T ' T a Ot:: = iSI -t i'-. a O a (3.3.1.10) 

Isolando ~~ ob tém -se 

T • 
a Oe; 

À = (3.3 . 1 . 11) 
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Mas como a taxa de deformação elást icas é 

(3.3. 1. 12 ) 

pod e - se s ubsti t u ir a expressão ac im a na relaç ~o constitut iva 

(3 .3.1.5) , a qual t or na-se 

a = O C~ 

Le mbrando porém a ex pressão da normalidade . (3. 3.1 . 7), 

tuindo e m (3. 3. 1 .13) tem-se 

.. \ 

a = ocr - 1-. a ) 

' ' 

(3.3.1.13) 

e subsli -

(3.3.1.14) 

que pela expre ssã o 

elastoplástica 

(3.3.1.11) chega- se a relação co nstitutiv a 

[ a = o -
Çj 

ou 

o = OwP( 

onde 

T 
Da a O ---

t 

-
a TOa 

T 
Dil a O 

] r (3.3.1.15) 

(3.3.1.16) 

(3.3.1.17) 

R consta nte r:l pode ser determinada particularizando a 

formulaç~o para o estado uniaxial de tensões, onde o c ritério de 

MISES, equação ( 1 .4.6 ), se redu z para 

pois 

o2 
= k

2 
(3.3.1.18) 

)( 

a = o 
y 

e T = 0 
><y 

Portanto a normal idade fica da form a 

À = 
~p 

)( 

(')( 

~ 
)( 

(3.3.1.19) 

(3 . 3.1 . 20) 
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mas pela equação (3 .3. 1 . 18) 

ar 
= 1 (3. 3 . 1 . 2 1) 

X 

Lo g o 

À = i J:' 
X 

(3.3.1 . 22) 

Para o caso isótropo considerando o endurecimento por 

d eformação mec â nica (strain hardening)(15J, tem-se 

( 3. 3. 1 . 23) 

onde H é o ângulo tangente, com relação ao eixo p 
8 1 da curva J:· (t-8 1 

para o caso unia~ial (ver Fig. 3.3.1.1) 

<fx 

Fig. 3.3.1.1 -Relação tensão-deformações plásticas 

ou seja, 

-. 
da 

H = X (3.3.1.24) 

O simblolo 1 1 representa a norma euclidiana da taxa de deforma­

ções plásticas r.P. 

Substituindd (3 .3.1.22) em (3.3.1.23), fica 

. 
k = H "J... (3.3.1.25) 
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e s ubstituindo e s t a ex pr ess ão na e q u oçã o (3.3.1.4), ob tém- s e 

(H 
R = - H ~ 

mas, p a ra tensõ es u ni axia is, tem - se 

ar of df 
--aa = - ak = - dk = 1 

X 

Rssim, 

R = H 

(3. 3 . 1. 2 6) 

Finalmente a fórmula (3.3.1 .17~ toma a forma de 

o"'P = o 

.. \ 

T 
O a a D 

onde H é função da inclinação da. reta H'. 
I 

deformação. R exp r essão que relaciona H~e H 
I 

rência (3) 

H' 
H = 1 H' 

(3.3.1.27) 

do di<!grama tensão-

é dado pela refe -

(3 . 3 . 1.28) 

Na análise Linear elástica a matriz constitutiva é uma 

constante em função das propriedades mecânicas do material E e 

v). Esta Lineari dade deixa de existir quando se faz a anál i se su-

pondo o comportamento do material mais próximo da realidade. Rs-

s1m, a partir do instante em que as tensões ultrapassam o l imite 

elástico, matriz constitutiva passa a ser calculada pela expressão 

(3.3.1.27). Observa - se que esta expressão é compos ta de um termo 

constante e um segundo termo que depende do estado de tensões em 

cada do corpo. t, portanto, diferente para cada ponto plastifica­

do. 

Faz-se necessário, na equação (3.3.1.27) , o cálculo do 

vetor de fluxo ~ e as respectivas operações para a utilização des­

ta expressi!o. 

Lembrando a equação de MISES, definida pela expressão 

(1 . 4.6), . no Capitulo 1, pode-se calc ul ar o vetor de fluxo a 
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T 
a 

3 -za { 511 s 
22 

35 

25 }T (3.3.1.29) 
12 

onde S , S e 5 são elementos da matriz definida na 
u. 22 ~2 

equação 

(1 .4 . 3) e particularizados par a a= r = T = O. c.lssim 
x:z: 

s 1 
< 2a ) (3.3.1.30) = -r - a 

1 1 X y 

5 
1 

< 2a (3.3.1.31) = -r - a 
22 y X 

s 1 T (3.3.1.32) = -r xy 
~2 

Pós-multiplicando o vetor a 
~ 

pela matriz constitutiva 

elástica D resulta 

aO 
3 < s, s s ) (3.3.1.33) = 2G ' i 2 3 

e 

onde 

5 
E 

( 5 v5 (3.3.1 . 34) = t 
1 1 2 u 22 - v 

5 
E s vS (3.3.1.35) = t 

2 1 2 22 i1 - v 

s E s (3.3.1.36) = ·t 9 + v 12 

T 
.. 

o pr--odu to O a a O fica --- -
s 2 s s 5 s 

1 1 2 1 9 

9 s 5 52 s 5 9 s (3.3.1.37) = = 
4a 2 ' 2 2 2 9 4a 2 

Q s s s s 52 Q 

' 9 2 9 9 

f:lnalogamente 

9 s (3.3.1.38) 

onde 
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s =S S +S S +2S S (3.3.1.39) 
4 1 11 2 22 3 12 

Substit u i ndo (3.3.1. 37) e ( 3 . 3. 1.39) em (3. 3 .1.27) 

5 
o'=-"P = o - "' (3.3. 1 .40) 

t 5 
4 

ou, em forma · exp an d i d a 

r c2 1 _, 

I 11 

t:. 1 

2 
c slmél-rlca ~ - v 5 

s s E 
s2 

v E 1 1 ,- 2 

D&p = 2 s 2 
- s-

1 - v 5 1 - v 5 

s s s s sz 
2 3 E 3 

1 3 s s s 2C1 +v) 
!5 j 

5 !5 

(3.3.1.41) 

onde 
S = 4 ,.,..zH 

!5 -g '"'o + S_. (3.3.1.42) 

~ expre ss ~ o (3.3.1.41) é a forma final da equação 

1 .27), usada na impl e mentação computacional. 

3.4. Formulação N~o - Laminar 

(3.3. 

~o contrá r io da formulação anterior, a formulação n~o-

laminar representa a placa de maneira convencional, isto é, atra-

vés da superfície média. Portanto, as matrizes constitutivas elás -
. 

tica e elastoplásti c a devem ser expressas em função das resultan -

tes de tensões. 

~s hipót es es assumida s na formulaç~o laminar 

válidas para resultantes de tensões. 

continuam 

Ver-se - á q ue a teoria desenvolvida para a formulação an­

terior será estendi da para esta análise . 

Por exemplo, para efetuar-se o cálculo da matriz de 

rigidez do element o a ssocia-se a cada ponto de · integração (ver 

Fig. 3.4.1) uma ma t ri z constitutiva (col oc ada em função dos momen ­

tos fletores e torç o r), de man e ira análoga à análise anterior. 

~ seguir determina- s e a matriz constitutiva elastoplás-
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tica para esta formulação . 

nô 

super fic1e méd10 

Fig. 3.4.1. - Representação da placa po r superfície média. 

3. 4.1 - Matril Co nst itutiva Elas toplásti ca 

R função d e escoa mento de MIS ES, para o estado plano de 

tensões, é originalmente formulada e m ter mos de Entre-

tanto, é possível ·provar que se tem um a expressão absolutamente 

análoga em termos de r9suttant&s de tensões CVER RP~NDICE · RJ. Re ­

escrevendo a equação (1.4.6), em resultante d e t ens ões 

)( y )( y xy 

onde M , M e M são momentos defi n ido s por 
1< Y XY 

M = J t/ 2 

-t/2 
(t( z ) z d z 

onde Ct é o vetor que co ntém as ten sões , 

(2.3 .2 ) e M é o vetor de momento fletores ., 

MT = { M M M 
X y XY 

e 

K = M + K 
1 

(3.4 . 1.1) 

(3 . 4.1. 2 ) 

definido na equação 

(3.4.1.3) 

(3.4.1.4) 

ond e M é o valor do momento para o qual tem-se tensões menores ou 
1 

iguais à a . 
1 

Portanto, o critério de escoamento d e MISES, pode ser 
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reescrito, de maneira generali z ada, como 

(3.4.1.5) 

Tomando a derivada total e m r e l a ç ii'o a o tempo e 

igualando-se a zero, te m- se 

ar ar 
f = ~ M + -<7K K o (3.4.1.6) 

O veto r de fluxo ~pode ser, agora, escrito com o 

T afT 
a = (1M 

e a constante l=l, 

{ 
. 

af af 
= aM (1M 

X y 

torna - se 

1 (tf 
~ ---ai1 K 

\ 

ar 
(1M 

y,y 

obtendo -se , portanto, a expr ess~o. 

T • 
a M ~.l=l = o 

1 
J 

l=lnalogamente ao princfpio da adit ividad e das 

deformações, pode-se escrever - se 

·~ 
~ = ·~ + 

'p 

~ 

(3.4.1.7) 

(3.4.1.8) 

(3.4.1.9) 

taxas de 

(3.4.1.10) 

l=l partir da expressiio (3.2.6) que relaciona curvaturas e 

deformações elásticas, derivada em relaç~o ao tempo, e da relaç~o 

constitutiva elástica definida na express~o (3.3.1.5), pode-se es-

c rever 

a .:: Dz · ~ 
~ ~ 

( 3 . 4 . 1 . 1 1 ) 

que substi t uindo n~ definaç~o do vetor de mom en tos fletor es 

(3.4.1.2) é 

. 
M (3.4.1.12) 



" 
39 

onde O e 
·c. 
~- in depe n de m dez. Logo , 

(3 . .<:í.1 .13) 

que d epo i s d e feita a in t egraç~o, obtém-se 

M (3 . .<:í. 1 .1.<:í) 

onde 

<3 . .<:í.1 .15) 

sendo O é a ma triz constitutiva do estado plano de tensões . 

Novamente, pode-se es t abelecer uma analog ia entre o 

princíp io da normalidade em termos de tensões com o d e resultantes 

de t ensões CVER ~P(NDICE ~), isto é, pode-se passar da relação 

(1.5 . 4 ) 

te m- se 

diretamente para 

·p . M 
~ =À~ (3.4.1.16) 

Usando as equações (3 . 4.1.8),(3 .4 .1 .10 ) e (3.4 .. 1. 16 ) 

. bf 
A---m:l (3.4. 1 .17) 

Pré-multiplicando toda a equação C3 . .<:í.1.19) ~or aTOM 

T · T M 
= a M + Àa O a (3.4.1 .1 8) 

e recorrendo-se a express~o (3 . 4.1.9) pode -s e determinar ~ 

À= (3.4.1 .1 9) 

Substituindo a equação (3.4.1.10) na equação (3.4.1.14) 
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• M [ . . p] 
M = Q ~ - 1 

Finalm e nte 

M = 

o· P = oM 

r:l expre s s~o acima, 

1 , 
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(3.4 . 1.21) 

(3.4.1.22) 

(3.4.1.23) 

relaciona momen t os fletores M e .. 
curvatura~ através da matriz constitutiva elastoplástica co locada 

em termos de resultantes de ten sões. no se comparar as equações 

(3.3."1.27) e (3.4 .. 1.23) nota-se que possuem a mesma forma. 

O vetor de fluxo a é calc ulado 
~ 

tomando a equação 

( 3 . 4 . 1 . 1 ) 

T (jfT 3 5 5 25 a = JM = --zM } 
u. 22 S. 2 

(3.4.1.24) 
e 

onde 

5 
1 

2M = -r - M 
s s X y 

( 3. 4. 1 . 25) 

5 1 (2 M ~1 ) = -r 22 y ")( 
(3.4.1.26) 

5 2 
M = -:r S 2 xy 

(3.4.1.27) 

o produto a T O M é 

3 
3 

;l T f)M t. 
( s s s ) = 2 M J ;-"! . 

1 2 3 
(3.4.1.28) 

e 

onde 

5 E 
( 5 v5 = t 

1 
1 2 S.J. 22 - l-' 

( 3. 4 . 1 . 29) 
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5 
E 

5 l-'5 (3 .4.'1 . 30) = + 
z '1 z zz 11 - 1-' 

5 
E 

5 (3 . 4.1.3 1) = 1 a + /. ' 12 

... 
5 ~ 5 5 5 5 

1 1 2 1 a 
9 r ~ -,2 5 5 5 2 

5 5 
9 f_t_a_l Z~H 

= = 
4M

2 . 12 . 1 z z z a 4 11 z . 12 . 
0:0 

5 5 5 5 
, 

5 ~ '=' 
1 a 2 a a 

(3.-4 .1 . 32) 

l=l nalogamente 

5 
4 

(3 .4 . 1 .33) 

onde 

5 = 55 +S S +25 5 (3.4.1.34) 
-1 1 11 z zz a 12: 

Substituindo (3.4.1 . 32) e (3.4.1.34) em (3.4.1 . 23) 

5 
o~P OH •.. 

= s ( 3 . 4 . 1 . 35) 
~ 

ou, em forma ex p andida 

E 
5 2 

1 

1 
z 5 - J.' ::- simé t r i c a 

v E- 5 5 
ta 1 z 

o-=-P = ---;z 1 
z 5-

- v ~ 

E 

1 - vz 

5 5 
1 a 

5 5 
z a E 

55 

( 3. 4 . 1 . 36) 
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onde 

5 (3. 4.1. 37 ) 

Rs dua~ maneiras de representar de placas ado ta da~ neste 

trab al ho resultam em f ormulações que tem suas formas bastante 

se melhante s , conforme po de-se cons tatar pdr simples 
3 

observação, 

exceto pelo fat or t. da formulação não laminar de tensões . 

Pode -se ver também, a utilid ade da relação momen to - cur ­

vatura desenvolvida no capítulo anterior: 
~ \ 

3.5. Simplifi cações ~dotadas 

Na formulaçao em lâminas há condições de representar t o­

dos os estado~ d e t ensões , a o L o n g o da e s p e s s u r a, que a placa p os-

sa vir a t er (v e r F ig. 3. 5 .1). l=ls_sim, durante . o carregamen t o ter -

se- á sempre uma região e lá s ti ca e m torno da s up ef í cie média que em 

determinado ponto do carregamento es ta região torna-se mui t a 

pequena comparada c om as regi ões ·elastoplás t icas. 

Fig. 3.5.1 - Tensões ao l ongo da espessura da placa. 

Já na formulação não Lam in ar de tensões a mesma repre -

sentação não é possível, pois co mo a s eção é representada por ape­

nas um ponto de integração, este pode estar elástico ou e lásto-

pl ástico, não admitinpo um estado intermediário. [onseq üenteme n -

te nesta aná li se não é possível ter toda a hi s tória de tensões do 

po nto representada. 

Esta falha foi "compen sada" atravé s d~ relação mome nto ­

cur vatura estabelecid a na Capítulo 2 onde levou -se em consi de ração 

a região elástica nas deduções. 



Esta aproximtlção será ava li ada 

expostos no Capitulo S. 

por meio 
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do s exemplos 

Deve - se Lembrar também que as expressõe s obtidas c a p itu ­

Lo 2, referentes a relação momento - curv a tura, f oram deduzidas para 

a flexão simples e posteriormente utilizadas em flexão de placas . 

Isto é, evidentemente, uma aproximação. 



CI=!PíTULO 4 

MtTOOO E I=ILGORITMO DE SOLUÇ~O 

4.1. Introdução 

Neste Capítulo obtém-se, primeiramente, o princípio dos 

trabalhos virtuais em forma incremental através das equações de 

equil(brio. 

1=1 seguir, obtém-se uma formulação incremental do proble­

ma plástico e dá-se uma noção do método dos elementos finitos. 

Descreve-se o elemento finito utilizado e finalmente, 

apresenta-se o algoritmo de solução usado no sistema ESFINGE. 

4.2. Princípio Variacional Incremental 

Pela referência (5) pode-se escrever, para uma aplicação 

Lenta (quasi-estática) de carga, a seguinte equação de equilíbrio 

~a 
i j 

bX 
j 

+ b = o (4.2.1) 

onde b = pb . é a força · por unidade de volume, pé a massa 
I 

espe-

cífica, b é a força por unidade de massa e a . . é o tensor de ten-
1 J 

sões de Cauchy. 

Derivando a equação acima em relação ao tempo, 

a relação de equ{librio incremental 

. 
()() . . 

1 J 

ax . 
J 

-
+ b = o 

obtém-se 

(4.2.2) 
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Multiplicando a equação acima por um c ampo de velocida-

des 6~ cinematicamente admis sí ve l, e integrando sobre o volume V 

do corpo, têm - se 

I 
o 

I I I 
(lry 

I j 
b óu dV o ~x-·.- + = 

v · J 

(4.2.3) 

r:l primeira p a rcela po de ser e s crita 

o 

(lry 
i J o 

6~ ax 6u = <a. 6u .> I - a 
IJ I i j I I J 

(4.2.4) 
J 

o que permite reescrever (4.203) como: 

J et ôu dV 
í j i , J 

v 
~ J I 

v 
( Ct . . 6u ) 1 . + ~ . 6~ .I d V 

J I J I I 

(4.2.5) 

~plicando o teorema da div ergê ncia 

parcela do segundo termo 

( 1 2 ) na primeira 

l c a . . óu ·. ) . . ctv 
l J l J v 

= l n . a . . óÚ . dS s J l J l 
(4.2.6) 

•, 

onde 5 representa a superfície externa e n é o vetor das compo -
j 

nentes da normal à S. Se f representar a carga por unidade de su-

perffcie pode-se escrever 

f = n . a . 
J I J 

que pode ser deri~da em relaç~o ao t empo para obter-se 

depende do temp o já que n~o há mudança na geometria) 

f . = n . Ct . 
I J I J 

Substituindo na (4. 2.6) obtém-se 

(4.2.7> 

(n n:Io 
j 

(4.2.8) 
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J ( à, . '.:• ~ • ) I j d v = J f , Ó~l , d 5 
V l ) I 5 1 1 

(4 . 2 . 9) 

o que permite reescrever a (4.2 . 6) como 

J V d , , :· u J IJ ' J 
5 

i i 0~ , d 5 • [ b 6u .d V (~ . 2. '10) 

Pe la simet ri a de a pode -se es creve r que 
li 

I • .. \ 

t 6ü 
j . 

O' Óú 
,1 I I, ,I 

= o 
J 1 --:z- ( Ôú 

Subs tituindo na (4.2.101 obtém - se o princípio dos traba lho~ v i r .. 

ludiS e m form~ incrcmenta l 

óu dS t J G cS~ . dV 
v I . I 

(4. 2 .12) 

<1. :.3 . O M~todo dos El~mt-ntüs Finitos (21) 

O método dos elementos finitos foi utilizado para dis­

cretiLar o contínuo . O corpo é dividido em uma série de elementos 

fin ito s onde as ve loci dade~ u em um ponto do elemento podem ser 

e x p r e s s a 5 em f u n ç ~ o d a s v f! L o c i d a d'e 5 nodais · e 1 
~ e em função de f un-

ç~o de forma~· que ma t ricialme nte é 

(4.3.1) 

~ relaçlo defo rmação - deslocamento fica 

(4 . 3 . 2) 

Substituindo a expressão (4.3 . 2) na ~quação ( 3 - 3 . 1 . 1 6 ) 

vem 

(4.3.3) 
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onde Õ = O para pontos el ásti cos e Õ = ºwp para pontos já plas ti ­

ficados. ~partir oa express ~ o (4.3.1) pode-se escrever que 

6u 
. - I 

= Nóu "' (4.3.4) 

Subs li tuindo (4.3 . 2), (4.3 . 3) e (4. 3 . 4) na (4 . 2.12) lem -

se 

ou 

onde Ke 1 

de lJXJS 

Co mo ( .- • .-. I ) T /. 
~-~u t: qua l quer, 

é 3 

de 

c- I · e I 
I~ u 

matriz 

C<JrÇjll 1 

1~. e 1 
: 

p : 

I 

p = o 

de ri g idez tang e nte 

logo 

Ls.TQ~dV 

NTfdS t 

I 
NTbd V 

do e lemento e 

r:l matriz de ri g idez da er.tru t urJ será 

matrizes de rigidez dos elementos, ou seja, 

" ~~ = L ~~'"' l 
N 

C4.3.S> 

(4 . 3 . 6) 

(4.3 . 7) 

p é o vetor 
N 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

a soma das 

(4.3.10) 

onde N é o n~mero de elementos ut iliz ados n a discret i zaç ão. 

4.3.1 . O ELEMENTO FI NITO UTILI ZADO 

O elemento finito utilizJdo parJ d i:.cretizar plCJcas é 
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conhecido na literatura por R12. Possui as seguintes caracterís-

ticas: é linear, com quatro nós por elemento e três graus de L i -

berdade por nó (uma translação em Z e duas rotações em torno de X 

e Y). Rs funções de forma do elemento garantem que os deslocamen-

tos entre elementos adjacentes sejam compatíveis. Entretanto, ro­

tações em uma fronteira comum entre elementos não são compatíveis. 

Em outras palavras, o elemento é chamado de n.IJ.~-:-...:çonform'2. R figura 

4.3.1 mostra o elemento 

camentos (18). 

e as convenções .' de momento 

z 
z 

Fig. 4.3.1 -Elemento finito de flexão de placa R12. 

4.4. O Método Incremental 

Rnalisar-se-á o procedimento incremental para a 

de equações do tipo 

~(u) = F(u)-P = O 

Pode-se reduzir a equação (4.4.1) a uma 

blemas Lineares da forma 

. . 
Ku = P 

série 

para os quais existem métodos e programas eficientes. 

e deslo-

solução 

(4.4.1) 

de pro-

(4.4.2) 

t conveniente reescrever a equação (4.~.1) da forma 

. . 
F Cu) - ;._p = O 

~o 
(4.4.3) 

onde À é um escalar ( À=O. para u=O ). Derivando a expressão (4.4. 
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3) em relação a À tem-se 

<1F 
p = o (4.4 . 4) 
-o 

ou 

K (~)du· - P d~ = O 
-L - -o 

(4.4.5) 

onde ~t(~) é a matriz tangent e da es trutura. 

Numer i camente, a equação acima é resolvida para 

mentes finito s por 

incre-

(4 .4.6) 

onde 

l:.u = u - u ( 4.4.7) 
"'" """"'' r. 

e o subíndi ce n representa o atual passo da solução e refere-se ao 

incremento de ~ou P, i s to é 

= À. .. l:.~ 

" 

p = p + t.P 
- r,+.t #-Jr, -r. 

-. 
R aplicaç~o da equação (4.4.6) é equivalerrt e a 

ção de (4.4.5) pe lo método de Euler. 

(4.4.8) 

(4.4.9) 

integra-

Solucion and o o sistema (4.4.6) para um determinado t.P , 
-n 

obtém - se um t.u . Lembrando as expressões (4.3.2) e (4 .3.3) tem- se 

- - · wl toa = DBt.u (4.4.10) -

(4.4.11) 

· ol o n d e u p o d e s e r o b t i d o a p a r t i r d e t.u 
- n 

O valor no final de cada passo n, será 
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4.5. Cri t 6rio de Plastificação e Descarga 

Serão considerados plásticos os pontos que satisfizerem 

a equação (1.4.6). Para melhorar a eficiência ·do programa, foi de ­

fin ida uma faixa de plastit i cação. Com a adoção da faixa de plas­

tifi cilç~o a equ<~çao (1 . 4 . 6) , fica 

jJ cl • 
Y. 

f o 
p o 

(4.5.1) 

onde f varia de O a 1 e a ten s;o a é dada pe la expressão ('1.4 . 1. 
p 

2), para o endurecimento i s 6 t r o p o . 5 e a r-·a i x a de plastificação não 
~ \ 

for definida pelo u s uário, é tomada f =0,1. 
p 

No progr ama sã o usadas fai xas de tol e rância nas proximi­

dades dos vérti ces, co m a finalidade de t orna r o programa ma1 s rá­

pido. Is to permite que mais de um ponto plastif ique ou mude de la­

do, d a poligon al , durante o mesmo incr e mento de carga. Este pro ce­

dimento con duz a resultados bastantes razoáveis do ponto de vista 

da en gen haria. 

Conforme visto no Capítulo 1, o critério de descarga é 
• estabelec ido pelo produto escalar dos vetores 8f/8a e q, mostrado 

pela equação ('1.3.7) e pela figura 1.3. 1 . 

4 . 6 . ~lgoritmo d e Solução 

~ seguir descreve-se o pr ograma com putacional do método 

in cremen tal. O programa foi desenvolvido de tal maneira que ao fi ­

nal da primeira etapa de cargas tenha- se o prime iro ponto de i nte ­

gração plas tif icado . 

a) ~rbitra-se um vetor de cargas P com componentes 

aplicadas nos nós e nas direções desejadas. ~ pr oporção numérica 

adotada entre as diversas co mponente s é mantida constan te até o 

fim do cálculo. Para este carregament o resolve-se o problema de 

forma elástica, ob tendo des locamentos e tensões elásticas, bem 

como as tensões equivalentes correspondentes. 

b) Seleciona-se a má x im a t ensão eq uivalente (a }, c a L-
max 

c u L a - s e a r e L a ç ã o r = o 1 I a á e m u L t i p L i c a - s e · p o r e s t a 
"' m x. relação 

os vetore s de deslocamentos, ten são e ca rga s . Tem-se assim plasti-
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rnJ ten ::; ão equ ivalente. [ h.J mJ · sr> ao vetor de carg<~ resultante de!:lJ 

operaçao de P . 

c ) [J l cu lJ - sc n matriz el J stopl ást icn ~ -=- t:·, conforme fo i 

vist o no [apí tulo 3, parJ o~ pon to::; jti p lastif icados e, par l i r 

da í, uma nova mJtriz d~ riq idcz para o 

parcialmente plast ifi cado. 

elemento pla~tificado ou 

E~la npe raçao r r. p Ed ir ·s c - a no in íc i o de raciJ ela p a 

u~ando as ten::;õcs que ·f o ram encontradas na etapJ anterior . 

d) O prox im o p .1 :.so ~ modific.:~r a mat riL de r i qidez glo-

bal da cstruturn. Isto é feit o re tir ando-se a con l r ibu içao, cor -

re::;pondenle à e tapa an t er ior, do elemento que ja es ta va r L a s t i r i -

cada ou que pla~tificou na e t JpJ atual, c acre::; ce ntando - se a nova 

c ontribu i ç~o de cada elemento plastif i ca do 

global. 

à ma t riz d e rigidez 

e) Escol he - se o incr eme nto de ca rga ~p ade quado . E:>l e 

se r á sem pr e dado p o r u 111 a c e r t a f r ação d c P . No programo , se 
,.., ~ 

incr e mento n~o é dado, é tomado co mo ~p = 0,1 P. 
- -::-

f ) Resolve-se a matriz de rig idez global K (obtid J em 

" d") sub metida ao vetor d ~ cargas ~p (obt ido em "e" ). O resu lt ado 

é o velar de deslocamentos ~u. PJra a s oluçao des te sist e ma o mé-

todo escolhido fo i o m~~odo d~ Cho~~s~i dotado de vetor per fi l e 

decomposição pJrcial [ 7 ) . 

g) Obtido o vetor 6~, determina-se os incremento s de de ­

formações e tensões da se guinte forma 

t:.t. = 8 ~u {4.Ei.1) 
•, 

{4.6.2) 

Para o formulaçao não -Laminar (18) as ex pre ssões acima 

ficam 

ti Á · .... :;,_ U "
1

.6u (4 . 6.3) 

.6M = O M ~- -
~ ~ 

h) O próximo pa~so do programa é a detcrminaç~o do valor 

"r'" para cada ponto de integr a çlo. Est e ~ o valor neces~ário para 
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faLer co m que a ten sã o equivu l ente no ponto de int egraçã o, em fa se 

eláslica, atinja lin ea rment e , na etapu co n s iderada, a ten são de 

escoamento do material. Se o pon to estiver na região plá sti ca, de­

ve-se determ i nar em que lado da poligonal ele· se encontra bem co mo 

o valor de r ne cessário para que seu estado de {en sõe~ ati nja o 

p róx i mo vértice. 

Para determinar o valor de 11 ) " r. d~ve-se apl icar o c r i -

tério de MISES, para o escoamento inicial, cons i derando o acré sci-

mo (ó.a) ocorrido no vetor a . devido à apl i caç ão -' , .. \ 

de 

estado plano de ten sões a equação (1.4.6) · torna-se: 

r 1 r:. a i ) 2 • 
)( 

I Í ) ~ 
r ó.G 

y 
+ I I ( ..->-I r ó.Gy ._, + 

y 

= o 

r I ó.a I) 
y 

Par a o 

+ 

(4.6. 5 ) 

Desenvolve ndo esta equação pode-s e retirar o v al or de "r'" 

donde 

onde 

I - B + / B2 +. 4 I AI I CI 
r = 

R = 

[ = 

( ó.G I ) 2 • 
X 

2 I AI 

( ó.a i ) 2 
y 

indicam que a grandeLa 

ó..al 
X 

I 
ó.a 

y 

deve 

i I 
- a ó..a 

y )( 

se r 

I i 
+ 6T ó..T 

><y ><y 

tomada em 

absoluto e o sinal positivo dentro da raiz quadrada é 

(4.6.6) 

Ui.6.7) 

(4.6.8) 

(4.6.9) 

seu valor 

devido ser 

C < O. O sinal negativo antes da raiz quadrada não t er ia sentido, 

pois resu ltaria I em . r < o 1 ou seja, 

negativa (ver ref erê ncias (2), (3)). 

um acrés c imo de carga 

i) De todos os valore de r calculados conforme foi visto 

em h , esc olhe-se o menor deles que se denomina de r o 1n cre -
nlll'l 

menta de carga r ó.P é necessário para l e var o pont o de integra-
m•n 
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ç~o ao es coa men to ou JO próximo vé r tice confo rme 

ou plóstico. 

Se o va lor de Ir f or maior que 1(um) f~ ze - se r 
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elástico 

:- 1 . 

f:llém dc ::;te pr·[rneiro controle, existe um oulro que te m a 

f i n a l i c! ;1 d c d e c o n t r o l .1 r rJ J u m L! n l o d J s t e n :. õ e :. , n o :. p o n t u s d r. i n l e · 

yr~ç~o já pla s tifi cados, n~o pe r mitindo que a t ensão e quiv;1L cn le 

d o ~ J c r· é s c i rn u ~. d c t C! n :; ~ o ·; c j a rn a i o r q u c 8 % d a l e n s ã o d e e s c o a m L: n t o 

i nicia l . Ouando i~to ocorre, a d ot~-se um novo r que sa tisfaça 

esta co ndição, ou se ja 

r· = Cl.OLI < t1 . G . ·1 U ) 

Para o caso de mate r ial e l astoplástico perfeito , quando 

t odos os po nt o s de intcqraçao estiverem pla:.ti fi cJdos, t o cl o,; os 

•r'• serão nulos. Neste caso, Jdota-se o valor de r calculJdo~ 

por (4.6.10). Isto permite con t inua r a análise depois que todos os 

eleme nt os estiverem plastificados. 

Calculado o r volta - se ao item c e repete -s e o pro-
t:ú l !.:.• 

cesso . 

O cálculo do r é idêntico para as duas análises . Das-
trr 1 r-. 

ta subs tituir nas equaçõe s (4 . 6.7) a (4 . 6.9), 
I I 

t..a p o r L:.l1 , 
t ~ 

•. por 
r:Y. 

M~ etc .. , n o caso da anális e nâo - laminar, por êxcmplo. 
~y 

4.7. O Progr am a Computacional 

Com base no item an t er ior, desenvolveu-se um programa 

computacionlll, apresentado na Fig. 4 . 7 . ·1, em forma de urn macro 

diagrJma de blocos. O usuário deve definir se mpre o d iagr ama len -

são -deformação, para os dois tipos de análise mencio nadas. Se a 

análise for Laminar, o controle de plastificação é feito direta -

mente através do diagrama t ensão-deformação . Se a análise fo r não ­

laminar, o diagrâma t~nsão-deformação é convertido no diagrama mo­

mento-curva tu ra, por meio das expressões deduzidas no Capítulo 2, 

c o controle passa a ser feito por meio deste diagrama. 

lntruçõcs sobre a entrada de dados 

r:lpêndice C. 

são enconlr<:~das no 
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. 
c INÍCIO 

J 
ANÁLISE LINEAR ' 

~ 
CÁLCULO Dli: CARGA 

PLASTIFICAÇAO DO PRIMEIRO ELEMENTO 

~ 
ATUALIZAÇÃO DOS VETORES OE rENSÔES, 

DEFORMAÇÕES E DESLOCAMENTOS . 
! 

\lER I F I C AÇÃO DOS PONTOS 

PLASTIFICADOS NA ,. ETAPA 

CÁLCULO OA MATRIZ CONSTITUTIIIA DOS 

PONTOS PLASTIFICADOS -

DE.SCARGA 
NÃO 

NESTA 

ETAPA 

SIM 

AP •- AP 

111 

ATUALIZACÃO OA MATRIZ 

DE RIGIDEZ GLOBAL 

! 
ANÁLISE LINEAR 

J 
CÁLCULO DE A! 

DESCARGA 

NESTA 
SIM 

ETAPA rmin•O j 

NÃO 

CÁLCULO 00 FATOR DE 

ATUALIZAÇÃO rmin 

ATUALIZAÇÃO: 

<f•(J"' - ,... + rmin Ll[ 
TJ·Y + r'min Ll'Q 
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Fig . 4 . 7. 1 

CON TROLE DE DESCARGA NOS PONTOS 

MULTA•O 

NÃO 

RECUPERAR VALORES DE TENSÃO 

E DESLOCAMENTO DO INÍCIO DA E TAPA 

CONTROLE DE PLASTIFICAÇÃO E 

DESPLASTI FICAÇÃO DOS PONTOS 

RESU L TADOS DA ETAPA 

SI M 

Di agr am a de b l oc o s d o programa computac i ona l . 

.. 
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C~P!TULO 5 

~PLI CRÇõES NUMtRIC~S. RNALISE DOS RESULT~OOS 

Nest e capítulo pro c ur a-s e estabelecer al guma ~ compara-

ções dos resultados obtidos, através da ~mplementação dos pro c edi -
~ \ 

mentos e aproximações feitos no s capítulos anteriores. 

Rlgun s re su ltado s s ão co mparados com os obtidos por di ­

ver s os autores, outros confrontados com re sult ad os experimenta is. 

Serão apresentados, também, resultados de ·ex e mplos cons­

tituídos por um único elemento, que foram úteis na depuração do 

programa e na avaliação da s hipótese s feitas na r elação momento­

curvatura. O computador utilizado foi o BURROUGHS R10 . 

5.1. Exemplos com a Utilização de Rpenas um Elemento 

Neste s exemplos, al ém de fornecer subsídios p ara o desen-
~ 

volvimento de novos programas , compara-se os resultados obtidos 

pela aná l i s e laminar e não -laminar pa ra um caso simples. 

Foi anali s ada uma plac a quadrada em bal anç o, com 

carga lin ea r distribuída vertical na ex tremi da d e livre 

5 . 1 . 1 . a ) . 

(ver Fig. 

Os dados utilizados nestes e xemplo s são: dimensão da 

placa a= 10cm, espessura t =2 cm e coe fi cient e de Poisson v=0,325. R 

relação tensão-deformação é bi linea r, sendo que E=10,05x1o ~ N/cm~, 
a constante de e ndurecimento H=1 .908~10~N/cm~ e a s tensões de es ­

coamento são G =8000 N/cm 2 e G =35000 N/cm 2
, (v er Fig. 5.1.b). 

~ 2 

Rdotou - se uma faixa de pla st ificação de 10~ . 

R figura 5.1.1 mostra as curvas carga-deslocamento para 

as análise s não - lamin a r (curva a) , laminar com dois pon tos de in-

tegraç~o (curva b) e laminar c om três po nto s de integração 
c ) . 

(curva 



18 00 P(N) 

(c) 

1~00 

1<400 

1200 

(o ) n~o laminar 

( b ) laminar- 2 pio a . 

1000 (c J laminar - 3 ploa . 

800 

~00 

400 

200 
I ELEMENTO 

---01-----~---r----~----~----~----+-----~ 
0,1 o,2 0,3 0,4 o.~ 0,6 o,1 0,8 0,9 1,0 Ô (em) 

Fig. 5.1.1 - Curvas carga-deslocamento para placa engastada­

Livre. 

57 

~ princípio, supunha -se que a curva da análise Laminar 

com três pontos de integraçlo estivesse mais próxima da ~ curva da 

análise laminar com dois pontos, do que 

Espera va-se que a análise não-Laminar, 

da análise nlo-laminar. 

devido as s implificações 

feitas n a relação momento-curvatura e por haver uma representa-

çlo incompleta da hi s tória de tensões no ponto de integração, fos -

se a formulação mais imprecisa. No entanto, observa-se pela 

ra, que os resulta~os da a n álise não-laminar e Laminar com 

pontos de integraçã o ~raticamente coincidem. Isto deve-se ao 

figu­

três 

fato 

da análise laminar co m dois pontos de integração não conseguir re­

presentar , d e maneira exat a , as tensões na etapa elástica, onde se 

percebe, pa r a este exemplo específico, um erro de aproximadamente 

1 0'1.. 

Como a relação tensão-deformaçã o é con sti tuíd a por duas 

retas, a relação momento-curvatura resulta definida por tr ês retas 

(ver item 2.4). Pode-se avaliar também, através destes exemplos, 
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se os critérios utilizados para a determinação do ponto intermedi-

ária da relação momento-curvatura deram bons re s ultados . No C ap í-

tulo 2, viu - se que a aproximação do diagrama seria tão exata quan­

to mais próxima estivesse a relação tensão-deformação do material 

da relação tensão-deformação tomada como referên~ia. Pelos 

lados, confirma-se uma boa aproximação. 

Rssim, além da depuração de erros 

exemplos mostram que as hipóteses adotadas 

no 

nas 

programa , 

relações 

resul -

estes 

cons-

titutivas, deram bons resultados . t importante notar q u e este tipo 

de exemplo é particularmente sensível a re~ação constitutiva, pois 

tem-se um estado de tensões próximo a flexão pura. 

f.lNALISE 

Não-Laminar 
Laminar - 2ptos 
Laminar - 3ptos 

TEMPO 
(seg . ) 

0.572 
0.785 
0.801 

' 
' 

Tab. 5.1. -Comparação dos tempos para a ' montagem da matriz 

de rigidez de um _elemento . 

f.l tabela 5.1 compara os tempos de processamento para a 

montagem da matriz de rigidez do 

deste trabalho. 

elemento, para as formulações 

Esses tempos, devido a maneira como as teorias foram de­

senvolvidas, no Capítulo 3, eram aguardados, pois a formulação não 

-Laminar monta a matriz de rigidez do elemento apenas uma vez, en­

quanto que na formulação Laminar esta matriz é montada tantas ve-

zes quanto for em o número de pontos de integração utilizados 

discretizar a espessura. 

5.2. Exemplos Comparativos 

O objetivo desta série de exemplos é estabelecer 

para 

se os 

resultados obtidos pelo programa são coerentes. Nos exemplos ante-

riores, comparou-se as análises não-laminar e laminar 

Pretende-se ayora comparar os resultados da plac~ do 

com o estado plano de tensões e deformações. 

entre si . 

exemplo 5. 1 

Para efeito de comparação com o estado plano de tensões 
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e defor ma ções , tomou -~c uma vig a e m balanço c om u ma c arga c on ce n -

trad a ver ti ca l na extremidade livre (ver Fig. 5 . 2 . 1). ~ v1ya t e m 

um comprimento ~ =10 c m, seç ão transvers al com al tur a igual a espes ­

s ura da placa t=2cm c uma ba se b=1cm . 

O mate r ial que c ompõe <~ vi9a é , evidünlemenle, 

da pla ca . 

R f igura 5.2 . 1 . mostra as malhas de elementos 

uliliL ;~ das e as curvas "ca rga-desloca mento obt i das . 

q (N) 

2000 

Vi <;~ o - EPO 

Vioo - EPT 

Ploco -V =0, 325 

Pio co -V = O, 45 

.--.--:: . --:::.. --
~· ---­~.;....-_. 

/. ,...,..;~·--

~----
1000 

/ .... ~· 
.· ~~r 

/ .... ::;:..- · 
: / . 

f,/. / 
; // 

rv· 
t 

tu voG• r 
;~ l!Htm j& 
~ 40 ELEMENTOS 

- -·- .. -- I · 

PLACA ENGASTADA LIVRE 

100 ELEMEtJTOS 

.. 

o 

o 0,1 
I 

0,2 0, 3 0,'1 0,5 0,6 o, 1 o, a 0,9 ~o 8 (em) 

m C!- 111 0 

fini tos 

Fig. 5.2. 1 Curvas carga - deslo cam ento para a placa e a viga 

em estad o plano de ten s õe s e deformações. 

R curva obti da pela análise da viga em balanço no estado 

plano de de formaçõe s estabeleceu um limite s uperior, enquanto que 

os result ado s da análi se consid e rando a viga em estado plano de 

tensões definiu um limite inferior p a ra os res ultados da pl aca em 

balanço. Os result ados da placa, mostrados na figura acima, foram 

obtidos através da análise laminar com três pontos de integração 

na espe ssura. R pl aca também f oi anal i sada pela f o rm ulação lami -
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nar, com dois pontos oe inteqrac~o na esoessur a, e n~o- t inear. Rs 

curvas resultantes são o r aticamente coincident e~ com a mostrada na 

figura 5.2.1, aue oor razões de clareza n~o foram reoresentadas. 

R malha de elemento~ finitos da pla~a foi rcfinJda até 

conseguir repre sentar as curva t uras que 

as curvaturas principais, no plano YZ. 

aparece~ perpendiculares 

Estas curvtlluras ocorrem 

devido ao coeficiente de Poi ~so n imp edido _c têm !>e mpre !> i na l 

o p o!> to a!> cu r v a lu r a •; n J . d i r c ç do de f l ex~ o ( denominada r, curva tu ra~ 

anticlás li cas). O coe ficiente de Poisson impedido 

gidez da plJca. 

a um•~ n ta a r i -

n f i g u r· j) 5 . 2 . '1 m o $ t r· a q u e o ~ t'C!: ultados placa 

(.UC r·cn l c!;. 

Especificamente, na análise da viga em estado plJno de 

deformações tev e-se problemas de incompre!>sibi li dade nos elementos 

[6). Foi neces sário refazer a análise tornando-os comp ress iv e:is, 

pois a rigidez da viga era maior que a rigidez real. 

Fez-se ainda a análise da placa para um coeficiente de 

P o i s s o n 1-' = O , 4 5 . P o d e - s e v e r p e l a f i g u r a 5 . 2 . 1 · q u e a c u r v a t e n d e a 

aproximar-se da curva do estado plano de deformações. 

5.3. Placa Totalmente Engastada sob Carga Uniformemente 

Distribuída 

Neste exemplo, analisou - se uma placa quadrada, engastada 

em seus bordos, sujeita a carga uniforme. 

R placa tem dimens~o a=254mm, espessura t =2,54 mm, módu­

lo de deformaç~o longitudinal E=6 5,3kN/mmz e coeficiente de Pois­

son v:0,3. R relação tens~o-deformação foi aproximada por uma po-

ligonal 

a = 308, 
z 

com quatro retas. Rs tensões de escoamento são : (1·=255, 
1 

H =19692 
z 

a =330 c a= 360N/mm
2

. Os endurecimentos são: H =166416, 
a 4 1 

e H =6326N/rnm
2

. 
a 

Posteriormente, os resultados são comparados com a aná-

lise numérica feita por BfiRNr:lRO e SHr:lRMr:lN (1). Os autores anal i -

sam flexão de placas elastoplásticas pelo método dos elementos 

finito s. Utili zam um elemento finito hibrido com campo de ten sões 

arb it radas. O c ritério de escoamento é de PRRN DT L-REUSS<MISES) e o 

endurecimento é assumido isotropo . O método de solução numérica 

adotado para resolver problemas não-lineares, foi o método incre-



t 

) 

61 

mental com forças residuais. 

Devido a dupla simetria, analisou-se um quarto da placa. 

~s curvas deslocamento-carga adimensionais e a malha de 

finitos utilizada, são mostradas na figura 5.3.1 . 

elementos 

0,50 . 7 
0,45 

Iam in ar - 3 ponto a 

0,40 t 
Bornard 8 Sharman 

nllo- laminar 

I 
0,35 

0,30 

0,25 

0,20 ~ ~ELEMENTOS 
0,15 

0,10 

0,05 

o 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 /' 

.. 
Fig. 5.3.1 - Placa quadrada engas~ada sob carga uniforme. 

O deslocamento do ponto central (() e a carga 

tribuída adimensionais (p' ), são definidas como: 

w o 
( 

.::: 
= 

G t 2 2 
a 

~ 

e 
2qa 2 

p' = 
3G t 2 

i 

onde w denota o deslocamento do ponto central da placa, q 
c 

dis-

denota 
1!8COLA DE ENGENHAA 

BIBLIOTECA 



carga uniformemente distribuída e O é a rigidez à flexão 

cas, isto é 

o = 

Vê-se pela figura 5.3.1 que os resultados são 
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de pla-

próximos 

até certo nível de carga . No ponto da curva mdrcado com um X as 

tensõ"es equivalen tes na· placa ultrap assaram · a tensão limite,a =360 
4 

ll 
N/mm, e o programa parou. Rnalisando-se os resultados, observou-

s e que o de s loc amento do ponto ce ntral, ai.nda na etapa e lá s t ica , é 

aproximadamente três vezes o valor d a espessura. I s to é 'incompatí ­

vel com a hipóte se de pequ e n as .. deformaçõ"e 's, onde a maioria dos au­

tores admite que os deslocamentos tenha, como limite metade da es-

pessura da placa. Em nenhuma parte do ref e rido artigo, os auto-

res mencionam a hipótese de grandes de formaçõ es. Majorou-se o va-

l o r d a t e n s i! o l i m i t e e o b t e v e - s e , . a p e n a s p a r a c o m p a r _a ç ã o , o r es-

t a nte da curva . Fica evi dent e que houve erro na conversão d e uni-

dade s. 

5.4 . Placa Simplesmente Rpoiada sob Car ga Uniformemen te 

Distribuída 

Neste item, compara- se as curvas carga - des locamento adi-

mensionais para uma placa quadrada s implesment e apoiada, 

tizada com 9 elementos f init os, determinadas a t ravés da 

numéri ca com as curvas obtidas, também numericamente, por 

YI=IO C20J. 

discre ­

análise 

UEOI=l e 

Os aut ores resolvem problemas plá s ti cos pelo método dos 

e lementos finito s. Utilizam um e l e mento triangula r linear com três 

gr aus de liberd ade por nó, não conforme. Trabalh am com o critério 

de escoamento de MISES, para o exe mplo em questão, e considera m o 

mate~ial elasto-o lástico oerfeito. O método numérico ut ilizado é 
cham ado pelos autores de "M tTOOO OOS NóS PLASTICOS". 

R pla ca analisada é qu adrada com a=1200mm, espessura 

t =6 0mm. Rs caracterís ticas mecânica s do material são: módulo d e 
2 

deformação E=210000N/mm , coeficiente de Poi sson ~=0,3 e tensão de 
2 

escoa mento c:t =280N/mm. 
~ 

1=1 figura 5.4.1 mostra as curvas carga-deslocamen to 

mension ais obtidas da análise numérica deste trabalho e dos 

adi­

auto-
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res, be m c omo a ma l ha us~da na d i screliz a ç~o . 

Ob serva-s e qu e os re s u ltados foram próx imos ao s obtidos 

pelos autor es. Te ve -s e alg uma d i f i culda d e e m aju s t ar os r es ultado s 

da análise nã o -Laminar, pr in cipal men t e d e v ido a Loc a liz ação 

ponto intermed i ári o no d i aq r ama mo mento -c '' r " ~ t ~!~El 

30 Mo I
~ 

I 
2!) J. 

20 . 

I~ 

lO 

2 
ry c 

J 
M = v --.~ --

q 

l i I I I I I I L- I ~ 
·l -

I I I 

I 
I 
I 
I 

I 

\ ~ 
I 
I 
I 
I I 

-

NÃO LAM INAR 

LAMINAR - 2 PONTOS 

L AMINAR - 3 PONTOS 

UEDA & YAO 

- -f-- ---t-------f·----.....__-- - +---- ---f-----
o O, I 0 , 2 0,3 O, 'I o.~ ...W... 

t 

do 

Fig. 5 . 4 . 1 - Curvas carg a -d e sloc amento para 

da apoiada s ob carga uniforme . 

uma pl~ca quadra -

~dotando - se um v alo r p a ra K próximo d a unidade consegui ­

a-se uma melhor apro x imaç ã o da curva na regi~o mais fortemente não 

linear, mas em compensação, a curva convergia para os 

dos autores em um -n ível de de formação bem maior . ~ssim, 

rias tentativ as , tomou- se K=1 , 3 5 , e m que tentou -se obt e r 

resu l tados 

após v a -

um meio 

termo, is to é, uma curva que conve rgi sse aos resultados do 

sem perde r a pre c i s ão n u mér i c a . 

artigo 

Nenhuma análise con s e gu iu um a boa aproximação do s resu l­

t ad o s n a região mai s f ort e mente n ~o- Lin ea r 1 a qu e leva a cr e r que 

os autore s uti l izaram um a re la ç ~o mom ent o - curvatur a aproximada por 

duas reta s , s en do a se gunda r e t a ho ri zo ntal, para representar o 
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comportamento do material elastoplástico perfeito. 

z 
~carga lim i te da placa foi de aproximadamente 1120N/cm. 

~ faixa de plastificação foi de 10\. 

5.5 Placa Circular Rpoiada sob Carga Concentrada' 

Nesta série de exemplos, pretende-se comparar os 

tados obtidos experimenlalmente por HUNSRKER [10), com a 

resul­

teoria 

desenvolvida nesta dissertação e os resultados apresentados por 

GROEHS ( 7 J. 

co. 

GROEHS considera a placa circular um corpo axissimétri­

U t i l i z a um e l em e n t o f i n i to~ a \x i s s i m é t r i c o i s o p a r a m é t r i c o L i n e a r 

compressível, no regime de grandes deslocamentos. 

~figura 5.5.1 mostra a malha de elementos finitos uti-

lizada. Como o elemento é retangular há uma natural dificuldade em 

representar o contorno da placa. Os nós marcados com um X estão 

com os deslocamentos verticais (w) impedidos. · 

./ 
/ 

-~-· 

~ 

'-, / 

~--
-- ,; 

' ..... 

'" ""' ' ' ' ' ' / 

/ 

\ 
\ 

' ~ 
~ 

\ 
I 

~ 
'" 
'/ 
/ 

Fig. 5.5.1 -Malha de elementos finitos utilizada na discre­

tizaÇão placa circular apoioada . 

~ placa circular tem raio r=6,6294cm, espessura t=0,6642 

em, E=70651MPa, V=0,325 e uma curva tensão-deformação definida pe­

los pares ordenados (P.=0,000995;a=70,3MPa), (f.=0,0131;G=140,6MPa), 

(P.=0,04502;G=196,8MPa),(f.:0,118;G=253,1MPa) e (P.=0,36311;G=337MPa) 

Os valores de H correspondentes as quatro retas de endurecimento 

são respectivamente: 6327MPa, 4200MPa, 779MPa e 346MPa. ~ carga 
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foi consider~da concentrada no centro da placa. 

~ análise e~perimental considerou a placa em grandes de 

formações, por isso limitou as curvas até deslocamentos compatí-

veis com a hipote~e de pequenas deformações. 

lO 

9 

8 

1 

o 

P { kN) 

0,!1 ' 1,0 ' 1,~ ' 2,0 

NÃO- LAMINAR 

LAMINAR - 3 PONTOS 

E-XPERIMENTAL 

GROEHS 

1 ---·--t--- + ~-"""'r·-t---·----tiiJit"' 

2,~ 3,0 3,!1 4,0 "·~ !1,0 

deslocamento no centro do placa ( mm) 

Fig. 5.5.2 - Curvas carga-deslocamentos para uma placa 

circular sob carga concentrada. 

PelJ fi_gura 5.5.2, vê··se que a análise laminar, com três 

pontos de integraç~o na espessura, praticamente coincide com os 

resultados experimentais. Rs curvas tendem a se afastar quando os 

deslocamentos aumentam. Isto ocorre porque a mudança de geometria 

da placa faz com que os esforços de membrana passem a ser signi-

ficativos. Evidentemente, este efeito não pode ser simulado, admi­

tindo-se a hipótese de pequenos deslocamentos. 

Os resultados obtidos pela formulação não-laminar não 

foram tão precisos quanto os da formulação laminar. Pode-se expli-
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car cs le fato p e la r el a ç~o te n s ã o -d e forma ç ã o adotada 

C o n f o r me f o i v i s l o n o C ;, I ' 1. l u L o 2 , a r e L '-1 Ç ã o mo me n t o -

p e lo aut or . 

curvat ur a é 

se ns1vel a vari a ç~ es bru~ c J ~ no val o r das in cl i naçõ e s da s reta s 

q u e c. o m p 3 e m a p o L i q o n ;J L 1 l a r e L a ç a o L e n s ã o - d e f o.r m a ç ~ o . N i5 o f o i p o ~ -

s ive l uma melhor a prox im~ ç ã o das curv a s, poi s os ~uto res n)o for­

necem a cu rva ten~! o - de f nrma çã o , mas a p en as o s p a r es ordendos q ue 

a s de f i ne m. 

~o c o ntra r i o d o que a c ont ece c om dRO EHS , os re s ulta dos 

mostram que não houv e qualque r p ro bl ema d e in comp r ess ibi L idad e d os 

elem e nt o s. 

5. 6 . Pl aca Circula r ~o b Carg a p ~e s c a r ga ' 

Para f in illizJr c:sla s éri e de ex e mplos, e :.tudou - sc urna 

placa ci rcuLJr de mesma s ca r a c terísti c as geométri c as da pla c a an-

terior . ~ s característi cas mecânicas do material, neste exemplo, 

são: E=70651MPJ, ~=0,325 e a curva tensão-d e fQrmação é dada pelos 

pares ( [ =0,000796;d=56,2 4 MPa),(~=0,0025;d=84,36MPa),(~=0,0925; 

Q=126,54MPa) e (~=0,1;0.=246,05MPa). Os endurecimentos que corres­

pendem as três retas são: 21531,56t1Pa, 6855,2MPa e 1341MPa, re5pe­

ctivamente . t aplicada uma carga concentrada no cento da placa que 

c resce até um determindo valor, depois decresce até zero . 

~malha de elementos finitos é J mesma do exemplo ante-

r i o r . 

Novamente, c omparou-se os resultados numéricos com 

HUNS~KER [101 e GRO EHS ( 7 ]. 

Vê-se pela f i gu r a 5.6 . 1 que os resultados obtidos na 

análise Laminar, utili z ando três pontos de integração, foram mÚito 

bons, coinc idind o com o s dJd o s experimentais. Como no ex e mplo an ­

terior, os resultados dJ análise não - Laminar não foram tão preci-

sos quanto da análise laminar. ~ justificativa para isto, é 

mente, a aproximação do diagrama momento-curvatura. 

nova -

Neste exemplo, GROEHS consid e ra a análise em deformações 

infinitesimais e representa a placa, como no exemplo anterior, co­

mo um corpo axissimét r ico . 

O problema da i nc omprcssibilidade 

talvez porque a análise de placa seja analoga 

tensões. 

não foi 

ao estado 

dete c tado, 

plano de 
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Segundo GRO EHS, problemas de estado plano de d efor ma -

ções, axissimétrico s e tridimensionais p odem apre se ntar resultados 

inade qu ados. 

Muita s ve zes, para um materi al elastoplástico pe r feito, 

por exemplo, o re s ult a do obtido através do método dos elementos 

finito s é mais rig ido, s e comparado com os d ados exper im e n tais. R 

causa deste comp orta mento é devido ao f ato que o estado d e defor -

~ maçã o próximo a c;Jrga li mite , é al l amente res tringi do, ou se ja , os 

incr ementos de def ormaç~es seriam i n compres s iveis. 

Para resolver o p roblema a r e ferência p r opõe a modifica-

ção do funcional a ser minimizado, ou ain d a, a adoção da int egra-

ção r eduzida, que seg undo ZIENKIEWICZ [ 211, é equivalent e a 

ração do fun c ion al . 

P( kNl 

7 

6 

I 

1 
I 
I 

I 
. I 

f./ 
: f 

~/ 
. I 
. I 

z, 
. I 
"{ 

/1 
.f 

f/ 
:~ 

NÃO LAMINAR 

alte -

I 
~ 

I 1 LAMINAR - J PONTOS /EXPERIMENTAL 

/; 
I 

I ,, 
!: 

# 
/I 
I' 

GROEHS •• 

/f 
-- ---+---- ·-··· . ... .- I'--.-·----.---~--

o 0,2 0,4 . 0,6 0,8 1, 0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

deslocamento no centro do placa (mm) 

Fig. 5.6.1 -Curvas carga-deslocamentos para uma placa 

circular so b carga ciclica . 
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5.7. Tempos de ~nálise dos Exemplos 

~ seguir apresenta-se, em forma de tab ela, os tempos 

computacionais gasto s em tod os os exemplos rodados. 

t importante notar que estes tempos n~õ s~o diretamente 

comparáv eis com tempos publicado s por outros autores, pois os 

equipamentos utilizados s~o os mais variados · possíveis e apresen ­

tam velocidade de oper a~~o diferent es (ver "referência [711. 

R tabela mostra tamb é m o núm e ro .de etapas neces sário em 

cada exemp lo. 

Em todo s exemplos, tanto a faix·a de plastificação como o 
~ \ 

incremento de carga foram tomados 10~. 

E X E M p L o 5 ETRPI=lS TEMPOS 
(seg.) 

Não -La minar 66 78,3 
1 Lamin ar - 2 pto s 63 931 1 

Laminar - 3 pto s 61 1 "11 1 2 

Não-Laminar "152 201 1 1 
2 Laminar - 2 ptos 145 257,9 

Laminar - 3 ptos 140 266,0 

3* Não-Laminar 16 50,2 
Laminar ? ptos 20 55,2 - .... 

Não - Laminar 34 230,0 
4 Laminar - 2 pto s 41 297,4 

Laminar - 3 ptos 45 309,7 

5 Não-Laminar 54 269,6 
Laminar - 3 ptos 51 497.5 

6 N~o -Laminar 55 277 . 7 
Laminar - 3 ptos 42 335.6 

* Tempos até a ten são equivalente ultrapassar a tens~o fornecida 

pelo autor. 

Tab. 5.7.1 - Tempos de análise dos exemplos. 



C~PtTU L O 6 

CONCLUSõES E SUGESTõES 

6.1. Conclusões 

Com base no desenvolvimento teórico e nos resultados ob­

tidos apresenta-se a seg uir algumas conclusões deste trabalho. 

S~o evidentes as vantagens de uma 

tornando bastante simples o u so do programa. 

linguagem orien ta da, 

Os resultado s foram sat isfatórios para todos os exemplos 

considerados. 

~s hipóteses adotadas na definiç~o do diagrama 

curvatura deram bons resultados. 

~ análise laminar com três pontos de integração 

melhores resultados. 

momento-

deu os 

Como era esperado, a anjlise não - laminar mostrou-se mais 

economica, computacionalmente, do que a análise laminar. ~ análi­

se não-laminar pode tornar-se vantajosa, desde que a aproximaç~o 

do diagrama tensão-deformação se ja a melhor possível. ~ 

~ análise não-laminar para os materiais com comportamen ­

to elastoplástico perfeito ou para mat er iais cujo diagrama tensão -

deformaç~o foi aproximado por duas reta s , mostrou-se sensível a 

localização do ponto intermediário que de fine a diagrama momento­

curvatura (v er item 2.4) . 

6.2. Sugestões 

Embora a linguagem orientada ten ha vantagens evidentes, 

a imp lementaç~o de uma geração automática de malhas de elementos 

finitos é importante. 

O comportamento do material, neste trabalho, foi consi -
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derad o isótro po. Poder-se - ia implementar a análi se com endureci-

mento cinemáti co ou misto, isto é, i só tropo-cin emá tico. 

l=llgun s exe mplos não dera m melhores resultados principal-
.. 

mente por cau sa d a a proxima ção grosseira do diagrama momento-cu r-

va tura. Seria interessante a possibilidade de apro xima r-se 

diagrama momento-curvatura de maneira exata, a oartir cio 

tensão- deformação, ao invés da aprox imação por poligonal. 

' diÇlrama 

o 

Par a tornar a análise mais ge ral, dever-se-ia imolemen tar 

a análise não -l in ear geométrica para placas, leva ndo em con s i de ra ­

ção a energia d e deformação do e5for ço cortant e. 



I-1P f NOI CE Ç1 

Nest e apêndice pretende - se de monstrar que as r elações 

bás i cas da teoria c lá~~ica da pla s tic id ade, exposta s no capí tulo 1 

e utilizadas no capí tulo 3, tant o podem se r expres s a s 

c omo em resultant e ~ de tensõe s . 

R.1 Rditividade das Curv aturas 

em tensõe s 

No capítulo 1, viu-se que a defor maç~o específica longi-

tudinal pode se r calcul ada pela 

plástica, ou sej a 

so ma d a deformação elást ica e 

( 1-1 • 1 ) 

Sabe- se que há uma relaç~o linear entre deformação elás­

tica e curvatura elás tica, devido a hipótese de Euler-Bernou lli, 

co mo também deve existir uma depend ê nci a li near 

total e curvatura total. l-1ssim, pode-se escrever 

" ... r = :r z 

~ = X z 

entre deformaç~o 

CR.2) 

<R . 3) 

Como a soma de expressões lineares re s ult a e m uma outra 

exp ressão linear, pode-s e dizer qu e 

<R. 4) 

Rssim, subs tituindo (R.2),(f.1.3) e CR.4) em (R.1), e sim­

plif icando z, obt é m-s e 

o 
X = X CR.S) 
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~.2 Função de Escoamento 

~ função de escoamento de Ml5E5, para o e s tado plano de 

tensões, é 

" 3 .... ~ t ~ 
xy 

De maneira ge~éríca, pode-se dize\ que existe uma 

ç~o entre tensões e resultantes de tensões, da forma 

M = o-a 
X X 

~ \ 

M = a a 
y y 

M = -r" Ct. ~ 

xy xy 

onde çX é uma constante positiva. Substituindo as expressões 

na equação (~.6), f i c a 

Mz Mz 3Mz M M Kz X y xy X y --- + --- + = z z z z z 
Ç( Ç( Ç( Ç( Ç( 

ou 

(~ . 6) 

rela-

(~.7) 

(~.8) 

(~ . 9) 

acima 

(~.10) 

Mz + Mz t 3M 2 - M M = Kz U:l.11) 
X y xy X y 

Uma demon~tração semelhante pode ser encontrada em 

PR~GER [ 17J . 

~.3 Normalidade 

No capítulo 1, a relação entre a taxa de deformações 

plástica e o vetor de fluxo ~' conhecida como normalidade, 

crita como 

é es-

U:l.12) 

Comparando as expressões (~ . 6) e (~ . 11), pode-se afirmar 

que 
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( 1=1 . 13) 

Lembrando a ex pres siio (1=1.4), (1=1.12) torna - se 

:/'z ( 1=1 . 1 4 ) 

Defin i ndo A = 
>-. 

- L- , a expressiio acima r i c a 

p <1 f 
.:t· = /\.~ ( 1=1. 15) 



f.:lPÊNDICE 8 

Cf.:lSCf.:lS POLiéDRI CRS 

B. 1 In t redução 

Neste apêndice descreve-se o procedimento para determi­

nar a matriz constitutiva elastoplástica de estruturas denominadas 

de cascas poliédricas. Cascas ~~Liédricas, ou folhas poliédricas, 

são definidas geometricamente como uma associação espacial de 

várias placas (para exemplos, ver referência (8]). 

f.:l de terminaçã o da matriz constitutiva elastoplástica é 

feita a partir da hipótese que esforços de flexão e membrana estão 

dissociados. 

8.2. Matriz Constitutiva Elastoplástica 

Como o método de resoluções de problemas não-Lineares, 

descrito no Capítulo 4 é geral ,somente com alyumas pequenas alte-

rações é possível adapta-Lo para casc as poliédricas. Para i S t 0 1 

basta desenvolver a matriz constitutiva e la stoplástica para o caso 

específico em questão (como foi realizado para o caso 

não laminar). 

Reescrevendo a função de escoamentode MISES, 

Capítulo 1, tem-se 

2 
a 

X 

2 
+ a 

y 
a a 

X y 
~2 

t { xy 

Laminar e 

vista no 

(8.2 . 1) 

f.:llém disto pode-se escrever para as tensões de membrana 

a xm 
- k k - 1 a ym 

Para as tensões de flexão pode-se escrever 

f.:ls solicitações de membrana podem se r 

adimensional como 

l xym 

l xyf 

r epresentadas na 

(8.2.2) 

(8 . 2.3) 

forma 
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n = N IN = k 
1 

k o;l( t I o·
1 

t = k 1 I. (t~ I ç~ 
X X o 

(8 . 2.4) 

ou 
n (t1 

k1 
X 

= - k -
C( 

(8 . 2.5) 

n = N I N = k
2

kcület1 t = k2 f+ ] ·:~ y y o . - 1 
(8.2.6) 

n t1" 

kz 
y - 1 

= 
r:~ k 

ou (8.2.7) 

n = N N = k3kt;:l(tlo-1t = k2 [ ~) Çl( xy xy o 
(8.2.8) 

n o-1 
k2 

y 
= 

(.( k ou (8.2.9) 

Substit uindo a equação (8.2 .2) em (8.2. 1 ), obtem-s e 

(8.2.10) 

que substituindo a s equações {8.2.5), (8.2.7) e (8.2.9) em 

(8.2 . 10) 

z z z z ;;: z 0;;: n 0"1 n n (t 1 n a 1 n 1 X X y y xy 1 --- - - t -- t = z kz z kz z kz z kz C( O( C( C( 

(8.2.11) 

Donde 

z k z z 3 z z (8.2.12) n - n n t n t n = Ç( -- ~ 

X X y y xy z 
(I" 

1 

De maneira semelhante, as solicit ações de fl ex~o podem 

:;e r repre:;entadas :;ob a forma adimensional, por 

m = H I H = l
1

kt zl4 l 1kCo<t) z/4)1 (o-e t z 14) 
X X o (8.2.13) 

l1 k o· m 
( 1-0<z) l1 

e X m = = -k-X o z e 1 -r:~ 
(8.2.14) 

m = H I H = Cl
2

kt z /4 l
2

kCO<t) z/4 ) I (CI"e t z /4) y y o (8.2.15) 
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l2k a m 
2 

12 
e y (8.2.16) m = c 1 -C( ) = - k- -y a 1 -C( 

2 e 

(l3kt
2

/4 
2 t 2 I 4 ) (8.2.17) m = M M = - t

3
kCat) /4)/..(ae 

xy xy o 

L
3

k a . m 
( 1- c/) L 3 

e y 
(8.2.18) m = = -r-xy a 1-c:/ e . 

Substituindo (8.2.3) em (8.2.1), :tem-se 

(8.2.19) 

usando as equações (8.2.14), (8.2.16) e (~ .2.18) em (8.2.19) 
í 

~ \ 
2 2 2 2 2 a2 2 

a m a m m G m m e X e X y e y 
3 

e xy -- - - + - + - = 
k2 (1-<)(2) k2 (1-c/) k2 2 (1 - C( ) k2 2 

(1-<."X) 

(8.2.20) 

Donde 

2 2 
3 

2 1<2 
( 1- C(2 ) 2 m - m m + m t m = X X y y xy 2 

G 

(8.2 .21) 

e 

Repres e ntando por . 

2 2 2 
3 

2 m = m - m m + m + m 
X X y y xy (8.2.22) 

2 2 2 
3 

2 n = n - n n t n + n 
X X y y xy (8.2.23) 

Usando a equação (8.2.22), pode - se reescrever a eq ua­

ção (8.2.21) como 

lm I k 2 
= ( 1 - Ct ) (8.2.24) a 

e 

Pela equação (8.2.22) e (8.2.24) 

k 2 
a2 

2 2 2 e 2 n = C<( C( = n (8 . 2.25) 
,j k2 

e 

Donde 

2 
k a a 

( 1 e n2) k e 2 m = - -- = - -r-- n (8.2.26) a k 2 a e ... 

1 
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F 

Fazendo 

T a 

T { a = 

sendo 

e 

assim 

F = 
a e 2 

lm I + --,z-- n 
k - --a 

e 

Tomando a derivada totaL em relação ao tempo: 

tJ F iJ F {J F 
k = J 

m + 
() 

n + {J k m - n --

( ' 
-< 

tJ F {J F .. = (§ (§ 
\. n m ~ 

~ ~ 

tJF tJF tJF iJF iJF 8F 
} = { 

{J F } ifrl ~ iJn ~ ~ {Jm {J s 
X y xy X y xy ~ 

·T { } s = n m 
~ N 

1 tJ F 
;:::-- (§ k 

~ equação (8.2.28) pode então ser reescrita 

F = 
() F 
(§ s -

s + 
tJ F 
i:J k 
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(8.2.27) 

(8.2.28) 

(8.2.29) 

(8.2.30) 

(8.2.31) 

(8 . 2.32) 

(8 . 2.33) 

(8.2.34) 

Supondo válido o princípio da aditividade das taxas de 

curvatura elástica e plástica e dos deslocamentos elástico e plás­

ticos 

v , { ~ } , { ~: } + { ;;?P } = · e + -j,P 
~p !) - (8 . 2.34) 

·e 
~ relação entre as taxas de deslocamentos n e taxas de 
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solicitaç~es ~é dada por 

~ rigidez Q5 pode ser calculada, lembrando que ~ equação 

(xxxxx) c a definiç~o dos esforços adimensio~~is, dados por 

. 
[} = N N 

o 
e m - . 

. 
~ I M o 

(8.2.36) 

Sabe-se também que para as taxas, de momentos específi­., 
cas e curvaturas elásticas 

~ r . DM . ~ \ 

M = a: (8.2.37) 

onde 

o 
tê:J 

º = 12 (8.2.38) 

Donde 

ta 
o 

·e om ·e 
m = 12 M ,}: = j ' 

~ ~ 

(8.2.39) 
o 

.. 
onde 

Qm 
ta 

g = 12 M 
(8.2.40) 

o 

Por outro lado, a relaç~o entre taxas de tens~o de de­

formação específica elástica é 

·e 
a = Q f (8.2.41) 

pode-se obter uma relação entre taxas de solicitaç~es e deforma­

ç~es de membrana 

. 
J ~ ~ = (t d~ 

~ 
(8.2.42) 

onde d~ = dt 

~ssim 

N = 
J"····z a d t = o· t (8.2.43) 
-l. / 2 
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ou 

como 

obtém-se 

Pela 

onde 

·e 
N = t O Ê - -

·e ·.e 
Ê = 8 c) 

N = t o 8 - -
~e 
u -

equaçil:o (8.2.36) 

t o 8 ;se n = !ir = - - -o 

Om t o 8 = Ir o 
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(8.2.44) 

(8.2.45) 

(8.2.46) 

Om ·.e 
ô (8.2.47) 

(8.2.48) 

Pelas equações (8.2.47), (8.2.48), (8.2.39) e (8.2.40) 

on o l - e os e 
!J = r' o Om -

(8.2.49) 

Supondo válido o princípio da normalidade pelo qual a 

taxa de deformação plást ica será perpendicular à superfície de es-

coamento 

ô F 
a s 

Usando (8.2.34), (8.2.49) e (8.2.50) 

r; =- o 
-1 

s 
s - + / .. 

Pré-multiplando ambos os lados por s o 

(8 . 2.50) 

(8.2.51) 



Os 
!) = À Çl t À. 

Lembran d o 

(} FT os [ Çl 
(J FT 

J !/ = À. t 
s (J 5 - -

Donde 
<J FT $ o '!J (J 5 -À = 

Çl 
() FT os () F 

t 
() (} s - s - -

. \ 

que substituída na equação da normalidade 

() F (} FT Ds 
(j s a s !J 

·p = !J FT 
A 

a Ds .a F + a s <') s 

Combinando (8.2.34) e (8.2. 35) 

YJ - il ) 

Donde usando a (8.2.55) 

Ds a F () FT 

( - a s éJ s 
Ds -s = 

A + 
a F Ds a 
éJ s éJ 

Particularizando as expres s ões acima para 

os 

/J F 
(J 5 

{) 

(J 

F 
s -

(8.2. 50) 

Ds - ] F 
s -

o caso 
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(8. 2 .52) 

( 8 .2 .53) 

(8.2.54) 

(8. 2 .55) 

(8.2.56) 

!J (8.2.57) 

de corpo em 

tração, tentar-se-á expres s ar r:l em função da curva tensão-deforma­

ção do material. Da equação da normal id ade (8.2.50) 

iJ F 
a s -

q ue substi t uindo na (8.2.32) 

Çl = 
() F 
() s -

1 
·p 
!J 

8 F 
() k k = 

) ou 

() F 
{) s . . 

l J 

1 
·p 

YJ • • 
l J 

1 
~ 

/1 F 
(J k 

= c 

k 

a F 
a s ) / !) 

(8.2.58) 

(8.2.59) 



onde 
·p 
Jj. 1 

1-l 
. • 1 

R = -
F é1 F é1 

é1 5. é1 k 
1 

Da expr ess~o (8 . 2.27) pode-se escrever que 

a F 
(§ k 

a 
e 2 

=- - - n 
k2 

1 
a 

e 
= - c a 

e 
+ 

1 
a 

e 
) 
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(8 . 2.60) 

(8 . 2.61) 

Para um corpo su bmetido a tração simp les, apenas ter-se -

á somente~ - n
1 

~ O e as demais s. = O para i,j ~ 1. 1 - 1 
Para e ste 

caso tem-se nz = n z = kz/az 
1 e 

o· 
k 

F 
e z o = -k- n1 - -- = o· 

(8.2.62) 
e 

onde 

Q F Q F 
O" 

2 e 
2 = = -k- n1 = Q s '1 Q n1 

(8 . 2.63) 

substituindo em (8.2.60) 

' P . ~1 1 .~P I( = ~ = ~ ''1 (8.2.64) 
z 

k 
[ n1 1 ] 2 o t --e kz a e 

.. 

ond e z 

k 2 [ n1 1 ] 4 (8.2.65) = (t + - - = e kz o· fJ e e 

Pode-se escrev er qu e 

. 
1=1 k 

k 4 dk 
= = 

.: p o· p 
,, 1 '=' dr1 

1 

(8.2.66) 

ond e dk/dryP é a in clinação no diagrama (n ,ryP). 
1 1 1 



~ P ( N O I C E C 

ENTRRDR DE D~DOS 

C.1. Introdução 

Este apêndice descreve os principias comandos do sistema 

ESFINGE. R entrada de dados é feita através das seguintes etapas: 

a) Dados de Malha 

b) Dados Estruturais 

c) Dados de Carga 

d) Dados de Rnálise 

O problema deve começar e terminar com os comando TíTULO 

e FIM. 

~ malha ou geometria dos elementos é definida na etapa 

O~OOS DE M~LH~. Os comandos específicos desta etapa são: 

COOROENRO~S 

COORDEN~DRS MULTIPL~S 

SIMETRIR NOD~L 

SEMELHRNÇR NOO~L 

CONETIVIO~DE 

CONETIVIDRDE MULTIPL~S 

SEMELHRNÇR DE CONETIVIOROE 

TIPO DE ELEMENTOS 

ORDEM DE NOS 

Os quatros primeiros comandos são utilizados para 

especificar as coordenadas nodais, em forma individual, múltipla 
I 

ou aproveitando simetrias e semelhanças . Os próximos três coman­

dos são úteis na especificaç~o da conetividades dos elementos, em 
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forma individual, múltiplas ou aproveitando semelhanças. O comando 

do TIPO DE ELEMENT OS serve para especificar o tipo de elemento que 

se deseja usar. Co m o comando ORDEM DE NOS pode-se, após 

especi ficar as coordenad as explorando s emelhanças e s imetrias ou 

usando o comando COOROEN~D~S MULTIPL~S, reordenar in terna mente os 

nós de maneira a obter, com a conetividade fornecida, a menor lar­

gura de banda possível. 

Na etapa D~DOS ESTRUTUR~IS pode-se especif icar os 

seguintes comando s: 

CONST~NTES 

CONST~NTES PLASTIC~S 

PROPRIED~DES 

RESTRIÇõES NOD~IS 

O comando CONST~NTES permite especificar as constantes 

fisfcas como o módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, mó­

dulo de ela sticidade transversal, etc. No comando CONST~NTES PL~S­

TIC~S pode-se especificar dados sobre a relação tensão-deformação 

do material, Limites de escoamento, incremento de carga, faixa de 

plast iticação e limite de deformação. Em PROPRIED~DES especifica­

se dados como: espe ss ura do elemento, área da seção transversal , 

momentos de inércia, etc. ~s condições de contorno são especifica­

das através do comando RESTRICõES. Neste comando são fornecidas 

informações sobre restrições nodai s, vínculos e lá sticos e rotação 

de nós. 

O carreyamentos é especificado na etapa D~DOS DE C~RG~. 

Nesta etapa tem-se disponíveis os seguintes comandos: 

C~RREG~MENTO 

C~RG~S NOD~IS 

lNCOGNIT~S PRESCRIT~S 

Outros coma~dos como C~RG~ NOS ELEMENTOS, PESO PROPRIO E 

V~RI~C~O DE TEMPER~TUR~ NOS ELEMENTOS estão previstos mas ainda 

não dispon ív eis. Com o comando C~RREG~MENTO identifica - se o carre­

gamen to a ser especificado. Para o caso de análise plásticas, sem­

pre tem-se único carregamento. O comando C~RG~S NOD~IS permite 

fornecer as cargas aplicadas nos nós da estrutura, assim como o 
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c omando INCOGNIT~S PRESCR I TQS especifica deslocament os im po stos 

nos nós da estrutura. 

Na et apa OQ005 DE QNQL IS E f orne c e-se dados sobre o tipo 

de análise (elásti ca, fi sfca , geométrica), sobre o tip o de endure ­

cimento (isótropo, cinemát i co , e t c ... ), sobre a feoria a ser uti-

Liz ada Cv. MI5ES, DRUCKER -P RQGER, etc ... ) e sobre o método de 

solução a ser usado Cmé to ~o in cremen taL, NE WT ON-RQPHSON, e t e .. ). 

R seguir aprese nt a-se a s inta xe do s comandos menci ona-

dos. 

C.2. Comandos 

TIT ULO 

FIM 

COORDENI=l0f:l5 

<nome dos nós> 

COORDENf:lDRS MU LTI PLI=lS 

<lista de nomes de nós> 

5IMETRif:l NOOf:lL 

. \ 

" t i t u L o s " 

----+ 

INICIO 

F IM. 

CXlr
1 

CY)r 2 CZlr
3 

CX>r
1 

(Y)r
2 

CZ>r
3 

<lista de nós> 

<esp. de simetria> 

COM - <lista de nós> - <esp . simetria> -+I 

EIXO X 
y 

z 

= 

RETf:l <esp. de ponto> <esp. de ponto> ~ 

PLI=lNO < e s p . ponto >-<e p . p o n to > - < e s p . ponto > ~ 

CONETIVIDf:lDE 

XY 

yz ----. 
xz ---t 

<nome do e l emento> 

CONETIV I Of:lOE MULTIPLI=l 

<lista de nós> 

< L i s t a d e e L em e n t o s > ---+ NO 5 ---+ < L i s t a d e n 6 s >. ---+ P 1=1 55 O ~ i 1 -+ 

5EMELHf:lNCf:l DE CONETIVIDf:lDE 
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<Lista de elementos> _L Mr:liS -t r ___.. IGUI=ll--+ <Lista elem> L1 
SEMELHr:lNCr:l NODr:ll 

<lista de nós> ~ COM---- I X r 1 Y r 2 Z r 3 
IGUr:ll ~<lista de no s> 

RESTRICOES NODr:liS 

<lista de nós>---t- TOTr:ll 

~ INCOGNITr:lS ~ <lista de incognilas> 

TIPO DE ELEMENTO 

<lista de elementos>------- < t i p o ') ----------+ 

CONSTRNTES 

<lista del elementos> 

----~. RLFRr 5 8ETRr6 

PROPRIEDRDES 

<lista de elementos> ESPESSURR r 1 

~--~• EYr 7 EZr 8------------------------------------~ 
SECRO <nome de seção> --- <lista de dados>---t-

CRRREGRMENTO 
L.c DMB I NRDOS_j 

• <nome>----------------~------+ 

CRRGRS NODRIS 

<lista de nós> 

INCOGNITRS PRESCRITRS 

<lista de nós > INCOGNITRS 

ORDEM T DE NOS 

1 ~ FORCR I Xr 1 Yr 2 Zr 3 1----~ 
1 -t MOMENTO I Xr 1 Yr 2 Zr 3 j----~ 

--~--~• <nome de incógnitas> 

<lista de nós> 
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J:lNI=lLISE ELI=lSTI CI=l 

FISICI=l PD ---.L 
FISICJ:l GDP----.1"" 

GEO METRICJ:l · 

I SOTROPO 

CINEMI=lTICO­

J:lNISOTROPO ­

END1--­

END2 

VON M I SES-----, 

_.·E RUCKER PRJ:lGER-
TE01 . ....._ 

. TE02-------~ 

. I NCREMEN TRL---+ 

4-E EWTON RRPHSON_.~ 
. R01 ------~ 

·. RD2------. 

CONSTJ:l NTES PLASTICJ:lS --------------------~· I 
R) CURVR EP PERFEITO 

DURS RET l=lS 

TRES RET l=lS 

QURTRO R ETI=lS 
-

CINCO RE TRS . 
SEIS RET RS 

SEHl RE·~ HlS 

OITO RET RS 
NOVE RET RS 

DEZ RETR s 
EQURÇÃO 
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<l i sta de elementos>~ ENDURECIMENTO~ r 1 r 2 r 3 r 4 r5 r 6 r 7~] 

[ r
8 

r
9 

r
10

__.1 

8) LI MITES DE ESCORMENTO 

C) INCREMEN TO DE CJ:lRGR r1 --------------~ 
D) LIMITE DE DEFORMJ:lÇÃO 

<lista de e l ementos> ---t-VRLDRES----~ 

E) FJ:llXR DE PLRSTICJ:lÇÃO 

F) NUMERO DE INTERVJ:lLOS----------------+ 

C.3 EXEMPLO DE UTILIZRÇÃD Dl=l LINGURGEM 
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Como ilustração apre~enta-se a seyuir os comandos neces­

sários para a análise da placa ap resentada na Fig. C.3.1. 

12 16 20 

0 @ 0 @ 
1 11 

· ·~ •• 
E 
u G) 0 0 ® 

lt tiO · ~ .. 
0 0 0 0 

• 13 17 

~------~"O~c~m--------4 

Fig. C.3 . 1 - Placa retangular engastada - livre. 

E: 2,1A 101 N/cm2 

H: 1,4 A 106 N/cm2 

\J, o,J 

t: ~em 

Os comandos necessários parra a análise são: 

TITULO 11 PLRCR RETRNGULRR ENGRSTR DR-LIVRE 

DRDOS DE MRLHR 

COORDENRDRS MULTIPLRS 

1 5 9 12 17 INICIO X o . y O. 

2 6 10 14 18 INICIO X 7. y O. 

3 7 1 "l 15 19 INICIO X 14. y 

4 8 12 16 20 INICIO X 21 . y 

CONETIVIDRDES MULTI PLRS 

1 RTE 4 NOS 1 5 G 2 PRSSO 4 

5 RTE 8 NOS 2 6 7 3 PRSSO 4 

9 RTE 12 NOS 3 7 8 4 PRSSO 4 

TIPO DE ELEMENTO 

TODOS FPRE 

DRDOS ESTRUTURRIS 

PROPRIEDRDES 

TODOS ESPESSURR 3. 

CONSTRNTES 

TODOS E 2.1E7 POISSON 0.3 

CONSTRNTES PLRSTICRS 

CURVR DURS RETRS -
TODOS ENDURECIMENTO 1.4E6 

LIMITE DE ESCORMENTO 

TODOS OS VRLORES 30000 60000 

RESTRICOES NODRIS 

1 RTE 4 TOTRL 

DRDOS DE CRRGR 

o. 
o . 

FIM X 40. 

FIM X 40. 

FIM X 40. 

FIM X 40. 

11 

y o. 
y 7. 
y 14 . 
y 21 . 



Cl=lRREGI=IMENTO 1 

Cl=lRGI-15 NOOI=llS 

17 l=lTE 20 FORCI=l Z -1. 

Dl=lDOS DE I=INI=lLISE 

I MPRIMIR TODOS 

l=l NI=lLISE FlSlCI=l PD ISOTROPO VON MISES lNCREMEN TI=lL 

FIM 

\ 

·/ 

I 

88 
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