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RESUMD

Neste trabalho desenvolveu-se um programa computacional
para resolver praoblemas elastoplésticos de flexdo de placas finas
com pequenas deformag¢8es, utitizando o método dos elementos fini-

tos.

0 elemento finito utilizado & retangular linear, conhe-

cido na literatura por R12.

Analisou-se flex3o de placas discretizando sua espessura
(Laminar) ou representando-a por sua superficie média (n3o-lami-
nar). 0O material & considerado com endurecimento isbtropo, seguin-
do o critério de escoamento de MISES. O método de solugdo adotado

foi o incremental.

Comparou-se as andlises laminar e ndo-laminar com resul-

tados experimentais e numéricos.



ABSTRACT

A computacional pragram to solve elastoplastic problems
of thin plates bending with small dispLacéhents was developed 1in

this work. The finite element method was wused.

> 1
The linear rectangular and naon-conforming element known

in the Literature as R12, was used.

The bending analyses were made representing the plate
either by layers (layered analysis) ar by its middle surface (nan-
Layered analysis). Elastoplastic ponstitutive_retat{ons follow the
MISES theory with isotropic hardening. The incremental solution
method was adopted.

Comparisons among layeréd and nonlayered analyses, expe-

rimental datas and numerical results were made.
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ep - superindice, referente a grandezas elastopldsticas
- subindice, referente 3 esforgos de flexdo
g - potencial pléstico
i,j,k,l - indices da notag8o indicial
k - conjunto de varidveis para modelar o enducecimento
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INTRODUGAD

Os fundamentos da teoria matem&fica da plasticidade fo-
ram obtidos por Saint Venant em 1870. Depois do progresso 1inicial
devido a Saint Venant, Lévy e Boussinesq; importantes contribui-
¢0es foram dadas neste perioda por HARR e v. KARMAN (1803) e wv.
MISES (1913). 0 tratamento ad ﬁrthema de torgdo dada por NADAI
(1923), o trabalho de HENCKY e PRANDTL sobre cisalhamento no esta-

da plano de deformag8es (1823) e a inclusdo dos efeitos eléasticos
nas equa¢des bdsicas por PRANDTL (1324) e REUSS (1330) inaugura um
segundo periodo de progresso. Desde ent8o, o desenvolvimento da

teoria da plasticidade faoi bastante rédpido.

Atualmente, com a crescente velocidade e maior capacida-
de de armazenamentos de dados dos novos computadores, agregados ao
desenvolvimento de novos métodos numéricos, onde o método dos ele-
mentos finitas se destaca, e técnicas computacionais, a habilida-
de de resalver problemas ndo-lineares foi impulsionada. HAssim, o
campo da teoria da plasticidade pode ser ampliado a um nimero con-

siderdvel de problemas prédticos.

Este trabalha faz parte de uma Linha de pesquisa da
UFRGS que tem par finalidade o estudo n3o-linear fisico e geomé-

trico de pegas metdlicas submetidas a agdo de cargas estdticas.

0 objetivao deste trabalho foi desenvolver wum programa
computacional para resolver, através do método dos elemento fini-
tos, problemas de ndo-linearidade fisica para o caso de pequenas
deforma¢®es e deslocamentos, para flexd3o de placas metdlicas. Fo-
ram utilizados dois tipos distintos de anélise: a primeira, deno-
minada laminar (layered), discretiza a espessura da placa através
de pontos de integragdo e a segunda anédlise, denominada n3o-lami-

nar (nonlayered), representa a placa por sua suberffcie média.

Quanto a andlise elastopléstica o material serd conside-
rado como sendo elastopldstico perfeito ou com endurecimento isé6-

tropo. Além disto, serd utilizado o critério de escoamento de MI-



SES.

D elemento finito utilizade para resaolver problemas de
flex3o de placas, & retangular com 4 nbés, com 3 graus de liberdade

por no, ndo-conforme, conhecido na literatura par R1Z.

0 método da matriz de rigidez tangente, também conhecido

como método incremental, fol utilizado na analise.

A dissertag¢do foi1 dividida em seis capilulos, cujos con-

teddos sdo descritos a seguir:

0 capitulo 1 apresenta os fundamentos da teoria classica

da plasticidade.

D caprtulo 2 estabelece relag8es entre o diaygrama tensdo

-deformagdo e o diagrama momento-curvatura.

No caprtulo 3 ¢ apresentada a teoria elementar de pla-
cas, dentro das hipOteses de KIRCHHOFF. Dbtém-se as malrizes cons-
titutivas elastoplédsticas para a formulagd3o laminar e ndo-laminar

de placas.

0 capitulo 4 mostra a obteng¢do do principia wvariacional
a ser usado na solu¢do numérica via elementos finitos e a aplica-

¢do do método incremental para a solu¢do do problema.

No capitulo 5 slo analisados exemplos numéricos e compa-
rados com os resultados obtidos por outros autores e a resultados

experimentals.

Finalmente, no capitulo 6 estdo apresentadas algumas

conclusdes e sugestdes.

No apéndice A demonstra-se que as hip6teses fundamentais
da plasticidade, apresentadas no capitulo 1 e geralmente expressas
em tensfes, t&m uma forma idéntica quando expressas em resultantes

de tensdes.

A generalizag¢do das rela¢des constitutivas elastoplésti-

cas para cascas poliédricas estd no apéndice B.

0 prog;;ma foi escrito na linguagem de programagdo FOR-
TRAN do computador A10 da UFRGS e faz parte da linguagem orientada
ESFINGE (EStudo Fisico, Is6tropo ou Ndo, e Geométrico de Estrutu-

ras). Os principals camandos da linguagem estdo no apéndice C.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS DR TEORIA CLASSICA DA PLASTICIDADE

1.1. Introducgdo

0 objetivo deste capitulo é expor, de maneira suscinta,
os canceitos bédsicos da Teoria Cldssica da Plasticidade que serdo

utilizados ao longo deste trabalho.

Uma anédlise mais profunda dos conceitos e da motivagdo
fenomenolb6gica da teoria da plasticidade podem ser encontradas nas
referéncias (41, (8] e [15].

1.2. Hipbteses Béasicas

A partir de um corpo de prova cilindrico submetido a um

ensaio de trac¢do simples, (ver Fig. 1.2.1) pode-se definir:

P(t) - carga aplicada, variando no tempo t, &
{o - comprimento inicial,

Z(t) - comprimento da barra deformada,

ﬂu - &rea inicial,

A - 4rea da barra deformada.

Para peguenas deformagbes, define-se a deformagdo espe-

cifica longitudinal, como

WLy - ¢
o

pps 3 1158

1=

a deformagdo especifica transversal

Et = e (1.2:2)



e a tens3o normal

P
U‘: —-—n"— i (1.2.3)

25 | 4y

Fig. 1.2.1 - Corpo de prova.cilfndrico submetido a tragdo

simples.

Em plasticidade é freqiiente usar as taxas de tensfo e deformagdo

ac
at

L F
I
]

. ae
€ =
3 1. 2%)

Plotando os valores de @-£, ter-se-& o grdfico maostrado
na Fig. 1.2.2. A partir do grédfico, observa-se as sequintes cara-

cteristicas:

a) Um comportamento eldstico linear até o ponto R, <caracterizado
pelo médulo de deformagd3o Llongitudinal E e wum coeficiente de

Poisson (lei de Hooke), tal que

¢ = Ee v o= - €1.,2.5)

b) A partir de A o material apresenta um comportamento n8o linear,
e aparece como conseqiéncia deformag8es plédsticas (istoa é, ndo
recuperaveis) para tens@es mais altas. A tensdo « €& a maior

1
tensdo que pode ser aplicada sem produzir deformagdes permanentes.



c) Ao realizar-se ciclos de descarga e recarga apbds o escoamento
inicial, aparecerd um ciclo de histerese como indicado por BCDEF.
Este ciclo € bastante delgado e ndo & lLlevado em considera¢do pela
teoria clédssica, que assume que a descarga e recarga acontecem ao
longo de uma linha GD (tracejada) com inclinag8o igual ao mbédulo

de deformagdo longitudinal E.

Portanto, a taxa dedeformagdo Llongitudinal especifica

total pode ser escrita como
€ = €% ¢°P (1.2.6)

onde ¢ & a taxa de deformag¢do Longitudinal eldstica e P & a ta-
xa de deformagdo longitudinal pléastica.
Ao

N | AE®
_ﬁh;::f#"

As

m]

Fig. 1.2.2 - Relag¢do tensdo-deformagido.

Assume-se ainda que a relag¢do tensdo-deformagdo indepen-
de da velocidade de carga. Na realidade existe uma certa dependén-
cia, que € particulamente importante em estruturas metdlicas a al-
tas temperaturas; em estruturas de concreto e em caso de cargas
dindmicas. Para estes casos, existem teorias especificas (creep,

viscoplasticidade).

Sabe-se também que o comportamentaoa mec8nico dos materi-

ais dependem dos fatores ambientais. Por exemplo, para metais, os



valores de E e dos pardmetros de endurecimento variam com a tempe-

ratura.
OBSERVAGAD: Em plasticidade, assume-se que a deformag¢d@o n3o é fun-
¢d0 da velocidade de carga. Em conseqiiéncia, .0 tempo indica apenas

a ordem em que os eventos ocorrem.

1.3. Fungdo de Escoamento

A determinag¢do da relagdo constitutiva elastoplastica

para um estado multiaxial de tens¥es utiliza:
> i

a) Uma relagdo tensdo-deformagdo correspondente ao regime elésti-
co, da forma

GiJ g EiJkIEkl (15 0 NG D,

onde Gijé o tensor de tenses de Cauchy, Ekté o tensor de de-

deformac¢les infinitesimais e é indicado paor

S _?_'(Uhj+ ULR (1.3.2)

sendo u o0s deslocamentos do corpo e E__kl o tensor de constantes
i )

eldsticas do material.

b) Um critério de escoamento que caracteriza a transi¢do entre o
regime eldstico e elastopldstico dado por wuma <certa combinagdo
das nove componentes do tensar a. Este critério, também chamado

de fungdo de escoamento, pode ser representado pela relacdo abaixo

fte,s.k) = 0 {98, 8

onde @ é o tensor de tens8es e = e k representam wum conjunto de
varidveis que determinam o estado do material e permite modelar o
processo de endureciments, ou seja, a variagdo desta superficie

durante os processos de deformagdo plédstica.

¢ de importdncia em plasticidade a representagdo da
superficie de escoamento no espago de tens8es. Cada superficie de

escoamento corresponde a valores fixos de s=s e k=k, representa a



projeg¢do de (1.3.3) no subespago de tens@es

f(

Ila'
0
b o |

) = 0 (1 .3:.49)

A medida que os valaores de % a g mudam a equag¢do (1.3.4)
representa diferentes superficies que, segundo foi exposto ante-

riormente, modelam o processo de endurecimento.

Assume-se ainda a existéncia de um estado virgem do ma-

terial, isto é, antes da aplica¢gdo das cargas tem-se § = 0 e
k = k .
Ll ~ 0

A superficie representada pela equag¢do (1.3.4) serda fe-
chada, de tal modo que os pontaos internos (f(g,%,g) ¢ 0 ) corres-
pondem a estados eldsticos de tensdo, pantos sobre a superficie
(f(g,%,g = 0) correspaondem a estados plédsticos de tensd3o e pontas
externos a superficie correspondem 2 estados de tensfes 1inacessi-
veis.

Neste trabalho emprega-se, como ¢é  usual, a expressdo
superficie de carga para especificar as superficies de escoamento

apbs a inicial.

Durante o processo de deformagdo elastopléstica, as
componentes do tensor de tensdes @ nos pontos que estdo sofrendo
deformag@es permanentes devem permanecer sobre a superf}cie de
carga. Esta condigdo € asseqgurada, tomando-se a derivada total em

relacdo ao tempo da expressdo (1.3.3) e igualando-se a zéro:

af - af - af -

69 9+ 55 s + TE—!(" = [) a. ¢1.3.5)
sendo que

oo Do t (1.3.8)

3¢ = © @0 .Cij ' *°F -

Como o material apresenta diferentes comportamentos para
o praocesso elédstico (PE), processo plédstica (PP) e processa de
descarga (PD), deve-se distinqui-los para que se possa aplicar as

respectivas equagles.

No caso uniaxial, é fdcil de caracterizar intuitivamen-



te os processos de carga e descarga. No caso multiaxial, ao con-
trdrio, podemos ter situagles em que algumas componentes de é
aumentam enquanto que outras diminuem. Rssim, o conceito de carga
e descarga deve ser rigorosamente estabelecido usando a superficie
de carga. Se num dado instante temos f=0 (estadao eléstico) e f0,
naturalmente no instante sequinte ter-se-4 f¢0 (estado elédstico),

caracterizando assim uma descarga. Durante 'a descarga tem-se que

ép = 0, de mado que é = 0 e E: 0. Assim a descarga € caracterizada
por :
of . d
f = 0 35 O 0 (PD) {1:3:7)

f e, —oi»@a (PP) (1.3.8)
AR situagdo em que
fe0, 2. aso0 (PP) (1.3.9)
é denominada carga neutra.
No espago de tens®es, onde dffag representa o wvetor

gradiente normal a superficie f=0, os trés -casos t&m wuma repre-

sentagdo0 geaométrica simples e Gtil, conforme Fig. 1.3.1.

&

-~

7 tcompa)

i. {carga neutra)

gwumwl

Fig. 1.3.1. - Representagdo geométrica dos processos de

carga, descarga e carga neutra.

Através de resultados experimentais [B)] e apoiados pe-

las teorias microestruturais, provou-se que a deformagdo pldstica

ndo altera o volume:



£ = A AW w0 (1.3.10)

1.4, Critério de Escoamento

Para o caso multiaxial considera-se as nove componentes
do tensor é existirdo certas combina¢®es desta componentes que
produzirdo escoamento. Os dois critérios mais conhecidos para a
determinagdo do escoamento de metais didteis s8o o critério de

TRESCR e o critério de MISES.

Baseado em resultados experimentais, TRESCA em 1864 lan-
¢ou a hipbtese onde afirmava que as deformag8®oes plédsticas sdo
produzidas por tens8es de corte. TRESCA define a fungdo de &escoa-
mento, para o caso multiaxial, com seis equag8es que formam um

prisma hexagonal reto, no espago de tens@es principais.

A fim de evitar o inconveniente apresentado pelo crité-
rio de TRESCA que necessita de seis fungdes para sua definigdo,
MISES, em 13913, propds apraximi-to através de uma fungdo Unica. O
mais simples foi utilizar o cilindro <circunscrito ao prisma de
TRESCA. Assim, o critério de MISES pode ser escrito

= O R 45 [ P (O

ande Ge & a tensdo de escoamento varidvel no tempo do material e

JZ ¢ o segundo invariante do tensor de tens@es

-

T i ”
1
J= =55 = 5.5, £144.2

sendo que o tensor de tensdes desviatérias §, ¢ definido por

]

20 -0 - T T
b4 V - 4 Hy HZ
s A
— T 20 -0 -0© T
S = Yx Y X z yz
. 3
T T 20 -¢ -
-8 zY =z X Yy
J

(1.4.3)

substituindo a expressdo (1.4.3) em (1.4.2), fica-se caom



- 1 2 2 * - - o - + 3> + 12+ 72
JZ—‘ =T Lux + oy + o-z 0.*-:05-' Jx jz Oygz Txy Tyz "

Y, 43

que € o critério de MISES para o caso tridimensional.

D critério de MISES geralmente se aproxima mais dos re-
sultados experimentais que o de TRESCA tﬂlse além disso, ¢ mais
fdcil de aplicar, uma vez que ndo & necessdrio conhecer-se as ten-
sfaes principais.

Devido as vantagens do critério de MISES, este foi ado-

tado no presente trabalho. g X

Particularizando a expressdo (1.4.4) para o estado plano

de tens®es, pode-se escrever

o 50 . Tz Ty2=0 | _ (1.4.5)
o 48 ~ 66 & 3t =@ (1.4.6)
x y Xy Xy e

0O critério de MISES pode também ser escrito em fung¢do

das tens®es principais, 0‘ e 02, como:

e+ 8> - a0 =0 (1.4.7)

Representando a equagdo (1.4.7) no plano das tens@es
principais, tem-se
)

-

Figura 1.4.1. - Funglo de escoamento de MISES.

Como foi exposto anteriormente, apés o inicio do escoa-



mento surgir8o deformagdes plédsticas (gp) e, conseqlientemente, mu-
dangas nos valores de g da (1.3.2). Com isto a forma da superfi-

cie se altera. Rpresenta-se a seguir dois tipos de endurecimento.

1.4.1. Endurecimento isétropo

No endurecimento isé6tropo a superficie muda de tamanho

sem mudar a forma. 0 nome is6tropo deve-se exatamente a forms

constante da superficie. A figura 1.4.1.71. mostra este critério.
0
P :::.‘:_":.x %
[ S
o A
V7 )
‘f‘fl ..; ]
it //,;i" 0
1
vl L
\\\\ _ // ,://
= o
Figura 1.4.1.1. - Endurecimento is6tropo.

0 critério de escoamento de MISES, para o endurecimentao

is6tropao, a tensdo de escoamenta GE é definida como

6, = oy 4 ‘ (1.4.1.2)

onde k & um escéLar e g, € primeira tensdo de escoamento.

1.4.2. Endurecimento cinemédtico

No endurecimento cinemdtico, héd um movimento rigido da
superficie de escoamento no espag¢o de tens®es [(17)]. A expressido

correspondente a este tipo de endurecimento €,

f (6 - o) =0 (1 :4:2:17:)

(1.4.2.2.)
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R figura 1.4.2.1. representa este tipo de endurecimento.

Neste trabalho fol usado o critério de endurecimsnto
1sctropo que € o mals comumente encontrado na Li}eratural e o de
estudo matematicamente mais facil. Como 1inconveniente, ele ndo
leva em coata o efeito Bauschinger, reduzindo assim, a validade
dos resultados obtidos, apenas aos casos :eﬁ que tal efeita &

pouco importante.

0

Figura 1.4.2.1. - Endurecimento cinemético.

1.5. Normalidade

Uma relag¢do entre tensfes e deformagdes plasticas pode

ser escrita
57 = etd (1.5.1)

onde X & um escalar n¥o negativo e g & uma uma fun¢do escalar de-
nominada potencial pléstico. Para metais, os resultados experimen-
tais indicam que se cumpre o critério da normalidade, isto €,

g &= (1.5.2)

A expressdo (1.5.1), fica

O (1.5.3)
ac :

1M .
|
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Este principio indica que as componentes da taxa de de-
formagd0 pldstica sdo proporcianals as correspondentes componentes

do gradiente da fun¢do de escoamento no espago de tens@es ?.



CAPITULD 2

A RELACADO MOMENTO-CURVATURA

2.1. Introdugdo W &

Geralmente, as propriedades mecd@nicas de um certo
material sdo fornecidas através de um diagrama de tens3o-deforma-
¢do (ver Fig. 1.2.1), extraido de um ensaio de tragdo simples. No
entanto, quando se trabalha especificamente com a teoria cldssica
de flexdfo de placas, o controte‘do processao de p[astificagﬁa é
realizado a partir de uma relagdo momento-curvatura, pois sdo es-

tas as varidveis que a teoria rel.aciona.

0 objetivo deste capitulo é estabelecer express@es que
relacionem o diagrama tens¥o-deformag¢do (mais facilmente determi-
nado experimentalmente) com o diagrama momento-curvatura; dentro

de hipbéteses pré-estabelecidas.

2.2. A Relagdo Tensdo-Deformagda

Para modelar o processo de endurecimento o estado bi ou
triaxial & comparado ao estado unixial de tensdes através da cha-
mada tens¥o equivalente. Esta tensdo, por sua vez, €& comparada as
tenses estabelecidas no diagrama tensdo-deformagdo e determina-se
se o panto estd no regime elédstico ou elastopldstico. Assim, mesmo
no estado multiaxial de tens®es o diagrama tensdo-deformacd3o 6

fundamental em processos plédsticos.

Na prédtica, o diagrama tensdo-deformagdo é aproximado
por uma poligonal constituida de um certo nimero de retas, confor-

me pode-se ver na Fig. 2.2.1.

Na figura 2.2.1, as tensdes c;,aé,...,as e defaormagdes
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8‘, ea,...,es repraesentam tensdes e deformagdes de escoamento cor-
respondentes aos vértices das retas 1,2,...,5, respectivamente. A
inclinag¢do, com rela¢do a horizontal, das retas que complem a po-
ligonal é definida por H;, H;,...,H;. Para o caso particular da

primeira reta, H; 6 igual ao mbédulo de deformagdo longitudinal E.

Fig. 2.2.1 - Relagdo tensdo-deformagdo aproximada por uma

poligonal com cinco retas.

2.3. A Relagdo Momento-Curvatura

Na determinac3o da relagdo momento-curvatura foi aceita
a hipbtese de deformagles infinitesimails, tornando portantao, a

andlise geometricamente Llinear.

A distribuigdo de deformag®es é assumida de tal maneira
que, uma se¢do inicialmente plana e perpendicular ao eixo geométri
co da barra, permane¢a plana e perpendicular na configuragdo de-
formada (hipbétese de Euler-Bernoulli). Isto implica em desprezar
o efeito das deformagdes por corte, limitandao os reiultados da
andlise & barras cuja relagdo altura da se¢do transversal pelo vio
seja maior ou igual a dez. Comprova-se experimentalmente que estas

hipéteses conduzem a resultados satisfatérios para metais dlcteis
£1571:

Sup@e-se ainda que o material seja isatrope, ou seja,
possua caracteristicas mecd@nicas iguais em todos os pontos do cor-
pao, e homogéneo, ou seja, ndo se admite a possibilidade de wvazios

e fissuras.

Para a obten¢do do diagrama momento-curvatura seguiu-se
um procedimento andlogo ao usado na determinacdo da relacdo ten-

sdo-deformagdo.

Seja uma barra de comprimento ¢ e se¢do transversal de
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altura t e largura b unitdria. Aplicando-se momentos M(t) nas ex-
tremidades da barra (em seu plano de simetria Llongitudinal), que
cres¢gam ao longo do tempo, surgirdo tens®es normais na direg¢do x,
3, que equilibrardo os momentos fletores M(t) em todas as sec¢des
da barra (ver Fig. 2.3.7). Tais tensOes formam um estado de ten-
sdes uniaxial (flexdo pura) correspondente ao definido no item
1.2. Assim, a barra se deformard de modo que aparecerdo curvaturas
somente em uma dire¢do. Posteriormente, tag éituagﬁo serd tomada

como aproximacgdo para placas.

Vod
‘l A
| <3
Fig. 2.3.1.- Flexdo0 pura em uma barra prismdtica.

Supondo que a barra tenha uma relagdo tensdo-deformagdo
estabelecida no item 2.2. (Fig. 2.2.1) , pode-se acompanhar o pro-
cesso de carga em uma determinada se¢gdo da barra e o respectivo

aumento de tensBes e deformagdes, através das figuras 2.3.2 e
2.3.3,

No inicio do processo de carga, as tensdes e deformag8es
estdo ainda no regime elédstico (g = Gz e £ = 91)’ ver figuras 2.3.
Ta e 2.3.2.a3. Portanto, a relagdo entre tensdo-deformagdo & Li-
near e dada pela expressdo (1.2.5). A relagdo entre deformagdao €

e curvatura x &€ dada [14] por

® = {Z.3.7)

sendo z medido a partir do eixo geométrico da barra até a fibra

com deformagdo ¢'.

Para o caso de z ser igqual & t/2, tem-se

- = T ' (2.3.2)

0 momento de flexdo & calculado através da 1integragdo
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das tensdes O

L2
M = J:lxz o¢zd =z d=z (7 .3.3)

que devido a forma simétrica da segdo, torna-se

L2
M=2 [ oz dz (2.3.4)
Efetuando a integrag¢do em (2.3.4), obtém-se
§" :
M = S (Z2.3.5)

YV
/

€< E, £.<E&E, £,<E<E,
{a) (b) {c)

Fig. 2.3.2 - Deformagdes em uma segdo da barra.

S - G
- — -—..__z‘ Zl u-l

q
. A
r<g G < 0<G G <0< q,
(a) (b) (c)
Fig. 2.3.3 - Tensdes em uma se¢3o da barra.

Quando as tens®es e deformagles wultrapassam o Limite
eldstico linear, definido no diagrama por G e €, assumem a
i

configuragdo mostrada pelas figuras 2.3.2b e 2.3.3b. Vé-se

claramente pela Fig. 2.3.2b que a linearidade entre deformagdo e
curvatura ainda é vdadlida, devido a hip6tese da se¢do normal, ou
seja, vale a exp?essﬁn (2.3.2). Nesta fase do carregamento, a2
regido eldstica delimitada pela distd@ncia z1 & expressiva para o
cdlculo do momento fletor.

Para facilitar o cdlculo das 1integrais, decomp¥e-se a

configuragdo de tens8es em figuras geométricas mais simples, con-



16

forme mostra a Fig. 2.3.4.

Fig. 2.3.4 - Decomposigdo das tens8es para a obtenc¢do do
momentao.

flssim a expressao (2.5.4} torna-se

z t/2 Loz,
M = 8[ falzdz + EI Glzdz + E} g zdz (2.3.8)
4

z z
L8] g 1

" . . . 2 . ..

onde @ varia linearmente de zera a G; e @ wvaria [inearmente de

zero a (@-a ), conforme figura acima. Integrando a expressdo acima
i

obtém-se

2 i 2 1 t
M= Toxz + 01C -l 21) + TCO‘ - Cl‘i)(T = 21) Lt + 213
(2.3.7)
onde a tens3o & é expressa (Fig. 2.2.1) por
=0 +H Ceg —¢€ D (2.3.8)
1 2 1

Lembrando as expressfes (2.3.1) e (2.3.2), deduz-se o

valor da disté@nci a z,

Et Eit
Zi = X = —EE— (2.3.9)

onde £ €& a deforma¢do especifica correspondente a tenslo o.

Supondo que se tenha um nivel de carga que resulte em
uma tensdo situada entre a, e G;(ver Fig. 2.3.2c e 2.3.3c), o céal-
culo da momento fletor &€ feito de maneira andloga a situagdo
anterior, ou seja, através da decomposi¢cdo da- configurag¢3o das

tens®es. Assim, pode-se escrever
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= = = L2 L2
M & 2] 1O‘zdz t 2] o Gizdz t ZI 2 n%zdz + ZI Gzzdz + 2] Gazdz
Q :1 ‘."..1 :z ;:z
(2.3.170)

; a :
onde 01 varia de 0 a 01’ Oz varia de 0 & (GZ—G;) e ¢ wvaria de 0 a

(a-0 ), como no caso anterior. Integrando, tem-se
&

M = {_Ei_ c—zz} + { o 22 - 2% + —;— (v = o2z - zZz2Qz + =z )}
3 i 2 1 3 2 1 2 1 2 1

1 1
Ry 2 1 t
+ { Gz(—ﬁf-‘ 223 + =5 Ce = Oz)C—é— = zzD(L + 22)}
(231D
onde o = 02 “+ H; CE = 82) (2.3.712)
z.om o2z, S sdo distdncias do eixo geométrico da barra
até as tensles de escoamento o} e 02, respe-

pectivamente.

Surge agaora o problema da determinagdo da distdncia z,
0 procedimento utilizado foi simples. No diagrama tensdo-deforma-
¢330 prolongou-se todas as retas anteriores 3 reta 3 até encontrar
a reta vertical para a gqual tem-se a deformag¢ldo €. Nos pontos de
intersec¢do dos prolaongamentos das rcetas da poligonal com a reta €
pode-se imaginar tens8es ficticias, denominadas a; e 6z,las quais

correspondem sempre a mesma deformagdo € (ver Fig. 2.3.5).

Na configurag¢do das tensdes ao longo da altura da segdo
da barra, o procedimento adotado para o diagrama tens8o-deformagdo
tem como conseqii€ncia o prolongamento das retas equivFlentes ateé
a fibra extrema onde corresponde a deforma¢8o real €. I%to conduz

ao esquema indicado na figura 2.3.6.

Por semelhanga de tridngulos calcula-se z , pois

L & it (2.3.13)
a
P | 1

3

mas como pelo diagrama mostrado pela Fig. 2.3.5, €& wvilido dizer

que

G‘ = EE (2.3.14)
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a = Ee¢ (2.3.15)
1

de ande se chega 3

21: —?E—-— “« C(2.3.186)

gque confirma a expressdo (2.3.9).

d
1 L 3 3
g V
. —
¢ e e ]
5 T
mr—r ,E- *
£ €2 3 €
Fig. 2.3.5 - Procedimento adotado para calcular as

distdancias z, no diagrama tensdo-deformacgido.

& |
SR -
—
'fz- Z\
f,z
15} - N S
- za
Z
—_—t A ﬂ:yi
Fig. 2.3.6 - Procedimento adotado para calcular z na

configuracgdo de tensdes.

Empregando o mesmo procedimento para o cdlcule de

zZ_
. 2
vE-se através da figura 2.3.6. que
&2 - o, t12 - z,
"E*‘TME- = Z - ) (2.3.17)
2 4 2 4
donde
ttrg- z2 3. -~ 6D +2C8 -0
2 = .z ¢t 2 ! (2.3.18)
2 -
o - o D
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A partir da relacdo tens3do-deformagdo definem-se

Cg = 62 = H'Ce = € 2 (2 .3.19)
2 1 = 4
- = *Ce - € 2 ¢2.3.
(az G;) Hzc 2 . 3.20)
Substituindo (2.3.1719), (2.3.20) e (2.3.21) em (2.3.18), ubtém-se

Clwdes: e - %€ 2 2 Ce - & D
1 2 1 1

o s 29
E e (208.22)

AR equagdo (2.3.11) €& composta por trés termas. 0 primei-
ro termo entre colchetes representa a contribuig¢do da regido elds-
tica no valor do momento, enquanto que o sequndo e o terceiro ter-
mos entre colchetes representam a contribuig¢do da tensdes na re-
gifo intermediaria e mais préxima as fibras externas, respectiva-
mente. Generalizando a expressdo (2.3.711), para um nivel de carga
que resulte em uma tensdo sobre uma reta genérica N, basta somar a

cantribui¢d3o da regido intermediaria, isto €,

N-1
2 z [ 2 2 1
- E C - o - -
M = _.3_0121 + el of‘._1 zl 2 X : (o o, 1)(2L = D

t z 1 t
” T - & wedi o
(Lzl + zi—t)} + GN_i( 73 z . R 3 (o Gh_lJ( > zN_i}(t + zN_ﬂ
¢2.3.23)
onde
o=o + H - ¢ > (2.3.24)
N N N-1
(t12-z,_ Mg ~-¢€._ )+ 2z (e-¢€._ )
zi = R 3 | « 2.3.25)

i R !

z, 6 a distdncia do eixo geométrico da barra até a tensdo de

escoamento 1.

Através da equagdo (2.3.23) observa-se que o momento
fletor M é fungdo das distédncias Z., da espessura t da barra e da
tensdo ©. Examinando as express@es (2.3.24) e (2.3.25) vé-se que

dependem da deformag¢do £, e por caonseqi@ncia, da curvatura x» (ver
equagdao (2.3.2)).

Através da equagdo (2.3.2) nota-se que a relag¢8o entre

as varidveis € e x é sempre linear.

Percebe-se entretanto, que ao substituir a equagdo
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(2.3.2) em (2.3.25) esta se torna nde-linecr em X, pois z. 4 tam-
bém depende de x. Esta ndo-linearidade pode ser melhor wvizualiza-

da no item 2.4.

Novamente & conveniente apraximar a relagd3o momento-cur-
vatura por meio de poligonal, como jd foi feito mo diagrama ten-
sdo-deformacdo. Este procedimento facilita o controle dos pontos

de integrag¢do e torna mais simples o cdlculo.do endurecimento.

A figura 2.3.7 mostra a aproximagdo do diagrama mo-
menta-curvatura por meio de retas. As inclinagdes destas retas,

chamadas de HM', sdo dadas por
1

AM
HM' = = E = (2.3.26)
1 1ar
1
sendo
AM = M - M (2.3.27)
1 1 1-4
AYl - (2.3.28)
e para
HH; a3 ) ’ (2.3:..29)

onde I & o momento de inércia axial da seg¢do transversal da barra.

M
My e e ——— e e —— e m—
N Pt = :
u: _ Huy s
M {—— Ty |

: nn" I 4 ‘

oy | |

o I T | |

* Xg Xy X4 X3 %
Fig. 2.3.7 - Relagdo momento-curvatura aproximada por uma
poligonal.
As curvaturas , ... . . .4 sdo obtidas substituindo a

t 'S
deformagd0 £ na expressdo (2.3.2), pelas deforma¢des de escoamen-
to 21""'85' Para o cdlculo dos momentos fletores . ... . empre-
. 1 5
ga-se a expressdo (2.3.23) de maneira andloga a sua dedugdo. Por

exemplo, para o cdlculo do primeiro momento fletoar de escoamento
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(2.3.5) fazendo z 1igual a t/2. Para a obtengdo de Hz, que corres-
i

ponde a uma deformagdo 1igual a e, na figura 2.3.2b, tem-se

novamente a expressdo (2.3.23) reduzida a expressdo (2.3.11), e

assim por diante, até que se esteja sobre a reta N=4.

Assim, as equagdes (2.3.23) a (2.3.29) definem, de ma-
neira completa, dentro das hipb6teses estabelecidas, as relag¢Qes
existentes entre os diagramas de tensdo-deformacgio e de momento-

curvatura.

Examinando a equagdo (2.3.23) distingue-se claramente
que o primeiro termo é a contribuig¢do da regido eléastica, no valaor
do momento fletor. O Ultimo termo existird a partir do instante em
que as deformagdes ultrapassarem o limite eldstico (sobre a segun-
da reta do diagrama tensdo-deformag¢do); enquanto que o termo cen-

tral representa a contribuigdo da regido intermedidria, e s6 exis-
tindo quando as deformag¢@®es estiverem sobre a terceira reta.

Uma outra conclusdo que se pode chegar, observando a
expressdo (2.3.23), é& que para um determinado material, caracteri-
zado por uma certa curva tensdo-deformag8o, ndo corresponde apenas
uma curva momento-curvatura, mas sim uma familia de curvas, sen-
do que a cada curva corresponde uma altura t da barra. A Fig. 2.3.

8 mostra o que foi mencionado.

M
1210
t:0,5 -
120,25
K
Fig. 2.3.8 - Curvas momento-curvatura para diversas

alturas t.

Obviamente, a aproximag¢d3o da relagd3o momento-curvatura
depende diretamente da aproximagdo tomada na relag3o tens3o-defor-
macdo. Testes realizados com wvérias aproximagles da relag¥o
tensdo-deformag8o, de um determinado material, mostraram que a
aproximag¢d@o obtida no diagrama momento-curvatura é sensivel a va-
riagles bruscas das inclinag3es das retas usadas na poligonal.ls-

to pode ser melhor vizualizado na figura 2.3.9. A Fig.2.3.9(a)
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mostra o diagrama momento-curvatura obtido a partir da relagdo
tensdo-deformagdo aproximada por uma poligonal formada por trés
retas. Na Fig. 2.3.9(b) vé-se a mesma relac¢do aproximada por qua-
tro retas e a relacdo momento-curvatura resultante. Nota-se clara-
mente que a aproximagdo com quatro retas acompanha melhor a curva

momento-curvatura.

b

(b)
Fig. 2.3.9 - Relagdo momento-curvatura resultante de um

diagrama tensdo-deformagdo constituido (a) por
TRES retas e (b) por QUATRO retas.

A partir desta constatacdo conclui-se que, quando far
realizada uma apraximag¢do do diagrama tens3o-deformagdo por apenas
duas retas, resultard uma aproximagdo grosseira do diagrama momen-
to-curvatura. Como o controle de plastificagdo € feito através do
do diagrama momento-curvatura, resolveu-se entdo estudar este ca-

so particular de maneira mais detalhada.

2.4. A Relagdo Momento-Curvatura a partir de uma Relagdo

Tensdo-Deformagda Aproximada por Duas Retas

Nesta situagdo particular,a expresséo entre colchetes da

equa¢do (2.3.23) torna-se zero, pois N=2, confirmando portanto a

equagdo (2.3.7).

Substituindo a equag¢do (2.3.8) em (2.3.7) tém-se,

3 X 4 X
£ €
<o - o5 - [v + 1]
3 2" 9202 T HlET 5
(2.4.1)

onde a tensdo ¢ pode ser expressa em fun¢8o de yx através da equa-
¢do (2.3.8) e (2.3.2) tem-se
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& = @ +H’[ xt -:-] (2. 4.9]
i

1 2 2 E

que ao substituir-se na equagdo (2.3.28), resulta

M oS o[ﬁ‘]z +-r,~,1[3 - [5‘ ]z]+

3 LY x
£ e
i i [oxb - B L - 3
3 Hz[ff“—'“ —J][z = )( = ]
G2 4
Esta expressdo relaciona , para o caso de duas retas, o]
momento M e a curvatura 2. Pode-se notar claramente agora, a ndo

linearidade entre as varidvels M e x.

Graficando-se a equa¢do (2.4.3), obtém-se uma curva como
mastra a figura 2.4.1.

Para melhorar os resultados, optou-se por aproximar o
diagrama momento-curvatura por wuma poligonal com trés retas,

conforme indica a Fig. 2.4.1.

M
My
u 3
1
y
1
% X g X
Fig. 2.4.1 - A relagdo momento-curvatura aproximada por

tr8s retas.

Surge agora a pergunta: qual a paosi¢d3o0 do ponto interme-

didario (x,M), para que se consiga a melhor aproximac¢do passivel
da curva (2.4.3) ?
Derivou-se a equagdo (2.4.3) em relacd3o & curvatura e

obteve-se
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Plotando o valaor do momento em fung3o da inclinagdo da
curva, equacdo (2.4.4), verifica-se que para valores superiores a
1.5M a curva comporta-se de maneira aproximadamente Linear (de
1,SH: a Hg, existe uma varia¢d3o média da tangente na ordem de 5%),

ver figura 2.4.2.

-

dM

dx

|
|

LSM, M
[

Fig. 2.4.2- Determinag¢do do ponto intermedidrio (x,M).

Lembrando que M, 6 calculado a partir da equagdo (2.3.5)
para a:a‘, e a curvatura ¥, que corresponde a este momento, & de-

terminad3d pela equagdo (2.4.3).

Percebe-se também que o coeficiente 1,5 que multiplica o
primeiro momento fletor de escoamentao H1, coincide com o fator de
forma para uma se¢do retangular de um material cujo comportamento
assemelhe-se ao elastoplédstico perfeito. O fatar de forma de wuma
determinada se¢do é definido como a razdo entre o momenta fletor
calculado a partir de uma configuragdo linear das tens8es, onde a
tensdo na fibra extrema da altura da se¢do & igual a oprimeira
tensdo de escoamento, denominado de He; e o momento fletor que cor-

responde a segdo completamente plastificada, denominado de Mp, ou

seja
(=]
g it (2.4.5)
MP
onde
Qo altz
Me = — (2.4.6)
e
a aitz
H = T (2.4.7)
neste caso particular.
A justificativa para tal coincid@ncia estd baseada no

tipo de aproximag¢do tomada na relagd3o tens3o-deformagdo. RAlguns
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materiais, como alguns tipas de aluminio por exemplo, tem wuma
curva tensdo-deformacdo onde a regido ndo-linear é pequena e pos-
teriormente a curva torna-se praticamente uma reta, cuja inclina-

nagdo & pequena comparada com a regido linear, formando assim um

"patamar",

Devido a estas caracteristicas, o comportamente das
tensfes, depois de uma certa fase do carregamento onde a regido
eldstica &€ muito pequena em presen¢a da regido elastoplastica, [
semelhante ao caso do material elastoplastico perfeite. Logo, o
coeficiente 1,5 usado na determina¢do do momento intermedidrio M
serd tanto mais preciso quanto mais prOximo estiver a aproximagdo
do diagrama tensdo-deformagdo da aproximagdo tomada como referén-

ciig.,

Percebe-se também que a equag¢do (2.4.6) & igual com a

equagdo que define o primeiro momento de escoamento, H{

Portanto, para o caso especifico de um diagrama tenséo-
deformagdo aproximado por duas retas, resultard um diagrama mo-

mento-curvatura constituido por trés retas.

2.5. Relagdo Momento-Curvatura para um Material Elastopléstico

Perfeito

E comum na literatura a formulagldo pléstica eépecifica-

mente para materiais cujo comportamento assemelhe-se ao elasto-

plastico perfeito.

Para representar esta situagdo particular, basta tomar

H; igual a zero na equagdo (2.4.3) e obtém-se -

=2 aht] gl 22T (2.5.1)

A figura 2.5.1 mostra a relagd3oc tensdo-deformagdo e a
correspondente relagdo momento-curvatura para um material elas-

topldstico perfeito.

Nota-se pela figura 2.5.1 que a curva é assintética para
a reta M=1,5M4, ou seja, para um valor de momento fletar que plas-

tifique compleétamente a segdo (ver equagdo 2.4.7).

¢ importante salientar que alguns autores trabalham di-
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retamemente com um diagrama momento-curvatura constituido de duas
retas, sendo a segunda reta haorizontal, para representar um mate-
rial elastpléstico perfeito. Neste trabalho, optou-se por uma me-

Lhor aproxima{do deste diagrama.

a M
18 My
1 KMy 4— . —
£ E PR § x x X
Fig.2.5.1 - Relagdo tensdo-deformag¢do e a correspondente re-

Lagdo momento-curvatura para um material elasto-

pltdstico perfeito.
Assim, novamente aproximou-se a relagldo momento-curvatu-

ra através de trés retas. A ordeﬁada M do ponto intermediédrio é

dada pela equagdo abaixo

M= KM, (2.5.2)

onde K é um nimerao que varia de 1 a 1,5.



CAPITULD 3

PLACAS

3.17. Introdugdo

As hipbteses assumidas pela teoria clédssica de KIRCHHOFF
para placas fﬁnas, estabelecem que as placas sejam representadas
por sua superficie média. Isto i1mplica que o estado de tensdes
seja definido em termos de tens@es ycneralizadas, isto &€, os mo-

mentos M e M e o momento torgor M .
b v ¥V

Em plasticidade, as tens8es ndo sdo distribuidas linear-
mente ao longo da espessura da placa. Uma formulagdo feita atra-
vés da teoria de elementos finitos requer uma integrac¢do tanto na
espessura da placa, como também sobre o0 dominiec do elemento. ¢
evidente que um considerdvel esforco computacional poderéd ser evi-
tado se a integragdo na espessura puder ser suprimida, colocando a
formulagdo em termos de resultantes de tens@es. Para tal, €é ne-
cessdario expressar as condig¢gdes de escoamento em termos de momen-

tos ao invés de tensfes.

-

Alternativamente, pode-se representar placas através de
lLiminas de espessura infinitesimais, distribuidas na espessura e
carregadas em seu plano. Ter-se-ia agora, uma formulagdo em termos
de tensdes, jd que cada ldmina estd no estado planoc de tensdes
tver Flig. Q1. 1)

Pela andlise laminar, consegue-se acompanhar melhor a
configuragdo de {;nsﬁes durante o processo de carga, pois a pla-
ca é discretizada na espessura. Este tipo de andlise é mais demo-
rada computacionalmente que a andlise em termos de resultantes de
tensfes, devido ao maior numero de pontos de integra¢do usados pa-

ra representar as L@minas.

Este capitulo prop8e-se a formular as duas teorias, des-
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tacar as simplifica¢Bes adotadas para posteriormente comparéd-Llas

entre si através de exemplos (ver Capitulo S5).

|dminos
| «
% ( | e
1y ] —
%2 \ 7
“1 = ™,
il s __f IS T .
/
Fig. 3.1.1. - A consideragdo de infinitas ldminas na placa

caracterizando o estado plano de tens@es.

3.2. Flexdo de Placas - Nog¢8es Bésicas

A hipétese de EuLLeF—éernuulLi adaptada a placas trans-

forma-se na hip6étese das retas normais. Esta hipbtese estabelece
que retas normais a superficie média da placa permane¢am retas e
normais a superficie na confiqurag¢do deformada.

Quando a espessura da placa for menar ou igual & décima
parte da menor dimensdo da superficie média (PLRCAS FINAS), podem

ser desprezadas as tens@es a em relagdo a a e Qy.

Também é suposto que o carregamento seja sempre normal &

superficie média da placa, portanto

T — S = 0 (3.2.1)

HZ zy

As deformag®es da placa sdo definidas inteiramente pelos
deslocamentos verticais transversais a superficie média (18], isto
é

v oz wix,y) A, = —z—g:— B, = —z—g—:— (3.2.2)

onde w & o deslocamento vertical da superficie média da placa e

{3 ﬁy sdo rotagdes em torno dos eixos x e y, repectivamente.
X

Assim, as deformag¢Bes expressas em fungdo de w, sdo

2 2 2

g » wzt? § % st N €3.2.3)
M ax2 3% ayg ny axsy e
sendo que
% z 2
a
B B e g 2 =X ¥ =22 (3.2.4)

x axz Y ayz Xy axay
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<30 definidas coma as curvaturas nas direg¢8es x, y e xy respecti-

vamente.

Reescrevendo as equag¢des (3.3.3) em fungdo da definigdo
citada

Ex = Z ;r.x Ey: Z xy }’xy= ZZ :{.Xy [325)

ou em forma matricial
£ =2z (3.2.6)

onde € e ¥ sdo vetores de deformagdes e curvaturas, respectivamen-

te, definidos como

£ = { ¢ £ 3 } 3520

3.3. Formulagdo Laminar

A representag¢do da placa por meio de Ll3minas €& feita
através de pontos de integragdo colocados ao longo da espessura.
Neste trabalho usou-se cinco e sete pontos de integragdo, conforme

iadica a Fig. 3.3.1.

Fig. 3.3.1 - A discretizagdo da espessura da placa por meio

dos pontos de integragdo.

. Devido a simetria da se¢do0 da placa, necessitar-se-ia de
trés pontas de ingpgragﬁu, quando se usa cinco pontas por exemplo,
para acompanhar a confiquragdo de tens@es na espessura. Entretan-
to, BARNARD e SHARMAN (1] demonstram que o ponto situado sobre a
superficie média n¥o tem influ@ncia sobre o processo, pois neste
ponto ter-se-d& sempre tensdo nula. Em conseqiifncia, o processo de

plastifica¢do €é realizado em dois pontos ao invés dos cinco pontos

de integragdo tomados inicialmente.
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Ser4 ainda por meio destes pontos de integragdo que se
determinard a matriz de rigidez do elemento finito utilizado para

representar a placa (ver Capitulo 4). b

A cada ponto de integragdo com mesma distdncia da super-
ficie média corcresponde uma l3@amina. Associa-se a-estes pontos de
integrac¥o uma matriz constitutiva do estado plano de tensdo (ver
equagdo (3.3.1.15) e calcula-se a rigidez desta ld@mina. Ho somar
as rigidezes de todas as l@minas que compfem o elemento (duas ou
tr8s l8minas, no caso), tem-se a matriz de rigidez eldstica do

elemento.

Para carregamentos que resultem em tensJes acima da pri-
meira tensdo de escoamento ca aw do primeiro momento Hi, dos dia-
gramas tensdo-deformagdo e momento-curvatura definidos no Capitu-
lo 2, deve-se modificar a matriz constitutiva dos pontos de inte-
gracdo plastificados, pois a relagd3o entre tensdo e deformagdo n¥o

€ mais constante.

Atualizar a matriz constitutiva tem como conseqii8ncia,

evidentemente, a atualizagd3o da matriz de rigidez da estrutura.

D item 3.3.1 desenvolve- a matriz constitutiva elasto-
pldstica através dos principios bdsicos de plasticidade vistos no

Capitulo 1.

3.3.1. Matriz Constitutiva Elastoplédstica

R condi¢do0 que impde que as pontos j& plastificados
mantenham-se sobre a superficie de carga, expressa pela equagdo

(1.3.5), pode ser reescrita da farma:

:’=Eg-m=0 (3.3.1.1)

onde ¢ representa o vetor taxas de deformag®es, para o estado pla-

no de tensdes, escrito da sequinte forma

T - . .
g ={ 6 6 T } (4.3,1.2)
~ » v Hy

o vetor a fica expresso como

R { af af af }
~ = Tdx T da I aT
~ » y ®

(3.3.1.3)
Y
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senda conhecido na literatura por vetor de fluxo e a constante H 6
dada por
A ar’

R g (3.8l

A partir da aditividade de deformagdes (eq. (1.2.6)), e
da relagdo constitutiva eldstica, escrita em fungdo das taxas de
tensdes eldsticas e a taxa de deformag8es elasticas, tem-se

‘e re

o = De ou £% = pTe 088214853

s e e

onde D €& a matriz canstitutiva elédstica do estado plano de tens8es

v 0
i % E & 1 0 (3.3.1.6)
~ -2 0 0 1-w
2
Da normalidade
‘P af _
E5 o= A ag * Aa i T [ T
pode-se escrever que
€ =D'6 + \a (3.3.1.8)
Pré-multiplicando toda equag¢do por STQ
a'DE = a'0¢ + Aa'Da (3.3.1.9)

o primeiro termo do lado direito da equag¢do pode ser colocada em

fungdo da equagdo (3.3.1.1). Assim, pode-se escrever

o
a
m

]

AR+ Aa"Da 3,3, 1,703

Isolando X, obtém-se

A\ = iz (= Py W B )
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Mas como a taxa de deformagdo eldsticas &

€3 +ZT; 12)

[(>]
"
M.
'

M

pode-se substituir a expressdo acima na relag¢do constitutiva

(3.3.1.5), a qual torna-se
g = D(e - £F) ; £33 1.13)

Lembrandao porém a expressdo da normalidade. (3.3.1.7), e substi-
tuindo em (3.3.171.13) tem-se

g = D(E - ra) ¢3.3.1.14)

-

que pela expressd3o (3.3.17.117) chega-se a relag¢daca constitutiva

elastopléstica

Daa'D
& = [ D - = ] é (3.3.1.15)
g * E g!‘
ou
g = D°Fe (3.3.1.16)
onde
. Daa'D
i 2B - - €3.3.1.17)

D

-
Tw
o
(41

A constante A pode ser determinada particularizando a
formulagdo para o estado uniaxial de tens3es, onde o critério de

MISES, equagdo (1.4.68), se reduz para

a® = k* (3.3.1.18)

b4
pois

c =0 e T =0 (3.3.1:.18)

R = €3.3.1.20)
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mas pela equac¢do (3.3.71.18)

?
AN (3:3.1.21)
I
Logo
% = 4P (3.3.1.22)

Para o caso isbtropo considerando o endurecimento por
deforma¢do mecénica (strain hardeningl)(151],

tem-se

k = H "é:" (3.3.1.23)

onde H & o dngulo tangente, com relag¢do ao eixo ED, da curva G—Ep,
(ver Fig. 3.3.1.1)

para 0 caso uniaxial

(x

4dx
dej

Fig. 3.3.1.1 - Relagdo tensio-deformag¢8es pladsticas

au seja,

do

(3.3.1.24)
dS:

0 simblalo ® 1

representa a norma euclidiana da taxa de
¢es plasticas =¥,

—

deforma-

Substituindo (3.3.1.22) em (3.3.1.23), fica

s
n
i
i ok

(3.3 1 250
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e substituindo esta expressido na equagdo (3.3.1.4), obtém-se

af - 5
A= - H % (3.3.7.28)
mas, para tensdes uniaxiais, tem-se L
af et o df
ac ak ) dk )
et
Assim,
R = H
Finalmente a férmula (3.3.1.17) taoma a forma de
PRI €
2 Daa'D
I e o« el (3.3.17.271
H. + a Da
]_ "~ ~ o~
onde H € fung¢do da inclinagdo da reta H' do diagrama tensda-
1

1
deformagdo. R expressdo que relaciona H'e H & dado pela refe-

réncia [3]

1

H1: —7[_'—Hr (3.3.1.28)

Na anédlise linear eldstica a matriz constitutiva é uma
constante em fungdo das propriedades mecdnicas do material ( E e
). Esta linearidade deixa de existir quando se faz a andlise su-
pondo o comportamento do material mais préximo da realidade. Hs-
sim, a partir do instante em que as tensUes ultrapassam o Llimite
eldstico, matriz constitutiva passa a ser calculada pela expressdo
(3.3.1.27). Dbserva-se que esta expressdo & composta de um termo
constante e um sequndo termo que depende do estado de tensdes em

cada do corpo. €, portanto, diferente para cada ponto plastifica-
do.

Faz-se neceésaric, na equagdo (3.3.1.27), o célculo do
vetor de fluxo a e as respectivas operagles para a utilizagdo des-

ta expressdo.

Lembrando a equag¢do de MISES, definida pela expressdo

(1.4.8), no Capitulo 1, pode-se calcular o vetor de fluxo a

~



KT dla) 11

onde S , S
41 22

(1.4.3) e particularizados para o't

522 = —'3— (20 = GK)
5 _ A
2 3 Y

Pés-multiplicanda o vetor

eldstica g resulta

_ 3
2R = = ¢ S S
onde
A C %
1 2 11
1T - v
5 = E (S
2 2 22
1 - v
S = : S
a T %+ v 12
0 produto Daa' D fica
s% 55
i i 2
o s 55 52
2 12 2
4
¥ 55 S_S
19 3
QnaLogamenté
a2 = —— s,
40;

onde

e 5 s30 elementos da
412

matriz

2y

a
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s (3.3.1.29)

definida na equagdo
= 0. Assim

(3.3.1.30)

(3.3.1.31)

€3.3.1:32)

matriz constitutiva

{3.3.-1.33)

(3.3.1.34)

(3.3.1.351

(3.3.1.36)

S €3.3.1.37)

(3.3.1.38)
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S =88 +8588 +288 (3. 3.1.39)
4 1744 222 3 12

Substituinde (3.3.1.37) e (3.3.1.39) em (3.3.1.27)

5
D% = D - ‘ (3.3.1.40)
o i# 4 H + S
T " %
ou, em forma-expandida
2 1
& T
g &t S © simétrica
2
S
vE sti E . 2
- v e 1
gep = T vz 55 T = vz Ss
— . Sz
SlS3 ”253 E . 3
{“ =~ - 2C1 +v) S5
A3 -1:47)
aonde .
S = 4 2
5 - B Gt S, (8.3.7.42)

A expressdo (3.3.1.41) é a forma final da equagdo (3.3.

1.27), usada na implementag¢do computacional.

3.4. Formulagdo Ndo-Laminar

Ao contrdrio da formulagdo anterior, a formulagd3o ndo-
Laminar representa a placa de maneira convencional, isto €&, atra-
vés da superficie média. Portanto, as matrizes constitutivas eléds-
tica e elastopldstica devem ser expressas em fung%o das resultan-

tes de tensdes.

Rs hip6teses assumidas na formulagdo laminar continuam

vadlidas para resultantes de tens®es.

Ver-se-4 que a teoria desenvolvida para a formulagdo an-

terior serd estendida para esta andlise.

Por exemplo, para efetuar-se o célculo da matriz de
rigidez do elemento associa-se a cada ponto de integragdo (ver
Fig. 3.4.1) uma matriz constitutiva (colocada em fun¢gdo dos momen-

tos fletores e torgor), de maneira andloga a andlise anterior.

R seguir determina-se a matriz constitutiva elastoplés-
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tica para esta formulagdo.

superflcie médio

Fig. 3.4.1. - Representagdo da placa par superficie média.

3.4.17 - Matriz Constitutiva Elastoplédstica

A fun¢do de escoamento de MISES, para o estado plano de

tens8es, & originalmente formulada em termos de (tenz=dzs=. Entre-
tanto, €& possivel "provar que se tem wuma expressdo absolutamente
andloga em termas de resultanties de tensdes (VER APENDICE A). Re-

escrevendo a equagdo (1.4.6), em resultante de tensdes

MZ 4+ M2 - MM + 3M° =k o e O
x v X Y Yy

onde M , M e M sdo momentos definidos por
X Y Xy

s
M = a(z) z dz (3.4.1.2)

~ L3

-t/2

onde @ € o vetor que contém as tensfes, definido na equagdo

C2.3,2) @ ﬁ 6 o vetor de momento fletores

M ={ M M M } (3.4.1.3)
L LY v Ky

e -
K =M % K (3.4.1.4)

onde Hi &€ o valor do momento para o qual tem-se tensdes menores ou

iguais a a,-

Portanta, o critério de escoamento de MISES, pode ser
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reescrito, de maneira generalizada, como
f (M,8) =8 (3.4.1.5)

Tomando a derivada total em relag¢do ao tempo e

igualando-se a zero, tem-se

' af v af - ,
£ = o ﬁ*—‘_’l‘—ﬁ_g 3.4.17.69)

0 vetor de fluxo a pode ser, agora, escrito comao

- A
T ar’™ { ar  af af }

207 Tam aM_ —am an ESrtatien
ol H Y ny
e a constante A, torna-se
1 af
A = — = —3:— K (3.4.1.8)
obtendo-se, portanto, a expressido
a™ - AR =0 (3.4.1.9)

Analogamente ao principio da aditividade das taxas de

deformag¢®es, pode-se escrever-se
. ‘e i
rEx + X (3.4.1.10)

A partir da expressdo (3.2.6) que relaciona curvaturas e
deforma¢fes elédsticas, derivada em relagdo ao tempo, e da relagdo
constitutiva eldstica definida na expressdo (3.3.1.5), pode-se es-

cCrENan

Q).

= ?Zée (3.4.1.11)

que substituindo na definag¢do do vetor de momentos fletores
(3.4.1.2) ¢&

io= | 220§ a: (3.4.1.12)
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onde D e ga independem de z. Logo,

: A2 5
, L .
M o= z° dz D 3° €3.4.1:13)
| —wv72
que depois de feita a integracdo, obtém-se
Moo= DMyT (3.4.1.14)
onde
3
0™ = 5 0 (3.4.1.15)

sendo D €& a matriz constitutiva do estado plano de tens@es.

Novamente, pode-se estabelecer uma analogia entre o
principio da normalidade em termos de tensfes com o de resultantes
de tens3es (VER APeNDICE R), isto &, pode-se passar da relagdo
(1.5.4) diretamente para

s A (3.4.1.16)
Usando as equagles (3.4.1.8),(3.4.1.70) e (3.4.1.16)

. M i
._3"‘— g ﬁ + ’\_BE{_ (3.4.1.’17)

Pré-multiplicandao toda a equag¢do (3.4.1.13) ﬁbr ETQM
tem-se
T M - T, T M

a D7y = a M+ xa'Da (3417 18)

e recorrendo-se 3 expressdo (3.4.1.3) pode-se determinar

A = 3.4 189

Substituindo a equac¢do (3.4.1.10) na equagdo (3.4.1.14)
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i 9“[3 ) EP] (3.4.1.21)

Finalmente

M et | - . (3.4.1.22)
= oo+ 3]__]“;1‘
. D"aa™p™
BYE 2 @™ & _ (3.4.1.23)
- - HM\. t a T\[] Ma ’

R expressdo acima, relaciona momentos fletares M e
curvatura i através da matriz constitutiva elastoplédstica colocada
em termos de resultantes de tens®es. Ro se compararc as equag¢les

(.3.3.,%9. 27 & (3.4.1.23) notavse qde possuem a mesma forma.

0 vetor de fluxo a €& calculado tomando a equagdo

{3.4.1.71)
T of T _ 3
a = o = ZMe { S", 522, 25‘2 } {3.4.1.24)
onde
§ = ol (M - M ) (3.4.1.25
st 3 iRl v Sl e )
5 5 e UEH - W 3 ( 1.26
e * o L g 1. )
5 2
o = e Mxy (3.4.1.27)
0 produto ETQH é
T M 3 La
a P = gﬁT 1= { S‘. Sz' 33 > 3.4.,.7.28)
<
onde
) E .
S‘ z : ( S;‘ + szz ) (3.4.1.29)
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m

S, = ———— (5, +¥5 ) (3.4.1.30)

m

e g (3.4.1.31)
3 1T + w

0 produto QMgﬁTQM fica

5° 55 S S
3 4 & " toe t g d 5 &M
9 t 2 = & 2 9 t S
- z L 12 . 51'3 22 SzSa - z T2 & 7
4M - - ” 4M
N 55 5 S S
173 279 3
(3.4.1.32)
Hnalogamente
a
"M = - = 5 (3.4.1.33)
4M
onde
5. =5 8 5 8 + 25 § (3.4.1.34)
<} 1 11 z zz 3 1z

Substituindo (3.4.1.32) e (3.4.1.34) em (3.4.1.23)

S
07F = oY e . (3.4.1.35)
h =
ou, em forma expandida
A
E ~ 1
1 - p° a simétrica
z
. ¢ ? rE— _?152 E ~ Sz
g 8 12 1 - Sa 1 - Pz ]
S S 55 &
_ a _ Z 3 E _ 3
- SS §5 201+w) S5 J
(3.4.1.36)

FRrA A NF FNGFNHARIA
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onde
MEHM )4 S (3.4.1.37)

-

fls duas maneiras de representar de placas adotadas neste

trabalho resultam em formulagdes que tem suas formas bastante

semelhantes, conforme pode-se constatar par simples observac¢do
3

exceto pelo fator ;,I da formulagdo ndo laminar de tensdes.
[

Pode-se ver também, a utilidade da relagdo momento-cur-

vatura desenvaolvida no capitulo anterior:
P !

3.5. Simplifica¢des Adotadas

Na formulagdo em l3minas héd condi¢les de representar to-
dos os estados de tensd@es, ao longo da espessura, que a placa pos-
sa vir a ter (ver Fig. 3.5.17). Assim, durante o carregamento ter-
se-4 sempre uma regido eldstica em torno da supeffcie média que em
determinado ponto do carregamento esta regido torna-se muita

pequena comparada com as regiles ‘elastoplésticas.

[ T
- G b
G - f
& @
Fig. 3.5.1 - Tens8es ao longo da espessura da placa.

Jd na formulagdo ndo lLaminar de tens@es a mesma repre-
sentagdo ndo é€ possivel, pois como a segdo é representada por ape-
nas um ponto de integragdo, este pode estar elédstico ou elésto-
pldstico, ndo admitindo um estado 1intermedidrio. Conseqientemen-
te nesta andlise ndo é possivel ter toda a histéria de tensdes do

ponto representada.

Esta falha foi "compensada" através da relagdo momento-

curvatura estabelecida na Capitulo 2 onde levou-se em consideragdo

a regido eldstica nas dedugdes.
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Esta aproximagdo serd avaliada por meio dos exemplos

expostos no Capitulo S.

Deve-se lLembrar também que as expressles abtidas capitu-
lo 2, referentes a relag¢do momento-curvatura, foram deduzidas para
a flexdo simples e posteriaormente utilizadas em flexdo de placas.

Isto é, evidentemente, uma aproximag¢do.



CAP{TULO 4

METODOD E ALGORITMO DE SOLUGAD

4.17. Introduc¢do

Neste Capitulo obtém-se, primeiramente, o Arincfpio dos
trabalhos virtuais em forma incremental atravéé das equacdes de
equilibrio.

R seguir, obtém-se uma formulag¢¥o incremental do proble-

ma pléstico e dé-se uma no¢do do método dos elementos finitos.

Descreve-se o elemento finito wutilizado e finalmente,

apresenta-se o algoritmo de solugdoc usado no sistema ESFINGE.

4.2. Principio Variacional Incremental

Pela referé@ncia [5] pode-se escrever, para uma aplicagdo -

lenta (quasi-estédtica) de carga, a seguinte equagdo de equilibrio

Iz i
__§§i_ + bi = 0 {421
i
onde Ei = pbi ¢ a forga por unidade de volume, p € a massa espe-

cifica, bi € a forga por unidade de massa e & . & o tensor de ten-
iy

ses de Cauchy.

Derivando a equa¢do acima em relagdo ao tempo, oaobtém-se

a relagdo de equilibrio incremental

J_.+b =0 (4.2.2)
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Multiplicando a equa¢do acima por um campo de velocida-

des duy cinematicamente admissivel, e integrando sobre o volume V

do corpo, tém-se

' | ac : ‘ '
1] o ‘
R &S
I l ax ! b1 'Ul
U. J o

A primeira parcela pode ser escrita

dv = 0 (4.2.3)

d0 = (0 &u -0 & .
T ey (OU U:)’; . du (4.2.4)
o que permite reescrever (4.2.3) como:

l o &y dV = l | & ad, v b osd | v
J:3 1 1 1 1
v v

(4.2.5)

Aplicando o teorema da diverg@ncia (12)] na primeira

parcela do segundo termo

c6 &ud, dv =| n.o, 6éudS (4.2.86)
v R U s 3 M

. onde S representa a superficie externa e n. & o vetor das compo-
]
nentes da normal 38 S. Se f representar a carga por unidade de su-

perflcie pode-se escraver
f . = njﬁ : (4.2.7)

que pode ser derivada em relagdo 2o tempo para obter-se (n_  nido
J

depende do tempo jd que ndo hd mudanga na geometria)

f. & 0.0 . (4.2.8)
1 ] 1]

Substituindo na (4.2.6) obtém-se
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j (a, . 2u.),j dV = J f s0.dS (4.2.9)
g 3 S
o que permite reescrever a (4.2.6) como
J a g dyo- J f &0 dS v | baoudy (4.2.10)
] ] 1 1 1 1
Y 5
Pela simetria de & pode-se escrever que
3
S 1 s : SR :
a S & O —_ (U + S LY o= e (4.2.11)
] 1,1 iR < b, y, J 1 1.3 1]

Substituindo na (4.2.10) obtém-5e¢ o principio dos trabalhos wvir-

tuais em forma 1ncremental

I-ir &5 du:[r‘,_-;i; dS+J6¢§d,dv ¢ (4.2.12)
U)I 1) 51 1 vl_'l

4.3. 0 M&todo dos Elementos Finitos [(21]

0 método dos elementos finitos foi utilizade para dis-
cretizar o continua. U corpa é dividido em uma série de clementos
finitos onde as velocidades é em um ponto do elemento podem ser
expressas em fun¢do das velocidades nodais eele em fun¢gdo de fun-
¢do de forma N, que matricilalmente €

el

u = Nu (4.3.1)

A relagdo deformag¢do-deslaocamento fica

¢ = g’ (4.3.2)

Substituindo a expressdo (4.3.2) na equagdo (3.3.1.16)

vem

(4.3.3)

3

1
e
o

C
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onde D = D para pontos eldsticos e Q = Qgp para pontos ja plasti-

ficados. A particr da expressda (4.3.1) pode-se escrever que
Su = Ny (4.3.4)

Substituindo (4.3.2), (4.3.3) e (4.3.4) na (4.2.12) tem-

Se
[ (su*")TB™DB "'V - [ (60°")TNTFdS + ] (su*H™NTE du
v o o 5 v
(4.3.5)
Como {gﬂé‘)T € qualqguer,
] BTDBGC du - J NTfdS + ] NTbdv (4.3.6)
Yoo g " v
au
TR I (4.3.7)

onde K©! € 3 matriz de rigidez tangente do elemento e E é€ o wvetor

-

de taxas de carga, logo

K& - J B DBdV (4.3.8)
=l v!-— e

P - J NTfdS 4 J N"bdV (4.3.9)

A matriz de rigidez da estrutura serd a soma das

matrizes de rigidez dos elementos, ou seja,
= K (4.3.10)

onde N &€ o numero de elementos utilizados na discretizagdo.

—

4.3.1. O ELEMENTO FINITO UTILIZADO

0 elemento finito utilizado para discretizar placas €
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conhecido na literatura por R12. Possui as seguintes caracteris-
ticas: €& linear, com quatro n6s por elemento e tr€s graus de Li-
berdade por né (uma translagdo em Z e duas rotagles em torno de X
e Y). As fung¢des de forma do elemento garantem que os deslocamen-
tos entre elementos ;djacentes sejam compativeis. Entretanto, ro-
tagdes em uma fronteira comum entre elementos ndo sdo compativeis.
Em outras palavras, o elemento é chamado de n&b;conforms. A figura

4.3.1 mostra o elemento e as caonven¢des . de momento e deslo-

camentos [18].

Fig. 4.3.1 - Elemento finito de flexdo de placa R12.

4.4, 0 Método Incremental

Analisar-se-34 o procedimento incremental para a soluclo

de equag¢®es do tipo

¥(y) = F(u)-P = @ (4.4.1)

Pode-se reduzir a equagdo (4.4.1) a uma série de pro-

blemas lineares da forma
Ku = P (4.4.2)

para os quais existem métodos e programas eficientes.

¢ conveniente reescrever a equacdo (4.4.1) da forma
F(u) -AP_ = 0 (4.4.3)

onde A é um escalar ( A=0, para u=0 ). Derivando a express3o (4.4.
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3) em relagdo a » tem-se

U
o = B (4.4.4)
. E2N ~0
du
ou
K, (uddy - P_dr = 0 (4.4.5)
onde Et(é) ¢ a matriz tangente da estrutura.

Numericamente, a equac¢do acima é resolvida para 1incre-

mentos finitos por

K(u JAu = P AN = AP (4.4.6)
~f ~N Py ~0 (&) -
onde
Au = u - u (4.4.7)
~n ~red ™

e o subindice n representa o atual passo da solucdo e refere-se ao

incremento de * ou P, isto é

A = A+ AMN (4.4.8)
n+ 4 ™ ™

P = P 4+ AP (4.4.3)
~re+d oy ~ ™

-

A aplicag¢do da equagdo (4.4.6) é equivalente a 1integra-
¢do de (4.4.5) pelo método de Euler.

Solucionando o sistema (4.4.6) para um determinado AEn,

obtém-se um AH,‘ Lembrando as expressfes (4.3.2) e (4.3.3) tem-se

aa = DBag® (4.4.10)

ac = Bag® (4.4.11)

ol 3 ; .
onde u® pode ser obtido a partir de Au .
o~ ~T

0 valor no final de cada passo n, serd
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4.5. Critério de Plastificagdo e Descarga

Serdo considerados plasticos os pontos que satisfizerem
a equagdo (1.4.6). Para melhorar a efici@ncia-do programa, foi de-
finida uma faixa de plastiticag¢do. Com a adogdo da faixa de oplas-

tificagdo a equacdo (1.4.8), fica

/ozec_rz +* 3T - G & - 0 « f o S )
¥ b LAY MYy = p o

onde f wvaria de 0 a 1 e a tensdo ﬂﬂ ¢ dada pela expressdo (1.4.17.
P
2), para o endurecimento is6tropo. Se a faixa de plastificagd3o nio

S,
for definida pelo usudrio, €& tamada f =0,1.
=]

No programa sdo usadas faixas de tolerdncia nas proximi-
dades dos vértices, com a finalidade de tornar o programa mais réa-
pido. Isto permite que mais de um ponto plastifique ou mude de Lla-
da, da poligonal, durante o mesmo incremento de carqga. Este proce-
dimento conduz a resultados bastantes razodveis do ponto de wvista

da engenharia.

Conforme visto no Capitulo 1, o critério de descarga &
estabelecido pelo produto escalar dos vetores af19a e é, mostrado

pela equag¢do (1.3.7) e pela figura 1.3.1.

4.6. Algoritmo de Solugdo

A seguir descreve-se o programa computacional do método
incremental. O programa foi desenvolvido de tal maneira que ao fi-
nal da primeira etapa de cargas tenha-se o primeiro ponto de inte-

gragdo plastificado.

a) Arbitra-se um wvetor de <cargas P com componentes
aplicadas nos n6s e nas direg3es desejadas. A proporc3o numérica
adotada entre 3s diversas componentes é& mantida constante até o
fim do célculo. Para este carregamento resolve-se o problema de
forma elédstica, obtendo deslocamentos e tens®es eldsticas, bem

como as tens@es equivalentes corraespondentes.

b) Seleciona-se a médxima tensdo equivalente (& , cal-
Mo

cula-se a relagdo r = o./c
= 1 m

05 vetores de deslocamentos, tens3o e cargas. Tem-se assim plasti-

5. © multiplica-se por esta relagdo
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ma tensdo equivalente. Chama-se ao vetor de carga resultante desta

operagdo de F |

¢) Calcula-se o matriz elastopléstica er, confaorme foi
visto no Capitulo 3, para aos pontos jd plastificados e, a partir
dai, uma nova matriz de rigidez para o elemento plastificado ou

parcialmente plastificado.

Esta operagdo repetir-se-d no 1niclio de cada etapas

usando as tensdes que ‘foram encontradas na etapa anterior.

d) 0 proximo passo & modificar a matriz de rigidez glo-
bal da estrutura, Isto é feito retirando-se a contribuigdo, cor-
respondente 8 etapa anterior, do elemento que ja estava plastifi-
cado ou que plastificou na etapa atual, e acrescentando-se a nova
cantribuig¢do de cada elemento plastificado a matriz de rigidez
global.

e) Escolhe-se o incremento de carga AP adequado. Este
serd sempre dado por uma certa fragdo de gn. No programa, se este

incremento ndo é dado, ¢ tomado como AP = 0,1 P

f) Resalve-se a matriz de rigidez global ¥ (abtida em
"d") submetida ao vetor de cargas AP (obtido em "e"). 0 resultado
€ o vetor de deslocamentaos 2u. Para a solugdo deste sistema o mé-
todo escolhido foil o meladzs de Choleski dotado de vetor perfil e

decomposig¢do parcial [71].

g) Obtido o vetor Ay, determina-se os incrementos de de-

formagdes e tensdes da scquinte forma

Af = Bluy (4.6.1)
A = DAf (4.6.2)

Para o formulagdo ndo-laminar (18] as expressdes acima

ficam
sy = By (4.6.3)
am o= oMay (4.6.4)
h) D préximo passo do pragrama é€ a determinacdo do valor
K para cada ponto de integragdo. Este é o valor necessério para
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fazer com que a tensdo equivalente no ponto de integragdo, em fase
elédstica, atinja linearmente, na etapa considerada, a tensdo de
escoamento do material. Se o ponto estiver na regido pléstica, de-
ve-se determinar em que lado da poligonal ele se encontra bem como
o valor de r necessario para que seu estado de tensdes atinja o
proéximo véctice.

: i ; é "
Para determinar o valor de "r.", deve-se aplicar o cri-

tério de MISES, para o escoamento inicial, considerando a acrésci-

mo (A% ) ocorrido no vetor gidevido a aplicagdo de AP. Para 0

~

estado plano de tensdes a equagdo (1.4.6) torna-se:

. h A g
ta' « +'aa"1% & o'y ¢'aa’)® < (e’ ¢ clasy (8" 4 rlaa") ¢
“ x v b4 ~ 3 ¥

¢ A" 3 opraEt 5% = 0 (4.6.5)
Y ®y

Desenvolvendo esta equac¢do pode-se retirar o valor de “r

- BT B% 8% Al e

r = =—TAT (4.6.86)
daonde
A= (aa')? + (Aa6')? - Ac' ac' + 3(ar’ )2 (4.6.7)
M % “ v Xy
B = 2(a'Aa’ + a'ac') - a'as' - o'as' + BT’ AT’ (4.6.8)
% x vy %y vy % xy  xy
C s (a’3® » La'd® « &' o & 3te" 3% = 7 (4.6.9)
x v Y v My ;
onde | | indicam que a grandeza deve ser tomada em seu valar

absoluto e o sinal poesitivo dentro da raiz quadrada &€ devido ser

C ¢ 0. O sinal negativo antes da raiz quadrada ndo teria sentido,
- . 1 . -
pois resultaria em . r ¢ 0, ou seja, wum acréscimo de carga

negativa (ver referéncias (2], (31).

i) De todos os valore de r calculados conforme fol visto
em h, escolhe-se o menor deles que se denomina de r « D incre-
min

mento de carga S AP & necessdrio para levar o ponto de integra-
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¢d0 ao escoamento ou ao proximo vértice conforme esteja elastico
ou pléstico.
v

for maior que 1{lum) faze-se r =

bty AR it

Se o valor de

fllém deste primeiro caontrole, existe um outro que tem 2
finalidade de controlar o aumoento das tensdes, nos pontos de inte-
gqracdo jad plastificados, ndo permitindo que a tensdo equivalente
dos acréscimos de tensdo seja maior que 8% duo tensdo de escoamento
inicial. Ouando isto mtorre, adota-se um novo r que satisfaga

LEA R ]

esta condig¢do, ou seja

r

i

0.08 ———— (4.6.10)

LEAR S B FELE

Para o caso de material elastoplastico perfeito, quando

todos os pontos de integragdo estiverem plastificados, todos as

i )
“r'" seor3o nulos. Neste caso, adota-se o valor de ¢ calcul adas
Yo iy

por (4.6.10). Isto permite continuar a anédlise depois que todos os

elementos estiverem plastificados.

Calculado o r volta-se ao item c e repete-se o prao-
1
cesso.
0 calculo do r 6 idéntico para as duas andlises. Has-
LITR I
. . ” - 1 1 1
ta substituir nas equagdes (4.6.7) a (4.6.3), Az por &M, © par
bl ) i
M! , etc.., no caso da analise ndo-laminar, por &xemplo.
RV

4,.7. 0 FPrograma Camputacional

by

Com base no i1tem anterior, desenvolveu-se um programa
computaciaonal, apresentado na Fig. 4.7.1, em forma de um macro
diagrama de blocos. D usudrio deve definir sempre o diagrama ten-
sdo-deformag¢do, para os dois tipos de andlise mencionadas. Se a
analise for Laminar, o controle de plastificagdo é€ feito direta-
mente através do diagrama tensdo-deformagdo. Se a andlise for ndo-
laminar, o diagrama tensdo-deformagdo € convertido no diagrama mo-
mento-curvatura, por meio das express8es deduzidas no Capituloe 2,

e o contrale passa a ser feito por meio deste diagrama.

Intru¢des sobre a entrada de dados sdo encontradas no

Apéndice C.
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Fig.

|CONTROLE DE DESCARGA NOS PONTOS

SIM

MULTA = O

NAO

RECUPERAR VALORES DE TENSAO

E DESLOCAMENTO DO INICIO DA ETAPA

le
Y

CONTROLE DE PLASTIFICM:KO E
DESPLASTIFICAGAC DOS PONTOS

|

l RESULTADOS DA ETAPA

FIM

4.7.1 - Diagrama de blocos do praograma computacional.
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CAP{TULO S
ﬂPLICQCﬁES.NUMERIEﬂS. ANALISE DOS RESULTRDOS

Neste capitulo procura-se estabelecer algumas compara-
¢des dos resultados obtidos, através da implementagco dos procedi-

¢ A 1
mentos e apraximag¢Bes feitas nos capitulos anteriores.

Alguns resultados sdo comparados com os obtidos por di-

versos autores, outros confrontados com resultados experimentais.

Serdo apresentados, também, resultados de exemplos cons-
tituidos por um Unico elemento, que foram Uteis na depuragdo do
programa e na avaliagdo das hipbteses feitas na relagdo momento-

curvatura. 0 computador utilizado foi o BURROUGHS R10.

S.1. Exemplos com a Utiliza¢3o de Apenas um Elemento

Nestes exemplos,além de faornecer subsidios para o desen-
- "M’ -
valvimento de novos programas, compara-se o0s resultados obtidos

pela andlise laminar e nd3o-laminar para um caso simples.

Foi analisada wuma placa quadrada em balango, com
carga linear distribuida vertical na extremidade lLivre (ver Fig.

9.0 3 w3)e

DOs dados utilizados nestes exemplos s3o: dimens3o da
placa a= 10cm, espessura t=2cm e coeficiente de Poisson ©=0,325. R
relagdo tensdo-deformagdo é bilinear, sendo que E:10,053{OE N!cmg,
a constante de endurecimento H=1.808310§N!cmg e as tenséés de es-
coamento s¥o ,=8000 N/cm® e a =35000 N/cm®, (ver Fig. 5.1.b).

Adotou-se uma faixa de plastifica¢do de 10%.

R figura 5.1.1 mostra as curvas carga-deslocamento para
as andlises n3do-laminar (curva a), laminar com dois pontos de 1in-
tegrag8o (curva b) e laminar com tr8s pontos de integragdo (curva

cli;
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1800 { P(N)
(el
\,./;f./’
1600 1+ 4;.'_,’ —(a)
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{c)
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800 -

600 -
400 1
200 -
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Fig. 5.1.1 - Curvas carga-deslocamento para placa engastada-

livre.

AR principio, supunha-se que a curva da andlise Laminar
com trés pontos de integrag¢do estivesse mais préxima da. curva da
andlise Llaminar com dois pontos, do que da andlise ndo-laminar.

Esperava-se que a andlise ndo-laminar, devido as simplificagdes

feitas na relag¢do momento-curvatura e por haver uma representa-
¢do incompleta da hist6ria de tens®es no ponto de integracgdo, fos-
se a formulagdo mais imprecisa. No entanto, observa-se pela figu-
ra, que os resultados da anédlise nd3o-laminar e Llaminar com ¢trés
pontos de integra¢do praticamente coincidem. Isto deve-se ao fato
da andlise laminar com dois pontos de integragdo ndo conseguir re-
presentar, de maneira exata, as tensfes na etapa eldstica, onde se
percebe, para este exemplo especifico, um erro de aproximadamente
10%.

Como a relagdo tensdo-deformagdo é€ constituida por duas
retas, a relagdo momento-curvatura resulta definida por trés retas

(ver item 2.4). Pode-se avaliar também, através destes exemplos,



58

se os critérios utilizados para a determinagdo do panto intermedi-
4rio da relac3o momento-curvatura deram bons resultados. No Capi-
tulo 2, viu-se que a aproxima¢do do diagrama seria t3o exata quan-
to mais préxima estivesse a relag¢do tensdo-deformag¢do do material
da relagdo tensdo-deformagdo taoamada como refer@ncia. Pelos resul-

tados, confirma-se uma boa aproximacgdo.

Assim, além da depuragdo de erros -no programa, estes
exemplos mostram que as hipéteses adotadas nas relagles cons-
titutivas, deram bons resultadas. € importante notar que este tipo
de exemplo é particularmente sensivel a reiagﬁo constitutiva, pois

tem-se um estado de tens3es proéximo a flex3do pura.

¥ i
ANALISE Te6en
(seg.)
Ndo-laminar 0.572

Laminar - 2ptos| 0.785
Laminar - 3ptos| 0.801

Tab. 5.1. - Comparagdo dos tempos para a montagem da matriz

de rigidez de um _elemento.

A tabela 5.1 compara os tempos de processamento para a
montagem da matriz de rigidez do elemento, para as formulagdes

deste trabalho.

Esses tempos, devido a maneira como as teorias foram de-
senvaolvidas, no Capitulo 3, eram aguardados, pois a formulagdo nido
-laminar monta a matriz de rigidez do elemento apenas uma vez, en-
quanto que na formulagdo Laminqr esta matriz & montada tantas ve-
zes quanto forem o nimero de pontos de integragio utilizados para

discretizar a espessura.

5.2. Exemplos Comparativos

0 objetivo desta série de exemplas & estabelecer se os
resultados obtidos peLb programa sdo coerentes. Nos exemplos ante-
riores, comparou-se as andlises ndo-laminar e Llaminar entre si.
Pretende-se aygyora comparar os resultados da placa do exempla 5.1

com o estado plano de tens3es e deformagdes.

Para efeito de comparagdo com o estado plano de tensdes
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e deformag8es, tomou-se uma viga em balango com uma carga concen-
trada vertical na extremidade livre (ver Fig. 8.2.17). A wviga ten
um comprimento 1=10cm, se¢do transversal com altura itgual a espes-
sura da placa t=2cm e uma base b=lcm.

0 material que compde a viga é, evidentemente, 0 mesmo
da placa.

A figura 5.2.1. mostra as malhas de elementos finitos

utilizadas e as curvas carga-deslocamento obtidas.

q (N)
—— Viga - EPD
——== Viga - EPT
2000 1 - — - Placa -V 0,325
Placa -V = 0,45
1500 -
1 000
' 7 VIGA
500 Vs T 7 | e PLACA ENGASTADA LIVRE
| 74 [ { 5 15 100 ELEMENT
21,__¥ | S . . - ——— = oS
 eERdEREREEE
7,
A
40 ELEMENTOS
%
- .6 et & ] o —_— . — et e e g - e —— —————
0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 L0 6 (cm)
Fig. 5.2.1 - Curvas carga-deslocamento para a placa e a viga

em estado plano de tens3es e defaormagdes.

A curva obtida pela andlise da viga em balango no estado
plano de deformag8es estabeleceu um limite superior, enquanto que
os resultados da andlise considerando a viga em estado plano de
tens8es definiu um limite inferior para os resultados da placa em
balango. Os resultados da placa, mostrados na figura acima, foram
obtidos através da andlise laminar com tr@s pontos de integragio

na espessura. A placa também fol analisada pela formulagdo Llami-
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nar, com dois pontos de inteqrac3o na espessura, e ndo-'inear. As
curvas resultantes s3%o praticamente coincidentes com a mostrada na

figura 5.2.1, que por raz8es de clareza n3o0 foram representadas.

A malha de elementos finitos da placa fai refinada ate
conseqguir representar as curvaturas que aparecem perpendiculares
as curvaturas principals, no plana YZ. Estas curvaturas ocorrem
devido ao coeficiente de Polisson impedido g tém sempre  sinal
oposto as curvaturas na dire¢do de flexdo (denominadas curvaturas
anticlasticas). D coeficiente de Poisson impedida aumenta a ri-

gidez da placa.

A figura 5.2.%1 mostra que os resul tadaos da placa sdo

cuerentes. & A

Especificamente, na andlise da viga em estado plano de
deforma¢6es teve-se problemas de incampressibilidade nos elementos
[6]1. Foi necessdario refazer a andlise tornando-os compressiveis,

pois a rigidez da viga era maior que a rigidez real.

Fez-se ainda a anédlise da placa para um coeficiente de
Poisson #=0,45. Pode-se ver pela figura 5.2.1 que a curva tende a

aproximar-se da curva do estado plano de deformagdes.

5.3. Placa Totalmente Engastada sob Carga Uniformemente
Distribuida

Neste exemplo, analisou-se uma placa quadrada, engastada

em seus bordos, sujeita a carga uniforme.

A placa tem dimensdo a=254mm, espessura t=2,54 mm, mbédu-
lo de deformac¢do longitudinal E=85,3I¢N!mmz e coeficiente de Pois-
saon v=0,3. A relag¢do tensdo-deformag¢d3o foi aproximada por uma po-
Ligonal com quatro retas. As tens8es de escoamento sdo: cn=°55,
Gé=308, cg:BBG e 0= 360N/mm°. Os endurecimentos s#o: Hj=165418,
H2=19582 e Ha=8328N!mmz

Pasteriormente, os resultados sdo comparados com a ané-
Lise numérica feita por BARNARD e SHARMAN [1]. DOs autores anali-
sam flexdo de placas elastoplasticas pelo método dos elementos
finitos. Utilizam um elemento finito hibrido com campo de tensdes
arbitradas. 0 critério de escoamento é de PRﬂNUIL-REUSS(HISES} e o

endurecimento € assumido isotropo. O método de solugdo numérica

adotado para resolver problemas ndoc-lineares, foi o método incre-
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mental com forgas

Devido a dupla simetria,
As curvas deslocamento-carga adimensionais e a malha de

finitos utilizada,

0,50
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residuais.

analisou-se um quarto da placa.

elementos

s3o0 mastradas na figura 5.3.1.

0, 45
laminar - 3 pontos
~——— Barnard 8 Sharman
0,40 —-~—-— ng0- laminar
]
0,35 ] laminar ; II
] /
. l
0,30 ] !
! /
/ ]
0,25 / ! Barnard
, /
!
/ /
0,20 — X — / /
/ /
;><:f ELEMENTOS /
/ /
0,18 : /
/ /
/ /
/ //
0,10 Y P
4 pd
7 //
-
0,05 s o
) 0,5 1,0 1,5 2,0 2,6 3,0 3.5 /@
Fig. 5.3.1 - Placa quadrada engastada sob carga uniforme.

tribuida adimensionais (p']),

0 deslocamento do ponto central ({) e a carga dis-
580 definidas como:
w D~
at?a?
E S
_ 2qa
3mt?
E S
onde w_denota o deslocamento do ponto central da placa, g denota

EOCOLA DE ENGENHAR
BIBLIOTECA
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carga uniformemente distribuida e D é a rigidez a flex3do de pla-

cas, isto &

a
Et

TR i)

V8-se pela figura 5.3.171 que as resultados s3o proéximos
até certo nivel de carga. No ponto da curva marcado com um X as
tensdes equivalentes na placa ultrapassaram a tensdo Limile,64=380
N!mmq, e o programa parou. Analisando-se os resultados, observou-
se que o deslocamento do ponto central, ainda na etapa elastica, €
aproximadamente tr€s vezes o valor da espessura. Isto é€ incompati-
vel com a hipbtese de pequenas,deformagﬁeﬁ, onde a maioria dos au-
tores admite que os deslocamentos tenha, como lLimite metade da es-

pessura da placa. Em nenhuma parte do referido artigo, os auto-

res mencionam a hipb6tese de grandes deformag@es. Majorou-se o wva-
lor da tensdo limite e obteve-se, apenas para comparagdo, o res-
tante da curva. Fica evidente que houve erro na conversdo de uni-

dades.

S.4. Placa Simplesmente RApoiada sob Carga Uniformemente
Distribuida

Neste item, compara-se as curvas carga-deslocamento adi-
mensionais para uma placa quadrada simplesmente apoiada, discre-
tizada com 9 elementos finitos, determinadas através da andlise
numérica com as curvas obtidas, também numericamente, por UEDA e

YAD (201.

Os autores resolvem problemas plésticos pelo métoda dos

elementos finitos. Utilizam um elemento triangular Llinear com trés

graus de liberdade por né, ndo conforme. Trabalham com o critério
de escoamento de MISES, para o exemplo em questdo, e consideram o
material elasto-plastico oerfeito. O método numérico utilizado &
chamado pelos autores de "MéTODO DOS N6S PLASTICOS".

A placa analisada € quadrada com a=1200mm, espessura
t=60mm. As caracteristicas mec8nicas do material, s¥%o: médulo de
deformag3o E=210000N/mm”, coeficiente de Poisson ©:0,3 e tensio de

escoamentao a;:ZBON!mmz.

A figura 5.4.1 mostra as curvas carga-deslocamento adi-

mensionais obtidas da andlise numérica deste trabalho e dos auto-
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res, bem coma a malha usada na discretizagdo.

Observa-se que os resultados faram préximos aos obtidos
pelos autores. Teve-se alguma dificuldade em ajustar os resultados
da anidlise nio-laminar, principalmente devido a localizagdo do

ponto intermedidrio no diaarama momento-curvatury

30 4+ Mo 2
o L
1
M= '
. = -1
|
l
25 4
1 / _______..-u:--':: ____________ =
VA —
% /4/
b/
0 | /,
//
/
1/ a
/ ERREFRENN
R i
5 | 1 NAO LAMINAR
| [Tt -———- LAMINAR - 2 PONTOS
0+ | ) —-—— LAMINAR - 3 PONTOS
1: v o —-— UEDA & YAOD
b S
5 -
} e s e i e i e 4 4 ——
o o, 0,2 0,3 0,4 0,5 w
t
Fig. 5.4.1 - Curvas carga-deslocamento para uma placa quadra-

da apoiada saob carga uniforme.

Adotanda-se um valor para K préximo da unidade consegui -
a-se uma melhor aproximagdo da curva na regifo mais fortemente ndo
linear, mas em compensa¢dao, a curva convergia para os resultados
dos autores em umnivel de deforma¢d3o bem maior. Assim, apbés wva-
rias tentativas, tomou-se K=1,35, em que tentou-se obter um meio
termo, 1sto é, uma curva que convergisse aos resultados do artigo

sem perder a precisdo numérics.

Nenhuma andlise conseguiu uma boa aproximac¢do dos resul-
tados na regido mais fortemente n8a-linear, o que leva a crer que
os auvtores utilizaram uma relac¢lio mamento-curvatura aproximada por

duas retas, senda a segund3 reta horizontal, para representar o
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comportamento do material elastopldstico perfeito.

R carga limite da placa foi de aproximadamente 1120N/cm®

A faixa de plastificagdo foi de 10%.

5.5 Placa Circular Apoiada sob Carga Concentrada

Nesta série de exemplos, pretende-s& comparar os resul-
tados obtidos experimentalmente por HUNSAKER [10], com a teoria
desenvalvida nesta dissertagdo e os resultados apresentados npor

GROEHS [71.

GROEHS considera a placa circular um corpo axissimétri-
- . ¥ . . . . .
co. Utiliza um elemento finito" axissimétrico isoparamétrico linear

campressivel, no regime de grandes deslocamentos.

A figura 5.5.1 maostra a malha de elementos finitos uti-
lizada. Como o elemento é retangular héd uma natural dificuldade em
representar o contorno da placa. Os n6s marcados com um X estHo

com aos deslocamentos verticais (w) impedidos.

T p.3
\\X ]P
AN

T ]txo,6642 cm

\ 1 e
]__ M= 6,6294cm |

Fig. 5.5.1 - Malha de elementos finitos utilizada na discre-

tizagdo placa circular apoioada.

A placa circular tem raio r=6,6294cm, espessura t=0,6642
cm, E=70651MPa, ©=0,325 e uma curva tens%a—defurﬁagﬁn definida pe-
los pares ordenados (£=0,000835;2=70,3MPa), (£=0,0131;a=140,6MPa),
(£=0,04502;>=136,8MPa),(£=0,118; @=253,1MPa) e (£=0,36311; @=337MPa)
Ds valores de H correspondentes as quatro retas de endurecimento

sdo respectivamente: B6327MPa, 4200MPa, 779MPa e 346MPa. A carga
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fol cansiderada concentrada no centro da placa.

1 analisec experimental considerocu a placa em grandes de-
formagBes, por isso limitou 3s Curvas até deslocamentos caompati-

veis com a hipotese de pequenas deformagdes.

P{kN}

6
b
s
NAO- LAMINAR
// : ~——— LAMINAR - 3 PONTOS
4 ! — o EXPERIMENTAL
wmiom.w  GROEHS
3
2
i
e s ¢ t U L - 4 S R e e o s ¢ g e e
o Lo L LS 2,0 2,8 3,0 3,5 40 . A8 5,0
deslocamento no centro da placa {mm)
Fig. 5.5.2 - Curvas carga-deslocamentos para uma placa

circular sob carga concentrada.

Pela figura 5.5.2, vB~-s5e que a andlise laminar, com trés
pontos de integrac¢io na espessura, praticamente coincide com os
resultados experimentais. Hs curvas tendem a se afastar quando oas
deslocamentos aumentam. Isto ocorre porque a mudanga de geometria
da placa faz com que os esforgos de membrana passem a3 ser signi-
ficativos. Evidentemente, este efeito ndo pode ser simulado, admi-
tindo-se a hipétese de pequenos deslocamentos.

Os resultados obtidos pela formulag8o ndoc-laminar nido

foram tdo precisos quanto os da formulag3o laminar. Pode-se expli-
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car oste fato pela relagido tens3o-deformac@o adotada pelo autor.
Conforme foi visto no Capitulo 2, a relagdo mamento- curvatura €
sensivel a variag¢des bruscas no valor das 1inclinagbes das retas
que compdem a poligonal da relagdo tensdo-deformagdo. Ndo foi pos-
sivel uma melhor apraximagdo das curvas, pois o0s autores ndo for-
nocem a curva tensdo-deformac¢do, mas apenas os pares ordendos que

as definem.

flo contrario do que acontece com GROEHS, os resul tados
mostram que n#o houve qualquer problema de incompressibilidade dos

elementos.,

S5.6. Placa Circular sob Carqa p \Jescarga

Para finalizar esta série de exemplos, estudou-se uma
placa circular de mesmas caracteristicas geométricas da placa an-
terior. As caracteristicas mecdnicas do material, neste exemplo,
sdo: E=70651MPa, 1=0,325 e a curva tensdo-deformagdo €& dada pelos
pares (£=0,0007396;0=56,24MPa),(£=0,0025;2=84,36MPa), (£=0,0325;
a=126,54MPa) e (£=0,1;0=246,05MPa). 0Os endurecimentos que corres-
pondem as trés retas s%o: 21531,56MPa, 6855,2MPa e 1341MPa, respe-
ctivamente. ¢ aplicada uma carga concentrada no cento da placa que

cresce até um determindo valor, depois decresce até zero.

A malha de elementos finitos &€ a mesma do exemplo ante-
rior.

Novamente, comparou-se os resultados numéricos com

HUNSRAKER (101 e GROEHS (71].

Vé-se pela figura 5.6.17 que o0s resultados obtidos na
andlise laminar, utilizando trés pontos de integragfo, foram muito
bons, coincidindo com os dados experimentais. Como no exempla an-
terior, o0s resultados da andlise ndo-laminar ndo foram t3o preci-
sos quanto da anédlise laminar. R justificativa para isto, &€ nova-

mente, a aproximag¢do do diagrama momento-curvatura.

Neste exemplo, GROEHS considera a andlise em deformag@es

infinitesimais e representa a placa, como no exemplo anterior, co-

mo um corpo axissimétricao.

0 problema da incompressibilidade ndoc foi detectado,
talvez porque a andalise de placa seja andloga ao estado plana de

tensdes.
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Segundo GROEHS, prablemas de estado plano de deforma-
¢des, axissimétricos e tridimensionais podem apresentar resultados

inadequados.

Muitas vezes, para um material elastopléastico perfeito,
paor exemplo, o resultado obtido através do método dos elementos
finitos & mais rigido, se comparado com os dados experimentais. A
causa deste comportamento €& devido ao fato que o estado de defor-
macdo proximo a carga Limite, é altamente restringido, ou seja, os
incrementos de deformagdes serlam lncompressivels.

Para resolver o problema a referéncia prop8e a modifica-
¢3o do funcional a ser minimizado, ou ainda, a ado¢do da 1integra-
¢do reduzida, que seqgundo ZIENKIEWICZ (271, € equivalente a alte-

ragdao do funcional.

}HkN)
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7
6 + 4!
v !
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-, / .u,
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g // / /f
il /
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/ fi
| |
/ A
3 /’ NAC LAMINAR
S LAMINAR - 3 PONTOS /EXPERIMENTAL
/ —w—u—= GROEHS -
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/
- /
/
f.'
/
i/
4 - _— /"‘ + L + + + e
o 0,2 0,4 ° 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,8 1,8 2,0
deslocamento no centro da placa (mm)
Fig. 5.6.1 - Curvas carga-deslocamentaos para uma placa

circular sob carga ciclica.
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5.7. Tempos de Andlise dos Exemplos

A seguir apresenta-se, em forma de tabela, os tempos

computacionais gastos em todos os exemplos rodados.

¢ importante notar que estes tempos ndo sdo diretamente
compardveis com tempos publicados por outros autores, pois os
equipamentos utilizados sdo os mais variados "passivels e apresen-

tam velocidade de operagdo diferentes (ver ‘referéncia (71).
A tabela mostra também o numero de etapas necesséario em
cada exemplo.

Em todos exemplos, tanto a faixa de plastificacdo como o
e A

incremento de carga foram tomados 10%.

EXEMPLODS gTapns | TEUPDS
(seg.)

Ndo-laminar 66 8.3

1 Laminar - 2 ptos 63 83
Laminar - 3 ptos 61 T4 ;2
Ndo-laminar 152 201 ,1

2 Laminar - 2 ptos 145 2587,8
Laminar - 3 ptos 140 266,0

3* Ndo-laminar 16 50,2
Laminar - 2 ptos 20 55,2
Ndo-laminar 34 230,0

4 Laminar - 2 ptos 41 297 ,4
Laminar - 3 ptos 45 30T .7

g| Néo-laminar ’ 54 269,6
Laminar — 3 ptos 51 497.5

5 Ndo-laminar 55 277.7
Laminar — 3 ptos 42 335.6

¥ Tempos até a tensdo equivalente ultrapassar a tens3io fornecida

pelo autor.

Tab. 5.7.1 - Tempos de andlise dos exemplos.



CRPI{TULO 6

CONCLUSBES E SUGESTGBES

6.1. Conclusdes

Com base no desenvolvimento tebébrico e naos resultados ob-

tidos apresenta-se a seguir algumas conclusdes deste trabalho.

Sd0 evidentes as vantagens de uma Llinguagem orientada,

tornando bastante simples o uso do programa.

Os resultados foram satisfatbérios para todos os exemplos

considerados.

As hipbteses adotadas na defini¢3o do diagrama momento-

curvatura deram bons resultados.

A andlise lLaminar com trés pontos de integragdo deu os

melhores resultados.

Como era esperado, a andlise ndo-laminar mostrou-se mais
economica, computacionalmente, do que a andlise laminar. A anéali-
se ndo-laminar pode tornar-se vantajosa, desde que a aproximagdo

do diagrama tensdo-deformagdo seja a melhor possivel.

A andlise n¥o-laminar para os materiais com comportamen-

to elastopldstico perfeito ou para materiais cujo diagrama tensdo-

deformagdo foli aproximado por duas retas, mostrou-se sensivel a
localizagda do ponto intermedidrio que define a diagrama momento-
curvatura (ver item 2.4).

—_

6.2. Sugestdes

Embora a linguagem orientada tenha vantagens evidentes,
a implementag¢do de uma geragdo automdtica de malhas de elementos

finitos é importante.

D comportamento do material, neste trabalho, foi consi-
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derado is6étropo. Poder-se-ia implementar a andlise com endureci-

mento cinemdtico ou misto, isto é, i1s6tropo-cinemdtico.

Alguns exemplos ndo deram melhores resultados principal-
mente por causa da aproximag¢do grosseira do diagrama momento-cur-
vatura. Seria interessante a possibilidade de aproximar-se o
diagrama momento-curvatura de maneira exata, a aartir do éiqrama

tens3o- deformag¢do, aoc invés da aproximag¢do por poligonal.

Para tornar a andlise mais geral, dever-se-ia imolementar
a andlise ndo-linear geométrica para placas, levando em considera-

¢do a energia de deformag¢do do esforgo cortante.



APENDICE A

Neste apéndice pretende-se demonstrar que as relagdes
bdsicas da teoria cléssica da plasticidade, expostas no capitulo 1
e utilizadas no capitulo 3, tanto podem ser expressas em tensdes

como em resultantes de tensles.

A.1 Aditividade das Curvaturas

No capitulo 1, viu-se que a deformagdo especifica longi-
tudinal pode ser calculada pela soma da deformagdoc elédstica e

pldstica, ou seja
gl = e® 4 ¥ (A.1)

Sabe-se que hd uma rela¢do Linear entre deformagdo elds-
tica e curvatura eldstica, devido a hipétese de Euler-Bernoulli,
como também deve existir uma dependéncia linear entre deformagdo

total e curvatura total. Assim, pode-se escrever
% 4"z (A.2)
£ = % 2 (A.3)
Como a soma de expressdes lineares resulta emﬂuma outra
expressdo linear, pode-se dizer que

eF= xpz (R.4)

Assim, substituindo (R.2),(A.3) e (A.4) em (A.1), e sim-

plificando z, obtem-se

p Al SR (R.5)
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R.2 Funcdo de Escoamento

A funcdo de escoamento de MISES, para o estado plana de

Eensﬁes, é

oz+az-crcr + 37T = k (A.B)
X Y

De maneira genérica, pode-se dizer que existe uma rela-

¢¥0 entre tens¥es e resultantes de tens3es, da forma

M. = O« : (R.7)

" H

PR §
M = O & (R.8)
b4 P4
M = T o (R.9)
ny Ry

onde & & uma -constante positiva. Substituindo as express@es acima

na equag¢do (A.6), fica

M M2 MZi . MM 52
N ¥ . % BY . = ¥ = (A.10)

Z 2 P 2 <

x =t & o o

ou

2 Z A d

ME + MZ 4+ 3M° - MM = K €A1
x v Xy "oV

Uma demonstragdo semelhante pode ser encontrada em
PRAGER [171].

A.3 Narmalidade

No capitulo 1, a relagdo entre a taxa de deformag@es
pldstica e o vetor de fluxo a, conhecida como normalidade, & es-

crita como

af

Ip _
BV ie aa

(R.12)

Comparando as express®es (A.6) e (A.11), pode-se afirmar

que
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of _of
69 = Sﬁ ¢A.13)
Lembrando a expressdo (A.4), (A.12) torna-se
P .o
x Z = A —-&-ﬂ-—- (9.14}

N A . . -
Definindo A = — @ expressdo acima fica

A P . (A.15)

£



APENDICE B

CASCARS POLI1¢DRICAS

B.1 Introdugdo

Neste apéndice descreve-se o procedimento para determi-
nar a matriz constitutiva elastopldstica de estruturas denominadas
de cascas poliédricas. Cascas @atiédricas} ou fqlhas poliédricas,
sdo definidas geometricamente como wuma assoclagdo espacial de

vdrias placas (para exemplos, ver referéncia (8]).

A determinacd3o da matriz constitutiva elastoplédstica &
feita a partir da hipbtese que esforgas de flexd3o e membrana estdo

dissoclados.

B.2. Matriz Constitutiva Elastopléastica

Caoamo o método de resolug®es de problemas ndo-lineares,
descrito no Capitulo 4 & geral ,somente com alyumas pequenas alte-
racdes & possivel adapta-lo para cascas poliédricas. Para 1isto,
basta desenvolver a matriz constitutiva elastoplastica para o caso
especifico em gquestdo (como foi realizado para o caso Llaminar e

ndo laminar).

Reescrevendo a fun¢do de escoamentode MISES, wvista no

Capitulo 1, tem-se
crz+r:r:-crcr N (B.2.1)

Além disto pode-se escrever para as tens8es de membrana

me & k1k ﬂym = k2k Txym N k3k (B.2.2)
Para as tens8es de flexdo pode-se escrever

a3 = = {5 E 2

o f L,Ik G‘y{. lzk nyf .L3k (B.2.3)

As solicita¢Bdes de membrana podem ser representadas na forma

adimensional como
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(B.2.4)

M

(B.2.5)

(B.2.6)

(B 2.7

(B.2.8)

(B.2.9)

obtem-se

B:2.109

(B.2.8) em

B k ]
nx 2 NXHN0 = k1katfﬂ1t = k1 | 01 ‘
n 4
X 1
6y k1 T o k
= N / N = kkatla. .t = k k JA
Ty T Ty w g e o
n a
i} y 1
gy kZ T o k
= N / N = J=kabia.t = k k]n(
Xy Xy 3= & 2 ay i
n (a3
B} y 1
au kZ T k
Substituindo a equagdo (B.2.2) em (B.2.1),
- z 2, 2 B B 2
k1 k - k1k2 k + kz k + 3k3 k = k
que substituinde as equag¢les (B.2.5), (B.2.7) e
(B.2.10)
z z z z z 2 =
n 01 ) N ny ) + n ¥ c . n iy a
o« k2 az kz az k® az k®
Donde
2
z F z k
n" - n n +n + 3n =
X X oy y XYy 2
0'1

De maneira semelhante, as solicitag¢les de

ser representadas sob a forma adimensional, por

_ _ 2 ) z 2
m, = Mx / Mo = ( L1kt /4 L1k(at) I4)I(Oét 14)
L1k . Gé m
m = (1-0{) -» L =
X Oe 1 k 1_@3
mv = My / HD = (lzkt 14 - lzk(at] f4)f(OEt 14)

£B.2.119

« (B.2.,12)

flexdo

podem

(B.2.13)

(B.2.14)

(B.2.4%)
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lak . & my
— - = 2
my = Cl-a 3 la ” > (B.Z.1T8)
e 1~ox
2 2 2
m = M I M = (l.kt" 14 - L k(at) 14)I(a t7/14) CB.2,.74)
Xy Xy 0 3 3 e
Lak a “m
m = (1-¢2) + - y ¢B.2.18)
Xy G 3 k 2
e S

Substituindo (B.2.3) em (B.2.1), tem-se

2 2 2 2 o R
] k L1L2 k© + L2 k™ + 3 13 k™ = k;; (B.2.19)

usando as equagbes (B.2.14), (B.2.16) e (ﬁ.2.18] em (H.E:TSJ

0’2 m2 0'2 m m 0'2 mz . 0_2 m2
e X : e £ ¥ . e y + 9 e i =
k2 (1-aD) k2 (1-o7) k2 (1-%) k* (1=a)
(B.2.20)
Donde
2 2 k2
m> - m m +m> + 3m 5 {1~a")2 (B.2.213
x x y Y y O_2
e
Representando por
g _Z 2 2
m- o= m m rrty + my + 3 mxy CB. 222
2 2 2
"= A n, ny + ny + 3 nxy (B.2.23)

Usando a equag¢do (B.2.22), pode-se reescrever a equa-
¢do (B.2.21) como

Im] = —— (1-a®) (B.2.24)

a

Pela equagdo (B.2.22) e (B.2.24)

2 2 k2 62
n = & -+ az = e n2 (B.2.25)

£ @

e
Donde
a® a3
_k _ e 2y .k e 2

W e == 1) ) = --E_T % s, (B.2.26)
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a3
Fefm] + 2 n® - ‘; (B.2.27)
e
Tomando a derivada total em relac¢do ao tempo:
. 9 F - o F - 9F
F = —3_:_ m o+ — o no+ _E_E_ k (B.2.28)
Fazendo
(9F  9F
T _ 4 r .
N N B (B.2.29)
T aF IF SF IF oF SF d F
g - { an an an am Jm om } - { J s } (B8 301
X Y Xy X Y Xy ~
sendo
s’ = { am } (B.2.31)
e
1 dF
E - " T T}E— (B.Z.BZ)
assim
T
a s ¢+ A.E (B.2.33)
A equagdo (B.2.28) pode entdo ser reescrita
g F aF

L ~

Supondo vdlido o principio da aditividade das taxas de
curvatura eldstica e plidstica e dos deslocamentos eléstico e plas-

ticas —

6p
.E } + { "p } e ‘f-)e + l-}p (8.2.34}

R relag8o entre as taxas de deslocamentaos ﬁe e taxas de
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solicitagfes é 6 dada por

5 5t (B.2.35)

R rigidez Qs pode ser calculada, lembrando que a equagdo

(xxxxx) e a definigdo dos esforgos adimensionais, dados por

n=N/N . e m o=k MM (B.2.36)
e ~ o el . ]

Sabe-se também que para as taxas, de momentos especifi-

cas e curvaturas elasticas

;
v . . A ;
M= DYz (B.2.37)
onde
¢ 2
0D = 5 D (B.2.38)
Donde
ta ‘e m ‘e -
onde
m ta
D = 12 MCI D (B.2.40)

Por outro lado, a relagdo entre taxas de tensdoc de de-

formagdo especifica eldstica é

é = ée (B.2.41)

o

pode-se obter uma relagdo entre taxas de solicitagdes e deforma-

¢8es de membrana

N = | & odn (B.2.42)
A
onde dA = dt
Assim
. l-.‘z . .
N = J a dt = ot (B.2.43)
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ou N=tD¢® (B.2.44)
como
ge - B &° (B.2.45)
obtém-se
N=tDB & (B.2.46)
Pela equagdo (B.2.36)
n = -é,-_rg gé& = 0" & (B.2.47)
o
onde
0"+ =D B (B.2.48)
0

Pelas equagles (B.2.47), (B.2.48), (B.2.39) e (B.2.40)

CH.2.48)

Supondo vdlido o principio da normalidade pelo qual a
taxa de deformagdo plédstica serd perpendicular 3 superficie de es-

coamento

T

5 p _ a

» =X TS (B.2.50)
Usando (B.2.34), (B.2.49) e (B.2.50)

2 g & i Jg F

y =D s+ A e (B.Z2.51)

Pré-multiplando ambos os lados por —g—g— gs

-
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g F 5 _ 3 F s &1 -
-— D" p=XRB + A 5s D 5 s (B.2.52)
Lembrando
§FT s a8 FT s OF
£ .
—_— D° n» = » [ A 4 55 D 3 ] (B.2.53)
Donde
J FT DS =
5] 5 .
p = = (B.2.54)
8 F S g F
A + 3 s 9 5 e
« %
que substituida na equag¢d3o da normalidade (B.2.50)
8F OF" 8
) Jd s s ~ 9
Pr = 2 (B.2.55)
dF' s @8F
At “FE
Combinando (B.2.34) e (B.2.35)
s =D° (y-3°) (B.2.56)
Donde usando a (B.2.5%5)
T
s 8F d F s
s = D~ - . 3 F = 5F b)) (B.2.857)
a s -~ g s

Particularizando as
tragdo, tentar-se-4

¢do0 do material. Da

expressdes acima para 0o caso de corpo em
expressar A em fungdo da curva tensdo-deforma-

equa¢do da normalidade (B.2.50)

= +p a F £ o F -
A I 7€ 7S B ou —— C FE >/ p
(B.2.58)
que substituindo na (B.2.32)
_ _ 9dF 1 OF - &8 F 1 g F -
X J s -p J k k = 3 o D e K (B.2.58)
"~ 0 B 1) nij
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onde
o) :
R A 5 F 5T (B.2.60)
a s. a k
Da expressdo (B.2.27) pode-se escrever que
a 2
aF . e 2. b g I 1)
-5 - = n 5, e T2 N (B.2.6

Para um corpo submetido a tragdo simples, apenas ter-se-

& somente ¢, = n, " 0 e as demais S, - 0 para i,jJ " 1. Para este
caso tem-se nz = n? & szaz
e
Gé z k
Fegliont-Xaeo (B.2.62)
e
onde
a
a F . 4 Z— “e _
3 o ¥ g " R e n, = 2 (B.2.63)

substituindo em (B.2.60)

‘p
‘ T 1 ' p
k = A - = A — ﬁ1 (B.2.64)
) A k
1 1
S B
e e T,
onde g as .
= i 1 _ 4
k = 2 l Oé - + =] # = (B.2.65)
k 2] e
Pode-se escrever que
A6 B & et K (B.2.66)
2 a doP
] o T
1 i

onde dk!dn: € a inclinag¢do no diagrama (ni,nf}.



APENDTICE C

ENTRADA DE DADOS

C.17. Introdugdo

T ¥
Este apéndice descreve os principias comandos do sistema

ESFINGE. A entrada de dados & feita através das seguintes etapas:
a) Dados de Malha

b) Dados Estruturais
c) Dados de Carga
d) Dados de Andlise

0 problema deve caomegar e terminar com os comando TITULO

e FIM.

A malha ou geometria dos elementos é definida na etapa

DADOS DE MALHA. DOs comandos especificos desta etapa sdo:

COORDENADRAS
COORDENADAS MULTIPLAS
SIMETRIA NODAL
SEMELHANCA NODAL
CONETIVIDADE

CONETIVIDRDE MULTIPLRS
SEMELHANCRA DE CONETIVIDADE
TIPO DE ELEMENTOS

ORDEM DE NODS

O0s quatros primeiros comandos sdo wutilizados para
especificar as coordenadas nodais, em forma individual, multipla
ou aproveitando simetrias e semelhangas. Os prébximaos trés coman-

dos sdo UGteis na especifica¢do da conetividades dos elementos, em
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forma individual, multiplas ou aproveitando semelhangas. 0 comando
do TIPO DE ELEMENTOS serve para especificar o tipo de elemento que
se deseja wusar. (Com o comando ORDEM DE NOS pode-se, apbs
especificar as coordenadas explorando semelhangas e simetrias ou
usando o comando COORDENADAS MULTIPLAS, reordenar internamente os
nés de maneira a obter, com a conetividade fornecida, a menor lar-

gura de banda possivel.

Na etapa DQDUS ESTRUTURAIS pode-se especificar os

seguintes comandos:

CONSTANTES
CONSTRANTES PLASTICAS
PROPRIEDADES
RESTRICGES NODAIS

0 comando CONSTANTES permite especificar as constantes
fisicas como o médulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, mé-
dulo de elasticidade transversal, etc. No comando CONSTANTES PLAS-
TICAS pode-se especificar dados sobre a relagda tensdo-deformagdo
do material, limites de escoamento, incremento de carga, faixa de
plastiticagdo e limite de deformagdoc. Em PROPRIEDADES especifica-
se dados como: espessura do elemento, drea da segdo transversal,
momentos de inércia, etc. As condi¢Ues de contorno sdo especifica-
das através do comando RESTRICGES. Neste comando sdo fornecidas
informagdes sobre restri¢les nodais, vinculos eldsticos e rotagdo

de noés.

0 carregyamentos é especificado na etapa DRADOS DE CARGA.

Nesta etapa tem-se disponiveis os seguintes caomandos:

CARREGRMENTD

CARGAS NODAIS

INCOGNITARS PRESCRITRAS

Outros comandos como CARGA NOS ELEMENTOS, PESO PROPRID E

VARIACAD DE TEMPERATURA NDS ELEMENTDS est3¥o oprevistos mas ainda
ndo disponiveis. Com o comando CARREGAMENTD identifica-se o carre-
gamento a ser especificado. Para o caso de anédlise pldsticas, sem-
pre tem-se lGnico carregamento. 0 comando CARGAS NODAIS permite

fornecer as cargas aplicadas nos nés da estrutura, assim como o
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comando INCOGNITAS PRESCRITAS especifica deslocamentos 1impostos

nos nés da estrutura.

Na etapa DADDS DE ANALISE fornece-se dados sobre o tipo
de andlise (eldstica, fisica, geométrica)l, sobre o tipo de endure-
cimento (isétropo, cinemdtico, etc...), sobre a teoria a ser uti-
lizada (v. MISES, DRUCKER-PRAGER, etc...) e sobre o método de
solugdo a ser usado (método incremental, NEWTON-RAPHSON, etc..).

‘A seguir apresenta-se a sintaxe dos comandos menciona-

dos.

C.2. Comandos

v A

TITUL) —— "titulos" ——m—mm—m

57, S Se———
COORDENADAS
(nome dos NOS) ————y ] (X) r (Y) P o (Z) r g | N I

COORDENRDRS MULTIPLRAS
(lista de nomes de N6s) ——p INICIO =— | {X)r1 (Y)r2 (Z)r3 | —

— FIM ———— | (XD, (Y)r, (Z)rg | 4|

SIMETRIA NODAL
(lista de N6S) e—= COM — (lista de NO6S) e—= (esp. simetria) —+|

tesp. de simetria) 1y =

EIXO X >

Y »
Z >

————3p RETA ————— (esp. de ponto) —— <(esp. de ponto) —-

te—————p PLAND ———(esp. ponto)—(ep. ponto)—(esp. ponto) -

— XY

— Y7 —

Y -

CONETIVIDADE

(nome do elemento) —— (lista de noés) —————;]

CONETIVIDADE MULTIPLA

(lista de elementos) — NOS —— (lista de nés) —s PASSO — i1+

SEMELHANCA DE CONETIVIDADE
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¢(lista de elementas) J— MAIS — ir'_' IGUAL — <(Llista elem? J—-»[

SEMELHANCA NODAL

¢(lista de nés» —LCDM — | X Fig Y " Z g | ——|

— IGUAL —— ¢(lista de nas? | > ,

RESTRICOES NODAIS
(lista de nés)—— TOTAL >
— INCOGNITAS —— (lista de incognitas) —I—u]

KM r, KM r

| Tyry Toln Taty Kooy Kove K 0 RM Ry KM 6 KN #g |—

TIPD DE ELEMENTO
(lista de elementos)———— (tip0) ————— |

CONSTANTES
(lista del elementos) ———— | Er,l Grz F‘GISSDNP3 F’ESDr“4 | —

By F!LFF]PS EIETI:I.'*|3 | |

PROPRIEDADES
(lista de elementas) —l—p ESPESSURRA * » |
f———— AXr1 Fer-Z F!Zra IXr4 IYr5 I_ZrB
| S EYP7 EZ?S >
L SECAD0 <(nome de segdo) —— ¢(lista de dados)——d
CARREGAMENTD } (name}) ‘
I—-»EDMBINQDDS—I
CARGAS NODAIS
¢lista de no6s) 1 » FORCRA | Xr,l er ZrEI [——-——-p |

1 » MOMENTO ] )(r‘,1 Yr2 ZP3|—-—> |

INCOGNITRS PRESCRITARS

(lLista de nésy» INCOGNITAS -—I—p {nome de incbgnitas) —J—> |

-

ORDEM DE NOS y (lista d 6s)
: T- : I ista de nés




ANALISE—— ELRASTICAH

CONSTANTES PLASTICAS

A) CURVA

86

—— FISICR PD —
— FISICA GDP—

——— GEOMETRICA ——

— ISOTROPD —
o CINEMATICO—| VON MISES
L ANISOTROPO-| RUCKER PRHAGER—
L END1 TED1
L END2 TEOZ ‘l
—INCREMENTAL ——~
41 NEWTON RAPHSON—-
- PRO1 i v
“Leroz —
¢

(lista de elementos)——— EN[]URECIMENT[]—pr,I r

B) LIMITES DE ESCORMENTO

(lista de elementas)—rUﬁLDRES—-—n,l Po Fgq P, o0

C) INCREMENTO DE CARGA
D) LIMITE DE DEFORMACAD

EP PERFEITO

DUAS RETAS —m7 ———

TRES RETAS —— ——4
QUATRO RETAS —————

CINCO RETAS ————1
SEIS RETRS —m—rr]
SETA REATAS — -
0ITO RETAS ————
NOVE RETAS ————————

DEZ RETHS seccee e g

EQUARCAD y

3

¢(lista de elementos) ——VALORES ———— Py et l

E) FRIXA DE PLASTICAGAOD

F) NUMERO DE INTERVALOS

C.3 EXEMPLO DE UTILIZRACAD DA LINGURGEM




sdérios para a andlise da placa apresentada na Fig.

Como ilustragdo apresenta-se a seguir os

] 12 L] 20

4 JinN/em?)
® ® | ®
s z 1 13 9 60000
5 | ®@| © | O sikibs
| I e 0 14 o
ONRONNORNO}
! s [ 13 I
40em ‘
l
Fig. C.3.17 - Placa retangular engastada-livre.
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comandos neces-

C

e [

= 2,12 107 N/em?
= 1,4x10% N/cm?
0,3

= 3cm

—~ L. I Mm

Os comandos necessdrios parra a analise s3o:

TITULO " PLRACA RETANGULAR ENGASTADA-LIVRE "

DRDOS DE MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS

158 939 12 17 INICIO X 0. Y 0. FIM X 40.
2 6 10 14 18 INICIO X 7. Y 0. FIM X 40.

37 11 15 19 INICIO X 14. Y 0. FIM X 40.
4 8 12 16 20 INICIO X 21. Y 0. FIM X 40.

CONETIVIDADES MULTIPLAS

1 ATE 4 NDS 1 5 G 2 PRSSO 4
S ATE 8 NOS 2 6 7 3 PRASSO 4
3 ATE 12 NOS 3 7 8 4 PASS0 4
TIPO DE ELEMENTD

TODOS FPRE

DADOS ESTRUTURAILIS
PROPRIEDRDES

TODOS ESPESSURA 3.
CONSTANTES

TODOS E 2.1E7 POISSON 0.3
CONSTRANTES PLRSTICAS

CURVA DURS RETAS

TODOS ENDURECIMENTO 1.4EB
LIMITE DE ESCOAMENTO

TODOS 0S VALORES 30000 60000
RESTRICOES NODRIS

1T ATE 4 TOTAL

DADOS DE CRRGA

< < =< =

14.
2T



CARREGAMENTO 1

CARGAS NODAIS

17 ATE 20 FORCA Z -1.

DADOS DE ANALISE

IMPRIMIR TODOS g

ANALISE FISICA PD ISOTROPO VON MISES INCREMENTAL
FIM '

88
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