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RES:UNO VI 

RESUMO 

A presen~e ~ese ~ra~a da modelagem numérica do problema 

da sol i di f i cação de 1 i gas binárias, especial ment..e as me~ál i c as. 

Procura-se enfocar o problema ~an~o do pon~o de vis~a me~alúrgico 

como do pon~o de vista de engenharia e ciências ~érmicas. 

Inicialmente aspec~os gerais associados aos mecanismos de 

~ransferéncia de calor e massa na solidificação são abordados e 

diferentes formulações são revis~as e apresen~adas de forma 

de~alhada . Os modelos clássicos que possuem soluções anal i ticas 

são revisados e discutidos em de~alhe , culminando com o método 

integral. Já no âmbi~o dos mé~odos numéricos são apresentadas e 

discutidas formulações para os problemas de St-efan e Neumann, 

~an~o em ~empera~ura como em entalpia. Também são abordadas 

formulações capazes de considerar o movimen~o da fase liquida. 

Após a análise de subs~Ancias puras e ligas eu~éticas , passa-se 

às ligas que solidificam ao longo de uma faixa de ~emperaturas. 

Visando ilus~rar o problema da solidificação sob o ponto de vlsta 

me~alúrgico, aspec~os especificas neste con~~xto são explorados . 

A seguir é apresen~ado em forma detalhada um modelo que 

representa o es~ado da ar~e para a solidificação de rnis~uras 

binárias. Li mi ~ações do modelo são apon~adas, den~re as quais a 

hipótese si mplifi ca~iva da existência de equilibrio ~ermodinâmico 

en~re as fases. prejudicando um tratament..o mai s detalhado da 

in~erface . Ê propos~o um modelo difusivo onde as fases sólida e 

liquida s~o ~ra~adas de forma distin~a. perrni~indo a n~o adoção 

da hipótese de equilibrio t..ermodinâmico en~re as fases. O modelo 
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é adequado para a simulação da ~rans~erência de calor e massa na 

sol i di~ i cação di r eci anal • mesmo em condições de elevada ~axa de 

solidif'icaçõo onde a in~er~ace en~re as ~ases não é plana. A 

abordagem numérica baseia-se na me~odologia de volumes ~ini~os e 

todos os detalhes associados à discre~ização das equações 

di~erenciais do problema são apresentados. São realizadas 

simulações com as ligas chumbo-es~anho e aluminio-cobre. Os 

resultados des~as simulações. ~ais como a composição ~inal da 

peça. o tempo necessário para a solidi~icação, as velocidades de 

avanço da in~er~ace ao longo do processo e as ~rações de sólido a 

e sólido (1, 

discutidos. 

no caso da ~armação de eutético, são 

Finalmen~e analisa-se a inf'luência 

mostrados e 

sobre a 

solidi~icação da variação do grau de superaquecimen~o inicial da 

liga e do coe~icien~e de troca de calor aplicado na ~ron~eira. 
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ABSTRACT 

The subject o~ the present thesis is the numerical modelling 

o~ the binary alloy solidi~ication problem, wi th emphasis on 

metallic alloys. The problem is approached on the metallurgical 

and on the engineering and thermal sciences point o~ view. First 

general aspects associated with the heat and mass trans~er 

mechanisms are treated, and di~~erent ~ormulations are revised 

and presented in detail. The classical models with their 

analytical solutions are revised and discussed, culminating with 

the integral method. Under the scope o~ numerical methods, the 

Ste~an and Neumann problems are presented in temperatura and 

enthalpy ~ormulations. The natural convection in the liquid phase 

is also considered. Once pure substances and eutectic alloys are 

explored, those mixtures that change phase in a temperatura range 

are ~ocused, including the metallurgical aspects o~ their 

solidirication. Next, a complete model representing the state o~ 

art ~or the binary alloy solidi~ication is presented. Some 

limitations o~ this model are pointed out, including the 

hypothesi s o~ ther modynami cal equi 1 i br i um bet ween phases. 

impairing the treatment in detail o~ the solid-liquid inter~ace. 

A di~~usive model is then proposed where the solid and liquid 

phases are treated separatelly, not adopting the hypothesis o~ 

thermodynamical equilibrium between phases. The model is able to 

simulate the heat and mass trans~er in directional 

solidi~ication, including high rales o~ solidi~ication where lhe 

inter~ace between phases is not 

are based on the ~inite volume 

planar. The numer i cal 

methodology and the 

approach 

details 
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associaled wilh lhe discrelizalion of lhe differencial equalions 

are presenled. Simulalions for lhe Pb-Sn and Al-Cu alloys are 

performed. Resulls such as lhe final composilion of lhe 

solidifying body, lhe overall solidificalion lime, interface 

speed along lhe solidificalion process and lhe fraclions of a and 

~ solid, in lhe euleclic case, are presenled and discussed. The 

consequences for lhe solidificalion process of lhe alloy' s 

inilial superhealing degree and cooling silualions are also 

explored. 



ÍNDICE M 

INDICE 

SI MBOLOOI A ...... . . . . . .. . ..... . .................... . ....... MIII 

1 IN"TROOOÇÃO ... .... . .. . ..... . ................. . .. . ...... ... .... 1 

1 . 1 Fusão e solidificação ........ . . . ... . . . ....... . . .. ...... .. 1 

1.2 Solidificação em me~alurgia . . .. .. ....... ... .. .. ........ .. 2 

1.3 Armazenamen~o de energia com mudança de fase .......... . .. 4 

1. 4 Escopo da ~ese . ..... . . .... . .. . . . .. . . ............ . . ... .... 6 

2 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSÃO E SOLIDIFICAÇÃO .... 9 

2 .1 O probl ema de St.efan ............. . ... . ... ... . .. ........ . . g 

2. 2 O probl ema de Neumann . . ................ . . ... ............ 15 

2.3 O mé~odo in~egral ..... . .... . .. ... ..... . ............... . . 19 

2. 4 Os mé~odos numéricos .................. .. ....... ... . . .... 25 

2.4.1 O problema de S~efan com formulação em ~emperat.ura ... 26 

2 . 4.2 O p roblema d e Neumann com for mu l ação e m ~empera~ura . . 35 

2 . 4 . 3 Os problemas de S~efan e Neumann com f ormulação 
em en~alpia . . ..... . .................. . ............... 48 

3 MUDANÇA DE FASE EM PRESENÇA DE CONVECÇÃO NATURAL ...... . .. . .. 57 

3. 1 In~rodução ............... . ...... .. ... .. . . . ... ..... . ..... 57 

3.2 Formulação em ~empera~ura .. ..... . .. ....... . .. ........... 58 

3 . 3 Formulação em ent.alpia .... . ..... . . . . . ..... . ............. 66 

3.4 Mudança de fase ao l ongo de u ma faixa de t.empera~uras ... 73 



fNDZCE XI 

4 ASPECTOS METALúRGICOS DA SOLIDIFICAÇÃO .. .. . . ................ 76 

4. 1 Introdução ... ... .. ............... .. ... .... ............ . . 76 

4.2 Microestrutura da solidificação ...... ..... .... ........ .. 76 

4.3 Formação dos núcleos .............. . .. . ...... ... ......... 81 

4. 4 Modelagem utilizada ............... . ......... . . .. ........ 82 

4 . 4.1 O modelo de Schwarz ..................... . . . .. .. ...... 83 

5 MUDANÇA DE FASE EM LIGAS BINARIAS ...... .. .. . ...... . ...... . . . 90 

5.1 Introdução ... . .... . .... .. ...... ... .. . .......... .. .. . . .. . 90 

5. 2 Modelo continuo ... ... ......... . ...... . . ... . . ............ 92 

5. 2. 1 Método de solução ....... ..... .... ...... .......... . . 112 

5.3 Analogias entre ligas metálicas e soluções aquosas . . . . . 119 

6 MODELO EM DUAS FASES PARA LIGAS BINARIAS .......... . ... . ... . 121 

6. 1 Introdução ...... .... .. . ..... . . . .............. . . .. . .. ... 121 

6. 2 Problema térmico . . .. . .. . ......... . . ... ................. 124 

6. 3 Problema mássico .. ...... . ... . . .... ........... ....... . .. 128 

6. 4 Método de sol ução .............. . ............. . ......... 130 

6.4.1 Concentração eutética alcançada ao longo da 
solidificação . . .. .. .... .... .. ... . . .. ..... . ......... 144 

6.4.2 Algoritmo de solução .... . .. .. ...................... 147 

7 SOLIDIFICAÇÃO UNIDIRECIONAL DE LIGAS METALICAS ............. 149 

7.1 Introdução . . .................................. . .. .... . . 149 

7.2 Validação da metodologia desenvolvida neste trabalho ... 152 

7.3 Comparação com a solução de Smith, Tiller e Rutter ..... 154 

7.4 Solidificação de algumas ligas usuais .. .......... .. .... 157 

7. 5 Comentários finais ........ .... .... . .............. .... . . 170 



fNDICE XII 

8 CONCLUSõES . . . ........ . ..... . . . ..... ..... ..... . . ... .... . .... 1 71 

REFER~NCIAS BIBLIOGRÁFICAS ... . ... . ........ .. . . . . ........ ...... 173 

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR . . . .. . ... .......... ......... . . . . .. .. . 181 

AP!::NDI CE ..... . . . . . . .. . . .... . .................... . .... ... .. . .. . 1 91 



SIWBOLOOIA XIII 

SIMBOLOGIA 

a coe~icien~e na equação geral de ~ranspor~e 

A área 

b cons~an~e no ~ermo ~on~e da equação geral de ~ranspor~e 

B ~orça de corpo na equação geral de ~ranspor~e 

Bi número de Bio~ [hL/kl 

c capacidade calori~ica ou calor especi~ico ou concen~ração 

C cons~an~e 

D coe~icien~e de di~usão ou ~luxo di~usivo 

E produção de energia 

~ ~ração em massa Cconcen~ração) 

~ ~ração em massa média 

F ~orça ou fluxo convec~ivo 

FG fa~or geomé~rico 

Fo número de Fourier [a~/L2 J 

g aceleração da gravidade ou fração em volume 

G 

h 

produção de quan~idade de movimen~o 

coe~icien~e de ~roca de calor por 

especi~ica 

convecção ou en~alpia 
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INTRODUÇÃO 1 

1 INTRODUCAO 

1.1 FUSÃO E SOLIDIFICAÇÃO 

A f'usão e a solidif'icação são mecanismos d e 

~ransf'erência de calor por mudança de f'ase presen~es em inúmeras 

si~uações. desde o processo de f'abricação por f'undição de um 

me~al a~é a co~idiana conf'ecção de um c ubo de gelo num congelador 

domés~ico. E: impor~an~e observar que quase ~odes os obje~os 

f'ei~os pelo homem envolvem, dire~a ou indire~aman~e. f'usão e 

solidif'icação am algum es~ágio de sua f'abricação . 

O en~endimen~o e a possibilidade de simular os 

f'enómenos f'isicos que ocorrem na f'usão e na solidif'icação, são de 

primordial impor~ância em diversos processos de in~eresse 

~ecnológico, ~ais como f'undição, solidif'icação rápida , soldagam, 

purificação de me~ais , crescimen~o de cris~ais, armazenamen~o de 

energia em f'orma la~en~e. a~c. 

Os problemas de mudança de f'ase apresen~am a impor ~an~e 

carac~eris~ica de possuirem uma f'ron~eira 

dif'iculdade adicional decorren~e do f'a~o dos 

liquido variarem com o ~empo. 

móvel, gerando 

domi ni os sólido 

a 

e 

Nas seções seguin~es dar-se-á ênf'ase a dois processos 

que são par~icularmen~a impor~an~es em engenharia: a 

solidif'icação de me~ais. de grand e in~eresse na me~alurgia, a a 

u~ilização de ma~er i ais de mudan ç a da f'ase c o mo armazenadores de 

energia ~érmica. 
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1.2 SOLIDIFICAÇÃO NA METALURGIA 

Os primeiros regist...ros sobre a fundição de objet.os 

simples em cobre dat.am de 4000 AC, evoluindo para objet.os 

alt.ament.e sofist.icados fundidos em bronze na China desde 1600 AC. 

A fundição em ferro surgiu por volt.a de 600 AC , t.ambém na China, 

t.endo chegado na Europa pelo menos 1000 anos depois [Kurz e 

F'i sher, 1 986). 

A compreensão da nat.ureza do fenômeno const.i t.ui u por 

longo t.empo um grande des afio, fazendo com que a solidificação 

apenas nos últ.imos 40 anos deixasse de ser um assunt.o 

t.ecnológico, e em boa part.e empirico, para t...ornar-se ciência. 

Na figura 1.1 são most.radas as formas pelas quais o 

calor é t.ransferido , do liquido para a vizinhança, na 

sol i di f i cação de um met.al puro ou 1 i ga eut.ét.i c a em um molde de 

fundição. 

Condução 
Conv~o 
Radiaçao 

Convecção 
e/ou 

Radiação 

F'ig.1.1 

Para uma 

Espaç..o devido 
à contração 
do metal e 
lubrifica~ o 

(Resistência de Contato) 

Solidificação de um met.al puro 
ou liga eut.ét.ica em molde 

simulação complet.a do fenômeno, alguns 

mecanismos inerent.es a ele devem ser levados em cont.a: 

a. Devi do aos g r adi ent.es t.ér micos exi st.ent.es na f as e li q' 1 i d~, 

corrent.es de convecção nat.ural infl u em significat.ivament.e na Laxa 

de t.ransferência de calor e na composição quimica result.a n t.e 
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Cmacrosegregação). Como pode ser observado na f'igura 1. 1. pelo 

f'a~o do calor es~ar sendo removido a~ravés das paredes do molde, 

as corren~es convec~ivas são ascenden~es no in~erior da massa 

liquida e descenden~es nas regiões adjacen~es à in~erf'ace 

li qui do-só! i do. 

b. A conf'iguração des~as corren~es convec~i vas f'az com que a 

in~erf'ace sólido-liquido assuma f'ormas curvas. ~ambém variáveis 

no ~empo. dif'icult.ando signif'ica~ivamen~e a cons~rução de 

modelos. 

c. Uma vez que a grande maioria dos me~ais sof'rem con~ração ao 

solidificarem, um espaço de ar pode surgir en~re o me~al já 

solidif'icado e a parede do molde, dando origem a uma resis~ência 

~érmica adicional, ~ambém variável no ~empo, de dif'icil equacio­

namen~o [Ho e Pehlke; 1985, Huang e~ al.; 19921. Adicionalmen~e. 

a presença de ar ocasiona a f'ormação de óxidos e, em cer~os ca­

sos o uso de lubrif'ican~es a f'im de f'acili~ar a ext-ração da peça 

após comple~ado o processo de solidif'icação, dif'icul~am ainda 

mais a avaliação do valor da resis~éncia ~érmica peça-molde. 

Os me~ais puros e as ligas eu~é~icas mudam de f'ase a 

uma cer~a ~empera~ura discre~a. en~re~an~o na maioria das ligas 

de in~eresse para a engenharia a mudança de f'ase ocorre numa 

f'aixa de ~empera~uras. is~o é . as f'ases liquida e sólida podem 

coexis~ir em equilibrio a várias ~empera~uras dif'eren~es 

Considerando ainda que na maioria das mis~uras os componen~es 

quimicos possuem solubilidade diferen~e nas f'ases sólida e 

liquida, es~es componen~es podem ser incorporados na f'ren~e de 

solidificação de f'orma dif'erenciada Cmicrosegregação) (Viskan~a. 

1988). Nes~e caso surgem gradien~es de concen~ração de espécies 

quimicas. que por sua vez originam um ~ranspor~e convec~ivo e 

dif'usivo des~as espécies . Tais mecanismos se somam ao ~ranspor~e 

causado pelos gradien~es ~érmicos . 

Maiores dif'iculdades na simulação são in~roduzidas ainda 

pelo fa~o da in~erf'ace sólido-liquido assumir f'ormas mais 

complexas, 

dendri~ica 

dando 1 ugar a complica das 

mos~rada na f'igura 1. 2. mais 

indus~riais e na na~ureza. 

es~ru~uras, 

comum nos 

como a 

process os 
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A região caracterizada por estas estruturas irregulares 

é chamada zona esponjosa ou bi.fásica, onde coexistem sólido e 

1 i qui do em .f r ações que variam segundo a di r ação x 

mostrado na .figura 1.2. 

con.forme 

Até o presente momento somente são possiveis modelos de 

análise si mpli.ficados para a região esponjosa. 

Mais para o interior do metal .fundente t em-se uma 

região onde o liquido .fica em repouso, dita qui escente , ocorrendo 

.finalmente uma região de convecção livre. 

Ambiente 

) 

Faixa de Temperatura [ 
de Solidjficaçáo 

TemperaLura Ambiente 

Sólido+ 
Molde Sólido~ 

~-==~ 

X 

Fig. 1.2 Distribuição de temperatura na solidi.ficação de 
uma liga metálica em molde (Clyne, T.W .• 1982) 

1.3 ARMAZENAMENTO DE ENERGIA COM MUDANÇA DE FASE 

Em diversas situações da engenharia ocorre a 

necessidade do armazenamento de energia em .forma térmica. Pode-se 

tomar como exemplo o caso d o uso da energia solar, onde devido a 

sua caracteristica intermitente surge a .forte necessidade de 
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armazenament-o da energia disponivel. durant-e um cer'lo p e riodo de 

'lempo. para uso em ou'lro onde exis'le demanda mas a f'onte solar 

não está d isponivel. 

O armazenament-o de ene rgia em f'orma de calor sensi vel 

possui o inconvenient-e da grande necessidade de isolamento 

t-érmico. já que q u ant-o maior a diferença de temperatura en'lre a 

massa armazenadora e o ambient-e. visando maior quan'lidade de 

energia armazenada. maior é o potenci al de perda de calor. 

aument-ando assim o custo do isolament-o. Out..ro inconveniente é a 

necessidade de massas 

certa quant-idade de 

rela'li vamente grandes . para armazenar 

energia a i ncr emen'los campa 'li vei s 

uma 

de 

'lempera'lura. como por exemplo no caso do armazenament-o de calor 

para calefação de habi'lações em t-anques de água. 

Esf'orços vem sendo di spendi dos nos últimos 35 anos no 

sent..ido de desenvolver armazenadores de energia sob f'orma de 

cal o r 1 a ten'le [ Ander son. 1 976) • onde um material adequado é 

f'undido a t-emperaturas compa'liveis. como o sal de Glauber 

CNa2SO..iOH20). cuja 'lempera'lura de f'usão é de 32 °C [Duf'f'ie e 

Beckman. 1980). 

O calor necessário para a f'usão do ma'lerial é a energia 

que se deseja armazenar. A recuperação da energia assim 

armazenada é real izada at-ravés da solidif'icação do mat..erial. 

recuperação esta que é maior quant-o menor f'or a perda durante o 

periodo de armazenament-o. 

Neste caso o cus 'lo do isolament-o t-érmico 

signif'ica'livamente 

'lempertura a 'lé o 

menor . em !'unção das menores diferenças 

ambient-e. e da mesma f'orma o volume 

é 

de 

de 

armazenament-o necessário é menor. para a mesma quantidade de 

energia a rmazenada . 

Considerando que o sal de Glauber e ou'lros sais usados 

para este f'im são eut..éticos. assim como a paraf'ina. 'lambém usada. 

o problema quanto ao compor'lamen'lo deste s materiai s na f' usão e 

soli dif'icação é semelhante ao dos metais puros e ligas eut..é'licas. 

A possibilidade de simular o comport-amento deste s 

processos é portant-o de f'undamen'lal impor'lància no projeto dest..es 

armazenadores de energia . 
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1 . 4 ESCOPO DA TESE 

A ~rans~erência de calor com mudança de ~ase envolvendo 

as ~ases s6lida e liquida duran~e mui~o ~empo ~oi ~ra~ada de 

~arma limi~ada por engenheiros. ~isicos e ma~emá~icos. Do pon~o 

de vis~a puramen~e ma~emá~ico. ~usão e solidi~icação represen~am 

in~eressan~es problemas de ~ron~eira livre e inúmeros são os 

~rabalhos publicados sobre o assun~o envolvendo di~eren~es 

me~odologias de solução. Para uma revisão sobre algumas 

abordagens comumen~e ado~adas recomenda-se o 1 i vro de Crank. 

1984. Os engenheiros mecânicos. quimicos e civis. mo~ivados 

principalmen~e pelo armazenamen~o de energia ~érmica. já há algum 

~empo es~ udam o problema da ~usão e sol i di~ i cação de ceras. 

sais e subs~ânci as a~ i ns • normal men~e denominadas de PCM C do 

inglês . Phase Change Ma~erials) . Em ~ais es~udos. aspec~os 

relacionados com a microes~ru~ura dos ma~eriais eram 

desconsiderados e problemas como nucleação. microsegregação e 

~armação de es~ru~uras dendri~icas não eram incluidos nas 

~ormulações propost.as (ver por exemplo a revisão de Viskant.a. 

1983). Os me~alúrgicos . por maior necessidade. sempre 

reconheceram a impor~ância da micro e macrosegregação. mas 

~ra~avam de ~arma simpli~icada os problemas de ~rans~erência de 

calor e escoamen~o C ver por exemplo Fl emi ngs. 1 97 4) . S6 

recen~emen~e é que problemas de mudança de ~ase vem sendo 

abordados a~ravés de uma visão mais abrangen~e. onde os diversos 

aspec~os ~enomenol6gicos envolvidos no processo são incluídos nas 

~ormulações propos~as. 

A presen~e ~ese procura dar uma visão global do 

problema da ~rans~erência de calor e massa presen~e na ~usão e 

solidi~icação. Para is~o di~eren~es ~ormulações são revis~as e 

apresen~adas de ~erma de~alhada. Os modelos são in~roduzidos 

segundo uma ordem de complexidade. Inicialmen~e são apresen~ados 

os modelos clássicos. que possuem soluçOes anali~icas. Em seguida 

é apresen~ado o mé~odo in~egral que permi~e. por exemplo . inclui r 

a capacidade calori~ica da ~ase liquida em um processo de ~usão e 
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ainda ob~er uma solução semi-anali~ica. Os mé~odos in~egrais são 

par~icularmen~e convenien~es em si~uações envolvendo lingo~amen~o 

con~inuo [Arpaci, 1984, capi~ulo 4J. 

Tendo discu~ido modelos puramen~e di~usivos no capi~ulo 

2 . no capi ~ ul o 3 passa -se a abordar modelos que i ncor por am o 

movimen~o da ~ase liquida. Nes~e capi~ulo são apresen~adas 

~ormulações envolvendo ~empera~ura e en~alpia como variável 

dependen~e. Con~orme será explorado, cer~as ~ormulações em 

en~alpia são par~icularmen~e convenien~es, uma vez que não 

requerem a localização da ~ren~e de mudança de ~ase. Tal 

in~ormação já é par~e da solução do problema. Após a análise de 

subs~âncias puras e ligas eu~é~icas. as que mudam de ~ase a uma 

~empera~ura cons~an~e . passa-se às ligas me~álicas não eu~é~icas, 

onde a mudança de ~ase ocorre ao longo de uma ~aixa de 

~empera~uras. 

O capi~ulo 4 ~ra~a 

solidi~icação, esperando-se que 

iniciados em me~alurgia. 

d e aspec~os me~al úrgicos 

ele possa ser ú~il aos 

da 

não 

No capi~ulo 5 é apresen~ado um modelo compl e~o para a 

mudança de f'ase em mis~uras binárias . Tal modelo incorpora um 

~ra~amen~o da região esponjosa onde ocorre a ~armação de 

es~ru~uras dendri~icas. com sólido e liquido coexis~indo. Nes~a 

região o liquido escoa a~ravés de uma ma~riz sólida e modelos 

desenvolvidos para meios porosos são par~icularmen~e ú~eis na 

simulação do escoamen~o. 

O modelo in~roduzido no capi~ulo 5 represen~a o es~ado 

da ar~e do que hoje é u~ilizado na simulação de processos de 

solidi~icação. Es~a ~ormulação, embora comple~a. ainda ~az uso d e 

~or~es simpli~icações. Como consequência veri~ica-se que 

comparações en~re experimen~os e simulações numéricas para 

solidi~icação de mis~uras binárias permanecem apresen~ando 

concordâncias insa~is~a~órias. Uma das possiveis ~on~es de erro é 

a hipó~ese de equilibrio ~ermodinâmico en~re as ~ases. ou seja . o 

sólido e o liquido coexis~em na mesma ~empera~ura. impedindo um 

~ra~amen~o mais realis~a da in~er~ace. 

No capi~ulo 6 é propos~o um modelo onde as ~ases sólida 
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e liquida são tratadas de forma distinta, permitindo que a 

hipótese de equi 1 i brio ter medi nâmi co entre as f ases não mais 

necessite ser adotada. Este modelo é ade quado para a simulação da 

trans ferência de calor e massa na s olidificação direcional, com 

interface plana ou levemente ondulada. 

No capl t.ulo 7 o modelo proposto é 

solução clássica mais completa existente na 

td.ulbém apresentados nesta capl tul o vários 

s i mulações realizadas par a duas 1 i gas metálicas 

compara do com a 

lit.eratura. São 

resul t.ados de 

usuais. Es t.es 

result.ados são coment.ados buscando-se a sua 

sendo t.ambém realizadas observações sob o 

compreensão fisica, 

ponto de vista da 

solução numérica. 

No capi t.ulo 8 são t.iradas algumas conclusões 

sugestões para a cont.inuidade da pesquisa neste campo , 

ponto de vista do modelamento e simulação comput.acional, 

e dadas 

t.anto do 

como do 

ponto de vista experiment.al. Argumenta-se ainda neste capit.ulo a 

favor de uma abordagem multidisciplinar do problema em paut.a. 
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2 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSÃO E SOUDIFICACÃO 

Os problemas de Stefan e de Neumann são pr o blemas 

c lássi cos. apresentados por pioneiros na abordagem cientlfica do 

assunto [Stefan. 1891 e Neumann. 1860J. As soluções anallticas. 

exatas . destes problemas são chamadas soluções clássicas. 

Nas próximas duas seções serão caracterizados os 

problemas de Stefan e de Neumann. apresentadas as suas 

respectivas soluções c l ássicas e discutidos os resultados. 

2. 1 O PROBLEMA DE STEF AN 

Considere-se a situação mostrada na figura 2.1. onde 

uma certa substância está sendo fundida. através da adição 

unidirecional de calor. a partir de uma superficie a temperatura 

constante e maior do que a temperatura de fusão da substância . 

Sólido 

ó (t) Líquido -=-

• T Temperatura 
de Fusão 

Fig. 2.1 Problema de Stefan . versão fusão 

Ignorando a convecção natural e assumindo a interface 

sólido- liquido como sendo plana. as versões fusão e solidi f icação 

deste problema são idênticas. Desta forma no que segue apenas o 

problema da fusão é considerado. 



OS PROBLEWAS DE S TEFAN E NEUWANN NA F US1o E SOLIDIFICAÇÃO 10 

A distribuição de temperatur as em dois i nstantes de 

tempo é mostrada na ~igura 2 .2. 

T 

Sólido 

• 
X 

Fig . 2.2 Distribuição de temperat uras no problema de St..e~an 

• ~usão T • 

Todo o sólido encontra-se inicialmente a temperatura de 

permanecendo ass im ao longo d o tempo , restando 

determinar a distribuição de temperaturas no liquido e a evolução 

da inter~ace liquido-sólido. 

Cons idere-se o deslocame nto da ~rente de ~usão no 

intervalo de tempo â t, como mostra a ~igura 2.3 . 

• T 
Sólido 'M 

= Líquido 0 t ,..... <l - + X ~ '-' 
-c ~ 

'-' 
-c 

Fig. 2 . 3 Deslocamento da ~rente de ~usão, 

durante o intervalo d e tempo ât 
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Conf'orme indicado, a f'rent.e de f'usão desloca-se f16. 

sendo necessária a quant-idade de energia E, para f'undir o volume 

correspondent-e de sólido 

E=À.&n (2 . 1) 

ou 

E = À p A f16 
e 

(2. 2) 

sendo .&n a massa de sólido cont.i da na região f16. À o calor 

lat.ent.e de f'usão, p
8 

a densidade do sólido e A a área de f'ace . 
• Como o sólido est.á a T , t.odo o calor que chega na 

int.erf'ace é ut-ilizado para f'undir-lo 

int.erf'ace requer ent.ão que 

Um balanço de energia na 

éiT 
-k A étx lx=6 flt. = À p A A6 

l e 

ou 
éiT d6 

- k ltx lx=6 = À p dt, l e 

onde d6/dt, é a velocidade de deslocament-o da int.erf'ace , 

de f'usão. 

A eq. C2.4) f'ornece a condição na int.erf'ace. 

(2. 3) 

(2. 4) 

ou t.axa 

Para a det-erminação da velocidade d6/dt, necessit-a-se de 

aT/Dx lx=ó ,que é obt.ida do campo de t-emperat-uras no liquido , que 

por sua vez é obt.ido resolvendo-se a equação da condução do calor 

no liquido. dada por 

C2. 5) 

onde a é a dif'usividade t-érmica do liquido. 

As seguint-es condições de cont-orno e inicial se aplicam 

no liquido 

T = • T, para t, = o e v X 

T = Tp , para X = o e v t, 

T = • T • para X = 6 e v t, 
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A posição da frente de fusão. 6Ct). não é conhecida . e 

deve ser obtida com o auxilio da eq. C2. 4). Assim tem-se duas 

equações. C2.4) e C2.5). com duas incógnitas. T = TCx. t) e 

6 = 6Ct). 

Uma simplifi cação possivel de ser adotada consiste em 

desconsiderar a capacidade térmica do liquido C modelo 

simplificado) . ou seja . desconsiderar o calor sensivel armazenado 

no liquido. Esta é uma boa aproximação quando Ste < 0.5 .sendo 

Ste o número de Stefan. definido da segui nte forma 

Ste (2. 6) 

onde c é o calor especifico do material . 

O modelo simplificado pode ainda ser corrigido (modelo 

simplificado corrigido). somando-se ao calor latente o calor 

sensi vel armazenado no li qui do. assoei ado ao aumento médio de 

temperatura do liquido. obtido no modelo simplificado [Prata. 

1990). 

Retomando o modelo uni direcional exato. tem-se a 

seguinte solução geral para a eq. (2.5). [apêndice ) 

TCx. t) = A + B erf ( 2~at' ) (2. 7) 

onde erf(x) é a função erro. definida como 

2 IX [12 erf(x) = Yn 
0 

e d/1 (2. 8) 

Apli cando as condições de contorno obtém-se [apêndice] 

x/2-rat::' • Joe-~~(1 TCx. t) Tp 
T -Tp 2 = + erfCO) -:rn C2. 9) 

onde 

o 6 
constante = = (2 . 10) 

2,iõit' 
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No~e-se que O ainda não é conhecido, en~re~an~o 

C2. 11) 

Adicionalmen~e . 

relação a x ~em-se 

derivando TCx.~). da eq. C2.9), em 

• lJT T -Tp 2 8 
8x lx=6 = erf'(O) m 8x C2. 12) 

ou. empregando a regra de Leibni~z 

8T 
ax l x=6 

T•-Tp 1 -62/4a~ 
= erf'CO) í'arr~· e (2.13) 

Subs~i~uindo as eq. C2.11) e C2.13) na eq . C2. 4), 

ob~ém-se 

n erf'(O) St.e 
= "Trl 

(2.14) 

Assim. para um dado ~e. ob~ém-se n a par~ir da equação 

an~erior . Com O de~ermina-se óC~) da eq . C2. 10) 

6Ct-) = 2 n -fiit' 

A inf'luéncia do ~e no campo de 

é mos~rada na f'igura 2.4, onde X= x/6 e 

Observa-se nes~a f'igura que para S~e = 

(2. 16) 

~empera~uras do liquido 

• TETAp =CT-Tp)/CT -Tp). 

O a dis~ribuição de 

t.empera~uras é linear, equivalendo ao modelo simplif'icado, onde a 

capacidade ~érmica do liquido não é levada em con~a. Na medida em 

que o S~e aumen~a. maior é o af'as~amen~o em relação à solução 

linear, ref'le~indo o crescen~e armazenamen~o de calor sensivel no 

liquido. 

O calor ~recado na placa aquecida é dado por 

(2.16) 

onde kl é a condu~ividade t-érmica do liquido. 
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1.00 

0.80 

0.60 o.. 
~ w 
t--

0.40 

0.20 

STEL= O, 1 ,2,3,4 

0.20 0.40 0.60 0.80 
X 

Fig. 2.4 Dis~ribuição de ~empera~uras no liquido para 
o problema de Stefan, com diversos S~e 

Da eq. C2.9) ob~ém-se que 

onde. da eq. (2.14) 

IJT 
bx l x=O 

• = T -Tp 1 
erf'C O) "'fna~· 

erf'(O) = 1 S~e 

(2.17) 

(2. 18) 

subs~i~uindo na eq. (2.17). e pos~eriormen~e na eq. (2 . 16) 

ob~ém-se o calor ~o~al ~recado 

cl • kl n e CTp - T ) 
(2. 19) q = 

S~e -rat:' 

Na figura 2.5 são comparados os modelos exa~o e 

simplificado. quan~o à posição da in~erface e ao calor total 



OS PROBLENAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSl.O E SOLIDIFICAÇÃO 16 

~rocado. para di~eren~es S~e. onde 

.Âme 

e 

= posição da in~er~ace dada pelo modelo exa~o 
posição da in~er~ace dada pelo modelo simplificado 

Q 
me 

= calor ~rocado segundo o modelo exa~o 
calor ~recado segundo o modelo simpli ficado 

Como se poderia esperar . o calor ~recado segundo o 

~delo exa~o é maior . enquan~o que o avanço da in~er~ace é menor. 

já que o modelo simpli~icado não leva em con~a o calor sensivel 

absorvido pelo liquido. Observe-se ainda que o erro apresen~ado 

no modelo simpli~icado. em relação ao modelo exa~o . é menor 

quan~o menor ~or o ~e. is~o é. quan~o menor ~or a parcela do 

calor sensivel no sis~ema. 

, ....• 
. Q .•.. .-.• ·· 

1.4 . ........ . : .. .. ..... .. . : . . . . . . . . . . . . m• ..•..... •:·:·:::· .. . ...... . 
,,; ... ··•· .•.. 

Q 1.2 me 

·· ·•·· 
. .... . .... ; . : .~ :. :. :··· ·· ·· ;·:·:~:·:·:·: .. ..... .. : .. . ....... .. : . . . ....... . 

.Âme 

1 

.•. ····•····· •· · .. · modeto 

0. 8 
o 0.4 0. 8 1.2 1.6 2 

Ste 

Fig. 2.5 Comparação dos modelos exa~o e simpli~icado 

2 . 2 O PROBLEMA DE NEUMANN 

Uma so~is~icação do problema de S~e~an é denominada de 

problema de Neumann. 

Nes~e problema o sólido es~~ subresfriado, is~o é, a 

sua ~empera~ura é in~erior à ~empera~ura de ~usão do ma~erial. 

gerando a dis~ribuição de ~empera~uras mos~rada na ~igura 2. 6. 
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Como agora a temperatura no interior do sólido não é mais 

constante , neces sita-se determinar a sua distribuição. 

Considerando que os proces sos em questão são 

normalmente 1 entos, poda-se assumir que a interface, a cada 

instante. está e m equilíbrio , per rni ti ndo 

separadamente a condução no liquido e no sólido. 

T 
I 

_____ _j_ 

I 
íquidol 

I 
I 
I 

Sólido 

--- - - ------ - --- - - - -
I 
I 

- ----l- ----~-------

1 

ó (t) 

que se trate 

X 

Fig. 2.6 Distribuição de temperaturas no problema de Neumann 

No liquido as condições são as mesmas do problema de 

~efan, portanto a solução é dada pela eq. C2.Q). Da mesma for ma 

6Ct) é obtido a partir da eq. C2. 15), entretanto com um O 

diferente daquele fornecido pela eq. (2.14). 

Para a distribuição de temperaturas no sólido tem-se a 

mesma equaç~o já empregada no liquido, com as seguintes condições 

inicial a da contorno 

Ta = Too, para t = o e v X 

Ta = Too, para X ~ 00 e v t 

Ta = • T. para X = 6 e v t 

A solução do problema do sólido é dada por 

• [erf r2 "'10t&t,) - 1 ) TeCx, t) = Too + CT - Too) ~ )_ 
erfC~ 1 

X 

(2. 20) 
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Para a obt-enção de o é empregada a condição na 

int..erf'ace. que nest-e caso deve considerar o calor sensivel 

absorvido pelo sólido. Dest-a f'orma um balanço de energia na 
inlerf'ace requer 

éiTL d6 õfaf -k 
étx lx=6 = À P,., dt, ka étx x=6 C2. 21) l 

A der i v a da õf L/ étx. em x = 6. 

(2.13). d6/dt, na eq. C2.11). e õf,.,/{tx. 

e s t-á expressa na eq. 

em x = 6. é oblida a 

part-ir da eq. C2. 20). Subst-it-uindo t-ais inf'ormaçêSes na eq. 

(2.21) e rearranjando os lermos oblém-se 

onde 

St..ee er f' C O) 

Cerf'CO r)-1)r 

Stel = 
À 

c CT• - Too) 
St..ee • = 

À 

r = ff 
l 

C2. 22) 

C2. 23) 

(2. 24) 

C2. 25) 

Uma comparação ent-re as soluç ões dos problemas de 

Neurnann e St..ef'an é realizada na f'igura 2.7. quant-o ao calor t..ot..al 

t-rocado e à posição da f'rent..e d e f'usão. para Slel = 0.5 e r = 1. 

De f'orma semelhant-e ao realizado na f'igura 2.5. o modelo 

simplif'icado de Slef'an é t-ornado como base para a comparação. 

Assim sendo 

calor t-rocado segundo o problema de Neumann 
calor lrocado segundo o modelo simplif'icado de Slef'an 

calor t-roc ado segundo o problema de Slef'an 
0st.= calor t-rocado segundo o modelo simplif'icado de Slef'an 

1:1 = 
N•u 

posição da int..erf'ace segundo o problema de Neumann 
posiç~o da int..erf'ace segundo o modelo simplif' . de St..ef'an 

1:1 = posiç~o da int..erf'ace segundo o problema de St..ef'an 
ste posição da int..erf'ace segundo o modelo simplif'. de Slef'an 
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Como pode ser observado na f'igura 2 . 7. o modelo de 

Neumann exige mais calor par a a f'usão. além de t.er uma menor 

v e locidade de avanço da int.erf'ace . Tal f'at.o se verif'ica porque no 

problema de Neumann part.e do calor que chega na int.erface é 

absorvido pelo sólido , em f'orma de calor sensivel, parcela est.a 

ausent.e nos modelos de St.efan, onde t.odo o sólido já encont.ra-se 

na t.emperat.ura de fusão. Observe-se ainda que, para St.e& = O, 

as soluções coincidem, ou seja, o problema de St.efan é um caso 

part.icular do problema de Neumann. quando St.e& = O. 

2.00 

1.50 

Q 

0.50 

ONou 

QSte 

Simplificado 

~~---------------------------- ~e 

~eu 

Fig . 2.7 Comparação ent.re os problemas de Neumann e St.ef'an 

Embora a discussão at.é o moment.o t.enha sido cent.rada em 

geomet.rias cart-esianas, a aplicação a out.ras sit.uações 

geomét.ricas é similar. 



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUNANN NA FUS~O E SOLIDIFICAÇXO 19 

2. 3 O MÊTODO INTEGRAL 

Est.e mét.odo proporciona uma solução analit.ica 

aproximada de problemas de valor inicial. 

O mét.odo consist-e em quat-ro passos 

(Ozisik . 1990); 

~undament.ais 

1 A equação di~erencial do problema é int-egrada sobre t.odo o 

dominio da solução, com o objet-ivo de eliminar a derivada 

em relação ao espaço. No caso do problema de mudança de ~ase 

um dos limit-es de int-egração é a posição da int.er~ace 

sólido-liquido, 6Ct.). A equação result.ant.e é chamada equação 

int-egral. 

2 ~ escolhido um per~il adequado para a variável do problema. 

polinomial por exemplo, cujos coe~icient.es são det-erminados de 

~arma a que o per~il sat.is~aça as condições da cont-orno. 

3 Est.e per~il é subst.ituido na equação int-egral. resultando numa 

equação diferencial ordinária para 6. com o ~empo como 

variável independent-e. A solução dest-a equação. sujeit-a a 

condição inicial. ~ornece 6C~). 

4 Conhecida 6Ct.). ~ica de~erminada a variável em quest-ão. em 

~unção da posição e do t-empo. 

Nest-e caso a equação a ser resolvida, como já ~oi visto 

ant.eriormen~e. para o caso de t.odo o sólido es~ar a T• (problema 

de St.e~an). é 

=pc 

Int-egrando ao longo de t.odo o dominio de solução 

r 82T 
k -- dx 

o lJx2 

Da regra de Leibnit-z 

lJT dx 
~ 

!t_ t TCx,t.) dx = t!'[ dx + ~~ TC6,t.) 

(2. 26) 

c a. 27) 

c a. 29) 
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e como TC6.L) = r• 

r![ dx = :._ r TC x, D dx - ~~ T• (2. 29) 

o Lermo dó/dL pode ser eliminado. Lornando o 

desenvolvi menLo mais simples. Par a Lal bast.a adot.ar -se. na eq . 
• C2. 26). a variável ecx. L) = TCx. t,) - T . 

Ret.omando a equação inicial. com a nova variável • e 

int.egrando t.em-se 

(2. 30) 

Mas. da regra de Leibnit.z. 

C2. 31) 

SubsLiLuindo a eq. C2. 31) na eq. (2.30). L em-se 

~inalmenLe a equação inLegral. ou balanço int.egral de calor CBIC) 

De De DÍ k - 1 - k - 1 = pc - e dx 8xó 8xo êtt. 
o 

(2. 32) 

Observe-se que. enquant.o a eq. C2.26) é um balanço de 

energia num volume in~init.esimal. a eq. C2. 32) é um balanço em 

Lodo o dominio. podendo não salis~azer a equação original em 

cert.os pont.os do dominio. 

Adot.ando o per~il linear e = A + Bx • que deve 

saLis~azer as condições e = ep em X = o. 
obt.ém-se 

e = ep c1 - ~ 

e e = 0 em X = ó . 

C2. 33) 

Subst.iLuindo est.e per~il no BIC e empregando a condição 

na inler~ace dada pela eq. C2.4) t.em-se 
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dó 
-p)... dt.. + k T•) Ó CTp -

• = ,:x:; C Tp - T ) dó 
2 dt.. 

Resolvendo a equação ant-erior para óCt..), 

6Ct..) =A St..e c. t..' 
+ St..e/2 

O calor t-ransmit-ido será 

= -k õf l q Dx x=O 

Tp - T* 
= k --.:....6-;:---

C2 . 34) 

(2. 35) 

C2. 36) 

ou , após a subst..it..uição de 6Ct..) dado pela eq. (2.35) ~ornece 

As equaçé:ses (2. 33) ' 

/~ + St..e/2' 
St..e c. t.. 

C2. 35) e 

C2. 37) 

(2. 37) ~ornecem, 

respect-ivament-e, o per~il de temperat-ura, a posição da ~rent-e de 

mudança de ~ase e o calor requerido na super~icie aquecida para 

a ~usão do sólido. Para obt-enção dest-as grandezas impós-se um 

per~il de t-emperat-ura linear no liquido. 

A ~im de melhor reproduzir a capacidade calorifica do 

liquido, a l ém do ~at..o do processo ocorrer em regime t..ransient..e, 

deve- se adot-ar um perfil não linear . 

Considere-se a seguint-e curva quadrát-ica (parábola) 

T = A + Bx + Cx2
. Como agora é necessária mais uma condição de 

cont-orno, além das duas em t-emperat-ura já empregadas, é usual 
2 2 assumir que a T/Dx = O, em x = O. Ent..ret..ant..o ist-o implica em 

C = O, ret-ornando a uma ret-a, o que inviabiliza port..ant..o a 

ut-ilização da parábola. 

Seja agora a curva cúbica T = A + Bx + Cx2 
+ Dx

3
. 

Empregando as condiçé:ses T = Tp e 82 T/Dx2 = 0, em x = O, obt..ém-se 
a 

T = T p + Bx + Dx . Em • x = 6, t..em-se que T = T e o balanço de 

energia most-rado na eq. (2.4). Not-e-se ent..ret..ant..o que B e D 

dependerão de dó/dt.., e quando est-e perfil ~or subst..it..uido no BIC 

a equação difer encial decorrente , para a obt-enção de 6Ct..), 

cont-erá d 2 ó/dt.. 2 . Est-e fat-o exigirá uma condição de cont-orno a 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTEC A 
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mais, em relação a 6(~). Tal condição não es~á disponivel , já que 

o único ~a~o conhecido é que 6 = O em ~ = 0 , impossibili~ando 

assi m a solução associada ao per~il cúbico. 

Con~orme o expos~o an~eriormen~e . o ~a~or limi~an~e 

para a u~ilização do mé~odo com per~is quadrá~icos e cúbicos é a 

condição na in~er~ace. A ~im de con~ornar ~al di~iculdade 

considere-se o seguin~e desenvolvimen~o em série de Taylor 

TC 6 + d6) = TC 6) + : 16 d6 + ~ 16 d~ + .... 

mas TC6 + d6) = TC6) • = T • en~ão 

Da condição na in~er~ace, dada pela eq. C2.4), 

d6 = d~ 

que, quando subs~i~uida na eq. (2.39) ~ornece 

C2. 38) 

C2. 39) 

(2. 40) 

(2. 41) 

Aplicando agora a equação do problema, 

x = 6, ~em-se que 

C2.26), em 

C2. 42) 

Subs~i~uindo a eq. C2.42) na eq. (2.41) , ~em-se a nova 

condição na in~er~ace 

C2. 43) 

Des~a ~arma as condições de con~orno disponiveis agor a 

são 
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X = ó ... T = T. e 

Ret..or nando ao per f" i 1 quadrá t..i co. com as mudanças de 
• variável e = T - T e X = X - ó 

e = D + ECx - ó) + FCx - 6) 2 C2. 44) 

Aplicando as condições de cont..orno 

X = ó .. e = o .. D = o 

ó (:)2= À IJze 
F E

2
c 

X = .. .. = 2À c bx.z 

X = o .. e = ep .. ep = - óE + ó 2F 

obt..ém-se que E = À{1 
óc e F = ~rJZ· 2c ó 

onde 

(1 = 1 ± -11 + 2St..e' (2. 46) 

Subst..it..uindo est..e perf"il no BIC, de f"orma semelhant-e ao 

jâ realizado com o perf"il linear encont..ra-se 

ó(t..) -[ (1-1 ] - ~ _ ~ + St..e + 1 ~ 
2 3 (1 

C2. 46) 

onde deve-se adot..ar o sinal negat..i vo em (1. uma vez que o sinal 

posit..ivo gera uma inconsist-ência f"isica na solução. 

Na f"igura 2.8 são comparadas. em relação ao modelo 

simplif"icado, como já f"oi f"eit..o na figura 2.5. as soluções axat..a 

e int..egral CBalanço Int..egral de Calor).com perfis linear a 

quadrát..ico. quant..o ao calor t..ot..al trocado e a posição da f"rent..e 

de f"usão, para o problema de St..ef"an. Observe-se que para pequenos 

St..el o BIC linear se aproxima mais da soluç~o exala do que o BIC 

quadrât..ico. ocorrendo o opost..o para maiores St..al, onda os afait..os 

da n~o 1 i near i dada são maiores. Concl usõas sarna! hant..as. para 

out..ros t..ipos de problemas e perfis de grau ainda mais elevados, 
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são apresen~adas na li~era~ura [Langford . 1973). 

ca.tor 

delta. 

1.60 calor BIC quadrotico 

calor exato 

I 

1.40 --- ---J - --- -- -L-
1 

- calor BIC linear 

I 

1.20 
_L __ ___ _ J _ __ __ _ _ 

I 

1.00 

0.80 

&i.mpti.fi.ca.do 

deito BIC quodratico 

delta exato 

deito BIC linear 

O. 60 ;-....,.,..,..,.-,r-rf.,.,...-rrrrn:-h.,.,...-rrrrrl•,.,.,.-rr,..,-~ 
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 

Ste l 

Fig . 2.8 Comparação de duas soluções do ~ipo BIC. com a 
solução exa~a. com base no modelo simplificado 
para o problema de ~efan 
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2.4 OS MÉTODOS NUMÉRICOS 

As soluções most..radas at..é aqui, sejam elas exat..as ou 

pelo mét..odo int..egral, não levam em cont..a cert..os fenómenos 

inerent..es ao processo, t..ais como corrent..es convect..ivas . quando o 

sist..ema é inst..á.vel, e difusão de espécies quimicas. no caso de 

ligas. Ist..o deve-se ao fat..o da impossibilidade de solução. 

at..ravés dest..es mét..odos, dos sist..emas de equações que represent-am 

est..es fenómenos . 

Dest..a forma surge a necessidade dos mét..odos numéricos. 

que possibilit-am a solução de problemas mais complexos. 

A principal dificuldade associada aos mét..odos 

numéricos. em f unção da necessidade de discret..izar o dominio de 

solução . decorre do fat..o de haver uma int..erface sólido-liquido 

que se moviment-a ao longo do t..empo. 

Nest..e pont..o exi st..em duas t..écni cas comument-e usadas . 

que se diferenciam fundament..alment..e pelo fat..o de uma delas 

formular a equação da energia em t..ermos de t..emperat..ura e a out..ra 

em t..ermos de ent..alpia. 

Nas formulações em t..emperat..ura exist..e a necessidade de 

ident..ificar permanent..ement..e a localização da int..erface 

sólido-liquido. ao longo do t..empo (Morgan. 1991; Crank. 1994] . 

Como consequência dois dominios são considerados. um sólido e um 

liquido. ambos variá.veis no t..empo. Ist..o exige um mét..odo que 

proporcione a adapt..ação da malha comput..acional na medida em que 

os domi ni os se modificam ao 1 ongo do t..empo . de modo a sempre 

preenchê- los por int..eiro. 

Nas formulações em ent..alpia mais recent..es . como as 

apresent-adas por Voller e Prakash . 1997 e por Cao et.. al .• 1999, 

pelo f a t..o de ser comput..ada t..ant..o a ent..al pia sensi vel como a 

lat..ent..e. não há. necessidade de rast..rear a int..erface. dividindo os 

dominios em sólido e liquido. Nest..e caso o problema pode ser 

r esolvi do sobre uma malha fixa. permit..indo inclusive a abordagem 

de casos t-ridimensionais com relat..iva facilidade. Da mesma forma 

não são necessárias modificações subst..anciais para o caso de 
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ligas não eu~é~icas. onde a mudança de ~ase ocorre numa ~aixa d e 

~empera~uras. 

2.4.1 O PROBLEMA DE STEFAN COM FORMULAÇÃO EM TEMPERATURA 

A ~im de ilus~rar uma me~odologia numérica . com a 

equação da energia ~ormulada em ~ermos de ~empera~ura e o emprego 

da ~écnica de imobilização do dominio. considere-se o problema de 

S~e~an mos~rado na ~igura 3.1. No desenvolvimen~o que se segue é 

f' e i ~o uso do mé~odo dos volumes f' i ni ~os. conf'or me descri ~o por 

Pa~ankar, 1990. Tal mé~odo . bem como suas variações . ~em se 

mos~rado mui~o ef'icien~e na sua aplicação a problemas de mudança 

de f'ase. A equação do problema. para o liquido, con~orme já f'oi 

vis~o. é a seguin~e 

k 8
2

T 
= pc 

ltx2 

com a condiç~o de con~orno. em X = 6 

õT -k ~tx l x=6 = 
l 

e em x = o. T = Tp . 

X~~ 

L Sólido 

Líquido 

8T 
~ 

À p 
8 

• T 

d6 
d~ 

Temperatura 
de Fusão 

"-- Frente de Fusão 
~Tp >T* 

C2. 47) 

(2. 48) 

Fig. 2.9 Problema de S~ef'an com aquecimen~o inferior 
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U~ilizando as seguin~es adimensionaliza ções 

T -e = 
T -

00 

a eq. C2.47) ~ica 

T* 
= 

T* 

T - T* 

âT 

T = Fo S~e = 

X = X 
L â = ó 

L 

e a eq . (2.48), condição de con~orno em x = ó, se ~orna 

ae dâ 
- 8X 'X=â = dT 

(2. 49) 

C2. 50) 

(2. 51) 

Observa-se que. uma vez que es~e é um problema de 

f'ron~aira livre. a de~erminação do dom.inio é uma par~e do 

problema. associada às condições de contorno. 

Uma es~ra~égia de solução consis~e em transf'erir o 

problema da de~erminação da posição da ~ronteira para a própria 

equação. a~ravés da seguinte ~ransf'ormação de coordenadas 

X L X = = 
óC~) L âC~) 

X 
= à( t,) 

(2. 52) 

qua pode ser vis~a como uma imobilização do dominio. jâ que 

Observe-se que es~a nova coordenada espacial 

depende do ~empo. e que a f'ron~eira de f'usão sempre ocorre em 

nc t) = 1 Tem-se agora e = ecn.-r) 
Desenvolvendo os ~ermos da eq. (2.50) 

mas OT/éJX = O e ür,/éJX = 1/â • en~ão 

1 ae 
= XOn 

C2. 53) 

( 2. 5 4 ) 
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seguindo 

a 2 e 8 (~ ~) - 1 = nx bXZ T 

De it (~) 1 iJ (~) = ltn nx + K iJX 

iJze ~te 1 d~ 1 n (~) ltn = + X ltn iJX nx 2 ltn ~2dX 

mas dfl/dX = O e iJr}/iJX = 1/~ • assim 

e o ~ermo do lado direi~o da eq. (2.50) 

mas ){ = n ~. en~ão 

ae
1 DTX 

De iJr} De itT 
= iJrJ DT ix + õTix 8T 

= ae
1 

x db + iJe l 
/tn X b 2d-r itT ){ 

iJe 
IJT= 

n d~ ae ae + 
~ d-r ltn IJT 

Des~a forma a equação do problema fica 

1 n 2 e = St.e (: -
n db ne] --- X ~2/tnZ dT /tn 

ou 

De n d~ ne 1 iJze 
= --

IJT ~ dT ltn ~zSt.e ltnz 

e a condição na int-erface fica ent-ão 

(2. 55) 

(2. 56) 

Cê. 57) 

(2. 58) 

(2. 59) 

(2. 60) 

C2. 61) 

condição que fornece a velocidade de avanço da in~erface , dfl/d-r • 
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a ser usada na eq . (2 . 60). 

A ~im de in~egrar numericamen~e a eq . C2.60) , deve-se 

rearranjá-la , observando que 

8 [n dÃ e) = Y) dÃ 8e 
+ e " (t dÃ) 

ih) Â dT X dT 8Y) ih) dT 
(2. 62) 

ou 

8 (!1 dÃ e) n dÃ 8e 1 dÃ 
e 

8Y) 
= X dT 8Y) 

+ X dT Â dT 
(2. 63) 

Subs~i~uindo o ~ermo CY)/Ã)(dÃ/dT)(De/ÕY)) na eq. (2.60), 

ob~ém-se 

1 a2
e éJe + !._ dÃ e 8 (!1 dÃ e) -- = 8T 8Y) Ã2S~e DY)z Â dT Â dT 

(2. 64) 

ou 

a 
(Â e) + " (-n dÃ e 1 ~) o = 8T 8Y) dT Â S~e 

(2 . 65) 

Comparando a equação an~er i or com a equação geral de 

~ranspor~e 

!.-ep<p) 8 r 82</> 
+ ltx C pu</>) = 

~ ltx.z 
(2. 66) 

ou 

~p</>) iJ - r iJ</>) o + ltx(pu<J> = 
8l ltx 

C2. 67) 

sendo 

pu</> - r ~ = J = ~luxo convec~ivo + ~luxo di~usivo 

pode-se escrevê-la da seguin~e ~erma 

:.. (Ã e) + 
iJ 
8Y) 

(J) = o (2. 68) 

onde 

J ine 
1 00 (2. 69) = -

8Y) Â S~e 

e 
dÃ (2 . 70) m = -n dT 

sendo 
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J Fluxo lolal de energia alravés das faces de um volume de 

conlrol e 

me Pseudo convecção provenienle da imobilizaç~o do domínio 

1 ae 
11 St.e ih) 

Dif'us~o 

A f'orma da eq. C2.68) é convenient-e para int-egração. 

Para aplicação do mét.odo dos volumes f'inilos, o domínio 

de inlegração será enlão dividido em pequenos volumes de 

cont.role [Pat.ankar, 1980], não superpost-os, como most.ra a f'igura 

abaixo. 

w E 

Fig . 2.10 Volume de conlrole lipico na discret.ização 
do domínio de solução 

Inlegrando ent.ão a eq. C2.68) ao longo do volume 

sombreado, iluslrado na f'igura (2.10), lem-se 

C2. 71) 

de onde oblém-se 

:r C/1 $) Â'r/ + CJe - Jv) = O C2. 72) 

Int-egrando agora no t.empo 
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C2. 73) 

ob'Lém-se 
o 

[(~ e) - c~ e) ) ~n + CJe - Jv) ~T = o (2. 74) 

Exce'Lo pel o 'Lermo com " o", que se ref'ere ao 'Lempo T, 

'Lodos os demais 'Lermos se ref'erem ao 'Lempo T+~T, ou seja , o 

esquema ado'Lado é 'Lo'Lalmen'Le implici'Lo. 

Deve- se observar que Je e Jv não são conhecidos . Como 

hip6'Lese para permi'Lir a sua avaliação, assume-se que Je é 

const..an'Le en'Lre os pon'Los P e E, assim 

1 ae = me - ~ S'Le éJn = cons'Lan'Le C2. 75) 

Resol vendo es'La equação dif'erencial por in'Legração 

dire'La, sujei'La às seguin'Les condições de con'Lorno 

n = TJP .. e = €J 
p 

n = nE .. e = e 
E 

ob'Lém-se 

e e EXP [fu ~ S'Le cn - n ) J 1 
p p 

= C2. 78) 
e e EXP [fu ~ S'Le cn - n ) J 1 

E p E p 

assim, na in'Lerf'ace "e" 

EXP [fu ~ S'Le cn - n ) J 1 
• • p c e e ) + e e = -

• [ .fu S'Le cn - n ) J 1 
E p p 

EXP ~ 
• E p 

C2. 77) 

Calculando agora cae/éJn) , a par'Lir da eq. (2. 76), 
e 

EXP (m ~ S'Le cn - n ) J 
1 ae l • • p ce - e) (2. 79) = 

S'Le é1n • EXP [ fu ~ S'Le cn - n ) J - 1 
E p 

in ~ 
• • E p 

o f'luxo J 
• 

pode agora ser calculado, e por um 

procedimen'Lo semelhan'Le a es'Le 'Lambem se pode calcular J . 
v 
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Substituindo J e J na eq. 
v 

C2.74) e parti c ulariza ndo a e quaçã o 

resultante ao ponto nodal P • ob~ém-se 

onde 

a 
E 

a 
w 

= 

= 

m 
e 

EXP [in C TJ - TJ ) Ã Stel - 1 
• E p 

in EXP rin cn - n., ) Â Stel 
"' ..., p 

EXP rin cn - ) Â Stel 1 n., -v p 

o Â Ste cn - TJ ) a = p ÂT e v 

a = a + a + 
o a 

p E w p 

(2. 79) 

(2. 80) 

(2. 81) 

C2. 82) 

(2. 83) 

A "velocidade" m requerida nas equações (2.80) e (2.81) 

pode ser calculada a partir da condição na inter~ace. eq. C2. 61) 

1 ae dÃ ---1 =-
Â itrJ n=1 d-r 

Discre~izando a equação anterior. segundo a malha 

mos~rada na ~igura 2.11. resul~a 

e como e 
N 

= o 
dÃ = dT 

Aplicando a equação anterior no tempo T 

(2. 84) 

(2. 85) 

C2 . 86) 
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ou, a ~im melhorar a precisão, no tempo T + ~T/2 

observando-se que 

et/
2 = ce + e0 )/2 

N-i N-i N-i 

desconhecido. 

~oi mantido o e0 

N-t 
já. que o 

requereria iteração, uma vez que 

N-2 N - 1 -----t----+-- ------. N. 

fuJ(N-1) 

1-------- -- Líquido 
1J 

.·Sólido 

(2. 87) 

uso de 

e é 
N-i 

Fig. 2.11 Malha junto à inter~ace sólido-liquido 

De posse de dÃ/dT, O m pode ser calculado, con~orme já. 

~oi visto, pela seguinte equação 

ainda 

[d~)o ~T dT 2 

e 

assim 

A metodologia numérica está. agora completa, 

algoritmo de solução é o seguinte: 

C2. 88) 

(2. 89) 

C2. 90) 

(2. 91) 

e o 
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(i) 
o o o 

Conhecidos os valores de e e ~ , calcula-se Cdâ/dT) pela 
i /2 i/2 eq. (2.86), ~ pela (2.89), Cdâ/dT) pela (2.87) e m 

pela (2.88). 

Cii) Com ~o, o i /2 
CdA/dT) e CdA/dT) calcula-se ~ pela eq. (2. 91). 

Ciii) Com ~. m e e0 calcula-se e pela eq. (2.79), empregando o 

TDMA [?a~ankar, 1980, p. 52] , por exemplo. 

Civ) Re~orna-se ao passo Ci), avançando no ~empo. 

Es~e algori~mo aplica-se à si~uação mos~rada na ~igura 

2.11, ou seja, quando o sis~ema já possui par~e de sua massa em 

es~ado sólido e par~e em es~ado liquido. En~re~an~o. no inicio do 

processo CT = 0) , quando ainda 

que ~o = O, impossibili~ando a 

(2. 86). 

não exis~e 

aplicação 

liquido, ~em-se 

dire~a da eq . 

Um procedimen~o possivel nes~a si~uação consis~e em 

discre~izar a eq. (2.86)", subs~i~uindo o ~o por~. no denominador 

do ~ermo do lado direi~o e ~amando e0 
= e ,assim 

o e como ~ = O ~em-se 

~ - ~o 
~T 

N-l P 

Ob~ido o ~ des~a ~orma calcula-se 

(2. 92) 

(2. 93) 

(2. 94) 

A obtenção de ~ era originalmente ~eita a~ravés da eq . 
o 

(2.91). Agora, como o~ já ~oi calculado, e~= O, da eq. (2.91) 

tira-se que 

(2. 95) 

Tendo CdA/dT) 1
/

2 
o calculado de ~erma 

convencional , pela eq. C2.88), e neste pon~o o procedimen~o segue 
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normalmen~e. a par~ir do passo Ciii) do algori~mo. 

2.4.2 O PROBLEMA DE NEUMANN COM FORMULAÇÃO EM TEMPERATURA 

Uma me~odologia numérica para a f"ormulação em 

~empera~ura do problema de Neumann pode ser desenvolvida de f"orma 

semel han~e a do problema de S~ef"an. mos~rada no i~em an~erior. 

Como exemplo considere-se o problema da f"us~o de um 

sólido. cuja massa es~á inicialmen~e subresf"riada a ~empera~ura 

unif"orme T Calor é provenien~e do ambien~e. que es~á a 
li 

~empera~ura T A f"igura 2.12 mos~ra um ins~an~e onde par~e da co 
massa já encon~ra-se em es~ado liquido. 

T.,.) b 
---- _ _____ ...:__ _______ -y--....,--

Ambiente 

Líquido 

Fig. 2.12 Fusão de um sólido subresf"riado 

Observe-se que nes~e caso a condição no con~orno onde 

o calor é f"ornecido é mais realis~a do que aquela associada ao 

problema de S~efan. uma vez que o calor é f"ornecido a par~ir de 

um meio a ~empera~ura T • com um coef"icien~e de ~roca h ou 
co 

seja. a condição de Dirichle~ é agora subs~i~uida pela condição 

de Robin. 

A equação dif"erencial 

liquido é a seguin~e 

para o problema ~érmico no 

C2. 96) 
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e a condição de con~orno na in~erface sólido-liquido Cx = ó) . 

considerando que T 
• 

* < T • fica en~ão 

-k 
l 

ôTl 

itx l x=ó 

Ado~ando as seguin~es variáveis adimensionais 

T - T* T- T* T - T* T - T* 

et 
l l e • • = = = = 

T T* AT • T T* AT - -
(X) (X) 

ól ó 
X X 

X 
Al A • Y)l (~) X = C = L = L = = • ól(~) AlC~) 

F o S~e ot ~ c AT 
T = = 

L2 À 

(2. 97) 

(2. 98) 

(2. 99) 

(2. 100) 

a eq. C2.96) ~orna-se. de forma idên~ica ao problema de ~efan . 

(2. 101) 

e a condição de con~orno em x = ó. represen~ada pela eq. C2.97). 

fica en~ão 

Del d.l\ k ae 
• • C2. 102) 

éJX = dT kl éJX 

Observe-se que a equação diferencial do dominio 

liquido. eq. C2.101). por ~ra~ar-se da mesma equação do problema 

de S~efan. é in~egrada numericamen~e de forma idên~ica. e por 

es~e mo~ivo es~a in~egração não será repe~ida aqui. 

A fim de imobilizar também o dominio sólido. seja a 

seguinte coordenada adimensional 

n c t) = 
• = 

LX-LAl 

L I:J. 
= 

X - Al C t) 

I:J. c t) 
• 

C2. 103) 
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observando que o ~ n ~ 1 . 
e 

Também de t:orma idêntica ao realizado no problema de 

Slef"an, pode-se escrever , ret:erente à eq . (2.102), 

(2. 104) 

e 

• ae itrJ 
• e = + 

DTJ. 8X 
(2. 105) 

a e 

e como ltTJ /8X = l/Á 
e e 

e ih/iJX = o • lem-sa que 

a e 1 ae 
e • 

8X 
= K DTJ. e 

(2.106) 

Substituindo as equações C2.104) e C2.106) na eq. 

(2.102) , obtém-se 

(2.107) 

A equação anterior f"ornece dÁL/dT, para ser usada na 

eq. (2. 101). 

Novamente o método numérico a ser uli 1 i zado é o dos 

volumes f"initos, onde o dominio da solução é dividido am volumes 

de controle. 

Na figura 2.13 é mostrada a discretização da lodo o 

dominio, devendo-se observar Adotou-se 

ainda o número de volumes do liquido igual ao do sólido. Portanto 

Án = Án , já que tanto n como nl variam de O a 1 . 
• l • 

Discretizando então o lado direi lo da eq. C2. 107), 

tem-se 

mas e = o . então 
N 

1 

ÁL 
+ 

k 

Á. kl 
C2. 108) 



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUWANN NA FUSÂO E SOLIDIFICAÇAO 38 

k e0 

+ e e<N+ • > 

o que exige o conhecimen~o do campo de e ~ambém no sólido. 

o 

1 
o 

<1 

~ 

~ 
X 

::r: 

Too ) h 1 

Líquido •3 

• 4 

•N-2 

• N-1 

· .. •.N+1 ·. 

• ·N+~ 

C2.10Q) 

~ ·--:-- ~-·- -~_; - ·- -:-'- ..:._--:.:...._- ~ _..:- ~-·-· ~ ·-

• 

• 
1 

· · . · : · · · : · · · · . · · . ·2N-Í · . . · . · . 
77777777777777/7777777? 

Fig. 2 . 13 Discre~ização do dominio de solução 

Os próximos passos, por serem idên~icos ao problema de 

~e~an, serão aqui simplesmen~e ~ranscri~os sequencialmen~e 

[

d.é. )o 
.é. •/2~ .é. o + __ l .é.-r 

t t d-r a 

-n l 

c a. 110) 

(2. 111) 

(2.112) 
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onde 

e 

a 
lW 

Para 

a 8 = a 8 + a 8 + a
0 

8° 
LP lP lE lE lW lW lP lP 

= 

o 

inlv EXP [inl..,cnlP- nlw) ~l Stel 

EXP [in C n - n ) ~l Stel - 1 
lv ''lP ''tw 

o 
a 

lP = 
t\Ste 
~T Cnl•- Til..,) 

o 
a = a + a + a 

LP lE lY lP 

volume de controle adjacente 

liquido-ambiente, a condição de controle requer que 

h c e 8) 
kl 

8) = .óxl /2 c 8. 00 • 2 

C2. 113) 

C2. 114) 

C2. 116) 

C2. 116) 

C2. 117) 

C2. 119) 

à fronteira 

C2. 119) 

mas e 8 = 1 
00 

Rear r anj ando a eq. 

C2.119) tem-se 

C2.120) 

como Bil= Ch H)/kl tem-se ainda que 

C2. 121) 

portanto, na f'orma geral da eq . C2.114) tem-se, para o ponto 

nodal 1 

= 2 C2.122) 
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= o (2. 123) 

(2.124) 

Tendo discret.izado a equação dif'erencial associada ao 

problema ~érmico no liquido. a a~enção agora será vol~ada para o 

problema ~érmico no sólido. Um balanço de energia ~érmica no 

sól ido requer que 

X = 6 . 

IYT 
k 

a (2.125) 
a 

A condição de cont.orno na in~erf'ace sólido-liquido. 

já es~á descri~a pela eq. C2.97). e em x =H ~em-se 

f'luxo de calor nulo. 

Adimensionalizando a eq. (2. 125) f'azendo uso das 

variáveis def'inidas nas equações (2.98) a (2.100). ob~ém-se 

8
2 e 8e 

a St.e • = (2.128) 

8X
2 

Ih 

Uma vez que e = ec n • T). ~em-se 
• 

ae ae.an. ae 8T 
• a 

ax = + 
8n 8X ih 8X 

• 
(2.127) 

mas iJT/c1X = o e c1n /c1X = 1/â ent.ão 
• a 

a e 1 ae 
• • 

ax = x- "na a 
(2.128) 

ainda 

= [:·] ax 2 ax 
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8
2

8 8 [: 86·] • = 
8X

2 8X 
Q "n& 

8
2

8 88 8 1 1 8 [:·] • 8 -- = + 
8X

2 

'"'8 ax Â Â 8X 
• • 

mas 8C1/I:. )/8X = o então 
• 

8 2 8 1 8 [:·J:· • = 
8X

2 
Â '"'8 Q e 

e como <tn /8X = 1//:. 
Q 8 

tem-se ~inalmente que 

continuando 

= 

= 
: [:']] + :· 

• 

[

-Â d/:.8 - Â d/:.·] ] 
e dT l dT 

Â2 
8 

= 

De 1 De 
• • = 

Â2 "n i1T' 
• • 

mas X = n 1:. + Â • • • l 

88 
• --

liT' 

d/:. a e [- "<] 8 X Â • + + + --
dT 

então 

88 
• = --

"na 

• i1T' 

d/:. 1 • cn- 1) 

dT Â 
8 

8 

ESCOLA DE ENGENHARIA 

.ei~LIQT ECA 

+ 
88 

• --
i1T' 

(2. 129) 

(2.130) 

(2.131) 

88 
+ • 

(2.132) 

(2. 133) 
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Substituindo as equações (2. 131) e (2.133) na eq. 

(2.126), obtém-se 

• 
TI - 1 d.à éJe 
• • • 1 

= • (2.134) 

Comparando esta equação com a eq. (2.60). pode-se 

observar que o termo CTI - 1)/.à é o único que dize re do problema 
• • 

de Ste1 an. onde tinha -se Til/ .àl . 

Para 1acili tar a integração numérica da eq. C2. 134). 

note-se que 

~[n.-1 d.à a.) TI - 1 d.à éJe ~r--1 dt.0 ] • • • • e dT = dT + 
ltn. .à. .à ih). • ih} .à dT 

• • • 

~r--1 d.à a.) TI - 1 d.à éJe 1 d.à 
8 • • • • e (2.1 36) 

dT = dT ltn. 
+ F:"" dT ih} .à .à • • • • • 

Substituindo agora o primeiro t-ermo do lado direito da 

equação ant-erior na equação C2.134), obtém-se 

éJe 1 d.à 

~-r·- 1 

d.à a.) 1 a2e 
11 • e- a • (2.136) + = 

iJT .à dT • ltr,a .à• dT .à2 ste ltr,2 
a a a 

ou . observando que 

De 1 d.à 1 ô 
a 

+ • e= c.à e ) ca. 137) 
Ih .à dT • .à Ih • • 

• a 

t-em-se 

iJ 

~(cn-
d.à a.] 1 a2 e · 

1) a • (2. 138) C.à e ) = 
Ih • • ih} • dT .à Ste ltr,2 

a a a 

Reescrevendo a equação ant-erior em termos de !luxo 

" C.à e) + :.,., (J .) = o c a. 139) 
Ih • • • 
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onde 

1 
ae 

J in e • = -
11 11 • A St.e itrJ. • 

(2.140) 

e 
dA 

in cn- 1) 11 = dT 11 11 
(2.141) 

A equação C 2. 139) possui ~orma idênt.ica à respect.iva 

equação do liquido , C2. 68), port.ant.o a sua int.egração produz os 

mesmos coe~ i ci ent.es a • a 
E 'W 

o 
e a 

p 
t.rocando-se apenas os n e in. 

que agora são os do sólido. 

Conhecido o campo de t.emperat.uras ~az-se 

(2.142) 

mas como Cd~ /dT) 0 = 
• 

o CdAl/dT) • t.em-se da equação ant.erior 

(2.143) 

Aplicando a eq. (2. 109) no t.empo T + AT/2, mas mant.endo 

OS campos de e no t.empo T por não ser em ainda conheci dos os 

campos de e no t.empo T + ÂT o Obt.ém-se 

Ainda. in = 
11 

t.em-se que 

+ 

Cn - 1) CdA /dT) • e como 
• • 

m = Cn - 1) 
• • [

ddATl ] t/Z 

A espessura de sólido. no t.empo T + ÂT 

(2. 144) 

(2.145) 

(2.146) 

pode ser 
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calcul ada da seguin~e ~orma 

1:. I:. o I:.T [[::·r (::-r·J = + 2 • 8 
(2. 147) 

ou 

1:. I:. o I:.T n::r + (::lr·J = 2 11 11 
(2. 148) 

O al gor i ~mo de solução, par a a de~er mi nação do campo 

de ~empera~uras no sólido, será en~ão 

(i) 

Cii) 

Conhecidos os valores de e0 

L • 
~/2 

calcula-se I:.L pela eq. C2.110), 

Cdi:.L/dT)~/2 pela eq. (2.144) e ma 
Calcula-se 1:. pela eq. 

8 
(2. 148) . 

e o 1:. o 1:. o 
8' L ' 8 
A~/2 1 
.u pe a 

11 

o e C di:.L/dT) , 

eq. C2. 143), 

pela eq. (2. 146). 

Ciii) Com 8°, m e 1:. • 
8 

calcula-se 8
-r+/:.T 

• 
pelo TOMA [Pa~ankar, 

8 • 

1980, p . 52], por exemplo. 

Civ) Re~orna-se ao passo Ci), após ~er resolvido o campo do 

liquido no novo avanço no ~empo . 

A inicialização do cálculo, é ~ei~a da mesma ~orma já 

descri~a no problema de S~e~an. 

Tudo o que ~oi vis~o até o momento baseou-se no dominio 

mostrado na ~igura 2 . 13, ou seja, uma par t e do domi ni o 

encontrava-se em estado liquido e outra em estado sólido. 

Entretan~o. como a condição inicial do sis~ema é 

* T <T • para qualquer x • exis~e um primeiro periodo de ~empo onde 
8 

o sistema recebe calor do ambiente sem ocorrer mudança de ~ase 

C~usão) , que será denominado de ~ase pré-~usão. O cálculo do 

campo de e durante esta ~ase é indispensável, uma vez que es~e 
8 

campo será a condição inicial 

propriamente dita passa a ocorrer. 

para a ~ase onde a ~usão 

A ~igura 2.14 mos~ra a discre~ização do dominio, 

constituido somen~e por sólido , duran~e a ~ase pré-~usão . 

A equação da condução do calor para este dominio é a 

seguinte 
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(2.149) 

TooJ h Ambiente 
N 

•N+l 

X 

ló.x ~Ao] Sólido •N+2 

• 

• 

• 2N-2 
2N-1 

77777777777777/777/7777 

Fig. 2.14 Discre~ização do dominio na ~ase pré-fus~o 

Ado~ando as seguin~es variáveis adimensionais 

T - T* T- T* '\ ~ cl.dT 
e • • X 

X F o ste = = = H T = = --
• T T* .dT Hz À -

(2. 150) 

(X) 

a eq. (2.149) fica 

Ste • = 
ot 
• • (2. 151) 

In~egrando a equação acima . segundo o mé~odo dos 

volumes ~ini~os descri~o por Pa~ankar. 1980. ob~ém-se 

a e = a e + a e + a
0 e0 

P eP E eE V eW P aP 
(2. 152) 

onde para os pon~os nodais in~ernos. observando que ÃX = .dn 
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()t /()t 
• l (2. 153) a = a = E "' ~., 

o Ste ~., 
(2. 154) a = p ~T 

+ + o (2. 155) a = a a a 
p E "' p 

Para o ponto nodal N • da ~ronteira sólido-ambiente, a 

condição de contorno de Robin exige que 

k 
h ce - e ) = --8 - ce - e ) 

00 N ÃX./2 N N+i 
(2. 156) 

e como Ã.X = H .6.X e e = 1 
00 

rearranjando a equação anterior 

h H.6.X (1 e ) c e - e ) - = 2k N N N+i 
(2.157) 

SI 

mas Bi = C h ID/k e .6.X = ~., • assim 
8 8 

C2 + Bi ~.,) e = 2 e + Bi ~n 
8 N N+i SI 

(2.158) 

portanto, na ~arma geral da eq . (2.152) tem-se que 

a = 2 (2.159) 
E 

a = o (2.160) 

"' 
o Bi ~., a = p 8 

(2. 161) 

Para representar o ~luxo nulo,na outra ~ronteira do 

dominio. ~az-se e = e onde os coe~icientes. na ~arma 
2N-i 2N-2 

geral da eq. (2.152), para e são 
2N-2 

a = o 
E 

()t /()t 
• l 

a = 
"' ~., 

C2. 162) 

(2. 163) 
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ao = Ste lln 
P ÂT 

(2. 184) 

A ~im de exempli~icar um probl e ma d e ste tipo. foi 

resolvido um caso onda uma barra de gelo com e spe ssura da 35 mm, 

na ~igura 2.12, inicialmente a na con~iguração mostrada 

T = - 15 oC é ~undida num 
11 

ambiente a T = 20 °C, 
(X) 

segundo os 

seguintes parâmetros: Bi l = O . 290698 • Bi 
8 
= O. 078125 • st·e = O. 5 e 

o /o = 3,720930 . Foi empregada uma malha com 20 pontos nodais e 
• l 

um incremento de tempo llT = 0,0125 . 

A ~igura 2.15 mostra os campos de temperaturas do 

sólido. na ~ase pré-~usão , em três instantes diferentes, desde a 

distribuição inicial de temperaturas até o ~inal desta ~ase , que 

coincide com o inicio da ~ase de ~usão. 

-0.00 :r------___ _!F~o~-~J.~8~25~-

- 0.20 

(/) 

~ -0.40 
w r-

-0.60 

Fo- 1.875 

Fo- 0 

- o. ao -+rTTTTT"1..,..,..,......,...~,.,........,..,...-.-.~.....,....,'T"T""I..,...,...,,....,.... ...................................... 
o. 

Fig. 2.15 Campos de temperaturas do sólido, na fase pré-fusão 

A figura 2.16 mostra os campos de temperatura do 

liquido, na fase de fusão. em três instantes diferentes. desde o 

inicio da ~usão, 

Fo = 7.7 , onde 

Fo = 12,025 

passando por um momento 

1l = o. 499. 
l 

até a fusão total 

intermediAr! o, 

do sólido. 
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0.25 

0.20 

0.15 
~ 

~ 
~ 0.10 

0.05 

Fig. 2.16 Campos de ~emperaturas do liquido, na ~ase de ~usão 

2.4.3 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN COM FORMULAÇÃO EM ENTALPIA 

São várias as ~ormulações em entalpia, para problemas 

de mudança de ~ase, disponiveis na literatura. Dentre ~ais 

~ormulações destacam-se aquelas apresentadas por Shamsundar e 

Sparrow, 1975, Voller e Cross, 1980 , Bennon e Incropera. 1987, 

Voller e Prakash, 1987, Cao et al .• 1989, La c r oi x e Voll e r • 

1990. Algumas incluem convecção natural, nos casos onde a 

mudança de ~ase ocorre numa temperatura discreta (substâncias 

puras e ligas eutéticas), e também di~usão de e s péc ies quimicas, 

no caso de ligas não eutéticas. 

Com o objetivo de exempli~icar este tipo de abor dagem, 

será apresentada aqui uma ~ormulação em entalpia com malha ~ixa, 

aplicável 

1989]. 

inclusive à geometrias tr i dimens ionais ( Cao et al . • 

A equação da energia para um problema puramente 

di~usivo, em coordenadas cartesianas bidimensionais, é dada por 
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éJCph) 
8l 

Note-se que 

dh 
dT = 

(2. 185) 

cCD C2 . 1 8 6) 

onde h é a e ntal pia espec i f' i ca. e c é o calor e speci f' i c o a 

pressão constante. 

Considerando que os calores especif'icos do sólido e do 

11 qui do são constantes, que a mudança de f'ase ocorre a uma 
* . t emperatura discreta T , e convencionando que h = O quando o 

* material estiver na f'ase sólida a T , c omo pode s er visto na 

f'igura 2 . 17, tem-se para a f'ase sólida Ch ~ 0) que 

T = T* + h C2. 167) 
c 
• 

onde c é o calor especif'ico do sólido . 
• 

Na interf'ace sólido-liquido CO < h < Ã) 

T = T* 

Sólido 
h 

Líquido 
- - ----------1----4_,~1----.:.._ ___ - - - -

T 

Fig. 2 . 17 Diagrama h x T para uma substância 
pur a ou liga eutética 

C2. 169) 
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e na fase liquida Ch ~ À) 

(2.169) 

onde À é o calor la~en~e de fusão . e cl é o calor especifico do 

liquido. 

In~roduzindo a .. ~empera~ura de Kirchhoff .. [Solomon e~ 

al . • 19861 

(2.170) 

onde kCn) é a condu~ividade ~érmica ob~ém-se. para o sólido. 

considerando k cons~an~e. que 

Da mesma forma. para a 

e para o liquido 

* T = k CT - T ) 
k l 

(2. 171) 

in~erface sól ido- liquido 

(2.172) 

(2.173) 

Subs~i~uindo T da eq . C2.167) na eq. C2.171) ob~ém-se 

para a fase sólida. 

Na in~erface 

T =O 
k 

(2.174) 

(2.1 76) 

Subs~i~uindo T da eq. C2.169) na eq. C2.173) ob~ém-se 
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para a fase liquida. 

k Ch - À) 
l 

(2. 176) 

Observando ainda que, de forma genérica , T = T /k 
)c 

* + T • 

pode-se substituir tal expressão na eq. (2.165) e obter 

iKph) = 
Dt 

Introduzindo agora a seguinte função para Tlc 

Tk = rCh)h + SCh) 

e comparando esta função com as equações (2.174), 

C2. 176) . observa-se que 

k 
rch) • SCh) o h ~ o (fase sólida) = e = para 

c 
B 

rch) = o e SCh) = o para o < h < À C interface) 

rch) 
kl 

SCh) 
À kl 

h ~ À (fase liquida) = e = para 
cl ct 

(2. 177) 

(2. 1 78) 

C2. 1 75) e 

(2.179) 

(2. 180) 

(2. 181) 

Substituindo a eq. (2.178) na eq. (2.177), obtém-se 

iKph) D2 crh) D2 Crh) + p = + Dt 8x2 8y2 
(2.182) 

onde 

p a2 s 8 2 S = + -- C2. 183) 
8x2 lty2 

A equação da energia foi então transformada numa 

equação não linear, com uma única variável dependente h . 

Na região do 1 i qui do. 1 onge da f r ente de mudança de 

fase, como mostra a figura 2.17. a eq. (2.182) reduz-se à 

seguinte forma padrão, linear, da equação da energia 
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= ~(k crr) + ~(k <'1T) 
bxlbx hylity C2. 194.) 

e da mesma forma . na região do sólido 

iK.p h) 
• = ~rk DT) + ~(k DT) étx lõlbx itylõlby C2 . 195) 

Na fren~e de mudança de fase. mos~rada na figura 2.19 . 

a e quação não linear deve ser resolvida na forma mos~rada em 

C2. 192). 

. . . . . . :/· . . . 

. . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . I . . . . 

. . . . . . . 'L . . . . . . . t as ~· . . / , . . . . . 

. . S< lt( a . V" . . . . . . . . . • t v . . •) a~ e- . . 

. . . . ,/ . . . lJí ~u d . . . . . v . . . . . . . . . . . . /. . . . . . . . . . . 

Frente de Mudança de Fase 

Fig. 2.19 Regiões do dominio de solução 

Embora a presen~e formulação ~enha s ido descri~a para 

si~uações onde a mudança de fase ocorre a uma ~empera~ura 

discre~a . e la pode ser aplicada a casos onde a mudança de fase 

ocorre ao longo de uma faixa d e ~empera~uras. Es~e compor~amen~o 

d eve ser en~ão devidamen~e represent-ado em rCh) e SCh). na eq . 

C2. 179). Também podem ser inclui dos ~ermos convect.i vos, não 

havendo modi fi cações em rCh) e SCh), mas t-endo-se que r esolver o 

corresponden~e problema hidrodinâmico. 

Tendo concluído a formulação do problema. passa-se ao 

mé~odo numér i co para a s u a solução. Por mo~ivo de si mplicidade , 

apenas na d escrição do mé~odo, a~er-se-â a uma sit.uação 
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unidimensional. 

In~egrando a eq. (2.182) ao longo do volume sombreado 

mos~rado na ~igura 2.19 ~em-se. 

onde 

I p bhdV = 
ÃV itt. 

ÓXw 

w 

h -h0 
p p 

Â~ 

ÓXe 

E 

Fig. 2.19 Malha sobre o dominio de solução 

JÃV 

8
2 Crh) 

dV = (8C~h) J. - (~h))v 
ltx.2 

JÃV 

n2 crh) 
r h -r h r h -r h 

E E p p p p \( \( 

dV = 
ltx.2 C6x) C6x) 

e v 

JÃV 

8
2

S 
s- s s- s 

dV E p p \( 

= 
ltx.2 (6x) (6x) 

• v 

C2. 186) 

(2. 187) 

(2. 188) 

C2. 189) 

(2 . 190) 

A equação discre~izada. em ~erma genérica. pode en~ão 

ser escri~a 

ah =ah +ah +b 
PP EE \t'W 

(2. 191) 
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cujos coeficien~es são dados por 

b = 
.ó.xho p p 

.6~ 
+ 

v 

s - s 
E P 
(6x) 

• 

r r 

s - s 
p w 
(6x) 

v 

(2. 1 92) 

(2. 193) 

C2. 194) 

a p 

p p 

= C6x) + C6x) + (2.195) 
• v 

Conclui da a discre~ização, e conhecidas as condições 

iniciais e de con~orno. deve-se resolver a eq. C2.1Q1) a cada 

incremen~o d e ~empo . 

A .fim de ilus~rar es~a formulação. passa-se agora a 

resolver o problema da solidificação de uma subslãncia pura. num 

canal em .forma quadrada . de comprimen~o infinito, resolvido por 

Voller e Cross. 1980. O canal está inicialmen~e cheio de liquido 
o a ~empera~ura de 2 C . No ~empo t = O a ~emperalura das suas 

paredes é colocada a - 1 0 °C e assim mantida ao longo do tempo. A 

área da seção do canal é de 1 

substância são as seguin~es : 

2 
m e as propriedades .fisicas da 

= O °C • k =k = 2 W/m °C 
l Q 

o 9 
c =c = 2 . 5 MJ /k g C • p =p = 1 k g/m e À = 100 MJ/kg . 

l Q l Q 

Considerando a sime~ria do problema. somente um quar~o 

do domlnio é resolvido, como mos~ra a .figura 2 . 20 . 

Para a solução é utilizada uma malha car~esiana, 

igualmen~e espaçada. de 28 x 28 pon~os nodais. O passo de ~empo 

empregado para a solução • .6~. é de 1 minu~o. Deve-se observar que 

contrariamente ao ado~ado em transferência de calor sem mudança 

de .fase. onde os coeficientes de difusão ~érmica r são avaliados 

nas faces dos volumes de controle. no esquema em ques~ão estes 

coeficientes são avaliados no centro de cada volume de con~role. 

As equações algébricas são resolvidas pelo mé~odo l inha por linha 

[Pa~ankar. 1980). 



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSÃO E SOLIDIFICAÇÃO 55 

y 

y 

hw hw 

s hw h (x,y,t) hw 

;:: 
8 ~ 

V) ~ h (x,y,t) hw ô ~ 
~ 

0,5m 
X 

~~~·----~l~h~=w~--~.1 X 

Fig. 2.20 Problema de Neumann bidimensional em canal quadrado 

Os resul~ados apresen~am excelen~e concordância com 

aqueles ob~idos por Voller e Cross . sendo mos~rada na !igura 2.21 

a evolução da !ren~e de solidi!icação sobre o eixo x . 

~ impor~an~e observar que não há nec essidade de 

ras~rear a !ren~e de mudança de !ase . para resolver o problema. 

En~re~an~o pode-se localizá-la. a cada momen~o. a par~ir do valor 

de h. lembrando que na fren~e de mudança de fase O < h < À • 

A oscilação verificada na curva ~empo x dis~ància da 

figura 2.21 deve-se ao modo como foi calculada a localização da 

fren~e de mudança de fase . A maneira mais simples de calculá-la 

consis~e em varrer os volumes de con~role da fron~eira. par~indo 

da região liquida. pergun~ando se h < À • Quando a respos~a for 

a!irma~i va . assume-se que a fren~e de mudança de fase es~á no 

cen~ro des~e volume de con~role. Es~e procedimen~o é sa~isfa~ório 

no caso de malhas re!inadas. causando en~re~an~o erros 

r ela ~i vamen~e grandes em mal h as menos r e f i nadas. Na presen~e 

solução. a !im de melhorar a precisão. é primeiramen~e localizado 

o volume onde a mudança d e fase eslá ocorrendo . do modo descri~o 

acima. Fei~o is~o é calculada a relação h/X que é assumida 

dire~amen~e como sendo a fração de sólido do volume em quesLão. A 
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seguir es~a fração de sólido é ~ornada como a fração da dimens ão 

do volume de con~role. sobre o eixo x . preenchida por sólido. 

Observe-se en~re~an~o que nes~e procedimen~o ainda persi s~e um 

cer~o erro . pois embora o fenômeno em ques~ão seja bidimensional . 

a fração de sólido é conver~ina numa dimensão proporcional 

somen~e sobre o eixo x . 

0.5 

o 
'ü 0.2 
c 

{0 
......... 
Ul 

"'' 0.1 - - Presente eoluçÓo 
• • • • • Voller • Croaa 

Pig. 2.21 Evolução da fren~e de solidificação sobre 
o eixo x. sendo a dis~ãncia con~ada a par~ir 

da face direi~a do canal 

A ~empera~ura de cada pon~o do dominio de solução 

~ambém pode ser calcul ada. a cada momen~o. a par~ir das equações 

C2.167). C2.168) e C2 . 169). 
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3 MUDANCA DE FASE EM PRESENCA DE CONVECCAO NATURAL 

3.1 INTRODUÇÃO 

O ~ornecimen~o ou a re~irada de calor de um me io 

liquido sempre caus am gradien~es de ~empera~ura nes~e me io, que 

por sua vez originam gradien~es de densidade. Os gradi e nt..es de 

densidade podem , dependendo da con~iguração do si s~ema , caus ar 

corrent..es convec~ivas. Es~a movimen~ação de ~luido. uma vez 

present..e, pode a~uar de ~orma impor~an~e no processo de ~roca de 

calor e massa do sis~ema. 

Em con~igurações horizon~ais. onde o aquecimen~o é 

~ei~o pela ~ace in~erior, ~em-se um problema de es~abilidade. A~é 

um de~erminado valor do número de Rayleigh, 

R a (3.1) 

denominado Ra c r i ~i co. ex.i s~e apenas condução. Após es~e Ra 

surgem corren~es convec~ivas . Na ~igura 3.1 é mos~rado, em cor~e. 

um padrão que es~as corren~es podem assumir. Deve-se obse rvar que 

nest..e caso a ~ren~e de mudança de ~ase a s sume uma ~erma 

i r regular , já que o coe~ i c i en~e de ~r oca de cal ar é maior nas 

regiões onde o ~luido ascenden~e a~inge o s ólido. 

Fig. 3.1 Convecção na~ural em um sis~ema horizon~al 
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Em sist.emas ver-t.icais a convecção nat.ur-al sempre est,á 

pr-esent.e. ocor-rendo gr-adualment,e a mudança ent.r-e os r egimes 

condut,ivo e convect.ivo. 

3.2 FORMULAÇÃO EM TEMPERATURA 

Na presença de convecção nat.ur-al a det.er-minação dos 

campos de t,emper-at.ur-a e velocidade são problemas acoplados. 

Uma abordagem pioneira dest,e t,ipo de problema ~oi 

realizada por Spar-r-ow et, al . • 1977. para a geomet.r-ia 

axissimét.r-ica ver-t.ical most.r-ada na ~igura 3.2. Nest,e caso t,odo o 

sólido encont.r-a-se a T*. dispensando por-t.ant.o a solução da 

equação da energia nest.a região. Dados exper-iment.ais para est.a 

mesma geomet.ria. com par-a~ina como mat.er-ial de mudança de ~ase. 

visando aplicações em ar-mazenadores de energia térmica. são 

encontrados em Souza Mendes e Pinho Brasil . 1997 . 

• 
T 

Fig. 3.2 Fusão com convecção nat.ur-al em geomet.r-ia axissimét.r-ica 

Nest,a geomet.r-ia a equação da energia é dada por 

õf 
étt., + 

éJCuD 
ltz 

+ 
1 éJC r-vD 
r ltr-

(3. 2) 

Par a o cálculo de u e v é necessár-ia a solução das 
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equações do movimento 

8u 
+ 

1 8Crv) -r itr = o C3. 3) 

8u 81..12 1 a<ruv) 1 np· 
~u 

8t. 
+ 

8z 
+ = 8z + v - g r itr p 

C3. 4) 

bv a<uv) 1 éJCrv2
) 1 np· 

~v v v + + = - - + v -bl itz r (tr p O r 2 r 
(3. 5) 

A dependência de p com T pode ser expressa linearmente 

da seguinte ~orma 

(3. 6) 

onde ~ é o coe~iciente de expansão térmica do liquido. 

A ~orça de empuxo resultante. na uni da de de volume. 

causadora das correntes convectivas. é a seguinte 

Fe = ap· 
itz pg c :3. 7) 

Multiplicando a equação acima por 

p da equação 3.6. obtém-se 

* 1/p .e substituindo 

1 ap•- e 1 np·- ~ CT - T*) g = g + g 
* * * p Ih. p p Ih. 

(3. 8) 

1 éJ * * = cp•+ p g z) + g ~ CT - T ) 
* p lJz 

(3. Q) 

rede~inindo a pressâ:o. de forma a incorporar a parcela 

hidrostática. resulta em 

* p = p•+ p g z (3. 10) 

* e aproximando p/p = 1 Caproximaçâ:o de Boussinesq), obtém-se 

1 

* p 

ap•- g = 
itz 

1 

* p 
c 3. 11) 
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Subs~i~uindo es~a nova expressão para o ~ermo de 

empuxo. a equação 3.4 ~ica en~ão 

8u2 
+- + 

8z 
1 iJC ruv) 
r itr = 1 

* p 
(3. 12) 

Na ~erma an~erior a ~empera~ura aparece expliciLamenLe 

no Lermo ~on~e da equação d o movimen~o. Gradien~es de lemperalura 

lornam es~e ~ermo não nulo. induzindo o movimenlo do ~luido. 

O dominio de solução será agora imobilizado. de ~orma 

semelhan~e ao já rea lizado anleriormenle (seções 2.4.1 e 2.4.2). 

com a seguin~e ~rans~ormação de coordenadas 

que ~az 

~em-se 

mas 

e 

assim 

~ 
z 

= e 
r 

o 

com que o !:: TJ !:: 1 

a éJ = 8z a e 
a e 
8z 

éJTJ Ih) dr 
= 8z ôr 

i. 
dz 

" 1 ô 
8z = r ae 

o 

TJ = 
Cr - r ) 

o 
Cr - r ) 

i. o 

e observando ~ambém que ri. 

a e ô éJTJ 
8z 

+ 
Ih) 8z 

1 = r 
o 

i. TJ dr . 
I. = dz r . r 

I. o 

TJ dr 
i 

ô 

dz Ih) r - r 
i. o 

Da mesma forma 

ô 8 éJTJ 1 ô 
br = Ih) br = 8TJ r . - r 

I. o 

A fim de diminuir a complexidade das 

(3. 13) 

= r . Cz, 'l), 
\. 

(3. 14) 

(3. 15) 

(3. 16) 

(3. 17) 

(3. 18) 

equações 

~rans~ormadas. sem prejuizo para a apresenLação da meLodologia. o 

segundo ~ermo do l ado direilo da eq.C3.17) é desprezado. apenas 

nesle operador. Islo significa assumir que a inclinação da fren~e 

de mudança de ~ase. dada por dr . /dz. é pequena. 
I. 

Ado~ando ainda as seguinLes adimensionalizações 
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u = u 
<X/r 

o 

Ra = 

. v = v 
<X/r 

o 

2 v 

, p = 

Pr 

p 

2 
pCa/r ) Pr 

o 

St..e 

, e = 

o sistema de equações a ser resolvido é o seguint..e 

au 1 lK.RV) 
it~ 

+ = o RCRi. - 1) itr} 

1 
(ste 

au aif 1 b(~UV) ) itP 
Pr IJT 

+ -+ = - + Ra e + 
IJ~ RCRi. - 1) IJ~ 

1 (ste IJV Pr IJT + 
"" +~v 

IJ8 lK. ue) 1 lK.RVe) "" Ste 
IJT 

+ + = ~e 
it~ RCRi. - 1) itr} 

onde 
r . 

Ri. 
1. 

R r CRi. 1) 1 = = = .,., - + r r 
o o 

"" 
e ~ é o operador Laplaciano t-ransformado, 

8
2 

1 = -+ 
8~2 R CRi. 

(3. 19) 

(3. 20) 

(3. 21) 

(3. 22) 

"" ~u C3. 23) 

(3. 24) 

(3. 25) 

(3. 26) 

C3. 27) 

Nesta altura tem-se 4 equações e 5 incógnitas, que s~o 

U, V, e , P e R1. . A equaç~o que falta ser á obtida do seguinte 

balanço de energia na frente de mudança de fase, que tem a forma 

da parede circular de um t..ronco de cone, 

õf 
- k A itn 

/).Vol 
= p•À ---xr- (3. 28) 

onde õf/étn é o gradiente de temperatur a na direç~o normal à 

s uperficie, e /).Vol é o volume de material fundido no tempo /).t. 

~SCOLA DE ENGENHARIA 
61BLIOTE CA 
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Das figuras 3.2 e 3.3 ~ira-se que 

A 2rr !:a. 
I:Nol 2rr Âr . !:a. = r = r 

i. sen ot i \. 
C3. 29) 

e 
1fT iJT 1fT 
c}n = étr 

sen ot -
bz 

c os ot C3. 30) 

aT 

s 
• T 

Fig. 3.3 Geome~ria da in~erface sólido-liquido 

subs~i ~ui ndo as equações C 3. 29) e C 3. 30) na equação C 3 . 28) e 

rearranjando. ob~ém-se 

C3. 31) 

Deve-se observar ainda que na:o exis~e gradien~e de 

* ~empera~ura ao longo da in~erface. que es~á ~oda a T • ou seja . 

cos ot + sen ot = o 

mul ~i pl i c ando a equação an~er i or por 1 /sen ot 

fa~o de que 

co~g ot -

ob~ém-se 

C3. 32) 

e u~ilizando o 

C3. 33) 
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ôT 8T itr 
i. 

ltz= (3. 34) 

Substituindo as equações C3. 33) e C3. 34) na equação 

(3.31), obtém-se 

8T 
- k itr 

Desprezando o t-ermo ref'erent-e 

(3. 3!3) 

à inclinação da 

int-erf'ace, conf'orme já realizado ant-eri ormente na t-ransf'orrnação 

de coordenadas , agora com menor erro por t-rat-ar-se do seu 

quadrado, e aproximando a razão Ãri./~t para a derivada, a equação 

C3.3!3) f'ica 

- k 8T 
"' = (3. 36) 

Discretizando esta equação no tempo, resulta em 

k ôT I ~t 
p À 8r r . . \. 

(3 . 37) 

ou, transformando as suas coordenadas e adimensionalizando, da 

mesma f'orma já realizada anteriormente , obt-ém-se a seguinte 

equação explicita para Ri. 

1 8e 
A..... I ""=1 b.T RT - 1 "'I ,, 

i. 

(3. 38) 

As condições de contorno são agora analizadas. Para a 

velocidade são assumidas as condições de não deslizamento e 

impermeabilidade em todos as f'ront-eiras. A temperat-ura é uniforme 

na superf'icie do tubo, T = Tp , ou e = 1 em n = O Na !rente de 

mudança de f'ase a temperatura é uniforme e igual à temperat-ura de 

* sat-uração, T = T , ou e = O em n = 1 . Na base, z = O , e no topo , 

z = H , é assumida a condição de f'luxo térmico nulo. 

A condição de veloc idade nula perpendicularment-e à 

!rente de mudança de f'ase é uma aproximação, já que esta 

desloca-se ao longo do tempo. Est.,a aproximaç~o f'oi posteriormente 
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rat.i.f'icada como sendo excelent.e , t.ant.o p a ra números da ?randt.l 

al t.os [ Bénard et. al. , 1986, J any e Bej an , 1988) , t.i picos de 

mat.eriais de mudança da .f'ase, c omo t.a mbém para Pr baixos [Gobin e 

Bé rnard, 198 9)' enc ont.rados em me t.ais .f'undidos. Est.as 

con.f'irmações .f'oram baseadas, no caso de Pr alt.o, em anál i ses de 

ordem de magnit.ude, most.rando que as velocidades da .f'r e nt.e de 

mudança de .f'as e são muit.o meno res do que as velocidades n a camada 

limit.e do l iquido. No caso de ?r baixo, espaci a lme n t.a em met.ais 

liquides, a validação dest.a aproximação .f'oi r ealiza da at.ravés da 

comparações de simulações numé ricas c om r esult.ados e xperime nt.ais. 

Uma vez est.abe lecido o si s t.ema d e e qua ções governant.es , 

bem como as suas condições de cont.or no, pode-se obs ervar que o 

problema .f'ica det.erminado por 4 parâmet.ros, que são : Ra, 

Pr e St.e. 

H/r 
o 

Alguns result.ados obt.idos por Sparrow et. al. , 1977, são 

moslrados a seguir . 

A t.axa de t.rans.f'erência de calor a part.ir da super.f'icie 

do t.ubo é represent.ada por Q , sendo port.anlo Q/H esla laxa de 

t.rans.f'erência na unidade de compriment.o do t.ubo , e 

CQ/H)/kCTp T*) sua adimensionalisação. A .f'igura 3 . 4 most.ra o 

comport.ament.o dest.a t.axa de t.rans.f'erência de calor adimensional 

ao 1 ongo do t.empo a dimensional T = F o St.e , par a vá r i os Ra, ?r , 

St.e , e H/r . 
o 

Nos primeiros inst.ant.es de t.empo o deca.iment.o 

r. • f-< 
l: I 

d o. 
f-< 40 
v 
~ 

20 ------------------------------
o o~ OI!> 0.20 

T 

Fig 3.4 Taxa de t.ransferência de calor adimensional ao longo 
do t.empo adimensional, para vários Ra, ?r, Sle e H/r o 
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monot.Onico da t.axa de t-roca de calor revela que o mecanismo é 

predominant-ement-e condut-ivo. Logo ap6s a convecção nat-ural começa 

a part-icipar at-ivament-e do processo, causando o apareciment-o de 

um nú nimo. o cresciment-o at.é um máximo e o post-erior decaiment-o. 

Par a os números de Rayleigh mais baixos est.e comport-ament-o é 

menos abrupt-o, mas cont-inua ocorrendo ao longo do t-empo. 

Par a Ra 

Pr = 70 

Todos os casos ~oram simulados com Pr = 7 e St.e = 0. 1 5. 
cS = 7 x 10 e H/r = 4 t-ambém ~oi si mulada uma sit-uação com 

o 
Con~orme se pode observar na ~igura 3.4 , o result-ado é 

i dênt-ico. As equações 3.23 e 3.24 most-ram que se os result-ados 

não se al t.er aram com Pr = 70 

realidade o res ult-ado para Pr ~ 7 

pode- se a~irmar que est.e é na 

Para Ra = 7 x 10
5 

e H/r = 4, 
o 

t-ambém ~oi si mulada uma sit-uação com St.e = 0,05 não ocorrendo 

nenhuma di~erença no resul t.ado. As equações 3. 23. 3. 24 e 3 . 25 

most-ram a presença do número de St.efan no t-ermo t-emporal, 

indicando que est.es r e sul t-ados são válidos ent.ão para St.e ~ 0 ,15. 

A ~igura 3. 5 most-ra a p osição da ~rent-e de ~usão ao 

longo do t-empo T A incl inação dest-a ~rent-e ilust-ra a 

import-ância da convecção nat-ural no processo, mais pronunciada, 

nat-uralment-e . para o número de Rayleigh maior. 

Fig 3 . 5 Posição da ~rent-e de ~usão ao longo do t-empo 

Souza Mendes e Pinho Brasil , 1987, most-raram que para 
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baixos números de Rayleigh e ~empo adimens~onal mai or do que 

0,1 • as inclinações da fren~e da mudança de fase previstas pelo 

modelo an~eri or são menores do que aquelas observadas no 

experimen~o. Adicionalmen~e. para al~os números de Rayleigh, 

quando os efei ~os da convecção na~ural são dominan~es sobre os 

efei~os da difusão, as velocidades da avanço da fren~e de mudança 

de fase , previstas para a região da base • são maiores do que as 

verificadas no experimento. São obs ervadas ainda diferenças entre 

o número de Nussel~ previsto a o medido. Tais discrepâncias es~ão 

associadas à simplificação realizada na equação C3. 17), com o 

obje~ivo de diminuir a compl e xidade das equações ~ransformadas. 

3.3 FORMULAÇÃO EM ENTALPIA 

Conforme já foi comen~ado, na seção 2. 4 . 3, exis~ém na. 

li~era.~ura várias formulações em en~alpia para problemas de 

mudança de fase. Naquela seção foi apresen~ada e exemplificada a 

formulação de Cao e~ al . • 1989 , para problemas envolvendo somen~e 

difusão. Nes~a seção será apresan~ada as~a mesma formulação , 

incluindo agora os ~ermos convec~ivos. 

A equação da energia , em coordenadas 

bidimensionais, pode ser escri~a da seguinte forma 

iJCph) 
8t, 

+ iJCpuh) 
itx 

+ iJCpvh) 
ity 

car~esianas 

(3. 39) 

Desenvolvendo os ~ermos difusivos des~a equaçã o . em 

~ermos de en~alpia, conforme já f o i mos~rado na seção 2. 4. 3, 

ob~ém-se 

8Cph) 

8t, 

+ 8Cpuh) 

itx 

+ 8Cpvh) = 
hy 

Neste caso o fluxo ~otal de energia é dado por 

(3. 40) 
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acrh) 
J = puh + pvh - Dx c 3 . 41) 

devendo-se obs ervar que os termos difusivos são diferentes 

daqueles encontrados no fluxo total da formulação em temperatura. 

onde 
õf õf 

J = pcuT + pcvT - k Dx - k lty ( 3. 42) 

.flN 
c3 

"'ll 
w <Xe 

w~ p ~ E 
_ar. 

-ó 

s 

Fig. 3.6 Volume de controle para integração 

Integrando a equação (3. 40) em um volume de controle 

como o mostrado na figura 3.6 • obtém-se 

a h = a h + a h + a h + a h + b (3. 43) 
p p E E w w N N s s 

onde 
ll:x11y o (3. 44) a = a + a + a + a + 
~ 

p 
p PE PW PN PS 

a = r D + máx [-F • 0] a = r D + máx [-F • 0] (3. 45) 
E E e e PE p e e 

a = r D + máx [F • Ol a = r D + máx [F • 0] (3. 46) 
w w .., .., PW p .., .., 

a = r D + máx [ - F . 0] a = r D + máx [-F . 0] (3. 47) 
N N " " PN p " TI 

a = r D + máx [F • OJ a = r D + máx (F • 0] (3. 48) 
s s 8 8 PS p 8 8 
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b :: 

o ho ...... p .o.xL>.Y 
p p 

+ o cs -s) 
e E p 

o c s -s ) + o c s -s ) 
~ P ~ n N P 

D Ây D Ây D ÂX • D = ÂX 
• = C 6x) ' v= ( (Sx) ' n = C 6y) a C 6y) 

• v n • 

o cs -s ) 
• p s 

C3. 49) 

C3. 50) 

P = Cpu) Ây ,F = Cpu) Ây ,F :: Cpv) ÂX ,F = Cpv) ÂX 
• e v v n n • e 

C3. 51) 

Os ~ermos d o ~ipo máx [a,bl signi~icam que é assumido o 

maior valor en~re a e b. O superindice ''o " especi~ica que é 

assumido o valor da variável em ques~ão no in~ervalo de ~empo 

an~erior ao que es~á sendo resolvido. 

Quan~o ao problema hidrodinâmico no liquido, es~e é 

equacionado de ~orma convencional. Assim, as equações governan~es 

para o liquido , ado~ando-se a aproximação de Boussinesq, são as 

segui n~es 

iJCpu) 
+ 

iJCpv) 
= o 

itx ity 
(3. 52) 

(u 
bu 

+ v !i) bp r•u + 8
2 u] p 

itx 
= 

ltx + 1-J 
ltx2 ity2 

(3. 53) 

(u 
ltv 

+ v :;) 
bp ["•v 8

2 v) + prefg(1 T p 
ltx = lty + 1-J + --

ltx2 lty2 
(3. 54) 

A ~im de ilus~rar uma aplicação do modelo será 

resolvido o problema da ~usão de uma barra re~angular, con~orme 

mos~rado na ~igura 3.7. 

* Inicial men~e o ma ~e r i al es~á ~odo s61 i do, a T . Num 

* ~empo ~ = O. a parede da esquerda é colocada a Tp > T , enquan~o 

* que a parede da direi ~a é man~ida a T As paredes super i o r e 

in~erior são consideradas adiabá~icas. Deve-se observar que o 

* s61 i do é man~i do dur an~e ~ode o ~empo a T , cons~i ~ui ndo-se 

por~an~o num problema de ~e~an. 

Na cavidade onde o ma~erial encon~ra-se em es~ado 

liquido é assumida a condição de não escorregamen~o em ~odas as 

~ron~eiras. 

A subs~ância pura escolhida para a simulação é o 

as~anho, com as seguin~es propriedades ~isicas 
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Fase líquida 

Fase sólida 
Tp • a T =Tr 

• T 

0,0889 m 

Fig. 3.7 Descrição do problema 

9 densidade = 698 0 Kg/m 

calor especifico = 257 J/Kg°C 

cond utividad e térmica = 32. 2 W/m°C 

difusividade térmica= 1 , 795 x 10-5 m2 /s 
-7 2 

viscosidade cinemática = 2 , 81 x 10 m /s 

coefici e nte de expans~o vol u métrica = 106 x 1 0-6
/ ° C 

temperatura de fusão= 231 , 9 ° C 

calor latente d e fusão = 50600 J/Kg 

Assim • Pr = 0,0157 

Tp = 233,9 °C • Ste = 0,00848 . 

R a 
H 

5 = 1, 23 X 10 e , para 

Na solução das: equações governantes foi utilizado o 

algoritmo SIMPLEC , para o acoplamento pressão e velocidade. t 

i n teressante observar que no presente caso tanto o SIMPLEC como o 

SIMPLER não apresentam vantagem em relação ao SIMPLE. A malha é 

cartesiana, de 28 x 28 pontos nodais, refinada a. partir da 

parede esquerda , que cede calor. 

Foram empregados os passos de tempo de 1 , 2 , 6 e 1 O 

segundos . ao longo da solução, além de diferentes subrelaxações 
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nas component-es da velocidade, correção da pressão e ent.alpia, 

visando minimizar o t.empo de CPU . 

Est.e problema foi resolvido parcialment-e por Gobin e 

Benard , 1989 , com uma formulação em t.emperat.ura, empregando uma 

t.écnica de imobilização da frent.a de fusão e uma t.ransformação 

não ort.ogonal d e coordenadas no dominio liquido [Faghri et. al., 

1984] . 

São disponiveis t.ambém result.ados experime nt.ais, 

produzidos por Gau e Viskan ta, 1 986 e Wolff e Viskanta , 1987. 

Deve- se observar entretanto que o experimento não coincide 

exat.amente com o problema simulado, uma vez que o degrau de 2 °C 

na temperatura, no t.empo t = O , na par ede da esquerda não pode 

ser r eali zado experimentalmente. A temperatura correta somente 

foi alcançada 7 minutos após o inicio d o processo. Pode-se 

p o rtanto prever que a si mulação fornecerá uma posiçã o d a frent.e 

de fusão mai s a vançada do que aquela observada experiment-almente, 

já que a maior taxa de t.ranferência de calor ocorre just.ament.e no 

inicio do processo, quando tem-se praticamente difusão pura. 

Por este motivo a simulação real izada por Gobin e 

Benard, 1989, adota como condição inicial a sit.uação medida n o 

experiment.o após o tempo de 0,579 h . Cont.rariament.a, a present.e 

si mulação dese nvolve-se desde o inicio do processo. 

Para uma comparação qualit.ativa ent.re o resultado 

experi me ntal , o de Gobin e Benard e a presente si mulação , são 

mostradas n a figura 3.8 as posições da frente de fusão em dois 

instantes de tempo. Es ta fi g ura most.ra uma boa concordância , 

quanto à forma d a frente de fusão. ent.re a present-e simulação e 

o s dados experiment.ais , nos dois i nst.ant.e s de t.empo. 

Provavalment.a os desvios observados devam-se ao mot.i vo descrit.o 

ant.erior menta. Some-se ainda a possibilidade de existirem 

discrepâncias ent.re as propriedades fisicas d o estanho das 

simulações e aquele efetivament.e usado na experiment.ação, 

conforme comentado em Gobin e Benard, 1989. 

Not.e-se ainda que na presente simulação não foi 

realizado um est.udo d e independên c ia quant.o à malha e ao 

incremant.o d a t.empo. Considerando que o número de Pr a ndt.l é 
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bastante pequeno, sendo em consequênci a disto a espessura da 

camada 1 imite h i dr odi nâ.mi c a mui t.o pequena. é possi vel que uma 

mal h a mais r e!' i nada al ter e 1 evemen te o r es ul ta do. Quanto ao 

incremento de tempo pode-se esperar pouca variação , u ma vez que 

durante a mai or part.e d a simulação este incremento !'oi de 1 

segundo, já bastante pequeno portant.o. 

0.06 J • 
• • 

0.02 

I 
I • 
I 
I • ,. 
~ 

f 
I 

• I 

• I 
I 

i' 
)' 

(m) 

. 
• 

.. 

• 

• 

• • • • • experimental 
-- Gobin e Benord 

presente aoluoóo 

o. 

Fig . 3.8 Posição da !'rente d e fusão 
nos t.empos 1,012 h e 2.079 h 

A figura 3.9 most.ra as linhas de corrent.e no instant.e 

de t.empo de 2.079 h • podendo-se observar nesta figura uma grande 

região de recirculação, bem como uma pequena zona. n o canto 

superior esquerdo. onde o liquido se movimenta em sentido 

contrário ao do escoamento princ ipal. 

Nas simulações e no experimento em quest.ão a cavidade 

de liquido está limitada na parte superior por uma parede. 

originando portanto uma condição de não escorregamento. Em certos 

experiment-os ent.retant.o é convenient-e que a face superior fique 

livre . Uma situação com a condição de deslizamento foi então 

simulada. sendo mostrada uma comparação entre as duas situações 
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na f' i gura 3. 10 . 

X 

Fig. 3.9 Linhas de corren~e no ~empo de 2,079 h 

0.06 

0.02 

I 
I 

I 

-- não escorregomanto 
- - eseorregamento 

o. 6 o. 8 

Fig. 3.10 Comparação en~ra os casos com e sem 
escorregamen~o na parede superior 



WUDANÇA DE FASE EW PRESENÇA DE CONVECÇÃO NATURAL 73 

No caso onde a superficie superior do liquido esti 

livre, não havendo portanto a camada limite, o liquido inci de na 

frente de fusão com maior quantidade de movimento, aumentando 

assim a troca de calor nesta r egião , e consequentemente a taxa de 

fusão. Este efeito é mais perceptivel quando a cavidade de 

liquido é maior, acentuando os efeitos da convecção. Ao ceder 

mais calor para a parte superior da ~rente de ~usão , os 

gradientes de temperatura ficam menores do centro para baixo , 

diminuindo em consequência a taxa de ~usão neste trecho. 

3. 4 MUDANÇA DE FASE AO LONGO DE UMA FAIXA DE TEMPERATIJRAS 

As substâncias puras e ligas eutéticas tratadas até 

aqui mudam de ~ase a uma temperatura constante. Contrariamente, 

a maioria das ligas metálicas apresentam a caraclerislica de 

mudarem de fase ao longo de uma ~aixa de temperaturas , 

correspondente à zona esponjosa. 

Esta familia de problemas pode ser abordada, por 

exemplo, pelo método da entalpia descrito anteriormente [Cao el 

al. , 19891, através de formas adequadas para as expressões de 

rCh) e SCh). 

Considerando que os calores especi~icos do sólido e do 

liquido são constantes, que a mudança de fase ocorra com uma 

variação linear da temperatura, con~orme mostrado na ~igura 3.11, 

e observando que agora h = O corresponde à fase sólida com 

T = T~ • tem-se , para a fase sólida que 

h 
T = Tt + -

c 

Na zona esponjosa C O < h < À + c bT ) 
• 

h 
T = Tt + bT ~~----~= ,... + c bT 

• 

(3. 55) 

(3. 56) 
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e na fas e liquida c h ~ À. + c .6T ) 
e 

À. + C c - c ) b T 
T T.s. h e l = + 

ct c 
l 

( 3. 5 7 ) 

onde bT = CTz - T.s.) e c é o c a lor e spec ifi co d a zona esponj osa . 
e 

h Zona 

Sólido jf-'r<>nj<>st Líquido 
---- -------------------~--------~.-~~------~-------------

1 I 
I I 
I I 
I I --- - -,- -
1 

I 
I 
I 
I 

T 

Fig. 3.11 Diagrama h x T para uma liga não eulélica 

Int-roduzindo a " lemperalura de Kirchhoff " 

(3. 58) 

onde kCn) é a condulividade lérmica oblém-se. 

considerando k conslanle . que 

para o s ólido. 

(3. 59) 

Da mesma forma. para a zona esponjosa 

(3. 60) 
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onde k• é a condulividade lérmíca desla zona, e para o liquido 

(3. 61) 

Procedendo da mesma ~erma que na seção 2.4.3 , oblém-se 

que 
k 

rch) 8 SCh) o ~ase sólida = e = para a c (3. 62) 
s 

k f).T 
rch) e SCh) o = e = para a zona esponjosa À + c f).T (3. 63) 

e 

kl k (À + Cc - cl)f).T) 
rch) SCh) l e 

~ase 11 qui da = e == c ct l 
(3. 64) 

Obli das as expressões par a rc h) e se h) , os próximos 

passos desla ~ormulação são idênticos aos já descritos na seção 

2.4.3. 

Embora lenha sido aqui abordada uma variação linear de 

h com T , na região esponjosa , esle mélodo é válido lambém para 

o ulras situações , passiveis de ocorrerem nas ligas não eulélicas. 

Deve- se observar ainda que as propriedades ~isicas lais 

como k e c exigem a adoção de alguma hipótese , como por exemplo 
e e 

assumi r que sejam ~unções de k , k e c , 
• t • 

respectivamente. 
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4 ASPECTOS METALCRGICOS DA SOLIDIFICAC1'0 

4.1 INTRODUÇÃO 

o f'enómeno da solidif'icação é de f'undament-al 

import-ância em 

puros e l igas, 

dent-re eles. 

vários processos de f'abricação , envolvendo met-ais 

sendo a f'undição e a soldagem os mais f'requent-es 

É no moment-o d a solidif'icação que a maior ef'iciência no 

cont-role da qualidade do produt-o é alcançada [Pokorny , 1966), 

sendo assim, a simulação dest-e processo é de grande relevância 

cient-if'ica e t-ecnol6gica. 

Nest-e capit-ulo serão abordados os aspect-os met-alúrgicos 

da solidif'icação, a f'im de f'ornecer subsidies para a compreensão 

do f'enómeno f'isico que se quer simular. São t-ambém examinados os 

mét-odos encont-rados na lit-erat-ura met-alúrgica para a simulação da 

solidif'icação, mais especif'icament-e no caso da f'undição, sob o 

pont-o de vist-a da t-ransf'erência de calor, massa e quan t-idade de 

moviment-o. Finalment-e é coment-ado o grau de aproximação, nest-e 

t-ipo de simulação, encont-rado na lit-erat-ura especializada em 

ciências t,ér mi c as. 

4.2 MICROESTRUTURA DA SOLIDIFICAÇÃO 

Considere-se o caso mais f'requent-e de f'undição, que é 

aquela realizada em molde , conf'orme most-rado na f'igura 4.1 

São normalment-e observáveis t-rês regiões dist-int-as , 

quant-o à macroest-rut-ura. 

Na int-er f' ace met-al -molde . devi do ao ma i o r gradient-e 

t-érmico , especialment-e no inicio do processo quando o molde est-á 

frio , são formados grãos pequenos , de orient-ação randómica. Est-a 

r egião é denominada equi axial ext..er na. 
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parede 
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região 
int-erna 

equiaxial 
externa 

colunar 

Regiões comument-e encont-radas na ~undição em molde 

A part-ir da região equiaxial externa são ~armadas 

dendr i t.as. que c r esc em em direção ao i nt.er i or do mel de. dando 

origem à região denominada colunar. 

Ainda mais par a o i nt.er i or do mel de. no volume que 

permanece em est.ado liquido. é observada muit-as vezes a ~armação 

de outra zona equiaxial. denominada equiaxial int-erna. A 

transição da região coluna r par a a região equi axial i nt.er na é 

~ort.emente dependente da int-ensidade da convecção que ocorre no 

liquido. 

A mor~ologia da int.er~ace sólido-liquido apresenta-se 

bast.ant.e di~erente. quando se trata de metais puros ou de ligas. 

No caso de met.ai s puros a int.er~ace sólido-liquido tem 

uma ~erma aproximadament-e plana na região colunar. e cresce no 

sentido oposto ao ~luxo de calor. A ~igura 4.2Ca) mostra esta 

situação. onde também se pode observar o per~il de t.emperat.ura no 

liquido e no sólido. A ~igura 4 . 2 Cb) most-ra uma região equiaxial 

externa. onde se pode obs ervar o cresciment-o de um cristal. em 

~erma dendritica. no mesmo sentido do ~luxo de calor. 

A maior temperatura do cristal. possivel de ser 

observada durant-e a solidi~icação. está associada à questões de 

est-abilidade no momento da ~armação e crescimento das primeiras 
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porções de sólido. Assim, pode ocorrer o desprendimen~o de calor 

do cris~al para o liquido circundan~e. que es~á a uma ~empera~ura 

in~erior à ~empera~ura de ~usão do me~al. 

s .L T 

·o_ . : 

Ca) região colunar Cb) região equiaxial externa 

Fig. 4.2 Mor~ologia da in~er~ace sólido-liquido e 
dis~ribuição de ~empera~ura em me~ais puros 

No caso de ligas a região colunar possui uma ~ron~eira 

puramen~e sólida em ~orma dendri~ica , ocorrendo uma região 

esponjosa, onde coexis~em sólido e liquido , con~orme mos~rado na 

~igura 4.3Ca). Nes~a zona s~o de~er minadas ~odas as 

carac~eris~icas da microes~ru~ura da liga, ~ais como densidade, 

~erma , ~amanho, dis~ribuição de concen~ração e porosidade A 

~igura 4.3Cb) mos~ra uma regi~o equiaxial externa em ligas. 

A mor~ologia das regiões equiaxiais dos me~ais puros e 

das ligas é pra~icamen~e a mesma. podendo ocorrerem di~erenças 

apenas na escala rela~iva das dendri~as. Is~o porque o seu 

crescimen~o nos me~ais puros é con~rolado pela ~roca de calor . 

enquan~o que nas ligas es~e crescimen~o é con~rolado pela di~usão 

de solu~o. 

As 1 i gas podem ainda. em ~unç~o de sua composição. 

solidi~icarem em ~erma eu~é~ica, na regi~o equiaxial. Na ~igura 

4 . 4 con~orme Kurz e Fisher . 1985 . s~o mos~radas as diversas 

possibilidades. para uma liga Al-Cu ; Ca) subs~àncias puras Cb) 

dandri~as com zona esponjosa 

in~erdandri~ico Cd) eu~é~ico. 

(c) dendri~as com eu~é~ico 
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L 

-

--º Q 

(a) região colunar Cb) região equiaxial e~erna 

Fig_ 4_3 Mor~ologia da in~er~ace sólido-liquido 
e dis~ribuição de ~empera~ura em ligas 

usoo 
~ 
1-

d 

500 "-"'-....L----'------''-"'-'"--....._ __ .J...J 

o 20 40 
C (wt"/.Cu) 

e 

Fig. 4.4 Tipos principais de ligas, quan~o à mor~ologia 

As ligas eu~é~icas apresen~am melhores carac~eris~icas 

~undição , ~ais como bom enchimen~o do molde, baixa. 

con~ração, e~c .. Pode-se ci~ar, como exemplo, as ligas eu~é~icas 

Fa-C (~erro ~undido) e Al-Si que são de grande in~eresse 

prá~ico. 

A ~igura 4.5 , con~orme Kurz e Fisher, 1986, mos~ra o 

pr acesso de c r esc i men~o na região equi axial 

caso de me~ai s puros e ligas não eu~é~icas 

núcleos esféricos, no caso de ligas eu~élicas. 

C a) dendr i ~as no 

Cb) eu~é~ico , com 
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100 ------. 
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• b 

Fig. 4.5 Processo de solidi~icação equiaxi al 
(a) dendri~ica e (b) eu~é~i ca 

No caso de me~ais puros, uma vez concluí do o processo 

d e solidificação, a mor~ologia dendri~ica desaparece, res~ando 

apenas os contornos de cada grão. Nas ligas , devido à 

mi crosegregação , 

solidificação. 

a ~erma dendritica ainda permanece após a 

Ê importante observar, en~retanto, que nos processos de 

fundição muitas vezes as formas de crescimento dendrit..ica e 

eutética ocorrem simultaneamente . 
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4.3 FORMAÇÃO DOS NúCLEOS 

~o denominados núcleos os pequenos volumes que começam 

a solidificar. a part.ir do liquido . no caso de uma região de 

solidificação equiaxial. 

A formação de um núcleo exige um cert.o grau de 

subresfriament.o. ou seja. a t.emperat.ura do liquido t.em que ser 

inferior à t.emperat.ura de fusão. 

A figura 4. 6 most.ra. ao longo do t.empo. a curva de 

t.emperat.ura durant.e a nucleação numa região de solidificação 

equiaxial dendri t.ica de uma cert.a subst.ância C a) . a fração de 

sólido. fa. Cb) e número de grãos. N. Cc). 

Pode-se observar em Ca) o subresfriament.o inicial . um 

novo aument.o na t.emperat.ura. e o seu decaiment.o defini t.i vo. A 

curva Cc) most.ra o rápido surgiment.o de núcleos apenas no inicio 

do processo e o post.erior cresciment.o dest.es núcleos. t.ornando-se 

os chamados grãos da microest.rut.ura do met.al. 

(a) 

fs 1 

(b) 

o 

N 

(c) v 
I. ts I t 

• f 

Fig. 4.6 Hist.6rico da formação e cresciment.o de núcleos 
numa regi~o de solidificação equiaxial dendrit.ica 
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4.4 MODELAGEM UTILIZADA 

Na lileralura melalúrgica observa-se, 

práticos envolvendo solidi~icação, a aplicação 

para ~ins 

de modelos 

baslanle simpli~icados. Dois livros clássicos de solidi~icação em 

metalurgia são os de F'lemings, 1974, e Kurz e F'isher, 1986. 

Nesles livros são discutidos e apresentados modelos de 

solidi~icação contendo simpli~icações lais como: corpos 

semi-in~inilos, inler~ace sólido-liquido deslocando-se com 

vel oci dada conslanle, ausência de di ~usão de massa no sólido, 

ale.. Oulro exemplo desle lipo de abordagem é o modelo da 

Schwarz, 1933, aqui descrilo na seção 4.4.1 

Tenlalivas mais elaboradas de simulação, via numérica, 

são objelo de pesquisa na área de ciências lérmicas . Enlrelanlo, 

aparenlemenle lais modelos não lêm sido absorvidos pelos 

melalurgislas, devendo-se realizar es~orços no sentido de que 

islo venha a ocorrer. 

Ainda não é possi vel a simulação compl ela do processo 

de solidi~icação em si, mesmo de subslâncias puras, devido à s ua 

elevada complexidade. A simulação do processo de solidi~icação em 

molde, lipico da ~undição, é uma lare~a ainda mais complexa, uma 

vez que possui a di~iculdade adicional de considerar a 

r esi slênci a lér mica variável peça-molde ainda não equaci onada 

de ~orma salis~alória [Sully~ 1976, Jeyarajan e Pehlke; 1976, Ho 

e Pehlke; 1984, Zeng e Pehlke; 1985, Huang el al.; 1992). 

Somenle ~or mul ações mais r ecenles consideram as duas 

~ases da zona esponjosa. Em 1987 Be nnon e Incropera apresentaram 

um dos primeiros modelos levando em conla a lrans~erência de 

calor, quanlidade de movimenlo e espécies. Esle modelo emprega a 

teoria clássica de mistura e é adequado para a simulação onde 

ocorrem eslruluras do lipo dendrilica col unar. Prakash 

apresentou em 1990 um modelo que, conlrariamenle ao de Bennon a 

Incropera, equaciona as ~ases 

i ncl usi ve à r agi ão aqui axial 

separadamente e pode ser aplicado 

inlerna da solidif'icação da ligas 

melálicas. Enlralanlo, esla ~ormulação não é capaz de prever o 

surgimenlo dos núcleos a parlir do liquido. As simulações são 
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iniciadas já com uma certa fração de sólido. 

Conforme se pode depreender do exposto anteriormente . 

embora estas aproximações do processo de solidif'icação sejam 

bastante complexas . ainda não 1 evam em conta questões 

fundamentais de interesse metalúrgico. Entre elas se pode citar 

os f'enómenos do tipo nucleação com subresf'riamento e resistência 

térmica variável entre peça e molde. 

4.4.1 O MODELO DE SCHWARZ 

Conf'orme já comentado este modelo contém hipóteses 

simplif'icativas tais como unidirecionalidade. corpos 

semi -i nf'i ni tos. ausência de resistência térmica entre peça e 

molde e ausência de convecção natural. Entretanto ele é aqui 

descrito devido à sua importância histórica [Carslaw. Jaeger. 

1969]. Utilizando a solução geral da equação da condução de calor 

em uma dimensão e em regime transiente. 

= a (4.1) 
étt. 8x2 

Schwarz. 1933. concebeu o modelo fisico para solidificação 

mostrado na f'igura 4.7 [Müller, capitulo IIJ . 

No instante inicial todo o liquido está a Tv 

temperatura em que o material a ser solidif'icado é vazado no 

molde, inicialmente a uma temperatura To . Decorrido algum tempo 

o sistem assume a conf'iguração de temperaturas mostrada na f'igura 

4 . 7 . Observe-se que não existe nenhuma outra reação exotérmica 

no momento da solidificação. a não ser aquela que envolve o calor 

latente de f'usão. 

A solução da eq. (4.1) é dada por [apêndice] 

TCx, t) = A + B erf' (2iat) (4. 2) 

Para o molde tem-se as seguintes condições de contorno. 

onde os subindice m. o e i referem-se. respectivamente . ao molde , 
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estado ini ci al e interface molde-sólido. 

Molde 

-00 

Tm = To, para x ~ - oo e V t 

Tm = T~. para x = O e V t 

T 

Tv 

Sólido 

To 
x=O õ 

Líquido 

+co 

Fig. 4.7 Distribuição de temperaturas no modelo de Schwarz 

Aplicando estas condições de contorno na eq. C4. 2), 

obtém-se a distribuição de temperaturas ao l ongo do molde, dada 

por 

TmCx, t) = T~ + CT~ - To) erf (2~ t] 
m 

(4. 3) 

Para o sóli do tem-se as seguintes cond ições de contorno 

Ta = T~. para x = O e V t 
• Ta = T • para x = ó e V t 

Aplicando as condições de contorno . de forma semelhante 

ao já realizado nos problemas de Stefan e Neumann [apêndice), 

obtém-se 
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• 
TeCx.t..) Ti + 

T -Ti 
erf' (2"1: t..] = erf'(Cl) 

• 
(4. 4) 

onde 

o 6 const..ant..e = 2YCJ. t..' = (4. 5) 
Q 

nest-e cont-exto denominada de constante de solidif'icação. 

Para o liquido t..em-se as seguintes condições de 

cont-orno 

• Tl = T • para x = 6 e V t, 

Tl = Tv. para x ~ oo e V t, 

Aplicando est..as condições na eq. C4.2) obtém-se a 

dist-ribuição de t-emperat-uras ao longo do liquido. 

(4. 5) 

onde 

(4. 7) 

As equações c 4. 3). (4. 4) e (4. 6) f'ornecem a 

dist-ribuição de t-emperat-uras ao longo do molde. sólido e liquido 

respecti vament..e. Ent..ret..ant..o não dispõe-se at..é aqui de equações 

par a a det..er mi nação de Ti e O. 

Par a a det..er mi nação de Ti é empregado o segui nt..e 

balanço de energia na int..erf'ace molde-sólido 

k õfm I - k õfel 
m 8x x=O - a 8x x=O 

(4. 9) 

Subst..i t..uindo as derivadas obt-idas a part-ir das eq. 

(4.3) e (4.4) na eq. C4.8) obt-ém-se 

Ti = 
• M T + To erf'C Cú 
M + erf'CO) 

(4. 9) 

onde 



ASPECTOS WETALÓROICOS: DA SOLIDIFICAC.tO 86 

M = ka 
km 
~ 

-{a:; (4.10) 

chamada cons~an~e do molde. 

No~e-se que T~ é cons~an~e ao longo de ~odo o processo 

de solidi~icação. 

De ~orma semelhan~e. para a determinação de O é 

empregado um balanço de energia na inter~ace sólido-liquido, que 

nes~e caso deve considerar o calor la~en~e necessário para a 

mudança de ~ase, 

k crr • I = À P d6 + k t crrtl 
a ih< x=6 a d~ ih< x=6 

(4.11) 

As derivadas i:1Ta/ih< e 8Tl/ih< são ob~i das das equações 

C4. 4) e (4. 6), respec~ivamen~e. A velocidade de solidi~icação 

d6/d~ é ob~i da expl i c i ~ando-se 6 na eq. C 4. 5) e der i v ando em 

relação ao ~empo. Subs~i tui ndo es~as i n~ormações na eq. C 4. 11) 

ob~ém-se a expressão ~inal de Schwarz para a determinação da 

cons~an~e de solidi~icação O 

1 er~crm M + er~cm 
(4. 12) 

onde 

(4.13) 

e = Tv (4.14) 
To 

• c CT - To) 
Stea = a C4. 15) 

Em ~unção dos valores que possam assumir os parâmetros 

M. m, r e e pode-se iden~i~icar as soluções clássicas de S~e~an e 

Neumann, bem como ou~ras soluções de in~eresse me~alúrgico como 

casos particulares da solução de Schwarz [MÜller, capi~ulo IIJ , 

que são descritos a seguir. 
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Se Ckpc) >> Ckpc) en~ão M ~O e conforme a eq. (4.9) 
m • 

T1. ~ To. recaindo no caso de ~empera~ura prescri~a na in~erface 

molde-sólido ou seja. no problema de Neumann. 

A eq. (4.12) par~icularizada e a di s~ribuição de 

~empera~uras para es~e caso são as seguin~es 

me 
1 erfcrm erfCO) 

-rrro 
+ = o (4. 16) 

T 

Tv ----- -

• T 

M s L 
To= Ti 

-00 x=O +co 

Fig. 4.9 M ~O solução de Neumann 

Se M ~ O e além dis~o m = r = 1 Ck e a do sólido e do 

liquido são iguais) ~em-se a solução de Ligh~foo~. cuja eq. 

(4.12) par~icularizada e a dis~ribuição de ~empera~uras s~o 

mos~radas a seguir. 

-02 -{Ti o 
e + --=0 

S~e. 
(4.17) 
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T 

Tv 

• T 

M s L 

-00 ó + 00 

Fig . 4.9 M ~O em= r= 1 solução de Lightfoot 

Se o material é vazado no molde já na sua temperatura 

de fusão CTv • = T ) então e = O • constituindo-se na solução de 

Lyubov. mostrada a seguir. 

r ) 
02 

M + erf(O) O e Stes = 0 Trl (4. 18) 

T 

• Tv = T -------::...--.....---------

M s L 

To 
-00 x=O ó + oo 
Fig. 4.10 e = o solução de Lyubov 

Se Ckpc) << Ckpc) então M >> 1 e conforme a eq. C4 . 9) 
m • • T~ ~ T . Se além disto e = O tem-se então a solução de 

Chvorinoff. mostrada a seguir. 
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MO St..ea = 0 Yil 
(4. 1 g) 

T 

• 
Tv= T =Til------+---------

s L 

-00 x=O ô +oo 

Fig . 4.11 M >> 1 e e= o sol ução de Chvorino11 

Se M ~ O e e = O • t..em-se o problema clássico de 

St..e!an. cuja solução é mostrada a seguir 

St..es = 0 Yil 
(4 . 20) 

T t 
Tv= T•L---~=---+-------

// 
I 

M I S 

TJ 
L 

-CC x=O ó + 00 

Fig. 4.12 M ~O e e= O solução de St..e!an 
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5 MUDANÇA DE FASE EM LIGAS BINAAIAS 

5.1 INTRODUÇÃO 

O modelo de Cao e~ al., 1989, apresenLado no capi~ulo 

3 , para a sol ução de problemas de mudança de fase não considera a 

Lransferência de espécies quimicas. Des~a forma es~e mode l o não é 

adequado à solução do problema especifico da solidificação em 

me~alurgia , já que não é capaz de de~erminar a dis~ribuição final 

dos componen~es de uma cer~a liga, requisi~o al~amenLe desejável 

sob o pon~o de vis~a me~alúrgico. Mesmo ~ra~ando-se apenas da 

inclusão da convecção na~ural no modelo, esLa diz respei~o ape nas 

à convecção induzida por gradien~es de Lempera~ura, não incluindo 

porLan~o os gradienLes de densidade decorren~es dos gradien~es de 

concen~ração. 

A deLerminação da disLribuição final dos componen~es de 

uma liga exige a inclusão de uma equação a mais no modelo. 

TraLa-se da equação da conservação das espécies quimicas. 

Os modelos de simulação associados a problemas de 

mudança de fase em ligas binárias podem ser subdivididos em dois 

grupos. Tais grupos são explorados a seguir. 

O primeiro deles divide o dominio em duas par~es, uma 

referenLe ao sólido e ou~ra referen~e ao liquido. As equações são 

resolvidas separadamen~e. sendo que o acoplamenLo en~re os dois 

dominios é reali zado aLravés das condições de con~orno da 

inLerface sólido-liquido. Es~a ~écnica exige uma precisa 

localização da in~erface ao longo de ~odo o processo, ~arefa nem 

sempre fácil, principalmen~e n o caso de ligas, já que a zona 

esponjosa apresenLa-se usualmen~e com uma complexa geoma~ria. A 

necessidade de malhas compu~aci onai s móveis. ou da i mobi 1 i zação 

do dominio aLravés da Lransformação de coordenadas exige, na 

maioria dos casos, hipóLeses simplifica~ivas em relação à 

geome~ria da in~erface. 
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O segundo grupo descreve o f'enómeno levando em conta 

nas equações governantes as f'rações de sólido e de liquido que 

ocor r em em cada local do dominio. Desta f'orma todo o dominio pode 

ser tratado pelo mesmo conjunto de equações conservativas. Estas 

são as chamadas f'ormulações continuas, que apresentam a vantage m 

de permitirem o uso de uma malha computacional única em todo o 

dominio de solução. Também é dispensada a necessidade do 

rastreamento da f'rente de mudança de f'ase, embora seja possivel 

localizà-la a qualquer momento. 

As f'ormulações continuas podem ainda ser subdivididas, 

no c aso de sistemas binàrios sólido-liquido, nos chamadas modelos 

d e f'ase única e nos modelos de dupla f'ase. Os modelos de f'ase 

única (Bennon e Incropera; 1987, Prakash e Voller; 1989, Voller, 

Brent e Prakash; 1989] empregam a teoria clássica de mistura, 

somando as equações para cada f'ase e trabalhando com as variáveis 

dependentes da mistura. Os modelos de dupla f'ase resolvem 

separadamente as equações para o sólido e para o liquido, 

acoplando as duas f'ases através de termos que representam as 

trocas que ocorrem na interf'ace sólido-liquido. Um exemplo deste 

tipo de abordagem é o modelo d e Prakash, 1990, que , 

contrariamente aos modelos de f'ase única , realiza um balanço em 

separado para a interf'ace. Este model o é capaz de simular uma 

solidif'icação do tipo equiaxial, embora não possa prever a 

f'ormação dos núcleos a partir de uma situação de puro l iquido. 

Uma vez que uma boa parte dos trabalhos encontrados na 

literatura adota o modelo continuo de f'ase única, tal f'ormulação 

é descrita em maiores detalhes na seção que se segue. 
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5.2 MODELO CONT!NUO 

Nes~a seção é descri~o um modelo con~1nuo de ~ase única 

que emprega a ~eoria clássica de mis~ura resolvendo as equações 

de conservação da quan~idade de movimen~o . calor e espécies 

qui mi c as em si s~emas binários sól i do-1 i qui do que sol i d i f" i cam em 

~arma dendr1 ~ica c o lunar [Bennon e Incropera. 1987). 

A primeira con~ron~ação des~e mode lo com r esul~ados 

experimen~ais da solidi~icação de uma solução de clore~o de 

amónia-água . em cavidade re~angular res~riada pela la~eral. 

mos~rou concordância apenas quali~a~iva [Chris~enson e Incroper a . 

1989, e Chris~enson e~ al .• 19891. Em 1990 Neil son e Incropera 

simularam a solidi~icação unidirecional de uma solução de clore~o 

de amónia-água . resf"riada p ela base. Nes~a si~uação o modelo ~oi 

capaz de prever segregações do ~ipo canal ver~ical. 

Espera-se que cer~as soluções aquosas como clore~o de 

amónia-água. clore~o de sódio-água e ou~ras se compor~em como 

ligas me~áli cas a o solidi~i carem dendri~icamen~e. reproduzindo em 

ni veis de ~empera~ura bem mais baixos os f"enOmenos de micro e 

macrosegregação de i n~eresse me~al úrgi co. Por es~e mo~i vo es~as 

soluções são empregadas em experimen~ações. a f"im d e gerar 

r esul ~ados que proporcionem a validação dos modelos ma~emá~icos 

criados para a simulação do ~enOmeno da solidi~icação. 

Quan~o à ~aoria clássica de mis~ura . o modelo em 

ques~ão assume os saguin~es pr i ncipias : 

1 . Os componen~es da mi s~ura podem ser vis~os como subsis~emas 

isolados, desde que suas in~erações com os ou~ros componen~es 

sejam adequadamen~e ~ra~ados. 

2. Todas as propriedades da mis~ura podem ser 

das propriedades dos componan~es. 

ob~idas a~ravés 

3. O compor~amen~o médi o da mis~ura é governado por equações 

similares as dos seus componen~as, individualmen~e. 

Quan~o ao desenvol vimen~o das equações d e conservação 

de quan~i dade de movi men~o . cal ar e espécies . são assumi das as 

segui n~es hipó~eses 

1 . A mis~ura em ques~ão es~á sa~urada . ou seja, os seus 
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componentes ocupam lodo o espaço disponivel. 

Na ~ase liquida lem-se escoamento laminar. 

newtoniana. com viscosidade constante. 

A densidade é conslanle em cada fase. 

de um fluido 

exceto para as 

variações que originam as ~orças de empuxo na fase liquida. 

4. Ê utilizada a aproximação de Boussinesq . 

5. Existe equilibrio termodinâmico enlre fases. 

5. A difusividade de espécies é nula na fase sólida. 

7. A ~ase sólida não se de~orma. e não possui lensões inlernas. 

8. A região esponjosa é visla como um meio poroso. 

Um sistema de o consliluinles e K fases é vislo como um 

conli nuo. onde qual quer 1 ocal i zação r pode ser si mullaneamenle 

ocupada por qualquer consliluinle. em qualquer ~ase. A velocidade 

média dos consliluinles que compõem a ~ase K. relativamente a um 

sislema de referência fixo. é representado por V e é chamado 
J< 

velocidade de fase. A velocidade absolula de cada consliluinle a . 

na fase K. relalivamenle ao mesmo sislema de referência é 

denominada V0 
. A velocidade de difusão do consliluinle o na fase 

J< 

K é en~~o V0
- V ~ ~ d ~i 51 va • con~orme mosvra o na ~ gura . . 

J< J< 

y 

X 

Fig. 5. 1 Velocidade de difusão do consliluinle o na fase K 
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a densidade e a f' ração em volume do 

cons~i~uin~e o na f'ase K. respec~ivamen~e. A densidade parcial do 

const.it.uint.e o na f'ase K pode ser expressa como 

(5.1) 

Da mesma f'orma p e g são def'inidos como a densidade e 
JC: JC: 

a f'ração em volume da f'ase K. respec~i vamen~e. A densidade 

parcial da f'ase K em um cer~o volume de mis~ura é en~ão 

(5. 2) 

e em consequência dis~o 

(5. 3) 

onde p é a densidade da mis~ura . 

A f'ração em massa ou concen~ração do cons~i~uin~e o na 

f'ase K é 
-o 
p JC: 

p JC: 

(5. 4) 

e a f'ração em massa da f'ase K na mis~ura é 

f' 
pac: 

= (5. 5) 
JC: 

E pac: 
JC: 

ou. empregando a eq. (5. 3) 

f' 
pac: 

= (5. 6) 
JC: p 

Observe-se que a hipó~ese de que a mis~ura é sa~urada 

implica em que 

E gJC: = 1 (5. 7) 
JC: 

Para coerência do modelo con~inuo descri~o at.é aqui . 
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def'ine-se 

k = E gl< k 
I< 

(5. 8) 
I< 

v = E f' v 
I< I< 

(5. 9) 
I< 

h = E f' h 
I< I< 

(5. 10) 
I< 

f' a = E f' f' a 
I< J( 

(5.11) 
I< 

onda k é a condu~ividade ~érmica da mis~ura e h a sua an~alpia. 

A equação de conservação para uma variável genérica 

escalar rp associada à f'ase K da mis~ura, para um volume de 

con~role f'ixo e arbi ~rário V , com área superf'icial A pode ser 

escri~a da seguin~e f'orma 

éJ f p 4> dV + f p V ;~. . ndA = <*- JC I< I< A I< I<..,., JC ~<: 
v 

f -J .ndA + f S dV 
A JC JC JC JC 

v 
(5. 12) 

onde n é o ve~or uni~ário normal à superf'icie, J o ve~or f'luxo 
J( 

dif'usi vo a~ravés da superf'icia a S é o ~armo f'on~e de rp por 
J( J( 

unidade de volume. 

Assumindo que dA seja igual a g dA , e realizando as 
I< J<: 

in~egrações da eq. (5.12), ob~ém-se 

Cp rp) + 'il·Cp V rp) = 
I< I< I< I< I< 

-'il· c g J ) + g s 
I< I< I< IC 

(5. 13) 

CONSERVAÇÃO DA MASSA 

A f'im de ob~er uma equação de conservação da massa para 

a f'ase K f'az-se na eq. (5.13) 

resul~ando 

A. = 1 • 
'f" I< 

+ 'il ·Cp V) = 
I< IC 

J = O e S = M 
IC IC JC 

(5. 14) 
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Uma equação para ~odo domlnio. equação do con~inuo. é 

ob~ida somando-se a equação acima para cada fase 

CE p) + 
J( 

9·CE p v ) = 
J( J( 

J( 

(5. 15) 

Qualquer quantidade de massa que surja ou desapareça de 

uma fase necessariamente desaparece ou surge em outra. assim 

(5. 16) 

Substituindo ainda a eq. C5.3) no primeiro ~ermo da eq. 

(5. 15). e a eq. (5.6) no segundo termo. obtém-se 

~ + 9 · Cp E f v ) = o 
VI.. J( J( 

(5.17) 

Emp~êgando agora a êq. C5.9) no segundo termo obtém- se 

a equação de conservação da massa para a mistura 

ôp + 9·(p'V) = o 
8l 

CONSERVAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

(5. 18) 

Por conveniência o desenvolvimento des~a equação é 

realizado no sistema cartesiano de coordenadas. Para obter uma 

equação de conservação da quan~idade de movimento para a fase K. 

faz-se na eq. C5.13) ~a<:= uk • J = - s: e 
J( J()( 

na direção x 

S = p B + G • resultando 
I< I< J<x l<x 

Cp u ) 
J( J( 

+ 9·Cp V u ) = 
J( J( J( 

9· Cg s: ) + p B + g G 
k l<x k kx J( kx 

(5. 19) 

O vetor fluxo s: represan~a a componente do tensor 
J()( 

~ensão da fase K na direção x enquanto que B representa a 
kx 
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componen~e da ~orça de campo da ~ase K na direç~o x . A produç~o 

de quan~idade de movimen~o na ~ase K devida às in~erações en~re 

as ~ases . ~ais como arras~o e sus~en~ação. na direç~o x é 

represen~ada por G 
JCx 

Da mesma ~erma ado~ada an~eriormen~e para a conservaç~o 

da massa. a equação para o con~inuo é ob~ida somando-se a eq. 

C5.19) para cada ~ase 

CE pu ) 
JC J( 

+ V'·CE p v u ) = 
J( J( J( 

C5. 20) 

Decompondo a componen~e do ~ensor ~ensão na par~e 

devida à press~o e na par~e devida à ~ens~o de cisalhamen~o. 

s =-pi+t. 
JCx J( JCx 

C5. 21) 

Assumindo que F seja a componan~e liquida na direç~o x 
)( 

da ~orça devida à in~eraç~o en~re as ~ases. 

C9. 22) 

Visando colocar a equação numa ~erma adequada para a 

sua solução . o ~1 uxo convec~i vo de quan~i dada de movi men~o é 

decompos~o na con~ribuição devida ao movimen~o médio da mis~ura e 

na con~ribuição devida ao movimen~o de cada ~ase em relação à 

média da mis~ura. 

't"' -p V u = pVu + 't"' p C V - V) Cu - u) 
L. J( J( J( L. J( J( J( 

onde. em consonância com a eq . C9.9) 

E~ u 
J( JC 

C9 . 23) 

C5. 24) 

Aplicando o mesmo principio para a componen~e em x da 

~orça de corpo. de~ine-se 
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E f' B 
J( J()( 

(5. 25) 

o primeiro t.ermo da eq. (5. 20) pode ser reescrit.o 

empregando a eq. (5. 24). da seguint.e f'orma 

IJ CE - ) 1 pu) pKuK = IJ Cp E = IJ C pu) C5. 28) 
bt. bt. 

p J( J( 
bt. J( J( 

O segundo t.ermo do lado direit.o da eq. (5.20) pode ser 

reescrit.o empregando a eq. C5.25). da seguint.e f'orma 

E p B = !_ p E p B = pB 
J( J( J()( p J( J( J()( )( 

(5. 27) 

A eq. C5.20) pode ent.ão ser reescrit.a subst.it.uindo-se 

as respect.ivas relações. 

8 C pu) + 9· CpVu) = 
ht. 

9 · r E p c v -t.;; J( J( 

+ pB +F 
)( )( 

V) C u J(- u)) + 

(5. 29) 

A especif'icação do vet.or t.ensão associado à f'ase K na 

direção x 

cont.inuidade. 

t. 
J()( 

Ist.o 

requer a 

signif'ica 

condição de que est.a f'ase t.enha 

que pode-se uni r quaisquer dois 

pont.os pert.encent.es a est.a f'ase. at.ravés de uma linha cont.inua. 

sem sair dela. Assim. na zona esponjosa que ocorre na 

solidif'icação de uma mist.ura binária. t.ant.o a mat.riz sólida como 

o liquido são considerados meios cont.inuos . Por out.ro lado. no 

caso de uma mist.ura de liquido cont.endo mat.erial sólido em 

suspensão. a f'ase sólida não é cont.inua . A relação const.it.ut.iva 

empregada para a avaliação de t. além de pressupor est.a 
Kx 

cont.inuidade t.ambém assume que cada f'ase é compost.a por um f'luido 

newtoniana. sendo a f'ase sólida dot.ada de uma alt.a viscosidade. 

A variação espacial muit.as vezes exist.ent.e na f'ração em 

volume da f'ase K gera a necessidade de uma média a ser 

adot.ada nas equações const.it.ut.ivas. Dest.a f'orma a equação 

const.it.ut.iva para o vet.or t.ensão a ser adot.ada é 
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'i7C g u ) 
2 

'i7·Cg V )i to 

t 
J( J( J( J( J()( = J.JJ( 3 J.JJ( 

+ 
J()( gl( gl( gl( 

C6. 29) 

ou 

t 'i7C g u ) 2 'i7·Cg V )i t 
o 

gl( = J.JJ( 
- 3 J.JJ( + 

Kx J( J( JC J( J()( 
(6. 30) 

o 
onde J1 é a viscosidade da f as e K e t é a tensão viscosa não 

J( J()( 

incluida no termo J1 'i7Cg u ). expressa em coordenadas cartesianas 
JC JC JC 

da seguinte forma 

to 
J()( 

Cg V ) 
J( J( 

Sub~tituindo to da eq. (5.31) na eq. (5.30), 
J()( 

2 = J.J~ 'i7Cg u ) + J1 ô Cg V ) - 3- J1 'il·Cg V )i 
- J( I( J( ÔX IC IC IC JC K 

C6. 31) 

(5. 32) 

Desenvolvendo o prime i r o ter mo do 1 ado di r e i to da eq. 

(5. 28) . 

'i7 · CE g t ) 
K Kx 

J( 

(5. 33) 

e considerando J1 constante. 
I( 

C5. 34) 

Substituindo a eq. C5.34) na eq . C5.33) 

'i7C g u ) ) + E 8 ( 3
1 

J.l 'i7 . c g v ) ) 
K K I( ÔX IC JC K 

(5. 35) 
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Subst..it..uindo a eq. (5. 35) na eq. (5. 28) e 
reorganizando. 

iJ C pu) + 'V· C pVu) 
iJt.. 

'VC g u ) ) - 'V · (E p C V - V) Cu - u)) + 
K K ~ K k k 

1.1 'V· C g V ) - g p ) ) + pB + F C 5 36) 
K K K K K x x • 

ou f"azendo 

a eq. (5.28) fica 

iJ C pu) + 'V · CpVu) 
iJt.. 

= "' . r E ~.~ 'VC g u ) ) 
~ K K K 

- 8p + pB + F 
itx X X 

(5. 37) 

p CV - V)(u -
K K K 

(5. 38) 

Para a det..errninação da component..e liquida na direção x 

da força devida à int..eração ent..re fases. F 
X 

• a zona esponjosa é 

considerada um meio poroso. Assim . da Lei de Darcy 

F = l.lt C gtur) 
X K 

X 

onde o subindice t refere-se ao liquido. 

(5. 39) 

K é a component..e da 

permeabilidade anisot..rópica dest..e meio na direção x e u é a 
r 

component..e na direção x da velocidade relat..i va ent..re as fases 

liquida e sólida. ou seja 

(5. 40) 

onde o subindice • refere-se ao sólido. 

A hipót..ese de que a fas e sólida não possui t..ens~es 

int..ernas e port..ant..o não se deforma. 

mat..emat..icament..e 

'VCg u ) = o 
• • 

é assim represent..ada 

(5. 41) 

Para os próximos passos no desenvolviment..o da eq. 

C5. 38) assume-se ainda que as t..ensões viscosas result..a.nt..es dos 

gradient..es locais de densidade são despreziveis. ou seja 
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9 ( ~ J = o c 5. 42) 

Também s~o empregadas as seguin~as identidades 

f"lur = u - u 
• 

(5. 43) 

(5. 44) 

O prime i r o ~ar mo do 1 a do di r e i lo da eq . C 5. 38) pode 

en~ão ser desenvolvido da seguinte ~erma 

(5. 45) 

Empregando a aq. C5.41) a aq . (5.45) se ~orna 

(5. 46) 

Empregando a eq. C5.43) a eq. (5.46) resulta em 

(5. 47) 

U~ilizando agora a eq. (5.42) ~em-se 

(5. 48) 

(5. 49) 

Fazendo uso novamente da eq. (5.41) resul~a em 

9. r E 1-l 9( g u ) ) 
~I( 1(1( 

(5. 50) 

A Lei de Darcy, eq. (5.39), pode ser modi~i cada 

empregando-se a eq. (5.43) e posleriormen~e a eq. (5.44) 
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F = J..ILP f' u 
)( 

Kxpl 
l ,. C5. 51) 

F = J..ILP Cu - u ) C5 . 52) 
)( 

Kxpl • 

O segundo termo do lado direito da eq. (5. 38) 

representa as f'orças de inércia ref'erentes às velocidades 

rel ativas entra f'ases. ocorrendo somente na zona espo njosa. 

Entretanto a permeabilidade desta região é normalmente muito 

baixa. f'azendo com que o termo ref'erente à Lei de Darcy, eq. 

C5.52), seja muito maior do que este, constituindo-se em motivo 

suf'iciente para desprezá-lo. 

Substi t.uindo ent.ão as eqs. C5. 50) a C5. 52) na eq. 

C5.38) obtém-se 

lJ C pu) + '\1· C p Vu) 
lJt. 

Cu - u) 
• 

lJp 
étx+ pB 

X 
(5. 53) 

Observe-se que na regi~o liquida K tende ao inf'init.o e 
)( 

p = pl, reduzindo est.a equação à f'orma clássica da equaç~o de 

Navier -Stokes para f'luidos newt.onianos. Na região sólida K t.ende 
)( 

a zero, devendo-se ent.ão prescrever velocidade nula em t.odo o 

sólido. No caso por exemplo da solidif'icação em lingot.amento 

cont.inuo, prescreve-se a velocidade de deslocament.o do lingot.e em 

t.oda a regi~o sólida. 

Prescot.t. et al . , 1991 , revisaram o desenvolvimento 

dest.a equação empregando mais argumentação matemát.ica e menos 

argumentação f'isica , chegando a um result.ado semelhant.e. É também 

most.rado neste art.igo que a equação de conservação da quant.idade 

de moviment.o para o cont.inuo obtida por Beckermann e Viskanta, 

1988, a t.r a vés de médias realizadas nos volumes de controle é 

equivalente à eq. (5.53), obtida através da t.eoria de mistura . 
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CONSERVAÇÃO DA ENERGIA 

A equação que d e screve a conservação da energia para a 

zase K é obtida zazendo-se na eq. C5.13) tJ> = h 
I< K 

S = E • resultando 
K K 

Cp h ) + 
K K 

'il·Cp V h ) = 
K K K 

'il· Cg k VD + g E 
K K K K 

J = -k vr e 
K 

(5. 54) 

onde é assumida a condição de equilibrio termodinâmico local , ou 

seja, T = T . O termo zonte E representa a produção de energia 
K J( 

associada à zase K 

Da mesma zorma jà realizada nas equações de conservação 

da massa e da quantidade de movimento, a obtenção da equação de 

conservação da energia para o continuo é zeita somando-se a eq. 

(5. 54) para cada zase. Observando que E g E = O • obtém- se 
K K 

K 

CE p h ) 
K J( 

+ 'il · CE p v h ) = 
J( J( J( 

'il ·C E g k VD 
K K 

J( J( J( 

(5. 55) 

Conzorme jà realizado na e q uação da conservação da 

quantidade de movi mente 1 i near • o ter mo convecti vo pode ser 

decomposto na contribuição devida ao movimento médio da mistura e 

na contribuição devi da ao 

média da mistura , como segue 

movimento das !ases K em relação à 

E P- v h = pVh + '["" p c v - V) c h - h) 
K J( K ~ K K K 

(5. 56) 
J( J( 

onde a entalpia da mistura é dada por 

E I h 
J( J( 

O somatório do termo temporal 

seguinte zorma 

(5. 57) 

é desenvolvido da 
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IJ CE p h ) = 8 r E 
pk 

hk) 
itt. 

k k 
bl k k p 

= 8 
(p ~ f h ) 

itt. 
k k 

8 CE p h ) = 8 Cph) C5. 58) 
itt. 

k k 
itt. k 

Lembrando ainda que a condu~ividade ~érmica da mis~ura 

é dada pela eq. C5.8). a eq. C5.55) pode ser reescri~a na 

seguin~e forma 

8 c ph) + 'V. c p Vh) = 'V. c k VD - 'V. (E p c v - V) c h - h)) 
itt. ~ k k K 

C5. 59) 

Nes~a equaç~o a en~alpia da fase K é definida como 

C5. 60) 

onde c é o calor especifico efe~ivo da fase K. assim definido 
I( 

'Vh 'VCh - h) 

c = + 
K (5. 61) 

K 
'VT 'VT 

e h 0 
é a en~alpia da fase K no eslado inicial. 

K 

Para um sis~ema bifásico sólido-liquido a en~alpia do 

sólido. conforme pode ser visualizado na figura 5.2. é avaliada 

a~ravés da eq. (5.60) como segue 

h = c CT - T ) + h
0 (5. 62) 

Q Q o Q 

assumindo que T 
o = o e =O • a eq. (5.62) reduz-se a 

h =c T (5. 63) 
Q 8 

A en~alpia do liquido pode ser escri~a como 

c T 
• • 

+ h + c CT - T) 
f l • 

(5. 64) 
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onde T• é a ~empera~ura eu~é~ica e hf é a en~alpia de fusão . ou 

seja, 

C5. 65) 

A fim de eliminar a ~empera~ura como uma variável 

dependen~e explici~a na eq. C5.59) , isola-se VT na eq. (5.61), 

'VT= 
c 

J( 

+ 

'V'C h - h) 
J( 

c 
I( 

e subs~i~ui-se es~a expressão de VT na eq. C5.59) , ob~endo 

8 c ph) + "' . c pVh) 
~ 

= 'V' ·lc- 'Vh) + "'·lc- '\1( hJ(- h)) + 

- 9·1-E p cv - ~Ch - h)) l! J( J( J( 

... O Te T 
l._ .. _so_'l_id_o_,...,j_, _ _ li_' q...._w_._do __ _ _ _ _ 

Fig. 5.2 Diagrama h x T para uma substância 
binária sólido-liquido 

(5. 66) 

C5. 67) 

Observe-se entretanto que a temperatura segue sendo uma 

variável do problema, agora implicita, pois está presen~e na 

definição da entalpia da fase K • eq. (5.60) . 

Desenvolvendo o último termo da eq. C5.67) tem-se 
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'V· [E "P c v - V) c h - h)) = 'V · p (f' c v - V) c h - h) + f' c v - V) c h - h)) 
~ J( J( J( li li li l l l 

= 'V. p [f' c v - V) c h - h) + c f' v - f' V) c h - h)) 
e 8 • ll l t 

= 'V. p [f' c v - V) c h - h ) + c v - f' v 
8 • 8 8 11 

= 'V. p [f' c v - V) c h - h) - f' c v 
9 9 li " " 

C5. 69) 

subst.it.uindo a eq. C5. 68) na eq. C5. 67) e f'azendo por 

simplicidade K = s, result.a em 

IJ Cph) + 'V·CpVh) 
IJt. 

= 'V · lc 'Vh) + 'V · lc 'VC h •- h) ) + 
SI SI 

C5. 69) 

O úl 'Limo t.ermo dest.a equação represent.a o f'l uxo de 

energia associado ao moviment.o relat.ivo ent.re f'ases. 

CONSERVAÇÃO DE ESP~CIES 

A equação de 

f'azendo-se na 

conservação da espécie ex na f'ase K é 

obt.ida eq. C5.13) ~ = f'cx, Jcx =- DDtoyf'Ot 
K J( J( PJC J( K 

e 

Cp f'~ + 'V·Cp V f'~ C5. 70) 
J( J( J( J( J( 

onde 
Ot 

M represent-a a produção ou dest.ruição da espécie a na 
J( 

K , 

K 

Ot 
e D o coef'icient.e de dif'usão de massa da espécie ex na 

K 

f'ase 

f'ase 

A equação cont.inua d e conservação da espécie a é obt.ida 

somando-se a eq. C5.70) para cada f'ase. Observando que 
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E gKM~ = O , pois a produção ou destruição da espécie a na ~ase K 
K 

precisa necessariamente estar acompanhada da destruição ou 

produção da mesma quantidade desta espécie em outra ~ase, 

obtém-se 

CE p ~~ + V'·CI: p v ~~ = K K K K K (5.71) 
K K 

Da mesma ~orma já adotada nas outras equações de 

conservação, o ~luxo conveclivo da espécie a pode ser decomposto 

numa parte re~erenle à média da mistura e em outra re~erenle ao 

movimento das ~ases K em relação à média da mistura, como segue 

(5. 72) 

onde a concentração da espécie a na mistura é dada por 

(5. 73) 

Substituindo a eq. C5.72) na eq. C5.71) e lralando o 

lermo temporal con~orme já ~oi ~ei lo nas outras equações de 

conservação Cver por exemplo eq. (5.58)), lem-se 

Cp~~ + V'·CpV~~ = V'· C I: p~ D~~~ 
K K K 

K 

p CV - V)(~a 
K K K 

(5. 74) 

Particularizando novamente para uma mistura binária 

sól i do-11 qui do, a di ~usão de massa no sólido é despr ez1 vel se 

comparada à di~usão de massa no liquido co: << D~ Empregando 

também a identidade 

17~a = V'~a + V'C~a _ ~~ 
L l 

o primeiro lermo do lado direito da eq. 

desenvolvido da seguinte ~orma 

V'· CE p~ D~~~ = 
K K K V'·Cp~lD~~~ 

(5. 75) 

(5.74) pode ser 

K 

= 'V· CpD"lf~ + 'V· ~D9Cf~ - f~) (5. 76) 
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onde 

D = f" Da C 5. 77) 
l l 

O segundo ~ermo d o lado direi~o da eq. (5 . 74) poda ser 

desenvolvido como segue 

~- ~ p cv - V) (f"a - f"~ ) = J( J( J( 

= ~·p [f" cv - V) (f"a- f"~ + f" cv - V) (f"~- f"~ ) 
SI SI • l l 

= ~ - p [f" cv - V) (f"a- f"~ + Cf"lVl - f"lV)Cf"~- f"~ ) • • • 

= ~ · p [f" cv - V) (f"a- f"~ + cv - f" v - f"lV) (f"~- r-~ ) 
• 11 11 8 • 

= ~·p [f" cv - V) (f"a- f"~ - f" cv - V)(f"a- r-~ ) 
8 SI SI " • l 

(5. 79) 

Subs~i~ui ndo a s e q . C5 . 76) e C5. 79) na eq. C5. 74) . 

~em-se 

IJ Cpf"~ + ~ ·C pVf"~ 
~ 

= ~ · CpD~f"~ + ~ - ~D~Cf"~ - f"~ ) + 

- ~ - rpf" cv- v )(f"a - r-~ ) 
t " " l • 

(5. 79) 

Os p r imeiros d ois ~ermos do lado direi~o des~a equaç~o 

represen~am o !"luxo liquido dif"usivo da espécie a . O úl~i mo 

~armo rapresen~a o !"luxo de espéc ies d evido ao movimen~o r el a~ivo 

an~r e !"a ses. 

Ê impor~an~a observar que no caso da mis~uras binári a s 

é suf"ician~e resol ver a e q. C5.90) soman~a para uma espécie . u ma 

vez que 

(5. 9 0) 
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RELAÇõES COMPLEMENTARES 

O ~echamen~o do sis~ema de equa çõe s d e conservação que 

governam o problema, eqs . (5.18), (5.53), C5.69 ) e C5.79), requer 

relações complemen~ares para a determinação da ~ração em mas sa de 

uma ~ase na mis~ura, ~ , a s sim como a sua composição ~a 
K K 

Para um grande número de aplicações prálicas em 

sis~emas binários, pode-se assumir a hipó~ese de equilibrio local 

de composição na in~er~ace en~re as ~ases. I slo não impede 

en~relanlo a exis~ência de gradien~es de composição en~re as 

~ases , implicando na realidade em que a resis~ência ao ~ranspor~e 

de cons~i~uin~es a~ravés da in~er~ace seja desprezivel. Sob es~as 

condições pode-se relacionar o con~inuo e a composição das ~ases 

com a ~emperalura . a~ravés de um diagrama de equilibrio de ~ases. 

Um exemplo desle ~ipo de diagrama para uma mis~ura binária com 

~ases sólida e liquida é moslrado na ~igura 5.3. 

Em con~ormidade com o diagrama da ~igura 5.3 a 

conservação da espécie a pode ser expressa como segue 

(5. 81) 

Para a condição de sa~uração pode-se a~irmar q ue 

Subsliluindo es~a equação na eq. 

expressão para ~ 
• 

= 
11 

(5. 82) 

C5.81) ob~ém-se ou~ra 

(5. 83) 
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Fig. 5.3 Diagrama de equilibrio de ~ases para 
uma mis~ura binària s6lido-liquido 

No caso da opç~o de ~rabalhar com o diagrama de ~ases. 

é convenien~e de~inir uma raz~o de par~ição das ~rações em massa 

do solu~o a • en~re as ~ases s6lida e liquida. como segue 

~a 

KP = • C5. 94) 

Na condiç~o em que o solu~o a ~em solubilidade limi~ada 

na ~ase s6lida KP < 1. No caso limi~e onde a solubilidade de a é 

igual nas duas ~ases KP ~ 1. a mudança de ~ase ocorre a uma 

~empera~ura discre~a. n~o exis~indo por~an~o zona esponjosa. 

Aproximando a pequena curva~ura das linhas do diagrama 

de equilibrio de ~ases para retas. a eq . C!3. 93) pode ~ambém ser 

expressa da seguin~e forma 

~. = 1 
1 

KP G C!3. 9!3) 
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onde T é a t-ampar a t., ur a local, T . é a t-emperat-ura do 
ll.q 

()( 
correspondent-e a f' , e T 

w é a t-emperat-ura de f'usão da 
()( 

para f' -+ O . Ê possivel ainda at-ravés das eqs. (5.91) e 

111 

liquido 

mist-ura 

(5. 94) 

relacionar as composições das f'ases e da mist-ur a, result-ando 

f' (X (i KP 1)) f' (X = • + f' CKP 
&I 

(5. 96) 

e 

f' (X 

(1 
1 

- 1)) f'()( = l + f' CKP 
• 

(5. 97) 

Quant.,o à permeabilidade da região bif'ásica, levando em 

cont-a a necessidade de considerar a morf'ologia da zona esponjosa, 

bem como a sua variação ao longo do processo de mudança de f'ase, 

Bennon e Incropera, 1997, sugerem a equação de Kozeny-Carman Cou 

Blake-Kozeny), 

(5. 99) 

onde Ko é uma const..ant.,e que depende da morf'ologia da zona 

esponjosa. Na região sólida gl = O e port.,ant.,o K = O . Na região 

liquida gl = 1 e port.,ant.,o K -+ oo Entretanto segundo Bird et 

al., 1960, a eq. (5.98) é válida de um modo geral para gl < 0 , 5 . 

Sendo assim é desejável o emprego de uma correlação mais 

adequada, já que no caso da simulação de um processo de 

= 1 até gl = o. Para solidif'icação t.,em-se gl variando desde gl 

uma dicussão mais detalhada do escoament-o na região esponjosa 

sob o pont-o de vista dos meios porosos sugere-se, 

Kaviany, 1992. 

por exemplo, 
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5. 2.1 MÉTODO DE SOLUÇÃO 

As equações C5. 18). C5. 53). C5. 69) e C5. 79) s:io agora 

discretizadas segundo o método dos volumes ~initos, con~orme 

descrito por Patankar, 1980. ~ também empregado o seu algoritmo 

de propósi tos gerais para a solução do sistema de equações 

algébricas resultante. 

Observa-se que todas as equações roram desenvolvidas da 

modo a poderem ser escritas para a variâvel genérica ~ • 

re~erante à mistura sólido-liquido, na seguinte ~arma padr~o 

(5. 89) 

Integrando esta equação em um volume de controla tipico 

parcialmente solidi~icado como o mostrado na ~igura 5. 4 no 

sistema cartesiano de coordenadas, em duas dimensões, e 

introduzindo o coe~iciente de relaxação a , obtém-se (Patankar, 

1980] 

onda 

(dx)w 

w 

Fig. 5 . 4 Volume de controle parcialmente solidi~icado 

a 
p ~p = a ~ + a ~ + a ~ + a ~ + b + (1-a) 

li:li: WW NN S:S: 

a • 
p ~p 

a = a + a + a + a 
P E W N S: 

o 
+ a 

p 
- s ÃXÃy 

p 

C5. QO) 

(5. Q1) 
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a = D + [ - F OJ • E • • 
a = D + [-F • OJ 

\{ v v 

a = D + [-F • OJ 
N " " a = D + [-F • OJ s • • 

o 
l:.xll.y 

o pp 
a = p At. 

b = s l:.xll.y + aotl>o 
c p p 

r A 
D 

.. • = • Cóx) 
• 

r A 
D v v = v Cóx) 

v 

r A 
D " " = n Cóy) 

" 
r A 

D 8 8 = • Cóy) 
8 

F = cpr u A) 

"'·· "' "' .. 
F = cpr u A) 

JC.v 
"' "' v 

F = cpr v A) 

"'·" "' "' " 
F = cpr v A) 

JC. 8 J( JC 8 

(5. 92) 

(5. 93) 

(5. 94) 

(5. 95) 

(5. 96) 

C5. 97) 

(5. 98) 

C5. 99) 

(5. 100) 

(5. 101) 

(5. 102) 

(5. 103) 

C5. 104) 

(5. 105) 

Nest-a met-odologia o t-ermo ront.e é linearizado da 

seguint-e rorma 

S.._ = S + S 4> 
V' c p p 

(5. 106) 

Os t-er mos do t.i po [a. b J si gni r i cam que é assumi do o 

maior valor ent-re a e b . O superindice o rerere-se ao valor da 

variável 4> no i nt.er valo de t-empo ant.er i or ao que est-á sendo 

r&s;ol vi do. &nquant.o que o s;uperindice • rerere-se ao valor da 
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variável ~ na i~aração an~arior. 

Nas da~inições dos ~luxos da massa F estes são 

generalizados através do subindice k • podendo assumir os valores 

da própria mistura de ~ases , puro sólido ou ainda puro liquido 

[8ennon e Incropera, 19BBJ. O principio da conservação da massa 

estabelece que na inler~ace de um volume de controle 

F + F . = F 
a • i. l • \. i. 

C5. 107) 

Nos problemas que não envolvem mudança de ~ase o lermo 

~onle s~ abriga usualmente os lermos re~eranlas ao gradiente de 

pressão. ~orças de corpo a surgimento ou desaparecimento da 

variável ~· Além destes , na presente ~ormulação ~ambém são 

inclui dos no lermo ~onle as parcelas re~erenles ao movimento 

relat.i vo en~re as ~ases. à mudança de ~ase e ao escoamento 

através da zona esponjosa. 

Observe-se que na equação da energia . eq. C 5. 69) • o 

lermo di~usivo não tem simplesmente a ~orma 

D 
di~usivo completo, J • é o seguinte 

~'Vh 
c 
" 

~ '9Ch - h) 
c " 
" 

O ~luxo 

C5. 109) 

De maneira semelhante o lermo convaclivo não tem mais a 

~orma padrão pV~ . 
c 

O ~luxo conveclivo completo, J • é o seguinte 

c 
J = pVh + p~ c v - v ) c h - h ) c 5. 1 09) 

e " l e 

O segundo lermo do lado direito da eq. (5. 108) e também 

o da eq. (5.109) são alojados no lermo ~onle. O mesmo ocorra com 

a equação da conservação das espécies, aq. C5.79). 

Como consequência desta decomposição dos ~luxos a 

adoção dos esquemas "power-law", exponencial e hibrido [Palankar, 

1980], para a interpolação da variável dependente nas ~aces dos 

volumes de controle, baseados no número de Peclel da mistura 

s61 i do-1 i qui do C Pe= pu<ÓX>/r ~) podem gerar r esullados ~i si camenle 

inconsistentes. Deve-se então adotar o número de Peclel associado 
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à f'ase K 

p. = J( 

p u 6x 
J( J( 

r 
J( 

(5.110) 

De um modo geral , para sistemas do tipo sólido-liquido 

os números de Peclet associados à conservação da quantidade da 

movimento e de espécies são suf'icientemente grandes, de modo a 

gerar bons resultados com o esquema " upwind". Entretanto , na 

equação da conservação da energia este esquema tende a gerar 

transportes dif'usivos de energia térmica maiores do que os reais, 

mesmo que f'isicamente consistentes. Este problema é mais 

pronunciado no caso de substâncias com alta condutividade 

térmica, o que causa números de Peclet da f'ase pequenos, como por 

exemplo nos matais. 

Quanto ao problema da dif'usão numérica , deve-se ter 

especial cuidado nos testes de ref'inamento da malha para a 

solução da equação de conservação das espécies, uma vez que o 

número de Peclet associado a esta equação é bastante alto. 

A integração do termo f'onte Sri> da equação genérica 

(5. 89) é realizado ao longo do volume de controle mostrado na 

f'igura 5 . 4 , como segue 

(5.111) 

Colocando nesta f'orma o termo ref'erente à equação da 

Darcy na equação da conservação da quantidade da movimento, aq. 

(5.53), tem-se 

sf>o. = J..ltP Cu - u) ll:xlJ.y = (~0. + ~o.u) ll:xlJ.y 

Kxpl 
8 c p 

(5. 112) 

onde 

s:'o. = J..ltP u (5. 113) 
c 

Kxpl 
• 

s:'o. = J..llP (5. 114) 
p 

Kxpl 
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Nas equações de conservaçã:o da energia C5. 69) e das 

espécies (5.79). ~em-se ~ermos di~usivos da ~erma 

(5. 115) 

onde a variável ~ represen~a Ch - h) na 
lil 

equação da energia a 

C~~- ~~ na equação das espécies. 
l 

Uma vez que a eq. (5.115) represen~a apenas uma par~e 

do ~luxo di~usivo. es~es ~ermos ~on~e são discre~izados 

consider ando-se uma variaçã:o linear da variável ~ de um volume de 

con~role para ou~ro. assim 

= I: [ :X (rZ) dxdy + I: [ ~(r~) dxdy 

= D ~ + D ~ + D ~ + D ~ - CD + D + D + D )~ 
e E v W n N a s e v n a P 

ou. usando ~ da i~eração an~eri or inclusive no pon~o P 
o 

implica em que S = O • 
p 

A par~e convec~iva do ~ermo ~on~e des~as 

equações ~em a ~erma genérica 

C5. 116) 

o que 

(5. 11 7) 

mesmas 
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~ = - "l . [p!'. c v - v Q) c 4> l - 4> .? J 

= - "l· [pC!' 4> - !' 4> )( V - V )) 
8 l 8 Q 8 

(5. 118) 

subs~i~uindo na eq. C5. 118) a relação - !' 4> = !' 4>- 4> 
• • l l 

resul~a 

em 

(5. 11Q) 

c Observe-se q u e S é di!'eren~e de zero somen~e na zona 

espon josa. já. que na zona de puro liquido 4> = <Pl e na zona de 

puro sólido V = V 
8 

A iden~i dade 

p V </> - Cp!' V 4> 
8 8 • 

permi~e exprimir Seda seguin~e !'orma 

(5. 120) 

(5. 121) 

onde o s u bindice m re!'ere-se à mis~ura sólido-liqui d o. sen do 

empre gado aqui apenas para di!'erenciar de se. Ainda 

(5. 122) 

e 

se = "l · c p!' v 4> ) 
K K K K 

(5. 123) 

In~egrando a eq. (5.1 2 1) ao longo do volume de con~role 

da !'igura 5.4 • ~em-se 
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= C puA) t:P - C puA) t:P + C pvA) t:P - C pvA) t:P 
• • v v n n a • 

= p t:P - p t:P + p t:P - p t:P (5.124) 
• • v v n n • • 

ou, usando t:P da i~eração an~erior e observando que S~ = O , 

Adotando o esquema "upwind " , 

se = ... ~~... c r p • o) + r -P • o) + [ p • 
m ~Y • • v • n 

[-F • OJ,P- [p , OJ,P - [-P • 
e E v w n 

Ol + [ -P , 
li • OJ,P - CF , 

N • 
(5. 126) 

Finalmen~e. para o s ~ermos r eferen~es às fases K, 

1 • • • • = CP ,:P - P ,:p + p ,:p - p ,:p ) 
ll:xl:iy k,e k,e IC,v k,v IC,n IC,n IC,a IC,a 

(5. 127) 

adotando o esquema "upwind" obtém-se uma equação semelhante à eq . 

(5.126), e colocando na forma da eq . (5.121), 

= SC - eSC + 
m a 

se) 
l 

(5. 128) 
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5. 3 ANALOGIAS ENTRE LIGAS METALICAS E SOLUÇOES AQUOSAS 

O fenômeno da sol i di fi cação em 1 i gas melál i cas não 

eulélicas envolve mecanismos de difusão de calor e massa. que por 

sua vez podem causar correnles convecli vas. Somando-se a 

islo a possibili dade da ocorrência de uma região esponjosa enlre 

as regiões de puro sólido e puro liquido é fácil concluir que 

lrala-se de um fenômeno de grande complexidade. A fim de melhor 

compreender esles mecani smos vários pesquisadores t.ais como Me 

Donald e Hunt. .1969 . Szekely e Jassal. 1978. Christ.enson e 

Incropera .1989. Braga e Viskant.a. 1990. ent.re out.ros recorreram 

a soluções aquosas. I st.o deve-se ao f a lo deslas sol uções. t.ai s 

como NH•Cl-HzO. NaCl-HzO e NazC09-HzO solidificarem em forma 

dendrit.ica. a lemperaluras próximas à t.emperat.ura ambient-e e 

apr esent-arem boa t-ransparência. permi lindo assim a visualização 

ao longo de lodo o processo. 

Em 1990 Neilson e Incropera simularam a solidificação 

de uma solução de cloret.o de amônia-água resfriada pela base. O 

objet.ivo foi o de most.rar a pot-encialidade do modelo criado por 

Bennon e Incropera. 1987. para a simulação da mudança de fase em 

sislemas binários sólido-liquido. Nest.a simulação a modelo foi 

capaz de prever a formação de mac rosegregações do t.ipo canal 

vert.i c al . objet.o da preocupação dos met.alurgist.as na 

solidificação de ligas met.álicas. 

Ent.r et.ant.o a analogia ent.r e soluções aquosas e 1 i gas 

met.álicas não é t.ot.al já que. conforme observaram Prescot.t. e 

Incropera. 1991. o número de Prandt.l das soluções aquosas CPr ~ 9 

par a NH•Cl -HzO) é geral ment.e mui lo maior do que o das 1 i gas 

met.álicas CPr ~ 0.02 para Pb-Sn). 

Out.ra diferença relevant-e reside no parAmet.ro N que 

mede a import.Ancia relat.iva ent.re o empuxo originado por 

gradient-es de concent-ração e aquele originado por gradient-es d e 

lemperat.ura. assim definido 
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N = 
(3 MCJ. 

• (5.129) 
(3 ~T 

T 

onde (3 e (3 são os coef'icient.es de expansão má.ssico e t-érmico, 
a T 

respect-ivament-e. e f'CJ. é a f'ração em massa do solut.o CJ. na mist-ura. 

Na solução NH~Cl-H20 N = -1.4 • enquant-o que na liga Pb-Sn 

N = -14 . 

Deve-se observar ainda a exist-ência de uma dif'erença 

signif'icat.iva ent-re a permeabilidade do meio poroso f'ormado pela 

região bif'ásica nos dois casos . A permeabilidade, conf'orma poda 

ser ver i f' i cado na aq. C5.BB), é f'ort.ement.a dependent-e de 

Cf'ração em volume do liquido na região bif'ásica). Como a curva da 

variação de gl desde gl = 1 Cpuro liquido) at.é gt = O Cpuro 

sólido) é dif'erent.e nos dois casos. a permeabilidade t-ambém o é . 

O expost-o at.é aqui most-ra que deve-se t.er muit-a 

prudência ao t.ent.ar t-irar conclusões aplicáveis a ligas met-álicas 

a part-ir de experiment-os com soluções aquosas. 
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6 MODELO EM DUAS FASES PARA LIGAS BINARIAS 

6. 1 INTRODUÇÃO 

No modelo con~inuo ou de mis~ura apresen~ado no 

capi~ulo !3 [Bennon e Incropera, 1987] as equações são 

inicialment-e escri~as para cada fase separadamen~e e logo após 

somadas, cons~it..uindo-se a part..ir dest..e pont..o num modelo de 

mist..ura. Modelos dest..e t..ipo são chamados modelos de uma fase . 

Est..e procedimen~o carrega consigo a impossibilidade de um 

~rat..ament..o det-alhado da in~erface sólido-liquido, uma vez que e l a 

virt..ualment..e desaparece no moment-o em que as equações são 

somadas. 

Os modelos de mist..ura assumem forçosamen~e a hipót-ese 

da exist-ência de equillbrio t-ermodinâmico . I:: perdida assim a 

possibilidade de t..rat..ar adequadament-e as resist-ências 

int..erfaciais, t..ant..o t-érmicas como mássicas. Em out..ras palavras, 

ao discret-izar o domínio em volumes para a solução do sist..ema de 

equações , nos volumes em mudança de fase é assumida a hipó~ese de 

que T = T . A própria t..emperat..ura da int-erface nem mesmo const-a 
l e 

na formulação. 

Os modelos em duas fases, con~rariament..e , ao ~ra~arem 

separadamen~e cada fase , admi t..em um equacionament..o formal da 

i nt..erface. A hipót-ese de equilibrio t-ermodinâmico não mais 

necessit-a ser adot..ada. Assim. nos volumes que cont..êm a int-erface 

só1 i da. T ~ T ~ T 
l e i. 

sendo T . 
\. 

a ent..re as fases liquida e 

t..emperat..ura da int-erface. Observe-se que na própria in~erface, 

Tl = T = T . • o que é chamado equilibrio t-er modinâmico local. 
61 \. 

Quant-o à morfologia da int-erface sólido-liquido, es~a 

pode variar desde t..ot..alment..e plana at..é a complexa forma 

dendrit..ica. A det-erminação des~a morfologia depende da adoção de 

um modelo capaz de descrever a est-abilidade da int-erface. 

No livro t..exto de Kurz e Fisher, 1986, por exemplo , encont-ra-se 

um equacionamen~o relat..ivamen~e simples para es~e fim. 

~SCOLA DE ENGENHARIA 
61BLIOTECA. 

Nes~e 
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modelo é adotada a ~orma e lipti ca para a s estrut u ras , con~orme é 

mo strado na ~igura 6.1 A ~igura 6. 2 mostra di ~erentes ~ormas 

inter~aciais para o caso da liga Al -2~~u. Na construção da ~i gura 

~oi adotado um gradiente t érmi c o na inter~ace , do lado do 

liquido, de 10 K/mm São plotados o e s paçame nto d e ndritico 

primário, 

R = b 2
/a 

e o raio de curvatura das estruturas ~ormadas, 

em ~unção da velocidade de avanço da inter~ace. A 

inter~ace assume uma ~orma plana para bai xas velocidades de 

avanço da inter~ace , passa por ~ermas celulares , posteriormente 

dendriticas e retorna novamente para a ~orma plana quando grandes 

velocidades de avanço da inter~ace são alcançadas. Naturalmente 

as microestruturas , e consequentemente as propriedades ~isicas 

resultantes da liga variam para cada velocidade de avanço da 

inter~ace. 

Fig. 6.1 

R 

b: 0 .58 À, 

Forma eliptica adotada para a inter~ace 
no modelo descrito por Kurz e Fisher 

No crescimento de cristais, tanto pelo método de 

Bridgman como pelo método de Czochralski, ocorrem inter~aces 

planas . Na ~undição predominam as ~ermas celular e dendritica. Na 

soldagem pode ocorrer desde a ~orma plana até a dendritica. Uma 

discussão mais pormenorizada associada a tal assunto é encontrada 

em Battle, 1992. 

No caso de uma solidi~icação direcional onde a extração 

do calor é realizada pela base, não existe a possibilidade da 

ocor r ência de correntes convectivas. Da mesma ~orma se o 

componente de menor densidade da liga solidi~icar n uma razão 
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maior do que o de maior densidade, n ã o existe a possibilidade da 

ocorrência de gradientes inversos de densidade que possam 

desestabilizar o sistema, dando origem a correntes de convecção 

natural. 

E 
E 
a 

Fig . 6.2 

10-4 

V c 

AI · 2wt % Cu 

G • 10 K/mm 

VCmm/s) 

.... .... .... 

Mor~ologia d a inter~ace segundo Kurz e Fisher 

No ~i nal da déc ada de 70 e inicio da de 80 alguns 

p esquisadores concentraram es~orços no modelamento da 

solidi~icação direcional. Os exemplos mais representativos deste 

es~orço, para o caso de metais puros, são os trabalhos de Garcia 

e Prates , 1978 , Garcia, Clyne e Pratas. 1979, Clyne e Garcia , 

1980, e para o caso de ligas os trabalhos d e Clyne, 1982, e 

Clyne, 1984. Nestes trabalhos as ligas são abordadas sob o ponto 

de vista térmico, não sendo portanto tratado o acoplamento dos 

problemas térmico e mássico. 

Uma vez disc utidos aspectos tais como modelos d e 

mistura e modelos em duas ~ases . equilibrio termodinâmico , 

mor~ologia da i nter~ace e natureza d a extração d o calor , passa-se 

agora a descrever um modelo por menorizado e eficiente do ponto 
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de vist-a computacional. para at-acar a t.ransf'erência de calor e 

massa em ligas met-álicas . Trat-a-se de um modelo em duas f'ases. 

aplicável 

caso da 

a situações com int.erf'ac es plana 

solidif'icação unidirecional onde 

t.ransf'erência de calor e massa são dif'us ivos. 

6.2 PROBLEMA TÉRMICO 

ou celular. para o 

os mecanismos de 

No que segue considera-se que o calor seja removido 

pela base, conf'orme most-ra a f'igura 6.3 . Admit-e-se a exist-ência 

de uma resist-ência t-érmica peça-molde, incorporada ao coef'icient.e 

global de t-ransferência de calor U. 

H 

1 c5 (t) 

TQ) 

Fig. 6.3 Modelo f'isico do problema 

A conservação de energia t-érmica para o sólido pode ser 
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escr i ta. no sistema car t esiano de coordenadas . da seguinte ~erma 

8 ( J 
8 [ lJT ] p c T k 

8 [ W/ m9
) (8. 1) 

8t = 
hy • hy ••• 

e para o liquido , 

8 
( pl clTl J 

8 ( kl 
8Tl ) ( W/ m9

) (8. 2) 
8t 

= 
hy hy 

Com o objetivo de utilizar nas eqs. (8. 1) e C6. 2) a 

e ntalpia. de~ine-se a entalpia da ~ase K como 

(6. 3) 

onde o indice "o" refere-se à o ri gem arbitrada. Assi m. a entalpia 

da ~ase sólida é avaliada da seguinte forma 

h = c c T - T ) + h o c e. 4) 
lil • • o • 

Assumindo que h o = h I = o • a eq . ce. 4 ) reduz-se a 
• • T o 

h = c c T - T ) c e. 5 ) 
• • • o 

De forma s imilar a entalpia do liquido pode ser escrita 

como 

h = c C T 
l • aol 

+ etc T - T . ) 
l lt.q 

(6. 8) 

o nde Tl. é a temperatura cor r espondente à linha de liquido no 
l.q 

diagrama de equilibrio de ~ases da liga. para a concentração 

i n icial d o liquido, e T é a correspondente temperatur a sobre a 
aol 

linha de sólido Cver figura 8.4). Observe-se que uma vez assumida 

a existência de equilibrio termodinâmico local entre as fases, 

T = Tl. , con~orme pode ser 
eol 1.q 

~igura 6. 4 Como é usual 

visto no diagrama 

na abordagem do tema, 

mostrado 

apenas 

si mplicidade, as linhas d o diagrama são aproximadas por retas . 

na 

por 
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O calor lat.ent.e de f'us~o é represent-ado por hf Em 

t-ermos de ent.alpia. 

h - h 
li. ai. 

(6. 7) 

onde o subindice " i." ref'ere-se à int.erf'ace. 

Reescrevendo ent.ão as eq. C6. 1) e C6. 2) em t-ermos de 

ent.alpia obt.ém-se, para o sólido 

~ [ ph ) =~ [ 
k a h ) 8 lil 

8t, 8 8 ity c hy 
8 

e para o liquido 

a 
( pl hl ) 8t, 

TM 
T, 

Te 

To 

o 

Fig. 6.4 

a [ kl 8h ) l = ity éty cl 

--1 Estado Inicial 
I 'quid 

I 
I 
I 
I 

_J.. __ 

I I 
I I 

- !._ - ....l Origem 
I I 
I I 

J(pfl fl ÍE 

Diagrama de equilibrio de !'ases do 
t.ipo de liga binária em quest-ão 

C6. 8) 

(6. Q) 

A f'im de gerar mais subsideos para a det-erminação das 

ent.alpias na int.erf'ace. h . e h . • realiza-se nela um balanço de 
8\. l\. 
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calor . Na ausência de qualquer ~enómeno ass ociado à instabilidade 

n o mo mento d a nuc leação. pode-se escrever que 

C6. 10) 

onde d6/ dl é a velocidade de avanço da interface. 

Como condições d e c o nt.or no e i nicial para o sólido 

t,em- s e. conforme as ~iguras 6. 3 e 6 . 4 conver t endo as 

t-emperaturas em ent.al pias com base no calor especi fico do sólido 

a pressão const-ant-e . c • que 
• 

u 
q " = 

c 
Q 

( h 
sp 

em y = O e qualquer t, (6.11) 

h = h o 

8 8\. 
em y = 6Cl) e qualquer t, (6. 12) 

h = h 
8 aol 

em l = O e y = O (6.13) 

Assume-se para a condição de contorno 6.11 que o 

coe~icient.e de t-roca de calor. u. seja conhecido. Nesle 

coe~icienle são levadas em conla lant.o as resistências t-érmicas 

associadas ao molde . como a res ist-ência associada à t-roca d e 

calor por convecção com o meio exl.erno . Não há aqui nenhuma 

int-enção de anal isar com pro~undidade o problema da res i st-ênci a 

t-érmica variável peça-molde . já coment-ado nas s eções 1 . 2 e 4 . 4 

dest-a lese . 

Na condição inicial 6 . 13 assume-se que t.ão logo a liga 

seja vazada no molde a solidificação inicia junlo à sua base. O 

desu peraqueci menlo d o liquido em cont.alo com a base do molde . 

local por onde o calor é retirado. é i mediat o. Desla forma a 

ent.al pia d o estad o i ni ci al • ou de vazament.o. é reduzi da de h 
I 

para hl. 
\.q 

Logo após . na solidificaçã o propriamente dit-a. a 

ent.alpia é novamente reduzida de hli.q para h
8 0

l 

são as correspondent-es às temperat-u ras T 
I 

diagrama de ~ases da liga . mos trado na figura 6.4 

Eslas enlalpias 

T . 
hq 

e T 
aol 

n o 

Como condições d e contor n o e inicial para o l iquido 

t.em-se. confor me as figuras 6.3 e 6.4 • 
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<"h 
L o H qualquer 8y 

= em y = e t (6. 14) 

hl = hl i em y = 6( t) e qualquer t (6. 15) 

hl = h em t = 
I 

o e y > o (6. 16) 

A condição inicial 6.16 especi~ica que todo o liquido 

està na entalpia inicial, ou de vazamento, com exces são daquele 

que solidi~ica junto ao molde Cy = 0), con~orme jà ~oi comentado. 

6.3 PROBLEMA ~CO 

A conservação da massa do componente a da liga na ~ase 

sóli da é descrita pela seguinte equação 

) = ~ [ 3 ( Kg/sm J (6. 17) 

onde p é a densidade da liga na ~ase sólida , 
9 

a 
~ é a fração em 
• 

massa ou concentração do componente a na fase sólida da liga, e 

Da é a di fusi vi dade m.á.ssi ca deste componente na ~asa sólida da 
• 

liga. 

De forma similar, para o liquido 

9 ( Kg/sm J c e. 18) 

As ligas ou misturas tratadas nesta tese são binàrias. 

ou seja. são compostas por um solvente e um soluto. A partir 

deste ponto assume-se que o componente a a quem se referem as 

eq. (6.17) e C6.18) é o soluto. deixando-se portanto de 

re~erenciar este superindice. 

O balanço de massa na interface, para gerar mais 
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s ubsi deos na determinaçã o das concentrações. f" Q L e f" li.. pode ser 

expresso pela seguinte equação 

C6. 1Q) 

Como condições de contorno e inicial para o sólido 

tem-se. conforme as figuras 6.3 e 6.4 • 

iJf' 
e o 

ity 
= em y = o e qualquer t C6. 20) 

f" = f em y = 6Ct) e qualquer t (6. 21) 
a 8\. 

f' = KP f em t = o e y = o (6. 22) 
Q I 

A aproximação das 1 i nhas do diagrama de f ases por 

retas . conforme já foi comentado. incorre num KP constante Crazão 

de partição entre as fases, definido na eq . C5. 84)), para uma 

certa liga. 

Como condições de contorno e inicial para o liquido 

tem-se. conforme as figuras 6.3 e 6.4 • 

Ml 
o H qualquer t (6. 23) 

ity 
= em y = e 

fl = f li em y = 6Ct) e qualquer t (6. 24) 

fl = f em t = o e y > o (6. 25) 
I 

A formulação do problema está agora terminada. e se 

constitui em quatro equações diferenciais acopladas . As condições 

de balanço na interface sólido-liquido. onde ocorre a mudança de 

f"ase. incorporam as descontinuidades de fluxo de calor e de 

soluto conforme as eqs . (6.10) e (6.19). A seguir será explorada 

a metodologia de solução do problema. 
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6.4 ~TODO DE SOLUÇÃO 

O problema em consideração não pos sui s olução anali~ica 

e des~a 1orma a solução é ob~ida numeri camen~e. 

A discre~ização das equações di1e r e nci a is (6 . 8), C6.Q), 

C6.17) e C6.18). bem como a sua soluçã o. é ob~ida a~ravés do 

mé~odo dos volumes 1ini~os CPa~ankar. 19801. 

A in~egração des~as equações ao l o ngo de u m v olume de 

con~role que con~enha somen~e sólido ou somen~e liquido é 

realizada da maneira usual. con1orme já explorado em 

capi~ulos an~eri ores . não sendo por es~a razão aqui descri~a. 

Concen~rando agora a discussão num volume de con~rola 

que con~enha a in~er1ace sólido-liquido. denomi nado vol uma 

in~er1acial, exis~em dois procedimen~os dis~in~os para a 

abordagem do problema. 

No primeiro deles escolhe-se um incremen~o de ~empo 

adequado A~, calculando a segui r o avanço da in~er1ace a cada 

i ncremen~o. Es~e procedimen~o é ilus~rado na 1igura 6.5. 

I 
I 
I 
IL 
I 

L 

L 

s 

s 

I 
! S 
I 
I 
I 

i 
),~ 
~ 

t+At 
t 

Fig . 6.5 Solidi1icação de uma !ração do volume de 
con~role a ser de~erminada. para um dado A~ 
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No segundo. cont..r ar i ament..e, uma vez escol h i da a malha 

para a solução do problema , passa-se a calcular o increment-o de 

t..ampo necessário para a solidificação complet..a do volume da 

cont..role que cont..êm a int..arface. 

procediment-o. 

A figura 6 . 8 most..ra e s t..a 

L 

L 

1 A 
t+At 

I A 
.--._. t 

s 

s 

Fig. 8.6 Solidificação complet..a de um volume de cont..role 
num int..erval o da t..empo a ser calculado 

O primeiro procediment-o foi impl ement-ado a t..ast..ado ao 

longo do desenvol vimant..o dest..a t..ese. Ent..ret..ant..o ele não foi 

adot..ado em função de problemas associados à eficiência numérica 

do esquema. A necessidade de resolver as frações sólida e liquida 

dent..ro do volume bifásico ret..arda significat..ivament..e a 

convergência. que t..em que ser alcançada a cada increment-o de 

t..empo. Considerando que os increment-os de t..empo precisam ser 

pequenos, espacialment-e nos moment..os finais da solidificação de 

cada vol uma bifásico, o t..empo comput..aci onal axi gi do par a uma 

solução complet..a é bast..ant..e alt..o. 

O segundo procediment-o foi o adot..ado, e junt..ament..e com 

a met..odologia propost..a result..ou em t..empos comput..acionais 

relat..ivament..e pequenos. 

A fim de não incorrer no fat..o gerador do excessivo 
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lempo computacional do primeiro procedimento, calcula-se aqui os 

valores das variáveis junlo à inler~ace, prescrevendo-os em 

seguida para lodo o volume inler~acial . Para ~ins de cálculo, a 

inler~ace é assumida enlão como eslando, ao longo do intervalo de 

lempo ~l. estacionada no cenlro do volume bi~ásico con~orme 

ilust..ra a ~igura 6. 7. Nest..a ~igura pode-se observar a 

decomposição do dominio nas parles sólida e liquida, assim como a 

relação de cada ~asa com a int..er~ace . 

int..er~ace, 

I 
I 

lL 
I 

L 

1 

s 

I 
I S 
I 
I 
I 

L 

L 

A hsi, Ísi 
~ 

Ay(2 [ r-----r hü, fu 

s 

s 

Fig. 6.7 Decomposição do dominio em cada 
~ase e relação com a int..er~ace 

Uma vez calculada a concent..ração do liquido junt..o à 

~li lira-se 

~ases a sua ent..alpia, h . 
h 

at..ravés do diagrama de aquilibrio de 

Not..e-se que da da~inição de KP , 

eq. C9. 84) ~ . = KP ~l. , e da eq. 
8\ \ 

(6. 7). h = 
•i 

Do expost..o at..é aqui conclui-se que as duas variáveis 

~undamenlais a sarem buscadas ao marchar-se no t..empo são ~li e ~t... 

Ist..o é ~eit..o a seguir, at..ravés dos balanços de calor, eq. (6.10), 

e massa, eq. (6. 19), na int..er~ace. Not..e-se que a ut..ilização de um 

int..ervalo da t..empo variável, calculado a cada inst..ànt..e, é uma das 

cont..ribuições do modelo propost..o. 

O balanço de calor na int..arf'ace, já. int..egrado no t..empo 
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e ~ambém ao l o ngo de um vol ume in~er~acial, con~orme mos~rado na 

~igura 6 . 8 , e assumindo que p = p::: p • pode ser escri ~o como 
• l 

p Vol 
Â~ 

= H rh - h ) 
t.e L e\. •• 

[ WJ 

I 
I L 

L 

s 

' s I 

1 

•N 

A 

•S 

H 
ll 

,_ 

1-

,_ 

( h - h ) = lN li. 

Õs 

Fig . 6.8 Volume de con~role in~er~acial 

(6. 26) 

onde Vol é o volume do volume de con~role in~er~acial e 

H 
t.l 

H 
l• 

=C6 
l N 

k A 
8 = C6 
8 s 

[Kg/s) (8. 27) 

[ Kg/sJ c e. 28) 

O super indice ~ re~ere-se ao ~empo corresponden~e ao 

inicio da solidi~icação do volume de con~role int-er~acial, ou 

~inal da solidi~icação do volume an~erior. A ausência de 

superindice nas out-ras en~alpias. com excessão de hr que 

independa do ~empo . re~ere-se ao t-empo ~ + Â~. Con~orme 

mencionado. durant-e o in~ervalo Ã~ ~odo o volume in~er~acial muda 

da ~ase liquida para a sólida. 
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Pequenos aumentos na área da interface. em função da 

ocorrência de morfologias celulares. podem ser considerados na 

área A que consta nos coeficientes H e H da eq. C6. 26). Por 
lt la 

outro lado os grandes aumentos de área. tipicos das morfologias 

dendriticas. exigem um tratamento especifico. uma vez que. 

dependendo do tamanho podem ocupar mais de um volume de controle . 

Considerando que hf = hti 

da eq. (6.26). obtém-se 

h e rearranjando os termos 
S\. 

p Vot 
.6.t 

H 
lt 

H 
la ( h - h ) ai aa 

(6. 29) 

A equação anterior representa a equação de trabalho 

para o balanço d e energia na interface. 

O balanço de massa na interface. já integrado no tempo 

e também ao longo de um volume interfacial. conforme mostrado na 

figura 6. 8 • e assumindo que p = p = p • pode ser 
SI t 

escrito como 

segue 

p Vot ( (r~ - ru) + (r u- f ai) + (r.i- rSI)) + H (r - r ) = Ãt ml lN li 

= H ( r - r ) [ Kg/sl (6. 30) 
mSI &i SI& 

onde 
p DtA 

H = [Kg/s] (6. 31) 
mt ó 

N 

p DA 
H 

Si [ Kg/sl (6. 32) = me ó 
s 

Os comentários já feitos para o balanço de energia 

quanto aos aumentos de área da interface decorrentes de sua 

morfologia também são válidos aqui. 

Simplificando a eq. (6. 30) obtém-se a equação de 

trabal ho para o balanço de soluto na interface 

p Vol 
.6.t (fl - f ) + H 

l • mt ( f - f ) 
e\. ea 

(6. 33) 
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No~e-se que h e ~ não es~ão disponiveis e devem ser 
lil e 

ob~idos por in~er polação. Quando o volume in~er~acial é um dos 

volumes 1 ocal i zados no i n~er i or da mal h a. confor me mos ~r a a 

figura 6.9 • ~em-se que 

h = FG h + c 1 - FG) h (6. 34) 
• 1111 ai. 

onde 

FG = ll.y/2 c e. 35) 
l:J.y/2 + 6 

s 

• 
f si h si -t + .ó.t 

fs • hs 

t 

fss • hss 

Fig. 6.9 Volume in~erfacial ocorrendo no in~erior da malha 

Da eq. C6.7) ~em-se que 

h = h - h .\. li. f 
c e. 36) 

e do diagrama de fases 

h c h h ) 
~li. 

hli.= - - r-N N E 
E 

c e. 37) 

Subs~i~uindo a eq. (6.37) na eq. C0. 36) ~em-se 
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h = h 
• i. w 

SubsLiLuindo a eq . C6. 38) na e q . (6. 34) obLé m-se 

h 
• 

= FG h + C 
88 jt 

c e. 3 8 ) 

c e . 3 9) 

onde C . e C . são grupos que dependem da localiza ção do v o lume 
Jt J2 

inLerfacial na malha, dados por 

c . 
Jt 

= ( 1 - FG )C h -
w h,. ) C6 . 40) 

e 
( h - h ) 

cjz c 1 FG) w E = -
f 

E 

(8. 41) 

InLerpolando da mesma forma para a concenLração, 

segundo a figura 6 . 9 , 

f = F'G f + C. 1 - FG ) f . 
8 88 8\. 

Da eq. (5.94) Lem-se que 

f = KP !'li.. ai. 

(6. 42) 

(6. 43) 

SubsLiLuindo esLa equação na eq . (6.42) e rearranjando, 

onde 

f 
8 

= FG r 
88 

+ c j
9 

r li. 

C = KP C 1 - FG ) 
j9 

(6. 44) 

(8. 45) 

No inicio do processo de solidif'icação, quando o volume 

inLerfacial é o volume junLo ao conLorno inferior do dominio 

Lem- se, para o problema Lérmico , a siLuação mosLrada na figura 

(6. 10) . 

ConverLendo as LemperaLuras em enLalpias com base no 

calor especif'ico do sólido a pressão 

escrever que 

consLanLe, c 
• 

pode-se 
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c h -
• 

c ( 1 • o + 

h ) 
00 

Ãy ) 
2k 

• 

I 
I 

k c h . - h 
• al • 

c Ãy . z-

) 

h~ 
t +At ~----~~3Aya 

• hs 
Ay{2 t l..._ ____ ....J 

~u 
hoo 

) 

Fig. 6.10 Volume in~er~acial ocorrendo jun~o ao 
con~orno in~erior : problema ~érmico 

Explici~ando h na eq. C6.46) ob~ém-se 
a 

c 
!S 

c 
4 

= 

h= 
a 

= 

k 

c +h 
4 ai 

c 
!S 

h Ãy 
00 z-

k Ãy 
11 

u- + z-

+ 1 

c e. 48) 

c e . 47) 

c e. 49) 

c e . 49) 

Subs~i ~uindo h . dado pela eq. (6. 38) na eq. CB. 47) e 
11\. 

reordenando resul~a em 

h = c - c ~li • 6 7 
(6. 50) 

onde 
c + h - h f 

c 4 M = 
6 c c e . 51) 

!5 

e 
h - h 

c M E = 
7 c ~ 

c e. 52) 
!5 E 
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Para a ob~enção de f no inicio do 
• processo de 

solidificação interpela-se. conforme a figura 6.11 • obtendo 

Fig. 5 . 11 

f = 
a 

f + f 
•P ai. 

2 

fsi 
t + Llt ~---~_,....""'--~_ 

• fs 

Volume in~erfacial ocorrendo jun~o ao 
con~orno inferior : problema mássico 

(8. 53) 

Assumindo que a condição inicial (5.22) seja válida ao 

longo de ~~ . ~em-se 

f = KP f (6. 54) 
ap I 

Es~a é uma excelen~e aproximaç~o. pois além da malha ser fei ~a 

pequena especialmen~e jun~o ao con~orno, a difusividade mássica 

no sólido possui normalmente valores bas~ante baixos. 

Subs~ituindo as equações (5.54) e (5.43) na eq. (6.53) 

e rearranjando ob~ém-se 

f = c + c f li. a 8 p 
(6. 55) 

onde 
KP f 

c J: = 
8 2 

(6. 513) 

e 

c KP = -2-p 
(6. 57) 

Tendo determinado h e f tanto para um volume genérico 
• • 

no interior da malha, como para um volume bif'ásico localizado 

junto ao contorno inf'erior do dominio, passa-se agora à ob~enção 

das equações para f li. e ~t . 
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Quando o volume int.erf'acial é um dos vol umes 

localizados no int.erior da malha, s ubst.it.ui ndo h dado pela eq . 
• 

(6. 39) no balanço de calor para est.e volume int.erf'acial. eq. 

(6.29) , e explicit-ando ât. obt.ém-se 

p Vol ( vi + c f' li. ) 
ât. = j 2 

(6. 58) 

Hll ( h - h ) + H ( h - h ) l i. lN la e i. ... 
o nde v é dado por i 

V = h t - FG h - C 
i l 118 ji 

(6. 59) 

Subst.it.ui ndo h . dado pela eq. (6.36) na eq. (6.58) 
Q\. 

p Vol ( vi + c f' l i ] 
..6.t. = j2 

( Hl l + H ) hli. - v 
la 2 

(6. 60) 

onde 

v = H h + H c h f + h ) 
2 ll lN l& •• 

(6. 61) 

Subst.it.ui ndo \ i dado pela eq. C6.37) na eq. (6. 60) 

reorganizando obt.ém-se 

e 

p Vol ( v + c . f' l i ] 
..6.t. 

i J2 = (6. 62) 
v c . f' li. s JiO 

onde 

v = c Hll + H ) h v 
9 la .. 2 

(6. 63) 

e 

h - h 
c H H ) 

.. E 
c . = + JiO ll la f 

E 

(6. 64) 

Subst..it.ui ndo f da eq. C6. 42) no bal anço de massa na 

int.erf'ace , eq. (6.33), e explicit-ando ât. obt.ém-se 
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p Vol [ v. + c . f' ] .6.t = J9 l i. 

H ( f f'lN) + H ( f f ) ml l i. ma •i. •• 
onde 

(6. 65) 

v = fl - F'G f • l a a 
(6. 66) 

Substituindo f da eq. 
ai. 

(6. 43) na e q. (6. 65) e 

rearranjando . 

p Vol ( v. + c . !'l i. ) 
.6.t = J 9 

c . f' v 
J 1. 1. l i. 5 

(6. 67) 

onde 

c = H + KP H jH ml ma 
(6. 68) 

e 

v = H f + H f' 
5 ml lN ma asa 

(6. 69) 

Igualando as equações (6.62) e (6.67) e reorganizando 

chega-se à seguinte equação d o segundo grau para fli 

a !'2 
li. 

+ b f l i. - c = o (6. 70) 

onde 

a = cj2 c . c . c . (6. 71) 
JU J9 J1.0 

b = c v + c v + c . v c v (6. 72) 
j1.1. 1. j 9 9 J1.0 • j 2 5 

c = v v + v v (6. 73) 
9 • 1. 5 

A solução f'isicamente consistente desta equação é dada 

por 

-b + 
1 

b
2 

+ 4ac f' = ~ 
li. 2a 

(6. 7 4 ) 

Uma vez tendo determinado f li pela eq. C 6. 7 4) • .6.t p ode 

ser obtido tanto pela eq. (6.62) como pela (6.67). 

Passa-se agora a tratar os momentos iniciais da 

solidif'icação. quando o volume interfacial ocorre junto ao 

contorno inferior. O balanço de calor neste caso p o de ser 
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expresso da seguin~e ~orma 

p Vol 
.6~ = 

C h . - h )A 
.\. 00 

c ( 1 .óy ) • - +-u k 
• 

ExpliciLando ÃL na equaç~o anLerior Lem-se 

.Â~ = 
H ( tl 

onde 

p Vol ht 
l 

- h 

hli. 

c 
~2 

= 

• 
h ) + c 

lN i-2 

A 

c. ( 1 + Ãy ) u j( 
• 

Subs~i ~uindo h dado pela 
• 

resul~a em 

p Vol ( c . + 
Â~ 

J i.S = 
v 

cS 

onde 

c . = ht. - c 
Ji.S l cS 

v :z H ( hli.- \N ) + c 
cS tl t2 

e 

h h 
•i. 00 

eq . (6. 50) na 

c ~li. ) 7 

(h . - h ) 
·~ 00 

c e . 75) 

c e. 78) 

c e. 77) 

eq . c e. 76) 

(6. 78) 

c e. 79) 

c e. 80) 

Aplicando a condiç~o de impermeabilidade na base do 

domi ni o ~em-se. par a o ba1 anço de massa . que 

p Vol 
.ót. 

~ - ~ 
lN li. 

Subs~i~uindo na equaç~o an~erior 

C6.S5) e explici~ando .ót. ob~ém-se 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTEC A 

) = o (6. 81) 

~ dado pela eq. 
• 
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p Vol ( C . c f' li. ) 
At. = J t. ~ 

(8 . 92) 
v + H f' l i. 7 ml 

onde 

c . = f'l c 
Jl4 l e (8. 93) 

e 

v = H f' 
7 ml lN 

(6. 94) 

Igualando as equações (6. 7 9) e C6.92) e reorganizando 

chega-se à seguint.e equação do segundo grau para f'li 

a !'2 
li + b f' li. - c = o c e. 95) 

onde 

a = H 
ml 

c 
7 

(8. 98) 

b = H c . + c v + c v c e. 87) mt Ji.8 ~ 6 7 7 

c = c . v c . v C6. 99) 
J14 6 J19 7 

A solução f'isicament.e consist.ent.e dest.a equação é dada 

por 

f' li. = 
-b + 1 b 2 

+ 4ac 
2a 

(6. 89) 

Uma vez obt.i do f' li., At. par a a sol i di f' i cação do prime i r o 

volume de liquido pode ser obt.ido t.ant.o pela eq. (6.78) como pela 

(6. 82). 

Quando o volume i nt.erf'aci al f'or o úl t.i mo volume da 

malha, ou seja , o volume junt.o ao cont.orno superior. t.odo o 

sol ut.o cont.i do no 1 i qui do dest.e volume precisa necessar i ament.e 

ser incorporado ao sólido. Como consequência não mais se pode 

empregar a eq. (6.43). Para o problema mássico prescreve-se 

ent.ão, conf'orme a f'igura 6.12 , 

f' c !S. 90) 
ap 
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• p 

• s 

• ss 

Fig. 6.12 úl~imos volumes a solidi~icarem 

Para o problema ~érmico. no lugar de calcular ~ 
l i. 

a~ravés dos balanços de calor e massa no volume in~er~acial. como 

é ~ei~o em ~odes os ou~ros volumes da malha. são realizadas as 

seguin~es extrapolações 

~ . = ~ + Mli. (6. 91) 
lt.p li.a 

onde 

Mli = ~ . ~ l " (6. 92) 
lt.a 1..88 

e 

.t.~ = .t.~ + M~ (6. 93) 
p • 

onde 

M~ = .t.~ - .t.~ (6. 94) 
8 88 

En~enda-se que os ~ermos -~L . e ~ l " nas equações 
1..8 \.88 

acima re~erem-se às concen~rações do liquido jun~o à in~er~ace 

quando es~a encon~rava-se nos volumes an~eriores ao volume em 

ques~ão. con~orme a nomencla~ura especi~icada na ~igura 6.12 . De 

~orma semelhan~e. os ~ermos ~~ e ~~ re~erem-se aos respec~ivos 
8 lil8 

in~ervalos de ~empo que ~oram necessários para a solidi~icação 

des~es vol umas. 
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6.4.1 CONCENTRAÇÃO E~TICA ALCANÇADA AO LONGO DA SOLIDIFICAÇÃO 

Quando a concen~ração na in~er~ace do lado do liqui do, 

~li , é di~eren~e da concen~ração eu~é~ica, ~~ , o sólido ~ormado 

é compos~o por somen~e uma ~ase sólida. Comumen~e nos diagramas 

como o most.rado na ~i gura 6. 4 es~a ~asa é chamada ~ase a , no 

caso da concen~ração inicial, ~ • ser hipoeu~é~ica , ou ~ase ~no 
I 

caso des~a ser hipereu~é~ica. 

Em cer~os casos en~re~an~o ~li pode alcançar ~ 
~ 

con~orme mos~ra a ~igura 6.13 [Kurz e Fisher , 198f3J. Quando 

is~o ocorre o sólido passa a ser compos~o por duas ~ases 

dis~in~as , a e ~ Devido à complexidade do problema, Ba~~la, 

1992, em sua ext.ensa revisão sobre modelamen~o ma~emá~ico da 

segregaç~o de solu~o na solidi~icação, a~irma que a t.rans~er6ncia 

de massa resul~ant.e dest.a composição de ~ases nunca ~oi 

considerada. Da mesma ~arma, a possibilidade de mais de uma 

transformação de fases l iquido-s61i do carece de modelament-o, e 

sua ciné~ca est.á longe de ser ent-endida. 

p 1 -~---------..... __ 
a: p 

c - x-

Fig. 6.13 Fases o e~ na solidi~icação eut.é~ica 

Usualmen~e o eu~é~ico é considerado como sendo uma 

única pseudof as e, segundo original men~e concebi da por Br ody e 

Fl emi ngs em 1966 . 

Um t.i po de abordagem semel hant.e é desenvolvi da aqui . 

Quando f l i 

empregando os 

det.er mi nação 

at.i nge o 

balanços 

valor eut.ét.i co f 
E 

de calor e massa 

da concent.ração média do 

na 

~az-se f l i 

in~ar~ace 

= f 
E 

para 

pseudoeut.é~ico 

a 

na 
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in~erface, ~ , a ~ambém ~~ . 
•i. 

Assim, fazendo f li. = f E na equaçã:o da conservaç:lo do 

calor num volume in~erfacial in~arior, aq. (6.62), ob~ém-se 

~~ = 
pVot (v._+Cj

2
fE) 

v c . f 
8 J I. O E 

C8. 95) 

A par~ir do balanço da massa no volume in~erfacial, eq. 

C6. 33), aplicando a in~erpolação para f s dada pela pala aq . 

(8.42), fazendo ~ambém fli. = fE , e explici~ando ~~ , ob~ém-se 

p Vol ( va - c . ~ ) 
~~ 

Jl.!5 •i = 
v H ~ 

s> ma ai. 
onde 

c 
.)1.5 = 1 - FG 

v = fl - FG f e l •• 
e 

v = H c f - f lN ) - H f 
s> ml E ma a a 

Igualando as equações (8.95) e (6.98) 

seguin~e expressão para ~ 
ai. 

onde 

~ = ai. 

v 
1.0 

v 
8 

H 
ma 

v 
1 = v 
8 

- v v 
s> 1.0 

v + c . 
1.0 J15 

+c . f 
J2 E 

c . f 
JI.O E 

C8. 9B) 

(6. 97) 

c e. 98) 

c e. 99) 

ob~ém-sa a 

c e. 100) 

(8. 101) 

No~e-se que o diagrama de fases mos~rado na figura 8.13 

informa as concen~rações d o sólido nas in~erfaces liquido-sólido 

Ot • aqui denominada f . • e 
alO! 

1 i qui do-só1 i do ~ 

f li. = f E . Assim, pode-se afirmar que 

quando 

(6. 102) 
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onde X
0 

e X/3 são respecli vamenle as frações de concentração de 

sólido a e (3 na interface. 

Adicionalmente lem-se que 

(6. 103) 

Combinando as equações (6. 102) e C6. 103) lira-se 

finalmente as frações de sólido a e (3 , dadas por 

f 
• i./3 

- f' 
X 

e i. = 
a f 

• i. (1 - f 
ai.a 

(6. 1 04) 

e 

(6. 105) 

Neste ponto a formulação está concluida e a seguir são 

apresentados os diversos passos que constituem o algc:>ritmo de 

solução do problema. 
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6.4.2 ALGORITMO DE SOLUÇÃO 

O modelo ma t.em.á t.i co descri lo a lé aqui consli l u! - se de 

quatro equações diferenciais . uma de transferência de calor e uma 

de t-ransferência de massa para cada fase, além das equaçõ~s de 

balanço de calor e massa na interface. Tem-se por~an~o um sis~ema 

de seis equações acopladas a ser resolvido. 

Para a solução das equações diferenciais de ~ranspor~e 

é empregado o códi go compu~acional desenvolvido por Pa~ankar 

(Prata. 1991]. sendo a ele agregadas algumas rol l. n as 

desenvolvidas para o caso especifico des~e problema. 

Para as e quações de balanço na in~erface a solução é 

aquela apresen~ada an~eriormen~e. 

A solução do sist-ema de equações é e nt-ão realizada 

it.eralivament.e , segundo o seguin~e algorit.mo : 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Es pecificação das propriedades fisicas da liga , d o 

t.amanho do dom.i ni o de cálculo e das condições i ni ci al e de 

con~orno. 

Cálculo dos grupos do t.ipo C CC , C , C , C , C , C , 
)()( 4 5 6 7 8 " 

C ) segundo a s especificações do passo 1, ou seja , os grupos 
12 

que não dependem da posição e do ~empo. 

Arbitragem de fli e Ãl para o primeiro volume da malha 

a solidificar Cvol ume da base). 

Cálcul o dos coeficien~es Htt' Hta H e d os 
me 

g r upos do ~ipo C . CC., C . , C . , C . , C . , C . , 
J1 J 2 J 9 J ' o J 1 1 J 1 9 

c . 
J14 JXX 

C ) ou seja, aqueles 
j15 

que dependem da posição d o volume 

int.erfacial n a malha. 

Cálculo dos grupos do t.ipo V CV , V , 
X X 1 2 

ou seja, aqueles que variam com cada it-eração, por 

dos campos d e ent.alpia e de 

convergi dos. 

concen~ração 

. v • v ) 
" 1.0 

depende rem 

ainda não 
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6. Cálculo de fli. e .t.t.. observando as peculiaridades 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

inerent-es à posiç~o do volume int.erfacial em quest.~o (volume 

localizado no int-erior da malha ou junt.o à front-eira inferior). 

Se a solidificação alcançar o eut.ét.ico ao longo do processo. 

calcula-se f e .t.L 
•i 

Cálculo 

int.erfacial na 

e h . para a prescrição no 
e\. 

do problema t-érmico. Cálculo 

volume 

de f . 
e\ 

que, junt.ament.e com fli. é prescrit-o no volume int.erfacia1 na 

solução do problema mássico. Se a solidificaç~o ocorrer no 

eutét.ico. o problema t-érmico é resolvido da mesma forma, mas 

no más si co são prescr i t.os f e f . no vo1 ume i nt.er I aci al . 
E a\. 

Cálculo dos valores de h e f no volume int.eriacial. 
• • 

segundo as int-erpolações realizadas e já empregadas 

implicit.ament.e nos cálculos do passo 6 deste algoritmo. 

Resoluç~o das equações de transporte 

Atenção especial deve ser dispensada 

para h , h , I , 
Q l • 

quando o volume 

interiacial Ior o últ.imo da malha, coniorme descrito no texto. 

Teste da convergência. retornando ao passo 5 

it.erat.ivament.e enquanto esta não for alcançada. 

Alcançada a convergência, avanço do volume interiacial 

para o pr6ximo volume da malha. avanço no tempo e ret.orno ao 

passo 4, até que ocorra a solidificação tot.al do dominio. 



S:OLXDIFICAÇÁO UNIDIRECIONAL DE LIOAS NET.(LXCAS 14.Q 

7 SOLIDIFICAÇÃO UNIDIRECIONAL DE LIGAS METALICAS 

7.1 INTRODUÇÃO 

Um dos principais int-eresses nos processos de 

solidiricação de ligas binárias reside no conheciment-o da 

dist-ribuição ~inal de sol ut.o. ou element-o de liga. ao longo da 

peça. A solidi ricação d ir e cional de ligas binárias na ausência de 

convecção na ~ase liquida gera comument-e um perril de 

concent.ração bast.ant.e caract.erist.ico [Flemings ; 1974. • Bat.t.le ; 

1992] . Es t.e perril é most.rado na f'igura 7. 1. Ao explorar t.al 

f' i gur a o 1 ei t.or deve t.er em ment.e o diagrama de aqui li brio de 

!'ases apresent.ado na f'igura 6. 4. cuja região de int.eresse é 

reapresent.ada na ~igura 7.2. São clarament-e ident.iricáveis t.rés 

regiões. 

+ f' O e t, 

~ ~~1-t,-~~:_:_:l.~:=~-n-t.-e--- ;:;~;::::iente=r 
o f' 
U I 

KPf' 
:[ ~----------------------------------~ 0 

dist.ância da parede !'ria~ H 

Fig. 7.1 Desenho esquemát-ico da dist-ribuição 
~inal de solut.o n o sólido 

Na primeira delas. denominada t.ransient.e inicial. a 

concent-ração de solut.o assume. junt.o à parede do molde. o valor 

aproximado de Kp~ e aument.a at.é alcançar um pat.amar com o valor 
.I 

de r ou seja. a concent-ração inicial da liga. A segunda 
I 

região é const.it.uida por est.e pat.amar. sendo denominada região de 

regime permanent-e. Nos inst.ant.es f'inais da solidif'icação é 
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~orçosamen~e agregado ao s6lido ~odo o solu~o exceden~e do 

~ransien~e inicial, a fim de que seja conservada a massa to~al de 

solu~o da peça. Esta ~erceira região é denominada ~ransiente 

~inal. 

I 
I 
I 
I 
I 

Sólido 
I 
I 

l(pfi fl 

Estado Inicial 

liquido 

Concentração ---7 

Fig. 7 . 2 Concen~rações na in~er~ace s6lido-11quido ao longo das 
regiões de ~ransiente inicial e regime permanente 

Con~orme pode ser veri~icado no diagrama de equilibrio 

de ~ases mostrado na ~igura 7. 2. a concentração do primeiro 

s6lido que surge jun~o ao molde é necessariamente igual a Kp~ . 
X 

Com o passar do tempo a di~usão de soluto, decorrente dos grandes 

gradientes de concentr ação existentes nessa região, deveria 

causar um aumento desta concentraçã o. En~retan~o a di~usividade 

mássica no s 6 l ido é comumen~e. nas ligas metálicas. da ordem de 

104 vezes menor do que no liquido. Ta.mbém a e scala de ~empo em 

que ocorre a solidi~icação é relativamente pequena. Estes dois 

mo~i vos são su~icien~es para a~irmar-se que a concentação no 

inicio da peça per manace com o valor de Kp~ após conclui da a 
X 

sol i di~ i cação. Observe-se que o model o ma te má ti co desenvolvi do 

nesta tese , em ~unção de seu equacionamento ~ormal da in~er~ace 
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visando maior generalidade, considera a di~usão de solu~o a~ravés 

do s ó l ido, de ~erma que a dis~ribuiç~o esquemá~ica da rigura 7.1 

é ob~i da s em aproximações. 

A ~i gur a 7. 3 mos~r a uma curva des~e ~i po ob~i da pelo 

presen~e modelo, e que con~irma o padrão discu~ido an~eriormen~e. 

Nes~a ~igura a concen~ração do sólido, ~ • é adimensionalisada 
• 

c o m base na concen~raç~o inicial da liga, ~ , enquan~o que a 
I 

dime nsão y é adi mensionalisada com base em H, a al~ura ~o~al do 

dominio. 

:5.00 

~ 
"'-. 

Vl ....... 2.50 

2.00 

1.50 

1.00 

0.50 

0.00 
o. 

y/H 

Fig. 7.3 Curva ~ipica de dis~ribuição ~inal do solu~o 
no sólido , gerada pelo presen~e modelo 

Quando o processo de solidi~icação ainda es~á em curso 

~em-se curvas ~ipicas de en~alpia e concen~ração que são 

mos~radas na ~igura 7 . 4 No~e-se as descon~inuidades na en~alpia 

e concen~ração do solu~o na ~ren~e de solidi~icaç~o 6(~). 
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o fi I k ·rs. 
f: 
c fi 
8 
d 

8 

o 
I 

Sólido Uquido 

ó(t) H 

Fig. 7.4 Curvas ~ipicas de en~alpia e concen~ração 
em um cer~o ins~an~e de ~empo ~ ao 
longo do processo de solidificação 

7. 2 V ALI DAÇÃO DA METODOLOGIA DESENVOLVI DA NESTE TRABALHO 

Com o obj e~ i vo de vali d a r a me~odol ogi a desc ri ~a no 

capit.ulo 6, os problemas ~érmico e mássico são agora 

~emporariamen~e desacoplados. ~ en~ão simulada a solidificação de 

chumbo puro nas condições descri~as por Garcia e Pra~es, 1978. Os 

resul ~ados são comparados com os dados de experimen~os realizados 

por . es~es au~ores. No~e-se que embora nes~e caso somen~e o 

problema ~érmico es~eja presen~e. por ~ra~ar-se de uma subs~ância 

pura, es~a comparação com dados experiment-ai s t.em força de 

vali dação no que ~oca à met.odol ogi a de solução das equações de 

difusão, ~an~o no sólido como no liquido. 

As condições do experimen~o. bem como as propriedades 

fisicas ado~adas, es~ão descri~as n o ~rabalho de Garcia e Pra~es . 
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Cabe apenas informar aqui os dados adot-ados para a present-e 

si mulação e que não conslam n o art-igo em quest-ão. A t.emperalura 

da água de refrigeração do solidificador direcional é a ssumida 

como sendo de 20 °C. enquant-o que a alt-ura H do dominio é t- o mada 

como sendo de 11 • 25 em . ou seja. adot-a -se a escala da f i gur a 

most-rada no ar ligo. Os result-ados são moslrados n a figura 7.5. 

90.0 ,............ 
Chumbo Cl) 

......_, 80.0 . .. . . . experimental I 
...... presente solução 

70.0 problema de Neumann 

60.0 presente solução 
problema de Stefon 

50.0 

40.0 

JO.O 

20.0 

10.0 

0.0 
0.0 1.0 2.0 3.0 +.O 5.0 6 .0 

Yi (em) 

Fig . 7.5 Comparação das present-es soluções com os 
result-ados experiment-ais de Garcia e Prat.es, 1978. 

Os aulores infor mam nest,e ar ligo que a t-emperat-ura 

inicial do chumbo no experiment-o era de 5 °C acima da sua 

lemperat.ura d e mudança de fase. t-rat-ando-se porlant.o de um 

problema de Neumann. A figura 7.5 most-ra as simulações t-ant-o do 

problema real. como de uma simplificação ao considerar-se que o 

superaqueci ment-o inicial é nulo. recaindo assi m em um problema de 

Slefan. Conforme o esperado. a velocidade da inlerface no 

probl ema de Neumann é um pouco menor do que a do problema de 

Slefan. já que nest-e caso é necessário desuperaquecer o liquido. 
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7. 3 COMP AR.AÇÃO COM A SOLUÇÃO DE SMI Til. TI LLER E Rt.JITER 

Uma solução anali~ica clássica para o problema em 

ques~ão é a de Smi ~h a~ al . • 1 955. Naquela ~r abal h o. a f' i m de 

~orna r viável uma solução anal i ~i c a par a o problema más si co. o 

problema ~érmico deixou de ser resolvido. É en~ão assu mi do que 

a in~erface move-se com velocidade cons~an~e e prescri ~a. O 

problema mássico é resolvido com duas simplificações. comen~adas 

a segui r. Na prime i r a delas a di f'usi vi d ade más si c a no s61 i do é 

considerada nul a. Es~a si mplif'icação. pelos mo~ivos já comen~ados 

na seção 7.1 é bas~an~e boa. Na segunda é assumido que o 

dominio de solução é semi-inf'ini~o. ou seja. f'l = f':x para y-+ oo. 

Usual men~e es~a si mpl i f' i cação ~ambém não causa i mpr eci são nos 

resul~ados para as regiões do ~ransien~e inicial e regi me 

permanen~e. Na~uralmen~e a região do ~ransien~e f'inal exige u m 

~ra~amen~o especif'ico. 

Conclui-se dos comentários anteriores que a solução de 

Smi ~h e~ al. • a menos da velocidade cons~an~e prescri ~a para a 

in~erf'ace. pode ser usada para a verif'icação do modelo 

desenvolvido nes~a ~ese. 

A solução de Smi~h e~ al. para o ~ransien~e inici al é 

dada por 

1 1 [ [ ~ Vy /D ' ) 
fs = 2 1 + erf ~ l + 

X 

(7.1) 

+ C2Kp 1 ) -CKp C1 - Kp) Vy. /Dl) ~ - e L er~c 
( C2Kp 

2
- 1) 

onde V é a velocidade de avanço da in~erf'ace . y . a sua posição e 
L 

Dl é a di !usi vi dade de sol u~o no 1 i qui do. No~ e-se que nes~a 

expressão f"iguram apenas ~rês grupos adimensionais. 

Vyi./Dl. 

f /f 
& I 

Kp e 

Na figura 7.6 são comparadas para o ~ransien~e inicial 

as soluções ob~i das a par ~i r do modelo desenvolvi do nas~a ~esa 

com as de Smi ~h e~ al. • para ~rês valores de Kp No presen~e 

modelo além d o problema mássico para ambas as f'ases. resolve-se 
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também o problema térmico. dando lugar ao surgimento de novos 

grupos adimensionais. Para as comparações mostradas na ~igura 7.6 

as variáveis do presen te modelo, não utilizadas na eq . (7.1) , ou 

seja , c , cl, k , kl , hf. T • T e D 
8 e M E 8 

Pb- Sn 
o o Ctabela 7.1). com T = 330 C. T = 20 c. 

I <X> 

são as da liga 
2 

U = 5000 W/m K. H = 1 em , 

~ = 1,0 e kp = ~ 
E I 

O ajuste entre 

figura 7.6 ~oi obtido ao adotar-se 

os dois modelos 

DL = 3x10-9 m2/s. 

mostrado na 

A ~im de 

explorar os erros associados à solução de Smith et al. devido à 

hipótese de velocidade constante prescrita para a inter~ace, a 

~igura 7. 7 ~oi preparada. O eixo horizontal desta ~igura é o 

mesmo da ~igura 7.6. No eixo vertical tem-se a velocidade 

adimensionalisada utilizando a altura H e a di~usividade térmica 

do sólido a . Das ~iguras 7.6 e 7.7 concl ui-se que para Kp = 0 . 1 
e 

e as demais variáveis adotadas no presente modelo a velocidade 

varia realmente pouco ao longo do transiente inicial e inicio do 

regime permanente. Para Kp = 0,01 a velocidade já apresenta uma 

variação bem maior. entretanto a concordância entre as solucões 

continua boa até aproximadamente a metade do lransiente inicial. 

~ 
........... 

111 .._ 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.:5 

0.2 

o., 

0.0 

Kp=0,1 

Kp=0,001 

60 80 

Presente solução 
- --- Smith et ai. 

Fig. 7.6 Comparação do modelo desenvolvido 
nesta tese com o de Smith et al. 
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Kp=0,1 

Fig . 7.7 Velocidade de avanço da 
in~erface no presen~e modelo 

Para Kp = 0,001 a variação da velocidade é ainda maior , 

en~retanto a concordância é excelen~e ao longo do in~ervalo 

apresen~ado na figura. Quan~o menor o Kp, mais extensa é a região 

de transien~e inicial. Para Kp = 0 ,001 o regime permanen~e nem 

mesmo é alcançado ao longo deste dominio. 

Novos ajus~es nas variáveis do problema ~érmico , como 

por exemplo o decréscimo do coe f i c i ente de troca U, poderiam 

deslocar levemen~e es~as curvas para a esquerda . Este 

procedimen~o en~retan~o não ~r ar ia contribuição para esta 

discussão. que ~em por objetivo mos~rar que o presente modelo 

gera resul~ados compa~iveis com o que é conhecido até o presente 

momento sobre o fenômeno que está sendo investigado. 
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7.4 SOLIDIFICAÇÃO DE ALGUMAS LIGAS USUAIS 

Nesta seção simula -se a solidificação das ligas 

chumbo-estanho e al umi ni o-cobre em diversas situações de 

superaquecimento inicial . coeficiente de troca de calor, u. e 

altura do dominio . H. A partir destes resul tados são comentadas 

questões tais como tempo necessário para a soli dificação total do 

dominio , a sua composição final e também a velocidade de avanço 

da interface ao longo da solidiricação. 

As propriedades risicas destas ligas utilizadas para as 

simulações são 1 i stadas nas tabelas 7. 1 e 7. 2. Em todas as 

simulações realizadas . assume-se que o fluido refrigerante que 

circula pela base do molde está na temperatura ambiente de 20°C . 

Primeiramente, a rim d e enrocar com clareza as 

consequênci as do acoplamento dos problemas térmico e más si co . 

realiza-se algumas simulações variando o coericiente de troca de 
2 

calor U desde o valor bastante baixo de 20 W/m K, até o alto 

valor de 50000 W/m2 K. Observe-se que para U baixo a influência do 

problema térmico é minimizada. ficando a solidificação controlada 

quase totalmente pelo problema mássico. Contrariamente , para 

grandes valores de U o problema térmico passa a ser dominante. 

A velocidade da r r ente de solidiricação depende tanto do problema 

térmico como do mássico. conforme pode ser veriricado nos 

balanços de calor e massa na interrace s61ido-11quido. eqs. 

(6. 1 0) e (6.19). respectivamente. reproduzidos a seguir. 

( r -
\.i. 

r 
ai. ) 

dó 
dt 

k \. 8h\. l = k 8h I 
C ~, y-~ csa ~,e y=~ 

\. "J -u " J o 
(6.10) 

= - p D M\. 1 + 
\. \. éty y =õ 

M 

D 
8

1 p9 &I lty y=õ 
(6. 19) 

A derivada dô/dt que aparece nas equações anteriores 

representa a velocidade da rrente de solidiricação. Desta rorma a 

velocidade de solidiricação pode ser escrita como 
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Ta bela 7.1 Propriedades ~isicas da liga Pb-Sn 
[Felicelli et al., 1991) 

Dens idade, 

Calor especi~ico a pressão constante, 

Condutividade térmica, 

Di~usividade térmica, 

Di~usividade mássica, 

Calor latente de ~usão, 

Razão de partição entre ~ases, 

Concentração eutética, 

Temperatura eutética, 

Temperatura de ~usão do chumbo puro, 

3 
p = 10.100 Kg/ m 

c = 173 J/KgK 
e 

cl = 161 J/KgK 

k = 19,8 W/mk 
e 

kl = 16,7 W/mK 
-5 2 ()( = 1 , 13x1 O m /s 

& 
-5 2 

()(l = 1 , 03x1 O m /s 

D = 3x10-j_9 m2 /s 

Dl = 3x10-"m
2
/s 

hf = 30.000 J/Kg 

Kp = O, 31 

~ = 0 , 619 
E 

T = 183°C 
E 

T = 327,5°C 
w 

Tabela 7.2 Propriedades ~isicas da liga Al-Cu 
[Sundarraj e Voller, 1993) 

Densidade, 

Calor especi~ico a pressão constante, 

Condutividade térmica, 

Di~usividade térmica, 

Di~usividade mássica, 

3 
p = 2.600 Kg/m 

c = 766 J/KgK 
B 

cl = 1179 J/KgK 

k = 77 W/mk 
B 

kl = 153 W/mK 
-5 2 ()( = 3, 87x1 O m /s 

& 
-5 2 

01.l = 4, QQx1 O m / s 

D = Q, 73x10-1.•m2 /s 
B 

Dl = 5x10-"m
2 
/S 

Calor latente de ~usão, hf = 428.000 J/Kg 

Razão de partição entre ~ases, Kp = 0 , 11826 

Concentração eutética, ~ = 0,332 
E 

Temperatura eutética , T = 548°C 
E 

Temperatura de ~usão do aluminio puro, T = 6ô0°C 
w 
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d6 k õf k l 
õft l • 

( hy· l y=6 ) dl 
= 

p a hf -k- hy y=6 
• 

(7. 2) 

ou 

d6 DL ( 
D M pl ~l ly=6 ) 
• a I dt 

= 
hy y=6 - -

(f -f ) DL p li si 9 
(7. 3) 

Considerando que para ligas metálicas D << D 
a l 

e 

admi lindo p or simplicidade que a fase liquida está próxima d a 

lemperalura d e solidifi cação C õf /ély ~ 0) as e qs. C7. 2) e C7. 3) 
l 

podem ser simplificadas p or, respecti vame nte , 

d6 
dt. = 

d6 
dl 

k õf 

= pa~f hy9 1y=6 

M ll 
p cr - f ) hy y=6 a li ai 

(7. 4) 

C7. 5) 

Das e qs . (7.4) e C7.5) fica claro que a velocidade de 

avanço da int.erface depende, fundamentalmente, da taxa de 

resfriamento da peça bem como da redistribuição do solut.o na fase 

liquida . 

As figuras 7.8 a 7.10 mostram a velocidade da frente de 

solidificação ao longo de um dominio de altura H = 1 em , para a 

liga chumbo-estanho , com diversos coeficientes de troca de calor 

U, partindo de uma temperatura inicial T = 1,05T C343,9 °C) , 
I W 

onde T representa a t.emperat.ura de fusão do chumbo puro C327,5 
w 

°C). A fim de acentuar o s efei t.os que deseja-se most.rar nesla 

análise, apenas por simplicidade e sem invalidar os resultados , 

tomou-se a porcent.agem de 1 % de estanho na liga Pb-Sn simulada. 

Es las figuras mostram que n o caso do problema térmico dominante 

CU = 50000 W/ m2
K) a velocidade cai s empr e ao longo de t.oda a 

2 solidifi cação. No out.ro extremo CU = 20 W/m ) , quando o problema 

mássico é d omi nante , a velocidade aumenta inicialment.e para 

depois estacionar, formando um pat.amar. Esle comport.amenl o pode 

ser facilment.e ent.endido observando-se a eq. C6.19). As 

propriedades f 1 si c as p a , pl, D 
8 

e DL são considera das constantes 

ao longo do proc esso . Como f = 
•i 

KP f ti, e KP t.ambém possui um 

valor constant.e para cada liga, a diferença fli- f•i que con s ta 
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VH/cx 
0.050 

a 
0.045 

0.040 

O.OJ5 Pb-1~Sn 

O.OJO H=1cm 

0.025 
T,= 1,05T.,.(343,9°C) 

0.020 

0.015 

0.010 

0.005 

0.000 
o. 0.80 1.00 

Fig. 7.10 Pb-1XSn; variação da velocidade da interface ao longo 
do dominio para dois coe~icien~es de ~roca de calor 

....= 
.......... 

OI 
'1-

1.1 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 
o. o. o. 

Fig . 7.11 Pb-1%Sn; distribuição ~inal 
de solu~o ao longo do dominio 
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n esta equação t a mbé m a ssume um val o r constante a o l ongo d e todo o 

processo. 

deriva das 

conforme 

Uma vez alcançado o r egi me permane n t e, também as 

Mt/ 8yl y=6 

pode ser 

e 

observa do na 

a ssumem 

figura 

valores con s t a n tes, 

7 . 4. Des ta forma a 

veloc idade d6/ dt tem forços amente que assumir um valor c anta nte 

ao longo de toda a região de regime p e rmanente. Qua ndo a parede 

s upe rior do res ervatóri o c o meça a i nterfe rir na di s tribuição de 

soluto ao longo do li q uido, a der ivada M /~'1 começa a t VJ y=6 
diminuir, caus ando um progressivo dec réscimo na v e locidade, que 

també m pode ser obs ervado na figura 7 . 10, para U = 20 W/m2 K. 

Para a s condições especifi c adas, o problema mássico 

apres enta uma forte d o minância até U = 2000 W/m2
K. Com 

U = 5000 W/ m2 K o problema térmico já desempenha um papel 

importante. 

A figura 7.11 mostra a distribuição final de 

conc entração adimensionalizada com base na concentração inicial 

da liga, f /f , em função da posição relativa, y/H, ao longo do 
11 .I 

dominio. O grande coeficiente de troca de calor aplicado faz com 

que o transiente inicial seja muito pequeno, não ocorrendo neste 

caso o pico de concentração de sol uto no f i nal do tr ansi ente 

inicial, observado em outros casos mos trados mais adiante. 

A figura 7.12 mostra a evolução da interface 

sólido- liquido ao longo do tempo no cas o da liga Pb-10Yo5n, quando 

solidificada em um dominio de altura H = 1 em , partindo de uma 

temperatura inicial T = 1,2T (393 °C) , onde T representa a 
.I .. .. 

temperatura de fusão do chumbo puro (327, 5 °C). Para fins de 

comparação, esta simulação é realizada com doi s coeficientes de 

troca de calor . Conforme se poderia esperar, o maior coefi ciente 

de troca causa uma maior taxa de r e ti r a da de calor do d o mi ni o 

através de sua bas e, solidificando-o em menor tempo. 

Na figura 7.13, com o objetivo de inves tigar a 

depe ndência do tempo de solidifi c ação com o g r au de 

supe raquecimento inicial da liga , mostra-se a evolução da 

interface para quatro temperaturas iniciais. A fim de observar-se 

o fenómeno com mais clareza, o coeficiente de troca de calor é 

fixado no valor de 500 W/ m2
. A temperatura inicial varia desde 

T a temperatura correspondente à linha de liquido no 
t(q 
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Pb-1 O%Sn 

H=1cm 

T~ 1,2T w (393°C) 

Fig. 7.12 Pb-10~n ; evolução da interface ao longo d o tempo 
variando-se o coeficiente de troca de calor 

1.0 
,...., 
.E 0.9 
E 

........... 

+I O.B 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0.0 o. 

Pb-1 QsgSn 
H=1cm 

U=500 W/m2K 

Tt=1,20Tw(393°C) 

Tr-1 ,05T.,(343,9°C) 

Tr=T ~q(304,2°C) 

Fig . 7 .13 Pb-lOY.Sn ; evoluç~o da interface ao longo do tempo 
variando-se o grau de s uperaqueci mento inicial 
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diagrama d e fases , para a concenlração inicial d e 10X 

r epresen~ando hi po~é~i camen~e um superaqueci men~o nulo, 

~empera~ura de 1,4TM. ~an~o maior for o grau de superaqueci men~o 

mais c alor sens ivel precisa ser removido do liquido, aumen~ando 

assim o ~empo de solidificação. 

As figuras 7.14 e 7. 15 mos~ram curvas de concen~r ação 

no sóli do, adimensionalizadas com base na concenlração inicial da 

liga, f
8
/f:r em função da posição rela~iva , y/H, ao longo do 

dominio. Na figura 7.14 ~em-se a liga Al-2~~u solidificada em um 

domi nio de 5 em de al~ura, com T == 1 , 2T para dois 
I W 

coeficien~es de ~roca de calor. Observa-se facilmen~e que a maior 

~axa de r emoção de calor , d ecor r en~e do maio r coef i c i en~e de 

~roca, reduz de forma significa~iva o ~ransien~e inicial. 

Na figura 7 . 15 ~em-se a liga Pb-10%Sn sol idificada em 

um dominio de 1 em de al~ura, com U = 500 W/ m2 K para dois graus 

de superaquecimen~o. Observa-se que o maior grau de 

superaquecimen~o aumen~a o pico de concentração verificado no fim 

do transiente inicial. pouco influenciando enlre~ando no 

comprimen~o des~a região. 

O pico de concentraçâo observado no final do ~ransien~e 

inicial faz - se presente, em maior ou menor escala, em ~odas a s 

simulações realizadas com as l igas chumbo-estanho e 

al umi ni o-cobre. A princ ipio poderia pensar-se que es~e 

comportamento deve-se a instabilidades de origem numérica . Tes~es 

adicionais foram realizados , tais como um maior refinamento da 

malha compuLacional , a adoção de cri~érios d e convergência ainda 

mais rigidos e alguns rearranjos no algori~mo de solução , não 

modificando en~reLan~o os resul~ados. Simulações foram en~ão 

realizadas com a s ligas chumbo-es~anho e al umi n i o-cobre, com 

~odas as propriedades fisicas reais, a menos das difusividades 

mássicas d o liquido que foram aumen~adas. Es~e aumen~o artificial 

em DL causa um acréscimo na extensão dos ~ransien~es inicial e 

final, além do desaparecimen~o do pico de concen~ração que es~á 

sendo inves~igado. Aumentos de dez vezes em DL são o sufi ci en~e 

para causar o desaparecimen~o des~e pico, em qualquer si~uação. 

Sob o pon~o de vis~a fisico , o que ocorre é que o 

solu~o que deixa de ser incorporado ao sólido duran~e o 
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26 

~ 2.4 
'-... 2.2 

AI-~Cu .. -2.0 H=5cm 

1.6 
Tt= 1.2T.,(792°C) 

1.6 

1.4 

1.2 

1.0 

0.8 

o.c 

0.4 tiL!..! U=SO W/m:K 
~ U=500 W/ m K 

0.2 

0.0 o. 
y/H 

Fig . 7.14 Al-2~~u ; di s~ri buição rinal de solu~o ao l ongo 
d o dominio variando-se o coericien~e de ~roca 

1.3 

..t' 1.2 '-... .. -1.1 

1.0 

0.9 

0.8 
Pb-1~Sn 

0.7 H-1cm 

0.6 
U-=500 W/ m2K 

0 .5 ti.2...U Tr= 1,4T., 
0.4 

O.JlQ.O.Jl Tt=Taq 

O.J o. 
y/H 

Fig. 7.15 Pb- 10XSn ; dis~ribuição rinal de solu~o ao longo do 
dominio variando-se o grau de superaquecimen~o 
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~ransien~e inicial ~em duas possibilidades é quase ~o~almen~e 

agregado ao sólido n o ~inal d o ~ransien~e inicial. causando o ~al 

pico de concen~ração. ou é arras~ado di~usivamen~e p el a in~er~ace 

ao longo de ~oda a regi ão d e regime permanen~e para ser 

f'inalmen~e agregado ao s ólido no ~ransi en~e f'inal. A primeira 

possi b i lidade é a que ocorre na simulação das l igas 

chumbo-es~anho e aluminio-cobre. A segunda ocorre ao aumen~ar-se 

DL Es~e aumen~o ~ aci 1 i ~a a cU ~usão do sol u~o a ~r a vés da massa 

d e liquido. que incorpora-se en~ão ao sóli do somen~e no 

~ransi en~e ~inal . 

Em si~uações prá~icas . o aumen~o da velocidade de 

avanço da i n~er~ace bem como o pico d e concen~ração observado no 

~inal do lransien~e inicial di~icilmen~e podem ser observados. 

uma vez que se re~erem a si luações f'isicamen~e ins~áveis. Os 

casos analisados est-ão associados à ocorrência de subresf'riamen~o 

cons~i ~uci anal • ou seja. devi do aos al los gr adi en~es de 

concen~ração no liquido adjacent-e à inler~ace de mudança de f'ase. 

a lempera~ura de ~usão se t,orna superior à ~emperatura da f'ase 

liquida. Nest-as condições a interf'ace plana é instável e 

morf'ologias dendri licas se desenvolvem C ver por exemplo a ~ig. 

3.5 de Kurz e Fisher. 1986). Tes~ar a presente metodologia nest-as 

sit-uações ext-remas assegura a ef'iciênci a da met-odologia numérica 

in~roduzida. 

As f'iguras 7 . 16. 7.17 e 7.18 most-ram a velocidade de 

avanço da inlerf'ace sólido-liquido ao longo do dominio de 

solidif'icação. Os casos da ~igura 7.16 f'oram simulados com malhas 

de 50 vol umes. o s da ~igura 7.17 com 100 volumes para 
2 2 U = 500 W/ m K e 200 vol umes para U = 5000 W/ m K. e os da ~igura 

7.18 com 100 volumes. Num primeiro momento poder-se- ia imaginar 

q ue a maior velocidade d e avanço da f'rente de solidif'icação 

ocorresse nos menores valores d e y _/H. ou seja. mais próximo da 
\. 

f'ron~ei ra do domini o por onde o calor é re~irado. En~retanto i st-o 

não ocorre. conf'orme pode ser observado nes~as ~iguras . p o rque é 

justament-e nos p rimeiros ins~anles da solidif'icação que o 

~ransiente inicial do problema mássico é mais int-enso. lendo 

lugar também a maior parte do desuperaqueci men~o do liquido. o 

que ret-arda o avanço da interf'ace. As maiores velocidades são 
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VH/a • 
7.0E-00~ 

6.5E-00~ 

e.OE-00~ 
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3.5E-004 

J .OE-004 

2.5E-004 

2.0E-004 

1.5E-Q04. 
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AI-~Cu 

H=Scm 
Tr=1.2Tw 
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Fig. 7.16 Al-2Y~u; variação da velocidade da in~erface ao longo 
do dominio para dois coeficien~es de ~roca de calor 

VH/a 
11 

-4.00 

J.50 

J.OO 

2.50 

2.00 

1.50 

Pb-10%Sn 
H=Scm 
Tr=1.2Tw 

Fig. 7 . 1 7 Pb-lOY.Sn; variaç~o da velocidade da in~erface ao longo 
do dominio para dois coeficien~es de ~roca de calor 
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VH/a • 
0.70 

0.60 

0.50 

0.-40 

0.30 

Pb-1~Sn 
H=1 em 
U=SOO W/m2K 

Fig . 7.18 Pb-10%Sn ; variação da velocidade da interface ao 
longo do dominio para dois graus de superaquecimento 

alcançadas logo após estes primeiros instantes, ocorrendo ainda 

em alguns casos um novo e di ser eto aumento de velocidade em 

estágios mais avançados da solidificaçâo. 

Nas figuras 7.16 e 7.17 tem-se respectivamente as ligas 

Al-2}'oCu e Pb-10%Sn solidificadas com dois coeficientes de troca 

diferentes. O maior coeficiente de troca causa, em ambos os 

casos, um desl ocamento das curvas para a esquerda , ou seja, a 

maior capacidade de remoção do calor faz com que o 

desuperaquecimento inicial ocorra em menor tempo . A tendência de 

um novo e discreto aumento na velocidade após o pico inicial. 

verificada em ambos os casos para o menor coeficiente de troca, é 

entretanto de di ficil compreensão fisica. 

Na figura 7.18 é solidificada a liga Pb-10%Sn com dois 

graus de s uperaquecimento inicial. Conforme o esperado, o maior 

grau de super aqueci menta causa o maior pico de vel oci dada nos 

instantes iniciais da solidificação. o deslocamento d os 

picos para a direita entretanto não são significativos com o 

aumento d o grau de superaquecimento. 
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Nos casos onde a concentração inicial é maior do que a 

concentração do sólido na inler~ace liquido-sólido ex , para 

T = T 
e E 

lado do 

ou seja, 

liquido 

~ > ~ . a concentração na inter~ace 
X a\.Q 

alcança a concentração eutética antes 

do 

de 

finalizado o transiente inicial. Ocorre então a formação das 

fases sólida a e sólida ~ . 

Empregando a formulação para o pseudoeutético , conforme 

des crita na seção 6.4.1, simulou-se a solidificação da liga 

Al-8Y~u. Do diagrama de equilibrio de ~ases para esta liga [Van 

Vlack , 1964) tem-se que f . = 0,0!36!3 e ~ · n = 0,!32!3 , 
&\.CX tn1J 

devendo 

portanto ocorrer a formação das fases sólida ex e sólida ~-

A figura 7 . 19 mostra a evolução das ~rações de 

concentração de sólido a , X 
Q 

• e sólido ~ , X~ , na interface, 

região de regime ao longo do transiente 

permanente. 

é da ~ase 

Inicialmente, 

ex Quando a 

i ni cial e parte da 

quando ~ < ~ todo o sólido ~armado 
li E 

concentração do 11 qui do na interface 

alcança o eutético começa, de ~arma abrupta, a ~armação das duas 

fases sólidas. Após um pico nas frações de concentração, estas 

tendem a um valor constante até o ~inal da região de regime 

permanente. 

1.0 

• X 0.9 

O.B 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

X 
Q 

o. o 

AI-~Cu 

H=lcm 
Tt=1.2T., 

U=500 W/m"K 

o. 5 o. 
yt/H 

Fig. 7.19 Al-8Y~u ; evolução das ~rações de concentração de 
sólido ex e sólido ~ durante a solidi~icação 
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7. 5 COMENT ARI OS FINAIS 

Res~a rinalmen~e ~ecer alguns comen~ários quan~o ao 

procedi men~o ado~ado na solução numérica das equações oriundas 

des~e modelo. A colocaç~o do passo de ~empo necessário para a 

sol i di r i cação ~o~al da massa con~i da em um volume de con~r ol e 

como uma variável ~em implicações dire~as na ~axa de convergência 

do algori~mo. Na regi ão de regime permanen~e. no caso da ado~ão 

de uma malha igualmen~e espaçada. a convergência é ob~ida de 

ror ma rela~ivaman~e rápida. Is~o deve-se ao das 

concen~raçõas e da velocidade de avanço da in~arfaca variarem 

bem menos nes~a região. além do calor la~en~e de rus~o do 

ma~erial ser uma cons~an~e. Consequen~emen~e o in~ervalo de ~empo 

necessário par a a sol i di r i cação compl e~a de um volume ~ambém 

varia pouco. Por ou~ r o 1 ado. a adoção de malhas de ~amanho 

variável resul~a numa maior variação do passo de ~empo. já que a 

massa a ser solidificada em cada volume também resulta variável . 

dificul~ando des~a rorma a convergência. 

Com excessão das comparações dos resul~ados gerados por 

es~e modelo com os resul ~ados de Smi ~h et al . • onde a atenção 

vol~ou-se especialmen~e para o ~ransien~e inicial, ~odos os 

ou~ros casos roram resolvidos com malhas igualmen~e espaçadas. 

Tes~es foram realizados no sen~ido de ~ornar os resul ~ados 

independentes da malha escolhida. Na~uralmen~e os maiores 

coeficien~es d e ~roca de calor, maiores graus de suparaquecimen~o 

inicial e maior al ~ ur a do donú ni o exigi r am um ma i o r número de 

volumes. Nes~es exemplos , os ~empos compu~acionais foram de 

aproximadamen~e 5 minu~os para malhas de 100 volumes. e 12 

minu~os para malhas de 200 vol umes. no IBM 3090. Mesmo levando-se 

em con~a o ra~o de ser um modelo unidirecional. es~es ~empos 

podem ser considerados baixos. especialmente por ~ra~ar-se de um 

problema ~ransien~e onde são resolvidas 4 equações direrenciais. 

Lodas acopladas. 
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8 CONCLUS<ES 

O presen~e ~rabalho procura explorar de uma forma 

abrangen~e o problema da ~ransferência de calor e massa na 

solidificação de ligas binárias, com ênfase nas ligas me~álicas. 

Diversos modelos foram explorados, focalizando diferen~es 

aspec~os da modelagem do problema da solidificação. As conclusões 

referen~es aos modelos apresen~ados encon~ram-se nas respec~ivas 

seções, onde ~ais modelos foram discu~idos. 

Nes~e capi~ulo a a~enção é focalizada nas necessidades 

fu~uras associadas à modelagem da ~ransferéncia de calor e massa 

em ligas. 

No seguimen~o des~e ~rabalho percebe-se a necessidade 

da con~inuidade do a~aque ao problema ~an~o no modelamen~o e 

simulação compu~acional, quan~o na par~e experimen~al . Por 

tratar-se de um fenômeno que exige do inves~igador da na~ureza 

sólidos conhecimen~os que vão desde a ~ransferência de calor. 

massa e quan~idade de movimen~o. passando pela ~ermodinâmica, 

chegando na solidificação sob o pon~o de vis~a me~alúrgico e, 

ainda, exigindo grande conhecimen~o e habilidades experimefl~ais e 

compu~acionais, é eviden~e a necessidade de uma abordagem 

mul~idisciplinar. 

Quan~o ao model amen~o e simulação compu~aci onal • os 

próximos desafios são o ~ra~amen~o de in~erfaces que se 

apresentam com morfologias complexas, e a adoção de um modelo de 

ins~abilidade que possa prever a evolução desta morfologia ao 

longo do ~empo. Posteriormente. e mantendo ainda a idéia dos 

modelos em duas fases que, contrariamente aos modelos de mistura. 

permitem uma abordagem mais realis~a da interface, como o já 

c i ta do não equi 11 brio ter modi nâmi co. ser i a en~ão o momento de 

passar para duas dimensões e considerar situações onde a 

convecção natural na fase liquida desempenha um papel importante. 

A visão metalúrgica do problema e a experimen~ação 

precisam estar presen~es todo o ~empo, impulsionando a pesquisa 

rumo às necess idades mais urgentes e verificando os resultados 
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obLidos com os mo d e los. 

A e xperimenLação é a hora de pergunLar à n a Lureza s e 

ela concorda com o que se esLá dizendo sobre ela. As ver ifi c a ç ões 

experimenLais devem inicialmenLe se conc enLrar n os mo delos 

unidirecionais, pode ndo serem feiLas, por exe mplo, solidifi c a ndo 

a liga chumbo-esLa nho. A posLerior maLalografia p oderá fornecer 

as curvas de concenLração ao longo da peça . 

A solidificação direcional de ligas me Lálica s apr asanLa 

o desafio experimenLal de exLrair - se calor a Lravés de uma úni c a 

direção de um corpo a Lempe raLuras bem mai ores do que as do 

ambienLe. NesLe conLexLo a liga chumbo-esLanho é adequada por 

suas LemperaLuras de mudança de fase serem relaLivamenLe baixas 

C327,5°C para o chumbo puro e 193°C no ponLo euLéLico da liga). 

A liga aluminio-cobra apresenLa maiores dificuldades, já que os 
o seus niveis de LemperaLura são bem maiores C660 C para o aluminio 

o puro e 549 C no ponLo euLéLico da liga). 

O modelo proposLo no cap1Lulo 6 pode Lambém simular a 

solidificação de soluções aquosas do tipo cloreto de amônia-água 

e cloreLo de sódio- água, com inLerface plana, basLando para isLo 

adoLar uma razão de parLição de fases , Kp , próxima de zero , a fim 

de representar a não incorporação de soluLo no sólido, Lipica 

desLas soluções . EsLas ligas são mui Las vezes usadas em 

experimenLações pelo faLo da suas LamperaLuras da mudança de fase 

serem próximas da Lemperat.ura ambient.e, faciliLando a 

insLrumenLação e parmiLindo uma fácil visualização da evolução da 

inLerface ao longo do Lempo. 
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AP~DICE 

SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE FOURIER EM UMA DIMENSÃO 

A equaç~o da condução de calor. em uma dimensão e em 

regime ~ransien~e. é a seguin~e 

CI.1) 

Es~a equação pode ser resolvi da a ~r a vés da segui n~e 

~rans~ormação de variáveis 

en~ão 

82T = 
itx2 

mas 

en~ão 

Y'J = X 

2-((i(' 

Trans~ormando as derivadas para a nova variável 

~(8Tltr,) = itxltr,ltx 

éJT = 8t 

~(8Tltr,) ltr,ltr,ltx 

1 
40t~ 

mas 

Y'J 
2 ~ 

ltr, = itx 

e 

Y'J 
2 ~ • 

éJT 
ltr, 

82 T ( ltr,) 2 + 8T ltr, 8
2n 

8-r, itx lh'Jltx ltr,2ltx 

CI. 2) 

CI . 3) 

CI. 4.) 
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Substituindo CI.3) e CI.4) na eq. CI.1), obtém-se a 

seguinte equação di~erencial ordinária 

d 2 T 
2n 

dT o + dn = 
dY) 2 

ou 

T" + 2Y) T' = o 

Trans~ormando as variáveis , T" = T' e T' = T • 

T' + 2Y) T = O 

ou 
dT 
dY) + 2'Y) T = O 

Multiplicando por dY)/T e separando as variáveis 

dT 2'Y) d'Y) T = -
integrando 

z 
T = c e-n 

mas, da trans~ormação de variáveis executada 

dT z 
c -n dT c e-n 

dn = e ou = 

integrando novamente 

J 
2 

TC x, t) = c~ 
-n dY) + Cz e 

limitando a integral 
'Y) 2 

TCx,t) =c~ J e-n d'Y) + Cz 
o 

2 

dn 

Estabelecendo as seguintes condições de contorno 

'Y) = O • T = A • Cz = A 

CI. 5) 

CI. 6) 

CI . 7) 

CI. 8) 

CI. Q) 

CI .10) 

CI. 11) 

CI. 12) 

CI.13) 

CI . 14) 



AP~NDICE 1 93 

Da derinição de runção erro, razendo ~ = ~ 

2 = =rn I
~ 2 

0 

e-~ d~ 

e como erre~ = 1. ~em-se que 

subs~i~uindo em CI.15) 

ou 

rn D = Ct 2 + A 2 
Ct = CD - A) Yn 

Substituindo Ct e C2 em CI.13) 

Aplicando as condições de con~orno 

2 
= s =rn 

x = O • T = Tp * A = Tp , já que er!CO) = O 

• X = ó .. T = T 

• 

C I. 15) 

CI. 16) 

CI. 17) 

CI. 19) 

CI. 19) 

CI . 20) 

CI. 21) 

CI. 22) 

T•= Tp + B er! (-
6
--] 

2,1(X[' 
erx(-

6 J = T - Tp = 
B 

cons~an~e 

por~an~o 

ó 

2,1(X[' 

2,1(X[' 

= cons~an~e = O CI. 23) 
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Desta forma. como 

• B = T - Tp 
erfCffi 

CI. 24) 

a solução fica 

• 
:x/2-{&(' 

TCx . l) Tp + 
T -Tp 2 Joe-(1~(3 = Trr erfCffi 

C I. 25) 

ou 
• 

TCx.l) = Tp + 
T -Tp erf (~] erfCffi 2-rc;t:'. 

CI. 26) 
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