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RESUMO vI

RESUMO

A presente tese trata da modelagem numérica do problema
da solidificag8o de ligas binarias, especialmente as metilicas.
Procura-se enfocar o problema tanto do ponto de vista metaldrgico
como do ponto de vista de engenharia e ciéncias térmicas.
Inicialmente aspectos gerais associados aos mecanismos de
transferéncia de calor e massa na solidificagfio s3o abordados e
diferentes formulag@es s3o revistas e apresentadas de forma
detalhada. Os modelos cléassicos que possuem solugdes analiticas
s8c revisados e discutidos em detalhe, culminando com o método
integral. JA4 no Ambito dos métodos numéricos s3o apresentadas e
discutidas formulag@es para os problemas de Stefan e Neumann,
tante em temperatura comoc em entalpia. Também s3c abordadas
formulagdes capazes de considerar o movimento da fase liquida.
Apdés a anilise de substiAncias puras e ligas eutéticas, passa-se
as ligas que solidificam ac longo de uma faixa de temperaturas.
Visando ilustrar o problema da solidificag3o sob o ponto de vista
metaldrgico, aspectos especificos neste contexto s3oc explorados.
A seguir ¢é apresentado em forma detalhada wum modelo que
representa o estado da arte para a solidificagfo de misturas
binarias. Limitag@es do modelo s3o apontadas, dentre as quais a
hipétese simplificativa da existéncia de equilibrio termodinamico
entre as fases, prejudicando um tratamento mais detalhado da
interface. E proposto um modelo difusivo onde as fases sdlida e
liquida s3o tratadas de forma distinta, permitindo a nXZo adoglo
da hipétese de equilibrio termodinimico entre as fases. O modelo
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¢ adequado para a simulagfo da transferéncia de calor e massa na
solidificag8o direciocnal, mesmec em condig®es de elevada taxa de
solidificagBo onde a interface entre as fases n&%c ¢ plana. A
abordagem numérica baseia-se na metodologia de volumes finitos e
todos o©s detalhes assocliados a discretizag3o das equag&es
diferenciais do problema sio apresentados. S3o realizadas
simulag@es com as ligas chumbo—-estanho e aluminio-cobre. Os
.resultados destas simulagdes, tais come a composigfio final da
peca, o tempo necessario para a sclidificagfio, as velocidades de
avanco da interface ao longo do processo e as frag@es de sélido a
e sélido 2, no caso da formagio de eutético, s3o mostrados e
discutidos. Finalmente analisa-se a influéncia sobre a
solidificag&%o da variag3o do grau de superaquecimento inicial da

liga e do coeficiente de troca de calor aplicade na fronteira.
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ABSTRACT

The subject of the present thesis is the numerical modelling
of the binary alloy solidification problem, with emphasis on
metallic alloys. The problem is approached on the metallurgical
and on the engineering and thermal sciences point of wview. First
general aspects associated with the heat and mass transfer
mechanisms are treated, and different formulations are revised
and presented in detail. The classical models with their
analytical solutions are revised and discussed, culminating with
the integral method. Under the scope of numerical methods, the
Stefan and Neumann problems are presented in temperature and
enthalpy formulations. The natural convection in the liquid phase
is also considered. Once pure substances and eutectic alloys are
explored, those mixtures that change phase in a temperature range
are focused, including the metallurgical aspects of their
solidification. Next, a complete model representing the state of
art for the binary alloy solidification is presented. Some
limitations of this model are pointed out, including the
hypothesis of thermodynamical equilibrium between phases,
impairing the treatment in detail of the solid-liquid interface.
A diffusive model is then proposed where the solid and liquid
phases are treated separatelly, not adopting the hypothesis of
thermodynamical equilibrium between phases. The model is able to
simulate the heat and mass transfer in directional
solidification, including high rates of solidification where the
interface between phases is not planar. The numerical approach

are based on the finite volume methodology and the details
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associated with the discretization of the differencial equations
are presented. Simulations for the Pb-Sn and Al-Cu alloys are
per formed. Results such as the final composition of the
solidifying body, the overall solidification time, interface
speed along the solidification process and the fractions of a and
3 solid, in the eutectic case, are presented and discussed. The
consequences for the solidification process of the alloy’s

initial superheating degree and cooling situations are also

explored.
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SIMBOLOGIA

a coeficiente na equag3o geral de transporte

A Area

b constante no termo fonte da equaglo geral de transporte

B forga de corpo na equagio geral de transporte

Bi numero de Biot [hL/k]

c capacidade calorifica ou calor especifico ou concentragfo

C constante

D coeficiente de difusf3o ou fluxo difusivo

E produgioc de energia

f frag8c em massa (concentragfod

: frac%oc em massa média

F forga ou fluxo convectivo

FG fator geométrico

Fo ntmero de Fourier [at,/L*]

g aceleragio da gravidade ou fragdo em volume

G produgioc de quantidade de movimento

h coeficiente de troca de calor por convecgio ou entalpia
especifica

f coeficiente de troca de calor por convecgfio através da
interface sélido-liquido

I termos interfaciais sdélido-liquido
vetor de base unitario na diregdo x

Jj vetor de base unitarioc na diregidoc y

J fluxc total de energia através das faces de um volume de
controle

J vetor fluxo
condutividade térmica

K permeabilidade ou fase de uma substaAncia (s - sdélido, 1 -
liquidod

Ko constante dependente da morfologia na equagio da
permeabilidade

Kp raz8oc de partig8So entre fases

dimensZo caracteristica de um sistema
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max [a,b]l] assume © maior valor entre a e b

m, M

0l

Ste

< < CcCc H s 0

<

X X X <
b=

fluxo de massa ou produgfio ou destruigfio de espécies em uma
fase

parAmetro no modelo de Schwarz [Ckl/ked Yoas al]l

parAmetro no modelo de Schwarz [Cke/kmdYoam as ]

localizador de um certo volume na malha

vetor unitario normal a uma superficie

nmero de grios

press3o

numerc de Peclet [pul/T]

numero de Prandtl [ucp-sk]

calor total trocado

vetor posig3o

némero de Rayleigh [gfiCTp - T 6%Pr i

termo da fung8io proposta para T; na formulag3oco em entalpia

ou termo fonte na equagdoc geral de transporte

termo fonte na equagloc geral de transperte, jaA integrado ao

longo de um volume de controle

ndmerc de Stefan [cCTp-T DI

tensor tensio

tempo

componente de cisalhamento do tensfo tensido

temperatura

velocidade cartesiana na diregfio x

coeficiente de troca de calor

velocidade cartesiana na diregdo y

velocidade de avango da interface sdélido-liquido ou grupo
gue varia a cada iteragio, no modelo proposte no capitulo 6

vetor wvelocidade

volume de controle fixe e arbitréario
dire¢des do sistema cartesiano de coordenadas
coordenada adimensional [x71L1]

fragio de concentragio
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LETRAS GREGAS

T8 b O
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difusividade térmica [k-/pcl] ou constituinte de uma mistura
ou coeficiente de relaxagio ou uma das fases sélidas de um
eutético

parametro da soclugd3c do problema de Stefan pelo método
integral [1+v¥1 + 2Ste] ou coeficiente de expansio
volumétrica ou uma das fases sdélidas de um eutético
deslocamento ou posig3o da frente de fusZo-solidificagio
diferenga finita ou cocordenada adimensional [&/11]

variadvel dependente na equagio geral de transporte

parimetro da solugfo dos problemas de Neumann e Schwarz
[Yos al]l ou coeficiente de difusZfc na equag3io geral de
transporte ou coeficiente na fung3o proposta para Tk na
formulagio em entalpia

coordenada adimensional [x/é = X/A ou Cr - roj/(ri— roD] ou
variavel muda de integragdo

hb— h na equagZfoc da energia e f?- £ na equagio das espécies
calor latente de fusi3o

viscosidade absoluta

viscosidade cinematica [ u /pl

nova variavel para temperatura tT=T"1 oG [T—T-/Tp-T’] ou
(T-T"/T_-T"1 ou [Tv-T /T -To}

densidade

densidade parcial

tempo adimensional [Fo Stel

constante nos problemas de Stefan, Neumann e Schwarz
[ /27Yat]

coordenada adimensional Iz/rol
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SUBI NDICES

L=y

constante

estado inicial ou de referéncia

volume de controle vizinho ao leste em uma malha
face leste de um volume de controle ou zona esponjosa de uma
liga ou eutético

fusdo

interface

estado inicial

refere-se a um certo volume da malha

temperatura de Kirchhoff

fase sélida, liquida ou mistura

liquido

linha do liquido no diagrama de fases

mistura ou fusfio ou molde

modelo exatc para © problema de Stefan

ponto de referéncia ou volume de controle vizinho ao norte
em uma malha

face norte de um volume de controle

placa que cede ou recebe calor, ou ponto central de um
volume de controle

relativo

valor de uma variavel na temperatura de referéncia
volume de controle vizinho ao sul em uma malha
sélido ou face sul de uma malha

linha do sélido no diagrama de fases

total

vazamento

volume de controle vizinho ao ceste em uma malha
face ceste de um volume de controle

dire¢fio do eixo x

direg3o do eixo y

local de referéncia de um processo
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SUPERINDICES

c convecgio ou parcela convectiva

D difusfc ou parcela difusiva

Da referente A equagfio de Darcy

a constituinte de uma substancia composta

#* ponto de fus8o ou iteragl3io anterior

o intervalo de tempo anterior ou estado inicial
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metade de um incremento de tempo
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1 INTRODUCAO

1.1 FUSXO E SOLIDIFICAGZO

A fusio e a solidificagio s3o mecanismos de
transferéncia de calor por mudanga de fase presentes em inumeras
situagdes, desde o processo de fabricagfo por fundigio de um
metal até a cotidiana confec¢gfo de um cubo de gelo num congel ador
doméstico. E importante observar que quase todos os objetos
feitos pelo homem envolvem, direta ou indiretamente, fusfo e
solidificagio em algum estagio de sua fabricagio.

O entendimentce e a possibilidade de simular os
fenémenos fisicos que ocorrem na fusfSo e na solidificag3o, s3o de
primordial importancia em di versos processos de interesse
tecnolégico, tais come fundiglioc, scolidificag¢3o rapida, soldagem,
purificagdco de metais, crescimento de cristais, armazenamento de
energia em forma latente, etc.

Os problemas de mudanga de fase apresentam a importante
caracteristica de possuirem uma fronteira mével, gerando a
dificuldade adicional decorrente do fato dos dominios sdélido e
liquido variarem com o tempo.

Nas seg¢gdes seguintes dar-se-aA énfase a dois processos
que s3o particularmente importantes em engenharia: a
solidificag8o de metais, de grande interesse na metalurgia, e a
utilizag¢8o de materiais de mudanga de fase como armazenadores de

energia térmica.
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1.2 SOLIDIFICAGXO NA METALURGIA

Os primeiros registros sobre a fundigZo de objetos
simples em cobre datam de 4000 AC, evoluindo para objetos
altamente sofisticados fundidos em bronze na China desde 1600 AC.
A fundig3o em ferro surgiu por veolta de 500 AC, também na China,
tendo chegado na Europa pelo menos 1000 anos depois [Kurz e
Fisher, 1986].

A compreens8c da natureza do fendmeno constituiu por
longo tempo um grande desafio, fazendo com que a solidificag3o
apenas nos ﬁlﬁimos 40 anos deixasse de ser um assunto
tecnolégico, e em boa parte empirico, para tornar-se ciéncia.

Na figura 1.1 s%c mostradas as formas pelas gquais o
calor ¢ transferido, do liquido para a vizinhanga, na

solidificagdo de um metal puro ou liga eutética em um molde de

fundigdo.
N
’— __— Molde
— Espacgo devido
Condugao a contragao
Convecgio do metal e
Radiacao . lubrificacao
(Resisténcia de Contato)
Convecgao
e/ou ——1
Radiacao “ | 8 Ly
Capacndade Term:ca

Fig.1.1 Solidificagio de um metal puro
ou liga eutética em mol de

Para wuma simulagio completa do fendmeno, alguns
mecanismos inerentes a ele devem ser levados em conta:
a. Devido aos gradientes térmicos existentes na fase 1fiquids,
correntes de convecgfo natural influem significativamente na Laxa

de transferéncia de calor e na composigdo quimica resultante
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Cmacrosegregag8od. Como pode ser observade na figura 1.1, pelo
fato do calor estar sendo removido através das paredes do molde,
as correntes convectivas s3o ascendentes no interior da massa
liquida e descendentes nas regi®es adjacentes A interface
lfquido-sdélido.

b. A configurag3o destas correntes convectivas faz com que a

interface sdélido-liquido assuma formas curvas, também variiveis

no tempo, dificultando significativamente a construgfSo de
model os.
s Uma vez que a grande maioria dos metais sofrem contracgfoc ao

solidificarem, um espago de ar pode surgir entre o metal ja
solidificado e a parede do molde, dando origem a uma resisténcia
térmica adicional, também variivel no tempo, de dificil equacio-
namento [Ho e Pehlke; 1985, Huang et al.; 1992]. Adicionalmente,
a presenga de ar ocasiona a formagZ2o de éxidos e, em certos ca-
sos © uso de lubrificantes a fim de facilitar a extrag3oc da pega
apds completado © processo de solidificagl3o, dificultam ainda
mais a avalia¢Zo do valor da resisténcia térmica pega-molde.

Os metais puros e as ligas eutéticas mudam de fase a
uma certa temperatura discreta, entretanto na maioria das ligas
de interesse para a engenharia a mudanga de fase ocorre numa
faixa de temperaturas, isto é, as fases liquida e sdélida podem
coexistir em equilibrio a varias temperaturas diferentes
Considerande ainda que na maioria das misturas os componentes
quimicos possuem solubilidade diferente nas fases sdélida e
liquida, estes componentes podem ser incorporados na frente de
solidificag83o de forma diferenciada (microsegregagfo) I[Viskanta,
1988]. Neste caso surgem gradientes de concentragiio de espécies
quimicas, que por sua vez originam um transporte convectivo e
difusivo destas espécies. Tais mecanismos se somam ao transporte
causado pelos gradientes térmicos.

Majores dificuldades na simulagfo s85o introduzidas ainda
pelo fato da interface sélido-liquide assumir formas mais
compl exas, dando  lugar a complicadas estruturas, como a
dendritica mostrada na figura 1.2, mais comum nos processcs

industriais e na natureza.
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A regifio caracterizada por estas estruturas irregulares
¢ chamada =zona esponjosa ou bifasica, onde coexistem sdélido e
liquido em fragdes que variam segundo a dire¢3o x , conforme

mostrado na figura 1.2 .
Até o presente momento somente s3o possiveis modelos de

anidlise simplificados para a regifo esponjosa.

Mais para o interior do metal fundente tem-se uma
regifio onde o liquido fica em repouso, dita quiescente, ocorrendo
finalmente uma regifo de convecgdo livre.

Sélido +
Ambiente Molde Sélido  Liquido Liquido

IV

ectivo @

v I - I 5} I
| | = I s | 5 |
T .g;.% ig8&1 8|
| I 22 18818
|1 gd 1§
Faixa de Temperatura 4:_ - '—:_ o _: 7_4]
de Solidificagdo e _

Temperatura Ambiente

o e e — e . — —— — —— i

|

Fig. 1.2 Distribuigf8oc de temperatura na solidificagi3o de
uma liga metalica em molde [Clyne, T.W., 1882]

1.3 ARMAZENAMENTO DE ENERGIA COM MUDANGA DE FASE

Em diversas situagdes da engenharia ocorre a
necessidade do armazenamento de energia em forma térmica. Pode-se
tomar como exemplo o caso do uso da energia solar, onde devido a

sua caracteristica intermitente surge a forte necessidade de
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armazenamento da energia disponivel, durante um certo perfodo de
tempo, para uso em outro onde existe demanda mas a fonte solar
nZo esti4 disponivel.

O armazenamento de energia em forma de calor sensivel
possul o© inconveniente da grande necessidade de isolamento
térmico, ja4 gque quanto maior a diferenga de temperatura entre a
massa armazenadora e o ambiente, visando maior quantidade de
energia armazenada, maior ¢ o potencial de perda de calor,
aumentando assim o custo do isolamento. Outro inconveniente &€ a
necessidade de massas relativamente grandes, para armazenar uma
certa quantidade de <energia a incrementos compativeis de
temperatura, como por exemplo no caso do armazenamento de calor
para calefagio de habitagd®es em tanques de Agua.

Esforgos vem sendo dispendidos nos udltimos 35 anos no
sentido de desenvolver armazenadores de energia sob forma de
calor latente [Anderson, 1876], onde um material adequadoc ¢é
fundide a temperaturas compativeis, como © sal de Glauber
CNaz2S04  10H20>, cuja temperatura de fusi3o & de 32 °C [Duffie e
Beckman, 1880].

O calor necessario para a fus3io do material é a energia
que se deseja armazenar. A recuperagdo da energia assim
armazenada ¢ realizada através da solidificag3c do material,
recuperagioc esta que € maior gquanto menor for a perda durante o
periocde de armazenamento.

Neste caso (=] custo do isoclamente térmico é
significativamente menor, em funglio das menores diferengas de
tempertura até o ambiente, e da mesma forma o volume de
armazenamento necessario € menor, para a mesma gquantidade de
energia armazenada.

Considerando que o sal de Glauber e outros sais usados
para este fim sfo eutéticos, assim como a parafina, também usada,
o problema guanto aoc comportamentec destes materiais na fusfSo e
solidificag3oc é semelhante ao dos metais puros e ligas eutéticas.

A possibilidade de simular o©o comportamento destes
processos ¢ portanto de fundamental importancia no projeto destes

armazenadores de energia.
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1.4 ESCOPO DA TESE

A transferéncia de calor com mudanga de fase envol vendo
as fases sdélida e liquida durante muito tempo foi tratada de
forma limitada por engenheiros, fisicos e matemiticos. Do ponto
de vista puramente matemitico, fusfio e solidificagfo representam
interessantes problemas de fronteira livre e inumeros sf8o os
trabalhos publicados sobre o assunto envolvendo diferentes
metodologias de solucio. Para wuma revis8o sobre algumas
abordagens comumente adotadas recomenda-se o© livro de Crank,
1984. Os engenheiros mecanicos, quimicos e civis, motivados
principalmente pelo armazenamento de energia térmica, j4 h& algum
tempo estudam o© problema da fus3o e solidificag3o de ceras,
sais e substancias afins, normalmente denominadas de PCM C(do
inglés, Phase Change Materials). Em tais estudos, aspectos
relacionados com a microestrutura dos materiais eram
desconsiderados e problemas como nucleagfo, microsegregagdo e
formagSo de estruturas dendriticas n83oc eram incluidos nas
formulag®es propostas (ver por exemplo a revis3o de Viskanta,
19830, Os metaldrgicos, por maior necessidade, sempre
reconheceram a importancia da micro e macrosegregagio, mas
tratavam de forma simplificada os problemas de transferéncia de
calor e escoamento (ver por exemplo Flemings, 1974). Sb
recentemente ¢ que problemas de mudanga de fase vem sendo
abordados através de uma visfo mais abrangente, onde os diversos
aspectos fenomenoldégicos envolvidos no processo sf8o incluidos nas
formul ag®es propostas.

A presente tese procura dar wuma visZo global do
problema da transferéncia de calor e massa presente na fus3o e
solidificagfoc. Para isto diferentes formulagBes s3o revistas e
apresentadas de forma detalhada. Os modelos sZoc introduzidos
segundo uma ordem de complexidade. Inicialmente sZo apresentados
os modelos classicos, gue possuem solug®es analiticas. Em seguida
é apresentado o método integral que permite, por exempleo, incluir

a capacidade calorifica da fase liquida em um processo de fus3o e
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ainda obter uma solugio semi—analitica. Os métodos integrais s3o
particularmente convenientes em situagdes envolvendo lingotamento
contfinuo [Arpaci, 1984, capitulo 41.

Tendo discutido modelos puramente difusivos no capitulo
2, no capituleo 3 passa-se a abordar modelos que incorporam o
movimente da fase 1liquida. Neste capitulo sZ%Zo apresentadas
formulag®es envolvendo temperatura e entalpia como variavel
dependente. Conforme serad explorado, certas formulag@es em
entalpia sZo particularmente convenientes, uma vez que n3o
requerem a localizag3io da frente de mudanga de fase. Tal
informag3oc ja ¢é parte da solugfo do problema. Apds a anilise de
substaAncias puras e ligas eutéticas, as que mudam de fase a uma
temperatura constante, passa-se as ligas metalicas nSo eutéticas,
onde a mudanga de fase ocorre ao longo de uma faixa de
temperaturas.

O capitule 4 +trata de aspectos metaldrgicos da
solidificag8o, esperando-se que ele possa ser Gtil aos n3o
iniciados em metalurgia.

No capitulo 5 & apresentado um modelo completo para a
mudanga de fase em misturas binarias. Tal modelo incorpora um
tratamento da regifo esponjosa onde ocorre a formag3o de
estruturas dendriticas, com sélideo e liquido coexistindo. Nesta
regifio o liquido escoa através de uma matriz sélida e modelos
desenvolvidos para meios porosos s8oc particularmente dteis na
simulag8o do escoamento.

O modelo introduzido no capitulo 5 representa o estado
da arte do que hoje ¢ utilizado na simulagfc de processos de
seolidificag8o. Esta formulagZo, embora completa, ainda faz uso de
fortes simplificagdes. Como consequéncia verifica-se que
comparagdes entre experimentos e simulag@es numéricas para
solidificagdoc de misturas binarias permanecem apresentando
concordincias insatisfatérias. Uma das possiveis fontes de erro é
a hipétese de equilibrio termodinamico entre as fases, ou seja, o©
sélido e o liquido coexistem na mesma temperatura, impedindo um
tratamento mais realista da interface.

No capitulo B é proposto um modeloc onde as fases sdélida
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e liquida s3o tratadas de forma distinta, permitindo que a
hipétese de equilibric termodin&mico entre as fases n2o mais
necessite ser adotada. Este modelo é adequado para a simulagdoc da
transferéncia de calor e massa na solidificag¢8o direcional, com
interface plana ou levemente ondul ada.

No capitule 7 o modelo proposto ¢ comparado com a
soluglio classica mais completa existente na 1literatura. S3o
Launibém apresentados neste capitulo varios resul tados de
simulag®es realizadas para duas ligas metAdlicas usuais. Estes
resultados s8o comentados buscando-se a sua compreens3o fisica,
sendo também realizadas observag@es sob o© ponto de vista da
solugdo numérica.

No capitulo 8 sZo tiradas algumas conclusBes e dadas
sugest®es para a continuidade da pesquisa neste campo, tanto do
ponto de vista do modelamento e simulagfo computacional, como do
ponto de vista experimental. Argumenta-se ainda neste capitulo a

favor de uma abordagem multidisciplinar do problema em pauta.
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2 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSZO E SOLIDIFICACAO

Os problemas de Stefan e de Neumann sfo problemas
classicos, apresentados por pioneiros na abordagem cienti{fica do
assunto [Stefan, 1891 e Neumann, 18860]. As solug®es analiticas,
exatas, destes problemas s3o chamadas solugd@es classicas.

Nas préximas duas seg®es serfo caracterizados os
problemas de Stefan e de Neumann, apresentadas as suas

respectivas solugdes classicas e discutidos os resultados.

2.1 O PROBLEMA DE STEFAN

Considere-se a situag8oc mostrada na figura 2.1, onde
uma certa substancia estd sendo fundida, através da adigio
unidirecional de calor, a partir de uma superficie a temperatura

constante e maior do que a temperatura de fus3o da substancia.

b

Sélido T Temperatura
de Fusao
P = v -
o) (t) qul_lldo e 'gegle#e Fusao

Fig. 2.1 Problema de Stefan, versfo fuséo

Ignorando a convecgfio natural e assumindo a interface
sélido-liquido como sendo plana, as versdSes fus3o e solidificagio
deste problema s3oc idénticas. Desta forma no que segue aponas ©

problema da fus3o & considerado.
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A distribuig¢8ioc de temperaturas em dois instantes de

tempoc & mostrada na figura 2.2.

—
(1)) O(w2) X

Fig. 2.2 Distribuig8o de temperaturas no problema de Stefan

Todo o sélido encontra-se inicialmente a temperatura de
fusio T’. permanecendo assim ao longoe do tempo, restando
determinar a distribuig¢8o de temperaturas no liquido e a evolugio

da interface liquido—-sélido.

Considere-se o© deslocamento da frente de fus3c no

intervalo de tempo At, como mostra a figura 2.3.

T.
Sélido | A
I
= Liquido R f
X C/‘ +|
| o &=
| 1 )

Fig. 2.2 Deslocamento da frente de fusio,

durante o intervalo de tempo At
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Conforme indicado, a frente de fusZoc desloca-se AS,
sendo necessaria a quantidade de energia E, para fundir o volume
correspondente de sélido

E = X Am c2.1>

ou
E=XpAAs ca.2

sendo Am a massa de sdélido contida na regifio A8, A o calor

latente de fusio, P, 2 densidade di sélido e A a 4drea de face.
Como o© sélido estd a T, toedo o calor que chega na

interface & utilizado para fundir-lo . Um balango de energia na

interface requer ent3o que

aT _
kA gl s Bt = X p_ A 85 c2.®
ou
aT _ dé
ki xlx=6 = * Pa Gt 2.4

onde d&é/dt € a velocidade de deslocamento da interface, ou taxa
de fusio.

A eq. (2.4) fornece a condig8o na interface.

Para a determina¢8oc da velocidade d&é-/dt necessita-se de
c’i’I'/¢‘9>c|:“:=‘5 ,gue & obtida do campo de temperaturas no liquido, que
por sua vez & obtido resolvendo-se a equag3fo da condugfoc do calor
no liquido, dada por

2

a1 aT
—_—= 0
2

at ax

2.5

onde a é a difusividade térmica do liquido.
As seguintes condig@es de contorno e inicial se aplicam

no liquido

T = T‘. para t = 0 e V x
T = Tp, para x = O e V¥V t
T = T’. para x = § e V L
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A posig8o da frente de fusfo, &6Ct), n8c é conhecida, e
deve ser obtida com o auxilio da eq. (2.4). Assim tem-se duas
equagdes, (2.4) e (2.8), com duas incégnitas, T = TCx,td e
& = &6CL).

Uma simplificagl3o possivel de ser adotada consiste em
desconsiderar a capacidade térmica do liquido Cmodelo
simplificado), ou seja, desconsiderar o calor sensivel armazenado
no liquido. Esta & uma boa aproximagfoc quando Ste < 0,5 ,sendo

Ste o nimero de Stefan, definido da seguinte forma

e €Ty ~ T D o
= .

Ste =

onde ¢ €& o calor especifico do material.

O modelo simplificado pode ainda ser corrigide (modelo
simplificado corrigido)l), somando-se ao calor latente o calor
sensivel armazenado no liquido, associado ao aumento médio de
temperatura do liquido, obtido no modelo simplificado [Prata,
18801].

Retomando o© modeleo unidirecional exato, tem-se a

seguinte soclugfio geral para a eq. (2.5, [apéndicel

TCx,tD = A + B erf[-§§az_] 2.7

onde erf(x) ¢ a fungfo erro, definida como
_ 2 X _Bz
erfdxd> = =~ J;e dpB cz2.82

Aplicando as condig®es de contorno obtém—-se [apéndicel

xevYat
Tdre 2 =0
onde
Q= S = constante Ce:10)
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Note-se que 2 ainda n&%oc é conhecido, entretanto

ca.11>

n1a

O
[
o

e

Adicional mente, derivando TCx,td>, da eq. (2.9, em

relagio a x tem-se
x2vat

e 2
aT _ T -Tp 2 @& -3
axlx=6 = arrcm V7 ¥ [_[e as | el
o x=&
ou, empregando a regra de Leibnitz

or . T -Tp 1 _-6"/4at
IxlIx=6 erfC® Yart

(2.13

Substituinde as eq. (2.11> e ((2.13) na eq. (2.4,

obtém-se

Q erfCD e = o c2.14>

Assim, para um dado Ste, cobtém-se 2 a partir da equag3o
anterior. Com Q determina-se &(t) da eq. (2.10D

&CLd = 2 O Yat 2.15>

A influéncia do Ste no campo de temperaturas do liquido
& mostrada na figura 2.4, onde X = x/6 e TETAp =CT-Tpd/ACT -Tpd.
Observa-se nesta figura que para Ste = 0 a distribuigio de
temperaturas € linear, equivalendo ao modelo simplificado, onde a
capacidade térmica do liquido n8oc é levada em conta. Na medida em
que o Ste aumenta, maior é o afastamentoc em relagdoco a solugdo
linear, refletindo o crescente armazenamento de calor sensivel no
l{iquido.

O calor trocado na placa aquecida ¢ dado por

q = -k c2.16d

ar
L 0xlx=0

onde kl é¢ a condutividade térmica do liquido.
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1.00

irsaaal

0.80

0.60

sl aa e s sy ualasy

STEl= 0,1,2,3.4

TETAp

alassuas

0.40

0.20

0.00
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0 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

X

Ottt tass s lag s

o

Fig. 2.4 Distribuig¢3o de temperaturas no liquido para
o problema de Stefan, com diversos Ste

Da eq. (2.8> obtém-se que

E
ar _ T -Tp 1
$|x=o T erfC Ynat C2.17

onde, da eq. (2.14D

erfCo) = 2 . Ste c2.18d
nz =
Ne ¥

substituinde na eq. (2.17), e posteriormente na eq. C(2.16>

obtém—-se o calor total trocado

2
k, ©Q e oy = T

Ste Yot

2.1

q=

Na figura 2.5 s%o comparados os modelos exato e

simplificado, quanto A posig3o da interface e ao calor total
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trocado, para diferentes Ste, onde

& - Posigdo da interface dada pelo modelo exato
e posig8o da interface dada pelo modelo simplificado

_ calor trocado segundo o modelo exato
me calor trocado segundo © modelo simplificado

Como se poderia esperar, o calor trocado segundo o
medelo exato €& maior, enquanto que o avango da interface & menor,
J4& que o modelo simplificado nd3o leva em conta o calor sensivel
absorvido pelo liquido. Observe-se ainda que o erro apresentado
no modelo simplificado, em relag8oc ao modelo exato, ¢é menor
quanto menor for o Ste, isto é, quanto menor for a parcela do

calor sensivel no sistema.

106 [ L] L] T ] L L L] ' Lf T L I i 1 L I 1§ L —%
i o e El
Gl i s e S TR ST SN T R, il
= . ! I -1
= : R S =
- . et -
Qm. 1.£ :._AA.‘.’ '\'.-‘. ................................... ._-
A : NS * “ " :
ne ¢ e modelo simplificado
L T ' -
- B L8 T ) R s Am? : al
0 S o i I T | I [ | 1 | 1 | -T- _.-‘ Tt e i
0 0.4 0.8 1.8 1.6 2

Ste

Fig. 2.8 Comparagfo dos modelos exato e simplificado

2.2 O PROBLEMA DE NEUMANN

Uma sofisticag8o do problema de Stefan é denominada de
problema de Neumann.

Neste problema o sdélido esta subresfriado, isto &, a
sua temperatura ¢é inferior & temperatura de fus3c do material,

gerando a distribuig3io de temperaturas mostrada na figura 2.6.
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Como agora a temperatura no interior do sdélido nfSo € mais
constante, necessita-se determinar a sua distribuicXo.
Considerando que os processos em questio s3o
normalmente lentos, pode-se assumir gque a interface, a cada
instante, esta em equilibrio, permitindo que se trate

separadamente a condu¢gfo no liquido e no sdélido.

L
X

Fig. 2.6 Distribuig¢lo de temperaturas no problema de Neumann

No liquido as condig@es s8o as mesmas do problema de
Stefan, portanto a solugl3o € dada pela eq. (2.8). Da mesma forma
&CtD) ¢é obtido a partir da eq. (2.185), entretanto com um Q

diferente daquele fornecido pela eq. (2.14).
Para a distribuig3oc de temperaturas no sélido tem-se a

mesma equagio jA4 empregada no liquido, com as seguintes condigdes

inicial e de contorno

O e ¥V x

]

Te = Tow, para t
Te

Te = T'. para x

n

T, para x » e V t
S eVt

A solugio do problema do sélido & dada por

>
erf -1
TeCx,t> = Tw + CT - Tod (z7at) ] cz. 200

erf(ﬂ¥al/a-5 - 1
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Para a obteng3o de 0 ¢é empregada a condigZo na
interface, que neste caso deve considerar o calor sensivel
absorvido pelo sélido. Desta forma um balanco de ener glia na

interface requer

. an _ dé _ dTs
N |x=c5 * By T ke ax Ix= CEELS
A derivada OTl/ax. em x = &, estéa expressa na eq.
(2.13>, dé/dt na eq. (2.11), e J8Ts 8%, em X = &, & obtida a
partir da eq. (2.20). Substituindo tais informagdes na eq.
C2.21) e rearranjando os termos obtém-se
2 2 =
Q Stes erfC £2°C1~I""2
Q £ - = =
erf( e Ym Corfta T5=5F ® Ste =0 cz2.22
onde
o
chTp - T2
S\‘..e-L = N 2.23
c (T - To®
Stes = = % cz2.24>
row fon c2.25
a

Uma comparagfo entre as solug®es dos problemas de
Neumann e Stefan ¢ realizada na figura 2.7, guanto ao calor total
trocado e A posigio da frente de fusfo, para SteL =0,5el =1.
De forma semelhante ac realizado na figura 2.5, o© modele
simplificado de Stefan ¢ tomado como base para a comparagfo.

Assim sendo

Q " calor trocado segundo o problema de Neumann
Neu calor trocado segundo o modelo simplificado de Stefan

Q = calor trocado segundo o problema de Stefan
ste calor trocado segundo o modeleo simplificado de Stefan

A - posigd3o da interface segundo o problema de Neumann
Neu posig8o da interface segundo o modelo simplif. de Stefan

A posig8o da interface segundo o problema de Stefan
Ste posicio da interface segundo o modelo simplif. de Stefan
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Como pode ser observado na figura 2.7, o modelo de
Neumann exige mais calor para a fusfo, além de ter uma menor
velocidade de avango da interface. Tal fato se verifica porque no
problema de Neumann parte do calor que chega na interface ¢
absorvido pelo sélido, em forma de calor sensivel, parcela esta
ausente nos modelos de Stefan, onde tedo o sélido jaA encontra-se
na temperatura de fusZo. Observe-se ainda que, para Stes = 0,
as solugd®es coincidem, ou seja, o problema de Stefan é um caso

particular do problema de Neumann, quando Stes = O.

2.00 4 CNeu
1.50
Q : QSte
1.00 : Simplificado
- ASte
0.50 1 4Neu
o-uo-l'tllllli TrFd Ty TrTrorrerty IR RREEAI LB BB ERE R
0.00 020  0.40  0.60 0.80 1.00

Stes

Fig. 2.7 Comparagio entre os problemas de Neumann e Stefan

Embora a discussfo até o momento tenha sido centrada em
geometrias cartesianas, a aplicagiao a outras situag8es

geométiricas € similar.
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2.3 O METODO INTEGRAL

Este mé&todo proporciona uma solugio analitica
aproximada de problemas de valor inicial.
O método consiste em quatro passos fundamentais

[Ozisik, 1980];

1 A equagdo diferencial do problema & integrada sobre todo o
dominio de sclugfio, com o objetivo de eliminar a derivada
em relagfo ao espago. No caso do problema de mudanga de fase
un dos limites de integragdo ¢ a posig8So da interface
sélido-liquido, &Ct). A equagfo resultante é chamada equagio
integral.

2 E escolhido um perfil adequado para a variaAvel do problema,
polinomial por exemplo, cujos coeficientes s3o determinados de
forma a que o perfil satisfaga as condigdes de contorno.

3 Este perfil ¢ substituideo na equag8io integral, resultando numa
equac8c diferencial ordinaria para &, com o tempo como
variavel independente. A solug8oc desta equagfo, sujeita a
condig8o inicial, fornece &CtD.

4 Conhecida &Ct), fica determinada a variidvel em questio, em
fung&o da posi¢io e do tempo.

Neste caso a equaglo a ser resolvida, como ja foi visto

anteriormente, para o caso de todo o sdélido estar a T"“E Cprobl ema

de Stefand, &

e L o e OB c2. 26
at

2
Jék g dx = pc A dx c2.2873
o &x° o &t

Da regra de Leibnitz

a aT dé
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e como TCS&,LD = T"l

aT _ @ dé _»
o o
O termo dé- dt pode  ser eliminado, tornande o

desenvolvimento mais simples. Para tal basta adotar-se, na eq.

(2.26), a variavel 60(x,td> = TCx,td - ;

Retomando a equagfio inicial, com a nova variavel, e

integrando tem-se

a8 ae ag

Mas, da regra de Leibnitz,

a6 a
rxdx—ﬁredx €a.31>
] o

Substituinde a eg. (2.31) na eq. (2.30d, tem-se

finalmente a equagdo integral, ou balango integral de calor CBICD

a6 %, _ a

Observe-se que, enquanto a eq. (2.26) ¢ um balango de
energia num volume infinitesimal, a eg. (2.32) ¢ um balango em
todo © dominio, podendo nSo satisfazer a equag3o original em

certos pontos do dominio.

Adotando o perfil linear e = A + Bx , gue deve

satisfazer as condig@es €6 = 6p em x =0, e € =0 em x = 6,

obtém—-se
® = ep C1 - 2) 2. 3D

Substituindo este perfil no BIC e empregando a condiglo

na interface dada pela eq. (2.4) tem-se
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90 K ot~ T = oo

dé CTp - T'> dé
a s —

Resolvendo a eguagfio anterior para &Ct),

1 Ste a t
&CLd = /I_:_§ZE7§ ca.3%

O calor transmitido seréa

L
=g ap =3

ou, apéds a substituigfo de (LD dado pela eq. (2.38) fornece

_ _.», /T ¥ Stes2

As equagdes c2.33), ca. 35D e c2.37D fornecem,
respectivamente, o perfil de temperatura, a posig3o da frente de
mudanga de fase e o calor requerido na superficie aquecida para
a fus3o do sdélido. Para obtengdoc destas grandezas impds-se um
perfil de temperatura linear no liquido.

A fim de melhor reproduzir a capacidade calorifica do
liquido, além do fato do processo ocorrer em regime transiente,
deve-se adotar um perfil nSo linear.

Considere-se a seguinte curva quadratica C(paréabolad
T = A + Bx + Cx°. Como agora € necessaria mais uma condig3io de
contorno, além das duas em temperatura ja4& empregadas, ¢é wusual
assumir que T 8% = O, em x = 0. Entretanteo isto implica em
c

O, retornande a uma reta, o que inviabiliza portanto a
utilizag3o da paréabola.

Seja agora a curva cubica T = A + Bx + G + Dx.
Empregando as condig@es T = Tp e T 3> = O, em x = 0O, obtém-se
T = Tp + Bx + Dx. Em x = &6, tem—se que T = ™ e o balango de
energia mostrado na eq. (2.4). Note-se entretanto que B e D
depender3o de d&/dt, e quando este perfil for substituido no BIC
a equagfo diferencial decorrente, para a obtengdo de &CtD,

contera d?6/dt?. Este fato exigird uma condig3o de contorno a

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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mais, em relagdoc a &Ct). Tal condig3o nfSo esti disponivel, ja que
o tnico fato conhecido ¢ que &6 = 0 em t = O, impossibilitando
assim a solugfo associada ao perfil cubico.

Conforme o exposto anteriormente, o fator limitante
para a utilizag3o do método com perfis quadréaticos e cubicos é a
condig¢fo na interface. A fim de contornar tal dificuldade

considere-se o seguinte desenvelvimento em série de Taylor

aT aT
mas TCS + d&) = TC& = T, entfo
3T, dé& _ _ aT
als at = ~ als 2.3

Da condig3o na interface, dada pela eq. (2.4,

dé k aT

at = " ox axls G100
que, quando substituida na eq. (2.39) fornece

k (dT, Y°_ oT

= [oxls) = 5l AL

Aplicando agora a equag3o do problema, (2.26>, em

x = 6, tem—-se que

C2. 420

= =
PC 5.2 <]

Substituindo a eq. (2.42> na eq. (2.41), tem—-se a nova

condigfo na interface

[g . ::_‘ 4 I c2. 43
ax

Desta forma as condig®es de contorno disponiveis agora

sfo
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]

Te e 8T/ =0
)
T e C3AT/3d0% = Cased T 8x>

02T
5 =+ T

X
]

b
N

Retornando ao perfil quadratico, com as mudangas de

variidvel 6 = T - T. e x=x -5
©® =D + ECx - & + FCx - &= 2. 44d

Aplicando as condig¢8es de contorno

x =46 = 86=0 = D=0
2 2 2

ae A d @ E'c
X =5 = —]=— <+ F =

% S a2 2A
X=0 = 6 =6p =+ O6p = -8E + &F

obtém-se que E = AP e F = LI (s : onde
bc 2c|\é)
f =1 % 1 + 2Ste 2. 45

Substituindo este perfil no BIC, de forma semelhante ao

Ja realizado com o perfil linear encontra-se

B} B -1
SCt) = [1 E : =Na =1 Y2at C2. 46D
3

onde deve-se adotar o sinal negativo em 3, uma vez gue o sinal
positivo gera uma inconsisténcia fisica na solugfo.

Na figura 2.8 s83o comparadas, em relacgio ao model o
simplificado, como ja& foi feito na figura 2.5, as solugdes exata
e integral (Balango Integral de Calor),com perfis linear e
quadratico, quanto aoc calor total trocado e a posiglo da frente
de fusfo, para o problema de Stefan. Observe—-se que para pequenos
SteL o BIC linear se aproxima mais da solugfo exata do que o BIC
quadratico, ocorrendo o oposto para maiores Stel. onde os efeitos
da nfo linearidade s8o maiores. Conclus8es semelhantes, para

outros tipos de problemas e perfis de grau ainda mais elevados,
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sdo apresentadas na literatura [Langford, 1873].

calor

delta

Fig. 2.8

o e R e , calor BIC quedratico

I
| calor exoto
1

calor BIC lineor

1
1.40 :
I
t
]
I
1.20 f——mmmf e e S b m e d e — e - :
]
|
)
1.00 , simplificado
1
I
i delta BIC quadratico
I
0.80 | delto exocto
i I | I
: : : :deitu BIC linear
I I I I
] I I ]
0-60|‘|1|!ll|l}llllIJIii:iillllill{;!?Tl_lT'l'i-%
0.00 0.50 k] 2.00

T+
Stel

Comparagfo de duas solugSes do tipo BIC, com a
solugio exata, com base no modelo simplificado
para o problema de Stefan

24
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2.4 OS METODOS NUMERICOS

As solugB®es mostradas até aqui, sejam elas exatas ou
pelo método integral, nf%o levam em conta certos fen®menos
inerentes ao processo, tais como correntes convectivas, quando o
sistema ¢ instavel, e difusZ%o de espécies quimicas, no caso de
ligas. Isto deve-se ao fato da impossibilidade de solug3o,
através destes métodos, dos sistemas de equag®es que representam
estes fendmenos.

Desta forma surge a necessidade dos métodos numéricos,
que possibilitam a solug¢Zfo de problemas mais complexos.

A principal dificuldade associada aos métodos
numéricos, em fungc8o da necessidade de discretizar o dominio de
solugfo, decorre do fato de haver uma interface sdélido-liquido
que se movimenta ao longo do tempo.

Neste ponto existem duas técnicas comumente usadas,
que se diferenciam fundamentalmente pelo fato de wuma delas
formular a equagfio da energia em termos de temperatura e a outra
em termos de entalpia.

Nas formulag®des em temperatura existe a necessidade de
identificar permanentemente a localizagio da interface
sélido-liquido, ao longo do tempo [Morgan, 1981; Crank, 1884].
Como consequéncia dois dominios sSo considerados, um sélido e um
liquido, ambos variaveis no tempo. Isto exige um método que
proporcione a adaptag8o da malha computacional na medida em que
os dominios se modificam ao longo do tempo, de modo a sempre
preenché-los por inteiro.

Nas formulagBes em entalpia mais recentes, como as
apresentadas por Voller e Prakash, 1887 e por Caoc et al., 1888,
pelo fato de ser computada tanto a entalpia sensivel como a
latente, nZoc hA necessidade de rastrear a interface, dividindo os
dominios em sélido e liquido. Neste caso o problema pode ser
resolvido sobre uma malha fixa, permitindo inclusive a abordagem
de casos tridimensionais com relativa facilidade. Da mesma forma

n%o sf%o necessarias modificag¢®es substanciais para o caso de
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ligas n8o eutéticas, onde a mudanga de fase ocorre numa faixa de

temperaturas.

2.4.1 O PROBLEMA DE STEFAN COM FORMULAGAO EM TEMPERATURA

A fim de ilustrar uma metodologia numérica, com a
equagio da energia formulada em termos de temperatura e o emprego
da técnica de imobilizagZo do dominio, considere-se o problema de
Stefan mostrado na figura 3.1. No desenvolvimento que se segue é
feito uso do método dos volumes finitos, conforme descrito por
Patankar, 1980. Tal método, bem comc suas variagdes, tem se
mostrado muito eficiente na sua aplicag8c a problemas de mudanga

de fase. A equag8o do problema, para o liquido, conforme ja foi

visto, é a seguinte

aT aT

com a condigfo de contorno, em x = &

aT _ dé
*y, Fzhsess N0 &I Rk

e emx =0, T Tp .

Zis T Temperatura
¥ Solido de Fusao
-y = ¥~ Frente de Fusa
5 0) Liquido = e

Fig. 2.9 Problema de Stefan com agquecimento inferior
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a eq.

e a eq.

fronteira livre, a

c2.

27

Utilizando as seguintes adimensionalizag®es

T e T x &
8 = —— W X = = A = r
T = R AT
s 4]
C2.49
T = Fo Ste = & Z e 4
L A
47> fica
a’e ae
ax
C2.48), condigfo de contorno em x = &, se torna
ae dA
- 3fIX=A = o= €2.51>

uma vez que este é um problema de

do dominio &

Observe-se que,

determinagio uma parte do

problema, associada as condig¢d®es de contorno.

Uma estratégia de solugfo consiste em transferir o
problema da determinagio da posig8o da fronteira para a prépria
equagfo, através da seguinte transforma¢fo de coordenadas

e ~ LX _ X
Lol < & o % Sl v 3 LB B
que pode ser vista como uma imobilizagfo do dominio, Ja& que
O < npCtd < 1. Observe-se que esta nova coordenada espacial
depende do tempo, e que a fronteira de fus3o sempre ocorre em
nctd =1 Tem-se agora €6 = 6(n,72
Desenveol vendo os termos da eq. (2.500
ae, _ 88 én ae ér
axl-™ o ax * 7 % RN
mas ar7aX =0 e én-8X = 14 , ent3o
g8 _ 1 8o
w I 2. 54>
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seguindo

e o termo do lado direito da eq. (2.503

o, _o8 oy, 96 3t
E'x‘Taﬁic 5?'}{'3_1

mas X = n A, entdo

1 9%0 _ g [08 _nda oo
A? 2 aT A dt 8n
ou
6 ndsoe _ 1 2%
e g3 A dTt 8y AlSte anz
e a condig8o na interface fica entio
1 8o _ daA

E oluei™ ar

Ca. 582

c2.562

c2.573

c2.588>

c2.859

c2.600

c2.610

condic¢%0o que fornece a velocidade de avango da interface, dA-dr ,
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a ser usada na eq. (2.60).
A fim de integrar numericamente a eq. (2.60), deve-se

rearranja-la, observando que

a [n da _
35[359]'“

a n dA _n dA 88 1 dA
35[..A_a.‘r_].._......._4»---—@ c2.63>

ca.62>

SE
&
3
3|

ou

Substituindo o termo (n/ACdA/dTdC88-78n) na eq. (2.60),

obtém—se

2
1 a6 _ 86 _ 1 dA a [ndA]
= — + - -—06 - —— |£L£ =28 c2.64>
A%Ste 6nz at A dr én |A dT
ou
a a dA 1 a0) _
Comparando a equag8o anterior com a equag8o geral de
transporte
2
a 8 _ a8 ¢
EECp¢) + 3§Cpu¢) =T = 2. 66>
ax
ou
4 & - %, - 67D
#M) + 5}(—(pu¢ | B ?&) =0 ce.
sendo
pug — I g% = J = fluxo convectivo + fluxo difusivo
pode-se escrevé-la da seguinte forma
a a
£ - = c2.68>
y = CA 6> + o cJd> 0O
onde
5 1 ae
= = o e 2. 69
4 i A Ste dn
° d
z A
= —q —aa c2.70D
" " ar

sendo
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J : Fluxo total de energia através das faces de um volume de

controle

me@ : Pseudo convecgfio proveniente da imobilizagfo do dominio
1 ae

A forma da eq. (2.68) & conveniente para integragio.

Para aplica¢8o do método dos volumes finitos, o dominio
de integrag8o serid entfo dividido em pequenos volumes de
controle [Patankar, 1980], nf%o superpostos, como mostra a figura

abai xo.
é"}w d?]e

ALY
w u?;y’ e E

Z

A7p

Fig. 2.10 Volume de controle tipico na discretizagdo
do dominio de solugfo

Integrando entfo a eq. (2.68) ao longe do volume

sombreado, ilustrado na figura (2.10>, tem-se

I a l d
s + — CJD dn =0 c2.71>
w o CA 6> dn B F n

de onde obtém-se

CA 8 An + (Je — Jw =0 a8.72)

3@

Integrando agora no tempo
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3|®

T+AT T+AT
J CA 8> Anp dt + I CJe — Jwd dt = 0O C2.73
T T

obtém-se

[CA 6 - CA 8°1 Ap + CJe - Juwd AT = O 2. 74>
Exceto pelo termo com "o", que se refere aoc tempo 7,
todos os demais termos se referem ao tempo T+AT, ou seja, o

esquema adotado & totalmente implicito.

Deve-se observar que Je e Jv nfo sZo conhecidos. Como
hipétese para permitir a sua avaliagfo, assume-se que Je &
constante entre os pontos P e E, assim

> 1 ae
Je = m8& - m 'a—n = constante 2. 75
Resol vendo esta equagd3oc diferencial por integragio

direta, sujeita as seguintes condig¢g@es de contorno

|
n
s
4
o}
I
@

obtém-se

e - o EXP [in A Ste Cnp - D1 - 1

P = E C2.76)
6 - 6 EXP [im A Ste Cn - D] - 1
E P E P

assim, na interface "“e

EXP [m A Ste Cnp - np)] -1
8 = o s 6 -8 + 6 C2.77
a@ e E P P
EXP [m. A Ste CnE— n’)] -1

Calculando agora caaxanaﬁ. a partir da eq. (2.76),

EXP [m. A Ste Cne— np)]

1 %9 = co- 6> (2.7
A Ste 97'° EXP [in A Ste Cn_- ) -1
- e E P

O fluxo J. pode agora ser calculado, e por um

procedimento semelhante a este tambem se pode calcular Jv.



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO 32

Substituindo Jo e JU na eq. (2.74) e particularizando a equagio

resultante ao ponto nodal P , obtém-se

= o_o
aPQP - aEGE + awew + apep 2. 790

onde
m
@

a = c2.800
EXP [mCn - nD A Stel - 1
e E P

in, EXP [in Cn - n > A Stel
a = = c2.81)
EXP [ Cn - 1n. D A Stel - 1

A¥ P w

o _ A Ste
aP = Cn. nv) cz2.82)
o
a = a + a + a c2.830
P E w P

A "velocidade" m requerida nas equagdes (2.80) e (2.81)

pode ser calculada a partir da condigfo na interface, eq. (2.61)

_ 1 o8 _ dA
Z Fln=1™ a7
Discretizando a equagf8oc anterior, segunde a malha
mostrada na figura 2.11, resulta
_1 O O’ aa c2.84)
A An /2 dTt ’
N—1
e como & = 0
H e
98 w Ll c2. 85>

dr A Can, _ 72>

Aplicando a equag3o anterior no tempo 7

o e
[S’é] P . c2. 86
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ou, a fim melhorar a precisfo, no tempo T + Ar./2

(o]

12 e
[g%] = " c2.87>
AT TCAn 72D
N—4
observando-se que fol mantido o 6::_1 » JA que o uso de
8'”?- c6e + 6° >/2 requereria iterac%o, uma vez que 6 é
N-1 N- N-4 N-4
desconhecido.
,—6p L, — Ok =0
N-2 N-1 |
= — ——— & & N
AnN-1) ﬁ
T 'Sélido
Liquido : -

7

Fig. 2.11 Malha junto & interface sélido-liquido

De posse de dA/dt, o m pode ser calculado, conforme ja

foli visto, pela seguinte equagio

1/2
o dA
ainda
o
1,2, ,0 dA)] AT
A =2 A + [d—'?] = c2.880
e
1,2
_ Air2 dA AT
A=A + [E] 5 c2.80>
assim
o 1/2
o AT dA dA
= el o = . b]
A A+ 5 [[d‘r] + [d'r] ] c2.91

A metodologia numérica estid agora completa, e o

algoritmo de soluglo é o seguinte:



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO 34

Ccid Conhecidos os valores de 6° e A°, calcula-se CdA/d7>° pela
eq. €2.88), A'Y? pela €2.89>, ¢dA/dt*? pela €2.87) e i
pela (2.88).

Ciid Com A°, CdA/d7d° e CdA/dT>'"? calcula-se A pela eq. C2.01).

Ciiid Com A, im e 68° calcula-se 8 pela eq. (2.78), empregando o
TDMA [Patankar, 1880, p. 52], por exemplo.

Civd Retorna-se ao passo (1), avangando no tempo.

Este algoritmo aplica-se a4 situag3o mostrada na figura
2.11, ou seja, quandoc o sistema jA possui parte de sua massa em

estado sélido e parte em estado liquido. Entretanto, no inficio do

processo Cr = 0D, quando ainda nso existe liquido, tem-se
que A° = O, impossibilitando a aplicagio direta da eq.
(2.86).

Un procedimento possivel nesta situagfo consiste em
discretizar a eq. (2.88), substituindo o A° por A, no denominador

do termo do lado direito e tomando 63_4= 69 ,assim

A - A _ P
A - KBy D KLy
N—41
e como A°= O tem—se
e 6 At
P . Sl c2.9e3
An
-4
Obtido o A desta forma calcula-se
o
dA A
s = = C2.94D
Ldr] AT

A obtengZ%oc de A era originalmente feita através da eq.
(2.91)>. Agora, como o A jA fol calculado, e A°= 0, da eq. (2.81D

tira-se que

172 (a]
day”"_ 24 _ [dA c2. 05>
dr AT dr
Tendo CdA-dtd¥? , © @ & calculade de forma

convencional, pela eq. (2.88), e neste ponto o procedimento segue
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normalmente, a partir do passo (iiid do algoritmo.

2.4.2 O PROBLEMA DE NEUMANN COM FORMULAGXO EM TEMPERATURA

Uma metodologia numérica para a formul ag3o em
temperatura do problema de Neumann pode ser desenvolvida de forma
semelhante a do problema de Stefan, mostrada no item anterior.

Como exemplo considere-se o problema da fus3c de um
sbélido, cuja massa estd inicialmente subresfriada a temperatura
uniforme Tn . Calor ¢é proveniente do ambiente, que estid a
temperatura Tao . A figura 2.12 mostra um instante onde parte da

massa jA encontra-se em estado liquido.

T ) h Ambiente

o - T.-_\‘ Liquido g -
S sslido 51 | &
Ta & ; - <
. _ Parede Isolada

R 7 57 R T T

Fig. 2.12 Fus8o de um sdélido subresfriado

Observe-se que neste caso a condig8o no contorno onde
o calor é fornecido é mais realista do que aquela associada ao
problema de Stefan, uma vez que © calor ¢é fornecido a partir de
um meio a temperatura Too , com um coeficiente de troca h , ou
seja, a condig3o de Dirichlet é agora substituida pela condiglo
de Robin.

A equagdo diferencial para o problema térmico no

liquido ¢ a seguinte

2. 862



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO 36

e a condig3o de contorno na interface sélido-liquide C(x = &),

>
considerando que T; < T, fica entio

6’Tl dél aT
- _ -]
kl. ax lx=c5 - pn)k dt kn ax Ix=<5 G2 a7
Adotando as seguintes variAveis adimensionais
T,~T T-T st . SR o
el. == = = 8 = i -~ = e c2.98)
T-T AT ® T-T AT
o 0
b4 6l. 60 X X
il & = WRees sCt> - ATLS CE W
A

a eq. (2.86) torna-se, de forma idéntica ao problema de Stefan,

2
n. dA 88 1 a%e
o i, i K . : c2.101>
A dr 8n A Ste anf

%
ar
e a condig8o de contorno em x = &, representada pela eq. (2.97),

fica entio

a9 dA1
)4 dr

3

X

c2.102d

o)

o
*y

Observe-se que a equag8o diferencial do dominio
liquido, eq. (2.101), por tratar-se da mesma equagic do problema
de Stefan, ¢é integrada numericamente de forma idéntica, e por
este motivo esta integragio n3o sera repetida aqui.

A fim de imobilizar também o© dominio s&lido, seja a

seguinte coordenada adimensional

t_
n.Ct) = y3 = T A; = Ath) C2.103D

x -6 L X —L AL X = ALCt)
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observando que 0 £ np < 1
8

Também de forma idéntica ao realizado no problema de

Stefan, pode-se escrever, referente A eq. (2.102),

aeL 1 aaL
W = ELFnT c2.104>
e
66'. 6‘9- 81;5 890 aT
X = am, X Y X Qi 1082
e como anaxax = 1/A- e dr/8X = 0, tem-se que
ae 1 ae
e et p— C2.108)
)4 AB &n. ’

Substituindo as equagdes (2.104) e (2.106) na eq.
(2.102>, obtém-se

[

dAL aaL k A 095
= e e % c2.107D
dt 4 o &k O

A equagdo anterior fornece dAl/d'r. para ser usada na
eq. (2.101).

Novamente o© método numérico a ser utilizado é o dos
volumes finitos, onde o dominio de solug3o é dividido em volumes
de controle.

Na figura 2.13 é mostrada a discretizag8o de todo o
dominio, devendo-se observar que dA'/d‘r = -dAl/d'r. Adotou-se
ainda o nimero de volumes do liquido igual ao do sélido. Portanto
An.= Anl. Ja que tanto n_ como 0 variam de O a 1.

Discretizando entZo o lado direito da eq. (2.107),
tem-se

dAl 1 CBN = 9n—1> k. cenﬂ- SN)

R~ = + 2.108>

dr Al An . 2 A. k An./a

mas GN 0 , entio
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dAl. 3 GT{N—I.) % eoN i
il + 2o c2.100)
dt A7 can 2> kA CAn /2D

o que exige o conhecimento do campo de & também no sdélido.

Yy

03— l 5
db Liquid *3
ol s 5 5 quido -
T T T T eNe T T
1 Interface T=T =0s=0 ° f:{-l
0 4 : & L% 5w : ' B
jas " eN+1
ﬁ'"'  '_ : _SéiidOj “NE -
i g : - : .. ;
| | 2, '.-':ZN--- | _ |
4 ///////////////'//}/////'/

Fig. 2.13 Discretizagfc do dominio de solugdo

Os préximos passos, por serem idénticos ao problema de

Stefan, serfo aqui simplesmente transcritos sequencial mente

12 o dAl. oA’r
~ ] B 2.1100
ATTEA * \aF) B €
1/2 172
dA e
[—"] = — p 2. 111>
i/
dr A% A 7

1,2

dAL
T = = —_— L1120
m L P 2.1
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o AT [[da, o dA, i
AL = AL + 5 T g >~ 2.113
o o .o
2 p%e T Eixtine ¥ FiwPiv T 2% (2.114
onde
inl..
e T C2.115
EXP tmLOCnuz— nlp) Al Stel - 1
m EXP [m Cn, - n,.2 A Stel
alw — Lw lw P Lw L 2. 1186
EXP £mLUCnlp- nlw) AL Stel] - 1
& ALSte
alp = ——Z_'i_——' Cnl.— an) C2.117)
e
a = a + a + ao ca2.118)
LP LE Lw P

Para o volume de controle adjacente 2a fronteira

liquido-ambiente, a condigfo de controle requer que

k
L
h ceﬂ) = 91) - A)—([—/a'- C61 62) Ca.iig)
mas Axl= 61Anl . 6l= ALH e Bm = 1 . Rearranjando a eq.
(2.119> tem—se
h H ALAnL
_— (1 - 6> =08 - 8D c2.1200
ck 1 1 2

L

como BiL= Ch H)/kl tem-se ainda que
e+ 131L A AnL) 91 =2 ez + BilAlAnL c2.121>

portanto, na forma geral da eq. (2.114) tem-se, para o ponto

nodal 1

a =2 ' ca.122
LE
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a =0 (2.123
Lw

D —
a = BilALAnl c2.124>
Tendo discretizado a equagfo diferencial associada ao
a atengfo agora sera voltada para o

problema térmico no liquido,

problema térmico no sdélido. Um balango de energia térmica no

sélido requer que

- - - cz2.125

contorno na interface sélido-liquido,

eq. (2.97>2, e em x =H tem-se

A condig3o de
x =6, JA esta descrita pela
fluxo de calor nulo.

Adimensionalizando a eq. (2.128) fazendo uso das

variiveis definidas nas equag¢gdes (2.98) a (2.100), obtém-se
e 3%
2 = Ste — c2.126
ax*? ar
Uma vez que 6 = 9(13..1'). tem-se
®_ 96 om 98 9T
= = 127
3% an_ax + 3 % c2.127>
mas ars7aX = 0 e an./ax = 1/‘&a i entZo
ae 1 a8
.. =R 2 cz2.128>
X A‘ an’

ainda
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a’e 3 86
-] -]

X ax |4, om_

S e — e— o —— | —

ae a8 a4 1 1 @a [66 ]
a s a

A 9X |oX
-]

entio

a’e_ 1 @ 80 an_
%% ;: an,_ [ang]ax

anexax = 1/A- » tem—-se finalmente que

mas 6(1/5.)/8X =0

e como

a%e 1 8%
2 a

= —

ax>? A2 on?

continuando

dAs dA.
. 09- _ x GA . -An dar Al. dr
= = =
an. i Ab dt 63
ae 1 88 dA ae
S e e N R X + A + Al. + =
2 ®
ar
ar Ab an- dTt
mas X = n.A. + AL ,» ent3o
ae 86 dA 1 ae
LS. s . Cp -1 + ——
ar o dr A = ot

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIQTECA

SOLIDIFICACAO 41
c2.129
c2.1300
ca2.131>

b (2]
—
aT

(2.132

2.1332
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Substituindo as equagBes (2.131) e (2.133) na eq.
C2.126>, obtém-se

86, 7 -1 da 86 1 a’e
- - - C2.134D
ar A, dt &ny A Ste an:

Comparando esta equag8io com a eq. (2.680), pode-se
observar que o termo Cn.— 1)/A; € o Unico que difere do problema
de Stefan, onde tinha-se nrﬂAl.

Para facilitar a integragfo numérica da eq. (2.134),
note-se que

@ M-1dA Y =n-1dA a8 @ (n-1 dA
8 2 a = -] (-] a 3 e a -]
an-L B~ dT e A dr o, o o |4 ar
@ n-1dA, | mn-1dA 86 1 dA
gl = + — 28 c2.135)
an_ \ B ar e A dr @, B dr s

Substituindo agora o primeiro termo do lado direito da
equagfo anterior na equagfio (2.134), obtém-se

86 1 daA 8 (n -1 dA 1 a’e
B e Rl e . “ear‘i = — z‘ €2.138)
L -]
ar Aa dr &na A- dr Ao Ste On‘
ou, observando que
) 1 daA 1
e b i e (O s e CA D C2.137
3 A dr ® A & °°
a -]
tem—-se
3 3 dA 1 oze_
— CABDY - —CH - 1D —= 0 | = - C2.138
a °° o ® dr ° A Ste &n_

Reescrevendo a equagfo anterior em termos de fluxo

a a
= = .139D
y - C A.G.) + —-Can J . D o] c2.1



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO 43

onde
o ! 6'9-
Je = m.e.— A <te an C2.1400
) a
e
dA.

A equaglo (2.139) possui forma idéntica a respectiva
equagdo do liquido, (2.68), portanto a sua integragfo produz os
mesmos coeficientes a_ »a e a: » trocando-se apenas os n e m,
que agora s3o os do sdélido.

Conhecido o campo de temperaturas faz-se

A%z A« d———A“ A c2.142>
e i dr 2 )
mas como Ccl):‘../'::l-r)':Jl = - CdAL/d'r)D. tem-se da equagZo anterior
o
dA
172 , ,0 _ | \| AT
A- = A' [d'r] a5 (2.143

Aplicando a eq. (2.109) no tempo T + Ar/2, mas mantendo
os campos de € no tempo 7 , por nfo serem ainda conhecidos os

campos de € no tempo 7 + AT , obtém-se

172

da G kK &° )
— =Y C2.144)
dr AL CAnl/B) kl. A. CAn./ED
Ainda, :'n. = = Cn.- 1> CdA./d‘r) , e como
dA. 12 dAl 1,2
tem—-se que
dAL 1,2
m. = CT}.- 1> a'—T'- C2.146>

A espessura de sélido, no tempo 7 + At , pode ser
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calculada da seguinte forma

r 5 r
A = g o AT dA_ . dA
e - 5 aT—J C2.147D>
ou
. 1 © r.
A = A% - AT - + dA 2. 148
8 s 2 thJ -14

O algoritmo de solugfo, para a determinag3Zoc do campo
de temperaturas no sélido, seri entfo

1 Conhecidos o©os valores de 6?. 60. Af.
-]

A®° e (CdA /dt>°
1,2 12 ® :
calcula-se Al pela eq. (2.110>, A pela eq. (2.143,
a8
CdAl/d-r)Vz pela eq. (2.144) e in_ pela eq. (2.146D.
Ciid Calcula-se A. pela eq. (2.148).

Ciiid> Com e°. m e A, calcula-se 97+ﬁx
a8 a - -]

pelo TDMA [Patankar,
1680, p. 521, por exemplo.

Civd Retorna-se ao passo (i), apds ter resolvido o campo do
liguido ne nove avango no tempo.

A inicializag83oc do cilculo, é feita da mesma forma ja
descrita no problema de Stefan.

Tudo o que foi visto até o momento baseou-se no dominio
mostrado na figura 2.13, ou seja, uma parte do dominio
encontrava-se em estado liquido e outra em estado sdélido.

Entretanto, comoc a condig8o inicial do sistema é
TE<T*. para qualquer x , existe um primeiro periodo de tempo onde
© sistema recebe calor do ambiente sem ocorrer mudanga de fase
Cfus8o), que seri denominado de fase pré-fusfo. O calculo do
campo de 9- durante esta fase ¢ indispensavel, uma vez que este
campo serd a condig8co inicial para a fase onde a fusdo
propriamente dita passa a ocorrer.

A figura 2.14 mostra a discretizagio do dominio,
constituido somente por sélido, durante a fase pré-fusio.

A equagfo da condugfo do calor para este dominio €& a

seguinte
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£ = a -~ (2.149

Te ) h  Ambiente
N
1 .
e N+1

Sélido eN+2 Ax=An

2N-2
1 2N-1
FEPFPIPIFTTEFELIFALELTALE

Fig. 2.14 Discretizagf%o do dominio na fase pré-fusZo

Adotando as seguintes variaveis adimensionais

T = T T - ™ N at o AT
6 = — . = X =gz = =FoSte = C2.180)
* T-T AT H® A
(e 4]
a eq. (2.149 fica
a0 o 8%
Ste — = a! - €2.151)
3t L X2

Integrando a equagfoc acima, segundo o© métodoe dos

volumes finitos descrito por Patankar, 1980, obtém-se

a6 =a@ +a86 +a%° c2.152
P aP E sE v aWw P aP

onde para os pontos nodais internos, observando que AX = Ap
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al /at
a =a = — €2.153>
E W An
a® = Ste 4n C2.154)
P AT
o
a =a +a + a 2.188>
P E W P
Para o ponto nodal N , da fronteira sélido-ambiente, a
condigfo de contorno de Robin exige que
kﬁ
h cem = BN) = CBN = BNH) c2.186>
e como Ax = H AX e Bm =1 , rearranjando a equagfo anterior
W AOL 1 = 9) weH =@ 5> c2.157>
Bk- N N N+d
mas Bi'= Ch I-D/k. e AX = Anp , assim
(2 +Bi An> 6 =2 6 _ + Bi An ca2.188>
-] N N+41 -]
portanto, na forma geral da eq. (2.152) tem-se que
a =2 (2.159
E
a =0 c2.1800
w
a® = Bi Ap c2.1861)
P e

Para representar o fluxo nulo,na outra fronteira do

dominio, faz-se @ , onde os coeficientes, na forma

= e
2N-4 2N-2

geral da eq. (2.152>, para azN_z sdo

a =20 a2.162d

(2.163
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a® = Ste 4n c2.184)
P AT

A fim de exemplificar um problema deste tipo, foi
resolvido um caso onde uma barra de gelo com espessura de 35 mm,
na configuragfo mostrada na figura 2.12, inicialmente a
T;= -15 °C & fundida num ambiente a Tm= 20 °C, segundo os
seguintes parametros: Bil.= 0,z280608 , Bi.= 0,078128 , Ste = 0,5 e
o%/a = 3,720830 . Foi empregada uma malha com 20 pontos nodais e

L
um incremento de tempo Ar = 0,0125 .

A figura 2.15 mostra os campos de temperaturas do
sélido, na fase pré—fusfo, em trés instantes diferentes, desde a
distribuig8o inicial de temperaturas até o final desta fase, que

coincide com © inicio da fase de fusio.

-0.00 T— Fom3.825
]
-0.20 1
" — Fo=1.875 .
= —0.40 |
— :
-0.60 3
E Fo=0
—0‘50-Il‘l'YlTTl“lllFl|']||i|"|ll‘ P PTTTTrN IR AREERA
0.00 020 o 060 080 1.

ETAs

Fig. 2.15 Campos de temperaturas do sélido, na fase pré-fusfo

A figura 2.16 mostra os campos de temperatura do
liquido, na fase de fusZo, em trés instantes diferentes, desde o
infcio da fus8o, passando por um momento intermediario,

Fo = 7,7 , onde AU= 0,499, até a fusfo total do s&élido,
Fo = 12,025
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0.25

0.20

0.15

Fe=12.025

0.10

0.05

I__l]_lllllIlllllllallllll.lllll!lllllIj_.lll'lllllllll]

Fo=3.85
0-00 lll|1|'||l|lilllilll|‘ll|l|i|'| IEREEEREE EREE R EREE!
0.00 020  0.40 0.60  0.80 1.

ETAL

Fig. 2.16 Campos de temperaturas do liquido, na fase de fusio

2.4.3 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN COM FORMULAGAO EM ENTALPIA

S8c0 varias as formulag®es em entalpia, para problemas

de mudanga de fase, disponiveis na 1literatura. Dentre tais

formul ag@es destacam-se aquelas apresentadas por Shamsundar e

Sparrow, 1975, Voller e Cross, 1980, Bennon e Incropera, 1887,
Voller e Prakash, 1987, Cao et al., 1989, Lacroix e Voller,
1990. Algumas incluem convecg8c natural, nos casos onde a

mudanga de fase ocorre numa temperatura discreta C(substancias
puras e ligas eutéticasd, e também difusfic de espécies quimicas,
no caso de ligas n3o eutéticas.

Com o objetivo de exemplificar este tipo de abordagem,
serid apresentada aqui uma formulag¢fSio em entalpia com malha fixa,
aplicavel inclusive A geometrias tridimensionais [Caoc et al.,
1889].

A equagZ%o da energia para um problema puramente

difusivo, em coordenadas cartesianas bidimensionais, € dada por
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phd _ @8 aT a aT
SRR = __[ __] + __[ __] (2.165
Note-se que

g% = cCTD (2.1686>

onde h & a entalpia especifica, e c & o calor especifico a

press3o constante.

Considerando que os calores especificos do sélido e do
liquido sZ%Zo constantes, que a mudanga de fase ocorre a uma
temperatura discreta T*. e convencionando que h = O quando o
material estiver na fase sélida a 'I‘*. como pode ser visto na

figura 2.17, tem—-se para a fase s&élida Ch =< 0> que

T =T+ 2— C2.167

onde =3 é o calor especifico do sdélido.
Na interface sélido-liquido CO < h < AD

T="T" c2.168

_ sslido M | Liquido

=Y

e T

///,//”

Fig. 2.17 Diagrama h x T para uma substéancia
pura ou liga eutética
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80
e na fase liquida Ch = XD
E 3 —
7w A c2.160)
o
L
onde A é o calor latente de fusZo, e <, ¢ o calor especifico do
l{quido.

Introduzindo a

"temperatura de Kirchhoff"
al., 18861]

[Solomon et

1; = Jm*kCn) dn c2.170>
T
onde k() & a condutividade térmica obtém-se, para o sélido,
considerando k constante, que
3
T. = kCT =T C2.171>
k e
Da mesma forma, para a interface sélido-liquido
T; =0 C2.172

e para o liquido
>
T; = leT = T 2.173

Substituindo T da eq. (2.167) na eq. (2.171) obtém-se

k h
T, = — C2.174d
CI
para a fase sdélida.
Na interface
Tk =0 C2.175D

Substituindo T da eq. (2.168) na eq. (2.173) obtém-se
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kLCh - D
T = ———— c2.176d
k -
L
para a fase liquida.
Obser vando ainda que, de forma genérica, T = Tk/k + T*.

pode—se substituir tal expressfo na eq. (2.165) e obter

2 2
>T 8T
a;fhj = zk + zk €2.177>
Ix oy

Introduzindo agora a seguinte fun¢Zo para Tk

T; = 'Choh + SChd 2.178>

e comparandoe esta fungdo com as equagBes (2.174>, (2.175) e

(2.176>, observa-se gque

k
rchy = c-—' e SChd =0 para h £ 0 (fase sdélidad 2.179>
e
rchd =0 e SChd =0 para O < h < A (interfaced c2.180>
kL A k.
rchd = = = SChd = - ~— Ppara h 2 A (fase 1liguidad c2.181>
L L
Substituindo a eq. (2.178) na eq. (2.177>, obtém-se
8Cphd _ &°crhd . d%crmd
30 = s + + P cz2.182>
x ay*®
onde
2 2
p=2 f + 2 f c2.183
ax oy

A equagdo da energia foi entdo transformada numa
equagdo n3oc linear, com uma uUnica variavel dependente h .

Na regifio do liquido, longe da frente de mudanga de
fase, como mostra a figura 2.17, a eq. ($(2.182) reduz-se a

seguinte forma padr3o, linear, da equagdo da energia
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ac"thng_kar+oka1‘

o W R A R b
e da mesma forma, na regifio do sélido

P o or) , o ( et

at ax| s 8% 5}'90_): C&. 185

Na frente de mudanga de fase, mostrada na figura 2.18,
a equagio ndo linear deve ser resolvida na forma mostrada em

c2.1820.

..lll.l./&.!.l
o || Fasp: |- Uﬁ v & fafel e
- ISdkdal- A1~ [-1-|-1-]
olela|ele]/]e "ﬂﬁﬂ? =
T . |- Liquida - |-
slefe L e]ele]e]e]] "]
NDZE 0 & I T A T

Frente de Mudanca de Fase

Fig. 2.18 Regi8es do dominio de solugio

Embora a presente formulag8o tenha sido descrita para
situagBes onde a mudanga de fase ocorre a uma temperatura
discreta, ela pode ser aplicada a casos onde a mudanga de fase
ocorre ao longo de uma faixa de temperaturas. Este comportamento
deve ser entfo devidamente representado em I'Chd e SChd, na eq.
C2.178d. Também podem ser incluidos termos convectivos, nao
havendo modificag®es em ['Ch) e SCh), mas tendo-se que resolver o
correspondente problema hidrodinimico.

Tendo concluido a formulag3o do problema, passa-se ao
método numérico para a sua solugfo. Por motivo de simplicidade,

apenas na descrig3o do método, ater-se-4 a uma situagdo
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unidimensional.
Integrando a eq. (2.182) ao longo do volume sombreado

mostrado na figura 2.18 tem-se,

8h 2 2
J p Nav = j [8 = S]dv cz. 186
AV AVl ax <
onde
o
h -h
éh _ P P
AV
de OXe
LSS
727

2
7

Fig. 2.19 Malha sobre o dominio de solugdo

2
I ernd o [ogth] a [OgihD] c2.188>
AV &< o v
a°crm FEhE— rfhp rPhP_ rwhw
o - c2.180
AV &° e "
2 S b S S = S
Vi E P P v
i - ¢2.190>
.LW ébcz C:Sx.). Céx)v

A equag3o discretizada, em forma genérica, pode entdo

ser escrita

ah =ah +ah +Db c2.191>
PP EE W oW
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cujos coeficientes sZo dados por

o
_ E
: 3y
B W C2.103
W Cé&xO :
W
prhP Ss_ Sr Sp— Sw
B — T " e GRS
@ v
r r pAx
P P
a = + + (2.185>

P &0 C&oO At
L ] w

Concluida a discretizag8o, e conhecidas as condigdes
iniciais e de contorno, deve-se resolver a eq. (2.181) a cada
incremento de tempo.

A fim de ilustrar esta formulagfo, passa-se agora a
resolver o problema da solidificag8oc de uma substincia pura, num
canal em forma gquadrada, de comprimento infinito, resolvido por
Voller e Cross, 1980. O canal esti inicialmente cheioc de liquido
a temperatura de 2 °c . No tempo t = O a temperatura das suas
paredes é colocada a -10 °C e assim mantida ao longo do tempo. A
Area da segfo do canal & de 1 m- e as propriedades fisicas da
substincia s8o as seguintes : T* =0 °., kl=kg= 2 w/m°c ,
¢ =c_= 2,8 MI-kg°c , P =P = 1 kg/‘ma e A = 100 MJ kg

Considerande a simetria do problema, somente um quarto
do dominio & resclvido, como mostra a figura 2.20

Para a solug8o ¢ utilizada wuma malha cartesiana,
igualmente espagada, de 28 x 28 pontos nodais. O passo de tempo
empregado para a solugfo, At, ¢ de 1 minuto. Deve-se cobservar que
contrariamente ao adotade em transferéncia de calor sem mudancga
de fase, onde os coeficientes de difusZo térmica I' sSoc avaliados
nas faces dos volumes de controle, no esquema em questdo estes
coeficientes sZo avaliados no centro de cada volume de controle.

As equagdes algébricas s3o resclvidas pelo método linha por linha
[Patankar, 1980].
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y A
yA
hw hw
/
gl 7 |
vil A4bh &y |hy
g 2
o hw h (xaygt) hw /./ T ?
0,5m
Fw .
1m X

Fig. 2.20 Problema de Neumann bidimensional em canal gquadrado

Os resultados apresentam excelente concordincia com
agqueles obtidos por Voller e Cross, sendo mostrada na figura 2.21
a evoluglo da frente de sclidificag8o sobre o eixo x

E importante observar que n3c ha& necessidade de
rastrear a frente de mudanga de fase, para resolver o problema.
Entretanto pode-se localiza-la, a cada momento, a partir do valor
de h, lembrando que na frente de mudanga de fase O < h < A

A oscilagfo verificada na curva tempo x distancia da
figura 2.21 deve-se ac modo como foi calculada a localizagdo da
frente de mudanga de fase. A maneira mais simples de calcula-la
consiste em varrer os volumes de contrele da fronteira, partindo
da regifio liquida, perguntandec se h < A . Quandoc a resposta for
afirmativa, assume-se que a frente de mudanga de fase estia no
centro deste volume de controle. Este procedimento & satisfatério
no caso de mal has refinadas, causando entretanto erros
relativamente grandes em malhas menos refinadas. Na presente
solug3o, a fim de melhorar a precisfio, é primeiramente localizado
o volume onde a mudanga de fase estid ocorrendo, do modo descrito
acima. Feito isto & calculada a relagfo h/A , que ¢ assumida

diretamente como sendo a frag3o de sélido do volume em questio. A
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seguir esta fragfio de sélido ¢ tomada como a fragfco da dimens3o
do veolume de controle, sobre o eixo x, preenchida por sélido.
Observe-se entretanto que neste procedimente ainda persiste um
certo erro, pois embora o fendmeno em questfo seja bidimensional,
a frag8o de sélido €& convertina numa dimensio proporcional

somente sobre o eixo x .

(m)

o
L

—— Presente solucdo
eesza \/pliler ¢ Cross

distdncia em x
o
o

o
—

0.0

40 50 60 70 80 90 100
tempo (h)

Fig. 2.21 EvolugZ%o da frente de solidificag8o sobre
o eixo x, sendo a distancia contada a partir
da face direita do canal

A temperatura de cada ponto do dominio de solugdo
também pode ser calculada, a cada momento, a partir das equagdes

(2.187), (2.168) e (2.16).
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3 MUDANCA DE FASE EM PRESENCA DE CONVECCAO NATURAL

2.1 INTRODUGZO

O fornecimento ou a retirada de calor de um meio
liquido sempre causam gradientes de temperatura neste meioc, que
por sua vez originam gradientes de densidade. Os gradientes de
densidade podem, dependendo da configurag¢cfo do sistema, causar
correntes convectivas. Esta movimentag8o de fluido, uma vez
presente, pode atuar de forma importante no processo de troca de
calor e massa do sistema.

Em configurag®es horizontais, onde o© aquecimento &
feito pela face inferior, tem-se um problema de estabilidade. Até

um determinado valor do numero de Rayleigh,

¥ 3
pa = SEE1E ; 1 9% €3.1)

v
denominado Ra critico, existe apenas condugfo. Apds este Ra
surgem correntes convectivas. Na figura 3.1 é mostrado, em corte,
um padrfo que estas correntes podem assumir. Deve-se observar que
neste caso a frente de mudanga de fase assume uma forma
irregular, Jja4 gue o coeficiente de troca de calor ¢ maior nas

regifes onde o fluido ascendente atinge o sdélido.

/"‘"‘"'T.

S
JOOOOGOO

Fig. 3.1 Convecgfo natural em um sistema horizontal
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Em sistemas verticais a convecg¢3o natural sempre esti
presente, ocorrendoc gradualmente a mudanga entre os regimes

condutivo e convectivo.

3.2 FORMULAGARO EM TEMPERATURA

Na presenga de convecgfo natural a determinagfo dos
campos de temperatura e velocidade sZo problemas acoplados.

Uma abordagem picneira deste tipo de problema foi
realizada por Sparrow et al: ; 1977, para a geometria
axissimétrica vertical mostrada na figura 3.2 . Neste caso todo o
sélido encontra-se a T*. dispensando portante a solugdc da
equagdo da energia nesta regifio. Dados experimentais para esta
mesma geometria, com parafina como material de mudanga de fase,
visande aplicag®es em armazenadores de energia térmica, s3o

encontrados em Souza Mendes e Pinho Brasil, 1887.

I

i P

|r° 4 /
(. O .
H S L Jl,0 I 1
v //
-_..r- o

Fig. 3.2 Fus3o com convecgdo natural em geometria axissimétrica

Nesta geometria a equagfSo da energia ¢ dada por

aT aCuld 1 &rvDDdD _
R i ke

Para o cllculo de u e v ¢é necessaria a solugdo das
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equagdes do movimento

du 1 éCrvd _
b/ = = 0O 3.3
du au® 1 aCruwd 1 ap’
3 ¥ % = — 5_+ v Vu - g 3. 4D
av aCuvd 1 &rv>D 1 éap’ vv
+ e 5__+UV2V == c3.52

A dependéncia de p com T pode ser expressa linearmente

da seguinte forma

pE A g T - TH 3.6

onde 3 € o coeficiente de expans2o térmica do liquido.
A forga de empuxo resultante, na unidade de volume,

causadora das correntes convectivas, é a seguinte
e e BB w6 g 3.7

Multiplicando a equagfio acima por 1 /p*. e substituindo
p da equagloc 3.6, obtém-se

-l ®e gL ®_gigper-TH 3.8
p 8z p p 8z
=—1—*6—Cp'+ p*g zd +g{§CT-T*) 3.8
p @é=z
redefinindoe a pressao, de forma a incorporar a parcela
hidrostatica, resulta em
3¢
P =p't pg =z €3.100

e aproximando p/p*= 1 .(aprcximac;zo de Boussinesqg), obtém-se

wk W ooyt By BT €3.11)
&z

E 3
=] p Oz
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Substituindo esta nova express3oc para o termo de

empuxo, a equagio 3.4 fica entio

ar i
o

ruvd . £

N
A E
5=

% L FPu+gpCT-TH 3.1
8z

Na forma anterior a temperatura aparece explicitamente
no termo fonte da equagfo do movimento. Gradientes de temperatura
tornam este termo n3oc nulo, induzindo o movimento do fluido.

O dominio de solugfio serd agora imobilizado, de forma
semelhante ao ja realizado anteriormente (segfes 2.4.1 e 2.4.2)0,

com a seguinte transformagioc de coordenadas

- L — rDD
£ =rF ® DT EEETS €3.13
o i o
gque faz com que O < yn £ 1 , e observando também que P, =:sz.t).
tem-se
a e &t a &y
SN e 8 Il .14
5 % oz + o, 9=z (3.14>
mas
8 _ 1
= = c£3: 15D
e
an _ én dr",' . n f:lr_L C3. 18D
8z @r dz r -r_dz
assim
F) 19 s
3z “r 8 r-r_az o et
g LT
Da mesma forma
a a on 1 a
e B e ot T B c3.18>
ar 3n ér P in am

A fim de diminuir a complexidade das equagdes
transformadas, sem prejuizo para a apresentag3o da metodologia, o
segundo termo do lado direite da eq.(3.17) ¢ desprezado, apenas
neste operador. Isto significa assumir que a inclinag3o da frente

de mudanga de fase, dada por dr(/dz. € pequena.

Adotando ainda as seguintes adimensionalizagBes
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=] ¥
- _4 - .V T~ T
U= y V= » P = e = —— 3.18>
or o $ X
o Yo pCa/rol)zPr Tp— T*
at) (cCTp— T O
T = [_] [______p ] = Fo Ste C3.200
2
r A
o
o - |
g XTp = T Dr »*
Ra = 2y mve w SHEEC T2 €3.215
2 A
v
o sistema de equag®es a ser resolvido é o seguinte
au 1 dCRVD
3’3‘ * BCRL = 1O F = 0 c3.22
1 au , au’ 3 8CRUVD ap ~
1 vV _ AU 1 ARV P o v
= b ol + = e - —
Pr [St"“' a7 o RCR. — 15 o ] o T x e
3 . U 1 RVED _ O
e —
te " "REm - & v'e £3.80
onde
RL:;_—‘. R=:—=ncm—1>+1 €3. 261
o o
-~
e Vz ¢ o operador Laplaciano transformado,
~ 2
F =2 . 1 3_[2 "_.] C3.27>
2 2 an

8L R CRiL - 12> &m

Nesta altura tem-se 4 equagSes e 5§ incédgnitas, que sdo

U, V, 8, P e R. A equagio que falta serid obtida do seguinte
balango de energia na frente de mudanga de fase, que tem a forma
da parede circular de um tronco de cone,
aT AVol

~kAGE =P

y 3. 28>

onde 8T/6n ¢ o gradiente de temperatura na direg8o normal a

superficie, e AVol € o volume de material fundido no tempo At.

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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Das figuras 3.2 e 3.3 tira-se que

_ Az _
A =2n g o 5 AVeol = 2m 1"-_t Ari Az C3.29
e
ar _ éT _ aT
> T ¥ sen o — cos o C3.300
aT
or g

SHE
4
<§<|3
w _\%
N

Fig. 3.3 Geometria da interface sélido-liquido

substituindo as equag@es (3.28) e (3.30) na equagldo (3.28) e

rearranjando, obtém-se

aT a'r] s

Deve-se observar ainda que n3oc existe gradiente de

temperatura ao longoc da interface, que esti toda a T*. ou seja,

aT aT .
o= COS a * o= sen a = ¢ 3.32>
multiplicando a equagfo anterior por 1/sen a , e utilizando o
fato de que
Ari.
cotg a = o C3.33)

obtém-se
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aT 6rl
r sl e C3.34>

N3

Substituinde as equagBes (3.33) e (3.34) na eguagfo
(3.31), obtém-se

-
Ar Ar
8T i _ i
k y —~ [[Az] + 1 ] = pnh y.x C3.35)

Desprezando o termo referente a inclinag3o da

interface, conforme jA realizado anteriormente na transformac3o
de coordenadas, agora com menor erro por tratar-se do seu
quadrado, e aproximando a raz&o dwi/At para a derivada, a eguagio

C3.35) fica

dr
aT _ i
k = pzk 3T C3. 36>
Discretizando esta equagfoc no tempo, resulta em
+
r# AL r? w EII At €3.37D
i i p.k ar l"_L

ou, transformando as suas coordenadas e adimensiocnalizando, da
mesma forma Jja4 realizada anteriormente, obtém-se a seguinte
equagio explicita para Ri

T+AT T 1

. . 8o
Re =R~ = Faln=

At 3.38

As condigd®es de contorno sfo agora analizadas. Para a
velocidade s8oc assumidas as condigBes de nfSo deslizamento e
impermeabilidade em todos as fronteiras. A temperatura é uniforme
na superficie do tubo, T = Tp , cu @ =1 em nn = 0 . Na frente de
mudanc¢a de fase a temperatura € uniforme e igual & temperatura de
saturag8o, T = T*. ou @ = Oemyn =1. Na base, z = 0 , e no topo,
z = H , é assumida a condig@o de fluxo térmico nulo.

A condig3o de velocidade nula perpendicularmente a
frente de mudanga de fase €& uma aproximagio, Jja gque esta

desloca-se ao longo do tempo. Esta aproximagio fol posteriormente
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ratificada como sendo excelente, tanto para ntumeros de Prandtl
altos [Bénard et al., 1988, Jany e Bejan, 10881, tipicos de
materiais de mudanga de fase, como também para Pr baixos [Gobin e
Bérnard, 19881, encontrados em metais fundidos. Estas
confirmag@es foram baseadas, no caso de Pr alto, em anAlises de
ordem de magnitude, mostrando que as velocidades da frente de
mudanga de fase sZo muito menocres do que as velocidades na camada
limite do ligquido. No caso de Pr baixo, especialmente em metais
liquidos, a wvalidagdo desta aproximagf2io foi realizada através de
comparagdies de simulagdes numéricas com resultados experimentais.

Uma vez estabelecido o sistema de equag¢g®es governantes,
bem como as suas condigBes de contorno, pode-se observar que o
problema fica determinado por 4 parametros, gque s3o : Ra, H/ro ’
Pr e Ste.

Al guns resultados obtidos por Sparrow et al., 1877, sio
mostrados a seguir.

A taxa de transferéncia de calor a partir da superficie
do tubo é representada por Q , sendo portanto Q/H esta taxa de
transferéncia na unidade de compr imento do tubo, e
CQ/HO /k(CTp - 135 sua adimensionalisagfo. A figura 3.4 mostra o
comportamento desta taxa de transferéncia de calor adimensional
ao longo do tempo adimensional 7 = Fo Ste, para varios Ra, Pr,

Ste, e H/ro. Nos primeiros instantes de tempo o© decaimento

Q-H
kCTp=T">

Fig 3.4 Taxa de transferéncia de calor adimensional ao longo
do tempo adimensional, para varios Ra, Pr, Ste e H/’ro
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monoténico da taxa de troca de calor revela gue o mecanismo é
predomi nantemente condutivo. Logo apés a convecg3oc natural comega
a participar ativamente do processo, causando o aparecimento de
um minimo, o crescimento até um maximo e o posterior decaimento.
Para os ntmeros de Rayleigh mais baixos este comportamento é
menos abrupto, mas continua ocorrendo ao longo do tempo.

Todos os casos foram simulados com Pr = 7 e Ste = 0.15.
Para Ra = 7 x 10° e H/ro = 4 também fol simulada uma situag3o com
Pr = 70 . Conforme se pode observar na figura 3.4 , o resultado &
idéntico. As equagBes 3.23 e 3.24 mostram que se os resultados
nidoc se alteraram com Pr = 70 , pode-se afirmar que este & na
realidade o resultado para Pr 2 7 . Para Ra = 7 x 10° e H/ro = 4,
também foli simulada uma situagfo com Ste = 0,085 , n8o ocorrendo
nenhuma diferenga no resultado. As equagdes 3.23, 3.24 e 3.25
mostram a presenga do numero de Stefan no termo temporal,
indicando que estes resultados s3o validos ent3oc para Ste = 0,15.

A figura 3.5 mostra a posiglio da frente de fusdo ao
longe do tempe T . A inclinag8o desta frente ilustra a
importancia da convecg¢fo natural no processo, mais pronunciada,

naturalmente, para o numero de Rayleigh maior.

J —
-
o

8

o
om

I[N

R

o

' R |[S) (RS R, T pee, ([oen | TR S (O
[=]
rs

Fig 3.5 Posigl3o da frente de fusfc ao longo do tempo

Souza Mendes e Pinho Brasil, 1887, mostraram que para
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baixos numeros de Rayleigh e tempo adimensional maior do que
0,1 , as inclinag@es da frente de mudanga de fase previstas pelo
modelo anterior s83oc menores do que aquelas observadas no
experimento. Adicionalmente, para altos numeros de Rayleigh,
quando os efeitos da convecgfio natural sZo dominantes socbre os
efeitos da difus3o, as velocidades de avango da frente de mudanga
de fase, previstas para a regifio da base , s3o maiores do que as
verificadas no experimento. S3o observadas ainda diferengas entre
© numero de Nusselt previsto e o medido. Tais discrepancias estfo
associadas a simplificagfo realizada na equagfo (3.17), com o©

objetivo de diminuir a complexidade das equa¢®es transformadas.

3.3 FORMULAGAO EM ENTALPIA

Conforme ji foi comentado, na segfio 2.4.32, existem na
literatura varias formulag@es em entalpia para problemas de
mudanga de fase. Naquela segido foli apresentada e exemplificada a
formulagZo de Caoc et al., 1888, para problemas envolvendo somente
difusfo. Nesta segfSo serd apresentada esta mesma formulagio,
incluindo agora os termos convectivos.

A equag8fo da energia, em coordenadas cartesianas

bidimensicnais, pode ser escrita da seguinte forma

dphd | &Kpuhd  Hpvhd _ 8 (3T} . @
ot~ —o Mkh+$k% €3.39

Desenvolvendo os termos difusivos desta equagfo, em

termos de entalpia, conforme j& foi mostradoe na seg2oc 2.4.3,
obtém-se

4 2 2 2
& phd | &puhd  &evhd _ @8 C:m . C:‘O v 2 f +» 28 o400

ot ax 3y ax 3y ax ay*

Neste caso o fluxo total de energia ¢ dado por
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- _ érrhd _ aCr'hd
J = puh + pvh a5 3y C3.41>

devendo-se observar que os termos difusivos sZ%¢c diferentes

daqueles encontrados no fluxo total da formulag¢fo em temperatura,

onde
J = pcuT + pevT - k g; Sl g; C3.42>
TN
c
31
o d)m‘ ébx.e ~
w PFE
3|
‘s

Fig. 2.6 Volume de controle para integragdo

Integrando a equagf3o (3.400 em um volume de controle

comoc o mostrado na figura 3.6 , obtém-se

ah =ah +ah +ah +ah +b C3.43
P P E E v W N N -~ I~
onde
= AxAy o
B =B T8 T T s T TAL P s
a =I" D +max [-F , 0] ., a =" D + max [-F , 01 (3.45>
E E -3 [=3 PE P e @
a =T _ D + méx [F , Q] PR = D + max [F , O] C3. 46>
W v w w PW P w v
a =TI D + max [-F , 0] s 2 = D + max [-F , 01 C(C3.47>
N N n n PN P n n
a =I D + max [F , 0] ;& =0 D + miAx [F , 01 C3.48)
B s -] a8 PE P -] -]
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o . 0
Pp hp AxAy

b = + D(CSES -S> -DCs-&8)> +DCg -S> -D(Cs -S>
At e E P v P W n N P s P S
C3.49D
_ Ay _ Ay _  Ax - _Ax
P tas_* Pu™ tao 'PnT Eps v BT Ty, 8.5
F‘. = CpuD.Ay .F‘v = Cpu)UAy .F’n = vaJhAx .F‘. = CpVJ.Ax C3.812

Os termos do tipo max [a,bl] significam que & assumido o
maior valor entre a e b. O superindice "o" especifica que ¢é
assumido o wvalor da variidvel em quest3o no intervalo de tempo
anterior ao que esti sendo resolvido.

Quanto ao problema hidrodinfmico no liquido, este é
equacionado de forma convencional. Assim, as equagdes governantes

para o liquido, adotando-se a aproximag8oc de Boussinesqg, s3o as

seguintes
aC pud aCpvd _
e + o = 0 3.82>
du du ar a%’u | 8%u
e [U-&"’VE] ="'§—x-+'.1 ~ + s C3.'53)
Ix oy
puﬂ+v£v—=-—9—e+p 82v+azv+p g’ T 3.54>
ax ay 8y 32 ayz ref

A fim de ilustrar uma aplicagdo do modelo sera
resolvido o problema da fus3o de uma barra retangular, conforme
mostrade na figura 3.7 .

Inicialmente o© material estiad todo sélido, a T*. Num
tempo ¢t = 0, a parede da esquerda & colocada a Tp > T*. enguanto
que a parede da direita & mantida a T*. As paredes superior e
inferior s3o consideradas adiabaticas. Deve-se observar que o
sélido ¢ mantidoe durante tode o tempo a T“. constituindo-se
portanto num problema de Stefan.

Na cavidade onde o© material encontra-se em estado
liquido & assumida a condig3o de n3o escorregamento em todas as
fronteiras.

A substancia pura escolhida para a simulagd3o ¢ o

estanho, com as seguintes propriedades fisicas
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Fig. 3.7 Descrig8o do problema

densidade = 6880 l(g/ma

calor especifico = 257 J/Kgoc

condutividade térmica = 32,2 W/m°C

difusividade térmica = 1,795 x 10 ° m°/s

viscosidade cinematica = 2,81 x 10 ' m'/s
coeficiente de expansZo volumétrica = 106 x 167 %
temperatura de fusio = 231,88 %

calor latente de fus3doc = B0B00 J- Kg

Assim , Pr = 00,0187 , Rau =1,23 x 10° e , para
Tp = 233,8 °C , Ste = 0,00848

Na solugfo das eqguagdes governantes foi utilizado o
algoritmo SIMPLEC, para o acoplamento pressfio e velocidade. E
interessante observar gque no presente caso tanto o SIMPLEC como ©
SIMPLER n3o apresentam vantagem em relaglo ac SIMPLE. A malha é
cartesiana, de 28 x 2B pontos nodais, refinada a partir da
parede esquerda, que cede calor.

Foram empregados os passos de tempo de 1, 2, 5 e 10

segundos, ao longo da solugdoc, além de diferentes subrelaxagdes
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nas componentes da velocidade, corregfo da pressfo e entalpia,
visando minimizar o tempo de CPU .

Este problema foi resolvido parcialmente por Gobin e
Benard, 1989, com uma formula¢3o em temperatura, empregande uma
técnica de imobilizagfio da frente de fusZoc e uma transformacio
ndo ortogonal de coordenadas no dominio liquide [Faghri et al.,
10841].

S3o disponiveis também resul tados experimentais,
produzidos por Gau e Viskanta, 1986 e Wolff e Viskanta, 1887.
Deve-se observar entretanto que o© experimento nfo coincide
exatamente com o problema simulado, uma vez gque o degrau de 2 “c
na temperatura, no tempo t = O , na parede da esquerda nfo pode
ser realizado experimentalmente. A temperatura correta somente
foi alcangada 7 minutos apés o inicieo do processo. Pode-se
portanto prever gque a simulag3o fornecerid uma posig¢Zoc da frente
de fus3o mais avangada do gue aquela observada experimentalmente,
J& que a maior taxa de tranferéncia de calor ocorre justamente no
inicio do processo, guando tem-se praticamente difusfo pura.

Por este motive a simulagdo realizada por Gobin e
Benard, 1888, adota como condigfo inicial a situagZo medida no
experimento apdés o tempo de 0,578 h . Contrariamente, a presente
simulag¢lo desenvol ve-se desde o inicioc do processo.

Para uma comparagio qualitativa entre o resultado
experimental, o de Gobin e Benard e a presente simulaglo, sé&o
mostradas na figura 3.8 as posigdes da frente de fus3c em dois
instantes de tempo. Esta figura mostra uma boa concordancia,
quanto & forma da frente de fus3oc, entre a presente simulagdo e
os dados experimentais, nos dois instantes de tempo.
Provavelmente os desvios observados devem—se ao motivo descrito
anteriormente. Some-se ainda a poessibilidade de existirem
discrepncias entre as propriedades fisicas do estanho das
simulagBes e aquele efetivamente wusado na experimentaglo,
conforme comentado em Gobin e Benard, 1988.

Note-se ainda que na presente simulagdo n3o foi
realizado um estudo de independéncia gquanto a4 malha e ao

incremento de tempo. Considerando gue o© numerc de Prandtl é
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bastante pequeno, sendo em consequéncia disto a espessura da
camada limite hidrodindmica muito pequena, é possivel que uma
malha mais refinada altere levemente o resultado. Quanto ao
incremento de tempo pode-se esperar pouca variagZo, uma vez que
durante a maior parte da simulagfo este incremento foi de 1

segundo, ji4 bastante pequeno portanto.

. |
0.06 - I
. ]
~~0.04 E
E
>
0.02 4
B
] {
3 | *s v+ axperimental
E b —— Gom e Benard
] o ——— presente solucdo
OIOOO‘M LI L B B ] 101-62"‘ LB l_i_lol.di—l LR B B lol-i LB L L '01.66 LI

x (m)

Fig. 3.8 PosigZo da frente de fusio
nos tempos 1,012 h e 2,078 h

A figura 3.9 mostra as linhas de corrente no instante
de tempo de 2,079 h , podendo-se observar nesta figura uma grande
regifio de recirculagio, bem como uma pegquena zona, no canto
superior esquerdo, onde o liquido se movimenta em sentido
contrario aoc do escoamento principal.

Nas simulagdes e no experimento em quest@o a cavidade
de liquido estid limitada na parte superior por uma parede,
originando portanto uma condigfio de nfo escorregamento. Em certos
experimentos entretanto €& conveniente que a face superior fique
livre. Uma situag%c com a condig¢3o de deslizamento foi ent3o

simulada, sendo mostrada uma comparag3o entre as duas situagdes
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na figura 3.10

Fig. 3.8 Linhas de corrente no tempo de 2,078 h

- !
0.06 - /
] /
~—~0.04 E
€
o =
%
0.02
] —— ndo escorregamento
2 — — escorregamento
0.00 -
0.00 0. 8

Fig. 3.10 Comparaglo entre os casos com e sem
escorregamento na parede superior

72



MUDANCA DE FASE EM PRESENCA DE CONVECCAO NATURAL 73

No caso onde a superficie superior do liquido esti
livre, n3c havendo portanto a camada limite, © liquido incide na
frente de fus3oco com maior gquantidade de movimento, aumentando
assim a troca de calor nesta regifio, e consequentemente a taxa de
fusio. Este efeito ¢ mais perceptivel quando a cavidade de
liquido ¢ maior, acentuando os efeitos da convecgZo. Ao ceder
mais calor para a parte superior da frente de fusfo, os
gradientes de temperatura ficam menores do centro para baixo,

diminuindo em consequéncia a taxa de fusfio neste trecho.

3.4 MUDANGA DE FASE AO LONGO DE UMA FATXA DE TEMPERATURAS

As substAncias puras e ligas eutéticas tratadas até
aqui mudam de fase a uma temperatura constante. Contrariamente,
a maioria das ligas metAdlicas apresentam a caracteristica de
mudarem de fase aoc longo de uma faixa de temperaturas,
correspondente A zona esponjosa.

Esta familia de problemas pode ser abordada, por
exemplo, pelo método da entalpia descrito anteriormente [Cao et
al., 1989], através de formas adequadas para as expressdes de
Mhd e SChd.

Considerando que os calores especificos do sdélido e do
ligquido s&%c constantes, que a mudanga de fase ocorra com uma
varia¢Z%o linear da temperatura, conforme mostrado na figura 3.11,
e observando que agora h = 0O corresponde & fase sdélida com

T =T:1 , tem—-se, para a fase sdélida que

T = Ts + 2— €z.55)
=
Na zona esponjosa C O < h < A + c.AT >
h
T = Ts + AT 3.862

A+ c AT
L-J
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e na fase liquida C h 2 X + ¢ AT D

e

A+ Cc — c D AT
@ 1

h
T=T1+E—— C3.857)
e
1 L
onde AT = C(Tz - T e S € o calor especifico da zona esponjosa.
h ‘ Zona
o Sélido  [sponjosy Liquido
e
| I
| |
I I
K F T N
| I
=
< I/
L'
o J |
X | |
| 1
|
o
/TF—.-!AT e T

Fig. 3.11 Diagrama h x T para uma liga ndo eutética

Introduzindo a "temperatura de Kirchhoff"

Tk = rkCnD dn (3.58>
T

onde kCn) €& a condutividade térmica obtém-se, para o sélido,

considerando k constante, que

T =k CT - T C3.59
k s

Da mesma forma, para a zona esponjosa

T =k CT - T C3.800
k 3
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onde k. € a condutividade térmica desta zona, e para o liquido

Tk = kLCT - T1d €3.615

Procedendo da mesma forma que na segfo 2.4.3 , obtém-se

gue
kﬂ

rchd = e e SChd =0 para a fase sélida C3.62)
B8
k AT

L=

rchd R CeAT e SChd = 0 para a zona esponjosa C3.863
kl. kl [)\ + Cc - CLDATJ

'chd = = e SChd = - c° fase liquida C3.64>

L L

Obtidas as expressBes para 'Chd) e SCh), os préximos
passos desta formulag3o s3o idénticos aos ja descritos na segio
2.4.3

Embora tenha sido aqui abordada uma variagZo linear de
h com T , na regidoc esponjosa, este método &€ wvialido também para
outras situag¢gdes, passiveis de ocorrerem nas ligas nZo eutéticas.

Deve-se observar ainda que as propriedades fisicas tais
como k.° LA exigem a adog8oc de alguma hipdtese, como por exemplo

assumir que sejam funcgdes de k..kl e c.. C. respectivamente.
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4 ASPECTOS METALURGICOS DA SOLIDIFICACAO

4.1 INTRODUGZO

O fendmeno da solidificag8o & de fundamental
importancia em vaArios processos de fabrica¢fo, envolvendo metais
puros e ligas, sendo a fundig3o e a soldagem os mais frequentes
dentre eles.

E no momento da solidificagfo que a maior eficiéncia no
controle da qualidade do produto ¢ alcangada [Pokorny, 198613,
sendo assim, a simulag3o deste processo ¢ de grande relevancia
cientifica e tecnolégica.

Neste capitulo serd3o abordados os aspectos metaludrgicos
da solidificag8o, a fim de fornecer subsidios para a compreensfo
do fendmeno fisico que se quer simular. S3o também examinados os
métodos encontrados na literatura metaldrgica para a simulagio da
solidificagido, mais especificamente no caso da fundigfo, sob o
ponto de vista da transferéncia de calor, massa e quantidade de
movimento. Finalmente ¢ comentado © grau de aproximagdo, neste
tipo de simulag3o, encontrado na literatura especializada em

ciéncias térmicas.

4.2 MICROESTRUTURA DA SOLIDIFICAGZXO

Considere-se o caso mais frequente de fundigio, que é
aguela realizada em molde, conforme mostrado na figura 4.1

S8o normalmente observaveis +trés regi®es distintas,
guanto A macroestrutura.

Na interface metal-molde, devide ao maior gradiente
térmico, especialmente no inicio do processc quando o molde esta
frio, s&%o formados gri3os pequenos, de orientagfio randdmica. Esta

regifo é denominada equiaxial externa.
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regiao equiaxial
interna externa

\ \

Parede _

do molde : t Jregifo colunar

N e
i

Afoels

Fig. 4.1 Regides comumente encontradas na fundi¢Zo em molde

A partir da regifio equiaxial externa s3o formadas
dendritas, que crescem em dire¢3o ao interior do molde, dando
origem a regifo denominada colunar.

Ainda mais para o interior do molde, no volume gque
permanece em estado liquido, é observada muitas vezes a formagio
de outra zona equiaxial, denominada equiaxial interna. A
transigdo da regifio colunar para a regifo equiaxial interna é
fortemente dependente da intensidade da convecgdoc que ocorre no
liquido.

A morfologia da interface sélido-liquideo apresenta-se
bastante diferente, quando se trata de metais puros ou de ligas.

No caso de metais puros a interface sélido-liquido tem
uma forma aproximadamente plana na regifo colunar, e cresce no
sentido oposto ao fluxo de calor. A figura 4.2Ca) mostra esta
situag8o, onde também se pode observar o perfil de temperatura no
liquido e no sélido. A figura 4.2Cb) mostra uma regifio equiaxial
externa, onde se pode observar o crescimento de um cristal, em
forma dendritica, no mesmo sentido do fluxoc de calor.

A maior temperatura do cristal, possivel de ser
observada durante a solidificag8o, estA associada a4 questdes de

estabilidade no momento da formag3io e crescimento das primeiras
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porgSes de sélido. Assim, pode ocorrer o desprendimento de calor
do cristal para o liquido circundante, que estid a uma temperatura

inferior a temperatura de fus3o do metal.

Cad regifio colunar Cb) regific equiaxial externa

Fig. 4.2 Morfologia da interface sdélido-liquido e
distribuig¢ioc de temperatura em metais puros

No caso de ligas a regifio colunar possui uma fronteira
puramente sdélida em forma dendritica, ocorrende uma regiio
esponjosa, onde coexistem sélido e liquido, conforme mostrado na
figura 4.3Cad. Nesta zona s8o determinadas todas as
caracteristicas da microestrutura da liga, tais como densidade,
forma, tamanho, distribuig¢iio de concentraglio e porosidade . A
figura 4.3(b) mostra uma regifio equiaxial externa em ligas.

A morfologia das regides equiaxiais dos metais puros e
das ligas é praticamente a mesma, podendo ocorrerem diferengas
apenas na escala relativa das dendritas. Iste porque o© seu
crescimento nos metais puros ¢ controlado pela troca de caleor,
enquanto que nas ligas este crescimento é controlado pela difusfo
de soluto.

As ligas podem ainda, em fung3oc de sua composigdo,
solidificarem em forma eutética, na regifio equiaxial. Na figura
4.4 , conforme Kurz e Fisher, 1888, s3Z3c mostradas as diversas
possibilidades, para uma liga Al-Cu ; (Cad) substAncias puras (bd
dendritas com =zona esponjosa Ccd) dendritas com eutético

interdendritico (d> eutético.
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Cad regifo colunar C(b) regifio equiaxial externa

Fig. 4.3 Morfologia da interface sdélido-liquido
e distribuigdo de temperatura em ligas

20 40
Ci(wt%Cu)

Fig. 4.4 Tipos principais de ligas, quanto A4 morfologia

As ligas eutéticas apresentam melhores caracteristicas

para fundigfo, tais como bom enchimento do molde, baixa
contracgfo, etc.. Pode-se citar, como exemplo, as ligas eutéticas
Fe-C (ferro fundido? e Al-Si , gque s33c de grande interesse
pratico.

A figura 4.5 , conforme Kurz e Fisher, 1886, mostra o

processo de crescimento na regifico eguiaxial ; (ad dendritas no
caso de metais puros e ligas ndo eutéticas (b)) eutético, com

ndicleos esféricos, no caso de ligas eutéticas.
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Fig. 4.8 Processo de solidificagfo equiaxial
Ca) dendritica e (b2 eutética

No caso de metais puros, uma vez concluido o processo
de solidificac%oc, a morfologia dendritica desaparece, restando
apenas os contornos de cada gréo. Nas ligas, devido a
microsegregagfo, a forma dendritica ainda permanece apds a
solidificagéo.

£ importante observar, entretanto, que nos processos de
fundic3c muitas vezes as formas de crescimento dendritica e

eutética ocorrem simultaneamente.
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4.3 FORMAGAO DOS NUCLEOS

S3o denominados nlicleos os pequenos volumes gue comegam
a solidificar, a partir do liquido, no casoc de uma regifoc de
solidificag8o equiaxial.

A formagdo de um nlGcleo exige um certo grau de
subresfriamento, ou seja, a temperatura do liquido tem gue ser
inferior a temperatura de fus3o.

A figura 4.6 mostra, ao longe do tempo, a curva de
temperatura durante a nucleag3oc numa regifio de solidificagfo
equiaxial dendritica de uma certa substaAncia (ad, a frag8oc de
sélido, fe, (b) e numero de grfos, N, Cc).

Pode-se observar em (ad) o subresfriamento inicial, um
novo aumento na temperatura, e o seu decaimento definitivo. A
curva (c) mostra o rapido surgimento de nilcleos apenas no inicio
do processo e o posterior crescimente destes ntGcleos, tornando-se

os chamados grZos da microestrutura do metal.

E
Tu \
(a) \/ /’\
\
1
fs /
(b) /"
0
%
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© /
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Z N
t \ t

Fig. 4.6 Histérico da formag3oc e crescimento de ndGcleos
numa regifio de solidificag2o equiaxial dendritica
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4.4 MODELAGEM UTILIZADA

Na literatura metaldrgica observa-se, para fins
praticos envolvendo solidificagfo, ~a aplicag8c de modelos
bastante simplificados. Dois livros classicos de solidificag3o em
metalurgia s8oc os de Flemings, 1974, e Kurz e Fisher, 1986.
Nestes livros s3o discutidos e apresentados model os de
solidificagio contendo simplificagdes tais como: cor pos
semi—-infinitos, interface sélido-l{quido deslocando-se com
velocidade constante, auséncia de difus8c de massa no sélido,
etc.. Outro exemplo deste tipo de abordagem ¢ o modelo de
Schwarz, 1933, aqui descrito na seg3o 4.4.1

Tentativas mais elaboradas de simulag3o, via numérica,
s3o objeto de pesquisa na Area de ciéncias térmicas. Entretanto,
aparentemente tais modelos n3o tém sido absorvidos pelos
metalurgistas, devendo-se realizar esforgos no sentido de que
isto venha a ocorrer.

Ainda n3o é possivel a simulag3o completa do processo
de solidificag8o em si, mesmo de substincias puras, devido a sua
elevada complexidade. A simulagdo do processo de solidificagdo em
molde, tipico da fundigldoc, ¢ uma tarefa ainda mais complexa, uma
vez que possui a dificuldade adicional de considerar a
resisténcia térmica variidvel pega-molde , ainda nZo equacionada
de forma satisfatéria [Sully; 1876, Jeyarajan e Pehlke; 1876, Ho
e Pehlke; 1984, Zeng e Pehlke; 1885, Huang et al.; 1892].

Somente formulag®es mais recentes consideram as duas
fases da zona esponjosa. Em 1887 Bennon e Incropera apresentaram
um dos primeiros modelos levandoe em conta a transferéncia de
calor, quantidade de movimento e espécies. Este modelo emprega a
teoria classica de mistura e ¢ adequado para a simulag3o onde
ocorrem estruturas do tipo dendritica colunar. Prakash
apresentou em 1880 um modelo que, contrariamente ao de Bennon e
Incropera, equaciona as fases separadamente e pode ser aplicado
inclusive & regifio equiaxial interna da solidificag3o de ligas
metidlicas. Entretanto, esta formulagioco n3c é capaz de prever o

surgimento dos ntcleos a partir do liquido. As simulagdes s3o



ASPECTOS METALURGICOS DA SOLIDIFICACAO 83

iniciadas j4 com uma certa fragfo de sdélido.

Conforme se pode depreender do exposto anteriormente,
embora estas aproximag@es do processo de solidificagfo sejam
bastante compl exas, ainda n3o levam em conta questdes
fundamentais de interesse metaldrgico. Entre elas se pode citar
os fendmenos do tipo nucleagfio com subresfriamento e resisténcia

térmica variavel entre pega e molde.

4.4.1 O MODELO DE SCHWARZ

Conforme ja4 comentado este modelo contém hipdteses
simplificativas tais como unidirecionalidade, cor pos
semi—-infinitos, auséncia de resisténcia térmica entre pega e
molde e auséncia de convecgfio natural. Entretanto ele & aqui
descrito devido & sua importaAncia histérica [Carslaw, Jaeger,
1858]1. Utilizando a soclugdo geral da equag8o da condugfo de calor
em uma dimensio e em regime transiente,

P

2

@

C4.1>

2|3
:
¥

Schwarz, 1933, concebeu o©o modelo fisico para sclidificag3o
mostrado na figura 4.7 [Miller, capitulo IIJ.

No instante inicial todo o 1liquido esta a Tv ,
temperatura em que o material a ser solidificado ¢ wvazado no
molde, inicialmente a uma temperatura Te . Decorrido algum tempo
o sistem assume a configuragfo de temperaturas mostrada na figura
4.7 . Observe-se que nioc existe nenhuma outra reagio exotérmica
no momento da solidificag3o, a nfSo ser aquela que envolve o calor

latente de fusio.

A solugfo da eq. (4.1) & dada por [apéndicel
_ x
TCx,t> = A + B erf[m] c4.2>

Para o molde tem—-se as seguintes condig¢gd®es de contorno,

onde os subindice m, o e i referem-se, respectivamente, aoc molde,
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estado inicial e interface molde-sé&élido.

Tm = To, para x - —-mw e V t

Im = Ti, para x = 0 e V t

TilV/
Molde Solido Liquido
/ To .
- x=0 o} +

Fig. 4.7 Distribuig3oc de temperaturas no modelo de Schwarz

Aplicando estas condig®es de contorno na eq. (4.:2),
obtém-se a distribuigio de temperaturas ac longo do molde, dada

por
. A x
TmC X, t) =T + CTh Ted erf [a%-—to] 4.3

Para o sélido tem-se as seguintes condig¢g®es de contorno

Ts = Ti, para x = 0 e V t

Te T*. para x = S e V t

]

Aplicando as condig®es de contorno, de forma semelhante
ao jA realizado nos problemas de Stefan e Neumann [apéndicel,

ocbtém-se
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s T =Tt %
TeCx,t> = Ti + = FCD arfEE?E;fJ c4.4D
onde
0 = & = constante 4.5
2 a‘t :

neste contexto denominada de constante de solidificagdo.
Para o 1liquido tem-se as seguintes condigdes de

contorno

T T, para x = d e V L

L

B

Tv, para x » me ¥V t

Aplicando estas condigdes na eq. (4.2 obtém-se a
distribuigio de temperaturas ao longo do liquido,

4.8

>

erf - erfCI'(®

T Cx D = ™+ ¢Tv - ™ [2;“1*“]
1 —erfCI'tD

onde

s fom 4.7
ol

L

As equagdes 4.3, C4. 4> e c4.6> fornecem a
distribui¢io de temperaturas aoc longo do molde, sélido e liquido
respectivamente. Entretanto n8oc dispSe-se até aqui de equagles
para a determinag3o de Ti e Q.

Para a determinagfioc de Ti & empregado o seguinte

balango de energia na interface molde-sélido

Tm 3Ts

m 8x |x=0 = kg 5§_Ix=0 S B

k

Substituindo as derivadas obtidas a partir das eq.
(4.3) e (4.40 na eq. (4.8) obtém-se

-
. _ M T + To erfd®
o= M + erfCoD a0

onde
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M= ks Jom €4.100

chamada constante do molde.

Note-se que Ti é constante ao longe de todo o processo
de solidificagio.

De forma semelhante, para a determinagiio de O ¢é
empregado um balango de energia na interface sélido-liquido, que
neste caso deve considerar o calor latente necessaric para a

mudanga de fase,

dé

aTs _
. Bx b = > P, G Sl

k + k

|

L 8x 'x=6
As derivadas 8Ts/dx e dTL/8x s3o obtidas das equagdes

(4.4> e (4.86), respectivamente. A velocidade de sclidificagao

dé/dt ¢ obtida explicitando-se & na eq. (4.5) e derivando em

relag8c ao tempo. Substituindo estas informag®es na eq. (4.11D

obtém~se a expressio final de Schwarz para a determinagdo da

constante de solidificagfo Q

2 2 2
meern N en +‘/1?0=0 C4.12>
1 - erfCI'(D M + erfC® Stes =
onde
_ R ois
*
g = T: =3 C4.14>
T - Te
e EF = Tay
Stes = _._1_‘_ C4.15

Em fungZc dos valores que possam assumir os parametros
M, m, ' e @ pode-se identificar as solu¢gBes classicas de Stefan e
Neumann, bem como outras solu¢gdes de interesse metaldrgico como

casos particulares da solugfo de Schwarz [Muller, capitulo IIJ,

que s%o descritos a seguir.
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Se Ckpc)m >> Ckpc). entio M + 0 e conforme a eq. (4.0
T. » To, recaindo no caso de temperatura prescrita na interface
molde—-sélido ou seja, no problema de Neumann.

A eq. (4.12> particularizada e a distribuigZfo de

temperaturas para este caso s3o as seguintes

2.2 2
meern _c=_~Q _'_'/EI):O C4.18>
1 - erfCI'(D erfCD Stes ®

T

Tvp———————
Th—————=
M
To': T1
_—..
=10 x=0 o} + ©

Fig. 4.8 M + 0 ; solugio de Neumann

Se M+ O e além distom =T =1 (k e a do sdélido e do
liquido s3o iguais) tem-se a solugdo de Lightfoot, cuja eq.
(4.12) particularizada e a distribuig3o de temperaturas sZo

mostradas a seguir.

e _ 4 e
1 - erfdc® erfCCD

)

Q _
ar—— = 0 C4.17>
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T

To=T;j
- x=0 é + &

Fig. 4.9 M + Oe m =T =1 ; solugic de Lightfoot

Se o material & vazado no molde ji& na sua temperatura

de fusSic CTv = T entSio & = O , constituindo-se na solucic de

Lyubov, mostrada a seguir.

2
[M * errcm]n ot g:‘?e—’ =0 C4.18
T A
L J
TV:T ________

Rl To -
=00 x=0 o) + o
Fig. 4.10 & = 0

; solugio de Lyubov

Se Ckpc)m << Ckpc). entSo M >> 1 e conforme a eq. (4.9
e

T. - T . Se além disto €& = 0O tem-se ent3c a sclug3do de
Chvorinoff, mostrada a seguir.
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Qz Stes

M09—7r=0

Tv=T =T; -
M Fg S 3
//
-~ x=0 o} + o

Fig. 4.11 M >> 1 e € = 0 ; solugd3o de Chvorinoff

Se M +0e =0 , temmse o problema cléassico

Stefan, cuja solugZo é mostrada a seguir

2
6 &2 S eCD -%ﬂ= 0

i & |
| !
| (/' |
1 | -
- oC x:O d 4 B

Fig. 4.12 M + O e @ = 0 ; solug3io de Stefan

898

4.1

de

C4.20>
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5 MUDANCA DE FASE EM LIGAS BINARIAS

5.1 INTRODUGZO

O modelo de Caoc et al., 1989, apresentado no capitulo
3, para a solugfio de problemas de mudanga de fase n&%oc considera a
transferéncia de espécies quimicas. Desta forma este modelo n3o é
adequado a solugdo do problema especifico da solidificagl2o em
metalurgia, ja que n3o ¢é capaz de determinar a distribuigfo final
dos componentes de uma certa liga, requisito altamente desejavel
sob o ponto de vista metalurgico. Mesmo tratando-se apenas da
inclus3o da convecgio natural no modelo, esta diz respeito apenas
a convecglo induzida por gradientes de temperatura, n&o incluindo
portantec os gradientes de densidade decorrentes dos gradientes de
concentragio.

A determinagdo da distribuigdoc final dos componentes de
uma liga exige a inclus3o de uma equagd3o a mais no modelo.
Trata-se da equag8o da conservagfo das espécies quimicas.

Os modelos de simulag3o associados a problemas de
mudanga de fase em ligas binarias podem ser subdivididos em dois
grupos. Tais grupos s3oc explorados a seguir.

O primeiro deles divide o dominioc em duas partes, uma
referente aoc sdélido e outra referente ac liquido. As equagdes sio
resolvidas separadamente, sendo que o acoplamento entre os dois
dominios ¢é realizado através das condig®es de contorno da
interface sdélido-liguido. Esta técnica exige uma precisa
localizag8o da interface ao longo de todo o processo, tarefa nem
sempre facil, principalmente no caso de ligas, ja que a 2zona
esponjosa apresenta-se usualmente com uma complexa geometria. A
necessidade de malhas computaciocnais méveis, ou da imobilizagio
do dominico através da transformagio de coordenadas exige, na
maioria dos casos, hipédteses simplificativas em relagio a

geometria da interface.
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C segundo grupe descreve o fenbdmeno levandoc em conta
nas equagdes governantes as fragdes de sélido e de ligquido que
ocorrem em cada local do dominioc. Desta forma todo o dominio pode
ser tratado pelo mesmo conjunto de equag¢®es conservativas. Estas
s8o as chamadas formulagdes continuas, gque apresentam a vantagem
de permitirem o usc de uma malha computacional dnica em todo o
dominio de solugdo. Também €& dispensada a necessidade do
rastreamento da frente de mudanga de fase, embora seja possivel
localiza-la a qualguer momento.

As formul agdes continuas podem ainda ser subdivididas,
no caso de sistemas binarios sélido-liquido, nos chamadas modelos
de fase Unica e nos modelos de dupla fase. Os modelos de fase
Unica [(Bennon e Incropera; 1987, Prakash e Voller; 1888, Voller,
Brent e Prakash; 189838] empregam a teoria classica de mistura,
somando as equag¢des para cada fase e trabalhando com as variaveis
dependentes da mistura. Os modelos de dupla fase resolvem
separadamente as equagdes para o sdélido e para o 1liqguido,
acoplando as duas fases através de termos que representam as
trocas que ocorrem na interface sélido-liquide. Um exemplo deste
tipo de abordagem = (o] model o de Prakash, 1980, que,
contrariamente aos modelos de fase Unica, realiza um balango em
separado para a interface. Este modelo & capaz de simular uma
solidificag8c do tipo eguiaxial, embora n3o possa prever a
formagf%c dos nucleos a partir de uma situagiio de puroc liquido.

Uma wvez que uma boa parte dos trabalhos encontrados na
literatura adota o modelo continuc de fase UGnica, tal formulagio

é descrita em maiores detalhes na segio gue se segue.
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5.2 MODELO CONTINUO

Nesta segfo é descrito um modelo continuo de fase tUnica
que emprega a teoria classica de mistura resclvendo as equagdes
de conservagdo da quantidade de movimento, calor e espécies
guimicas em sistemas binarios sélido-liquido gque solidificam em
forma dendritica colunar [Bennon e Incropera, 1887).
A primeira confrontagfo deste modelc com resultados
experimentais da solidificag8o de uma solug3io de cloreto de
amédnia-agua, em cavidade retangular resfriada pela lateral,
mostrou concordancia apenas qualitativa [Christenson e Incropera,
1g89, e Christenson et al., 19838]. Em 19980 Neilson e Incropera
simularam a sclidificag¢fo unidirecional de uma solugfo de cloreto
de aménia-agua, resfriada pela base. Nesta situag3o o modelo foi
capaz de prever segrega¢des do tipo canal vertical.
Espera-se que certas solugdes aquosas como cloreto de
aménia—-agua, cloreto de sdédio-adgua e outras se comportem como
ligas metidlicas ao solidificarem dendriticamente, reproduzindo em
niveis de temperatura bem mais baixos os fendmenos de micro e
macrosegregagdo de interesse metaltrgico. Por este motivo estas
solugdes s3Zo empregadas em experimenta¢gdes, a fim de gerar
resultados que proporcicnem a validagio dos modelos matematicos
criados para a simulagfo do fendmeno da solidificagio.
Quanto & teoria cléassica de mistura, o modelo em
questio assume os seguintes principios
1. Os componentes da mistura podem ser vistos como subsistemas
isolados, desde que suas interag¢g@es com os outros componentes
sejam adequadamente tratados.

2. Todas as propriedades da mistura podem ser obtidas através
das propriedades dos componentes.

3. O comportamento médio da mistura ¢é governado por equagdes
similares as dos seus componentes, individualmente.

Quanto ao desenvolvimento das equagdes de conservaglo
de quantidade de movimento, calor e espécies, sZo assumidas as
seguintes hipdteses

1. A mistura em guest3oc estid saturada, ou seja, os seus
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componentes ocupam todo o espago disponivel.

2. Na fase liquida tem-se escoamento laminar, de um fluido
newtoniano, com viscosidade constante.

3. A densidade ¢é constante em cada fase, exceto para as

variag@es que originam as forgas de empuxo na fase liquida.

E utilizada a aproximag3iio de Boussinesgqg.

Existe equilibrioc termodinidmico entre fases.

A difusividade de espécies é nula na fase sélida.

A fase sélida n3o se deforma, e nio possul tensdes internas.

R

A regifio esponjosa é vista como um meio poroso.

Un sistema de a constituintes e K fases é visto como um
continuo, onde qualquer localizag3oc r pode ser simultaneamente
ocupada por qualquer constituinte, em qualquer fase. A velocidade
média dos constituintes que comp®em a fase K, relativamente a um
sistema de referéncia fixo, é representado por VK e ¢é chamado
velocidade de fase. A velocidade absoluta de cada constituinte «,
na fase K, relativamente aoc mesmo sistema de referéncia &
denomi nada Vi . A velocidade de difusfio do constituinte a na fase

K & entio Vz - VK » conforme mostrado na figura 5.1

Fig. 5.1 Velocidade de difus3oc do constituinte a na fase K
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Sejam p: = g: a densidade e a frag¢fio em volume do
constituinte a na fase K, respectivamente. A densidade parcial do
constituinte a na fase K pode ser expressa como

—a _ a _«a
P = Q. f, (5.1>

Da mesma forma Py © 9y sf%o definidos como a densidade e

a fragZo em volume da fase K, respectivamente. A densidade

parcial da fase K em um certo volume de mistura é enti3o

p 5.2

plc g‘K K

e em consequéncia disto
EEK = p (5.3
K

onde p é a densidade da mistura.

A frag3%o em massa ou concentragfo do constituinte a na

fase K &
o) al
ol C5. 4D
K it
P x
e a frag3o em massa da fase K na mistura &
5
£,= — (5.5
L K
K
ou, empregando a eq. (5.3)
P.
o o 5.6
K
fo)

Observe-se que a hipétese de que a mistura & saturada

implica em que
g, =1 (8.
K

Para coeréncia do modelo continuo descrito até aqui,
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define-se

k = Lgk. 5.8
K

V=REV €5.9
K

h=Efh €5.10)
K

% =pr ® €5.11)
5 K K

onde k ¢ a condutividade térmica da mistura e h a sua entalpia.

A equagfic de conservag3o para uma variavel genérica
escalar ¢ , associada a fase K da mistura, para um volume de
controle fixo e arbitrario V , com Area superficial A pode ser

escrita da seguinte forma

P B _— _
3 ] P29V, + j;vax¢x.ndAK = J;JK.ndAK # [ S, 4V C5.12
v v

onde n € o vetor unitario normal a superficie, Jx o vetor fluxo
difusivo através da superficie e Sx é o termo fonte de ¢K por
unidade de volume.

Assumindo que dAx seja igual a ngA , @ realizando as

integragdes da eq. (5.12>, obtém-se

@ Cp > +VICpV ¢>=-VCgI)Dd+g§s, €5.13

&

CONSERVAGAO DA MASSA

A fim de obter uma equagio de conservag3o da massa para

a fase K faz-se na eq. (5.13 ¢x =1, JK =0 e Sx = MK ,

resul tando

%% + 9B V> = gM C5.14>

at i
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Uma equagfo para todo dominio, equag8o do contfnuo, é

obtida somando-se a equag¢3o acima para cada fase

_8_ cn px) L) pKVx) = ¥ gx“x €8.18)
at Kk K K

Qualquer quantidade de massa gque sur ja ou desaparega de

uma fase necessariamente desaparece ou surge em outra, assim
p gKMK =0 €5.162

Substituindo ainda a eq. (5.3) no primeiro termo da egq.
(5.15), e a eq. (5.6) no segundo termo, obtém-se

dp Y =
3 ¢ V-Cp E fkvk) =0 €S5.175

Empregando agora a eq. (5.9) no segundo termo obtém-se

a equagio de conservagioc da massa para a mistura

+ V-CpVD = 0O ¢8.18>

3

CONSERVAGAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Por conveniéncia o desenvolvimento desta equag3o é
realizado no sistema cartesiano de coordenadas. Para obter uma

equac8o de conservagio da quantidade de movimento para a fase K,

na direg3io x , faz-se na eq. (5.13 qu =u, . Jx Ry 8
S =pB + G , resultando
K K Kx Kx

gf chux) + V-(vauux) = V-ngsxx) + PKBK:R + gKGKR (5.18

O vetor fluxo S representa a componente do tensor

tens%oc da fase K na diregfo x , enquanto que Bxx representa a
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componente da forga de campo da fase K na diregfo x . A produgfo
de quantidade de movimento na fase K devida As interac®es entre

as fases, tais como arrasto e sustentagio, na direg3ic x ¢é

representada por Gxx
Da mesma forma adotada anteriormente para a conservagfo
da massa, a equagio para © continuo é obtida somando-se a eq.

(5.19) para cada fase

a CE pxux) + V-Cp vauuu) = V-CL gxsxu) + T prxu + ¥ g6
K

at K K K

(8.200
Decompondo a componente do tensor tensZ%c na parte

devida A pressfo e na parte devida 4 tensio de cisalhamento,

= - +
S e pxi t.xx ¢s.215

Assumindo que F‘x seja a componente liquida na diregfo x

da forga devida A interagfo entre as fases,
Fx o ngGlcx ¢S.225

Visando colocar a equag3o numa forma adequada para a
sua solugfSo, o fluxo convectivo de quantidade de movimento é
decomposto na contribuigio devida ac movimento médio da mistura e
na contribuigZ%o devida aoc movimento de cada fase em relag3o a

m&dia da mistura,

E ;::'KV'KU’C = pVu + E pKCVK— V)Cux— w C5.23)

onde, em consoniAncia com a eq. (5.8 ,

u =

b1 g

E p U = E £.u. 5. 24

Aplicando o mesmo principio para a componente em x da

forga de corpo, define-se
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L P = LT B 8. 2%
K K

x
b

O primeiro termo da eq. (5.20) pode ser reescrito

empregando a eq. (5.24), da seguinte forma

T e Y? = @ Cpw CS. 263
K

1
z = S
K K p at

2!
3[ »

O segundo termo do lado direito da eq. (5.20) pode ser

reescrito empregando a eq. (5.25), da seguinte forma

bl“"

K H X

T e B e L e = pB (5.27
K K

A eq. (5.20) pode entfo ser reescrita substituindo-se

as respectivas relag8es,

8 Cpud + V-CpVud = V-CL gxtx“) = = 1% BKCVK— V)Cux—- u)] +

at ¥
= = CE gkpx) + pr + Fx (5. 282
A especificaglo do vetor tensfc associado a4 fase K na
diregfo x , t » requer a condig8oco de que esta fase tenha

Kx
continuidade. Isto significa que pode-se unir quaisquer dois

pontos pertencentes a esta fase, através de uma linha continua,
sem sair dela. Assim, na zona esponjosa  gue ocorre na
solidificagdo de uma mistura binaria, tanto a matriz sélida como
o liquido s8o considerados meios continuocs. Por outro lado, no
caso de uma mistura de liquido contendo material sdélido em
suspens3o, a fase sdélida n3o é continua. A relagldo constitutiva
empregada para a avaliag3o de txx além de pressupor esta
continuidade também assume que cada fase & composta por um fluido
newtoniano, sendo a fase sdlida dotada de uma alta viscosidade.

A variag3o espacial muitas vezes existente na frag3o em
volume da fase K , glc » gera a necessidade de uma média a ser
adotada nas equagdes constitutivas. Desta forma a equagdo

constitutiva para o vetor tens3c a ser adotada é
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V(g u > V-Cg V D1 t
Y = Hy — % H, — o+ = C5.20
g =D 9,
ou
- - . %
g":‘l',‘mc = ,ux VngUK) 3 px v CgKVKJI + txx 5. 300

onde Mo é a viscosidade da fase K e t;u ¢ a tens3o viscosa n3o
incluida no termo Mo Vtgxux). expressa em coordenadas cartesianas

da seguinte forma

t = M % chvx> (5.31D

Substituindo t;x da eq. (5.31) na eq. (5.30),

o
luw = M VG * My g§ Cg V> — 3 K, V(g V. 1 C5.32>

Desenvolvendo o primeiro termc do lado direito da egq.

c5.a8d,

v-cE gt > =V |Cu Vnguxj] +

2
+ - E[,uk % cg V> -3u ¥ ngvxn]] (5.33

e considerando H constante,

2 _
v- [E[p" 8 Cg V) -—zu Vv CQKV‘C)i]] =
ax 2
= E [v 8 ,uKCgKVxD] v- [ 5 H, VCg V )1]]
2
= E 3 u. V'CQKVK)] sH Y [ 38 (g Vv 3]]
2 a"]
= E 8 |u, V- Cg V) - zu VCgVD>
= .59 1—u v-Cg V > 5. 34D
- A 2 K K K

Substituindo a eq. (5.34) na eq. (5.33

1
V-CE gxtxx) = V- [.}‘: M vch"'x)] + E %[ 3 M,V (ngxj] (5. 35



MUDANCA DE FASE EM LIGAS BINARIAS 100

Substi tuindo a eq. (5.3% na eq. (S.28> =

reorganizando,

8 Cpud + V-CpVuwd = ©- - v P - -
pu f=) b px VCgKuK)] v [EpKCVK \DCt.:'c u)] +

+ g_x ) 3 [1§ He V-CgKVK)— gxpx]] + pr % F”l (5. 36>

¥

ou fazendo

P— — 1 -
p = K}: [gxpx 3 M v ngvk)] C8.37>
a eq. (5.28) fica

3 Copuwd + V-CpVuwd = V- - v 2 - -
- pu CopVud v [E,ux VCgKuK)] v ['}(:pKCVK V)Cux u)] +

3

+pB +F ¢S.38)

%)

Para a determinagXfo da componente liquida na diregfo x
da forga devida & intera¢f%o entre fases, Fx » a zZona esponjosa é

considerada um meio poroso. Assim, da Lei de Darcy

_H
F K_L Cgu)d C5.39)

x
onde © subindice 1 refere-se ao liquido, K & a componente da
M
permeabilidade anisotrépica deste meioc na diregdo x , e u é a
r
componente na diregfo x da velocidade relativa entre as fases

liguida e sélida, ou seja
u = u - u C5.40>

onde o subindice s refere-se aoc sélido.
A hipétese de gque a fase sdélida nSo possui tensdes
internas e portanto n2o se deforma, € assim representada

matematicamente
Wgud =0 C5.41)
8 8

Para os préximos passos no desenvolvimento da eq.
(5.38) assume-se ainda que as tensdes viscosas resultantes dos

gradientes locais de densidade s3o despreziveis, ou seja
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v[ 2 ] =0 CS. 42
pl.

Também sfZioc empregadas as seguintes identidades

- (e
g, = [51] £, (5. 43>
e
£onn. =gy o=y (S.44>
L r s

O primeiro termoc do lado direito da eq. (5.38) pode

entfo ser desenvolvido da seguinte forma
V- [E H VCgKuK)] = V- [pl vchuL) + H, VCg-u.)] (5. 45>
Empregando a eq. (5.41) a eq. (5.45) se torna
v- L}(: H ngux)] = V- [ 1 CgquL + uLVgL)] (5. 46>

Empregando a eq. (5.43) a eq. (5.46) resulta em

7- [E M VCgKuKD] = V- ["‘L[[ gl]flwl + uLV[[ gl]rL]]] €5.47
Utilizando agora a eq. (5.42) tem-se
v- [E Hy VCgKuK)] = 9- [“l gl [f‘LV't.:L + u!.VfL]] (5. 48>
v- [.E‘ My VCgKuK)] = 9- [,.;L ELVCfL“'L)] C5. 49D
Fazendo uso novamente da eq. (5.41) resulta em
v- [E b VnguK)] = v [;.;L g.lv'u] 5. 50>

A Lei de Darcy, eqg. (5.38), pode ser modificada
empregando-se a eq. (5.43) e posteriormente a eq. (5.440
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F =HP ¢ u (8. 51)
o i 1 r
xpl.
F = MP ¢cu - u>d €5.52)
X (-]
prl

O segunde termo do lado direito da eqg. (5.38>
representa as forgas de inércia referentes as velocidades
relativas entre fases, ocorrendo somente na =zona esponjosa.
Entretanto a permeabilidade desta regifo ¢ normalmente muito
baixa, fazendo com que o termo referente a Lei de Darcy, eq.
(5.520, seja muito maior do que este, constituindo-se em motivo
suficiente para desprezia-lo.

Substituindo ent8o as egs. (5.850) e (5.52) na eq.
(5.38> obtém-se

e

8 Cpud + V-CpVud = V- [pl.

I

Vu] - KPP ¢u - o3 =
I

prl.

+ pr (5.53

¥

Observe-se gue na regifio liquida K,t tende aoc infinito e
P = P reduzindo esta equagl3o a forma classica da equagdo de
Navier-Stokes para fluidos newtonianos. Na regifio sélida Kx tende
a zero, devendo-se ent3o prescrever velocidade nula em todo o
sélido. No caso por exemplo da solidificag3o em lingotamento
continuo, prescreve-se a velocidade de deslocamento do lingote em
toda a regifio sélida.

Prescott et al., 1881, revisaram o desenvolvimento
desta equag8oc empregando mais argumentagldo matematica e menos
argumentag¢fio fisica, chegando a um resultado semelhante. E também
mostrado neste artigo que a equaglo de conservagio da guantidade
de movimento para o continuo obtida por Beckermann e Viskanta,
1888, através de médias realizadas nos volumes de controle é

equivalente & eq. (5.83), obtida através da teoria de mistura.
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CONSERVAGAO DA ENERGIA

A equagdo que descreve a conservagio da energia para a

fase K é obtida fazendo-se na eq. (5.13 ¢x = hx » J = -kaT e
S =E ., resultando
K K

gf Cpth) + VCp V. h D = V-CgKkKVTD + ngx C5.54D

onde & assumida a condigfo de equilibrio termodinAmico local, ou

seja, 'I‘x = T . O termo fonte éx representa a produgfo de energia
associada a fase K

Da mesma forma ja realizada nas equag®es de conservagfo
da massa e da quantidade de movimento, a obteng3o da equag3o de

conservagdo da energia para o continuc & feita somando-se a eq.

(5.54> para cada fase. Observando que ¥, ngx = 0 , obtém-se
K

g{ cg Exhx) - v-cE Ekvxhxz = v-cE g, k, YD (5.55)

Conforme Jj4 realizado na equag8o da conservagfo da
guantidade de movimento linear, o©o termo convectivo pode ser
decomposto na contribuig¢io devida aoc movimento médio da mistura e
na contribuigfio devida ao movimento das fases K em relaglo a

média da mistura, como segue

E e thK = pV¥h + E pKCVK- VDChK— hd (5.862

onde a entalpia da mistura é dada por

hesPoh =EPLh, C5.57)
K K

1
P

O somatério do termo temporal ¢é desenvolvido da

seguinte forma
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g_cz;uhx>=a_[pzp_xhx]
gt kK at K p
=82 szh]
at K
3 E =§_Cph) C5. 580
8t K at

Lembrando ainda gque a condutividade térmica da mistura
¢ dada pela eg. (5.8, a eq. (8.55 pode ser reescrita na

seguinte forma
9 Cpohd + V-CpV¥hd = V:-Ck VID - ©- [E p. CV — VOCh - h)] (5.8a
E K K K
Nesta equagfo a entalpia da fase K & definida como

T
= [ c dT + hz C5. 80D
(a]

onde e é o calor especifico efetivo da fase K, assim definido

Vh VChK- o
c & —= + — (8.861>
vT vT

e hz ¢ a entalpia da fase K no estado inicial.
Para um sistema bifAsico sélido-liquide a entalpia do
sélido, conforme pode ser visualizade na figura 5.2, €é avaliada

através da eq. (5.60) como segue

h =cCT -TD> + h° (5. 62>
e =2 o s
assumindo gue T; =0 e h: = h°|T =0, a eq. (5.628) reduz-se a
(o]
h =c¢T (5. 63

A entalpia do liquido pode ser escrita como

h =c¢cT +h +c¢CT ~-TD C(5.64>
1 ® e f L o
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onde T; € a temperatura eutética e hf & a entalpia de fusZo, ou

seja,
h = Ch - h.DI.I.:T CS: 85)

A fim de eliminar a temperatura comc uma variavel

dependente explicita na eq. (5.853), isola-se VI na eq. (5.861),

& k__ (5. 66

c
K

Vh  ¥Ch - hd
VT = —
Cc

R

e substitui-se esta expressfo de VI na eq. (5.58), obtendo

8(ph)+V-CpVh)=V[k ]+v["VCh-h>]+

at
—VE:pcv- YOCh - h)] C5.67
h A
=
| |
NS SO
i :
|
0 Te T
sélido_| liquido _

Fig. 5.2 Diagrama h x T para uma substancia
binaria sdélido-liquido

Observe-se entretanto que a temperatura segue sendo uma
variadvel do problema, agora implicita, pois esta presente na

definigd3o da entalpia da fase K , eg. (5.60D.
Desenvolvendo o utltimo termo da eqg. (5.67) tem-se
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v- [E pKCVK—- VDChK— h> V'p[f‘.CV-- V)Ch‘— hd + chvl_ V)Chl- h)]
vV -

] i

VCh - h) + C£ V- £ VOCh —h)]
e L L L 1

=V-p[fCV—V)Ch-hD+CV—fV —f‘VDCh—h)]
e = ) e 8 L L

Il

V'p[f V- Vo2Ch — hd —fCV - VOCh - h)]
s 8 e =) s L

- [pf CV = ¥ aCh.— K )] (5.88
e e ¥ a

substituindo a eq. (5.68) na eq. (5.67) e fazendo por

simplicidade K = s, resulta em

8 Cphd + V-Cp¥Yhd = V- [’i Vh] + - [-k— VCh - h)] +
— C C -]
at s =

- V= [pf CV - ¥V DOCh - h )] (5.68
& e L e

O dltimo termo desta equag¢3o representa o fluxo de

energia associado ao movimento relativo entre fases.

CONSERVAGXO DE ESPECIES

A equagZo de conservagiio da espécie a na fase K é

obtida fazendo-se na eqg. (5.13> ¢ = & ’ 3% = -p. D vr =
K K K K K K
s* =M%,
K K
3 CpfH + vV EH = Vot DOVH + g M C5.70)
3 K K K K K K K K K K

onde M: representa a produgdc ou destruigdo da espécie a na fase
K., e D: o coeficiente de difusfo de massa da espécie a na fase
K .

A equac¢i3o continua de conservag3io da espécie a & obtida

somando-se a eq. (5.70) para cada fase. Obser vando que
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b gKMa = O , pois a produgfo ou destruigfo da espécie a na fase K

K
K
precisa necessariamente estar acompanhada da destruig3o ou
produgic da mesma gquantidade desta espécie em outra fase,
obtém-se

3 CE pr:) + v-cE PV LD = v-cE pf DOVEDD €5.71)

&

Da mesma forma ji4 adotada nas outras equag®des de
conservagdo, o fluxo convectivo da espécie a pode ser decomposto
numa parte referente a2 média da mistura e em outra referente ao
movimento das fases K em relagdo a média da mistura, como segue

a _ a — _ a
E PV o = pVro + E PV — WCfo % 5. 72>

onde a concentragfo da espécie a na mistura ¢ dada por

ol — .o a
= = : 3D
f E Pkfk E foK (S

I

Substituinde a eq. (5.72) na eq. (5.71) e tratando o
termo temporal conforme Jja foi feito nas outras equagdes de

conservagio (ver por exemplo eq. (5.58)), tem—-se

3 CpfD + V-Cpvt®D = V(Y pof DD - v | BV - wer? - f‘OLJ]
IC % K K K K K K

C5. 74>

Particularizando novamente para uma mistura binaria

sélido-liquido, a difus3o de massa no sélido &€ desprezivel se

comparada & difusZo de massa no liguido D% << D?) . Empregando
a
também a identidade
urt = ve® 4 vced - 2D 5. 75>
© primeiro termo do lado direito da eq. (5.74) pode ser

desenvolvido da seguinte forma

v-Cy prD:Vf:) v-cPle‘L’br‘f‘)
K

V- CoDVED + V- [pDvcr‘f‘ - r“)] (5. 76
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onde

D = fLDf' 5. 77

O segundo termo do lado direito da eq. (5.74) pode ser

desenvol vido como segue
— a
v [1}2:,;->ch.4"c VaLe = f"‘)] =

= V-plf cv - % 5 + rev.- werd- f“)]
s 8 e L 1 1

l.

= V-plf cv- wee® 9 + cev- £ erS- r“)]
s 8 e P L 1

"

= V-plftcv-wer® £S5 +¢cv - V- frwvcrd- f")]
s e ™ e 8 L 1

“

= V-pff ¢V - % £ - £ v - werS- r")]
) s s e = L

“

V- lpof €cv - v 3¢ £ C5. 78>
s s L s

Substituindo as eq. (5.76) e (5.78) na eq. (5.74),

tem-se

8 Cof?® + V-Cpvt™D = v.cppur™ + ©- [pDVCff‘ - f“‘)] +

at

-9 [pf cv- v der9- r"‘J] CS. 70

= s 1 s
Os primeiros dois termos do lado direito desta equagio
representam o fluxo lfiquido difusivo da espécie a . O dltimo

termo representa o fluxo de espécies devido ac movimento relativo
entre fases.

E importante observar que no caso de misturas binarias
¢ suficiente resolver a eq. (5.80) somente para uma espécie, uma
vez que

=1 ¢5. 80D
o
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RELAGCOES COMPLEMENTARES

O fechamento do sistema de equa¢®es de conservagfo que
governam o problema, egs. (5.18), (5.83), (5.868) e (5.78), reqguer
relag®es complementares para a determinagZoc da frag3o em massa de
uma fase na mistura, fk » assim como a sua composigfo f: :

Para um grande numerc de aplicag®es préaticas em
sistemas binarios, pode-se assumir a hipétese de equilibrio local
de composigd3c na interface entre as fases. Isto n3o impede
entretanto a existéncia de gradientes de composig¢io entre as
fases, implicando na realidade em que a resisténcia ao transporte
de constituintes através da interface seja desprezivel. Sob estas
condi¢Bes pode-se relacionar o continuo e a composigfic das fases
com a temperatura, através de um diagrama de equilibrio de fases.
Unm exemplo deste tipo de diagrama para uma mistura binaria com
fases sélida e liquida é mostrado na figura 5.3

Em conformidade c¢om o diagrama da figura 8.3 a

conservagdo da espécie a pode ser expressa comc segue

2 = p* 4 5 22 ¢5.81)

f+£ =1 (5.82>

Substituindo esta equagfio na eq. (5.81) obtém-se outra

express3o para f. ’

o

F B —— CS. 83D
ol
L
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Fig. 5.2 Diagrama de equilibrio de fases para
uma mistura binaria sélido-liquido

No caso da opg8oc de trabalhar com o diagrama de fases,
¢ conveniente definir uma razZio de partig¢io das fragdes em massa

do soluto a , entre as fases sdélida e liquida, como segue

(5.845

g

I
X1
~Qj® D

Na condigZo em que o soluto a tem solubilidade limitada
na fase sélida Kp < 1. No caso limite onde a solubilidade de a é
igual nas duas fases Kp + 1, a mudanga de fase ocorre a uma
temperatura discreta, nfo existindo portanto zona esponjosa.

Aproximando a peguena curvatura das linhas do diagrama

de equilibrioc de fases para retas, a eq.(5.83) pode também ser

expressa da seguinte forma

1 B Tuq
L S rEEr=T 5. 85
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onde T é& a temperatura local, Tu ¢ a temperatura do liquido
q

correspondente a fa. e T“ ¢ a temperatura de fusZc da mistura

para £ 50, B possivel ainda através das eqs. (5.81) e (B.84)

relacionar as composig¢®es das fases e da mistura, resultando

o _ Kp a

F o & [1 +f CKe - 13] f £3/880
e

o _ 1 o

¥y = [1 ¥ T ke - 1)] f €S.87

Quanto & permeabilidade da regifc bifisica, levando em
conta a necessidade de considerar a morfologia da zona esponjosa,
bem como a sua variag3o ao longo do processo de mudanga de fase,
Bennon e Incropera, 1887, sugerem a equagfio de Kozeny-Carman Cou

Bl ake—KozenyD,

gl.
K =K =Ko |———— (5. 88
X 2
€1 - gD

onde Ko é uma constante gque depende da morfologia da zona
esponjosa. Na regifo sdélida g, = O e portanto K = O . Na regio
liquida & = 1 e portanto K » o . Entretanto segundo Bird et
al., 1860, a eq. (5.88) & valida de um modo geral para g, < 0,5

Sendo assim ¢ desejidvel o© emprego de uma correlagio mais
adequada, Jj4& gque no caso da simulagfoco de um processo de
solidificagio tem-se g, variando desde gl =1 ateé g, = 0. Para
uma dicussfo mais detalhada do escoamento na regifio esponjosa
sob o ponto de vista dos meios porosos sugere-se, por exemplo,

Kaviany, 1892.
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5.2.1 METODO DE SOLUGCXO

As equagdes (5.18), (B5.853), (5.89) e (5.78) sX%o agora
discretizadas segundo © método dos volumes finitos, conforme
descrito por Patankar, 1980. E também empregado o seu algoritmo
de propésitos gerais para a solugdoc do sistema de equagdes
algébricas resultante.

Observe—-se que todas as equag@es foram desenvolvidas de
mode a poderem ser escritas para a wvariavel genérica ¢ ,

referente & mistura sdélido-liquido, na seguinte forma padrio

8 Cpgd + V-CpVgd = V-CI

¢V¢D + 8 (5.8
at

@

Integrando esta equagic em um volume de controle tipico

parcialmente solidificado como © mostrade na figura 5.4 , no
sistema cartesiano de coordenadas, em duas dimensdes, e
introduzindo o coeficiente de relaxag3o o , obtém-se [Patankar,
19801

@%w | (Ox)e

(9y)s T (Sy)n

Fig. 5.4 Volume de controle parcialmente solidificado

“*
¢, €5.00

Qlw
v

¢p =age * aw¢w z an¢n e, th C

Qlu”

onde
a =a +a +a +a +32—SprAy €5.01>
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a =D + [-F , 0] (5.82
E [ o
a =D +I[-F, 01 C5.83
W w
a, = Dn + [—F“. 0] C5.84>
B, - D. [—F‘.. 01 C5.85)
o
AxcA
IO Y CS. 08
P At
- 0,0
b = SchAy + ar¢p c5.87
l"GA
ey @
D, = & (5.08
-
l"vA
W
W
rhAh
™
I‘BA
a2
FK’¢.= Cpfxuxmg C5.102
F = Cpof u A CS.103
K,w K K W
F:c,n= Cpf‘xva)h CS5.104D
F = Cpf v A C5.105>
K,s K K -]

Nesta metodologia o© termo fonte ¢ linearizado da

seguinte forma
S, =S _ + S ¢ C5.106D

Os termos do tipo [a,bl] significam que é assumido o
maior valor entre a e b . O superindice o refere-se ac valor da
variadvel ¢ no intervalo de tempo anterior ac que estid sendo

resolvido, enquanto que o© superindice # refere-se ao valor da
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variavel ¢ na iteragl3o anterior.

Nas definig®es dos fluxos de massa F estes s3o
generalizados através do subindice k , podendo assumir os valores
da prépria mistura de fases, puro sélido ou ainda puro liquido
[Bennon e Incropera, 1988]. O principio da conservacgfo da massa

estabelece que na interface de um volume de controle
F ., +F, . =F C5.1072

Nos problemas gque nZo envolvem mudanga de fase o termo
fonte S‘p abriga usualmente os termos referentes ao gradiente de
press3o, forgas de corpoc e surgimento ou desaparecimento da
variavel ¢. Além destes, na presente formulagiio também sHo
incluidos no termo fonte as parcelas referentes ac movimento
relativo entre as fases, a mudanga de fase e ao escoamento
através da zona esponjosa.

Observe—-se que na equagdc da energia, eq. (5.68>, o
termo difusivo n3c tem simplesmente a forma -F¢V¢ . O fluxo

difusive completo, I°, ¢ o seguinte

P~ %o - ek - w5 5. 108
C. C. -]

De maneira semelhante o termo convectivo nfio tem mais a
forma padr3o pV¢ . O fluxo convectivo completo, Jc. ¢ o seguinte

c = — —_—
J~ = pVh + pf.CV V.)Chl h.D (5.109

O segundo termo do lado direito da eq. (5.108> e também
o da eq. (5.108) sd3o alojados no termo fonte. O mesmo ocorre com
a equagio da conservagio das espécies, eqg. (5.70D.

Como consequéncia desta decomposigio dos fluxes a
adog8o dos esquemas "power-law', exponencial e hibrido [Patankar,
18801, para a interpolagfo da variavel dependente nas faces dos
volumes de controle, baseados no ndmero de Peclet da mistura
sélido-liquido (Pe= pu:é:o/l"¢) podem gerar resultados fisicamente

inconsistentes. Deve—-se entio adotar o numero de Peclet associado
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a fase K
u &x
Pe = -p-‘-fT,-E— €5.110)

De um modo geral, para sistemas do tipo sélido-liquido
os numeros de Peclet associados a4 conservagfo da guantidade de
movimento e de espécies sf3o suficientemente grandes, de modo a
gerar bons resultados com o© esquema "upwind'". Entretanto, na
equagio da conservagdo da energia este esquema tende a gerar
transportes difusivos de energia térmica maiores do que os reais,
mesmoc que fisicamente consistentes. Este problema & mais
pronunciade no caso de substancias com alta condutividade
térmica, o que causa nUmeros de Peclet da fase pequenos, como por
exemplo nos metais.

Quanto ao problema da difus3c numérica, deve-se ter
especial cuidado nos testes de refinamente da malha para a
solug8o da equagfo de conservag8o das espécies, uma vez que o
numero de Peclet associado a esta equag3o ¢ bastante alto.

A integragio do termo fonte S¢ da equagiSoc genérica

(B.88) ¢é realizado ao longo do volume de controle mostrado na

figura 5.4 , como segue

S = J: J: Sy dxdy = CS_ + S 8> AxAy €5.111)

Colocando nesta forma o termo referente a equagdo de

Darcy na equagiioc da conservagio da quantidade de movimento, eq.

5.53), tem-se

2 = - P cu - ud Mxay = CS2° 4 S%ud AxAy €5.112)
K:u'pl.
onde
S = BP o C5.113>
(o g ]
upl
T w - P €5.114>
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Nas equag®es de conservagio da energia (5.68) e das

espécies (5.78), tem-se termos difusivos da forma
s® = v-crow (5.115>

onde a variavel y representa Chs— h) na equag8o da energia e
Cf?— £% na equagio das espécies.

Una vez que a eq. (5.118) representa apenas uma parte
do fluxo di fusivo, estes termos fonte s3o discretizados
considerando-se uma variag¢fo linear da variavel yw de um volume de

controle para outro, assim

A
5% Axay = ). ] 7 crow dxdy
=T e ial
. o_(rov [ [ 2 fr2v
“Je Je E[r?&] dxdy + oﬂ)’rt?y e
rT -
- 163 - 63 ) - L6 - (3 )=
“ell e W " n o d e
r A r A
= e e _ - v oW _ &
3% [""z V’,.] 3S) ["’p "’w]
e »
r A r A
F oo - - = 2 ly—vy
Téy> [’*’u ""p] 3%) [, s]
n a8
& DewE+ Dv:,uw-f- D“WN+ Dﬁws— CD°+ Dv+ Dn+ Dﬁ:)wP (5.116>
ou, usando w da iteragfio anterior inclusive noc ponto P , o que

implica em gque Sﬁ =0 ,

1

* > * * e
e _y[ GWE+ Dvww+ DhyJN+ Dnyls—- CD°+ Dv+ Dh-i- Dn)wP] €8.117>

A parte convectiva do termo fonte destas mesmas

equacdes tem a forma genérica
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s = -9 [,of'.CV - V. 3Co - qb.)]
= = Q- [p(f‘ﬁ¢>l = f'¢g)CV - Va)] C5.118)
substituindo na eq. (5.118) a relagio - f.¢>° - f‘L¢>l- ¢ , resulta
em
c = =1 — - — —
s = -9 [pCf‘.gbl + £¢ — PV v.::]
= -9 [pc¢l = PCVY = V.D] (s5.11

Obser ve—-se que s® & diferente de zero somente na zona
esponjosa, Jja que na zona de purc liquido ¢ = ¢1 e na zona de
puro sélido V =V

-]
A identidade

- qubL— PCY - V-) = pV¢ - Cpfava(ﬁ. + ‘oflv1¢1) (5.1200
permite exprimir sda seguinte forma
C

L et ut® gy ¢5.121)
m s L

onde © subindice m refere-se & mistura sdélido-liquido, sendo

empregado aqui apenas para diferenciar de s®. Ainda

s = V-Cpvpd ¢s.122
m
e
c — -
Sx =V Cpfxvxqsxj 5.123
Integrando a eq. (5.121) ac longe do veolume de controle
da figura 5.4 , tem-se

™
_[ I V-CpVgd dxdy
a -

LT efoed) oo < I Sy s

§chAy
m

)
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[((e) - (ee) Jor = LL((ove), - (ove) )

e v n s
= CpuAD.tp.— Cpudd v¢v+ vaA)nt#h— vaADa¢.
= F.qb.- FU¢U+ F‘“¢n-— F‘-¢. (5.124>
ou, usando ¢ da iteragfio anterior e observando gque Sf =0,

1
AxAy

—C - 5 w u
g = CF ¢ - F ¢ +F ¢ —F ¢ €5.125)

Adotando o esquema "“upwind" ,

g = 2 (fF, 0 + [-F, O + [F, O] + [-F , 0]):35. +
m AxcAy @ i w & n & = .F
- [—Fe. 03¢n:_ [F‘v. 0]¢>w— [—Fn. OJ¢N— [F.. Oqus (s.1286>
Finalmente, para os termos referentes as fases K,
.. i . * - #
gcx T AxAy CFx.o¢x.¢ FK,U¢K,U+ Fx,n¢x,n Fx,a¢x,n) Sl

adotando o esquema "“"upwind'" obtém—-se uma equagfo semelhante a eq.

(8.1262>, e colocando na forma da eq. (5.1213,

& =B LB 4 §f > CS. 128>
m
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5.3 ANALOGIAS ENTRE LIGAS METALICAS E SOLUGBES AQUOSAS

O fendmenc da solidificagfo em ligas metilicas nZo
eutéticas envolve mecanismos de difus3o de calor e massa, gque por
sua vez podem causar correntes convectivas. Somando-se a
isto a possibilidade da ocorréncia de uma regifio esponjosa entre
as regides de puro sdélido e puro liquido é facil concluir que
trata-se de um fendmenoc de grande complexidade. A fim de melhor
compreender estes mecanismos varios pesquisadores tais como Mc
Donald e Hunt ,18968, Szekely e Jassal, 1978, Christenson e
Incropera ,1888, Braga e Viskanta, 1980, entre outros recorreram
a solugdes aquosas. Isto deve-se ao fatec destas solugdes, tais
como NH«4Cl-H20, NaCl-H20 e Na2C02-H20 solidificarem em forma
dendritica, a temperaturas préximas a temperatura ambiente e
apresentarem boa transparéncia, permitindo assim a visualizagio
ao longo de todo o processo.

Em 1980 Neilson e Incropera simularam a solidificag3o
de uma solugdo de cloreto de amdnia-agua resfriada pela base. O
objetivo foi o de mostrar a potencialidade do modelo criado por
Bennon e Incropera, 1987, para a simulagfio da mudanga de fase em
sistemas binarios sdélido-ligquido. Nesta simulagioc a modelo foi
capaz de prever a formag8c de macrosegregagdes do tipo canal
vertical, objeto da preocupagdo dos metalurgistas na
solidificag3o de ligas metalicas.

Entretanto a2 analogia entre solugdes aquosas e ligas
metAdlicas n3o é total ja4 que, conforme observaram Prescott e
Incropera, 19891, o ndmero de Prandtl das solugd®es aquosas (Pr = 8
para NH<Cl-Hz0> ¢ geralmente muito maior do que o das ligas
metilicas (Pr = 0,02 para Pb-Snd.

Outra diferenga relevante reside no parametro N , que
mede a importéncia relativa entre o© empuxo originadeo por
gradientes de concentragfo e aguele originado por gradientes de

temperatura, assim definido
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B ar

N = -2 €5.120)
A AT

onde {?- e ,G’T s8o os coeficientes de expansfo missico e térmico,
respectivamente, e £% & a fragfo em massa do soluto a na mistura.
Na sclugfo NH«4Cl-H20 N = -1,4 , enguanto que na 1liga Pb-Sn
N = -14

Deve—-se observar ainda a existéncia de uma diferenga
significativa entre a permeabilidade do meio poroso formado pela
regifo bifasica nos dois casos. A permeabilidade, conforme pode
ser verificado na eq. (5.88), & fortemente dependente de 9,
Cfragfio em volume do liquido na regifio bifasicad. Como a curva de
variag3o de g, desde g, = 1 Cpuro liquido) até g, = O Cpuro
sélido) & diferente nos dois casos, a permeabilidade também o &

O exposto até aqui mostra gque deve-se ter muita
prudéncia ao tentar tirar conclusBes aplicaveis a ligas metalicas

a partir de experimentos com solugdes aquosas.
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& MODELO EM DUAS FASES PARA LIGAS BINARIAS

6.1 INTRODUCAO

No modelo continuco ou de mistura apresentade no
capitulo =] [ Bennon e Incropera, 1887] as equagdes s3o
inicialmente escritas para cada fase separadamente e logoe apds
somadas, constituindo-se a partir deste ponto num modeleo de
mistura. Modelos deste tipo s3oc chamados modelos de uma fase.
Este procedimento carrega consigo a impossibilidade de um
tratamento detalhado da interface sélido-liquido, uma vez que ela
virtualmente desaparece no momento em que as equagBes s3o
somadas.

Os modelos de mistura assumem forgosamente a hipdétese
da existéncia de equilibrio termodiniamico. E perdida assim a
possibilidade de tratar adequadamente as resisténcias
interfaciais, tanto térmicas como massicas. Em outras palavras,
ao discretizar o dominioc em volumes para a solugfo do sistema de
equagdes, nos volumes em mudanga de fase € assumida a hipdtese de
que 'I'L = 'T‘a . A prépria temperatura da interface nem mesmo consta
na formulag3o.

Os modelos em duas fases, contrariamente, ao tratarem
separadamente cada fase, admitem um equacionamento formal da
interface. A hipétese de eqguilibrioc termodinAmico n3o mais

necessita ser adotada. Assim, nos volumes que contém a interface

entre as fases liquida e sdélida, 'I'L = 'I's = Ti, 5 sendo T_‘ a
temperatura da interface. Observe-se que na prépria interface,
11 =T =T, o que €& chamado equilibrio termodinamico local.

a L

Quanto a morfologia da interface sdélido-liquido, esta
pode variar desde totalmente plana até a complexa forma
dendritica. A determinagZo desta morfologia depende da adog3o de
um modelo capaz de descrever a estabilidade da interface.
No livro texto de Kurz e Fisher, 1886, por exemplo, encontra-se

um equacionamentoc relativamente simples para este fim. Neste

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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modelo € adotada a forma eliptica para as estruturas, conforme é
mostrado na figura 6.1 . A figura 6.2 mostra diferentes formas

interfaciais para o caso da liga Al-2%Cu. Na construgfo da figura

foi adotado um gradiente térmico na interface, do lado do
liquido, de 10 K/7mm . S3o plotados o espagamento dendritico
primario, l‘ » ©€ o raio de curvatura das estruturas formadas,
R = bva , em funcZc da velocidade de avance da interface. A

interface assume uma forma plana para baixas velocidades de
avango da interface, passa por formas celulares, posteriormente
dendriticas e retorna novamente para a forma plana quando grandes
velocidades de avango da interface s3o alcangadas. Naturalmente
as microestruturas, e consequentemente as propriedades fisicas
resultantes da liga variam para cada velocidade de avango da

interface.

Fig. 6.1 Forma eliptica adotada para a interface
no modelo descrito por Kurz e Fisher

No crescimento de cristais, tanto pelo método de
Bridgman como pelo método de Czochralski, ocorrem interfaces
planas. Na fundigfo predominam as formas celular e dendritica. Na
soldagem pode ocorrer desde a forma plana até a dendritica. Uma
discuss3o mais pormenorizada associada a tal assunto & encontrada
em Battle, 1892.

No caso de uma solidificag8o direcional onde a extragdo
do calor ¢ realizada pela base, n3c existe a possibilidade da
ocorréncia de correntes convectivas. Da mesma forma se o

componente de menor densidade da liga scolidificar numa raz3o
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maior do que o de maior densidade, nfo existe a possibilidade da
ocorréncia de gradientes inversos de densidade que possam
desestabilizar o sistema, dando origem a correntes de convecgfo

natural.

102} §
E 1
E
x
~<
104
-
10 Al - 2wt% Cu
Ve G =10 K/mm S
i i ~
=iy 2 ) =
Vimm/s)

Fig. B.2 Morfologia da interface segundo Kurz e Fisher

No final da década de 70 e inicio da de 80 alguns
pesquisadores concentraram esforgos no model amento da
solidificag8o direcional. Os exemplos mais representativos deste
esforgo, para o caso de metais puros, s8o os trabalhos de Garcia
e Prates, 1878, Garcia, Clyne e Prates, 1979, Clyne e Garcia,
1680, e para o caso de ligas os trabalhos de Clyne, 1882, e
Clyne, 1984. Nestes trabalhos as ligas s3o abordadas sob o ponto
de vista térmico, n3c sendo portanto tratado o acoplamento dos
problemas térmico e massico.

Uma vez discutidos aspectos tais como modelos de
mistura e modelos em duas fases, equilibrio termodinamico,
morfologia da interface e natureza da extragio do calor, passa-se

agora a descrever um modelo pormenorizado e eficiente do ponto
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de vista computacional, para atacar a transferéncia de calor e
massa em ligas metalicas. Trata-se de um modelo em duas fases,
aplicavel a situagdes com interfaces plana ou celular, para o
caso da solidificag8oc unidirecional onde os mecanismos de

transferéncia de calor e massa sfo difusivos.

6.2 PROBLEMA TERMICO

No gque segue considera-se que o calor seja removido
pela base, conforme mostra a figura 6.3 . Admite-se a existéncia
de uma resisténcia térmica pega-molde, incorporada ao coeficiente

global de transferéncia de calor U.

Liquido

Interface

3 < Sslido .

| Tse

q\u
Te d

.—-—————-—-ﬂ.}

P

Fig. B.23 Modelo fisico do problema

A conservagfo de energia térmica para o sélido pode ser



MODELO EM DUAS FASES PARA LICAS BINARIAS 125

escrita, no sistema cartesiano de coordenadas, da seguinte forma

2 cT - 2 k 2 [W/m® CB.1d
at P. 8 8 - “dy s 8y “m-) ’
e para o liquido,
aT
a _ @ ! 8
-5-{ [ plclTL ] = -—-, [ kL --—5 ] [W/m ] C(B.2d

Com o objetivo de utilizar nas egs. (6.1) e (6.2) a

entalpia, define-se a entalpia da fase K como

T
s =]
h, = _|' cde & 6.3
(=]

onde o f{ndice "o" refere-se A origem arbitrada. Assim, a entalpia

da fase sdélida €& avaliada da seguinte forma

h =eCT~-T > + h® CB. 4D
-] a (=] [ ]

Assumindo que h: = haIT =0, a eq. (6.4) reduz-se a
o

h =cCT-T D> (6.5
8 - ] (=]

De forma similar a entalpia do liquido pode ser escrita

como

h =c¢C T
-] a

! il To D + hf + ch TL- Tl.i. pj (6.6

o q

onde 'I‘l ¢ a temperatura correspondente 4 linha de liquido no

igq
diagrama de equilibrioco de fases da liga, para a concentraglo

inicial do liquido, e Tﬁo € a correspondente temperatura sobre a

L
linha de sélido (ver figura 6.4). Observe—-se que uma vez assumida
a existéncia de equilibrio termodinamico local entre as fases,

= 3 'I'Liq » conforme pode ser visto no diagrama mostrado na

figura 6.4 . Como ¢ usual na abordagem do tema, apenas por

simplicidade, as linhas do diagrama sZo aproximadas por retas.
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O calor latente de fusXZo ¢é representado por h; . Em

termos de entalpia,

h =h.m-h. (6.7

onde o subindice "i" refere-se 4 interface.
Reescrevendo ent3oc as eq. (6.1) e (6.2) em termos de

entalpia obtém-se, para o sélido

a a K e ahs 8
Et.__ [ plha ] = g cg ay [W/m ] (6.8
e para o liquido
k. &h

a a L ! a
o = e (6.9
13 [ plhl ] 3y [ <, 3y ] [W/m]

Tw _

T Estado Inicial

Toor=Tiigh /Liquid
lido \
\(1 N 7\

|
|
|
Tel 1\ 5 d
|
|
|
B
|
|

Tor

|

o
2
]
B ———

Fig. 6.4 Diagrama de equilibrio de fases do
tipo de liga binaria em questi3o

A fim de gerar mais subsideos para a determinag3o das

entalpias na interface, hi e hu , realiza-se nela um balango de
L
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calor. Na auséncia de qualquer fendmenc associado A& instabilidade

no momento da nucleag3o, pode-se escrever que

k &h k éh
dé L L _ s s
Pl at * c, O |y=6 “c_ 3y |y=6 A

onde d&é-/dt é a velocidade de avango da interface.
Como condig@®es de contorno e inicial para o sdélide
tem-se, conforme as figuras 6.2 e 6.4 , convertendo as

temperaturas em entalpias com base no calor especifico do sdélido

a pressdo constante, c_ » que
ww Fp =x emy =0 1 t €6.11>
q cg o - y = e gualquer .
h. = h.i. em y = &CtL) e gqualquer t cB.12>
h =h emt =0ey =0 (6.13
s sol

Assume-se para a condigfo de contorno 6.11 que o
coeficiente de +troca de calor, U, seja conhecido. Neste
coeficiente s8c levadas em conta tanto as resisténcias térmicas
associadas ao molde, como a resisténcia associada a4 troca de
calor por convecgido com © meio externo. Nio ha aqui nenhuma
inteng3oc de analisar com profundidade o problema da resisténcia
térmica variavel pega-molde, Jj4 comentado nas seg¢gBes 1.2 e 4.4
desta tese.

Na condig8o inicial 6.12 assume-se que t3o logo a liga
seja vazada no molde a solidificag3o inicia junto a sua base. O
desuperaquecimento do liquido em contato com a base do molde,
local por onde © calor € retirado, ¢ imediato. Desta forma a
entalpia do estado inicial, ou de vazamento, €& reduzida de h:
para hl.i.q . Logo apés, na scolidificagd3oc propriamente dita, a

entalpia & novamente reduzida de hl' para h.O Estas entalpias
iq

1

s%c as correspondentes as temperaturas Tx v Tuq e T.ol. no
diagrama de fases da liga, mostrado na figura 6.4 .
Como condig¢gB®es de contorno e inicial para o liquido

tem—-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,
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ah

L
F o =0 em ¥ = H e qualquer t C6.14>
hL = hli em y = 6(t) e qualquer t (6.15>
hL= hI emt = 0e y > O C6.16d

A condig8o inicial 6.16 especifica que todo o liquido
esta na entalpia inicial, ou de vazamento, com excessfo daquele

que solidifica junto ao molde Cy = 0), conforme ji4 foi comentado.

6.3 PROBLEMA MASSICO

A conservagdo da massa do componente a da liga na fase
sélida é descrita pela seguinte equagio
ol
af
a a _ @ ol s a

onde P, é a densidade da liga na fase sdélida, ff ¢ a fragfo em
massa ou concentragfo do componente a na fase sélida da liga, e
Df é a difusividade miAssica deste componente na fase sélida da
liga.

De forma similar, para o liquido

a

a _ 8 ot L a

3 ®

As ligas ou misturas tratadas nesta tese s3o binarias,
ou seja, s%o compostas por um solvente e um soluto. A partir
deste ponto assume-se que o componente a a gquem se referem as
eq. (B.17) e (6.18 ¢é o soluto, deixando-se portanto de
referenciar este superindice.

O balango de massa na interface, para gerar mais
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subsfideos na determinag3oc das concentragdes, f e fr. pode ser
sSL 1

expresso pela seguinte equagfo
af af

_ dé___ L )
Py [ i fnL ] dat ~ FKDR 3y |y=6 * 2By ay |y=& €. A80

Como condigBes de contorno e inicial para o sélido

tem-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,

af

aya =0 em y = O e qualquer t (6. 20D
i‘a = f-L em y = &C(tL) e qualquer t (B6.21>
fa = Kp fI emt =0e y =0 6. 22

A aproximag8oc das linhas do diagrama de fases por
retas, conforme jA foi comentado, incorre num Kp constante Craz3o
de partig8oc entre as fases, definido na eq. (5.842), para uma
certa liga.

Como condig8es de contorno e inicial para o liquido

tem—se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,

af
et 1o Y emy = H e qualquer t 6. 23>
3y
fl = flt em y = 6(t) e qualqgquer t (6. 24D
. = emt =0ey > O CB. 25D

A formulagfo do problema estid agora terminada, e se
constitui em quatro equag¢g®es diferenciais acopladas. As condigdes
de balango na interface sélido-liquido, onde ocorre a mudanga de
fase, incorporam as descontinuidades de fluxo de calor e de
soluto conforme as eqs. (6.10) e (6.19). A seguir sera explorada

a metodologia de solugio do problema.
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6.4 METODO DE SOLUGZAO

O problema em consideragfo nfo possui solug¢Zo analitica
e desta forma a solug3o € obtida numericamente.

A discretizag8o das equagBes diferenciais (6.8), (6.9,
(B6.17> e (6.18>, bem como a sua soclugfo, ¢ obtida através do
método dos volumes finitos [Patankar, 18801].

A integrag3o destas equa¢g®es ao longo de um volume de
controle que contenha somente sélido ou somente liquide é
realizada da maneira usual, conforme Jja explorado em
capitulos anteriocres, nSc sendo por esta razfo aqui descrita.

Concentrando agora a discussfo num volume de controle
que contenha a interface sdélido-liquido, denomi nado volume
interfacial, existem dois procedimentos distintos para a
abordagem do problema.

No primeiro deles escolhe-se um incremento de tempo
adequado At, calculandeo a seguir © avango da interface a cada

incremento . Este procedimento é ilustrado na figura 6.5

L

L i It +At
A ety

S
y S

Fig. 6.5 Solidificagfoc de uma frag3o do volume de
controle a ser determinada, para um dado At
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No segundo, contrariamente, uma vez escolhida a malha
para a soluglo do problema, passa-se a calcular o incremento de
tempo necess&rio para a solidificagZo completa do volume de
controle que contém a interface. A figura B.8 mostra este

procedimento.

t +At

y

Fig. 6. Solidificag3o completa de um volume de controle
num intervalo de tempo a ser calculado

O primeiro procedimento foi implementado e testado ao
longo do desenvolvimento desta tese. Entretanto ele n8o foi
adotado em fungio de problemas associados a eficiéncia numérica
do esquema. A necessidade de resolver as fra¢gSes sélida e liquida
dentro do vol ume bifasico retarda significativamente a
convergéncia, que tem gque ser alcangada a cada incremento de
tempo. Considerando que os incrementos de tempo precisam ser
pequenos, especialmente nos momentos finais da solidificag3o de
cada volume bifasico, o tempo computacional exigido para uma
solug8o completa €& bastante alto.

O segundo procedimento foi o adotado, e juntamente com
a metodologia proposta resul tou em tempos computacionails

relativamente pequenos.

A fim de n3c incorrer no fato gerador do excessivo
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tempo computacional do primeiro procedimento, calcula-se aqui os
valores das variaveis junto A interface, prescrevendo-os em
seguida para todo o volume interfacial. Para fins de cAlculo, a
interface é assumida entZo como estando, ao longo do intervalo de
tempo At, estacionada no centro do volume bifasico conforme
ilustra a figura B6.7. Nesta figura pode-se observar a
decomposi¢io do dominioc nas partes sélida e liquida, assim como a

relag3o de cada fase com a interface.

__?;_ﬁ_

L
{7 L
Ayl A= hifi AL
r-"\-u—-l""‘-_..-"-\—-_f“\-_ﬂ'
ayrl i, fii
S S
| | | I
YN S I 1 |
! I IS |
| | | I
I [ [ [
Fig. 6.7 Decomposiglo do dominio em cada
fase e relagio com a interface
Uma vez calculada a concentrag3o do liquido junto a
interface, fl‘ s tira-se através do diagrama de equilibrio de
19
fases a sua entalpia, hu . Note-se que da definigioc de Kp ,

eq. (8.84) , f =Kp f , edaeqg. (6.72, h . = h -h
si Li ai i f
Do exposto até aqui conclui-se que as duas variaveis
fundamentais a serem buscadas ao marchar-se no tempo s3o fu e At.
Isto é feito a seguir, através dos balangos de calor, eq. (6.10),
e massa, eq. (6.18), na interface. Note-se que a utilizagio de um
intervalo de tempo variavel, calculado a cada instante, é uma das
contribuig¢@es do modelo proposto.

O balango de calor na interface, jA integrado no tempo
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e também ao longo de um volume interfacial, conforme mostrade na

figura 6.8 , e assumindo que P= P= P » pode ser escrito como

p Vol t . _
At [[hz hu] ik [h-i. h.]] ¥ 8y [hm hu] =

= H_ [h.i- h“] (W) 6. 26)
| |
I L |
L o
On
Ay 1 A __‘
Os
S .S __“_
S |

Fig. 6.8 Volume de controle interfacial

onde Vol é o© volume do volume de controle interfacial e

k A

H, = == [Kg/s] CB.27>
1L N
k_A

H_ = —= [Kg/s] CB. 28
s B

O superindice t refere-se ac tempo correspondente ao

inficio da solidificagZ@o do volume de controle interfacial, ou

final da solidificagdo do volume anterior. A auséncia de
superindice nas outras entalpias, com excessio de hr que
independe do tempo, refere-se ao tempo t + At. Conforme

mencionado, durante o intervalo At todeo o volume interfacial muda

da fase liquida para a sélida.



MODELO EM DUAS FASES PARA LICGAS BINARIAS 134

Pequenos aumentos na Area da interface, em fungZo da
ocorréncia de morfologias celulares, podem ser considerados na
drea A que consta nos coeficientes Hu e }k‘ da eq. (6.26>. Por
outro lado os grandes aumentos de Area, tipicos das morfologias
dendriticas, exigem um tratamento especifico, uma vez que,
dependendo do tamanho podem ocupar mais de um volume de controle.

Considerando que hf = h - hﬂ'e rearranjando os termos

li
da eq. (6.26), obtém-se

e Vol t _ _ _ _
ol (RN LR N LYCL W RS A (N ce. 20>

A equag3o anterior representa a equag3o de trabalho
para o balango de energia na interface.
O balango de massa na interface, ja4 integrado no tempo

e também ao longo de um volume interfacial, conforme mostrado na

figura 6.8 , e assumindo que P= P= P » pode ser escrito como
segue
(=} Vol t _ . s s =
At [[ft fu.] ¥ [fu fsi.] i [r.t f-]] g Hml.[f'LN fu]
= H F‘,— f ] [Kg-s] 6. 30D
ma sL E-1-1
onde
ol DLA
H, = —a [Kgrs] CB.31)
N
p DA
B o= e [Kg/s] C6.32>
ms 65

Os comentarios ja feitos para o© balango de energia
gquanto aos aumentos de &rea da interface decorrentes de sua

morfologia também sZo validos aqui.
Simplificando a eq. (6.300 obtém-se a equagdo de

trabalho para o balango de soluto na interface

p Vol t o _ - .
AL [fl. f.] ¥ Hml [fm ru] Hma [f.‘\ f..] 8.3
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Note-se que ha e f. nio est3o disponiveis e devem ser
obtidos por interpolagfo. Quando o volume interfacial & um dos
volumes localizados no interior da malha, conforme mostra a

figura 6.8 , tem—se que

h =FGh +C1 -FG)J h_, (6.34D
-1 aL

onde

- Ay-2

t +At

Fig. 6.9 Volume interfacial ocorrendo no interior da malha

Da eq. (6.7) tem—se que
h. =h -h CB. 362

e do diagrama de fases

i
- - C6.37D
Li hu < hu h: 2 f

b+
I

Substituindo a eq. C(6.37) na eq. (6.36) tem-se
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f
_ = s _ Li
h.,‘- hM hf C hu h: > F (8. 38>
E
Substituindo a eq. (B.38) na eq. (6.34) obtém-se
h = =
. FG h“+ Cj‘ cjz fu (8. 39

onde le e cjz s3o grupos gque dependem da localizagZo do volume

interfacial na malha, dados por

C =C1 -FG2C h - h_>D C6. 400
u M f
e
C hn_ hi: P
cC._=C1 - FG>D CB. 41>
j2 fE

Interpolando da mesma forma para a concentragio,

segundo a figura 6.9 ,

f =8¢ +C1 ~F6J T, (6. 42
-] a8 aL
Da eq. (5.84> tem-se que

f  =Kp f C(6.43

sl 1L

Substituindo esta equagfo na eq. (B.42) e rearranjando,

f=F6of +C T CB. 445
8 8s i B
onde

st= Ke C 1 - FG > (6. 45>

No inicio do processo de scolidificag3o, guando o volume
interfacial ¢ o volume junto ao contorno inferior do dominio
tem-se, para o problema térmico, a situagio mostrada na figura
C6.10D.

Convertendo as temperaturas em entalpias com base no
calor especifico do sélido a pressio constante, c. . pode-se

escrever d9que
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Ch=nh_ 2 ECh =—h. D
- e i ®

N

Fig. 6.10 Volume interfacial ocorrendo junto ao
contorno inferior : problema térmico

Explicitando h. na eq. (6.46) obtém—-se

onde

Substituindo t%‘ dado pela eq. (6.38) na eq.
L

recordenando resulta em

= -3 i
onde
C +h —-h
c = M f
G C
s
e
hu B hm
C? S

(6. 46D

C6.47>

(B. 48D

(6. 480

(B6.470 e

CB6. 80D

(6.51>

(6.52>
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Para a obtengZo de f. no inficio do processo de

solidificag3o interpola-se, conforme a figura B.11 , obtendo
b 5
;. A....} (6. 53
e 2
| |
| |
fsi
t +At
- fS
t fsp

Fig. 6.11 Volume interfacial ocorrende junto ao
contorno inferior : problema massico

Assumindo que a condig3o inicial (B6.22) seja valida ao

longo de At, tem-se

f =Kp f (6.54>

Esta é uma excelente aproximag2o, pois além da malha ser feita

pequena especialmente junto ao contorno, a difusividade massica

no sélido possui normalmente valores bastante baixos.
Substituindo as equagBes (6.54) e (6.43) na eq. (6.853D

e rearranjando obtém-se

f =08 +8_% (6. 855
e 8 o Ll
onde
Kep
ol . (6. 56
3] c
e
& L €6.57
° 2

Tendo determinado h- e f- tanto para um volume genérico
no interior da malha, como para um volume bifasico localizado
junto ao contorno inferior do dominio, passa-se agora a obtenglo

das equagdes para fu e At
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Quando o©o volume interfacial ¢ um dos volumes

localizados no interior da malha, substituinde h dado pela eq.
L]

C6.39) no balango de calor para este volume interfacial, eq.

(6.29), e explicitando At obtém-se

e Vol [Vl +Cj2 rli.]

C6. 58>
H [ h. .~ h ] + H [ h .~ h ]
t.L Li LN La 8L a8

At =

onde V1 & dado por
V =h - FG h. - (6.5

Substituindo hm,_ dado pela eq. (6.36) na eq. (6.58 ,

p Vol [ V +C. fl.J
K, 1 32 * CB.60d
[ HtL * Ht- ] P ™ Vz
onde
V =H h _+H Ch +h D (6.61)
2 tL LN its f ae

Substituindo hu dado pela eq. (B.37) na eq. (6.60 =)

reorganizando obtém-se

e Vol [V’. +(:le th]

At = - (6. 62>
Vo=, ;
3 Jjdi0 L
onde
V =CH + H > h - N C6.63
a3 tl its M 2
e
h - h
¢ =CH +H 52 % C6.643
j40 tL ts fg

Substituindo f da eq. (6.42) no balango de massa na
8
interface, eq. (6.33), e explicitando At obtém-se
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Vol
P Vo [ V™ Cja fis ]

At = v CB. 65
Hml [fl.:._ le ] = Hrna [f.'l..— foo ]
onde
Vv =f" = Pe¢L CB. 66
4 L s8
Substituindo fot da egq. (6.43> na eq. (6.685> e
rearranjando,
e Vol [ V4 + C‘a fli. ]
- J
At = =% CB6.872
ji1 L 3
onde
&= = H + Kp H (6. 68>
Jad ml ms
e
V. = H & + H f CB. 692
5 ml 1N ms ss

Igualandc as equagdes (6.62) e (B6.67) e reorganizando

chega-se a seguinte equagio do segundo grau para fu

2

&ar. &b —g =06 6. 702
Li i
onde
a=C G =G, G, C6.712
Jz a4 ja o
b =C. V. &, ¥ +C, V. =& _ ¥ (6.72>
ji4 1 )8 -] Ji0 < J2 5
c =V V +V V C6.73>
3 4 1 5
A solugio fisicamente consistente desta equagio ¢ dada
por
- .
¢ - bt d ¥+ aac 6. 74>
Li ca

Uma vez tendo determinado fu pela eq. (B.742, At pode
ser obtido tanto pela eq. (6.62) como pela (B.B67D.

Passa-se agora a tratar os momentos iniciais da
solidificag8o, quando o volume interfacial ocorre junto ao

contorno inferior. ©O balango de calor neste caso pode ser
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expresso da seguinte forma

o Vol A _ = i (.
T[‘H ".]*“u[hm hu]* 1+Ay] £8. 759
(1, &y
U

Explicitando At na equag3o anterior tem-se

t
g Vol [hl. —h.]

At = CB. 76>
Hoo [hu— Pin ] ¥ i [h.i.- hm]
onde
A
N CB.77
1T &k

Substi tuindo h. dado pela eq. (6.850) na eq. ((8B.76)

resulta em

p Vol [c, + C fl.]
At = 349 o CB. 78
)
&
onde
c. =rt-c 8. 70
)8 L G
e
vV =H [h_—h ]+c [h_-h ] ¢8. 80>
S tl L LN 12 st [+ 4]

Aplicando a condigfoc de impermeabilidade na base do

dominio tem—-se, para o balango de massa, que

g Vol t = -
e [f f.] + Hmt. [le fl.i.] O Cé.81>

Substituindo na equagio anterior f. dado pela eq.
(B6.55) e explicitando At obtém-se

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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At = (6.82>
v? Hml fL:.
onde
_— t A~
Cj“ = f‘l Ca (B6.83)
e
V7 = - Hm1 le CB. 84D

Igualando as equagdes (B6.78) e (6.82) e reorganizando

chega-se 4 seguinte equagfo do segundo grau para fl.’
T

2

af' +bf —-c=0 (8.85)
L i
onde
a = Hm‘l. C,? (6. 86D
b = !-lm1 ij + Cp V‘s +* C7 V7 (B.87)
ce=C V -C V¥ (6.88)
e o s 7
A solugdo fisicamente consistente desta equagfo é dada
por
-b + b? + dac .
fl.i = =5 (6. 800

Uma vez obtido f't.i.' At para a solidificagSo do primeiro
volume de liquido pode ser obtido tanto pela eq. (6.78) como pela
(6.82).

Quando o© volume interfacial for o© dGltimo volume da
malha, ou seja, © volume junto ao contorne superior, tode o
soluto contido no liquido deste wvolume precisa necessariamente
ser incorporado aoc sdélido. Como consequéncia n3o mais se pode
empregar a eq. (6.43). Para o problema massico prescreve-se

ent3o, conforme a figura 6.12 ,

(6.800
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Fig. 6.12 Ultimos volumes a solidificarem

Para o problema térmico, no lugar de calcular fr e At

A8
através dos balangos de calor e massa no volume interfacial, como
é feito em todos os outros volumes da malha, sZo realizadas as

seguintes extrapol ag8es

: 3 = L. % AL (6.815
Lip lis | £W
onde
Af., =8 . —Ff., (6.82>
Li Lise lies
e
At = At.+ AAL (6.983>
P
onde
AAL = AL -~ At (6.84>
s as
Entenda-se que os termos T e f nas equagdes

lis liss
acima referem—-se as concentragcdes do liquido junto & interface

quando esta encontrava-se nos veolumes antericres ac volume em
quest3o, conforme a nomenclatura especificada na figura 6.12 . De
forma semelhante, os termos At- e At.a referem—-se aos respectivos
intervalos de tempo que foram necessarios para a solidificagfo

destes volumes.
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B.4.1 CONCENTRAGAO EUTETICA ALCANGADA AO LONGO DA SOLIDIFICAGXZO

Quando a concentrag3oc na interface do lado do liquido,
fl.i. » €@ diferente da concentragio eutética, fE » © sélido formado
€ composto por somente uma fase sélida. Comumente nos diagramas
como o mostrado na figura 6.4 estza fase é chamada fase a , no
caso da concentragfio inicial, f‘: » ser hipoeutética, ou fase 2 no
caso desta ser hipereutética.

Em certos casos entretanto fu pode alcangar ft :
conforme mostra a figura 6.13 , [Kurz e Fisher, 1888)]. Quando
isto ocorre o sélidc passa a ser composto por duas fases
distintas, a e 2 . Devido a complexidade do problema, Battle,
1992, em sua extensa revisfio sobre modelamento matematico da
segregacfo de soluto na solidificag3io, afirma que a transferéncia
de massa resultante desta composig8co de fases nunca foi
considerada. Da mesma forma, a possibilidade de mais de uma

transformagdo de fases liquido-sélido carece de modelamento, e

sua cinética estid longe de ser entendida.

s

Fig. 6.13 Fases a e {3 na solidificagfo eutética

Usualmente o© eutético ¢é considerado como sendo uma
tnica pseudofase, segundo originalmente concebida por Brody e
Flemings em 1866 .

Un tipo de abordagem semelhante ¢é desenvolvida aqui.
Quando fu atinge o valor eutético f.: », faz-se rh = f: §
empregando os balangos de calor e massa na interface para a

determinagao da concentragio média do pseudoeutético na
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interface, ?;i , e também At
Assim, fazendo fli = f: na equagd3oc da conservagdo do

calor num velume interfacial interior, eq. (B6.62), obtém-se

p Vol [v‘+c:jz ft]

At = (B6.85)

-] jio " E

A partir do balango de massa no volume interfacial, eq.
(6.33), aplicando a interpolagfoc para fs dada pela pela eq.
(B6.42), fazendo também fu = f: , © explicitando At , obtém-se

a8

p Vol [ve-—cjmf_]

At = (6. 86D
V - H §f
o ms 8L
onde
| 54 =1 - FG CB6.87>
HS
v o= f* -~ PP C6. o8
8 L a8
e
V =H C L =—-f JD — H f C(B. 98D
o mlL E LN me =15

Igualando as equagBes (6.85) e (6.86) obtém-se a

seguinte express3o para F;i

vﬂ - VQ VI.O

fai ol v T C (6.100D
me 10 JiS5
onde
vl ¥ C'z fl:
o J

V;o RY——=2 7 (6.101>

8 Ji0o E

Note—-se que o diagrama de fases mostrado na figura 6.13

informa as concentrag@es do sélido nas interfaces liquido-sdélido

a , aqui denominada fﬂa , © liquido-sélide # , f'W3 » gquando
ft = f: . Assim, pode-se afirmar gque
18
fd = XOI f-ia + Xﬁ f-U? B6.102>
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onde Xa e X_ s3o respectivamente as frag®es de concentragfo de

3

sélido a e 2 na interface.

Adicionalmente tem-se que

Combinando as equagdes (6.102) e (6.103>

finalmente as fragdes de sdélido a e 3 , dadas por

X = f.i.ﬁ’ - foi.
a s - £
.Lﬁ' 810
e
Xﬁ = = Xa

(6.103

tira-se

(6.104>

(6.105>

Neste ponto a formulag3o estia concluida e a seguir s3o

apresentados os diversos passos que constituem o algoritmo de

solugdo do problema.
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B6.4.2 ALGORITMO DE SOLUCXO

O modelo matemidtico descrito até aqui constitui-se de
quatro equagBes diferenciais, uma de transferéncia de calor e uma
de transferéncia de massa para cada fase, além das eguag@es de
balango de calor e massa na interface. Tem—se portantc um sistema
de seis equagdes acopladas a ser resolvido.

Para a solugfio das equag¢gdes diferenciais de transporte
é empregade o cdéddigoe computacional desenvolvido por Patankar
[Prata, ige1l], sendo a ele agregadas algumas rotinas
desenvolvidas para o caso especifico deste problema.

Para as equag®es de balango na interface a soluglfo é
aguela apresentada anteriormente.

A solugfo do sistema de equagBes ¢é entlo realizada

iterativamente, segundo o seguinte algoritmo

1. Especificag3c das propriedades fisicas da liga, do
tamanho do dominico de célculo e das condig®es inicial e de
contorno.

2. Célculo dos grupos do tipop €¢ ¢C , C, C , Cc, C, C,

NX < s [ 7 e o«

ng) segundo as especificagdes do passo 1, ou seja, os grupos

que n2o dependem da posig¢io e do tempo.

3 Arbitragem de f‘.‘_L e At para o primeiro volume da malha

a solidificar C(volume da base).

H s H i H e dos

4. Célcule dos coeficientes H _,
tl ts ml ms

grupos do tipo C#x CCn. Cjz' st. cjso' Cjit' cjiﬂ. le‘
C15) ou seja, aqueles que dependem da posig8c do volume
J

interfacial na malha.

5. Calculo dos grupos do tipo V“ CV1. Vz, ...... V,' V:o) -
ou seja, aqueles que variam com cada iteragfo, por dependerem
dos campos de entalpia e de concentragéo ainda n3o

convergidos.
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Calculo de fu e At, observando as peculiaridades
inerentes a posig3o do volume interfacial em questfoc C(velume
localizado no interior da malha ou junto & fronteira inferior).
Se a solidificagfio alcangar o eutético ao longoe do processo,

calcula-se f e At.
aL

Cilculo de hn e h“_ para a prescrigfo no volume

interfacial na solugfo do problema térmico. Céalcule de f._
que, juntamente com fu é prescrito no volume interfacial n;
solug8co do problema massico. Se a solidificag3o ocorrer no
eutético, o problema térmico é resolvido da mesma forma, mas

no massico sdo prescritos fz e f;.no volume interfacial.

CAlculo dos valores de h. e f- no volume interfacial,
segundo as interpol agdes realizadas = Jja empregadas

implicitamente nos calculos do passo 6 deste algoritmo.

Resoluglico das equagBes de transporte para hD' hl' £
e fl. Atenc3o especial deve ser dispensada quando © volume

interfacial for o dltimo da malha, conforme descrito no texto.

Teste da convergéncia, retornando ao passo S

iterativamente enquanto esta n3o for alcangada.

Alcangada a convergéncia, avango do volume interfacial
para o préximo volume da malha, avango no tempo e retorno ao

passo 4, até que ocorra a solidificagfio total do dominio.
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7 SOLIDIFICACAO UNIDIRECIONAL DE LIGAS METALICAS

7.1 INTRODUGZO

Um dos principais interesses nos processos de
solidificaglo de ligas binarias reside no conhecimento da
distribuigio final de socluto, ou elemento de liga, ac longo da
pega. A solidificagZoc direcional de ligas binarias na auséncia de
convecgio na fase ligquida gera comumente um perfil de
;. 1974 , Battle
1882]1. Este perfil ¢é mostrado na figura 7.1. Ao explorar tal

concentragdo bastante caracteristico [Flemings :
figura o leitor deve ter em mente o diagrama de equilibrio de
fases apresentado na figura 6.4, cuja regifio de interesse é

reapresentada na figura 7.2. S3o claramente identificaveis trés

|
|

3 £
-]
0 transiente
g trfmlsiente £inal \‘ .
inicial i
:3 Tﬁ i regime
5 ps permanente
7}
c
0
U

I/
pf

dista&ncia da parede fria —» H

~

-

Fig. 7.1 Desenho esquemAtico da distribuigio
final de soluto no sélido

regides. Na primeira delas, denominada transiente inicial, a
concentracfo de soluto assume, junto & parede do molde, © valor
aproximado de K;:»t‘I e aumenta até alcangar um patamar com o valor
de fI , ou seja, a concentragdo inicial da liga. A segunda
regifio é constituida por este patamar, sendo denominada regifio de

regime permanente. Nos instantes finais da sclidificagdo é
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forgosamente agregado ao sélido tode © soluto excedente do
transiente inicial, a fim de que seja conservada a massa total de
soluto da pega. Esta terceira regifio é denominada transiente

final.

T \ Estado Inicial
“ \_i
= \ %
s N | S
g : \ . Liquido
£ [ e
£ | r\ |
o I I % |
SOjldO | | o o
| : > 1 Fr
| | | |
I | | |
Kefi £ fi /Kp fe
Concentracao .,

Fig. 7.2 Concentragd@es na interface sélido-liquido ao longo das
regies de transiente 1inicial e regime permanente

Conforme pode ser verificado no diagrama de equilibrio
de fases mostrade na figura 7.2, a concentrag8o do primeiro
sélido que surge juntoc ao molde & necessariamente igual a llef1
Com o passar do tempo a difusfo de soluteo, decorrente dos grandes
gradientes de concentragsic existentes nessa regiio, deveria
causar um aumento desta concentragfio. Entretantoc a difusividade
massica no sélido é comumente, nas ligas metilicas, da ordem de
10* vezes menor do gue no liquido. Também a escala de tempo em
que ocorre a solidificagfio ¢ relativamente pequena. Estes dois
motivos s83o suficientes para afirmar-se gque a concentag3c no
infcio da pega permanece com o valor de Kpf! apés concluida a
solidificag8c. Observe-se que o© modelo matematico desenvolvido

nesta tese, em funglio de seu equacionamento formal da interface
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visando maior generalidade, considera a difusfSo de soluto através
do sdlido, de forma que a distribuig3c esquematica da figura 7.1

é obtida sem aproximagdes.

A figura 7.3 mostra uma curva deste tipo obtida pelo
presente modelo, e que confirma o padrfo discutido anteriormente.
Nesta figurz a concentragfic do sdélido, f.. é adimensiocnalisada
com base na concentragfio inicial da liga, fx' enquantoc gque a
dimens3io y ¢ adimensionalisada com base em H, a altura total do

dominio.

1.50

1.00 — ﬂ_J

0.50

0.00 IR EERR] TryTTTaTTrT TTTTyTTTy TTTTNeeag FTTTTTaTTT
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
y/H

Fig. 7.3 Curva tipica de distribuigfio final do soluto
no sélido , gerada pelc presente modelo

Quando o processo de solidificag3o ainda esta em curso
tem-se curvas tipicas de entalpia e concentragiio que sdo
mostradas na figura 7.4 . Note-se as descontinuidades na entalpia

e concentracf%o do soluto na frente de solidificaglo &Ct).
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o

Entalpia
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—
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|

|

|
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&
S
=
v
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Fig. 7.4 Curvas tipicas de entalpia e concentracgio
em um certo instante de tempo t ao
longo do processo de solidificagio

7.2 VALIDAGAC DA METODOLOGIA DESENVOLVIDA NESTE TRABALHO

Com o objetivo de wvalidar a metodologia descrita no
capitule 6, os problemas térmico = massico s3o agora
temporariamente desacoplados. E entfo simulada a solidificag¢lio de
chumbo purc nas condig¢des descritas por Garcia e Prates, 1878. Os
resultados s8oc comparados com os dados de experimentos realizados
por estes autores. Note-se que embora neste caso somente o
problema térmico esteja presente, por tratar-se de uma substancia
pura, esta comparagiic com dados experimentais tem forga de
validagZ%o no que toca & metodologia de solugfio das equagdes de
difusfo, tanto no sélido como nec liquido.

As condig¢d®es do experimento, bem como as propriedades

fisicas adotadas, estfo descritas no trabalho de Garcia e Prates.
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Cabe apenas informar aqui os dados adotados para a presente
simulag8oc e gque n3o constam no artigo em questfo. A temperatura
da agua de refrigeragfo do solidificador direcional & assumida
come sendo de 20 °C, enquantc que a altura H do dominioc & tomada
como sendo de 11,25 cm, ou seja, adota-se a escala da figura

mostrada no artigo. Os resultados sZo mostrados na figura 7.5.

90.0
© ] Chumbo
g : .
8'0.0 3 e r e ee expenmentol /
i 1 —___ presente solugdo
70.0 -: problema de Neumann
50_0_: — — — presente solu¢do
] problema de Stefan
50.0
40.0 3
30.0
20.0 -
10.0 3
0.0 4
0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0 6.0
yi (em)
Fig. 7.5 Comparac3o das presentes solugdes com os

resultados experimentais de Garcia e Prates, 1878.

Os autores informam neste artigo gque a temperatura
inicial do chumbo no experimento era de B °C acima da sua
temperatura de mudangca de fase, tratando-se portante de um
problema de Neumann. A figura 7.5 mostra as simulag¢gdes tanto do
problema real, como de uma simplificacgZioc ac considerar-se que o
superaquecimento inicial €& nulo, recaindo assim em um problema de
Stefan. Conforme o© esperado, a velocidade da interface no
problema de Neumann € um pouco menor do que a do problema de

Stefan, jA4 que neste caso é necessario desuperaquecer o liguido.
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7.3 COMPARAGXO COM A SOLUGXO DE SMITH, TILLER E RUTTER

Uma solugfo analfitica c¢lassica para o© problema em
guest3o ¢é a de Smith et al., 1955. Naquele trabalho, a fim de
tornar viadvel uma solugfo analitica para o problema massico, o
problema térmico deixou de ser resolvido. E ent3doc assumido que
a interface move-se com velocidade constante e prescrita. O©O
problema massico € resolvido com duas simplificac®es, comentadas
a seguir. Na primeira delas a difusividade massica no sélido &
considerada nula. Esta simplificag¢fo, pelos motivos j4 comentados
na seglo 7.1 , ¢ bastante boa. Na segunda ¢ assumido que o
dominio de sclugioc € semi-infinito, ou seja, f‘L = f‘l para y - o.
Usualmente esta simplificag8oc também nSo causa imprecisfo nos
resultados para as regi&es do transiente inicial e regime
permanente. Naturalmente a regifo do transiente final exige um
tratamento especifico.

Conclui-se dos comentarios anteriores que a solugdo de
Smith et al., a menos da velocidade constante prescrita para a
interface, pode ser usada para a verificagdoc do modelo
desenvol vido nesta tese.

A solugdoc de Smith et al. para o transiente inicial é
dada por

i lVy_/D
S = [ 1 + erf [ : M T ] + €7.13

2

7l
=

+ C2Kp - 1D e_CKp & =~ Bpd Vyfd%b erfc [ SEEEE:—ll ]VydeL ]]

onde V &€ a velocidade de avango da interface, yi a sua posigdoc e
DL ¢ a difusividade de soluto no liquido. Note-se que nesta
expressio figuram apenas trés grupos adimensionais, fa/fr » Kp e
Vy{dq:

Na figura 7.6 s%o comparadas para o transiente inicial
as solugdes obtidas a partir do modelo desenvolvido nesta tese
com as de Smith et al., para trés wvalores de Kp . No presente

modelo além do problema massico para ambas as fases, resolve-se
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também o problema térmico, dando lugar ao surgimento de novos
grupos adimensionais. Para as compara¢®es mostradas na figura 7.6
as variaveis do presente modelo, n3o utilizadas na eq. (7.1), ou
seja, c_» C.» k.. k. h.; T“. Tr-: e D‘ s8c as da liga Pb-Sn

L L f
Ctabela 7.12>, com T1= 330°c, T = =20°c, U = S000 W/mzK. H =1 cm,

fE =1,0 e kp = fx . O ajustementre os dois modelos mostrado na
figura 7.6 fol obtido ao adotar-se DL = 310 °m?s. A fim de
explorar os erros associados a soluglo de Smith et al. devido a
hipétese de velocidade constante prescrita para a interface, a
figura 7.7 foi preparada. O eixo horizontal desta figura é o
mesmo da figura 7.6. No eixo vertical tem-se a velocidade
adimensionalisada utilizando a altura H e a difusividade térmica
do sdélido aa. Das figuras 7.6 e 7.7 conclui-se que para Kp = 0,1
e as demais wvariaveis adotadas no presente modelo a velocidade
varia realmente pouco ao longo do transiente inicial e inicio do
regime permanente. Para Kp = 0,01 a velocidade ja apresenta uma

variag8o bem maior, entretantc a concordancia entre as solucdes

continua boa até aproximadamente a metade do transiente inicial.

fo/ft

Presente solucgdo
~——= Smith et al.

Q.0 L R L L L O R L N LB |

20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200
Vyi/Dy

Fig. 7.6 Comparag3o do modelo desenvol vido
nesta tese com o de Smith et al.
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OO TR % 60 8o 130 1% 1kd  1& ' 1do ' 200
/Dy

Fig. 7.7 Velocidade de avango da
interface no presente modelo

Para Kp = 0,001 a variag8c da velocidade é ainda maior,
entretanto a concordancia ¢ excelente ao longo do intervalo
apresentado na figura. Quanto menor o Kp, mais extensa é a regilo
de transiente inicial. Para Kp = 0,001 o regime permanente nem
mesmo € alcangado ao longo deste dominio.

Novos ajustes nas variaveis do problema térmico, como
por exemplo o decréscimo do coeficiente de troca U, poderiam
deslocar levemente estas curvas para a esquerda. Este
procedimento entretanto n3Eo traria contribuig3o para esta
discussZo, que tem por objetivo mostrar que o presente modelo
gera resultados compativeis com o que é conhecido até o presente

momento sobre o fendmeno que esti sendo investigado.
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7.4 SOLIDIFICAGXO DE ALGUMAS LIGAS USUAIS

Nesta seg3o simula-se a solidificag8co das ligas
chumbo-estanho e aluminio-cocbre em diversas situa¢c®es de
superaquecimento inicial, coeficiente de troca de calor, U, e
altura do dominio, H. A partir destes resultados s&%c comentadas
questdes tais como tempeo necessarioc para a solidificagfo total do
dominio, a sua composigio final e também a velocidade de avango
da interface ao longo da sclidificagio.

As propriedades fisicas destas ligas utilizadas para as
simulagBes s3o listadas nas tabelas 7.1 e 7.2. Em todas as
simul agdes realizadas, assume-se que o© fluido refrigerante que
circula pela base do molde estid na temperatura ambiente de 20°c .

Primeiramente, a fim de enfocar com clareza as
consequéncias do acoplamento dos problemas térmico e massico,
realiza-se algumas simulag®es variando o coeficiente de troca de
calor U desde o valor bastante baixoc de 20 W/m’K, até o alto
valor de 50000 W/m°K. Observe-se que para U baixo a influéncia do
problema térmico € minimizada, ficando a solidificag3o controlada
guase totalmente pelo problema maAssico. Contrariamente, para
grandes valores de U o problema térmico passa a ser dominante.
A velocidade da frente de solidificag¢3o depende tanto do problema
térmico como do massico, conforme pode ser verificado nos
balangos de calor e massa na interface sdélido-liquido, egs.

(6.10> e (B.19), respectivamente, reproduzidos a seguir,

k. &h k @&h
dé L L s e
- —_— = —_— e (6.10D
pahf at S, 8y Iy:é W ay ly:é
af af
dé L s
Pa [rl.i.- Cat ] at =~ AP _'ayly=é * eby 3y |y=& L6190

A derivada dé/dt que aparece nas equa¢gdes anteriores
representa a velocidade da frente de solidificagfo. Desta forma a

velocidade de solidificag8io pode ser escrita como
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Tabela 7.1

Densidade,

Calor especifico a pressfo constante,

Condutividade térmica,
Difusividade térmica,
Difusividade massica,
Calor latente de fusZo,
Raz3o de partig¢8o entre

Concentragio eutética,

Temperatura eutética,

Temperatura de fusifo do chumbo puro,

fases,

°

-

158

Propriedades fisicas da liga Pb-Sn
[Felicelli et al.,

10.100 Kg/m°

173 J/KgK
1861 J-KgkK
19,8 W/mk
16,7 W/mK
1,1310 "m°/s
1,03d0 "m/s
210 P’ rs
340 "m s
30. 000 J-/Kg
0,31

0,619

183°C
327,8°C

Tabela 7.2 Propriedades fisicas da liga Al-Cu

[ Sundarraj e Voller,

Densidade,

Calor especifico a pressfio constante,

Condutividade térmica,
Difusividade térmica,
Difusividade massica,
Calor latente de fusao,
Razio de partig3o entre

Concentragio eutética,

Temperatura eutética,

Temperatura de fus&o do aluminioc puro,

fases,

1993]

o S I

U 08 2

o

2.600 Kg/m>

766 J/KgK
1179 J/KgK
77 W/mk

153 W/mK
3,87x10 "m /s
4,00dA0 "moss
g,73x10 “*m?/s
510 “mos
428.000 J-Kg
0,11826
0,332
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as _ e [—M" G ¢, 2
at ~ b, L&y |y=s T X 3y y=é] '
ou
9.é=_'it_[5”= _ A 7.3
#oroy B S abe) o

Considerando que para ligas metilicas D << Dl. e

-]
admitindo por simplicidade que a fase liquida estid préxima da
temperatura de solidificagfo ca‘rl/ay >~ 0 as eqgs. (7.2 e (7.3

podem ser simplificadas por, respectivamente,

@ _ s 7, 7.4

dt ;::»ahf ay |y=6 ’
a8 - A0 af‘l 7.5
aL Py [th_ f.t] oy jy=¢

Das egs. (7.4 e (7.5 fica claro que a velocidade de
avango da interface depende, fundamentalmente, da taxa de
resfriamento da pega bem como da redistribuigfio do soluto na fase
liquida.

As figuras 7.8 a 7.10 mostram a velocidade da frente de
solidificagdo ao longo de um dominio de altura H =1 cm , para a
liga chumbo-estanho, com diversos coeficientes de troca de calor
U, partindo de uma temperatura inicial TI= :l..O’S'I"il 343,09 °0,
onde '1‘“ representa a temperatura de fusfo do chumbo purc (327,585
°c>. A fim de acentuar os efeitos que deseja-se mostrar nesta
anilise, apenas por simplicidade e sem invalidar os resultados,
tomou-se a porcentagem de 1 % de estanho na liga Pb-Sn simulada.
Estas figuras mostram que no caso do problema térmico dominante
cU = 50000 '#/mzK) a velocidade cai sempre ac longo de teoda a
solidificag3o. No outro extremo (U = 20 W/mz). quando o problema
massico €& dominante, a velocidade aumenta inicialmente para
depois estacionar, formando um patamar. Este comportamento pode
ser facilmente entendido observando-se a eq. (6.19D. As
propriedades fisicas Pr Py» Da e Dl. s3o consideradas constantes
aoc longo do processo. Como f.i= Kp fl.i.' e Kp também possui um

valor constante para cada liga, a diferenga fn— f-i que consta
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Fig. 7.8 Pb-1%Sn; variagfo da velocidade da interface ao longo
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Fig. 7.10 Pb-1%Sn; variag3o da velocidade da interface ac longo
do dominio para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.11 Pb-1%Sn; distribuig8o final
de soluto ao longo do dominio
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nesta equagdo também assume um valor constante ao longo de todo o
processo. Uma vez alcangado © regime permanente, também as
derivadas ¢3'I‘L/¢?y|y=cS e afB/ay|y=6 assumem valores constantes,
conforme pode ser observado na figura 7.4. Desta forma a
velocidade dés/dt tem forgosamente que assumir um valor contante
aoc longo de teda a regifico de regime permanente. Quande a parede
superior do reservatdério comega a interferir na distribuigfo de
soluto ao longe do liguido, a derivada dff/8y|y=6 comega a
diminuir, causando um progressivo decréscimo na velocidade, que
também pode ser observado na figura 7.10, para U = 20 W/mK.

Para as condig®es especificadas, o problema massico

apresenta uma forte domi nidncia ateé U = 2000 W/mgK. Com
U = 85000 W mK o problema térmico JjA desempenha um papel
importante.

A figura T34 mostra a distribuigfo final de
concentragio adimensionalizada com base na concentragfio inicial
da liga, f’/TI , em fungf3o da posigfio relativa, y-H, ac longo do
dominio. O grande coeficiente de troca de calor aplicade faz com
que o transiente inicial seja muito pequenc, nZo ocorrendo neste
caso o pico de concentragfo de solute no final do transiente
inicial, observado em outros casos mostrados mais adiante.

A figura Vi mostra a evolugio da interface
sélido-liquido ac longo do tempo no caso da liga Pb-10%Sn, quando
solidificada em um dominioc de altura H = 1 cm, partinde de uma
temperatura inicial T} = 1.2T“ €393 °C), onde T“ representa a
temperatura de fusfoc do chumbo puro (327,85 °C). Para fins de
comparagfo, esta simulagfo ¢ realizada com dois coeficientes de
troca de calor. Conforme se poderia esperar, o maior coeficiente
de troca causa uma maior taxa de retirada de calor do dominio
através de sua base, solidificando-o em menor tempo.

Na figura 7.13, com o objetivo de investigar a
dependéncia do tempo de solidificagdo com (o} grau de
superaquecimento inicial da 1liga, mostra-se a evolug3do da
interface para quatro temperaturas iniciais. A fim de observar-se
o fendmenc com mais clareza, o coeficiente de troca de calor €
fixado no valor de 500 W/m>. A temperatura inicial varia desde

'1‘Lt , a temperatura correspondente 2 linha de 1liquido no
q
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Fig. 7.12 Pb-10%Sn ; evolugfo da interface ac longo do tempo

variando-se o© coeficiente de +troca de calor
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Fig. 7.13 Pb-10%Sn ; evoluglio da interface ao longo do tempo
variando-se o grau de superaquecimento ini cial
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diagrama de fases, para a concentragfio inicial de 10% ,
representando hipotéticamente um superagquecimento nulo, até a
temperatura de 1'4Tu' Quanto maior for o grau de superaguecimento
mais calor sensivel precisa ser removido do liquido, aumentando
assim o tempo de solidificac3o.

As figuras 7.14 e 7.15 mostram curvas de concentracfo
no sélido, adimensionalizadas com base na concentrag¢fo inicial da
liga, f‘ﬁ/t‘I » em fung8o da posig3o relativa, y/H, ao longo do
dominio. Na figura 7.14 tem-se a liga Al-2%Cu solidificada em um
dominic de S5 ecm de altura, com 'I'I =1'2Tu 5 para dois
coeficientes de troca de calor. Observa-se facilmente que a maior
taxa de remog3oco de calor, decorrente do maior coeficiente de
troca, reduz de forma significativa o transiente inicial.

Na figura 7.15 tem-se a liga Pb-10%Sn solidificada em
um dominio de 1 cm de altura, com U = 500 W/m K » para dois graus
de superaquecimento. Observa-se gue o maior grau de
superagquecimento aumenta o pico de concentragfio verificado no fim
do transiente inicial, pouco influenciando entretande no
comprimento desta regisifo.

O pico de concentragio observado no final do transiente
inicial faz-se presente, em maior ou menor escala, em todas as
simul agdes realizadas com as ligas chumbo-estanho e
aluminio—-cobre. A principio poderia pensar-se que este
comportamento deve-se a instabilidades de origem numérica. Testes
adicionais foram realizados, tais como um maior refinamento da
malha computacional, a adogio de critérios de convergéncia ainda
mais rigidos e alguns rearranjos no algoritmo de soclugio, nio
modificando entretante os resultados. Simulagdes foram entio
realizadas com as ligas chumbo-estanho e aluminio-cobre, com
todas as propriedades fisicas reais, a menos das difusividades
maAssicas do liquido que foram aumentadas. Este aumento artificial
em Dl. causa um acréscimo na extens3o dos transientes inicial e
final, além do desaparecimento do pico de concentragio que esta
sendo investigade. Aumentos de dez vezes em DL s3c o suficiente
para causar o desaparecimento deste pico, em qualquer situagdo.

Sob o pontoc de vista fisico, © gue ocorre é que o

soluto que deixa de ser incorporado ac sélido durante =}
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Fig. 7.14 Al-2%Cu ; distribuigfio final de soluto ac longo
do dominio variando-se o coeficiente de troca
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Fig. 7.15 Pb-10%Sn ; distribuigZo final de soluto ao longo do
dominie variando-se o© grau de superagquecimento
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transiente inicial tem duas possibilidades : é quase totalmente
agregado ao sélido no final do transiente inicial, causando o tal
pico de concentrag¢fio, ou é arrastado difusivamente pela interface
aco longo de toda a regifio de regime permanente para ser
finalmente agregado ao sélido no transiente final. A primeira
possibilidade < a que ocorre na simulagio das ligas
chumbo-estanho e aluminio-cobre. A segunda ocorre ac aumentar-se
Dl . Este aumento facilita a difus3o do soluto através da massa
de liguido, gue incorpora-se ent8c ao sélide somente no
transiente final.

Em situa¢g@es praticas, o aumento da velocidade de
avango da interface bem como o pico de concentrag3o observado nc
final do transiente inicial dificilmente podem ser observados,
uma vez gque se referem a situagdes fisicamente instaAveis. Os
casos analisados estio associados a4 ocorréncia de subresfriamento
constitucional, ou seja, devido aos altos gradientes de
concentragfo no liquido adjacente a interface de mudanca de fase,
a temperatura de fus3o se torna superior & temperatura da fase
liquida. Nestas condigdes a interface plana ¢ instavel e
morfologias dendriticas se desenvolvem (ver por exemplo a fig.
3.5 de Kurz e Fisher, 1986). Testar a presente metodologia nestas
situagB®es extremas assegura a eficiéncia da metodeologia numérica
introduzida.

As figuras 7.16, 7.17 e 7.1B mostram a velocidade de
avanco da interface sélido-liquide ac longo do dominio de
sclidificag¢3c. Os casos da figura 7.16 foram simulados com malhas
de 50 volumes, os da figura 7.17 com 100 volumes para
U = 500 W/mK e 200 volumes para U = S000 W/m’K, e os da figura
7.18 com 100 volumes. Num primeiroc momento poder-se-ia imaginar
gue a maior velocidade de avango da frente de solidificaglo
ocorresse nos menores valores de )1/H. ou seja, mais préximo da
fronteira do dominioc por onde o calor & retirado. Entretanto isto
nZo ocorre, conforme pode ser observado nestas figuras, porque é
Jjustamente nos primeiros instantes da sclidificag3o que o
transiente inicial do problema massico é mais intenso, tendo
lugar também a maior parte do desuperaguecimento do liquido, o

que retarda o avango da interface. As maiores velocidades sio
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Fig. 7.17 Pb-10%Sn; variag3o da velocidade da interface ao longo
do dominio para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.18 Pb-10%Sn ; variag3o da velocidade da interface ao
longo do dominio para dois graus de superaquecimento

alcangadas logo apds estes primeiros instantes, ocorrendo ainda
em alguns casos um novo e discreto aumento de velocidade em
estidgios mais avangados da solidificagio.

Nas figuras 7.16 e 7.17 tem—-se respectivamente as ligas
Al-2%Cu e Pb-10%Sn soclidificadas com dois coeficientes de troca
diferentes. O maior coeficiente de troca causa, em ambos os
casos, um deslocamento das curvas para a esquerda, ou seja, a
maior capacidade de remogio do calor faz com que (o]
desuperaguecimento inicial ocorra em menor tempo. A tendéncia de
um novo e discreto aumento na velocidade apés o pico inicial,
verificada em ambos os casos para o menor coeficiente de troca, é
entretanto de dificil compreensio fisica.

Na figura 7.18 ¢ solidificada a liga Pb-10%Sn com deis
graus de superaquecimento inicial. Conforme o© esperado, o© maior
grau de superaquecimento causa o© maior pico de velocidade nos
instantes iniciais da solidificagdo. o deslocamento dos
picos para a direita entretanto n%o s8oc significativos com o

aumento do grau de superaquecimento.
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Nos casos onde a concentragfo inicial é maior do que a
concentrag@o do sélido na interface liquido-sélido a , para
TB = TE » Ou seja, fI > f“m » a concentrag3o na interface do
lado do 1liquido alcanga a concentragZo eutética antes de
finalizado o© transiente inicial. Ocorre entZc a formagfo das
fases sélida o e sdlida 3 .

Empregando a formulag3o para o pseudoeutético, conforme
descrita na segl3o 6.4.1, simulou-se a solidificag3o da liga
Al -8%Cu. Do diagrama de equilibrio de fases para esta liga [(Van
Vliack, 1964] tem—se que fetc: = 0,08565 e fﬂﬁ = 0,825 , devendo
portanto ocorrer a formagSo das fases sdédlida a e sélida f3.

A figura 7.18 mostra a evolug3oco das fragdes de

concentragdo de sélido a , Xa » & sélido 3 , xﬁ » nha interface,
aco longe do transiente inicial e parte da regifoco de regime
permanente. Inicialmente, guando fl.i< fE » todo o sdélide formado
¢ da fase a . Quando a concentragdo deo ligquide na interface

alcanga o eutético comega, de forma abrupta, a formagioc das duas
fases sd&lidas. Apés um pico nas fragdes de concentragdo, estas

tendem a um valor constante até o final da regi@o de regime

permanente.

1.0 = X
. - o
< 0.9 -
0.B -
°'7: Al—8%Cu
2 H=1cm
0.5 T=1.2T,
ey U=500 W/mK
0.3 4
0.2 X
. 3
0.1 -
O-D TrT T T T T L L L L ] LR L L L LRI L L
0.00 0.05 o.1c o.1s 0.20

yi/H

Fig. 7.18 Al-8%Cu ; evolug3o das frag@es de concentragdo de
sélido a e sdélido 3 durante a solidificagio
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7.5 COMENTARIOS FINAIS

Resta finalmente tecer alguns comentarios gquanto ao
procedimento adotado na solugSo numérica das equagB®es oriundas
deste modelo. A colocag3io do passo de tempo necessirio para a
solidificagio total da massa contida em um volume de controle
como uma variavel tem implicagdes diretas na taxa de convergéncia
do algoritmo. Na regifio de regime permanente, no caso da adogio
de uma malha igualmente espagada, a convergéncia é obtida de
forma relativamente rapida. Isto deve-se ao fato das
concentragdes e da velocidade de avango da interface variarem
bem menos nesta regifio, além do calor latente de fusfoc do
material ser uma constante. Consequentemente o intervalo de tempo
necessario para a solidificag8o completa de um volume também
varia pouce. Por outro lado, a adogZ3c de malhas de tamanho
varidvel resulta numa maior variagfo do passo de tempo, ja que a
massa a ser scolidificada em cada volume também resulta variavel,
dificultando desta forma a convergéncia.

Com excess3io das comparagdes dos resultados gerados por
este modelo com os resultados de Smith et al., onde a atengio
voltou—-se especialmente para o transiente inicial, todos os
outros casos foram resolvidos com malhas igualmente espagadas.
Testes foram realizados no sentido de tornar os resultados
independentes da malha escolhida. Naturalmente os maiores
coeficientes de troca de calor, maicores graus de superaguecimento
inicial e maior altura do dominic exigiram um maior numero de
volumes. Nestes exemplos, os tempos computacionais foram de
aproximadamente 5 minutos para malhas de 100 volumes, e 12
minutos para malhas de 200 volumes, no IBM 3080. Mesmo levando-se
em conta o fato de ser um modelo unidirecional, estes tempos
podem ser considerados baixos, especialmente por tratar-se de um
problema transiente onde s3o resolvidas 4 equagdes diferenciais,

todas acopladas.
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8 CONCLUSCES

O presente trabalho procura explorar de uma forma
abrangente o problema da transferéncia de calor e massa na
solidificag3o de ligas binarias, com énfase nas ligas metAlicas.
Diversos model os foram explorados, focalizando diferentes
aspectos da modelagem do problema da solidificac¢Zo. As conclusdes
referentes aos modelos apresentados encontram-se nas respectivas
se¢Bes, onde tais modelos foram discutidos.

Neste capitulo a atengfo ¢ focalizada nas necessidades
futuras associadas a modelagem da transferéncia de calor e massa
em ligas.

No seguimento deste trabalho percebe-se a necessidade
da continuidade do ataque ao problema tanto no modelamento e
simulagio computacional, quanto na parte experimental. Por
tratar-se de um fendmeno que exige do investigador da natureza
sélidos conhecimentos que v8oc desde a transferéncia de calor,
massa e gquantidade de movimento, passando pela termodinamica,
chegando na solidificagico sob o ponto de wvista metaldrgico e,
ainda, exigindo grande conhecimento e habilidades experimentais e
computacionais, ¢é evidente a necessidade de uma abordagem
multidisciplinar.

Quanto ao modelamento e simulagfo computacional, os
préximos desafios s8oc o tratamento de interfaces que se
apresentam com morfologias complexas, e a adogfo de um modelo de
instabilidade que possa prever a evolugfo desta morfologia ao
longo do tempo. Posteriormente, e mantendo ainda a idéia dos
modelos em duas fases que, contrariamente aos modelos de mistura,
permitem uma abordagem mais realista da interface, como o ja
citado n3o equilibrio termodindmico, seria entioc o momento de
passar para duas dimensdes e considerar situag@es onde a
convec¢io natural na fase liquida desempenha um papel importante.

A visZo metaldrgica do problema e a experimentagio
precisam estar presentes todo o tempo, impulsionando a pesquisa

rumo as necessidades mais urgentes e verificando os resultados
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obtidos com os modelos.

A experimentagioc é a hora de perguntar A& natureza se
ela concorda com o que se estiA dizendo sobre ela. As verificacg®es
experimentais devem inicialmente se concentrar nos modelos
unidirecionais, podendo serem feitas, por exemplo, solidificando
a liga chumbo-estanho. A posterior metalografia poderid fornecer
as curvas de concentragiio ac longo da pega.

A solidificag8o direcional de ligas metAlicas apresenta
o desafio experimental de extrair-se calor através de uma dnica
direg8o de um corpo a temperaturas bem maiores do que as do
ambiente. Neste contexto a liga chumbo-estanho ¢ adequada por
suas temperaturas de mudanga de fase serem relativamente baixas
¢327,8°C para o chumbo puro e 183°C no ponto eutético da 1ligad.
A liga aluminio—-cobre apresenta maiores dificuldades, ja que os
seus niveis de temperatura s3o bem maiores C680°C para o aluminio
puro e 548°C no ponto eutético da ligad.

O modelo proposto no capitulo 8 pode também simular a
solidificag8o de solugdes aquosas do tipo cloreto de aménia-agua
e cloreto de séddio-Agua, com interface plana, bastando para isto
adotar uma razfio de partiglo de fases, Kp, préxima de zero, a fim
de representar a2 n8oc incorporagfo de soluto no sélido, tipica
destas solugdes. Estas 1ligas s3c muitas vezes wusadas em
experimentagdes pelo fato de suas temperaturas de mudanga de fase
serem préxi mas da temperatura ambiente, facilitando a
instrumentag8c e permitindo uma facil visualizag3o da evolug3o da

interface ao longo do tempo.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 173

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Anderson, B., 19786. "Solar Energy: Fundamentals in Building
Design", McGraw-Hill, Harrisville, New Hampshire.

Arpaci, V.S., Larsen, P.S., 1984. "Convection Heat Transfer",
Prendice Hall Inc., Englewood Cliffs, New Jersey.

Battle, 2 L - 1992. "Mathematical model ling of solute
segregation in solidifying materials®", International Materials
Reviews, vol. 37, no. 6, pp. 248-270.

Beckermann, M Viskanta, R. ., 1988. "Double—diffusive
convection during dendritic solidification of a binary mixture",
PhysicoChemical Hydrodynamic, veol. 10. pp. 185-213.

Bellecci, C., Conti, M., 1983. "Phase change thermal storage :
transient behaviour analysis of a solar receiver-/storage module
using the enthalpy method", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 36,
no. B, pp. 21857-2163.

Bénard C., Gobin D., Zanoli A., 1986. "Moving boundary
problem : heat conduction in the solid phase of a phase change
material during melting driven by natural convection in the
liquid", Int. J. Heat Mass Transfer, veol. =28, no. 11, pp.
1669-1681.

Bennon, W. D., Incropera, F.P., 1987. "A Continuum model for
momentum, heat and species transport in binary sclid-liquid phase
change systems - I. Model formulation'™, Int. J. Heat Mass
Transfer, vol. 30, no. 10, pp. 2161-2170.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 174

Bennon, W. D., Incropera, F.P., 1887. "A Continuum model for
momentum, heat and species transport in binary solid-liquid phase
change systems - II. Application to solidification in a
rectangular cavity", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 30, no. 10,

pp. 2171-2187.

Bennon, W. D., Incropera, F.P., 1988. "Numerical Analysis of
Binary Solid-Liquid Phase Change Using a Continuum Model",
Numerical Heat Transfer, vol. 13, pp. 277-208.

Bird, R.B., Stewart, W.E., Lightfoot, E.N., 1860. “Transport

Phenomena", Wiley, New York.

Braga, S.L., Viskanta, R., 1880. "Scolidification of a binary
solution on a cold isothermal surface", Int. J. Heat Mass

Transfer, vol. 33, no. 4, pp. 745-754.

Cao, Y., Faghri, A., Chang, ¥.S., 1989, "A numerical
analysis of Stefan problems for generalized multi-dimensional
phase-change structures using the enthalpy transforming model*®,
Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 32, no. 7, pp. 1289-1288.

Caoc, Y., Faghri, A., 1880. "A Numerical Analysis of Phase-
Change Problems Including Natural Convection", Journal of Heat

Transfer, vol. 112, pp. 812-816.

Carslaw, H.S., Jaeger, J.C., 1958. "Conduction of Heat in
Solids", Oxdord University Press.

Clyne, T.W., Garcia, A., 1980. "Assessment of a New Model for
Heat Flow During Unidirectional Solidification of Metals", Int.
J. Heat Mass Transfer vol. 23, pp. 773-782.

Clyne, T.W., 1882. "“The Use of Heat Flow Modeling to Explore
Solidification Phenomena', Metallurgical Transactions B, vol.
13B, pp. 471-478.



REFERENCIAS BIBLIOORAFICAS 175

Clyne, T.W., 1984. "Modelling of Heat Flow in Solidification",
Materials Science and Engineering, vol. 65, pp. 111-124.

Crank, J., 1984. “"Free and Moving Boundary Problems",

Clarendon Press, Oxford.

Christenson, M.S., Incropera, F.P., 1688. "Solidification of
an agqueous ammonium chloride solution in a rectangular cavity -
I. Experimental study"™, Int. J. Heat Mass Transfer vol. 32, pp.
47-68.

Christenson, M.S., Bennon, W.D., and Incropera, F.P., 1980.
“Solidification of an aqueous ammonium chloride solution in a
rectangular cavity - II. Comparison of predicted and measured

results", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 32, pp. BS8-78.

Duffie, J.A., Beckman, W.A., 1980. “Solar Engineering of
Thermal Pracesses", John Wiley & Sons, Wisconsin-Madison.

Faghri, M., Sparrow, E.M., Prata, A.T., 1984. “"Finite-
Difference Solutions of Convection—-Diffusion Problems in
Irregular Domains, Using a Non-Or togonal Coordinate

Transformation", Numerical Heat Transfer, vol. 7, pp. 183-208.

Flemings, M.C., 1974. "Solidification Processing", McGraw-
Hill, New York.

Garcia, A., Prates, M., 1978. "Mathematical Model for the
Unidirectional Solidification of Metals: i (R Cooled Molds",
Metallurgical Transactions B, vol. SB, pp. 4480-457.

Garcia, A., Clyne, T.W., Prates, M., 1978. "Mathematical Model
for the Unidirectional Solidification of Metals: II. Massive
Molds*", Metallurgical Transactions B, vol. 10B, pp. 85-82.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 176

Gau, C., Viskanta, R., 1986. "Melting and Solidification of
Pure Metal on a Vertical Wall®", Journal of Heat Transfer, vol.
i08, pp. 174-181.

Gobin, D., Bérnard, C., 1989. "Melting of Metals in
Rectangular Enclosures : Numerical Results'", Anais do X COBENM,
pp. 228-232.

Ho, K., Pehlke, R.D., 1984. "Mechanisms of Heat Transfer at
a Metal -Mold Interface", AFS Transactions, pp. 587-598.

Ho, K., Pehlke, R.D., 1985. “Metal ~Mold Interfacial Heat
Transfer", Metallurgical Transactions B, vol. 16, pp. 58?—594.

Huang, <C.H., O=zisik, M.N., Sawaf, B., 1982. "Conjugate
gradient method for determining unknown contact conductance
during metal casting”, Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 35, no.
7, pp. 1779-17886,

Jany, P., Bejan, A., 19888. "Scaling Thecry of Melting with
Natural Convection in an Enclosure", Int. Jo Heat Mass

Transfer, vol. 31, pp. 1221-1235.

Jeyarajan, A., Pehlke R.D., 1976. "Computer Simulation of
Solidification of a Casting with a Chill", AFS Transactions, pp.
647-652.

Kaviany, M., 1892. "“Heat Transfer in Porous Media", Springer
Verlag, New York.

Kurz, W., Fisher, D.J., 1986. "Fundamentals of Solidification"
Trans Tech Publication, Switzerland.

Lacroix, M., Voller, V.R., 1990. "Finite Difference Solutions
of Solidification Phase Change Problems: Transformed Versus Fixed
Grids", Numerical Heat Transfer, Part B, vol. 17, pp. 25-41.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 177

Langford, D., 1973. "The Heat Balance Integral Method", Int.
J. Heat Mass Transfer, vol. 16, pp. 2424-2428.

McDonald R.J., Hunt J.D., 1068. "Fluid motion through the
partially scolid regions of a casting and its importance in
understanding A type segregation", Trans. Metallurgical Society
of AIME., 245, pp. 1993-1897.

Minkoff, I., 1988. "Solidification and Cast Structure", John
Wiley & Sons.

Morgan, K., 1981. "A Numerical Analysis of Freezing and
Melting With Convection', Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, vol. 2B, no. 2, pp. 275-2B4.

Miller, A. "Curso de Metalurgia Fisica - Solidificac¢3o",
apostila, DEMET-UFRGS.

Neilson, D. G. . Incropera, F.P., 1881. "Unidirectional
solidification of a binary alloy and the effects of induced fluid
motion"”, Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 34, no. 7, pp.
1717-1732.

Neumann, F., 1880. "Die Partiellen Differentialgleichungen
der Mathematischen Physik", Cf. Riemann-Weber, ed. 5, 1812, vol.
2, p.121.

Ozisik, M. N., 1980. "Heat Conduction', John Wiley & Sons, New
York.

Patankar, S.V., 1880. "Numerical Heat Transfer and Fluid
Flow", McGraw—-Hill, New York.

Pokorny, A.J., 1966. "De Ferri Metallographia®“, vol. III, p.
27, Luxembourg.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 178

Prakash, C., Voller V., 1088. "On the numerical solution of
continuum mixture model equations describing binary solid-liquid
phase change'", Numerical Heat Transfer, Part B, vol. 15, pp.
171-188.

Prakash, C., 1880. "Two-phase model for binary solid-liquid
phase change, part I : governing equations", Numerical Heat

Transfer, Part B, vol. 18, pp. 131-145.

Prakash, C., 1880. "Two-phase model for binary solid-liquid
phase change, part II : some illustrative examples®, Numerical

Heat Transfer, Part B, vol. 18, pp. 147-167.

Prata, A. T., 1890. “Transferéncia de Calor com Mudanga de
Fase'", notas de aula, CPGEM-UFSC.

Prata, A. T., 1881. "Convecg3o Avangada', notas de aula,
CPGEM-/UFSC.

Prescott, P.J., Incropera, F.P., Bennon, W.D., 1981. "Modeling
of dendritic solidification systems: reassessment of the
continuum momentum eguations'", Int. J. Heat Mass Transfer, vol .

34, no. 8, pp. =2351-2350.

Prescott, P.J., Incropera, F.P., 1981. "“Numerical Simulation
of a Solidifying Pb-Sn Alloy : The Effects of Coocling Rate on
Thermosolutal Convection and Macrosegregation', Metallurgical

Transactions B, vol. 22B, pp. 529-540.
Schwarz, C., 1833. Z. Angew. Math. Mech., vol. 13, p. 202.
Shamsundar, N., Sparrow, E. M., 1978. “Analysis of

Multidimensional Conduction Phase Change Via Enthalpy Model",
Journal of Heat Transfer, vol. 87, no. 3, pp. 333-340.



REFERENCIAS BIBLIOORAFICAS 179

Smith, V.G., Tiller, W.A., Rutter, J.W., 1955. "A Mathematical
Analysis of Solute Redistribution During Solidification®,
Canadian Journal of Physics, vol. 33, pp. 723-745.

Solomon, A.D., Morris, M.D. , Martin, J., Olszewski, M., 18886.
"The development of a simulation code for a latent heat thermal
energy storage system in a space station", Technical Report
ORNL-6213.

Souza Mendes, P.R:, Pinho Brasil i J; o - S 1987. “"Heat
Transfer During Melting Around an Isotermal Vertical Cylinder",
Journal of Heat Transfer, vol. 109, pp. 961-9564.

Sparrow, E.M., Patankar, S.V., Ramadhyani, S., 19877. "“Analysis
of Natural Convection in the Melt Region®”, Journal of Heat

Transfer, vol. 98, pp. 520-526.

Stefan, J., 1891. “"Ueber die Theorie der Eisbildung,
inbesondere tiiber die Eisbildung im Polarmeere", Ann. Phys. u.
Chem. (Wiederann) N.F. 42, pp. 269-286.

Sully, L.J.D., 1976. "The Thermal Interface Between Castings
and Chill Molds", AFS Transactions, pp. 735-744.

Sundarraj, S., Voller, V.E., 1993. "“The binary alloy problem
in an expanding domain : the microsegregation problem”, Int. J.

Heat Mass Transfer, vol. 36, noc. 3, pp. 713-723.

Szekely, J., Jassal A.S., 1878. "An experimental and
analytical study of the solidification of a binary dendritic
system", Metallurgical Transactions B, vol. 8B, pp. 388-38B.

Tiller, W.A., Jackson, K.A., Rutter, J.W., Chalmers, B., 1953.
Acta Metallurgica et Materialia, vol. 1, pp. 428-437.

Van Vlack, L., 1864. Elements of Materials Science, Addison
Wesley Co. Inc..



REFERENCIAS BIBLIOCAGRAFICAS 180

Viskanta, R., 1983. "Phase-Change Heat Transfer in Solar Heat
Storage: Latent Heat Materials™, G.A. Lane, id. CRC Press Inc.,
Boca Raton, Fl., pp. 153-222.

Viskanta, R., 1888. "Heat Transfer During Melting and
Solidification of Metals'", Journal of Heat Transfer, vol. 110,
pp- 1205-1219.

Voller, V. R., Cross, M., 1980. "“Accurate Solutions of Moving
Boundary Problems Using the Enthalpy Method", Int. J. Heat Mass
Transfer, vol. 24, pp. S545-556.

Voller, V. R., Prakash, C., 1887. "“A fixed grid numerical
modelling methodology for convection-diffusion mushy region
phase-change problems", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 320, no.

8, pp. 1709-1718.

Voller, V.R., Brent A.D., Prakash, C., 1988. "The modelling of
heat, mass and solute transport in solidification systems", Int.

J. Heat Mass Transfer, vol. 32, no. 8, pp. 1718-1731.

Wolff, F., Viskanta, R., 1987. "Melting of a Pure Metal from a
Vertical Wall", Experimental Heat Transfer, vol. 1, pp. 17-30.

Zeng, X.C., Pehlke R.D., 1985. "Analysis of Heat Transfer at
Metal —Sand Mcld Boundaries and Computer Simulation of
Solidification of a Gray Iron Casting", AFS Transactions pp.
275-282.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 181

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

Askar, H.G., Abdul-Latif, W., 198Q. "On the Front-Tracking
Scheme for Phase-Change Problems", Communications in Applied
Numerical Methods, vol. 5, pp. S507-513.

Backerud, L., Chalmers, B., 1888. "“Some Aspects of Dendritic
Growth in Binary Alloys: Study of the Aluminum-Copper System",
Trans. of the Metallurgical Society of AIME, vol. 245, pp.
309-318.

Beckermann, C. + Viskanta, R. » 1989. "Effect of Solid
Subcooling on Natural Convection Melting of a Pure Metal",

Journal of Heat Transfer, vol. 111, pp. 417-424.

Beffel, M.J., Wilkes, J.O., Pehlke, R.D., 18986. "Finite

Element Simulation of Casting Processes'", AFS Transactions, pp.
757-764.
Bénard, C., Gobin, D., Martinez, F., 1885, "Melting in

Rectangular Enclosures: Experiments and Numerical Simulations®,

Journal of Heat Transfer, vol. 107, pp. 784-803.

Bennon, W.D., Incropera, F.P., 1887. “The Evolution of
Macrosegregation in Statically Cast Binary Ingots', Metallurgical
Transactions B, vol. 18B, pp. B11-616.

Basu, B., Date, A.W., 1982. "Rapid solidification following
laser melting of pure metals — I. Study of flow field and role of
convection', Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 35, no. B, pp.

1042-1058.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 182

Basu, B., Date, A.W., 1092. "Rapid solidification following
laser melting of pure metals - 1II. Study of pool and
solidification characteristics", Int. J. Heat Mass Transfer, vol.

35, no. 5, pp. 10S0-1087.

Braga, S.L., Viskanta, R., 1980. "Solidification of Solutions
on a Horizontal Surface", - s Brazilian Thermal Science Meeting,
Itapema, SC, pp. BB3-687.

Cahn, R.W., Haasen, P., Ceditors) 1883. "Physical Metallurgy",
third ed., North-Holland Physics Publishing.

Caram, R.J., 1988. "Modelagem Matematica, Simulag3o e
Otimizag3o do Processo de Solidificagfo'", Tese de Doutorado,
Depto. de Engenharia Mec&nica, UNICAMP, Campinas, SP.

Choi, C.-Y., Hsieh, C.K., 1982. "Solution of Stefan problems
imposed with cyclic temperature and flux boundary conditions",
Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 35, no. 5, pp. 1181-11885.

Cipriano, L.C., Souza Mendes, P.R., 1889. "Two-Dimensional
Simulation of the Continuocous Casting Process', 1 0"hl Brazilian
Congress of Mechanical Engineering, Rio de Janeiro, RJ, pp.
225-228.

Copley, S.M., Giamei, A.F., Johnson, S.M., Hornbecker, M.F.,
1970. "The Origin of Freckles in Unidirectionally Solidified
Castings", Metallurgical Transactions, vol. 1, pp. 2183-2204.

Date, AW, 1882, "Novel Strongly Implicit Enthalpy
Formulation for Multidimensional Stefan Problems'", Numerical Heat

Transfer, Part B, vol. 21, pp. 231-251.

Davis, S.H., 1990. "Hydrodynamic interactions in directional
solidification", J. Fluid Mechanics, vol. 212, pp. 241-262.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 183

Dupouy, M.D., Camel, D., Favier, J.J., 1982. "Natural
Convective Effects in Directional Dendritic Solidification of
Binary Metallic Alloys: Dendritic Array Primary Spacing", Acta
Metallurgica et Materialia, vol. 40, no. 7, pp. 1791-1801.

Every, A.G., Tzou, Y., Hasselman, D.P.H., Raj, R., 1882. "The
Effect of Particle Size on the Thermal Conductivity of
ZnS/Diamond Composites', Acta Metallurgica et Materialia, vol.
40, no. 1, pp. 123-128.

Fang, L.J., Cheung, F.B., Linehan, J.H., 1984. "Selective
Freezing of a Dilute Salt Solution on a Cold Ice Surface",
Journal of Heat Transfer, wvol. 106, pp. 385-393.

Felicelli, S.D.s Heinrich, Fi'Cyi s Poirier, B R, 1091.
"Simulation of Freckles during Vertical Solidification of Binary
Alloys'", Metallurgical Transactions B, vol. 22B, pp. B847-8589.

Felicelli, S.Bis Heinrich, D SN <R Poirier, D.RE. , 1993.
“Numerical Model for Dendritic Solidification of Binary Alloys",
Numerical Heat Transfer, Part B, vol. 23, pp. 461-481.

Flemings, M.C., Nereo, G.E., 1967. "Macrosegregation : Part
I", Trans. of the Metallurgical Society of AIME, vol. 238, pp.
1449-1461.

Flemings, M.C., Mehrabian, R., Nereo, G.E., 1968.
“Macrosegregation : Part II", Trans. of the Metallurgical Society

of AIME, vol. 242, pp. 41-49.

Flemings, M.C., Nereo, G.E., 19868. "Macrosegregation : Part
III". Trans. of the Metallurgical Society of AIME, vol. 242, pp.
50-55.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR i84

Forth, S.A., Wheeler, A.A., 1992. "Coupled convective and
morphological instability in a simple model of the solidification
of a binary alloy, including a shear flow", J. Fluid Mech., vol.
236, pp. 61-94.

Gadgil, A., Gobin, D., 1984. "Analysis of Two-Dimensional
Melting in Rectangular Enclosures in Presence of Convection",

Journal of Heat Transfer, vol. 106, pp. 20-26.

Ganesan, S., Poirier, D.R., 1990. "Conservation of Mass and
Momentum for the Flow of Interdendritic Liquid during
Solidification'", Metallurgical Transactions B, vol. 21B, pp.
173-181.

Garcia, A., Prates, M., 1883. "The Application of a
Mathematical Model to Analyse Ingot Thermal Behaviour During
Continuous Casting", Steelmaking and Continuous Casting, pp.
273-2789.

Gorbunov, A.V., 1892. "Parameters of Melting Dendrites in
NaCl'", Acta Metallurgica et Materialia, vol. 40, no. 3, pp.
B13-517.

Griffith, R.., Nassersharif, B., 1890. "Comparison of
One-Dimensional Interface-Following and Enthalpy Methods for the
Numerical Solution of Phase Change", Numerical Heat Transfer,

Part B, vol. 18, pp. 168-187.

Heinrich, J.C., Felicelli, S., Poirier, D.R., 1881. "Vertical
solidification of dendritic binary alloys", Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, vol. 88, pp. 435-461.

Ho, C.-J., Viskanta, R., 1984. "Heat Transfer During Melting
From an Isothermal Vertical Wall'", Journal of Heat Transfer, vol.

106, pp. 13-10.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 185

Hou, T.X., Pehlke, R.D., 1085, "Determination of Thermal
Diffusivity of Al-13% Si Alloy by Monitoring Casting
Solidification and Cooling", AFS Transactions, pp. 493-500.

Hou, T.X., Pehlke, R.D., 1886. "Computation of Solidification
of a Steel Casting in a Sand Mold", AFS Transactions, pp.
477-484.

Hsu, C.F., Sparrow, E.M., Patankar, S.V., 1981. “Numerical
Solution of Moving Boundary Problems by Boundary Immobilization
and a Control -Volume—-Based Finite-Difference™”™, Int. J. Heat Mass

Transfer, vol. 24, no. 8, pp. 1335-1343.

Hunt, T D McCartney, D.G., 1887. “Numerical Finite
Difference Model for Steady State Cellular Array Growth", Acta
Metallurgica et Materialia, veol. 35, no. 1, pp. 89-00.

Huppert, H.E., Worster, M.G., 1885. "Dynamic solidification of
a binary melt", Nature, vol. 314, pp. 703-707.

Huppert, H.E., 1990. "The fluid mechanics of solidification",
J. Fluid Mechanics, vol. 212, pp. 209-240.

Ierardi, M.C.F., 1889. "“Modelagem Matemitica e Simulag3o do
Processo de Lingotamento Continuo de Ac¢os", Tese de Doutorado,

Depto. de Engenharia de Materiais, UNICAMP, Campinas, SP.

Jackson, K.A., 1974. "The Present State of the Theory of
Crystal Growth from the Melt", Journal of Crystal Growth, 2425,
pp. 130-136.

Kanetkar, C.S., Chen, 1.6G., Stefanescu, D.M., El-Kaddah, N.,
ie88. "A Latent Heat Method for Macro-Micro Modeling of Eutectic
Solidification', Transactions ISIJ, vol. 28, pp. B60-868.



BIBLIOOGRAFIA COMPLEMENTAR 186

Kim, C.-J., Kaviany, M., 1Qg2, “"A numerical method for
phase-change problems with convection and diffusion', Int. J.
Heat Mass Transfer, vol. 35, no.2, pp. 457-4867.

Lacroix, M., 1988. "Computation of Heat Transfer During
Melting of a Pure Substance from an Isothermal Wall", Numerical
Heat Transfer, Part B, vol. 15, pp. 191-210.

Lacroix, M., 1991. "Effects of Buoyancy and Surface Tension
Forces on the Melting of a Metal', Numerical Heat Transfer, Part
A, vol. 18, pp. 101-115.

Lacroix, M., 1092. “Predictions of Natural Convection
Dominated Phase—-Change Problems by the Vorticity-Velocity
Formulation of the Navier-Stokes Equations'", Numerical Heat

Transfer, Part B, vol. 22, pp. 79-93.

Laxmanan, V., 1985. "Dendritic Solidification - I. Analysis of
Current Theories and Models", Acta Metallurgica et Materialia,
vol. 33, no. 6, pp. 1023-1035.

Laxmanan, V., 1985. "Dendritic Solidification - II. A Model
for Dendritic Growth under an Imposed Thermal Gradient"™ , Acta
Metallurgica et Materialia, vol. 33, no. 6, pp. 1037-1048.

Laxmanan, V., 1985. "“Dendritic Solidification - III. Some
Further Refinements to the Model for Dendritic Growth under an
Imposed Thermal Gradient' , Acta Metallurgica et Materialia, vol.
33, no. B, pp. 1475-1480.

Lee, S.L., Tzong, Y., 1981. "An enthalpy formulation for phase
change problems with a large thermal diffusivity jump across the
interface", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 34, no. 6, pp.

1491 -150z2.



BIBLIOORAFIA COMPLEMENTAR 187

Liu, A., Voth, T.E., Bergman, T.L., 1993. "Pure material
melting and solidification with liquid phase buoyancy and surface
tension forces", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 36, no. 2, pp.
411 -422.

Maxwell, I., Hellawell, A., 1875. "A Simple Model for Grain
Ref i nement During Solidification", Acta Metallurgica et
Materialia, vol. 23, pp. 228-237.

Nandapurkar, P.J., Poirier, D.R., Heinrich, J.C., 1901.
“Momentum Equation for Dendritic Solidification", Numerical Heat
Transfer, Part A, vol. 19, pp. 287-311.

Neilson, D.G., Incropera, F.P., 1883. "Effect of rotation on
fluid motion and channel formation during wunidirectional
solidification of a binary alloy", Int. J. Heat Mass Transfer,

vol.36, no. 2, pp. 489-505.

Neilson, D.G., Incropera, F.P., 1993. “Three-Dimensional
Considerations of Unidirectional Solidification in a Binary
Liquid", Numerical Heat Transfer, Part A, vol. 23, pp. 1-20.

Ni, J., Beckermann, C., 1991. "A Volume-Averaged Two-Phase
Model for Transport Phenomena during Solidification®,
Metallurgical Transactions B, vol. 22B, pp. 348-361.

Poirier, D.R., Nandapurkar, P.J., Ganesan, S., 1891. "The
Energy and Solute Conservation Equations for Dendritic
Scolidification", Metallurgical Transactions B, vol. 22B, pp.
889-800.

Prazak, J., Patek, S ige:2. "Simulation of convective
temperature oscillations in phase-change processes", Int. J. Heat

Mass Transfer, vol. 35, no. 2, pp. 393-401.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR i88

Prud’Homme, M., Nguyen, T.H., Mao, P.G., 1993. "Etude
numérique du changement de phase autour d’'un cylindre isotherme
en rotation", Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 36, no. 11, pp.
2837-28B486.

Raw, W.Y., Lee, S.L., 1991. "Application of Weighting Function
Scheme on Convection—-Conduction Phase Change Problems"™, Int. J.

Heat Transfer, vol. 34, no. 6, pp. 1503-1513.

Roész, A., Gacsi, Z., Fuchs, G., 1984. "Solute Redistribution
During Soclidification and Homogenization of of Binary Solid
Solution", Acta metall., vol. 32, no. 10, pp. 1745-1754.

Saitou, M., Hirata, A., 18892. “Numerical Sclution of the
Unsteady Solidification Problem with a Solute Element by Using
the Boundary-Fitted Coordinate System', Numerical Heat Transfer,
Part B, vol. 22, pp. 63-77.

Sample, A., Hellawell, A., 188:2. "The Effect of Mold
Precession on Channel and Macro—-Segregation in Ammoni um
Chloride-Water Analog Castings", Metallurgical Transactions B,
vel. 13B, 495-501.

Sarreal, T Abbaschian, G.J., 1986. "Effect of
Solidification Rate on Microsegregation®, Metallurgical
Transactions A, vol. 17A, pp. 2063-207=2.

Sclari, M., Biloni, H., 1975. "“Programa Multinacional de
Metalurgia, Soluciones Numericas', Comision Nacional de Energia

Atomica, Buenos Aires, Argentina.

Swaminathan, C.R., Veoller, V.R., 1992. "Streamline Upwind
Scheme for Control -Volume Finite Elements, Part I. Formulations",

Numerical Heat Transfer, Part B, veol. 22, pp. 85-107.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 189

Swaminathan, C.R., Voller, V.R., 1882. "Streamline Upwind
Scheme for Control -Vol ume Finite Elements, Part II.
Implementation and Comparison with the SUPG Finite-Element
Scheme", Numerical Heat Transfer, Part B, vol. 22, pp. 109-124.

Szekely, J., Thompson, M.E., 1888. "Mathematical and physical

modelling of double-diffusive convection of aqueous sclutions

crystallizing at a vertical wall", J. Fluid Mech..

Tzeng, R.Y., Lee, S.L., 1892. "Solidification of arbitrarily
shaped casting in mold-casting system'"™, Int. J. Heat Mass
Transfer, vol. 35, no. 11, 2785-2803.

Vabishchevich, P., Iliev, O., 18839. "“Numerical Investigation
of Heat and Mass Transfer During the Crystallization of Metal in
a Mould", Communications in Applied Numerical Methods, vol. 5,
pp. 515-526.

Verhoven, J.D., 1975. "Fundamentals of Physical Metallurgy"”,
John Wiley & Sons.

Vod4k, F., Cerny, R., Prikryl, P., 1882. "A model of binary
alloy solidification with convection in the melt", Int. J. Heat
Mass Transfer, vol. 35, no. 7, pp. 1787-1793.

Voller, V.R., Swaminathan, C.R., 1981. "General Source-Based
Method for Solidification Phase Change', Numerical Heat Transfer,
Part B, vol. 18, pp. 175-189.

Voller, V.R., 18982. “"Enthalpy Method for Inverse Stefan
Problems', Numerical Heat Transfer, Part B, vol. 21, pp. 41-85.

Webb, B.W., Viskanta, R., 1886. "Analysis of Heat Transfer
During Melting of a Pure Metal from an Isothermal Vertical Wall",
Numerical Heat Transfer, vol. 8, pp. 539-558.



BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 180

Winter, B.P., Ostrom, T.R., Hartman, D.J., Trojan P.K.,
Pehlke, R.D., 1884. "Mold Dilatation and Volumetric Shrinkage of
White, ©Gray, and Ductile Cast Irons'", AFS Transactions, pp.
551 -560.

Zeng, X.C., Pehlke, R.D., 1884. "“Numerical Simulation of
Solidification for a Copper —Base Alloy Casting"”, AFS
Transactions, pp. 479-488.



APENDICE 191

APENDICE

SOLUGZAO DA EQUAGXO DE FOURIER EM UMA DIMENSXO

A equagio da condugf8o de calor, em uma dimensZc e em

regime transiente, é a seguinte

2

e

CL.

aT a
_ = =
at ax

Esta equagZo pode ser resolvida através da seguinte

transformag3co de variaveis

n = = r.a

T _ 8T any o _ _ M
3t T & 3t s #® T TPET e
ent3o
T _ 7 oT
=TT R CL+9
2 2 2 2
T _ 38 (8T ) _ 2 (8T dn) on _ 8 T(dm) , 9T d9n 9
2 8x|dn Ix n|dn 8x) ax 2 | 9% am x dmdx
ax am
mas
_i‘n_z=_1_ e 827} = O
% dat anadx
entio
4 2
a T = 41L a T CI. 4>
8}(2 Otanz



Substituinde (I.3) e (I.4) na eq.

seguinte equaglio diferencial ordinaria

2

d Z + 2n gz =0 [ & i
dn "
ou
T + 2n T = 0 CtL.
Transformando as variaveis, T = T’ =T,
T ¥gn T =0 CI.
ou
dT =
-c-ﬁ-ban’l‘—o €.,
Multiplicando por dp/T e separando as variiveis
dT
- 2n dn CI.
integrando
2
T=Ce " €1
mas, da transformagfo de variiveis executada
2 2
LI e B ou dT = C e ? dn it S
dn
integrandc novamente
i
TCx, £ =c:_[e“ dn + Ca2 CE.
limitando a integral
N O
TCx, £ =C1J-en dn + Ca CcI.
o
Estabelecendo as seguintes condig®es de contorno
n=03T=A=Cz=A cI.
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.10, obtém-se a
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e
n»w-bT=D-bD=C1J‘nendn+A CI.15)
o
Da definig3io de fungioc erro, fazendo f3 = p
N 2
3 i
erfly = 5 J- e 7 dy CI.16D
[s ]
e como erfCed = 1, tem-se que
2
re"’dn="—g CI. 17>
o
substituinde em CI.15D
¥ 2 2
= —_— = o = .
Substituindo Ci e C2 em CI.13D
n 2
& I M dp + A CI.10d
— + .
TCa, LD B = oe n
ou
x
TCx,t> = A + B erfCy (n = m] CI.20>
Aplicando as condig@es de contorno
x =0 = T=Tp = A=Tp , ja que erfCO> =0 cI.21)
»
x =& =» T=T cI.za2>
3 s T
= =
T =Tp + B erf = erf = = P = constante
2Yat 2Yat
portanto
& = constante = Q cI.23>
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Desta forma, como

L 3
T Tp
e = .24d
B = oFreod el
a solug3o fica
m x/BVgt
= el - . CI.25)
TCx,td = Tp + m 71? oe dﬁ' X
ou
T
TCx,td = Tp + fC?D erf |-= .26
e 2vat
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