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SINOPSE 

Um método para análise estática de torres estaladas 
no espaço é desenvol vido, levando em consideração as caracte
rísticas de não linearidade f í sica e geométrica do problema . 

A torre e os cabos podem estar submetidos a cargas 

distribuídas e concentradas segundo a direção dos eixos glo-
bais X, Y, Z, 

trica dos cabo s . 
não sendo necessário definir a forma ge omé

A solução dos mesmos é obtida utilizando-se 

o Método das Reações Imaginárias e o efeito sobre a torre é 
dado sob a forma de urna força e urna matriz de constantes de 
mola. 

A base da torre pode ser urna rótula, engaste ou 
apoio sobre molas . 

Di versos exemplos de cabos isolados e torres apo1a 

das sobre cabos são apresentados, com o objetivo de anali 
sar mos o comportamento dos mesmos sob diferentes condições 
de apoio e carregamento . 

XI 



SYNOPSIS 

A method for stat i c analysis of guyed towc rs is 
introduced, conside ring it as a three dimensional proble m and 

t aking i n to a ccoun t i ts physi.c<ll and ge ome trical nonlinear 

characteristics. 

The tower and guy cables may be loaded by distributed 

and concentred f orces, acting in the global directions . It 

is not necessary to de f ine apriori the cable shape . 

The cable solution is ob t ained from the Method of 

Imaginary Reactions and its effects on the tower are given as 
a force and a spring matrix . 

The towcr basis may be clamped , hinge d or sp ring
- supported. 

Severa! examp l es of cables and guyed towers are 

presented i n order to analyse their bchavio r under di.fferent 
loading and support condition s . 

XII 



1. INTRODUÇÃO 

Nas indústrias de comunLcaçõcs existe uma necessida

de crescente em tran smitir sinais de rádio, televisão c tele
fone, ao longo de gr andes distâncias, r eq uerendo , conscqUente

mente, entre outras , a capacidade de suportar uma var i edade de 

sistemas de antenas a gr andes alturas. 
A forma estrutural que preenche estas neces sidades de 

maneira econômica e eficiente é a torre estaiada, que também 

tem sido utili zada nas estruturas de plataformas marítimas, da 

indús~ria petrolífera . 
A análise estrutural da torre estaiada torna-se com

plexa ·devido ao seu comportamento não linear, gerado pela im

portincia dos efeitos de segunda orde m produzidos pe las r ea 

ções normais dos cabos e car gas externas . Os cabos possuem um 

comportamento não line ar, poi s s uas propri edades de rigide z 

variam com a deformada e te ns ões a que c s tio suje i tos. 

ConseqUentementc, o cilculo da torre envolve não ape

na s o desenvolvimento das r elações nio lineares entre força e 

deslocamento, mas também a difícil tarefa de obter uma solução 

correta para as equações não lineares que descrevem o comporta

mento da estrutura . 

A torre é s ubme t ida a cargas externas devidas ao ven-
~ . to, peso propr1o, peso de p l ataforma, equ i pamentos c forças in-

troduzidas pelos cabo s , sendo que estes, ligados i torre , de 

sempenham o papel de mo l as nã o l i ne ar e s. 

O problema es trutura l de uma tor re apoiada sobre e s
ta is tem sido r esolvido , ao longo dos anos, através de diver

sos métodos, cujas l1 ip6teses limitavam o problema em um ou mai s 
aspe ctos. 

O método desenvolvido por Odley 10 representa a tor

re por uma viga-coluna no p l ano, de i nér cia constante , subme ti

da a carga s di s tribuídas c apoiada em cabos cuj a forma geomé 

trica é a da parábo l a. A t orre se des loca apenas na direção 

1 
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do vento e para cada deslocamento ~ determinada a reaçao do ca 

bo, atrav~s de um esquema iterativo que permite levar em con
sideração o comportamento não linear do mesmo. O cabo tem re
lação tensão-deformação linear e sua constante de mola ~ ava

liada assumindo-se que a variação da reação entre dois deslo
camentos sucessivos é linear . Estas, juntamente com as cons
tantes de mola desenvolvidas pelos cabos, são introduzidas nas 

equações diferenciais de equilÍbrio da viga-coluna, dadas por 

Timoshenko 17 . 

O processo é repetido para diversos valores de desl~ 
camentos até a confi guração final de equilíbrio ser atin

gida . 
Kuang-Han Chu2 desenvolveu um método para analisar 

torres estaiadas com o objetivo de introduzir, em um programa 

que utiliza o m~todo de rigidez, a não linearidade devida aos 

cabos .e cargas axiais. 
A torre é dividida em segmentos e suas equaçoes sao 

as da viga. 
O método consiste em determinar um deslocamento ini

cial no topo da torre devido aos cabos e as cargas externas 

são aplicados para esta conf iguração deformada. A não linea

ridade dos cabos ~ tratada atrav~s do cilculo de um módulo de 

elasticidade modificado Ec . 

Desenvolvendo a equaçao da var1açao de comprimento 
do cabo devido a temperatura e prétensão e igualando à equ~ 

ção de variação de comprimento do mesmo, obtemos uma equação 

de 39 grau que quando resolvida fornece o valor da reação do 
cabo. A partir deste valor o módulo de elasticidade modifi
cado pode ser estabelecido. 

A forma do cabo é a paribola e o mesmo é tratado co
rno um elemento de barra, cujo módulo de elas ticidade é Ec. 

A cada novo deslocamento da torre, um novo valor pa
ra Ec e forças do cabo são obtidas e reap licados a mesma. O 
p rocesso finaliza quando o valor da reação do cic lo anterior 
coincide com o valor recém calculado. 

A anilise estabelecida por Dean4 , para o cilculo 

de cabos, baseia-se na equação da catenária para definir a 

forma do mesmo, sendo a relação tensão-deformação, linear. Uma 
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relação entre as variações de comprimento c forças do cabo -e 

determinada a fim de gera r um m~todo ite ra t ivo de incrementos 

de força, que avalia o e f e ito dos cabos sobre a torre . 

O' Brien 9 dese nvo l ve u um m6todo num~rico para a de

termiriação dos es f orços e de formad a do cabo no p lano, cuja 

forma geom~trica ~ t ra t a da de maneira e xat a . 
O cabo ~ di vi di do em se gmentos de finido s pelas seções 

imediatamente adjace n te s aos pontos de carga , cujas equações 

de equilíbrio são resolvidas em t e rmo s da compatibilidade geo

m~trica . 

As condições de equilíbrio, comp atibilidade de deslo

camentos e deformação de cada segmento geram uma s~rie de equa

ções simples , que podem s e r facilmente resolvidas atrav~s de 

um processo iterativo. 

Goldberg 6 analisa a torre estaiada como uma viga

- coluna no plano, submetida a carregamento de vento em qualquer 

di r eção. Os cabos tem a forma da cateniria e a carga de vento, 

em qualquer direção, ~ decomposta e adicionada as cargas de pe
so próprio do mesmo . 

As equações de equilíbrio e relações força-desloca 

mento sao estabelecidas para cada s egmento da torre e cabos. 

Uma t~cnica desenvolvida pelo autor, para a anilise de estru

turas não lineares !SI e utili zada, transformando as equações 

não lineares em um conjunto de equações di f erenciais ordini
rias, que são integradas de forma di r e ta. 

O presente trab alho ~ uma ext ens ão dos t rabalhos ci

tados anteriormente a um enf oque espacial da torre estaiada, 

onde são levados em conside r aç ão os e f eitos de zª ordem da 

mesma e a não linearidade f í s i ca e geom~trica dos cabos. 

O m~todo desenvo l vido segue a fo r mulação sugerida 
por Richard Skop e Fe lix Ro sentha 1 13 

A torre ~ r ep r es entada por uma viga-coluna no espaço, 
cujas equações diferenci ais s ão integr adas numericamente de 

forma direta. Os cabos , se r vindo de apoio ã torre , são substi

tuídos pe las f orças que exe r cem sobre a mesma e pelas respecti
vas constantes de mola que de s envolvem. Es tas são calculadas 

sem que haja nece s sidade de de finir uma forma geom~trica para 

o cabo e sua re lação t ensão- deformação po de se r não linear . 



Dado que a anilise ~ tridimensional, tanto a torre 

como os cabos podem estar submetidos a cargas concentradas e 

distribuídas segundo a direção dos eixos globais X, Y e Z. 

Um processo iterativo que liga a torre aos cabos 

4 

gerado, de for1na que, n cada ciclo, uma nova posição para tor

re é determinada c o processo finali za quando o vetor de des

locamentos da torre converge para a posição de equilíbrio da 
mesma . 

Este cilculo foi implementado no computador Burroughs 
6700, sendo que a anilise dos cabos foi também implementada 

no microcomputador Polymax 20 1. 



2 . MtTOIJO PARi\ 1\N/\L l SL: DA 'l'OIWE 

2 . 1 - Introdução 

O objetivo do presente capítulo e o desenvo lvimento 

de um modelo matemãtico que represente a torr e es t aiada no es

paço e a de termin ação das equações diferenciais que de finam os 

deslocamentos e sol.ici tações na mesma, submetida a car re gamento 

estático . 
O elemento es trutura l escolhido para representar a 

torre . foi a viga-coluna no espaço , dividida em se gmentos liga

dos rigidamente entre s í, cujas eq uações diferenciais são inte

gradas de fo r ma direta . 
O carregamento aplicado so bre a mesma € arbi trário, 

isto e, cargas concentradas, distribuídas e momentos aplica

dos se gundo a direção dos eixos globais X, Y e Z. 

A torre pode estar apoiada na base, em uma r6tula, 

engaste ou em mol as s eg undo os 3 gr aus de liberdade de rotação 

e ao longo de sua altura são os cabos que conectados entre os 

segmentos de viga-col una, s ervem de apoio a mesma . 

Os cabos tamb~m podem estar s ubme ti do s a cargas arbi 

t rá rias e nao € necessário definir sua f orma geom€trica, pois 

esta € obtida como resultado do cálculo pelo M€todo das Reações 
Imag inári as. 

A sol ução dos cabos € combinada com a integração das 
equações dife rencia i s não l ineares da viga-coluna, gerando um 

m€todo itera tivo cujo ob j etivo € r e so l ver o prob l ema da torre 
apoiada sobre cabos . 

O carregamento total € ap li cado i torre, nao sendo ne 
cessário utili zar cargas i ncrementais, como em a l guns m€todos 
não - lineares . 

5 
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2 . 2 - Sist emas de Eixos 

A vi ga-coluna, em sua posição i nicial indeformada 

no espaço, e re ferida a um sistema de eixos ortogonais X, Y, 

Z, se ndo X c Y eixos princ.i pa ·is ccutra.i s . 

Podemos dizer que este sistema de eixos está orien-
tado de aco rdo com 
sârio um giro de 

l ado positivo do 
eixo Y. 

a r egra da mão di r e ita, ou seja, é neccs-
900, no sentido ant i-horário, para que o 

eixo X co incida com o lado positivo do 

O sentido dos momentos, atuando em torno de um eixo 
coordenado, é definido pela regra da mão direita , onde os mo

mentos são positivos quando ap licados no sent ido anti -horário. 
A figura 2. 2.1 nos most r a esta convenção. 

Mx 

My = 

Figura 2 . 2 . 1- Convenção de s inais de momentos . 

'· 
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A viga- coluna, quando submetida a carregamento exte r 

no, deforma - se c cons eqUen temente as seções transversais mudam 

de pos i ção . 

Desta fo rma, cada seçao tr ansversal possui seus pro

prios eixos ortogona i s, denomin ados de eixos locais e represen

tados por ç , n e t, como mostra a fig ura 2 . 2 . 2 . 

Nesta figura, ç e n 
centrais da s e ç ão t ransversal 

dicular ao baricentro da seção, 

s ao os eixos locais principais 

e t repr esenta o e ixo perpen

na posiç ão deformada . 

O sistema de e i xos globais X, Y, Z é relacionado 
com o sistema de e ixos locai s ç , n, t através de uma ma t ri z 

de orientaç ão [L] definida como: 

Onde 

cos ( Ç, X) 

= cos(n , X) 

t cos (t, X) 

cos ( ç, X) 

[L] = cos(n, X) 

c os ( t , X) 

cos ( ç , Y) cos( ç , Z) 

cos(n, Y) cos (n, Z) 

cos (t , Y) cos(t, X)j 

cos( ç , Y) cos(Ç, Z) 

COS(Il , Y) cos(n, Z) 

cos(t, Y) cos( t , Z) 

( 2 . 2 . 1) 

(2 . 2 . 2) 

A ma t riz [ LJ consiste de nove cosenos direto r es q ue 
r elacionam o sis tema de coordenadas locais com o s istema de 

coordenadas globa i s . As tr6s l inhas da matriz [L] r ep r es entam 
-r -r + os vetor es uni t irios 

denadas g l obais . 
ç , n e t, definidos em f unção das coor-

A equação diferencial da ma t r iz de or ientação [L] , 
t em a seguinte exp r es s ão : 

( 2 . 2 . 3) 

onde o símbolo ( ' ) e t d · -r · presen a uma er1vaçao em relação as, 
isto é, ( ') = cl/ds, d · -sen o s uma var1avel ao longo do comprime~ 

to i ndeformado da torre . 
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Figura 2.2 . 2 - Posiçio da torre no espaço . 
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J\s t res linhas tb matr i z [ L' ] r epres entam as de riv! 

das dos vetores un i tár i os 
->- ->- ~ 
Ç, , 11 c t . 

Es tas J e r i va(.bs s ão obt iJas considenmdo-se as var i açõe s 

do s ve tores em r elação a var i5vel s . 

-t 
/ "' 

- / 
1 flsen e 

~~~--------------------------~~ -;-
~ 

Figura 2 . 2 . 3 - De c omposição do vetor s · 

Da f i gur a ( 2 . 2 . 3) obtemos as s egui nte s r e lações : 

~ + ~ + 

z: = CIÇ! . coso .cos a ) t+CI Ç ! . cose . sena ) n + CIÇ! . sene) t ( 2 . 2 . 4a) 

~ ~ 

Z: = IÇI . (cos8 . cosa ! + cos 8 .sena n + sen8 t ) (2.2 . 4b) 

~ 

o vetor ç re pr esenta 
+ o vetor ç numa pos 1ç ao s+âs da viga-

- coluna e e de composto s egundo o sistema de coo rdenadas l ocais 

do ponto s . 
De se nvol vendo os s enos e cos enos em s ~ri es, 

cos e = 1 
e2 

+ 7 
2 

cos a = 1 Ct + 2 . .. 

se ne = e a 3 
+ j 

se na = a -
Ct 3 

+ j ... 



,. 

Sabendo que 

+ 
z; ' = lim 

t. s ->-0 

10 

(2 . 2 . 5) 
t.s 

Como os ingulos 8 e a sao muito pequenos, podemos 

subs t ituir seus senos e cosenos pelos respectivos primeiros ter 

mos das s uas s~ries e reescrever a equaçao (2 . 2 . 4) como: 

->- ->- ->-
(1 . 1 z; + a n + e t) (2 . 2 . 6) 

:!. -+ -+ ->- -+ -+ + -+ 
z; - z; = ( j"Çj -1) z:; + ( a . j"Çj ) n + ( 8 . j"Ç j ) t (2.2 . 7) 

onde 

e t 

Dado q ue 

->-
lim jÇ j = 1 ( 2 . 2 . 8) 
t.s ->- 0 

Podemos escrever 

-+ + ->- an + e t 
l; ' = lim (2 . 2 . 9) 

t.s+O t.s 

Sendo 

lim a 
Qt: - = 

t. s ->-0 t.s 
(2 . 2 . 10) 

lim 8 - Q = 
t.s ->-0 t. s ll 

(2 . 2 . 11) 

Qn e Qt representam as curvaturas r c lati vas aos e i xos 

respect i vamente . 

n 

Desta maneira, obtemos a expressão de ! • como : 

+ 
l;' = Q 

t 

-)-

11 - Q n 
->-
t (2 . 2.12) 

Desenvolvendo a equa ç ão (2. 2 . 12) em suas compone ntes 
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-+ s' = (cos (n , X) . Qt - cos 

+ (cos (n , Y) . Qt- cos (t, Y) . Qn) j + (cos (n , Z) . Qt- cos (t, Z) · Qn) k 
(2 . 2 . 13) 

Da figura (2 . 2 . 4) tiramos 

t 

/ 

~~--~--------------------------. __ 
ç 

-+ 
Figura 2 . 2 . 4 Decomposição do vetor n 

-+ -+ 
n = lnl (cos f3. se na 'Ç + cos S . cosa n + senS t) (2 . 2 .14) 

-+ 
O vetor lnl -+ -rep r esen t a o vetor n numa pos i ção s +.6s e e 
decompos t o segundo o sistema de coordenadas locais do ponto s . 

Como os ângulos a e S são muito pequenos, podemos 

aproximar a expressão acima por: 

->- -+ 

n = lnl . (1 . a 't + 1 . 1 n + s t) ( 2 . 2 . 15) 

Se ndo 

+ 
lim lnl = 1 (2 . 2 . 16) 
.6s+O 
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Estabelecemo s portanto 

+ + -+, .!l.___:_!l (~ 
+ _ê_ t) = l im = 1im l; + r) (2.2 . 17) 

6s+O 6s 6 s -r0 6s 6s 

Sendo 

lim a = - Q -
6s+O 6s t 

(2 . 2.18) 

lim 13 
º ~:; 

6s+O 6s 
(2.2 . 19) 

representa a curvatura em torno do eixo local t; . 
+ 

Obtemos , portanto, a equação que define n' . 

+ + + 
n ' = - st ç + n t 

t ç 
(2 . 2.20) 

Desenvolvendo a equaçao (2 . 2 . 20) e suas componentes 

+ 7 
n' = ( - cos(z.;, X) . Qt + cos(t, X) . Qç ) 1 + (-cos(l;, Y) . Qt + 

7 ~ 
+ cos(t, Y) . st ç) J +(-cos(t;, Z) . n t +cos(t, Z) . st ç) k (2 . 2. 21) 

Da figura (2.2 . 5) obtemos 

_,.. + 

t = lt l . (senY t + cos y . sena n + cosy .cosa t) (2.2 . 22) 

2. 
O vetor t representa o vetor 

_,.. 

t numa posição s+ 6s e é de -
composto segundo o si s tema de coordenadas locais do ponto s . 

aproximar 
Como os ângulo s 
a expressao acima 

:t + 
lt l t = 

Sendo 

lim lt l 
6s+O 

_,.. 
( Y ç 

Estabelecemos 

+ 1 

l 

y e a sao muito pequenos, podemos 
por 

+ _,.. 
a r) + 1 l t) . (2.2.23) 

(2 . 2.24) 



c> 

-t 

ltlsenY 

= Figura 2.2 . 5 - Dccolllposição do ve tor t . 

+ 
t' = lim 

C!. S+Ü 

= + 
t-t. IV+ cx.->- 1 - - =11m _j_ r; + - n 

[!. S C!.S+Ü [!. S [!.S 

Sendo 

lim 
C!.s+O 

lim 
C!.s ->-0 

ex. = 
C!.s 

Q 
n 

Escrevemos, então, a equaçao de 

+ + = n c;; - n n n c;; 

->
t' como : 

13 

(2 . 2.2 5) 

(2.2 . 26) 

(2.2 . 27) 

(2.2.28) 

De s envolvendo a equaçao ( 2 . 2 . 28) em suas componen te s 

(2 . 2 . 29) 
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Consi derando a representaçio da equaçao (2 . 2 . 3), a 

ele curvaturas [n
0

] é, portanto, defi nida por: 

o nt -n n 
[n ] = - n o nz:; ( 2 . 2 . 30) 

o t 

nn -n 
1:; 

o 

sao as curvaturas em rela çZto aos eixos lo-

2.3 - Equaçõe s Diferenc i ais Nio-Linea res da Viga - Coluna 

A torre é repres ent ada como um ou mais segmentos de 

viga-~oluna, ligados rigidamente entre sí e conseq Uentemente, 

as equações diferenciais que definem o seu comportamento sio as 

da vi ga-coluna no espaço. 

Estas equações diferenciais de equil í brio podem ser 
obtidas equacionando-se o equilíbrio de um elemento de viga- co

luna de comprimento infinitesimal ds. 
Na f igura 2. 3. 1 defi nimos: 

f - Vetor de carga distribuí da, referida ao sistema 
de coordenadas globais , f unçio de s. 

-+ 
F - Veto r força i n terna da viga - coluna, r efe rido ao 

sistema de coordenadas globais, funçio de s. 
-+ 
M - Ve tor momento i nte rno da vi ga - coluna , referido 

ao sistema de coordenadas globais, funçio de s . 
->-
t - Vetor tangente unitário da viga-coluna, refe rido 

ao sistema de coordenadas locais, funçio de s . 

Fazendo o somatório de todas as fo r ças que atuam so
bre o elemento ds 

->-
f 

-+ ->- ->-
ds + (F + dF) - F· = O (2 . 3. 1) 

= -f (2 . 3. 2) 
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Figura 2.3.1- Equilíbrio de um segmento da viga-coluna no espaço . 

Obtemos, portanto, a equação dife rencial do vetor for 
ça interna ~ como: 

-)

= - f ( 2 . 3.3) 

Equacionando a soma de momentos em relação ao ponto O e 

desprezando a parcela de ordem superior devido à f temos: 

M - ( M + df-1) + [(F + d F) X (t + d t) . d s J = o (2 . 3 .4) 
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Desprezando as parcelas de ordem superior, escrevemos 

a equaçao Jifcrencial do vetor momen to interno . 

-+ dM -;t; -)-
- =1~ X t ( 2 .3.5) 

ds 

O vetor que define a posição de um ponto qualquer ao 

longo da tor re, segundo o sistema de eixos globais, é denomina
+ do de X e suas três componentes representam a posição do pon -

to segundo os eixos X, Y e Z , r espectivamente. 

O vetor tange nte unitirio 
+ t, relaciona-se com o ve-

. - -+ tor pos1çao X através da equação 

-)-

+ dX 
t = 

dS 
(2.3 . 6) 

Sendo dS um comprimento infinitesimal da viga - colu

n a no es t ado deformado da mesma. 
A deformação específica longitudinal E, segundo a 

coordenada indeformada s, é definida como : 

= dS - ds (2 . 3.7) 
ds 

Onde ds r epresenta um comprimento i nfinite simal da 

viga - coluna, em seu estado inicial indeformado. 

Substituindo a equação (2.3. 7) na equação (2.3.6), ob 
+ 

temos a equaçao di f erencia l do ve tor posição X. 

+ -+ 
X' = (1 + €: ) t (2.3 . 8) 

Na seção 2 . 2 . deduzimos a equação diferencial da ma-
triz de or ientação como: 

As curvaturas em r elação aos e i xos lo cais c; , n e t 

sao definidas que compoe a matri z de curva tu r as [n J 
o 

através das s e guin tes relações constitutivas : 



17 

n ~ = 
M ~ 

+ 
aç 

r (2 . 3 . 9a) 
El ç GJ\ n 

~I a 
n = ll ll 

fç (2 . 3.9b) -- -ll 
Elll GA 

nt 
Mt (2 . 3 . 9c) -
GJ 

Onde definimos: 

Mç - Componente do vetor 

menta em torno do eixo local Ç. 

que representa o mo-

+ 
Mll - Componente do vetor 

menta em t orno do eixo local n . 
Me ~;:) que representa o mo-

+ 
Mt - Componente elo vetor 

men ta em t orno do eixo local t . 
~I ( ç) que representa o mo -

+ 
fç - Componente do vetor f(Ç) representando a for-

ça distr ibuída segundo a direção do eixo local Ç. 
+ 

fll - Componente do vetor f(ç) r ep resentando a for-
ça distr ib uí da segundo a direção do eixo local n. 

Iç - Momento de in~rcia em relação ao eixo principal 
cent r al l ocal /'; . 

In - Momento de in€rcia em relação ao eixo principal 
central local n . 

J - Momento de in€rcia a torção. 

E - M6dulo de elasticidade longitudinal 
G - M6dulo de elas ticidade transversal 
A - Área da seção transversal da to rre. 

a ç , all -Fator de corte em relação aos eixos ç e n, 
respectivamente . 

As matrizes derivadas de [no] são obtidas pela der i 
vaçao de suas componentes . 

o n · - Q I 
t ll 

[n;J = - Q ' o Q ' (2 . 3.10) t ç 

n ' 
n - n ' ç o 
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o n" t 
-n" n 

[n ''] ::: - Q" o Q" (2 . 3 .11) 
o t 1:; 

Q" 
n 

- Q" 
l;; 

o 

Onde 

M' a z;; 
Q• l;; 

+ f' = - -
l;; EI GA n 

l;; 

(2 . 3 .1 2a) 

M' CL 

Q' n n f ' = n E In GA l;; 
(2.3 . 12b) 

M' 
Q' = t 

t GJ 
(2 . 3.12c) 

M" az;; 
Q" l;; 

+ f" = l;; EI GA n 
l;; 

(2 . 3. 13a) 

M" a 
Q" = n n f " -- -n EI GA l;; 

n 

(2 . 3 . 13b) 

M" 
Q" = t 

t GJ 
(2 . 3 .1 3c) 

Os métodos de inte gração adotados para integrar as 
equaçoes diferenciais da viga -coluna f oram es colhidos de manei

ra a forne ce rem resultados e xa tos e estão descritos no Apêndice 

A. Utili zando a expansão da Série de Taylor, f oi necessário 
adotar derivadas de 1! ordem para integrar a equação dife
renc i a l da força distribuída 1, de z! ordem para integrar J, 
de 3! ordem para ~. de 4! or dem para a matr iz [L] e de Sa 

+ 
ordem para integrar o vetor posiç ão X. 

Tal escolha fornece uma alta pre ci são na integração 
das equaçoes, mesmo q uando a t orre é dividida em poucos inter
valos de inte graç ão . 
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2.4 - Descrição do Método 

2.4 . 1 - Introdução 

O método desenvolvido, para determinar as solicita

çoes e deslocamentos de uma torre apoiada em estais, consiste 
de um processo iterativo que compatibiliza o comportamento da 

t orre com os cabos . As equações diferenciais da viga-coluna 

na espaço são integradas de forma direta e o equilíbrio é veri

ficado a cada ciclo do processo. 
Os cabos li gados à torre servem de apoio a mesma e 

são substituídos pelo efeito que provocam, ou seja, por uma fo! 

ça e uma matriz de mola, aplicadas no respectivo ponto de fixa-

çao . 
Ap l icando o carregamento total, o processo iterativo 

inicia. com a integração numérica das equações diferenciais de 

forças e momentos, ao longo da viga-coluna, para configuração 

i ndeformada da mesma. As forças que os cabos exercem sobre a 

torre são somadas ao vetor força interna, nos respectivos pon 

tos de aplicação . 

Com as forças e momentos assim determinados, calcula

mos a nova orientação e posição da torre, através de uma inte

gr ação, que inicia pela base da mesma, das equações diferen

ciais da matriz de orientação e vetor posição. Para cada novo 
~ 

valor do vetor posição X, calculamos os corresponden-

tes valores das forças e matri zes de mola dos cabos. 

A cada ciclo iterativo comparamos o vetor posição re 

cem calculado com o calculado no ciclo anterior e verificamos 

a convergência do processo, que deve continuar até atingir a 

precisão desejada. Quando o processo termina a torre terá atin 

gido a sua configuração fi nal de equilíbrio e conseqUentemente 

ficam determinados os valores corretos dos ve tores de força, 

momento e deslocamento, em todos os pontos de integração da tor 
re. 
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2.4.2 - Fluxograma 

/ Início I 

l. Leitura dos dados da torre e do cabo, pa r a configu-

raçao inicial indeformada da to r r e . 

"L 
2 • Cálculo das forças exercidas pe los cabos e suas res-

pect ivas matri zes ele mola, utili zando o Método das 

Reações I mag inárias, que deve conve r gi r para um erro 

menor ou igua l a Erro. 

3 . Cálculo dos ve tores de f orça interna e momento in-

t e rno ao longo da torre . 

4 . Cálculo da orientação na base da torre . 

' o 
s . Cálculo da matri z de orientação e vetor posição ao 

longo da torr e . 

6 . RMS da var1açao do veto r 
pos i ção da tor re e menor S1m ,, 
ou igual a E o 

na o 

7 . 
I 

Atlotar o critério para o cálculo do novo erro Erro. 
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O fluxograma anterior pode ser descrito como segue. 

1 - Os dados lidos para a torre sao: forças e momen

tos externos aplicados, forças distribuídas, número de pontos 

de integração, características geométricas, módulo de elastici
dade, constantes de corte e e rro de convergência final Eo. 

Os dados lidos para os cabos são: forças externas di~ 

tribuídas c concentradas, número de pontos de integração, cara~ 

terís ticas geométricas, módulo de elasticidade, erro de conver

gênc i a inicial Erro c constante de integração RA. 
2 - Para cada cabo calculamos, através do Método das 

Reações Imaginirias, a força que o mesmo exerce sobre a torre, 

faze ndo o método iterat i vo convergir para um erro meno r ou 
i gual a Erro . 

O erro Erro, inicialncnte escolhido, é maior que o erro 

Eo, que repres enta o erro de convergência final da torre . 

Determinada a força que cada cabo exerce sobre a tor

re, calculamos então a respectiva matriz de mola, que represen

ta a rigidez imposta ã torre pelo cabo . Desta maneira, cada 

cabo é. substituído por uma força c uma matriz de mola, aplicados 
no respectivo ponto de ligação com a torre . 

3 - Cilculo do vetor força interna e o vetor momento 

interno, através de uma integração de cima para baixo, ao longo 

da torre, onde além das fo r ças e momen tos externos aplicados 

incluímos as forç as e momentos provocados pelos cabos . 

4 - Utilizando o algorítmo desenvolvido no capí tulo 
4, calculamos os ingulos que definem a orientação na base da 
torre e conseqUentemente a matriz de orientação na base . 

5 - Co nheci da a matriz de orientação na base, calcu
l amo s a mat ri z de orientação em todos os pontos de integração, 

através de uma integração que inicia na base da mesma e poste
riormente determinamos o vetor posição nestes pontos . 

6 - Se o RJ'.1S da variação do vetor posição for menor 
ou igual ao erro especificado Eo, então o processo convergiu 
para a precisão desejada, significando que a torre convergiu 

rtA 
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para sua pos1çao final de equilíbrio. Cons eqUentementc obte

mos os valores corretos do vetor f orça interna , vetor momento 

interno e vetor posi ção, finali zando o proce sso . 

7 - Caso o ~~S for maior que Eo, então a torre ain

da nao atingi u sua configuração final de equilíbrio e o proces

so iterativo deve ser repetido, uti l i zando-se um erro Erro me

nor que o anterior . 
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3. METODO PARA ANALISE DOS CABOS 

3 . 1 - Introdução 

No projeto de muitas estruturas, tais como torres que 

suportam antenas de telecomunicações, os apoios late rais são 

compostos por cabos estruturais . Estes desempenham o papel de 

molas não line ares e podem ser substituídos pelo efeito que prQ 

vocam sobre estas es truturas, ou se ja, por uma força e por suas 

constantes de mola . 
O objetivo do presente capítulo é a determinação da 

força que o cabo exerce sobre a torre, bem como das correspon

dentes constante s de mola. 
Muitos métodos desenvolvidos para a anilise de cabos, 

baseiam-s e nos trabalhos de Dean
4

, Odley10 e outros e 

fornecem sol uções particulares para cabos submetidos a cargas 
distribuídas, com rel ação tensão - de f o r mação linear, utili zando

- se da equação da parábola ou da cateniria para representar a 

forma do mesmo . 

Entretanto, com o advento de torres altas, torre s 

offshore e cabos sintéticos , a anilise do s cabos, sob a hip6te

se de es tarem apenas s ubmetidos a cargas distribuídas e terem 

propr iedades cons ti t uti v as e lis ti c as lineares, tornou- se inadequ~ 

da para descrever o comportamento r eal dos mesmos. Tamb~m as 
forças de vento, de ondas e mas sas discretas aplicadas ao longo 

dos cabos, contribuem para que haj a nece ssidade de uma formula 

çao que leve em conta estes fa tore s. 

Neste capítulo dese nvo lveremos a f ormulação sugerida 

por Richard /\ . Skop14, para a aval i ação da força exercida pelo 
cabo s obre a t orre e s uas constan te s de mola, levando e m consi

deração a não line aridade f ísi ça e geométrica dos mes mos. Os 
cabos podem estar s ubme tidos a cargas distri buídas e concentra

das, a tuando segundo a direção dos eixos globais, X, Y e Z, t e 

r em relação t ensão-de f ormação nao l i near e não há necess idade 

23 
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de de fi nir sua forma geométr i ca . 

A força que o cabo exe rce sobre a torre bem como s uas 

cons t an tes de mola, são funções não lineares dos deslocamentos 

da mesma, no se u ponto de fixação com o ca bo. Conseq Uent eme n

t e, para cada nova posição da torre, novos valores de força do 

cabo e correspondentes constantes de mola devem ser calculados, 

atravãs de um esquema ite r at ivo , onde os cabos c a torre estão 

i nterligados . 
Os ciclos iterativos são r epetidos até o cabo at i ngi r 

sua configuração fi nal de equi líbrio, compatível com a posição 

no espaço exigida par a o mesmo e neste momento ficam entio de

t e rminados a forç a que exerce sobre a torre e a matriz de mo l a 

correspondente . 

3. 2 . - Determinação da Força Exerc i da pelo Cabo 

Con sideremos um cabo no espaço , de comprimento L, 

cuj a pos ição está referida ao sis tema de eixos cartes ianos glo 

ba is X, Y e Z, como mostra a figura 3 . 2 . 1 . 

A este sistema de e ixos corrcspondem os veto r es uni-
ta-r1·os 7 7 ~k d 1, J e e po cmos definir: 

- )-

XC veto r que define a posição do ponto de fixação 

entre o cabo e a torre, segundo o sistema de eixos globais . 

PA veto r que define a pos1çao do pon to de ancoragem 
do cabo, segundo o sistema de eixos globai s . 

t - vetor q ue def ine a posi ção de um ponto q ualquer 
do cabo, segundo o sistema de eixos globais . 

A fim de estabelecermos a equação diferenc ial do ve 
tor de f orça interna do cabo, analisemos o equil íbr io de um seg 

mento do mesmo, de c omprimento infini tesimal ds , como mostra 

a fig ura 3. 2. 2. A coorden ada ao longo do comprimento indeformado 

do cabo é representada pela va riável s, que vale zero no pon

to de fixação com a torre c L no ponto de ancoragem . 
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X 

Figura 3.2.1- Posição do cabo no es paço. 

O equilíbrio de um segme nto ds ã mostrado na figura 

3.2.2, onde de f inimos: 

f - ve tor de carga externa aplicada, por unidade de c 
comprimento do cabo, segundo o s i stema de eixos globais . 

T - força que rep r esenta a reação do cabo a carga 
+ 

e tem a direção do vetor tangente unitário L · 
+ 
L - veto r tangent e unitário. 

A for ça T tem a direção do ve tor tangente unitário 

devido ao fa to do cabo não possuir r i gi dez à f l exão nem ao 
corte. 
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I 
(T+ dT )·('f+dT) 

S+ dS 

-r r 
s 

Figura 3. 2.2 - Equ i líbrio de um segmento de cabo. 

Equacionando o equilíbrio das forças que atuam em um 

segmento ds , obtemos 

obtemos 

-T~ + (T+dT) . (~+d~) + 1c . ds = O 

Desprezando a parcela de ordem superior 

d cr:r) 
ds 

(3 . 2.1) 

-+ 
dT . d-r, 

(3 . 2 . 2) 

As cargas concentradas, aplicadas no cabo, sao i ncluí 
das através da co nsideração de uma força equivalente, definida 
como : 

(3 . 2 . 3) 

onde 
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força aplicada no cabo, segundo o sistema de e1-

xos globais . 
R, - distincia do ponto de apl icação da forç a 

-+ r: c em 

r e lação a origem da coordenadas . 

ó(s - 1) - Função Del ta de Dirac que define um impulso 

de arca unitffria, apli cada a uma di st~ nc ia 1 da or igem . 

Po r tanto, a equaç ao diferencial do vetor de fo r ça do 

c abo, i nc l uindo as cargas concentradas é dada por 

-~ 

d (T -r ) + -~ f + 
c ds 

N 
í: 

n=l 

->-
Fc n 

. ó (s-1) 
n 

o (3.2 . 4) 

Onde N representa o nGmero de cargas concen tradas 
· -+F és ima apl i cadas no cabo c Cn a n força aplicada a uma dis t i~ 

c i a R. • 
n 

A fim de obtermos a so lução da equaçao dife rencial 
-+ 

nao l i near acima , um vetor de força r e sultante R é i ntroduzi-

do e definido como: 

-+ 
R = T 

->-
Sendo R o vetor força r esul t ante segundo 

de eixo s 

temos 

ao longo 

gl obais . 

Substitu i ndo 

-+ 
dR 
- + 

ds 

-+ 
f + 

c 

I n tegrando 

N 
E 

n=l 

a 
elo cabo , para 

L -+ 

f (dR -+ 
+ f c + 

s ds 

s 

a equa ção (3. 2 . 5) na cquaçao 

Fc . o (s - 1) n n o 

eq uação acima, o va lor de 
-+ 
R 

qualque r ponto de coordenada 

N ->-
E F 6 ( s - 1 ) d~ = o 

n=l Cn n 

N 
-+ 

(3 . 2 . 5) 

o s i stema 

(3 . 2 . 4) ob 

( 3. 2 . 6) 

e ob tido 

s . 

(3 . 2 .7a) 

R(s) í~i\ - f 1 (E;) dE,; + E F H(! - s) L c Cn n n=l 
(3.2 . 7b) 
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Sendo t uma variivel ao longo do comprimento do cabo . 
+ + 

O vetor RA define o valor de R no ponto de anco-

ragem do cabo, isto ~. ~(L) =~A . Este valor ~ determinado 
atrav~s do m~todo das Reaç6es Imaginirias, abaixo descrito. 

ll(a) representa a função salto unitário, de finida 

como: 

H(a) = 1 para a > O (3 . 2 . 8 . a) 

H (a) = O para a < O (3 . 2 . 8 . b) 

+ 
Uma vez determinado o vetor de força resultante R, 

as outras variiveis que descrevem o equilíbrio do cabo podem 
ser calculados. 

A força 

po r ele mesmo. 

- + T e obtida pelo produto interno do vetor R 

(3 . 2 . 9) 

A deformação esp ecífica longitudinal E ~ determina 
da atrav~s da equação constitutiva do cabo . 

T v = (-) (3 . 2 . 10) 
E . A 

Onde v representa uma constante que depende do ma
terial e forma do cabo, E ~ o módulo de elasticidade e A a irea 

da seção t r ansversal do mesmo, cuj os valores são dados no Apêndice B. 
A equação diferencial do vetor posição P ~ deduzi-

da a partir das seguintes equaç6es 

+ 
+ dP 
T = 

ds 
(3 . 2. 11) 

dS - ds 
E = 

ds 
(3.2.12. . a) 

dS ds . (1 + E ) (3 .2.12 . b) 

Onde dS rep resen~a um comprimento de cabo quando 
submetido a cargas exte rnas e ds um comprimento do mesmo no 
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seu estado inicial indeforrnado . 

r esul t a 

Substituindo a equação (3 . 2 . 12 . b) na equaçao (3 . 2 .11) 

-+
l 

+ 
dP 

(l +e:) ds 
(3. 2 . 13) 

Uti lizando a eq uaçao (3 . 2 . 5) c ig ualando a equaçao 

( 3 . 2 . 13) obtemos 
->-

= dP ( 3. 2 . 14) 
T (l +s ) . ds 

Desta forma podemos escrever a equaçao dife r enci a l 

do vetor posição 
+ 
P , como 

. . 
+ 

dP = ( l+ E) 
-+ 
R (3 . 2 .1 5) 

ds T 

Int egrando-a ao l ongo do cabo, obtemos 

( 3 . 2 .16) 

+ 
O ve tor XC representa o vetor pos i ção no ponto de 

~ ->- + 
fixação entre o cabo e a t orre, isto c, P(O) =XC . 

A constante de integração ItA, necessári a para a de -
-)-

t erminação de R(s)' ~avaliada atrav6s do M~todo das Reações 

Imaginár i as, de modo que o vetor P(L), obtido pela equação 
( 3 . 2 .16), igua le ao vetor posição conhecido ~A' que fo rnece 

a posição do cabo no ponto de ancoragem . 

Calculando a equação (3 . 2 . 7) para s=O, obtemos a 
+ + força exercida pelo cabo sobre a torre, definida corno FB =R(O), 

pois a coordenada s cresce a partir do ponto defini do pelo 

veto r Xc . 
Portan t o, a f orça que o cabo exerce sobre a torre , 

para o caso geral de carregamento 6 dada por 

L N 
l\ = RA + f f C ) . cls + L: F c 

O c s n=l n 
(3 . 2. 17) 
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3.3 - Méto<.lo <.las Rea~es lmaginári.ns 

3.3 . 1 - lntroduç5o 

O Método das Reações Imaginãrias foi desenvolvido por 

Richard A. Skop e O'Hara16 , com o objetivo de determinar a 
configuração de equilíbrio e as reações de sistemas de cabos 
e cabos isolados, submetidos a cargas distribuídas e concen

tradas, com relação tensão-deformação qualquer . 
A necessidade de tal solução foi gerada pela falta 

de técnicas adequadas para a anãlise dos cabos, especialmen

te para sis temas com mais de um cabo . A primeira razão para 
justificar a falta de técnicas adequadas 6 a inerente n5o li
nearidade das equações diferenciais de equil íbrio de um cabo . 

Esta situação levou, então, ao desenvolvimento de 
um método utili zando diretamen t e a solução da equação de equi 

líbr io do cabo, bem como das condições geométricas através de 

um processo iterativo. 

O Método das Reações Imaginárias é em essência uma 

extensão natural do método dos deslocamentos a um problema al

tamente não l inear . A solução consiste em retirar a inc6g
nita hiperestática e substituir o se u efeito por uma reaçao 

arbit rada, tornando o problema estaticamente determinado. As 

reações arbitradas, ou também chamadas de imaginárias, são 
inc rementadas até que a configuração calculada para o cabo sa 
tisfaça as suas condições geométricas iniciais . 

O método segue uma técnica iterativa que converge 

rapidamente para a configuração de equilíbrio correta e cor 
para qualquer reaçao imaginária inicial-respondentes reações, 

mente adotada . 
->-

A constante de i ntegração RA, que representa a rea-
çao do cabo na ancoragem , será portanto determinada através 
do Método das Reações Imaginárias . 
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3. 3. 2- Descrição do m~todo 

A figura 3 . 3.1 mostra um cabo no espaço, referido 

ao sistema de eixos XYZ e submetido a cargas externas quais

quer . Aplicando- se o M~todo das Reações Imaginirias obtemos, 

a cada iteraçio, uma posiçio 2 
dente a um determinado valor 

forme mostra a fig ura 3.3 . 1. 

para a anco ragem, correspon
+ 

da reação imaginiria RA, con-
0 objetivo do método consiste 

em obter uma configuraçio de equilíbrio para o cabo que 
seja compatível cinematicamente, o que ~ alcançado quando o 

ponto 2 coincidi r com o ponto real de ancoragem ANC . As 

iterações do m€todo consistem em modificar a configuração do 

cabo a parti r de incrementos na reação R J\ . 

1 

Figura 3. 3.1 - Configuração gen~rica do cabo no 

Método das Reações Imaginárias. 
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O M6todo das Reações lmaginãr ias consiste do seguin 

te esquema de cilculo : 

çao 

1- Ar bitrar um valor para o vetor 
2 - Utilizando o valor arbitrado de 

(3 . 2.7) a fi m de determinar o vetor força 

RA . 
RA, integrar a 

R(s). 

equ~ 

At r avés das eq ua ções (3 .2 . 9) e (3 . 2. 10 ) obter a for 

ça de traçio T(s) e a deformação espec ífica l ongitudinal 

s (s), respectivamente . 
Integrar a equaçio (3 .2 .16 ) a fim de obter o vetor 

posição P(s). 
-+ 

3- Em geral, encontramos um va;or de P(L) diferente 
do valor do vetor posição na ancoragem PA, para o valor arbi

tr ado de RA . Defin imos portanto, como medida de e rro 

-+ 1/2 
p (L))] (3 . 3.1) 

4- Escolher um valor inicial positivo qualquer, para 

definir o parâmetro de conve rgência À . Um valor da seguint e or 

dem de grandeza é s ugerido 

À = E . (T(O) + T(L))/( 2. L) (3.3 . 2) r 

0ntão , 
-~ s- Calcular, o novo vetor Rft., defi nido por 

-+ -+ À -+ -+ 
R' = RA + - ( PA p(L)) (3 .3 . 3) A 

E r 

6 -
-+ 

-~ 

Com esta nova reaçio RÁ recalcular as grandezas 
-+ 

R(s)' T (s ) ' s (s) 
E ' r, 

e co nseqUen te me nte P(s) . Determinar, então, 
através da equação ( 3 .3 . 1) . o novo erro 

7- Se E~ <Er, então um pass o bem sucedido foi r ea l i -
zado . Neste -~ -+ -+ 

caso , mudar os valores antigos de RA, P a - P (L) 
Er, para os valores recém calcul ados . Mante r o antigo va l or À 

e retornar ao passo S. 
8- Se 1.:' > 1.: 

r - r' ent ão um passo sem sucesso foi reali-
zado . Neste caso, manter os valores antigos de 

e Er . Reduzir À e retornar ao passo S. 

e 
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9- Continuar es te processo iterativo at~ que o erro 

fin al s eja tão pequeno quanto desejado . 

3. 4 - Determinação das Constantes de ~lola do Cabo 

3 . 4 . 1 - Caso no espaço 

A an~lise do cabo no espaço d~ origem a 6 cons tantes 

de mola, forma ndo uma matriz de mola de dimens ão (3x3). 

Sendo 6 o operador variacional, s upo mos que o ponto 

de f ixação do cabo na torre so f ra um des locamento virtual defi-
+ . -n i do pe l o vetor 6Xc · Este deslocamento causa uma var1açao 

+ virtual na força exercida pelo cabo, denominada 6F8 . 

A matri z que transforma 6lC em 6~8 , chamada [B] 
é, por definição a ma triz das constantes de mola do cabo c é 

dada pela seguinte e quaçao : 

= [13] (3.4 . 1 ) 

A ma tri z [B] e obtida, para condiç6es arbitririas 

de carregamento e relaç6es constitutivas, at r avés da inversão 

da matri z [c] que r e l aciona 6ic com 6~8 . 

= ( 3.4 . 2) 

Para determinarmo s a matr i z [C] , o operador varia
cional é aplicado i equação (3 . 2 .16) como segue 

(3 . 4 . 3) 

e 
ConseqUentemente necessitamos conhecer 

oT(s) · 
6 e: (s), 

Ap l icando o operador ' 6 a equaçao (3 . 2 . 7) temos 

N 
E Fcn . II(R.n-s)l 

n=l ~ 
(3 .4. 4) 

Sendo a variação da s forças ext ernas nula, ob t emos 
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(3 . 4 . 5) 

-+ 
A equaçao acima mostra que óR(s) € urna constante 

i ndependente da coordenada s . 
-+ 

Utilizando a equaçao ( 3 . 2 . 17) determinamos õF3 

(3 . 4 . 6) 

ConseqUentemente 

-+ 
- óF - B (3 . 4.7) 

Aplicando o operador õ à equaçao (3.2 . 9) e utilizan 

do o res ul ta do da eq uaçao ( 3 . 4 . 7) temos 

-+ R )-112 -+ -+ 

óT(s) = (R(s) . R(s) õR(s) (s) (3 . 4 . 8a) 

T- 1 -+ -+ 

óT(s) = R(s) õFB (s) (3 . 4.8b ) 

õ T (s) = R(s) õFB/T(s) (3 . 4 . 8c) 

Da mesma forma, aplicando o operador õ à equação 

(3 . 2 . 1'0) e utilizando o resultado da equação (3 . 4.8) calcu
lamos 

v yCv-1) 

óe: (s) = (s) 
. õT (s) 

(E. A) v 
(3.4 . 9a) 

õe: (s) = v e: (s) 
õT (s) . 

T(s ) 
(3 . 4 . 9b) 

õe: (s) = v e: (s ) -+ -+ 

2 . (R (s) . o F
3

) 

T(s) 
(3.4 . 9c) 

Aplicando o ope rado r õ na equação (3 . 4 . 3) resul ta 
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L @e: 
ôX = - f { (s) 

~ ~ 

. T(s)- (l+e:(s)) . R(s) . ôT(s)} eis 

c o 

L 
ox =-f c o 

Subst i t ui n do os valores de 

(3 . 4 . 10 . a) 

~ . 
. R(s) . ô1 (s)} eis 

r2 
(s) ( 3 . 4 . 10 . b) 

ôe:(s)' ôR(s) e ôT(s) 
na equaçao acima, pode mo s reescrev~-la como: 

~ 

oxc 

7 7 ~k 
1' J ' ' 
(3 . 4 . 2) . 

por 

L { _ te 1 +e: c s Jlj ~+(1-v) . "cs~ + ~ ~ f . óFB} ds = . oi\ + 3 . R(s) . R(s) o T(s) T(s) 
(3 . 4 . 11) 

A expansao da equaçao (3.4 . 11) em suas componentes 

resulta finalmente na relaçio matr i cial da equaçio 

As componentes da matri z [CJ, sao, portanto, dadas 

(3 . 4 . 12) 

Onde a e B assumem os valores X, Y, Z e ôaB e 
operador delta de Kronecker, definido por 

para a = B (3 . 4 . 13 . a) 

para a f B (3 . 4.13 . b) 

A matriz [BJ e entio determinada pela inversio da 
matriz [CJ 

[BJ = [c] - l (3 . 4 . 14) 

Pela anilise da equaçio (3.4 . 12) podemos observar 
que a matriz [B] depende dos valores de it(s), que por sua vez 
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vari am a medida que o ponto de ligaçio entre o cabo c a torre 

se desloca. ConseqUentemente , o comportamento do cabo, com re-

l açio 
+ 

as variações do vetor Xc é nio linear . 
Devido a este comportamen to nio linear, a cada novo 

-+ 
valo r do ve to r XC uma nova matriz de mola [B] deve ser cal -

culada, at~ que a estrutura atinja sua configuraçio de equili -
br io . 

3. 4.2 - Caso no plano 

A anilise do cabo no plano di origem a 4 constantes 
de mola que formam uma matriz sim~trica de dimensio (2x2) . 

Caso o cabo tenha relaçio tensio-deformaçio linear e 
uma flecha pequena, entio podemos estabelecer uma equaçio para 
definir cada constante de mola, a partir da equaçio (3.4.12), 
onde fazemos v= l e o integrando ~ considerado uma constante. 

sao (2x2). 

[c] = 

Desta forma obtemos a seguinte matriz [c], de dimen 

[- (1 +e:) IT + F~ (1) IT 3J . L 3 F8 ( 1) . F8 (3) . LIT 

[- (1 +e: ) I T + F~ ( 3) I T 3] • L 

(3 . 4. 15) 

A componente F13 (1) do vetor de f orça FB represen
ta a componente hori zontal da força que o cabo exerce sobre a 

torre, F13 (3) representa a componente vertica l e a componente 
F13 (2) e nula, pois a anilise ~ bidimensional . 

I nvertendo a matriz [C] obtemos as seguintes exp r es 
sões que defi nem as constantes de mola, formando a matriz ~] . 

2 
-rB (1) 1 

r3 E . A 13 ( 1 ,1) = 
l+ e: L 

C-r) . E , A 

(3 . 4 .16) 



.. 

o 

" 

.. 

37 

-F8 (1) . FB ( 3) 
8 (1,2) = B(Z,l) = 

T 3 . (l+ e: ) L 
T E . A 

( 3 . 4.17) 

- F~ ( 3) 1 
r3 - E . A 

8 (2,2) = 
cl;e:) L 

E .A 

(3 . 4 . 18) 

3 . 5 - Programa Computacional 

O programa que calcula as forças e constantes de mola 

do cabo foi implementado em linguagem Fortran, no Burroughs 

B- 6700 e no micro computador Polymax-201 . 

- Fluxograma 

+ + 
fc, 

->-
Erro I Ler dados : XC, PA, L, v, RA, E A, , 

l 
Calcular 

->-

p (L) , utilizando 
+ 

o vetor RA 

1 
Calcular E r e À I 

1 

(continua) 
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(con t i nuação do fluxograma) 

E < Erro SIM 
r -

->- -+ (~) -+ -+ 
Calc ular R' = R + . (P A - p (L)) A A E r 

Calcular p (L) , utilizando o vetor 

Calcular E' r 
., 

NÃO _I À =À E ' < E * 0,8 r r .I 

SIM 

I E = E' I r r 
i 

I 
->- ->-

I RA = R' 
A 

1 Calcular 
-+ I FB 

l Calcular [BJ I 

1 Imprimir 
+ 

(B] I FB e 

l FIM I 

38 

R' I 
A j 

Manter os valo -
res anteriores 

f-

de -+ -+ p 
RA ' PA - (L)' 

E r 
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Até o bloco diagrama "Calcular FB" corresponde a 

aplicação do Método das Reações Imaginárias. A partir deste 

ponto é determinada a matriz dos coeficientes de mola . 
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4 . DETERMINAÇÃO DA ORIE1TAÇAO NA BASt DA TORRE 

4 . 1 - Introdução 

A torre sendo representada por uma viga-coluna no e~ 
paço tem sua orientação na base es tabe l ecida por meio de 3 
ingulos , denominados 81, 82 e 83, aba ixo definidos. Se ames 

ma for considerada como um elemento estrutural atuando no pla
no, então e necessirio apenas um i ngulo para definir s ua orien 

tação. 
No procedime nto iterativo descrito no capítulo 2, a 

in t egração num~rica da equação diferencial da matriz de or i en
tação inicia na base da torre e conseqUentemente necessitamos 

conhecer o valor desta matriz no ponto de integração ini cial . 

Quando a base da torre for constitufda por uma r6tu

la ou molas, segundo os tr~s graus de giro de liberdade, deve 
mos estabelecer um algoritmo que ca l cule os ingulos 81, 82 e 

83, cujos senos e cosenos formarão a matriz dos cosenos direto 
res na bas e . Caso a base se j a um engaste, então os ingulos são 
conhecidos e a matriz identidade define a orientação da mesma . 

O cálculo da orientação na base ~ inserido imediata 

mente após a integração das equações diferenciais de força e 

momento, permitindo a iniciali zação da integração das equações 

da matriz de orientação e do vetor posição, ao longo da torre . 

4 . 2 - Desenvolvimento Teórico do Algoritmo de Cálculo do s 
~ngulos 81 , 8 2 e 0 3 

De modo a evitar s i ngularidade , quando a torr e está 
em sua pos i ção inicial indeformada, os ingulos 81 , 82 e 83 

sao defin idos da seguinte maneira: 

8i - Ângulo que define a rotação em to r no do eixo 
global X deslocado, no s e ntido positivo do e i xo . 

40 



,. 

41 

02 - Ângulo que define uma rotaçao em torno do eixo 

loca l n , no se nt i do positivo do eixo . 

83 - Angulo que define uma rotação em torno do e ixo 

global Z, no sentido positivo do eixo . 

Os giros sio dados na ordem em que apa r ecem nas figu 

ras aba i xo . 

X 

Fi gura 4 . 2 . 1 - Dci lni ç5o do ingulo e3 . 

X 

Figura 4 . 2 . 2 - Oc finição do inguE.'g( e1 . .... ENGf:l11tiAt<IA 

JOTECA 
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t 

Figura 4.2.3 - Definiç ão do ângulo 82. 

Na fig ura acima definimos: 

X - Eixo X deslocado no plano XY . 

Y- 1;1xo Y dcslocac..lo no pl ano XY, formanc..lo 90° com X. 
Z - Eixo Z dc s loc ac..lo no plano ZY. 

No f in al de um ciclo de integração do vetor momento, 
+ 

obtemos o momento na base, denominado ~10 , enquanto que a Úl-
+ 

tima orientação da torre for neceu o momento restaurador Ms . 
+ + 

Ambo s os vetores ~ 10 c Ms são refe ridos ao s is t ema de eixos 

globais. 
-~ 

O momento r es taurador M
5 

e x i s te 4unnc..lo a to rre pos-

suir molas de rotação c é expresso em f un ção das constan tes 

Kx , Ky, Kz , que r e s tringem os giros em torno dos eixos X, n e 
Z re spectivamente . 

ivf
5 

(1) = Kx . 81 . cos 83 + Ky . 8 2 . L
0 

(2 ,1) (4.2 .1) 

Kx . Gl . sen 8:) + Ky . 82 . L
0 

( 2 ,2) (4 . 2. 2) 

( 4 . 2 . 3) 

Onde ~ I ( 1. ) d . . d 
5 e a c omponente segun o o c1xo 1 o ve -

-~ tor mome nto ~~1 5 • 
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As equaçocs anteriores, dadas em coordenadas globais , 

podem ser visualizadas na s seguintes figuras . 

X 

Fi gura 4 . 2. 4 - Decomposi ção da componente da mola K
2 

• 

Figura ~ - 2 . 5 - Decomposiçfio da componente da mola Kx . 
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Ky92 cos( Jt,x) 

c os ( 1'J.. , X ) = L0 ( 2, 1 ) 

COS('1._ ,y )= L0 (2 ,2 ) 

CO S{11. ,Z) = L0 (2,3) 

Figura 4 . 2 . 6 - Decomposi çüo da compo nente da mola K . y 
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Os ingulos 01, 82, 83, bem como as componentes da 

matriz do s cosenos diretores na base L
0 

(i, j), que aparecem 

nas equações (4 . 2 .1- 3), referem- se a valores obt i dos no ciclo 

anterior do processo iterativo. 

A cada novo cic lo, obtemos portanto, um momento re -

sidual na ba se, dado pela diferença entre 

se ap roxima r de zero quando a torre tive r 

final de equi líbrio . 

~ -+ 
~ I e M , que deve o s 

ati ngido sua po s ição 

I\ c adn cic lo é, então, necess ário a seguinte cor re -

çao : 

-+ + + ~ 

6M - - M + M + 6M o o s s (4.2 . 4) 

Despre zando as var1açoes do s momentos, provocadas p~ 

las cargas distribuídas, a equação que def i ne o momento na ba
se e aproximada por 

(4.2.5) 

Onde defi ni mos : 
~ 

ME - Veto r momento externo aplicado segundo o siste -
ma de eixos globais . 
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-+ 
FA - Vetor força externa aplicada segundo o sistema 

de eixos globais. 

F8 - Veto r rorça exe r c ida pelo cabo s obre a torre , 

se gundo o s iste ma de eixos globais . 
-+ 
!A - Vetor posição que define a posição de aplicação 

da força FA, re fe ri do ao sis t ema de e ixos globais . 
-+ Xc - Veto r posiç5o que define a posj ção de aplicação 
-+ 

da força FB, r efer i do ao sistema de eixos globai s . 
E - Representa um s omatório sobre todos os segmentos 

da torre, ~nd e existam forças e momentos externos aplicados ~A 
- l-

e ME, respec tivamente . 
E - Repres e nt a um somatório so bre t odos os cabos 

- c -+ ligados a torre nos pontos defi nidos pelos vetores Xc e e xer-

cendo as f orças ~8 . 
- l-

Cada vetor pos1çao XC ~ dado pela soma do vetor po-

sição da torre , que define a posição da mesma no s egme nto onde 

o cabo est5 fixado, com a excentricidade entre o cabo e o eixo 

baric~ntrico da torre . 

Diferenciando a eq uaç ao (4 . 2 . 5) e ass umindo que as 

f orças exte rn as c momentos ext e rnos se jam independentes do ve 

t or posição, obtemos 

(4 . 2 . ó) 

A fim de estabe l e cermos as var1açoes dos vetores po -
-+ -+ 

sição XA e Xc, vamos utili za r um vetor auxiliar de rotação 
in f ini te simal , 

globa i s . 
denominado 

Definimos, po rtanto, 

-+ -+ -+ 
6.XA = 6.cp X XI\ 

-+ -+ -+ 6.X = 6.<f> X XC c 

e referido ao sistema de e ixos 

(4 . 2 . 7) 

(4 . 2 . 8) 

Como ji fo i estabe l ecido no capítulo 3, a ma tri z das 
constantes de mola do cabo ~] tem a seguinte expressio: 

[B] 
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Substituindo as eq uaç ões (4 . 2 . 7), (4 . 2 . 8) e 

na equação (4. 2 . 6) obtemos 

+ b.M 
o 

Sabemos que 

+ 

= t:~-~l · 6M o 

- )-

6M s = r::~ ;l 

->-
6<1> (4 . 2.10) 

+ 
6<1> (4 . 2 . 11) 

ConseqUentemcntc a eq uação (4 . 2 . 4) pode ser novamen

te escrita como: 

Ll!\~(1) 

6~~ (2) 

6!'-'IA (3) 

+ + + 
L\ d,> - - M + M o s (4.2.12) 

+ A fim de determinarmo s os elementos da matriz ( 3x3) 

(:)M J 
ab.i ' 

vamos inicia lmen t e calcular os produtos 

que aparecem na equação (4 . 2 . 5) . 
vetoriais 

= 

Desenvolvendo a eq uação (4 . 2 . 7) obtemos 

b.XA (1) 

6XA (2) 

6XA (3) 

= 

Estabelecendo 

6cp(2) . XA (3) - b.<j>(3) • XA (2) 

6<1> (3) . XA (l) 64>(1) . XA (3) 

b. <P(l) • XA(2) - 6<1>(2) . XA(l) 

- l-

o vetor 6MA t em as seguin t es c omponentes: 

(4 . 2 .1 3) 

(6<P( 3) .XA (1) -6<1>(1) . XA (3)-) . FA (3)- (b.<P(l) . XA (2) -6<1>(2) . XA (1)) . F A (2) 

(6<P(l).XA(2)-6<P (2) .XA(l)) .FA(l)-(6<P(2).XA(3)-6<P (3) .XA(2)) .FA(3) 

(b.<P(2).XA(3) -6<P (3) . ~(2)) . FA(2) -(6<P(3).XA(l)-6<1> (l) . XA(3) ) . FA(l) 
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A equação (4 . 2 . 8) e dese nvolvida como 

f:~ X c (1) 6 <!>(2) xc c 3) - 6<!>(3 ) Xc(2) 

f:~ X c (2) = 6<1> ( 3) XcC1) 6<!>(1 ) xc c 3) 

6Xc ( 3) 6<1> (1) xc ( 2) - 6<P(2) XcCl) 

Sendo 

-7 
_, 

-7 

6~'1 B = 6Xc x F B 
c (4.2 . 14) 

-7 -As componentes de 6M 13 sao 

6M8 (1) (6<!>(3) .XC(1 ) - 6<P (l) . XC(3) ) . F8 (3) - (6<P(1) . XC(2)-6<!>(2) .Xc(l)).F8 (2) 

6MJ3(2). = (6<P(l) .XC(2) - 6<P (2) . Xc (1)) .F8(1)-(6<P (2) .XC(3) - 6<jJ(3) .Xc(2)) .F8 (3) 

L1MB (3) (6<jJ(2) . Xc(3) - 6<!>(3) . XC(2)) .F8 (2)- (6<!>(3) .Xc (l) -6<P(l) .Xc(3)) .F8 (1) 

A equação (3 . 4. 1) é desenvolvida como: 

6FJ3(1) B(l , 1 ) . 6Xc(l) + B ( 1 , 2) . 6 XC ( 2) + B ( 1 , 3) . 6 XC ( 3) 

l:I FB (2) = B(2,1 ) . 6XC (l) + B(2 ,2 ) . 6Xc(2) + B(2, 3) . 6XC(3 ) 

6F
8

(3) _B(3,1) . l:IXC(l) +B (3,2) . 6XC(2) + B(3,3) . 6XC(3) 

Definindo 

(4 . 2 .15) 

_, 
O vetor 6 t'vl c tem os seguin tes compone ntes : 

6Mc(l) = [B(3,1) . (6<P(2) . XC(3) - 6<P(3) . Xc(2)) +B(3,2). (6<!>(3) . Xc(1) 

- 6<jJ( l) .XC(3)) + B(3,3) . (6<!>(1) . Xc(2 )-6<P(2) . XC(l))] . Xc(2 ) -

- [13 ( 2 , 1) . ( 6 <P ( 2 ) . X C ( 3) - 6 <P ( 3) . X C ( 2 ) ) + B ( 2 , 2) . ( 6 <P ( 3) . X C ( 1 ) -

- 6<P(l) .Xc (3)) +B( 2,3) . ( 6 ljl(l) . Xc(2) - 6<!>(2) .Xc(l ))] . Xc(3) 
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6M C ( 2) = [B ll , l) . l 6 cp ( 2 ) . X C l3 ) - 6 <P ( 3) . XC ( 2 ) ) + B (1 , 2 ) . ( 6 <P ( 3) . X C ( 1) 

- 6 <P (1) . XC ( 3) ) + B ( 1 , 3) . l 6 <!> (l) . XC l 2) - 6 <H 2) • XC ( 1) )] . X c ( 3) -

- IJ3(3 , 1) . ( 6 cp( 2 ) . Xc( 3)- 6cj> (:~ ) . XC( Z)) + i3(3 ,2) . ( 6cj> ( 3) . XC(l) -

-6 cj> (l) . XC(3)) +13(3, 3) . ( 6cj> (l) . XC(Z ) - 6cj> ( 2) . XC(l))] . XC( l ) 

6Mcl3) = [ 13 (2 , 1 ) . l 6t!>l2) .Xcl 3) - 6<P(3) . XcC2 )) + B(2, 2 ) . ( 6 <!>(3) . Xc(l) 

- 6cJ> ll).XcC3)J +13(2,3) . l6 c!>( lJ . Xc( 2)-6c!>l2 ) . Xc ( l))] . XC(l) -

- jJ3 (1 , 1) . ( 6 cp ( 2) . XC ( 3) - 6 cp ( 3) . X C ( 2) ) + 13 ( 1 , 2 ) . ( 6 cp ( 3) . X c ( l) -

- 6c!> (l ) . Xc(3)) + B(l, 3) . ( 6c!> (1 ) . XC( 2) -6 <p(2 ) . Xc ( 1 ))] . Xc( 2 ) 

O vetor pode, portanto, ser expresso como: 

(4.2.16a) 

ConseqUentemente 

t: ~-~ 
-+ f +] t->l l: 

[ ~ MA~ , 3tvl8 3Mc • . 
= -I + I ( ~ + -1) (4 . 2 . 16b) 

T () 6-~J c Lv6<1> an-~J 

A ma tri z t"M~l t em dimens ão ( 3x3) e sua s compone n-
tes sao 36 ct> 

( 4 . 2 .17a ) 

ói'-'IA (1 ) 
= XJ\ (l ) F A (2) 

21 6cp ( 2) 
( 4 . 2 . 17b) 

aMA (1) 
= XJ\ (1) 

ó6cj>( 3) 
F A ( 3) (4 . 2.17c) 

aMA ( 2) 
XA ( 2) 

ó6 <jl(l) 
~A (l ) ( 4 . 2 .1 7d) 

aMA ( 2) 
- XJ\( 1 ) 

() 6 <jl ( 2 ) 
. FA (1) -XA(3) · FA ( 3) (4 . 2 . 17c) 
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~ 

aMA ( 2 ) 
= XA (2) F A ( 3) (4 . 2 . 17f) . 

é)fl<j> (3 ) 

()MA(:~ ) 
XA ( S) F ( 1 ) (4.2.17g) 

() t.<j>(l) 
A 

() MA (3) 
XJ\( 3) r:J\(2 ) (tJ.2.17h) = 

é) 6cjll 2 ) 

(:)iviA ( 3) 
= - XA (2) . f Al2 ) - XJ\(1) . FA (1) (4 . 2 . 17i) 

é) fl$(3) 

~J Da me sma forma tem a s seguintes componentes: 
cP. ,, 

ClMB(l) 
- XC ( 3) . F13 ( 3) -XC(Z) . F13 ( 2) (4 . 2 . 18a) 

é) fl <j> (l) 

aMB(l) 
xc (1) F13 ( 2) (4 . 2 . 18b) = . 

Clfl<j> ( 2) 

aM13 (l) 
Xcll) FB ( 3) = (4.2 . 18c) 

(l fl<j>(3) 

aM
13

(2) 
xc (2) FB(l) = (4 . 2.18d) 

.. Clfl<P(l) 

aM13 ( 2) 
-xc (l) . FB(l) - XC(3) = . F8 (3) (4 . 2 . 18e) 

é) fl<j>( 2) 

a M
13 

( 2 ) 
= Xc(Z) 

a t.cp (3) 
F

13
(3) (4 . 2.18f) 

aM13 ( 3) 
= xc c 3) ·~ FB (l ) (4 . 2 . 18g) 

at. cp (l) 

aMB ( 3) 
= xc c 3) . F8 ( 2) ( 4 . 2 . 18h ) 

at. cp(2) 

aM13 ( 3) 
= - XC( Z) 

êl6<j>(3) 
. F13 (2) - Xc( l ) . F

13 
( 1 ) ( 4 . 2 . 18i) 
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As componentes da matriz sao 

= - B ( 3, 2) . XC ( 3) . XC ( 2 ) + B ( 2 , 2) . X c ( 3) . XC ( 3) + B ( 3, 3) · X c ( 2) · 

.XC(2) - B(2 ,3) .XC( 2 ) . Xc l 3) 
(4. 2 .19a) 

é) ~1C(l) = B(3 , 1) . Xc(3) . XC(2) - B(3,3) . Xc( l) . XC(2) -B(2, 1) . XC(3 ) . 

é) l:\ <!> (2) 

. Xc( :S) +B(2,3) . Xc(l) . XC(3) 

aMe O) 

( 4 . 2 .19b) 

'• é)l:lcp ( 3) 
= -B(3,1) . Xc(2) . XC(2)+B(3,2) .Xc(l) . XC ( 2) +B(2,1) .XC( Z) · 

(4 . 2 .19c) 

( 4 . 2 .19d) 

(4. 2 .1 9e) 

( 4 . 2 .19f) 

~· aMe c 3) 
- -- = - B ( 2 , 2 ) . Xc ( 3) . XC (l) + B ( 2 , 3) . XC ( 2) . X c (l) + B (l , 2 ) • X c ( 3) . 
é)l:l<j>( l ) 

( 4. 2 .19g) 

(4 . 2 .19h) 
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aMe (3) = -B (2, 1). Xc(2) . Xc(l) +B( 2, 2) . Xc(l) . Xc(l) +B (l, l) . Xc(2) . 

é) f'~<!> ( 3) 

(4. 2 . 19i) 

r
aM ] f\ matr i z -~ é e n tão estabelecida pela soma das 

_3.6 <I> 

ma tri zes [aM~J. joM!l e r at~~] · 
o.6<!> [al'I ~J _<1.6<1> 

()~ I (l , 1 ) 
0 = -XA(3) . r:/\ (3) - Xi-\( 2 ) . FA (2) - Xc(3) . F13 (3) - XC(2) . F13 (2) -
()f'~ <I> 

- B ( 3, 2 ) . XC ( 3) . XC ( 2) + B ( 2 , 2 ) . X c ( 3) . X c ( 3) + B ( 3, 3) . XC ( 2 ) . X c ( 2) -

(4 . 2 . 20 a) 

(4 . 2.2 üb) 

(4 . 2.20c) 

élM (2,1) 
-

0
- -- = X A ( 2 ) • F A ( 1 ) + X c ( 2 ) . F B ( 1 ) - B ( 1 , 2 ) • X C ( 3 ) . X C ( 3) + B (l , 3) • 
él6<!> 

3M ( 2 , 2) 
o 

(4. 2 . 20d) 

+B(l, l) . Xc(3) . Xc(3) - 13(l ,3) . Xc ( l ) .Xc(3 ) - l3(3 , 1) . Xc(3) . XC(l) 

(4 . 2 . 20e) 



A rel ação entre os acresc1mos di fe r enc i ais ~ 8 1 , 
-+ 

682 e ~8 3 e o vetor de rotação infini t esima l 6~ pode se r vl -

sualizada atrav€s das f i gur as abaixo . 

y 

~4>(1) X 

Figura 4. 2 . 7 - Decomposição do vetor ~~ na direção de 661 . 

.. 

X 

Figura 4. 2 . 8 - Decomposi ção do vetor -+ 
6 ~ na direção de 66 2 . .. 

,, 
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z 

y 

A9J 

~~(3) 

X 

Figu ra 4 . 2 . 9 - Decomposi ção do vetor 6~ n a di r eção de 68 3 . 

Das figuras (4 . 2 . 7- 9) ti ramos a s seguinte s r e l ações 

ci nemáticas 

obtemo s : 

68 1 = 6<j>(l) . cos 03 + 6<j>(2) . scn 83 (4 . 2 . 24) 

682 =- ~<P(l) . sc n 83/cos 81 + 6<P(2) . cos 8 3/c:os 81 

(4 . 2 . 25) 

683 = ~<P (l) . tan Ol.sen 03 - 6<P(2) . tan 8l. cos 83 +6<1>(3 ) 

(4 . 2 . 26) 

Substituindo as equaçocs (4 . 2 . 24 - 26) nas (4 . 2 . 21 - 23) 

. sen 83) . (6<j>(l) . tan 8l . sc n 83 - 6<j>(2) . tan Ol.cos 8 3 + 6<j> (3)) + 

+ (Ky.L
0

(2,1)) . ( - 6<P(l) . sc n 83 /cos 81 +6<j>(2) . cos 8 3/cos 81) + 

(4 . 2 . 27) 



ss 

M ls(2) = (Kx . scn 83) . (~<!>(1) . cos 83 + 6<;>(2) . se n 83) + (Kx . 81 · 

. cos 83) . (~<f>(l) . tan 8 l . scn 8 3 - ~<!> (2) . t:ln 8 l . cos 83 + ~<!>(3)) + 

+ K . L (2 , 2) . ( - ~<!>ll) . scn 03/co!:> 8 L + ó<j>(Z ) . cos 03/cos 0 1) + 
y o 

+ K . 02 . ~ 1. (2,2) y o 
(4 . 2 . 28) 

+1\ y . 62 . ó L (2, 3)+ K . (ó<!> ll ) . t a n 81. sc n 83 - ~$(2) . tan 8l.co s 83 + 
o z 

+6$(3)) (4 . 2 . 29 ) 

tat~:] As compone n te s d a ma t riz ~ sao , e ntã o, obtid as . 
é)~<j> 

= K . cos
28 3 - 1\ . Ol . sen

2
03 . tan 01 - K (sen 83/ co s 81 ) . 

X X y 

. L (2 ,J ) +I\ . 02 o y 

0L (2 , 1) o 
( 4 . 2 . 3Ua) 

()L"~ <f> ll ) 

âM
5

(1 ,2 ) 
= Kx . co s 83 . se n 63 +K . e l. sen 03 . tan 6l. cos 8 3 + 

âó<j> j X 

+1\Y . (cos 83/cos 6l) . L
0

(2, l ) + KY . e2 

= - 1\x . e l . sen 83 +K .ez 
' y 

aL
0

(2, 1 ) 

üL\cjJ (2) 
( 4 . 2 . 30 b ) 

( 4 . 2 . 30c) 

é)i\(2,1) 
- = Kx . sen 83 . c os 83 + K . e l . c o s 03 . ta n e l . sen 8 3 -

éló <j> X 

-Ky . Lo (2 , 2) . s e n 83 / c os 8J +K . ·e i . () Lo(2,2) 
y ()6 <jl( l ) 

( 4 . 2 . 30 d) 
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( 2 , 2) 

() i.l (~ 

. cos O 3/ c os O I + 1\ • O 2 y 

56 

aL l2,2) o __ _ (4 . 2 . 30c) 

él l (2,3) s 
aL p,2 ) 

o (4 . 2 . 30f) 

() ~ 1 5 L3, 1) 
= -1\ . Lscn 

él ll<l> 
y 

+ 1\ z . t a n 8l . s c n 83 

élMS(3;2) 
= Ky . (c os 

élll <I> 

- K tan Bl . cos 83 z . 

K . 82 . 
y 

8 3/cos Ol ) .L
0

(2, 3) 

8 3/ c os OJ) . L
0

( 2,3) 

óL (2,3) o 

é)fl<j> (3) 
+ 1\ z 

() L (2,3) 
+ K . 8 2 o + 

y é)ll <j>(l) 

( 4 . 2 . 30g) 

aL (2,3) 
+ K . 82 o . y é)ll<j> (2) 

(4. 2 . 30 h ) 

( 4 . 2 . 30 i) 

As componentes elo vetor de rotação infinitesimal ll1> 

sao determinadas, atrav6s da equação (4 . 2 . 12) como 

Os valores dos â ngulos e e 

de orien t ação na base q ue aparece m n<J 
cem ao ciclo anterior . Substi tuinJo 

das componentes da matriz 

ma t r i z [êl i\\ I êJ t-4> J p e r t c n -

as componen tes do veto r 
- )-

ll<l> nas equações (4 . 2 . 24 - 26) determinamos os acréscimos di[e -

rcnciais t- 81, ll82 e ll93 . Conseq Uentcmente os ângulos 81 , 

82 e 83 do ciclo atual, pode m ser calcul ados pe l a s oma dos 
ângulos pertencentes ao c i c lo anterior c om os acr6scimos dife 
renciais rec6m c alculad os . 



.. 

.. 

.. 

,. 

" 

57 

Denorainando de 8 os ângulos do cic]o anterior, de -

f.i n.imos, e nt5o, os ::lngulos do cjclo ;1 t ual CO IIIO : 

0 1 = 8 1 + ~8 1 (4 . 2 . 31) 

8 2 = 82 + ~82 (4 . 2 . 3 2) 

8 3 = 0 3 + 68 3 (4 . 2 . 33) 

Com os novos ân gulos e assim calc ulados, determina

mos a novo matri z de orientação na base ;:~través do seguinte 
produto de matri zes 

onde 

[Lo] = [Az] . [AJ J . 

definimos 

cos 82 

[Az] = o 

sen 8 2 

l 

[Al] = o 

o 

cos 83 

[A3] = - sen 83 

o 

c os 

- sen 

[i\- J 
.) 

(4 . 2.~4) 

e - sen 82 

1 o (4 . 2 . 35) 

l) c os ez 

o o 

81 sen 81 ( 4 . 2. 36 ) 

8 1 c os 8 1 

se n 83 o 

cos 83 o (4 . 2 . 37) 

o 1 

Reali zando os produtos matriciais indicados na equa 
ção_ C 4 · 2 · 34) ' estabelecemos a mu triz de orienta cão na base 
[L J, ne cesséÍri't l) cLr a ' 1 in Lc · :1 ~· · ~ -o • ~ • ~ lJ 1zar a 1ntegraç uo da matriz 
de orientação em todos os pontos da torre . 
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.. L
0

(1,1) = c os 82 . cos 8 3 -se n 82 .scn 01. sen 8 3 (4 . 2.38a) 

I> 
L (1, 2) (4 . 2 . 38b) = c os 82 . sen e 3 + sen 82 . s cn o l. c os 03 

o 

L
0

(1, 3) = -scn 82 . cos 81 (4 . 2 . 58c) 

L
0

l2,1) = - cos 8l . sen 0 3 c 4 . 2 . 38d) 

L (2,2) o = cos 8l. cos 83 (4 . 2.38e) 

L
0

(2,3) = sen 81 (4 . 2 . 38f) 

~ L
0

(3,1) 82.cos e 3 +c os = sen 82 . sen 8l . sen 83 (4 . 2 . 38g) 

L
0

(3,2) = scn 82 .sen e 3 - c os 82 .sen 8l.cos 83 (4 . 2 .38h) 

L
0

(3,3) = c os 82 .cos 81 (4 . 2 . 38i) 

• 
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S. EXEMPLOS 

5 . 1 - Introdução 

A fim de resolver o problema da torre estaiada no 

espaço segundo a formulação dada nos capítulos anteriores, um 

programa computacional, denominado Torre, foi desenvolvido em 

linguagem F~rt ran. Este segue o encaminhamento do fluxograma 

do i tem 2. 4.2 . 
O programa Torre contém a subrotina Cabo que 

determina apenas as variáveis dos cabos e foi implementada 
no microcomputador Polymax 201, em linguagem Fortran. 

Para todos os exemplos do item 5.3 foram uti l izados 
6 intervalos de integração para a torre e 5 para os cabos, não 

sendo necessário aumentar es tes nfimeros, pois os resultados 

nao teriam uma modificação importante. 

Com o objetivo de evitar a singularidade da matriz 

que relaciona os momentos e giros na base, que pode ocorrer 

caso os cabos estejam fixados no centro da gravidade da tor

re, então posicionamos os mesmos com uma excentricidade em re 

lação ao eixo baric~ntrico da torre ou consi deramos a base um 
apoio sobre molas. 

As características de inércia da torre dos exemplos 
apresentados são tais que tornam- a bastante rígida e portanto 

os gráficos de deslocamentos da torre contém um gráfico adicio 
nal, à direita, onde traçamos a parcela de deslocamento elás
tico da mesma. Este é obtido pela diferença entre o desloca
mento total e o de corpo rígido . Também foi fe ita uma verifi
caçao do valor dos deslocamentos apresentados pelo programa 
com o valor calculado de mane ira exata, sendo os resultados 
praticamente iguais. 

Para a maioria dos exemplos o tempo de computação 
é da ordem de 3000 s. 

59 
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5.2 - Exemplos de Cabos 

5 . 2.1 - Para o cabo cujas carac t erí sticas indicamos abaixo, 

foram determin adas as reações nas extremidades e as constan te s 
de mola, a través do programa CABO implementado no Microcom

putador Pol ymax - 201. 

E 
co 
.; 
o ,., 

z 

j___ 229, 8m __j_ 

figura 5 . 2 . 1 . 1 

y 

Posição do Ponto de União do Cabo com a Torre : 

Posição do Ponto de Ancoragem: 

Carga Distribuída: 1 =(O. c , O· , 

Comp r imento : L = 3R J m 

Constante do Cabo (eq . 3 . 2 . 10) 

EA = 3, 56 x 10 7 N 

PA =(229,8; O· , 

- 23,36) N/m 

\) = 1 

X 

->-
X =(0· 0 ·304 8)m c ' , , 

O) m 

Para es t e prob lema adotamos 50 inter valos de inte
gração . Os r esultados obtidos foram: 

Reação do Cabo na Ancoragem: ~A= (44853; O; - 551 13) N 

Reação do Cabo no Ponto de Fixação com a Torre (força que o 
-;.,. 

cabo exe r ce sobre a torre): FB = (44853; O; - 64013) N 

r 
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Matriz das Cons tantes de Mola: 
[

- 28242 

[B] = O 
o 

-19 5 

o 
O N/m 

3 715 7] 

37157 -4942 2 

Diminu indo o número de pontos de integração os r esul 

t ados nao diferem significativamente, como mostram os valores 

abaixo . 
Utilizando 5 intervalos de integração obtemos: 

-+ (42327; O· -51770) N RA = , 

-+ 
FB = (42327~ o ~ -60670) N 

- 26939 o 35434 

[B] = o -184 o N/m 

35434 o -47114 

O tempo de processamento depende da proximidade do 

valor da Reação I maginári a inicialmente arbitrada com o va
lor real da reação na ancoragem do cabo , vari ando de poucos 

segundos a minutos . 

Este exemplo foi apresentado por Richard A. Skop 14 

e seus resultados são os seguintes : 

Reação do Cabo no Ponto de Fixação com a Torre : 
-+ 
F8 = (45506; O; - 64872 ) N 

Ma tri z das Constantes de Mola: 
[

- 28452 
[B] = O 

37429 

o 
-1 99 

o 

37429] 

- 49~80 
N/m 

Comparando os resultados observamos uma diferença da 
ordem de 1,41 para a reaç~o do cabo e de 0,74 % para a matriz 
de mola. 

ESCOLA- L- t,,..Gt, íiAKIA 

, B\BUOTECA 
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5.2 . 2 - Par a o cabo da figura 5. 2.1.1 fo i estudado o efeito da 

aplicação de uma carga concen trada de 4450 N, em djversos pon-
-+ 

tos do cabo, sendo Fc =(O; O; -4450) 1 . 

O cabo f dividido em 5 intervalos de integração e o 

ponto de ap l icação da carga e stá a uma distincia 1 do ponto 
de f ixação com a torre. 

Os resultados das reaçoes do cabo sao dados em fo rma 
de gráf icos, onde as abscissas representam a re lação entre o 
ponto de aplicaçio da carga e o comprimento do cabo e nas or
denadas estão os valores das componentes das reações do cabo , 
no ponto de fixação com a torre. 

tf8 (1 } x 103 N 

53 

52 

51 

50 

49 

46 

47 

O, 1 0,2 O, 3 0,4 0 ,5 0,6 O, 7 0,6 o, 9 1,0 

Figura 5 . 2 . 2. 1 
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76 

75 

74 

73 

72 

71 

70 

69 

0 ,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 (l/L] 

Figura 5 . 2 . 2 . 2 

Este problema foi proposto por Richard A. Skop 14 

e os grificos traçados por ele coincid~n com o fornecido pelo 
programa CABO. 

5.2 . 3 - A figura 5 . 2.3.1 nos mostra um cabo numa posição ini

cial, dada por 1c =(O; O; 457), submetido a cargas de vento 
e peso próprio . 

Com o ob j etivo de estudar o comportamento das rela
ções entre força c deslocamento do mesmo, foram dados urna se

rie de deslocamentos na direção x no ponto de fixação do ca
bo com a torre. 
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E 

z 

~ 162,37 N/ m 

- t t t 
_J ~ ~ ~ 

~ ~ -~--------------------------~--~~~~X 

792 !!!_ 

Figura 5 . 2 . 3 . 1 
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Pos i ção do Ponto de União do Cabo com a Torr e: fc=(X; 0; 457) m 

Posição do Ponto de Ancoragem: PA = (792; O; O) m 

Carga Distribuída: 1c = (14,59; O; - 182,37) N/m 

Comp r i mento: L = 914 m 

Constan te v = 1 

EA = 4 , 45 x 108 N 

NGmero de I ntervalos de Integração = 5 

Mantendo fi xas as componentes do vetor l segundo 
c 

os eixos Y e Z e variando a componente segundo o eixo X, no 
-+ 

int ervalo entre - 5 e 5 m, cal culamos o ve tor força FB do 
cab o e as constantes de mola correspondentes a cada valo r de 
x . c 

Desta forma traçamos gráf icos que relacionam força 
- des locamento e constante de mola- deslocamento . 

A figura 5.2.3.2 apresenta a curva forca-deslocamen 
~ -

to do cabo, onde observamos o comportamento não linear do mes 
mo, que é acentuado a medi da que o cabo é mais tensionado . 
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As figuras 5. 2 .3.3-6 

cionam as componentes B(i, j) 

65 

apresentam as curvas que r e la

da matriz [B] com os desloca-

mentos. A componente B(i,j) representa a força que surge na 

direção i devi da a um deslocamento unitário na direção j . 

Obse rvamos tamb ~m a não-l i nearidade destas relações e nas fi 
guras 5 . 2. 3 . 4 e 6 a mudança na forma de cr escimento da curva, 

quando a componente Xc(l) muda de sina l . 
Para todos os casos, as componentes B(l ,2) =B(2,1)= 

=B(2,3) =B(3, 2) sao nulas , uma vez que o cabo e as cargas 
atuantes sobre es t e estão no plano. 

T X 105 (N) 

25 

Figura 5 . 2 . 3.2 
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-a 11.1 1 x 104 IN/ml 

t ' 

-s ·4 · 3 · 2 · 1 
--t--t--t---'t--1'-----..~~ 

o 1 2 3 4 5 Xcll)(m) 

Figura 5.2.3.3 

a (l,3 l x 104 (N/m) 

-s · 4 ·3 ·2 ·1 o 2 3 4 5 Xcll I Cm I 

Figura 5.2 . 3 . 4 
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o 

-a (2,2 Jx 102 (N/m) 

--+--1--t---t--t--1-+ --t---111----il'----111----::>~ 
-s -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 Xcl I)( ml 

Figura 5 . 2 . 3. 5 

-e (3,3Jx 103 (N/ml 

---1- --1-- I - t- - --1--t'--t--t--t---~ -s -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 s Xc c 1 J c m J 

Figura 5. 2.3. 6 
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5.3 - Exemplos de Torres Estaladas 

5.3.1 - A figura 5.3.1.1 nos mostra uma torre fixa no topo 

por 20 cabos e rotulada na base, submetida a carga de vento e 
peso pr6prio, que são representadas pe la primei ra e terceira 
componente do vetor de cargas distribuídas 1, r espectivamen 
te. Uma carga de plataforma é apl i cada no topo da torre, sen-

+ 
do representada pelo vetor FA . Para esta torre foram deter-
minadas, através do programa TORRE, implementado no Burroughs, 

as solicitações e deslocamentos na mesma. 

As características da torre bem como as dos cabos 
sao dadas a seguir. 

PLANTA 
y 

~~~--~~==~---.-4 
A X A' 

CORTE AA' z 

-l'--- __ T_9-'-2 _m'----.t---T:....:9:..:2:_::m ___ -J.l~ X ., 

Figura ·5. 3 .1.1 
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Altura: 457 m 

Carga Distribuída : f = (627,38; O; -2918) N/m 

f -F~A = (1,1 X 106 ·, O·, -6,7 X 10
7

) N Car ga de P1ata orma : 

EA = 1,51 3 x 1011 N 
13 2 

= 3,518 x 10 N .m 

Número de Intervalos de Integr ação : 6 

Comprimento : L = 914 m 

Carga Di str ibuída : 
~ 

fc = (14,59; O; -182,37) N/m 

v = 1 

EA = 4,45 x 108 N 

Número de Intervalos de Integração : 5 

Cabo 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 
14 

15 

Posição no Ponto de Fixação 
~ 

com a Torre Xc (m) 

(15, 2; O; 457) 

(1 5, 2; O; 457) 

( O; 15, 2 ; 457) 

(O; 15,2; 457) 

(O; 15,2; 457) 

(O; 15, 2; 457) 

(O ; 15,2; 457) 

( - 15,2; O; 457) 

( -1 5,2; O; 457) 

( -1 5,2; O; 457) 

(-15,2; O; 457) 

(-15 ,2; O; 457) 

(O; -15 , 2 ; 45 7) 

(O; -1 5 , 2; 457) 

( O; -15,2; 457) 

Posição na Ancoragem 
+ 
PA (m) 

(753,23; 244,74; O) 
(640,74; 465,52; O) 

(46 5,52; 640,74; O) 
( 244,74; 753,24; O) 

(O; 792 ; O) 

( - 244 ,74; 753,24; O) 

( - 465;52; 640 , 74; O) 
( - 640,74; 465; 52; O) 

(-753,23 ; 244 ,74; O) 

(-792; O; O) 

(-753,23; -244,74; O) 

(-640,74; -465,52; O) 

(-465 , 52; - 64 0 , 74; O) 

(-244,74; -753,24; O) 
(O; -792; O) 
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Figura 5 . 3 . 1 . 2 
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Cabo 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 
15 

16 

z 
4571111 

1 

• .... 
~ e 
-8 
o o 
c: s o 
._j 

8 
o 
lO 
u 4 
o ... 
o 
Ql ... 

3 .: 
Ql 
"O 

~ 

& 2 

o 2 3 4 

- M (2) x lO 7 Nm 

Figura 5 . 3.1.3 

Resultados dos Cabos -- -------- --- -----

Reação no Ponto de 
Fixação com a Torre 

FB (N) 

I 
s 

(1,4lxl05 ; 4,55xl04; -1, 76xlü5) 
5 4 5 (1,3lxl0 ; 9,5x10 ; -1,84x10 ) 
5 5 5 (1,07xl0 ; 1,39x10 ; -1,9lxl0 ) 
4 5 5 (6,17xl0 ; 1,77x10 ; -1,98x10) 
3 5 5 (2,42x10 ; 2,15x10 ; - 2,14x10) 
4 5 5 (- 8,62xl0 ; 2,63x10 ; -2, 5xl0 ) 

5 5 5 (- 2,9xl0 ; 3,85x10 ; -3 ,67x10 ) 
5 5 5 (-7,15x10 ; 5,23x10 ; -5,97x10) 

(-8, 87x105; 2,90x!05; -6, 25x105) 
5 5 (-9,52x10 ; O; -6,36x10 ) 
5 5 5 (-8,87xl0 ; -2,9xl0 ; -6,2Sxl0 ) 

(-7,15x105; -5 ,23x!05; - 5,97x105) 
(-2,90x105; - 3,85xl05 ; -3,67x105) 

4 5 5 (-8,62x10 ; -2,63xl0 ; -2,50x10 ) 
3 5 5 (2,42x10 ; -2,15xl0 ; -2,14x10 ) 
4 5 5 (6,18x10 ; -1, 77x10 ; -1,98x10 ) 

71 

Vetor Momento Interno 
-+ 
tvl (Nm) 

( O ; 

(o ; 

(o ; 

(O ; 

(o ; 

(o; 

~ (o ; 

Força de Tração 
Resultado do Pro 
grama TORRE -

2,3lxl05 

2,45xlü5 

2,59xl05 

2,73xl05 

5 3,03xl0 

3,73x!05 

6,06xlü5 

l,06x106 

1 ,12x106 

1,14xl06 

1 ,12x106 

1,07xl06 

6,06x105 
5 3,73xl0 
5 3,03x10 
5 2,73x10 

-3 ,34xl0 7 ; O) 

-3,9 3xl0 7 O) 

7 . -4,U5xl0 , O) 

-3,69xl0 7 ; O) 

- 2 ,86 xl0 7 O) 

-1,5 7xl0 7 O) 

6 1 ,61xl0 ; O) 

T = FB . FB (N) 

Resultado fornecido 
por Felix Rosenthal 

5 2, 32x10 

2, 46x!05 

2,6lx105 

2,75x!05 

3,04xl05 

3,72x105 

5 5,93xl0 

1,07x!06 

6 1 ,llx10 
1 ,12x106 

1,1lx106 

6 1,07xl0 
5 ,93x105 

5 3, 72xl0 
5 3,04x10 
5 2,7Sx10 



~ 

1\ 

Cabo 

17 

18 
19 

20 

Reação no Ponto de 
Fi xação com a Torre 

1\ (N) 

(1,07x105; -1,3xl05 ; -1,91x105) 
5 4 5 (1,31x10 ; -9 ,Sxl0 ; -1, 84x10 ) 
5 4 5 (1 ,4lxl 0 ; -4,55xl0 ; -1 ,7xl0 ) 
5 5 (1,45xl 0 ; O; -1,74xl0 ) 

Força de Tração 
Resultado do Pro 
grama TORRE -

5 2,59x10 
5 2,45xl0 

2,3lx105 

2,26x105 
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T = FB • í\ (N) 

Resultado fornecido 
por Felix Rosenthal 

2,61xl05 

2,46xl05 

2,32x105 

2,27xl05 

Cabo Matriz de Mola do Cabo [B] (N/m) 

-1,83xl0 5 - 5 , 89xl0 4 2,28x10 5 

1 - 5,89xl04 -1, 92xl 04 7,35xl04 

2 ,28xl0 5 7,35xl04 - 2,85xl05 

-1, 40xl0 5 -l,Olxl0 5 1,96xl05 

2 - l,Olxl 05 -7 ,34x10 4 1,41xl05 

1 ,96xl0 5 1 ,4 lxl05 - 2,74xl05 

- 8 , 28xl0 4 -1,0 7x l05 1, 48xl0 5 

3 -1,07xl0 5 -1,40xl 05 1 ,92xl0 5 

1,48xl05 1,92xl0 5 - 2,65x10 5 

- 2,52xl0 4 - 7,13xl 04 8,0lxl04 

4 - 7 , 13x1 04 - 2,04xl 05 2, 29xl05 

8, 0l xl0 4 2,29xl05 - 2,58xl05 

-3,63xl0 2 - 2 ,74xl0 3 2,74xl0 3 

5 - 2,74xl0 3 - 2,44xl0 5 2,43xl0 5 

2,74xl0 3 2 ,43xlo 5 - 2,43x!05 

[ - 2,64x!0
4 7,94xl 04 

- 7, 54x l 0
4
] 

6 7,94xl0 4 -2,43xl0 5 2,30xl0 5 

- 7,54xl0 4 5 -2,19xl05 2,30xl0 
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Cabo Matriz de Mola do Cabo [B] (N /rn) 

-1 ,12xl0 5 1,48x l0 5 -1,4lxl0 5 

7 1 ,48xl0 5 -l,9 7x10 5 1,87xl0 s 

-1,4lxl0 5 1,87xl0 5 -1,79xl0 5 

- 2 ,19x10 5 1,59xl05 -1,82x10 5 

8 l,59xl0 5 -1 , 18xl0 5 1,33x10 5 

-1,82xl0 5 1,33x!05 -1,53xl0 5 

- 3,04xl0 5 9,9xl0 4 - 2,13xl0 5 

9 9,9xl0 4 -3,36xl0 4 6,97x10 4 

-2 , 13xl0 5 6,9xl0 4 -1,52x105 

- 3,37x!0 5 o -2, 24x!0 5 

10 o -1,2Sxl0 3 o 
- 2,24x!05 o -l,SlxlO 5 

-3,04x10 5 -9,9xl0 4 - 2,13xl 05 

11 - 9,9x l 04 -3,36x10 4 -6,97x10 4 

-2,13xl0 5 -6,97x10 4 -1, 52x10 5 

-
- 2,19x10 5 -l,59x10 5 -1, 82x10 5 

12 -1,59xl0 5 - 1,18xl05 -1, 33xl0 5 

-1,82xl0 5 -1,33x10 5 -1, 53xlo 5j 
-1,12x10 5 -1,48xl0 5 -1,4lxl0 5 

13 -1,48x10 4 -l,97x10 5 -1,87x10 5 

-1,4lxl0 4 -1,8 7xl0 5 -1,79x10 5 

[ 4 
4 

- 7,54xl04 -2,64xl0 -7,94xl0 
14 -7,94xl0 4 -2 43xl0 5 

-2,30xl0 5 , 

-7,54xl0 4 -2,30xl05 - 2 ,19xl0 5 

-3,63xl0 2 2, 7.4 xlO 3 2 , 74xl 03 

15 3 5 5 2,74xl0 -2,44xl0 - 2 ,43xl0 
3 - 2, 43xl0 5 . 5 

2, 74x10 -2,43xl0 

~ 

,. 
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Cabo Matriz de Mola do Cabo [B] (N/m) 

4 4 4 
-2,5 2xl0 7, 13xl0 8,0lxl0 

7,13xl0
4 5 5 

- 2 ,04xl0 - 2 , 29xl0 
4 5 5 

8,0lxl0 - 2,29xl0 -2, 58xl0 
16 

4 5 5 
- 8 , 28xl0 1,07x10 l,48x10 

5 5 5 
1,07xl0 -1,40xl0 -1,92xl0 

5 5 5 
1, 48x10 -1,9 2xl0 -2, 6Sxl0 

17 

5 5 5 
- 1,40x10 l,OlxlO l,96xl0 

5 4 -l,4lxl0 5 
l,OlxlO - 7,34xl0 

5 5 5 
1,96x10 - 1,4lxl0 - 2,73x10 

18 

-
- 1,83xl05 4 2,28xl0 5 

5,89xl0 
4 4 - 7 ,35x10 4 

5,89xl0 -1,9 2xl0 
5 4 - 2 85xl0 5 

2,28x10 -7,35xl0 , 
19 

-1,99xl0 5 o 2,39xl0 5 

20 o - 2,48xl0 2 o 
2,39xl0 5 o - 2 ,88xl0 5 

Os resultados mostram que a torre se deslocou na di-

rcç~o do eixo X, LUna ve z. que as cargas distribuídas e concentradas po~ 

suem componentes nesta direção . 1\ torre possuindo uma inércia muito 

grande, se deforma pouco e para visualizarmos melhor o proble

ma, desenhamos na figura 5 .3.1 . 2 o des locamento total da mes 

ma e a direita o s eu des locamento elis tico. Este € obtido des 

contando:se a parcela de deslocamento de corpo rígido do des 

l ocamento total. 

As reações e constantes de mola dos cabos apresentam 

valores simitricos em relação ao eixo X, uma vez que nao 
existe forç a atuando na direção Y. 

Os cab os estão dispostos excêntricamente em relação 
ao eixo da torre e conseqlientemente as suas reações no topo 

vao provocar um momento em torno do eixo Y. Es te momento fle 

tor no topo da torre desloca o ponto de momento miximo da mes -
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ma, como mostra a figura 5.3.1.3. 
Como ji foi mostrado no item 5.2, existe um compor

tamento não l inear governando as relações en tre força e deslo

camento do cabo, que pode ser observado nos resultados das for
ças ~8 . Na configuração final da t orre, os cabos que ficam 

mais esticados, isto é, com menor flecha, são os que apresen
tam valores mais elevados das reações e maior rigidez . 

Este exemplo foi proposto por Felix Rosenthal
13 

e 

seus resultados são os seguintes: 

-+ 
Vetor Posição no Topo da Torre: X = (16,3; O; 456,49) m 

Momento Máximo (i 335m da base): ~ = (O; -4,3xl0 7 ; O) Nm 

A diferença do deslocamento no topo entre os doi s re

sultaqos é da ordem de 3%, enquanto que o valor do momento má

ximo não pode ser comparado diretamente, pois o programa Torre 

não determinou as solicitações neste ponto, à 335 m da base da 

torre. Entretanto podemos concluir através do gráfico da fi

gura 5. 3.1.3, que o momento miximo deve se aproximar do valor 
7 - 4,3xl0 Nm . 

5.3 . 2 - Para a torre da figura 5.3 .1 mudamos as suas condições 
de contorno no topo, fixando- a em 4 cabos, cujas caracterfsti 

cas e resultados fo r ne cidos pe lo programa Torre são dados a 
seguir. 

Ay 

.- --/ ......... 
/ 

"' '\ o 
I .o \ o 

I 
o \ 

I Cabo 3 Cabo 1 \ 

\ I 

\ 
.,. I 
o I n 

"' 
o o / 

'-.. .... / -..... _ ,,t"m 

792m 

Figura 5 . 3.2.1 

X 

Comprimento: L = 914 m 

Carga Di s tribuída: 

fc = ( 29,18; O; -729,5) N/m 

v = 1 

DA= 2,1 36 x10 9 N 
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11~7111) 
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Posição no Ponto de Fixação 
com 

lO 

a Torre -+ 
X 

( 15,2; o· , 
(O; 15 ,2 ; 

( -1 5 , 2; O· , 

(O; -1 5,2; 

l 

,.7 .. .. 
i'! 
~ 
o 

. !:! 
111 

c (m) 

457) 

457) 

45 7) 

4 57) 

l +=-- -r----t----õloo 
O I 2 ~ 

Oesloeomenlo fiÓJiico 1 em) 

1!1 20 X 

Deslocamento do Torre no Direção ~ (m) 

Figura 5. 3.2 . 2 
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Posição na Ancoragem 
-~ 

(m) PA 

(792 ; o; O) 
(o; 792; O) 

( -79 2 ; O· , O) 
(O ; - 792; O) 

Vetor Posição -+ 
X (m) 

(16,98; O; 456,46) 

(14,16; O; 380,39) 

(11,34; O; 304,31) 

(8,51; O; 228,23) 

( 5,67; O; 152,15) 

(2, 84 ; O; 76,08) 

(O; O; O) 
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Vetor Momento 
-+ 
M (Nm) 

(o; 
7 -3,35xl0 ; O) 

(o; -3,97xl0 7 ; O) 

(o; 
7 -4,llxl0 ; O) 

(o ; 
7 -3,78xl0 ; O) 

(o ; 
7 -2,98x10 ; O) 

(o ; 7 . - 1,7lxl0 , O) 

(o ; 
3 -3,96xl0 ; O) 

Figur a 5 . 3 . 2 . 3 

Res ul tados do Cabo ----------
Cabo 

1 

2 

3 

4 

Reação no Ponto de Fixação 

com a Torre FB (N) 

(5, 75xl0 5 ; O; -7 , 0l xl0 5) 

(-4 ,64xl0 3 ; 8,58xl0 5 ; -8, 57xl0 5) 
6 6 (-4,4Sx10 ; O; - 2,90xl0) 

(- 4,64xl0 3 ; -8,58xl0 5 ; - 8,57xl0 5) 

Força de Tração 

T = FB . FB (N) 

9,07x l 05 

1,21x106 

5,3lxl0 6 

1,21x106 
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Observamos que a torre do exemplo 5. 3.1 apresenta 

praticamente os me smos deslocamentos e momentos do presente 
e xemplo , concluindo- se que os 4 cabos desempenham o mesmo efei 
to que os 20 cabos anteriores, que possuem EA da ordem de 
5 vezes menor . 

5.3.3 - Com r elação a torre do exemplo 5. 3 . 2 mudamos apenas o 

compr imento do cabo, a fim de analisarmos o efeito da sua flecha 
sobre a configuração de equilíbrio da torre. 

O comprimento dos 4 cabos passa a ser da 930 m e os 
resultados obtidos são: 
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Resultados da Torre 

z 

e 7 C4S7,.) ... ... 
~ 
.g 6 
o 
o c: 
o 
..J 5 

8 
·8 
~ 

~ 4 
o 
!! 
c: 
• 3 
-o 
o 
ê 
~ 2 

1+---T---~--~--~--~~ 
O 10 20 30 40 X 

Oe31occrnA'Ifo do Torre no Oireçóo x Cm l 

Figura 5. 3.3.1 

Vetor Momen to M (Nm) 

( q; 7 - 6 , 19x10 ; O) 

(O; -6 6xl0 7 · • • O) 

c o ; 7 -6,44xl0 ; O) 

(o; 
7 -5,6 8xl0 ; O) 

(o; 
7 -4,34x10 ; O) 

(O; 7 - 2,44xl 0 ; O) 

(o ; -5 58xl 03 · . ' O) 
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Vetor Posição X (m) 

(38,41; O· 
' 

455,16) 

(32 , 03 ; o . 
' 

37 9 , 29) 

(25,65; O· 
' 

303,43) 

(19,25; o . 
' 

227 ,57) 

(12,84 ; O· • 151, 72 ) 

(6,42; o . • 75,86) 

(o ; o; O) 

z 

~ • 4S7ml 

1: 7 

{! 
o 
-o e X 
o 
o 
c: 
o 
..J 

8 5 

o 
•o 
o. 
o 4 ... 
o • ... 
s 
• .s 
-o 
o ... 
c: e. 2 

o 1 2 3 4 s 
· M(2) X 107Nm 

Fi gura 5.3. 3 . 2 
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Ponto de Integração 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Resultados dos Cabos ---------- --- -----

Vetor Força Interna F (N) 

(-6,0xl06 ; O; -7,50xl0
7

) 

(-6,04xl06 ; O; - 7,48xl0
7

) 

(-6,09xl06 ; O; -7,46xl0
7

) 

(-6 14xl06 ; O; -7,43xl0
7

) 
(-6:19xl06 ; O; - 7 ,4lxl0

7
) 

(-6,24xl 06 ; O; -7,39xl0
7

) 

(-6,28xl06 ; O; -7,3xlD 7) 

Cabo Força de Tração no Ponto de Fixação com a Torre 

T = FB . FB (N) 

1 

2 

3 

4 

7,14 x10 5 

9,18 x10 5 

6 9,03 xlO 
5 9,18 xlO 
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Observamos que o aumento da flecha do cabo conduz 

a deslocamentos maiores ao longo da torre, pois o cabo ~menos 

rígido. 

O deslocamento no topo gera um aumento no valor da 

força do cabo mais tracionado e conseqUentemente os momentos 

devido aos cabos aumentam, modificando a distribuição de momeg 
tos ao longo da torre . Como observamos, o ponto de momento .. . 
max1mo aproximou-se do topo da torre. 

5.3 . 4 - Utilizando as mesmas características da torre do exem
plo 5.3.3 e acrescentando 2 cabos no centro do vão da mesma, 
determinamos os seus deslocamentos e so licitações. 
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PLANTA 

/ 

e / 
N / 

~1=4=-e 
A & • 

!{ \ 
... \ 

. -·-- . ...... 

'\ 

\ 

Cobo 1• !5 \ 

/ 
/ 

I 
I 

e 
..... .... 
• 

--1: X A 

CORTE AA' 

792 m 

CORTE SB' 

Figura 5.3 . 4.1 
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792 m 

z 

Dados dos Cabos 

Cabo 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Posição no Ponto de Fixação 
com a Torre X (m) c 

(15,2; O; 457) 
(O; 15,2; 457) 
(-15,2; O; 457) 
(O; -15 , 2 ; 457) 
(O; O; 228,5) 
(O; O; 228,5) 

Pon to na Ancoragem 

PA (m) 

(792; O; O) 

(O; 792; O) 

( - 792; O; O) 

(O; -792; O) 

(792; O; O) 

( - 792 ; O; O) 

As características dos cabos fixados no centro do 
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vao diferem dos demais ap enas no seu comprimen to que vale 833 m. 

z 

7 (4S7tnl 

... ... ... 
~ e 
o 

"O 

~ !I 
o 
...J 

g 
o 4 

lO 
<> 
~ o 
~ 3 
~ ... 
"O 

~ 2 

& 

o 

z 

t'S'>-x. 
Oesloc:arntnro Erósrico(cml 

- r- - r 
20 .30 

Dulocomento do Torre no Direção x ( m I 

Figura 5 . 3. 4.2 

Vetor Momento -+ 
M (Nm) 

z 

(O; 6 O) -7 83xl0 · Cll .... 
' ' .... 

r= 
c o; 3,50x10 8 ; 

o 
O) "O e 

o 
o 

7,08x10 8 ; 
c: 

(O; 
o 

O) _, 
5 

o 
o 

1 ,06xl09 ; 
o 

(O; O) 
lO 

g .. ... 
o 

8 ~ 
(o; 7 ,1 l xl0 ; O) c: 3 

Cll 
"O 

(o ; 8 ~ 
3,56xl0 ; O) c: 2 o a. 

(O ; 2 -2,10xl0 ; O) 1 
o 

X 

2 3 

Vetor Posição x (m) 

(27 , 83; O· 
' 

455 , 93) 

(22,90; O· 
' 

379,98) 

(18 ,0 3; O· 
' 303 ,98) 

(13,32 ; o. 
' 228,00) 

(8,78; O; 152,00) 

(4,36; O; 76,00) 

(O; O; O) 

" 5 6 7 

+M(2lxlo8Nm 

Figura 5.3. 4. 3 

z 

ESCOLA L_ E.~liEIIIIiARI 
BIBLIOTECA A 
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Cabo Força de Tração no Ponto de Fixação com a Torre T (N) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 7,49xl0 
5 9,18 xlO 

1,79x106 

9,18 x105 

5 8,81 x10 
1,06 x107 

Observamos que os deslocamentos da torre resultaram 

menores em relação aos do exemplo anterior e o diagrama de mo

mentos mudou de sinal, em conseqtiência da introdução dos cabos 

intermediirios. Estes são inicialmente mais tracionados do 

que os cabos do topo, resultando que, obtida a configuração de 

equilíbrio final da t orre, o cabo 6 é o que apresenta a maior 

força de tração , sendo de grande influência no diagrama de mo

mentos da figura 5 . 3 . 4 . 3 . 

5.3 . 5 - Para a torre do exemplo 5. 3.4 analisamos o efeito da 
retirada da carga de pl ataforma, através dos resultados abai 
xo indicados. 

Resu ltados da Torre 

z Vetor Posição x (m) 

7 145 7 111) (4,14; O· 456 , 98) 
' .. z ... 6 ... 

{2 
(3,45; O· 380 ,81) 

' 7 

o 
'Q 

~ 
5 (2 , 75; O· 304,64) 

' .3 
o 

4 o 
o 

•o o. 
o 

! 3 

-= 

.... (2, o 7; O· 228 , 48) }( , 

(1, 38; O· 15 2 , 32) 
' 

·o.s o o.5 
Oesloeom•nto Eló,tieo (em) 

Ql 
'Q 

.2 2 
c (0,69; O· 76, 16) 

' e. 
6 

I 
o 2 4 - (o ; O· O) 

X 
, 

Deslocamento do Torre no Direção x { m J 

Figura 5 . 3.5.1 

r 
~ 
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Vetor Momento 
+ 
M (Nm) z 

(o; 
5 -7,65xl0 ; O) y 

(O; 5 O) -9,84x l0 ; X 

(O; 6. 2,59x10 , O) 

(o ; 6 O) 9,96xl0 ; 
8 

4 + 

6 
o 

(O; O) 
'8. 

2,85x10 ; l:' 
OI 

- 4 ,73xl0 5 ; 
~ 

(o ; O) 4> 
-o 
~ 

& 
( o; 6 'o; O) +-~~---r---T- -4----r--~---r--~1 --~1 ---TI---TI~~-

Cabo 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

"1 o 2 

Reação no Ponto de Fixação 

com a Torre FB . (N) 

(5 ,49xl05; O; -9, 24x103) 
4 5 5 (1,16x10 ; 5,83x10 ; - 7,11xl0) 

5 5 ( -6, 26xl0 ; O; - 7, 38xl0 ) 
4 5 5 (l,l6x10 ; -5, 83xl0 ; -7,llx10) 
6 5 (l,OlxlO ; O; -6,03x10) 

6 5 ( -1 ,26xl0 ; O; -6, 77xl0 ) 

3 4 5 a 1 e e 10 

• M(2) xl08 Nm 

Figura 5.3.5.2 

Forç a de Tração no 
Ponto de f ixação com 
a Torre T (N) 

8 ,80xl 05 

9 ,19xl0 5 

9,67xl05 

9 ,19xl 05 

1,12xl06 

1,43x106 

A re tirada da carga de plataforma alterou considera

velmente os re s ul t ados, condu zindo a deslocamentos da torre 

muito menores e a um diagrama de momentos deslocado em relação 

ao seu eixo . Observamos que a carga da plataforma produz um 
efeito de 2 ~ ordem sobre a t or re devido a s ua componente 

axial e uma ve z que influi nos deslocamentos da me sma, também 
- - a e responsavel pelo efeito de 2- ordem devido as re ações axiais 
dos cab os. 

Cons eq Uentemente , a carga da plataforma gera efeitos 
nao lineares sobre a torre, o que podemos observar atravé s dos 
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resultados das solicitações e deslocamentos . 

5.3.6 -A torre da figura 5.3 . 6.1, fixa no topo por 4 cabos e 

rotulada na base , é s ubmetida a carga Je vento de mesmo valor 

na direção X e Y, peso próprio e carga de plataforma nula. O 
programa Torre fornece os result ados abaixo relaci onados. 

z 
PLANTA CORTE AA' 

,....- - . ......... 

/ 

~ / 
~ i 

I 
~ 

o .. 
o 
u 

"· \ l 792 m l 792 m l X 
~,------~~------~.~----~~~-----~~ 

t- e"f=Fcobo3 
(\1 

!!i . \ 
\ 

15,2m 

Cobol 

! 

i /1 ~;,;:/ 
192m 

la 

Dados da Torre 

Altura: 457 m 

>-'
X A' 

E 
.... 
I() 

'<t 

CORTE 88' 

+-----79~ -

Figura 5.3.6.1 

z 

L 792 m l Y 
,~--------------~,~ 

Carga Distribuída : 1 = (1000; 1000; -29 18) N/m 

Carga Pla t a forma : -+ 
FA =(O; O; O) N 

EA = 1,513 x 101 1 N 

El r = E!n = G J 3 s 8 13 2 ., = . , 1 X 10 Nm 

º~~~~ ~~s Cabos - -----

Compr i mento: L = 930 m 
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-+ 
Carga Distribuída: fc = (O; O; -729,5) N/rn 

v = 1 

9 
EA = 2 ,1 36x10 N 

Cabo 

1 

2 

3 

4 

Posição no Ponto de Fixação 

com a Torre X (m) 
c 

(15,2; o~ 457) 
(O; 15,2; 457) 

( - 15,2; O; 457) 

(O; -1 5,2; 457) 

lf. 

t 'f'"'·' 
z 

{1 8 
o 

"' o 
8' 8 
o _, 
o o ·a. 
o ... 
o 
! 3 
.: 
~ 
~ 2 

~ 
1 

e 
~ 
o ... 
o 

. !S 

"'1..-=---+---. o 1 2 lC 
OHiocomenlo Ela'stico lanl 

7 (457ml 

• :s 3 

o 
- 2 & I O 2 y 

Deslocamento ElÕsl i co (em l 

+--+---r--r---~ I I > 
o 5 10 1:5 X o 5 10 1:5 y 
Deslocamento do Torre no Direção x(m) Deslocamento do Torre oo Direção yCm) 

Figura 5 . 3.6 . 2 

Ponto de Vetor Força Interna 
Integração j~ (N) 

1 (1 ,19x105; 1 ,19x105; -4·, 28x106) 
2 (4,24x104; 4,24x104; -4,06x106) 

Posição na Ancoragem 

i) A (m) 

(792; O; O) 
(O; 792; O) 

( - 792; O; O) 

(O; -792; O) 

Vetor Posição -+ 
X (m) 

(14,56; 14,56; 456,5) 

(12, 14 ; 12,14; 380,44) 

(9 ,7 2; 9, 7 2; 304,35) 

(7,30; 7,30; 228,28) 

(4,87; 4,87; 152,17) 

(2, 44; 2,44; 76,09) 

(o; O· , O) 

Vetor Momento 
M (Nm) 

2 2 (-4,36x10 ; 4,13x10 ; 
7 7 

O) 

O) (1,63x10 ; -1,63x10 ; 
3 (-3,38xl04; -3,38xl04; -3,83xl06) 7 7 

O) (2,62x10 ; - 2,62x10 ; 
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Ponto de 
Integração 

• ~ 
~ 

~ 
Cl 
~ 

o 
o 
c: s 
8 
o 

IQ 
t> 
Cl 
~ 

o • -.s 
-8 
~ 
c: 
~ 

4 

5 

6 

7 

z 

7 

6 

5 

• 
3 

2 

(4571111 

Vetor Forç a Interna 

F (N) 

(-l,l0xl05; -1 ,10x105; -3,61x10
6
) 

(-1 86x105 · -1 86x105; -3,39xlü
6
) 

' ' ' 6 
(-2 62xl 05· -2 62x105; - 3,17x10 ) 

' ' ' 6 
(-3,38xl05 ; - 3,38x105; -2 ,9Sxl 0 ) 

z 

7 
o 
~ 
~ 

~ 
-8 6 

o 
o 
c: 
o 5 .J 

o 
o 
o 

lO 
4 t> 

o ... 
o 
! 
.: 3 

Cll 
~ 

2 2 c: 
~ 

> 

Figura 5 . 3 . 6.3 

Vetor Momento 

M (Nm) 

86 

(2,98xl07; -2,98x10
7

; O) 

(2 70x107; -2,70xl07; O) , 7 
(1,79xl07; - 1, 79xl0 ; O) 

(2 ,42xl06; -2,42xl06 ; O) 

l 2 3 

·M(2Jxlo7 Nm 

Resultados dos Cabos 

Cabo Força de Tração no Ponto de Fixação com a Torre 

T (N) 

l 8,10 x10 5 

2 8,10 x10 5 

3 1,13 x10 6 

4 1,13 x10 6 

Obse rvamos a simetria nos valores dos deslocamentos 

e s olicitaçõe s que ocorrem na direção dos eixos X e Y, o que .. 
e esperado uma vez que exis t e simetria de carregamento na 

torre e os cabos estão apenas submetidos a cargas verticais . 
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O momento de torção ~nulo, pois os momentos de torção provo

cados pe las forças na direção X e Y se anulam. 

Os momentos no topo devido aos cabos são muito pe

quenos, fazendo com que, para este carregamento, os momen tos 

miximos ocorram no centro do vão . 

5. 3 . 7 - Para a torre do exemplo 5 . 3.6 mudamos as s uas condi

ções de contorno , substituindo a rótu la da base por molas que 

re st ringem o giro em torno dos eixos X e n. 

Onde 6 
K = 3xl0 Nm/rad c X 

6 
K = 3xl0 Nm/rad . y 

Os resultados fornecidos mostram a mesma simetria de des 

locamentos e soli ci tações do exemplo anterior, uma vez que as 

consta_ntes de mola Kx e Ky possuem o mesmo valor. Estas ge 

ram um momento r estaurador na base Ms de valor mui to baixo 

e conseqUentemente os deslocamentos e so l icitações da torre 

apresentam valores praticamente iguais aos do problema ante 
rior . 

Resu1 tados· ----------
->-Vetor Posição no Top o da Torre: X = (14,55; 14, 55; 456,5) m 

Momento Miximo, no centro do vão : 

M = (2,97xl0 7 ; - 2,97x l 0 7 ; 10) Nm 

Momento Restaurador na Base: 
-+ 4 4 -3,07xl0 3) MS = (-9,60xl0 ; 9,59xl 0 ; Nm 

Momento na Base da Torre : 
-+ 4 4 3, 2xl0 1) M = ( - 9,64xl0 ; 9,54xl0 ; Nm 

Força de Tração nos Cabos 1 e 2: T = 8,10 x10 5 N 
Força de Tração nos Cabos 3 e 4: T = 1,13 x10 6 N 

5 . 3. 8 - Para a torre do exemplo. 5 . 3.6 
de vento na direção X, em cada 

os outros dados do problema . 

adicionamos uma caroa o 

cabo, permanecendo iguais todos 
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A carga distribuída nos cabos ~. entio, dada pelo 

vetor fc ; (29, 18; O; - 729 ,5) N/m. 

z 

e o 
'O 

~ 
.3 s 
o 
o 

·8 4 
'> e 
Q 
Cll s 3 

• 'O 

~ 2 c: o 
~ 

t> 
5 lO 20 )( 

Oesrocomentodo Torre no Direção xCml 

~ 
o 6 
'O 
o 
Q 
c 
.3 5 -
o 
o 
o 
•g 4 
o .... 
OI 
Ql .. =3 
Gl 
'O 

~2 

~ 

1 2 y 
DtJ ioçomento EIÓaticol=l 

1~---r--~~--~---+~ 
o 5 10 15 20 y 
OulocomentodOTorre no Oireçõo)'Cml 

Figur a 5.3.8.1 

Ponto de Integração 

1 

2 

3 

4 

s 
6 

7 

Vetor Posição X (m) 

(O; O; O) 

( 2 ,67; 2,43 ; 76,08) 

(5 , 33; 4,86; 152,16) 

( 7 ,99; 7,28; 228 , 34) 

(10,65; 9,70; 304,32) 
(13,30; 12,12; 380,40) 

(1 5 ,95; 14,5 3; 456,48) 

88 
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Ponto 

1 

2 
3 
4 

5 

6 
7 

Cabo 

1 

2 

3 

4 

Vetor força Interna 
-+ 
F (N) 

5 5 6 (1,08x10 ; 1,18x10 ; -4,30x10 ) 

(3,17x104; 4,22x104; -4,08x10
6
) 

(- 4,45x104; -3,40x104; -3,85x10
6
) 

(-1,21xl05; -1 ,10x105; -3,63xl0
6
) 

(-1,97xl05; -1,86x105; -3,41x10
6
) 

(-2,73xl05; -2,62xl05; -3 ,19x10
6
) 

(-3,49xl05; -3, 39x105; - 2,96x10
6
) 

89 

Vetor Momento 
-+ 
M (Nm) 

(-8,20x104; - 3,5lx104; -9,0x10
2
) 

(1,62xl07; -1,65xl07; - 4,54xl0
4
) 

(2,61x107; -2,66x107; -7,19x10
4
) 

7 7 4 (2,97xl0 ; -3,03x10 ; -8 ,02x10 ) 
(2,70x107; -2,7Sxl07; -7,06xl0

4
) 

(1 ,79xl07; -1,84x107; -4,28xl0
4
) 

6 6 3 (2,41x10 ; -2, 90x10 ; 2,88x10 ) 

Reação no Ponto de Fixação com a Torre 

5 3 5 (4,7lx10 ; -8,71x10 ; - 6,50x10) 

(4 , 96xl0 3 ; 4,75xl 05 ; -6,57xl 0
5

) 

(-8,24xl05 ; -1 , 54xl04 ; -8 , 41xl0 5) 

(~1,48xl0 3 : - 7 ,89xl05 ; -8,16xl0 5) 

o 
do eixo X 

acréscimo de carga de vento nos cabos, na direção 

positivo, gerou um aumento de deslocamentos da 

torre nesta direção, desfazendo as condições de simetria do 

exemplo 5 . 3.6. Em conseqUência, surge um momento de torção 
-+ ao longo da mesma, dado pela terceira componen te do vetor M. 

5 . 3. 9- A torre da figura 5.3.9 . 1 é fixa no topo por 2 cabos 

e rotulada na base, estando submetida a cargas de vento, peso 
próprio e plataforma, cujas características são dadas abaixo . 

Dados da Torre 

Altura : 457 m 

Carga Distribuída: -+ 
f= (627,38; O; -2918) N/m 

Carga de Plataforma : -+ 6 7 
FA = (1,1x10 ; O; - 6,7x10) N 

EA = 1 , 5 13 x 1 O 11 N 

EI = EI = G J = 3,518 x 1013 Nm2 
r; n 
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y 

15,2 "!, ,_152m 

792 ... 792!1'1_ -t-- 7112 "' 

Figura 5 . 3. 9 . 1 

Dados dos Cabos ----- ·--- -----
Comprimento: L = 930 m 

Carga Distribuída: 

\) = 1 

EA = 2,136 x10 6 N 

~ 

f = ( 29,18; O; - 729 ,5 ) N/m c 
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X 
7SI2 _:::'"'--- - >1'-

Cabo Posição no Ponto de Fixação Pos ição na Ancoragem 

1 

2 

T "'*x (m) com a orre 
c 

( 1 ; O; 457) 

(-1; O; 457) 

i\ (m) 

(79 2 ; O; O) 

( -792; O; O) 



,. 

c 

o 
"O 
o & 5 .... 
o o 
o .. 

lO g 
.... 
o 

f<---- -.--,-----~ 3 .: 1 2 X 

D•JbCOIIItnlo EIÓslico(cmJ 

1+----r--~---+----~ 
o 10 2 0 30 X 

Deslocamento do Torre no Oire~õo x CmJ 

Figura 5 . 3.9. 2 

Z.\ 

,E~ 
<11 ... I .... 
{2 6 l( 

~ 1 o 
g !S I 
..J 

8 
o 
'3. .. 
o ... o 
<11 n c: 2 
8.. 

1 f 
o 2 3 

- M(2)xl07Nm 

Figura 5.3 . 9.3 
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· - ::tox (m) Vetor Pos1.çao 

(21,88; o~ 456,26) 

(18 , 24~ o~ 304,17) 

(14 ,60; O; 304,17) 

(10 , 95; O; 228, 1 3) 

(7,30; O; 152,09) 

(3,65; O; 76,05) 

(O; O; O) 

Ve tor Momento M (Nm) 

(O ; 
6 - 2,59x10 ; O) 

(O ; -1 38xl0 7 · 
' ' 

O) 

(o ; -2 ,04xl0 7 ; O) 

(O; -2 ,23xl0 7 ; O) 

(O; - 1 ,95xl0 7 ; O) 

(O ~ - 1,21xl0 7 ; O) 

(O; -4,94xl0 3 ; O) 
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Cabo Reação no Ponto de Fixação 
-+ 

com a Torre FB (N) 

1 5 5 (5,20xl0 ~ O; -6,73xl0 ) 

2 
6 6 (-5,19xl0 ~ O; -3 ,26xl0 ) 

Força de t r ação 

T (N) 

5 8,51 X 10 

6,13xl06 
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Este problema foi proposto por 

seus resultados são: 

12 Felix Rosenthal e 

_,.. 
Vetor Posição da Torre no Topo: X = (20,25; O; 456,34) m 

Momento Máximo da Torre : 
-+ 7 M=(O; 2,07xl 0; O) Nm 

Força de Tração do Cabo 2: T = 5,84xl06 N 

A diferença entre os resultados dados por Rosenthal 

e o programa Torre pode ser atribuída ao fato que Rosenthal 
calculou a torre considerando- a como uma estrutura no plano e 

com isto os cabos puderam ser fixados no eixo baricêntrico da 

mesma . 

5.3.10- Retirando a carga de plataforma da torre do exemplo 

5.3.9 e mantendo os mesmos dados do problema, chegamos aos se 
guintes resultados: 

Resultados da Torre 

Ponto Ve t or Posição 
->-

(m) -+ X Vetor Momento M (Nm) 

1 (O; O· O) (O; 5 O) , 6,llxl0 ; 
2 (0,60; o. 

' 76,16) (O; 6 -8,95x10 ; O) 
3 (1,1 9; O· 152' 23) (o; 7 O) ' -1,47xl0 ; 
4 ( 1' 79; O· , 228,49) (O; 7 -1,67xl0 ; O) 
5 (2,38; O· , 304,65) (O; 7 -1,50xl0 ; O) 

6 6 (2,97; O· 380' 82) (O; O) ' -9,42xl0 ; 
7 (3,55; 0: 456,98) (O; -9 70xl04 · , , O) 
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+ 
Ponto de Integração Vetor Posição X (m) 

1 (O; o; O) 

2 (0,021 ; o· 
' 

76, 16) 

3 (0,040; O· 
' 

152,33) 

4 (0,0 57; o; 228, 49) 

5 (0,072 ; o· , 304 ,66) 

6 (0,084; o; 380,82) 

7 (0,094; o; 456,99) 

_,. 
Vetor Momento M (Nm) z 

4 .. 
(O; -9, 7lx10 O) ... .. 

. 6 ~ 

(O; O) o - 9, 2lxl0 "O 

o 

-1,47x10 7; 
OI 

(O; O) 
c: 
o 
...J 

-1, 65x10 7; 
o 
o 

(O; O) •8 
<> 

7 o 

(O; O) 
... 

-1, 46x10 ; OI 

~ 

6 
c 

(O; - 9,14x10 ; O) 41 
"O 
o 

3 -
(o; O) 

c 4 , 69x10 ; o a. 

Cabo Reação no Ponto de 
Fixação com a Torre 
FB (N) 

1 

7 

6 

5 

.. 

3 

2 

~~ 
l 

Figura 5 . 3 .11. 2 

Matriz de Mol a [B] (N/m) 

-1,54x106 

o 
1, llx106 

o 
-3,2lx103 

o 

1, 11x106 

o 
-7 ,96x105 
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Cabo 

2 

Reação no Ponto de 
Fixação com a Torre 
-+ 
FB (N) 

6 6 (- 2, 53xl0 ; O; - 1,8lx10 ) 

Matriz de Mol a [B] 

- l,SSxl06 

o 
6 -l,lOxlO 

o 
- 3 ,40x103 

o 

95 

(N/m) 

-1 10x106l 

-7 :9~xlo5J 
Comparando com o exemplo anterior, observamos uma 

redução significativa nos deslocamentos da torre, mas os mome~ 

tos permanecem com a mesma ordem de grandeza . Como a torre so 

fre um deslocamento muito pequeno no topo , o va lor das reaçoes 

e constantes de mola do cabo 1 e 2 não variam mu ito, em mó

dulo . 

5.3.12 - Acr escentamos à torre do exemplo anterior, 2 cabos no 

centro do vão, mantendo constante todas as outras caracterís

ticas do problema. 

Cabo 

1 

E 
~ 
Cl) 
N 
N 

z 

Figura 5.3 . 12 .1 

Pos i ção no Pon t o de Fixação 
com a Torre ic (m) 

(1; O; 457) 

X 

Posição na Ancoragem 
p A (m) 

(792; O; O) 
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Cabo 

2 

3 

4 

Posiçio no Ponto de fixaçio 
-+ 

com a Torre Xc (m) 

(-1; O; 457) 

(0,5; O; 228 , 5) 

(-0,5; O; 228 ,5) 

Comprimento elos Cabos 3 e 4: L = 824 m 

z 

~ 7 (4'7•) 

~ 
.g e 
o o 
c: 
.3 15 
o o 
o •g .. 
~ 
o 
t) .... 
E 3 

CD 
't) 

o c: 2 
~ 

0,1 l( 

Deslocamento EIÓ~I ico (cm ) 

1 ~0-------0~.02-------;------~---~ 
0 ,04 o.os X 

D~/ocomento do Torre no Direção l( (m J 

Figura 5.3. 12 . 2 

96 

Posiçio na Ancoragem 
+ 
P A (m) 

(- 792; O; O) 

(792; O; O) 

(-792; O; O) 

Vetor Posição 
-+ 
X (m) 

(O ,056; o· 
' 

456,98) 

(0 , 050; O· 
' 380 '82) 

(0,042; O· 
' 304 , 65 ) 

(0,034; o· 
' 228 ,49 ) 

(0·024· 
' ' 

O· 
' 152,33) 

( 0,012; O· 
' 76 . 16) 

(O; O· 
' O) 
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Vetor Momento M CNm) 

co ~ 
4 O) - 7 ,6 7xl0 ; Ql 

'-
'-

(O ~ 
6 O) - 6 , 47xl 0 ; 

~ 
o 
"O 

c o; 6 O) - 9 , 23xl0 
o 
OI 

8 
..J 

(o; 6. O) - 8 , 33xl0 , 

(O ; 
6 O) - 9,20xl0 ; 

o 
o 

·~ 
'-
Ot 
Q) s 

c o; - 6,42xl06 ; O) 

( O; 
4 O) 1,04xl0 ; 

Q) 
"O 

o 

& 

Resultados dos Cabos ---------- --- -----

Cabo Re ação no Pont o de 
Fi xação com a Torre 
+ 
FB (N) 

2 

3 

z 

7 

8 

5 

4 

3 

2 

4 6 6 (- 2,94xl0 ; O; - 1,16x10 ) 

97 

'.~ t .. 
2 

X 

____ ,_ 
o 10 

- M (2) X 1015Nm 

Fi gur a 5. 3.12 . 3 

Matriz de Mola [B] (N/m) 

í_l , SSx106 o 6 l, lxlO 

ll , 1~06 - 3, 23x104 o 
o 5 - 7,95xl0 

-1,5Sxl06 o -1, 1x106 

o - 3,37x104 o 
- l , l xlO 6 o - 7,95xl05 

- 2, 2Sx106 o 8, 82x105 

o - 3, 73xl04 o 
8,82xl 05 o - 3,Sl xl05 

- 2,25xl06 o - 8,8l x105 

o - 3,83xl0 4 o 
- 8, 8lxl05 o -3, 50x105 
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Os cabos do centro do vao provocaram uma diminui ção 

no s deslocamentos da tor r e c além destes, os seus e feitos po

dem ser observa dos no diagrama da fi gura 5 . 3.12 .3. 

5 . 3.13- Para a torre do exemplo 5.3 . 11 acrescentamos uma 

ca rga de pl ataforma composta apenas pe la componente na direção 
7; 6 X, dado por 1"'(\ = (1,1 X 10 ~ o~ O) N. 

Resultados da Torre 

Ponto de Inte gração Ve tor Pos ição 
-+ 
X (m) 

1 (o; O· 
' 

O) 

2 ( O, 21; o. 
' 

76, 16) 
3 (0,42; O· 

' 
152,33) 

4 ( 0 , 63; O· 
' 

228 ,5) 
5 (0,83; o. 

' 
304,65) 

6 (1 ,03; O· 
' 

380 , 82) 
7 (1,23; O· 

' 45 6,99 ) 

z Vetor Momento M CNm) 
7 

Q) 5 .... c o ; O) ~ 6 
- 7,3 lxl0 ; 

o 6 'Q 

(O; O) o -9 ,84xl0 ; 
OI 
c: 5 o 7 ..J (O; O) g - 1,53x10 ; 

·a .. 
-1 , 70x l 0 7 ~ o (O; O) .... 

"' CIO 7 s 3 (O; -1,50xl0 ; O) 
~ 
2 (O; 6 O) c: 2 -9,34x10 ; o 
Q. 

(O; 4 2,8 0xl 0 ; O) 
2 

- M (2h 107 Nm 

Figura 5.3 . 13 . 1 
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Resultados dos Cabos 

Cabo Reação no Ponto de Fixação com a Torre ~B (N) 

1 

z 
6 6 (l,98xl0; O; -1,48xl0) 

6 6 (-3,23x10; O; - 2,2 lxl0 ) 

99 

Comparando com os resultados do exemplo 5.3 . 11 not a 
mos que os deslocamentos ao longo da t orre aumentaram, o que 
se deve a carga de plataforma. 

5 . 3.14- Utili zando a torre do exemplo 5 . 3.12 e acrescentando 

uma carga de plataforma f.A:::: (1,1 x 10 6 ; O; O) N, obtemos os 
seguintes resultados: 

Vetor Posição no Topo: ->-
X :::: (0,92; O; 456,98) m 

z Ve tor Momento M (Nm) 

" (O; 5 ... -5,45xl0 ; O) '-
~ o 
o 7 ~ (O; 1 ,49xl0 ; O) o o 
c: 5 

7 o _, (O; 3,4lx10 ; O) o 
o 

·8 .. 
(O; 7 O) ~ 5,69xl0 ; 

o 
Cl> 7 - 3 (O ; O) s 3,43xl0 ; 
C> 
~ 7 2 2 (O; 1,53xl0 ; O) 
~ 4 

1 
(O; 3,72x10 ; O) 

---t---1--~ o 2 3 4 5 e 
MC2/xJ07Nm 

Figura 5 . 3.14 .1 
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Resultados dos Cabos ---------- --- -----

Cabo Reação no Ponto de 
Fixação com a Torre 

Matri z de Mola [B] (N/m) 

-+ 
FB ( N) 

1 
6 6 (2 ,07xl0 ~ o~ -1,53xl0 ) 

2 
6 6 (- 3,00x10 ; o~ -2 ,08x10 ) 

3 
6 6 (2,62x10 ~ O; -1,06x10 ) 

4 6 6 (- 3,26x10 ~ O; - 1,25x10) 

- 1, 5lx106 

o 
6 1,12xl0 

6 -1 ,58xl0 
o 

-1 ,09x106 

6 - 2,23xl0 
o 

5 8,99xl0 

- 2,26x10
6 

o 
- 8,63xl05 

o 
- 2, 82x103 

o 

o 
3 -4,0xl0 

o 

o 
- 3,42x103 

o 

o 
- 4, 23x103 

o 

1, 12x106 

o 
5 

- 8,28xl0 

-1,09x10
6 

o 
-7 ,6x105 

8,99x105 

o 
- 3,66x105 

-8,63x105 

o 
- 3,34x105 

Comparando c om o exemplo 5 . 3.13, notamos que a t orre 

sofreu deslocamentos menores e que o diagrama de momento fle

tor mudou de sinal, devido a in fl uência da reação do cabo 4, 

como pode ser visto na figur a 5.3 . 14.1. 

5.3 . 15 - A torre da figura 5.3.15.1 es tá engastada na base e 
fixa no topo por 2 cabos, cujas caract e rísticas e resultados 
do programa Tor r e são dados abaixo. 

Dados da Torre ---- - ·-- -----

A1 tura: 45 7 m 

Carga Distribuída: f= (628 , 38; O; -2918) N/m 

Carga de Plataforma : - )> 6 8 
f-A= (l, l x l O; O; - 4 ,4 5 x10) N 

EA = 1 , 51 3 x 1 O 11 N 



(I 

= EI 
n 

= G J 

Dados dos Cabos 

L 

z 

4,4Sx J08N 

Figura 5 . 3. 15 . 1 

Comprimento do Cabo : L = 930 m 

Carga Distribuída : fc = (29,18; O; -729,5) N/m 

v = 1 

EA = 2 , 136xl09 N 

Resultados da Torre ---------- -- --- --

y 

X 

Ponto de Integração Vetor Momento + 
M (Nm) 

1 (O; 9 8,03xl0 ; O) 

2 (O; 9 8,04xl0 ; O) 

3 (O; 7,39xl0 9 ; O) 
4 (O; 9 6,14xl0 ; O) 
5 (O; 9 4,39xl0 ; O) 
6 (O ; 9. 2,29xl0 , O) 
7 (O ; o ; O) 

101 



102 

z 

• ... 
~ a 

X 
o 
-,;, 

~ 5 o 
..J 

8 
o 

•o 
4 

... 
o ... 
o • 3 s ... 
-,;, 

o 2 ê 
o 
ll. 

1 
o 2 4 

Figura 5.3.15.2 

Ve tor Posição x (m) 

z 

7 l 457ml 
(22,50; o ; 455,95) 

.. 
'- • (16, 62; o ; 379,24) 
... 
~ 
o 5 -,;, 

z 
(1 1 ,16; o· 303,49) 

' o 7 

8 
..J .. 
8 

(6,49; O· 227,70) ' 
·8 ... c. 3 

!!? s 
0 X 

l>e3loeomenro Elo,tic:o (em l 

(2,95; o . 151,84) ' 
., 

2 -,;, 

R (O, 74; O· 75,93 ) 
' 

& 
1 

o lS 
+--------~r---t >-

10 15 ZO X (O; o; O) 
De3IOCOmento do Tara no Direção x CmJ 

Figura 5. 3. 15 . 3 
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Resultados dos Cabos ---------- -----

Cabo Força de Tração T = FB . FB (N) 

1 8,48xlü 5 

2 7,5 7 xl0 6 

O programa Torre foi tamb~m rodado para uma torre 

com mesmas características deste exemplo, mas rotulada na ba
se. Os resultados mostram que o engaste na base diminuiu os 

deslocamentos ao longo da torre, na ordem de 40% e o momento 
máximo aproximou-se da base. 



.. 

6. CONCLUSOES 

Com o objetivo de verificarmos a eficiência do méto

do desenvolvido, diversos exemplos de torres estaiadas com di 
ferentes características foram ca lculadas utilizando-se o pr~ 

grama Torre, rodado no computador Burroughs B6 700 . 
Os resultados obtidos mostram o cornportarncn to na o 

linear das for ças e constantes de mola dos cabos, com relação 
... 

aos deslocamentos do ponto de fixação com a torre . Este e 

função de virios fatores, tais como tensão inicial do cabo, 

lei constitutiva e carga atuante sobre o mesmo . 
A sistemática adotada permite l evar em conta, para 

qualquer carregamento no cabo, todos estes fatores, dando as

sim condições de avaliar, com bo a precisão, os efeitos destes 

apoios sobre a estrutura. 

O método possui , ainda, a vantagem adicional de per

mitir a definição do efeito do cabo, ou um conjunto de cabos, 

sobre a torre na forma de urna matriz 3x3 . Esta característi

ca o diferencia de outros métodos onde a discretização do ca

bo leva i obtenção de matrizes de grandes di mensões. 

Observamos a importância dos efeitos de segunda or

dem que ocorrem na torre, provenientes das componentes axiais 

das forças exe rcidas pelos cabos e de cargas aplicadas sobre 

a mesma, que podem estar representando cargas de plataforma. 

O programa também mostra a vantagem de urna anilise 
espacial, que estabelece com precisão o comportamento da es tru 

tura sob a ação de cargas atuando simultaneamente nas direções 
dos eixos X, Y e Z. 

Os métodos de integração numérica utilizados sao bas 
tante precisos, mesmo para poucos intervalos de i nt egração. 

Todas as matrizes do . método são de dimensão 3x3, 
permitindo que o programa Torre não necessite equipamento com
putacional de grande porte. Entretanto, como o método consis-

104 
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te de um processo iterativo para os cabos e outro para a tor

re, existe uma grande repetição dos ciclos de cálculos e conse 

qtlentemente a necessidade de um grande tempo computacional. 

Este pode ser diminuído se iniciarmos os cálculos a partir de 

uma configuração deslocada para a torre, e que quanto mais pr~ 

xima estiver da confi guração final de equilÍbrio, mais rápido 
o processo convergirá. 

Com base nos resultados obt i dos, concluímos que o m~ 
todo desenvolvido para a análise estática de torres estaiadas 
no espaço, é bastante eficiente, pois procura levar em consid~ 

ração todas as características reais do comportamento da mes 

ma podendo, portanto, ser utilizado com bastante segurança no 
projeto e verificação de torres. 

Sugerimos que seja estudada uma forma de incluir os 

efeitos dinâmicos, provocados pelo vento sobre a torre, no mé
todo aqui desenvolvido para análise estática. 
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APENDICE A 

A.l - Integr ação Num~rica das Equações Diferenciais da Viga
-Col una e do Cabo 

->-
a) Vetor força distribuída f . 

-+ 
O vetor f é uma função linear seccionalmente contí -

nua e portanto, todas as derivadas de ordem superior a primeira 
sao nulas . 

As derivadas à direita e à esquerda do vetor 
coordenadas globais , são definidas como: 

- derivada à direita 

-+, 
f. 

J 
-+ -+ 

= (1/h) . (fj+l- fj) 

- derivada a esquerda 

-+ 
f! = ( 1/h) 

J 

->-
( f . 

J 
-+ 
f. 1) J-

-+ 
f, em 

(A .1) 

(A . 2) 

Onde h representa o intervalo de integração e j o 
número do ponto de integração . 

O vetor de fo r ça distribuída, segundo o sis tema de 
-+ 

eixos locais, e chamado de f(~) e definido como: 

-+ [L] -+ 
f ( z;) = . f (A . 3) 

As -+ componentes do vetor f( z:; ) sao denominadas de 

f ( ~) (1) = fz.; (A . 4.a) 

f ( ~) (2) = fll (A.4 .b) 

f ( ~) ( 3) = f (A.4.c) t 

106 
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Der i vando a equaçao (A . 3) obtemos as derivadas do 

veto r força distribuída, segundo o sistema de eixos locais . 

f( ~ ) = [L '] 1 + [L] . f' (A . 5 ) 

f'( ç) = (L" ] . f+ 2 . [L'] 
-+ 

o f' (A.6) 

-+ 
b) Vetor força interna F. 

A equaçao diferencial do vetor força interna, dada 
pela equaçao (2 . 3.3) é integrada pela Regra dos Trapézios . 

-+ 
F. 1 J -

Onde 

-+ 
= f. + (h/2) 

J 

-+ 

-+ -+ 
(f . + f. 1) 

J J -

-+ 
F. 

J 
define o vetor força interna F 

(A . 7) 

no ponto 
de integração j . 

O vetor força interna, segundo o sistema de eixos 
l ocais , é denominado de e definido como: 

rias para 
descri ta 

(A . 8) 

-+ 
As componentes do ve tor F( ~ ) sao denominadas de 

F (r;) (1) = Fç (A.9 . a ) 

F ( ç) (2) = F 
11 (A . 9 . b) 

F ( ç) c 3) = Ft (A.9. c) 

As derivadas 
a integr ação 

de 
da 

Ft' até a 3~ ordem, se rão necessá
equação diferencia l do vetor posição , 

no item e. 

De r ivando, portanto, a equação (A . 8) obtemos: 

F' t 
+ T -+ +T -+ = F' . t + F . t' 

Sendo 

(A . lO ) 



(A.l l) 

ConseqUentemcnte 

_,.. T _,.. -'tT 
F ' . t = - l (A.12) 

Chamando de o veto r f ormado pela 3~ l i nh a da 

matri z [n
0

] , definimos: 

Logo 

~T -+ r . t' 

Sabemos que 

(A . 13) 

(A . 14) 

(A. 15) 

Podemos, finalmente, escr ever a ter ceira componente 

do veto r F C r;,) 

Derivando duas vezes a equaçao (A . 8) obtemos 

Onde 

E conseqUentement e 

-+ T -+ -+ T -+ 
F " . t = - f I • t = - f ' 

t 

(A . l6) 

(A .17) 

(A.l8) 

(A .l9) 
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F' T . tI = - fT 

Chamando de ~13 o vetor formado pela 3! linha da 

matri z [n
1
], de fin ida a seguir, estabelecemos: 

do vetor 

-+t,.T -+T [ J = n l3 . L (A. 21) 

(A . 22) 

Da mesma forma, determinamos a terceira componente 

r" ( i,; ) 

~T -+ ~T -+ 
F~ = - f~ - 2 . ~t O 3 . f ( ç ) + ~t 13 . F ( ç ) 

Der ivando três vezes a equaçao (A . 8) 

F" I 
t 

(A . 2 3) 

temos: 

-+ 
. t '" (A . 24) 

Chamando de Q23 o vetor formado pela 3! linha da ma 

tri z [n 2], e utili zando o mesmo de senvolvimento r ealizado para 

calcular 

to r 
-+ 
F"' ( ç ) 

F ' 
t 

e I~ " 
t' 

determinamos a terceira componen te do ve-

F~· = - f~- 3 . n63 . 1(~;;) -3 . ºi'3 . te z;; ) + Q~ 3 • Fez;;) 

-+ 
c) Vetor momento interno M. 

( A. 2 5) 

->-
0 vetor momento interno M, em coordenadas globais , ~ 

obtido através de uma integração de cima para baixo, utilizan
do a expansão de Taylor de 3~ ordem. 

A equaçao (2 . 3. 5) é portanto integrada como segue: 

-+ ->- - h ->-
+ (h 2 /2) -+ -(h 3/6) 

-+ 
M. l = M. • M ~ • M'.' • M'.' ' J- J J J J 

(A . 26 ) 

Sendo 

-+ 
(l/h) CM'.' 

->-
M'.' ' = . - M'.' ) 

J J J-l (A . 27) 
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Substituindo a equaçao (A.27) na equação (A.26) es-
-+ 

tabelecemos a equaçao que i ntegra o ve tor M como: 

(A. 2 8) 

As derivadas necessárias para calcular a equaçao aci
ma sao dadas pela equaçao (2 . 3. 5) e s uas derivadas. 

t t• = F ->-
X t (A.29) 

M" = j: X 1' - 1 X 1 (A.30) 

Onde l' representa o vetor fo rmado pela 3~ linha da 

matriz [L']. 
A fim de calcularmos a matriz de curvaturas 

[n] e suas derivadas, os momentos e correspondentes derivadas o 
devem ser expressos segundo o sistema de eixos locais. Esta 

transformação é dada por: 

-+ [L] 
- )-

M(s) = M (A.31) 

-+ 
[L] -+ 

[ L' ] -+ 
M(q = M' + M (A. 32) . 

- )> 

[L] -+ 
+ 2 . [L' ] -+ [L"] -+ M" = . M' ' . M' + . M (A. 33) (?;) 

Com isto, temos condições de estabelecer todas as 

componentes das matrizes [n
0
], [n ~] , [n~], definidas ante

riormente . 

Para o cálculo da matriz de orientação as seguintes 
matrizes serao necessár ias: 

(A.34) 

[n"] + 2 . [n ·] . [n ] + [n ] . [n J o o o o 1 (A. 35) 
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d) ~ !atriz de orientação [L] 

Os vetores de fo r ça interna, momento interno e matri z 

de velocidade angular f oram integrado s de cima para ba ixo ao 
longo da viga-coluna, de acordo com o descrito anteriormente . 

Ent r e t anto, a matriz de orientação e ve tor posição serão inte
grados no sentido de baixo para cima, iniciando a i ntegração · 

pe l a base da torre. 

A integração da matriz de orientação é feita através 

da expansão da equação em uma série de Tay lor de 4! ordem, ten

do a seguinte forma 

[L)J.+l = [L]. +h. [L'] . +(h2/2) . (L"]. +(h3/6). [L" ']. +(h4/ 24) . [L1VJ. 
J J J J J 

( A. 36) 

Us ando dife r enças finitas ascendentes 

[L1v]. =([L" ' ] . - [L"' ] .)/h 
J J+l J (A. 3 7) 

De r ivando a equaçao (2.2 . 3) obtemos 

[ L"] = [n '] . [L] + [n J . [L ' ] o o (A.38) 

Logo 

[L"] = [n1] . [L] (A. 39) 

[L"' ] = [n~J . [L] + 2 . [n~J . [ L '] + [n
0

] • [ L"] (A . 40) 

Utili zando os resultados das equações (A.34 -35) po 
demos escrever 

[L' " J = [n2] . [L] (A . 41) 

Substituindo as equaçoes (A . 37), (A .39) e (A.41) na 
equação (A. 36) temos 
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[L J j + 
1 

= { [ I J + h . [ n 
0

] j + (h 
2 I 2) . [ n 1 J j + (h 

3 I 2 4) . ( 3 [ n 2] j + 

(A . 42) 

Onde [I] repr esenta a matriz identidade 

Necessitamos calcular apenas os 3 cosenos diretores 
independentes L(l,2), L(3,1), L(3,2) e o sinal dos cosenos 

L(2, 2) e L(3, 3) , uma ve z que os outros elementos devem ser 
ca l cul ados de modo a fornecerem a ortonormalidade da ma tr iz [L]. 

As relações de ortonormalidade são dadas por 

L(2,2) = ± (1 L(1,2) 2 

L(3,3) = ± (1 - 1(3,1) 2 

L ( 3, 2) 2) 112 

L(3,2)2) ll 2 

(A . 43) 

(A . 44) 

L(l , l ) = L( 2 , 2) 2 - L(3,1) 2 . (1 - L( l ,2) 2)1 (L(2,2) . 

. L(3,3) + L(l,2) .L( 3, 1) . L(3 , 2) (A . 4 5) 

L (1 , 3) = - L( 1 ,1) . L(3 , 1) +L(l,2) . L(3,2)IL(3 , 3) (A. 46) 

L(2, 1) =-L(l, l ) . L(l,2) +L(3,1) . L(3,2)IL(2,2 ) (A. 4 7) 

L(2 , 3) =- L(2,1) . L(3,1) +L( 2,2) . L(3,2)IL(3,3) (A . 48) 

e ) Vetor posição 
- )-

X 

+ 
O vetor posição X, segundo o sistema de coo rdenadas 

gl obais E obtido atrav~s de uma integração que inicia na base 
da torre . A equação (2 . 3. 8) ~ i n t egrada utilizando uma expan
sao da S~ri e de Tay l or de s! ordem, como segue : 

-± x. + 
(h2 12) . X'-' ( h 3/6) x•: • X. 1 = + h . X! + + + 

J + J J J J 

(h 4/ 24) +IV 
(h 5/120) 

-~-v + • X. + x. 
J J 

(A.49) 

Usando diferenças f ini tas ascendentes 
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-+V ( /I) ( -X>- IV _ -+XI.V) X. = 1 1 • . l 
J J + J 

(A. 50) 

Substituindo a equação (A . SO) na equaçao (A . 49 ) ob-

temos 

-+ -+ -+ 
X. 

1 
= X. + h • X~ + 

J + J J 
(h 

2 I 2 ) . X'.' + (h 
3 I 6 ) . 

J 

-+ 
X'.' I + 

J 

• ( 4 -+IV ->-IV ) X. + X. 
1 J J + 

(A . 51 ) 

As derivadas necessárias para o cálculo da equaçao 
sao estabelecidas em termos da componente F e de suas deri

t 
vadas , dedu zidas anteriormente . 

-+ 
(1 

-+ 
X' = + F /A . E) . t t (A. 52) 

X" (1 +Ft/A .E) ->-
+ (F~/A . E) 

->-= . t ' . t (A. 53) 

-+ 
(1 +Ft/A . E) 

->- -+ X"' = . t" + 2 . (F~/A • E) . t' + 

(Ft/A . E) 
-+ + . t (A. 54) 

-+IV 
X = (1 +Ft/A . E) 

-+ • t I 11 + 3 . (F ~/A. E) 
+ 

. t" + 

+ 3 . (Ft/A . E) 
-> 

. t' +(Ft ' /A .E) 
-+ 

. t (A. 55) 

f) O vetor pos1çao na ancoragem do cabo é obtido in 

te grando-se a equação (3 . 2. 16) at r avés da fórmula composta 

dos Trapézios. 

obtemos 

Denominando 

L 
f g (o d~ 
o 

(A. 56) 

g ( ~ . ) 
J 

(A . 57) 

Onde h representa o intervalo de integração e g ( E,: j) 

o valor da função no ponto de integração j . 
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g) A matriz [C] do cabo é também integrada utili z a~ 

do-se a f6rrnula composta dos trapizios, como fo i descrito no 

item anterior. 
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APENDI CE B - CARACTER!STICAS MECÂNICAS DOS CABOS 

B.l - Introdução 

A Hist6ria nos mostra que os cabos t~m sido utiliza
dos, como elementos estruturais de tração, desde 685 AC , quan
do um cabo de cobre foi encontrado nas ruínas de Ninevah, per

to da Babilônia . 

As peças encontradas nas escavaçoes de Pompeia , mos 
t ram que os romanos uti li zaram cordas de bronze em suas cons

truções e amostras encontram- se no Eng l ish Museum e no f\lus eu 

Bar bônico de Nápoles . 

Acredita - se que o primeiro cabo fo i feito em 1 834, 

na Al emanha, por A. Albert, assemelhando-se muito aos atuais, 

sendo que a primeira máquina de fab ricar cabos, f oi construída 

por John A. Roebling, depois de 1850. 

Até a construção do pavilhão Li vestock , em Raleigh, 

na década de 1 950, poucas estruturas de cabos tinh am sido cons

truídas . 

O uso de cabos estruturais em pontes , além das pon 

tes convencionais de suspensão, surgiu na Alemanha , depo is da 
II Guerra Mundial, quando muit as pontes destruí das foram subs - · 

tituídas por modernas pontes com cabos estaiados. 
Atualmente existem cabos de dive r sos tipos e mate 

ria is, principa l mente de aço e f i bras naturais ou sintéticas . 

As fibras ou fios são transados em cordões e estes 

em cabos, seguindo uma lei específica de montagem . 

uma lei usual, as fibras ou fios dos cordões tem um 

cional, com sentido oposto ao elos cordões . A le i é a 

Segundo 

gi ro di r e 
da "mão 

direita" se o giro for ho rário, e da "mão esquerda" se o giro 
for anti - horário. 

Os fios que formam os cabos de aço, podem ter graus 

diferentes de resistência e devem ser galvanizados, para pro 

teger da corrosão . 

11 5 
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Um cabo de aço é, normalmente, composto de 6 cordões, 

cada um contendo 19, 24 ou 37 fios individuais, que são enrol! 
dos em torno de um núcleo de aço ou de alguma fibra. Os ca
bos de fibras são constituídos, normalmente, de 3 cordões. 

Os materiais típicos que formam as fibras são a ma

nila, sisal, nylon, dracon, rayon, coir e prolene. 
As características dos cabos, dadas nos itens seguin

tes, baseiam-se nos resultados fornecidos por Wilson19 . 

B.2 - Proprie dades do Peso dos Cabos de Aço e de Fibras 

O peso dos cabos, no ar e n'âgua, fornecido pelos 
fabricantes de cabos, mostram uma l ei quadrática relacionando 
o peso e o diâmetro dos mesmos. 

Em geral, o peso dos cabos, por unidade de comprimen 

to, no ar e n'água, pode ser expresso pelas seguintes equa
çoes: 

- Peso n ' âgua 

(B . Z.l) 

- Peso no ar 

(B.2.2) 

Onde Cw e Ca sao as constantes de proporcionalida
de n'água e no ar, respectivamente, e d o diâmetro do cabo. 

As figuras (B.2.1) e (B.2 . 2) fornecem os gráficos 
que representam as equações B.2.1 e B. 2 . 2 para alguns ti
pos de cabos. 
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Figura B. 2.1 - Re lação peso-diâmetro do cabo no ar. 
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Figura B. 2.2 - Relação peso-diâmetro do cabo n'igua. 
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B.3 - Resistênci a Última de Cabos de Aç o e de Fibras TÍpicas 

Na f i gura (B . 3 .1) es tão r elaci on ada s as f orç as de 

ruptura T com os di ãme t ros do s cabos de aço e de algumas f iu 
bras típicas. A equ ação aba i xo f ornece a forç a de ruptura Tu 

em f un ção do diãme t ro do cabo . 

2 .._ 

E 
:;, .. 
Q. 
:;, 
cr 
Q) 

"' 

!5 

o 4,45xlo4 

e 
~ 

I 

,_ I 
31// 
C,l 

-

j 

IA 
~ 

I I_ 
1/ 

v' 1/ 
o;!5 

IA 
v v 7 

) I i 17 
/t1 ~.r 

l~f~ 
,- ~ 

r; -8 11 

~'li v 
IJ/ B i I 
I~ I v' !f 
v~/ 

'}f 

1/ o CobodeAço - 6~37 
+ CobodeAço - Gx24 

'q, Cabo do Ny lon - 3 cordõu = 
'1( t Cabo de Drocon - 3 cordõe' 
I 

,tr Cobode Prolono- 3cordõe, 

~Cabo de Moniro- 4 cordôe' 

)( Cobo de Co ir - 3 cordões 
1 
I 

5 10 60 

Diâmetro do Cabo - d ( m) 

(B. 3 . 1) 

l 
~ 

no 

Figu ra B. 3.1 - Rel ação f orç a de ruptu r a - diimetro do cabo. 

No topo da f i gura (B . 3 .l ) cada linh a f orne ce o va 
lor da cons tan te C , para os diferentes ma t e ri a i s . u 

Depoi s do aço, os cabos de ny lon são os de maior r e -
s istência e t amb~m de gr ande u t i l idade, devi do ao se u baixo 
peso . 

A t abe l a 1 f ornece os val ores das constantes Cu, 
pa r a os dife r entes mat eriai s . 
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Tipo de Cabo Constante de Pro~orcionali-
da de C (N/ m· ) u 

Material Construção No ar Na água 

6 x 37 cabo aço 9 
galvanizado 2 ,00xl0 

Aço 6 x 24 cabo aço 9 
galvanizado 1,4 7 xl0 

Lei Regular 8 - 08 Nylon (3 cordões) 5,20x l0 4,75 a 5, 43xl 

Dacron 4,19xl0 8 4,19x l0 8 

Prolene 4,07x l0 8 4, 30 X 10 8 

Lei Regular 8 
Mani1a (4 cordões) 2 , 26 X 10 

Fib r a ( coi r) Lei Regular 5,66x10 7 5,09x l 0 7 

Tabela 1 - Resistência Últ ima dos cabos. 

B.4 - Propriedades Elásticas de Cabos de Aço e de Fibras Tfpi

cas 

Um cabo tfpico de aço , quando submetido a uma força 

de tração sofre um alongamento que ~ parte elástico e parte 

permanente. 

Curvas que representam 

tração e alongamento, obtidas de 

apresentadas na figura (B . 4.1) 
bra . 

as relações entre fo r ça de 

ensaios experimentais, são 

para os cabos de aço e de fi-

Podemos observar que quando a carga é comple tament e 
removida, a curva de descarga segue um caminho diferente ao do 

carregamento, no diagrama forç a-deslocamento, estabe lecendo-se 
assim um alongamento permanente. 

A carga, sendo outra ve z aplicada, segue uma nova 
curva, formando um laço de histerese com a curva de descarga. 

A área do laço de histerese representa a energia abso rvida 
pelo sistema . 
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Figuras B. 4.l .a e B. 4.l . b - Resultados dos ensaios de carga e 

descarga versus alongamento. 

Quando o carregamento é repetido, a relação entre a 
força e o alongamento pode se r considerada linear, ao longo da 

parte as cendente do eixo do laço de histere s e . 

Ensaios semelhantes f oram realizados em cab os de 
coir de grande diimetro, novos e velhos e mostraram a me s ma 

tend~ncia de comportamento elistico. 

Na figura (B . 4 . 1) é evidente o aumento do alongame~ 

to permanente , devido aos sucessivos laços de hi s tere se. Tam
bém esti claro, através da comparação entre cabos novos e ve

lho s, de aço ou de fibra, que o cabo mujto usado tem 50% da 

resist~ncia do cabo novo e pouca capacidade de ser recarregado . 

0
\..Â l~.... t.NGE.I\IIiARIA 

E.SC . ~---- .. 
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tica c ' e . 

A f igura (B. 4 . 3) ap r esenta o di a gr a ma t e ns ão - defo r -

maçao pa r a um cabo de aç o, onde as deformações e l ist ica e pe r-

rnanente s3o traçadas sepa r adame n te . Ex i s t e 

l i neari dade go vernando o trecho da deformação 

corno esperado, t ende a uma forma ass int6ti ca , 

carga ~lt i ma, dada pe l a equação (8 . 3 . 1) como 
N/crn2 . 

uma grande não 

pe rmanente , que 

até a t i ngi r a 

T /d 2 = 4 . 83x l 04 
u 

O t recho elástico da de formaç ão, mo s trado à direita 

da f i gu ra (B . 4. 3) é ap ro ximadame nte linear , dentro do nfvel 

de carga que t em importi ncia para os cabos de aço . 

o I ca~~J. Aço d~ diõm!rro egl,..,. I .1 
... é Cargo de Ruptura, 

-.. 4,1 .. 
3 ...__+ eobo d• Aço d• dicimrro 102mm 

I I J paJanonl~-
4 o~''o :.;;...~ 

Alongamento PtrmoMnlt ~\~ . '-o / 

-

E 
' 3,4 z ' 

8 

/ 

do Cobo de Aço / ·lf • /o 0.! . . ~ Alongamen to ElosiiCO r/' 
g 2,7 

X 

o 2,0 
lO 

7 
!10% dt Cl'g7 

do Cobo de Aço I -~ 

~ I 't~"' 
50'1• dt Cargo/' 

I Diagramo Cllave 

U) 

8 ~ 1,3 
~ 

o .e I 

I o 
o 

.Â-% dt Corgo 

v-25% de Corgo 

0 ,4 0,8 

I -) IOOT • • • -

• • • ,. ".,,,,_ ,g ii( 
" SO,.o I -

es•;. dt Cargo-~ ~ ! 
~/ : -/ Pllnnonentej Eios~co 

, 
__ ,. 

Oefor~t~oçoo --
1,2 1,6 2A 

o 0 ,4 0,8 1.2 1,6 

Def or mação (%) 

Fi gu ra B. 4. 3 - Re l ação tcnsio-deformação pa ra cabos de aço . 

Para os cabos de aço , ny l on e fi bra , o trecho e l is -
tico do a l on gamen to 
equação : 

T - =c 
d2 e 

~ s pode ser apr oximado pe l a seguin te 

(B. 4 . 1) 
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Sen do Ce uma constante de proporcionalidade e m 

um expoen te numérico . 

uma boa aproximação do 

sao dados na tabela 2 . 

Os valores de Ce e m, que fornecem 

comportamento elistico destes 3 cabos, 

Re conhecendo que a ~rea efetiva A, capaz de transmi 

tir ca r ga, ~ sempre menor que a irea do círculo de diãmetro d, 

podemos escr ever 

(B . 4 . 2) 

Sendo CA um coeficiente num6rico dep endente do ti 

po e const rução do cabo . 

Conseqtlen temente a equaçao (B . 4 . 1) pode ser es cri -

t a como 

Os valores de CA e da relação Ce/CA' 

ferentes tipos de cabos, sao dados na tabela 3. 

Tipo de Cabo c e (N/m2) m 

Aço 2,69 X 1011 3/2 

Ny1on 1,53 X 1010 3 

Fibra (Co i r) 9,52 X 10 8 2 

Tabela 2 - Constantes elásticas . 

(B . 4.3) 

para os di -



124 

Tipo do Cabo Constante CA 
2 

Ce /CA (N/m ) 

Aço 0,405 6 64 X 10 11 , 

Nyl on 0,630 2,43x 1o 10 

Fibra (Co i r) 0,630 l,Sl x lO 9 

Tabela 3 - Constantes e lásti cas. 

B.5 - Comportamento dos Cabos Quando Submetidos a Carregamento 

Repetido 

Considerando um cabo em sua pos1çao de equilíbrio, 

vamos designar por Te a força média desenvolvida no mesmo, 
como mostra a figura (B . 4 . 2). 

Denominamos S o compo rtamento inicial do cabo ou o 
seja, quando não está submetido a cargas externas e é nula a 

deformação . Quando o mesmo é submetido i força de equilíbrio 

T ou i tensão T /A, a deformação é dada pelo trecho Ob do e e 
diagrama da figura (B.4.2). 

A deformação estática Es pode se r considerada como 
constituída de duas partes, como segue 

+ E (B. 5 . 1) 

Onde 6S e 6S sao as parcelas de alon gamento pe r o 
manente e e lásti co, E

0 
e E as deformações, respectivamente. 

Sob carregamen to dinimico, que ocorre por exemplo 
devi do is flutuações dos ven t os, a t ensão no cabo tende a f lut uar 
em tomo do valor médio Te/A , com incrementos de ± 6T/A. 

Quando a tensão (Te+ 6T)/A for atingida, então es
tamos no ponto f do diagrama tensão-deformação, correspondendo 

ao acréscimo de deformação be. A retirada da carga, de manei 
r a rápida, resu lta em um ciclo de carga e descarga em torno do 

ponto h, do eixo fc ' do laço de histerese e a variação da 
tensão tende a seguir a linha escura do trecho da curva f c'. 



Denominando a deformação Ob de e: s 

Od de e:d, ~ evidente que o comprimento Se 

nado com o cabo submetido i carga estitica de 

tem a seguinte expressao 

125 

e a deformação 

do cabo, relaci~ 

equilíbrio Te, 

(B .5 . 2) 

Sob condições dinãmicas, o novo comprimento do cabo 
S' sera 

e ' 

(B.S . 3) 

Na realidade a tensão que ocorre no cabo varia den

tro do intervalo (Te ± !::.T)/A e portanto o alongamento elis 

tico deve ser relacionado com o comprimento S~ . ConseqUente 
mente o módulo de elasticidade longitudinal E do cabo, defi 

nido como a tangente da curva fc', no ponto h , ~ dado por 

Onde !::.ç representa o 

ao incremento de carga dinãmica 

Di ferenciando a equação 

!::.T 

A 
= 

(B . S. 4) 

alongamento elástico devido 

!::.T. 

(B. 4. 3) obtemos 

(B.S.S) 

ConseqUentemente, o módulo de elasticidade E, para 
cabos submetidos a cargas repetidas, tem a seguinte expressao 

E = _m_._c_e ~sr-1 
CA o 

(B.S.6) 

O módulo de elasticidade e, portanto , uma função nao 
linear da deformação elástica, como pode ser observado nos dia 
gramas das figuras anteriores. 

Os valores ele E do aço, de du zido s nas equações aci 
ma, aproximam-se muito dos resultados experimentais obtidos 
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por di versos pesquisadores 1191 . Também deve ser 

considerado que o m6dulo de elasticidade do s cabos de aço, va

r iam com a qualidade do aço e com o tipo de construção dos cor 

dões. 

G pos s í vel estabelecer uma eq uação geral para defi

ni r o m6dulo ele elasticidade E, em fu nção da força Te , a 

partir elas seguintes equaçoes 

lação 

T e 
T 

u 

= [:~m (B . 5.7 ) 

u 

~s 
E: = (B.S . 8) 

s o 

A equação (B . S.6) pode ser novamente escrita como 

m. ce (m-1) 
E = E: (B.S.9) 

CA 

Utilizando as equaçõe s acima obtemos a seguint e re -

(B.S.lO) 

Substituindo a equação (B.S.lO) na equação (B.S.9) 
obtemos a equação geral do módulo de e lastici dade lon gitudinal 
E. 

[:·j 
i 

E = K e (B.S. ll) 
u 

Onde: 

m . c e [ct~ (m- 1) /m 
K = e 

CA c e 
(8 . 5 . 12) 

1 = m - 1 
(B . S.l3) 

m 
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~ 

O valor de E assim calculado sera ut i lizado, no ca -

pítulo 3, na equaçao que define a deformação espec í fica longi 

tudi na l do cabo corno 

E: = 

A tabela 4 fo rnece os valores de Ke c l pa ra os 

m, Cu' CA, Ce dados 3 cabos tfpjcos, base~dos nos valores de 
nas ta be l as 1, 2 e 3 . 

Constante Elástica Ke (N/mz) 
Tipo de Cabo Exp oente 

Numérico 1 No ar Na agua 

Aço 1/3 1,21 X 1Qll 1,21 X 1011 

Nylon 2/3 3,47 X 109 3 , 28 X 109 

Fi bra (Co i r) 1/2 4,06 X 10 8 3 , 87 X 108 

Tabe l a 4 - Constantes para o módulo de elasticida de . 
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