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Resumo

Apresentamos uma familia de modelos quanticos integraveis que descrevem o tunelamento de bésons
em diferentes condensados de Bose-Einstein (ou “pocos”). Essa familia é descrita por um hamiltoniano geral,
cuja formulacdo matemadtica permite encontrar seus autovalores e autoestados de energia por meio de uma
extensdo do Método do Espalhamento Quantico Inverso. Com esse método estendido, também € possivel obter
todas as cargas conservadas dos sistemas, cuja interpretacdo fisica ainda ndo € totalmente conhecida para
todos os modelos da familia em questao. Em particular focamos em dois modelos de quatro pocos, resolvendo
os modelos, comparando as energias obtidas através da diagonalizacao exata do hamiltoniano e do ansatz

algébrico e, finalmente, obtendo e interpretando fisicamente suas cargas conservadas.



Abstract

We present a family of integrable quantum models which describe the tunneling of bosons in different Bose-
Einstein Condensates (or “wells”). This family is described by a hamiltonian, whose mathematical formulation
allows us to find the eigenvalues and eigenstates through an extension of the Quantum Inverse Scattering
Method. With this extended method, it is also possible to get all the conserved charges of the systems, whose
physical interpretation is not completely known yet for all the models of the family. In particular we focus on
two four wells models, solving them, comparing the energies obtained through the exact diagonalization of
the hamiltonian and the algebraic ansatz and, finally, obtaining and giving a physical interpretation of their

conserved charges.



“(..) et ex Patre natum ante omnia scecula.”
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Capitulo 1

Introducao

Se a meta principal de um capitdo fosse preservar seu barco,
ele o conservaria no porto para sempre.

— Sao Tomés de Aquino

Os modelos integraveis fazem parte de uma categoria muito especial de modelos fisicos. Tendo surgido
com Newton, com sua formula¢do da Mecanica Cléssica, era do interesse dos cientistas encontrar solucoes
exatas para as equacoes de movimento de sistemas nao-triviais da mecéanica newtoniana. Um desses siste-
mas, cujas equacdes de movimento foram resolvidas pelo préprio Newton, é o Problema de Kepler de Dois
Corpos. Posteriormente, apds a generalizacdao da Mecanica Cléssica por Lagrange e Hamilton, o conceito de
integrabilidade classica foi aprimorado por Liouville, cuja descricao analitica da Mecanica deu-se através de
formulacdes em termos do Espaco de Fases dos sistemas; com isso, os sistemas que faziam parte dessa categoria
“especial” podiam ser resolvidos pelo método de quadraturas. Além disso, em conjunto com Arnold [1], Liouville
[2] estabeleceu um paralelo entre a fisica e a geometria simplética, ramo que anteriormente era explorado
exclusivamente pelos matemadticos, fazendo com que a sua formulagao explorasse ainda em mais detalhes as

estruturas matemadticas presentes nos modelos fisicos.

Embora nao haja um consenso (no sentido axiomaético) acerca da integrabilidade em sistemas quanticos,
seu estudo remonta ao artigo [3] de E. Schrodinger acerca de “sua” Mecanica Ondulatéria. Nesse trabalho, o
autor constroi as expressoes que regem esses sistemas (Equacao de Schrédinger) e deduz [4] os niveis de energia

para o a&tomo de Hidrogénio ndo-relativistico, em concordancia com o que fora obtido por Bohr anos antes.

Entretanto, sdo raros os casos em que esses sistemas tém tratamento exato vidvel, principalmente se forem
compostos de vdrias particulas. Entre esses sistemas encontra-se o Modelo de Heisenberg, que descreve um
sistema nao-trivial de spins interagentes na presenca de um campo magnético. Esse é um modelo muito
importante no magnetismo, por estudar as interacdes magnéticas em sé6lidos, sendo também muito ttil no
estudo de transicdes de fase e criticalidade. Esse foi um dos primeiros modelos quanticos a ser resolvido
exatamente por H. Bethe[5], sendo que, a partir desse trabalho, o conceito de Ansatz de Bethe passou a ser
amplamente difundido e utilizado em casos em que se pretende obter os autovalores e autovetores de energia

de um hamiltoniano integréavel.
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A partir do trabalho de Bethe, varios outros pesquisadores passaram a utilizar o chamado Ansatz de Bethe
como forma de resolver sistemas cujo hamiltoniano é exatamente soltivel. Inspirados por Bethe, cientistas como
McGuire[6], Lieb[7], Yang([8] e Baxter foram os responsdveis pela difusdo do campo de estudos de modelos exata-
mente soliveis, cuja abrangéncia é notada até hoje em dreas como mecanica estatistica[9], teoria de campos[10],
fisica da matéria condensada[11], fisica nuclear[12], fisica atbmica e molecular[13], entre outras. Neste trabalho,

exploraremos a integrabilidade de sistemas compostos por 4&tomos ultrafrios em Condensa¢do de Bose-Einstein.

Os Condensados de Bose-Einstein, propostos por S. N. Bose[14] e A. Einstein[15], s6 foram experimental-
mente confirmados setenta anos ap6s sua proposicao teérica [16], por Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle e Carl
E. Wieman. Um dos principais motivos para tamanha “demora” seria de cunho tecnolégico: conforme previsto
por Bose e Einstein, a condensacao dos bésons em um estado fundamental “comum” deveria ocorrer a uma
temperatura critica baixissima, da ordem de nK. Portanto, foi necessério o desenvolvimento de um complexo
sistema de resfriamento a laser para que fosse possivel trabalhar com dtomos a temperaturas tao baixas (170 nK

para o rubidio [17]).

Desde a sua realizacao experimental, o estudo dos CBE’s se intensificou muito e inlimeros novos experimen-
tos foram realizados. Entre eles, podemos citar o grupo do Prof. Oberthaler [18], que descreve os fen6menos
de auto-aprisionamento e tunelamento entre dois CBE’s. Isso é bem descrito qualitativamente pelo Modelo
de Bose-Hubbard de dois sitios. Uma caracteristica importante desse modelo é que ele é integrdvel e pode-se
obter as energias e os autoestados do sistema através do Método do Espalhamento Quéntico Inverso (MEQI)
[19], associando comportamentos andmalos na distribui¢do de solugdes das Equagdes [de restricdo] do Ansatz

de Bethe com as Transicoes de Fase Quanticas [20].

Os modelos de Bose-Hubbard de mais pocos, porém, nao sao integraveis, de forma que, para estudar o
tunelamento de bésons entre CBE’s, foi proposto [21, 22] um novo modelo de trés pogos que fosse integravel. No
entanto, ao tentar aplicar o MEQI para um modelo integravel de trés pocos, apenas as energias correspondentes
a um subespaco de Hilbert do sistema sdo obtidas, de forma que é necessdaria a extensao do MEQI para a
obtencao de todas as energias. Com a extensao, surge “automaticamente” uma quantidade que comuta com
o hamiltoniano e com o operador nimero total de bésons. Tal quantidade era necesséria do ponto de vista
da integrabilidade de Liouville, ja que o sistema possui trés graus de liberdade (e é contemplado, assim, com
trés quantidades que comutam entre si, incluindo o hamiltoniano); a essa quantidade da-se o nome de “Carga
Conservada”. O mesmo ocorre considerando-se um sistema de quatro pocgos interagentes em forma de anel
[23], no qual a extensdao do MEQI faz surgir duas cargas conservadas, devido aos quatro graus de liberdade.
Todos esses sistemas sdo originados de uma familia comum [24], que contém um hamiltoniano integravel geral
que descreve todos os casos particulares até entdo citados. Apesar dessa familia de modelos integraveis, bem
como suas quantidades conservadas, terem sido construidas, a interpretacao fisica dessas é conhecida apenas
para os modelos de dois e trés pocos. Assim, o objetivo principal deste trabalho é fornecer uma interpretacao
fisica para as cargas conservadas dos sistemas de quatro pocos: tanto em forma de anel, quanto em disposi¢ao

angular.

Esse trabalho estd dividido da seguinte maneira: o segundo capitulo inicia com uma apresentagdo do
modelo de Bose-Hubbard de dois pocos, sem, no entanto, aprofundar-se em detalhes. Logo ap6s, é mostrada a
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familia de modelos, explicando o significado dos termos e sua separagdo em duas classes. O terceiro capitulo
introduz o conceito de integrabilidade, discutindo brevemente o que foi feito por Liouville e Arnold em matéria
de Integrabilidade Classica, partindo logo para a definicao das realizacdes algébricas que serdo utilizadas para
o tratamento quantico dos sistemas integraveis em estudo. Por fim, o quarto e tltimo capitulo tratard da
interpretacao fisica das cargas conservadas dos sistemas apresentados no capitulo anterior, utilizando-se de

ferramentas como Teoria de Perturbacao e Andlise Semicldssica, entre outras.

Essa interpretacao para os casos de quatro pocos (tanto em disposi¢ao de anel quanto aberta) constitui um
resultado original e a principal contribuicdo do autor para esse trabalho.

10



Capitulo 2

Modelos integraveis de Tunelamento

Quantico

Seja menos curioso sobre as pessoas e mais curioso sobre as ideias.

— Marie Curie

Desde a realizacdo experimental de tunelamento de bésons entre dois condensados [18], varias propostas
de modelos foram sendo feitas de forma a descrever o regime. Uma delas é o modelo de Bose-Hubbard de dois

sitios que, em sua “versao” integravel, é descrito pelo hamiltoniano:

H=U(N; -~ Np)* + p(Ny — No) + Ji2(al az + ar a)).

Acima, N; é o operador ntimero de bésons no pogo i, i = 1,2, a;, a:.r, sdo, respectivamente, os operadores aniqui-
lagdo e criagdo de bdsons no i-ésimo pogo, U é o termo de interacdo entre bésons de um mesmo poco e de pogos
vizinhos, p é o potencial quimico e J;, é a energia de tunelamento (relacionada, por exemplo, com a distancia
entre 0s pocos). Dessa forma, além de descrever qualitativamente os efeitos observados experimentalmente,
o modelo também possui solu¢do exata, dada pelo MEQI, sendo possivel associar fendmenos fisicos com as

solucdes das equacoes de restricdo que surgem naturalmente do método [25].

Com o intuito de explorar novas possibilidades advindas desses sistemas, foi proposto um modelo integravel
de trés pocos. Pela primeira vez, o MEQ], por si s6, ndo fornecia todas as energias do sistema, de forma que foi
necessdria a extensao do método - Método do Espalhamento Quéntico Inverso (MEQIE) -, feita com o auxilio
de um operador novo. Com isso, nao apenas todas as energias puderam ser encontradas algebricamente, como
também foi possivel obter explicitamente o operador da carga conservada (Q) do sistema. Além disso, foi
mostrado [21] que esse modelo, em determinados regimes, pode ser aplicado para descrever fendmenos tipo

“switch on e switch off”, que ocorrem em dispositivos ultrafrios, demostrando mais uma vez a sua relevancia.
Embora o método “usual” tenha sido estendido, a forma de se calcular as quantidades é semelhante nos

dois sistemas acima. De fato, isso ocorre porque ambos os sistemas fazem parte de uma familia de modelos de

CBE’s conectados via tunelamento [24]. Com essa familia, pode-se construir e trabalhar com redes de pocos

11
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cada vez maiores, cujas aplicacdes ainda nao foram muito exploradas.

A familia de modelos € descrita pelo hamiltoniano geral de n + m pocgos [24]:

Hym=U(Na—Np)* + u(Na— Ng) + J(A'B + AB")
) n.m by (2.0.1)
=U(Na— Np)*+ u(Na— Np) + Zi Zlfi,j(aibj +a;bj),
i=1j=
onde A = Z?:l a;a;, B= Z;":l Bjbj, coma;,B; €R, e Na e Np correspondem, respectivamente, a soma dos

operadores “ntimero de bésons” nas classes “A” e “B”; respectivamente,

n m
Ny= Z Na,i, Np = Z Np,j, (2.0.2)

i=1 j=1
com N, ; = a:.r aj e Npj= b;r. b;. Na equacdo (2.0.1), U representa o termo de interagdo entre os bosons, y € o
potencial quimico e J;; = Ja;§; diz respeito a amplitude de tunelamento entre os i-ésimo e j-ésimo pogos. Além

disso, por constru¢do e para assegurar a integrabilidade dos modelos, a; e §; devem satisfazer as condigdes:

W 2=1 (2.0.3)
Zai—z,ﬁj— . .0.
i=1 j=1

Cada escolha de {n, m} d4 origem a um sistema diferente, com diferentes aplicac¢oes fisicas. Conforme
dito anteriormente, o sistema gerado mediante a escolha n = 2, m = 1 tem como uma de suas aplica¢des a
construcdo de um dispositivo do tipo transistor ultrafrio. Espera-se que os modelos obtidoscomn=2, m=2e
n =3, m =1 oferecam aplicacoes fisicas muito relevantes no contexto de dispositivos atomotrénicos, como, por
exemplo, interferometros [26]. Esse assunto ainda estd em aberto, e constitui um tépico de pesquisa muito

interessante e promissor.

A figura (2.1) ilustra vérios sistemas obtidos através de escolhas especificas de n, m.

12
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@n=1,m=1 b)yn=4,m=1

©n=3, m=2 dn=3,m=3
Figura 2.1: Ilustracdo de diferentes sistemas pertencentes a familia de modelos integraveis.
Nessas representacoes esquematicas, as esferas representam os pocos (CBE’s), enquanto que as ligagdes
indicam o tunelamento entre eles. A partir dessa familia de hamiltonianos, encontraremos as solugdes exatas

(através do Método Algébrico do Ansatz de Bethe) dos autovalores de energia para o sistema geral. Depois disso,

faremos a comparacao das energias obtidas via Ansatz de Bethe Algébrico e diagonalizagao para trés casos
especificos:

1. n=2, m=1: trés pocos colineares;
2. n =2, m=2: quatro pogos dispostos em anel;
3. n=3, m=1: quatro pogos “aberto”.

Finalmente, apresentamos as cargas conservadas para cada um deles, discutidas em detalhes no Capitulo 4.

13



Capitulo 3

Integrabilidade

3.1 REVISAO DE INTEGRABILIDADE CLASSICA

But the physicist, being asked, “Why is the Universe built to follow certain physical laws,
and not others?” , may well reply: “God knows’.

Charles Misner

A defini¢do de integrabilidade cldssica remonta ao século XIX, quando teve suas bases bem estabelecidas.
De acordo com elas, um sistema mecanico € dito integravel se existe a possibilidade de resolucao explicita de
suas equacdes de movimento. Em 1837 e 1840, respectivamente, Poisson e Liouville demonstraram que se um
sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade contém duas constantes de movimento independentes em

involucao, entdo suas equacoes de movimento podem ser resolvidas por quadraturas.

Assim, de acordo com o Teorema de Liouville, dizemos que um sistema hamiltoniano € integrdvel se existem
n constantes de movimento independentes F;, i = 1,..., n em involucao, isto é:

o {F;,H} ={F;,F;j}=0,i,j=1,..,n;

¢ Osvetores VF; sao linearmente independentes em cada ponto do espaco de fase.

Acima, {} representam os Parénteses de Poisson. Esse teorema foi, posteriormente, aprimorado para contemplar
as relacoes entre as descrigoes dos sistemas cldssicos com a geometria simplética, originando o Teorema de
Liouville-Arnold [27].

Teorema de Lioville-Arnold. Seja H um hamiltoniano integrdvel com n graus de liberdade. Entdo:

(a) Pode-se escrever o hamiltoniano do sistema em termos de varidveis canonicas {{p,....0n,J1,...,Jn}, para as

quais a resolugdo das equagoes de movimento resulta em:

Ji = constante, Or() =0 +wrt , k=1,.,n,

de forma que cada wy = 0H/0]} é constante.

14



Capitulo 3. Integrabilidade

(b) As equagbes de evolugdo de p(t) e q(t) - Equagdes de Hamilton - podem ser resolvidas por quadraturas.

(c) Seo conjunto de hipersuperficies de nivel das constantes de movimento em involugdo Fy., definido por:

Ao =1q,p) | F(q,p)=Ck, k=1,..,n},

é fechado, limitado e conexo, as varidveis (J, ) podem ser escolhidas como varidveis de agdo-angulo e o

movimento é multiperiédico com frequéncias wy = 0H/0 .

Afigura (3.1) ilustra um conjunto de superficies .# contidas em T2.

Figura 3.1: Toro de Liouville para um sistema cujas hipersuperficies formadas pelas varidveis
do espaco de fase estdo contidas em T2

Além disso, os sistemas integrdveis cldssicos permitem recuperar as equacdes de Hamilton a partir de estru-
turas denominadas Pares de Lax, sendo que, com eles, a obtencao de uma familia de quantidades conservadas
é quase imediata. Em teorias de campo cldssicas, outras trés quantidades fazem-se necessdrias para que se
respeite os principios matemadticos regentes: as matrizes de monodromia, de transferéncia e a matriz R. Essas
quantidades serdo muito tuteis nas definicoes - e aplicacdes - da integrabilidade em sistemas quanticos (mais
detalhes podem ser conferidos no apéndice A). Entretanto, como serd possivel perceber, é muito dificil de
se estabelecer uma analogia direta entre essas estruturas nos niveis classico e quantico, devido a diferenca

fundamental em sua formulacgdo [28].

15
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3.2 INTEGRABILIDADE QUANTICA

As definicoes de integrabilidade realizadas no &mbito de Mecanica Analitica foram completamente esta-
belecidades em teoremas matemadticos e bases axiomadticas, visto que a formulacao dos espacos de fases é
completamente determinista em termos de posicao e momentum, fazendo com que a evolucdo do sistema no
tempo seja um problema meramente de célculo. Isso, no entanto, ndo é verdade para a Mecanica Quéntica, ja
que a formulacdao matematica dos sistemas da-se no Espaco de Hilbert .77, cujas “entidades” fundamentais
sao os vetores de estado kefs. Por isso, varias propostas de integrabilidade quantica foram feitas, sendo que,
neste trabalho, adotaremos aquela que mais parece condizer (mas nao equivaler) a definicao classica. Essa
abordagem também é a mais indicada para o estudo dos modelos em questado, que envolvem um niimero finito

de modos (ou graus de liberdade).

Com o objetivo de provar a integrabilidade dos modelos e encontrar seus espectros, iremos utilizar uma
técnica chamada de “Método do Espalhamento Quéantico Inverso”, desenvolvido por L. Faddeev e a escola russa
[29]. Basicamente, neste método temos trés componentes bésicos: a matriz R, a matriz de monodromia T'(u) e
a matriz de transferéncia 7(u). No que segue, aplicaremos esse método e generalizacdes para os modelos de

tunelamento em pocos mdltiplos.

Comecamos, portanto, definindo uma matriz R com invariancia SU(2):

1 0 0 0
= _U_
R_|0 P ca 0 b =g (3.2.1)
0 cw bw 0 cw =
0o 0 o0 1

onde b:C— C, ¢:C — CeneC. Amatriz-R deve satisfazer a Equacao de Yang-Baxter:

Ri2(u—v)R13(u)R23(v) = Ro3 (V) Ri3 (W) Ri2(u—v). (3.2.2)

A equacdo (3.2.2) atua sobre o produto direto dos espagos g ® g ® g, onde R;; significa a matriz-R agindo
diretamente sobre os i-ésimos e j-ésimos espagos e como identidade no espaco restante. Assim, podemos
reescrever (3.2.2) como:

&b R wrRYY ) =R (i RY (w0 RYF (u—
Rypu—0IR, (WRg W) =Rg (VR R, g (u-v). (3.2.3)

Devemos, agora, escolher adequadamente os operadores de Lax - LA(w),LB(u) -, necessarios aos métodos
de integrabilidade quantica. Uma das realizacoes para L* (1) e LB (1) se d4 em termos dos operadores bosonicos

a,a’ e b, b', satisfazendo a Algebra de Heisenberg:

[a,-,aj.] = [bi,b}r.] =0bij,
(3.2.4)
lai, aj) = [a],a}] = 1b;, bj] = [b], b}] = 0.

Esta é apenas uma das vérias realizacoes possiveis, na qual os operadores de Lax sdo dados por:

16



Capitulo 3. Integrabilidade

u+nN. A u+nNn, B
LA =|""T LBy =|""TE : (3.2.5)
At n—l Bt rl—l
onde foram definidas as quantidades:
na na
NA=ZalTa,-, A=Za,~a,-,
=1 =t (3.2.6)

ng ng
Ng=) bib;, B=)Y Bib;.

i=1 i=1

Aqui ja fica evidente que a escolha para a realizacdo da algebra se da de forma a considerar um sistema

composto de duas classes distintas A e B. Por exemplo, seja um estado |y) dado por:

|X> = |%,lr~--)%,ir---%,na’ﬂb,lr---;‘%,il-~-;=/%,nb>
= | N1y eor Nair s Nayng) ® (N1 s Ny woor Niy) (3.2.7)
=lxa®IxB).

A atuacao dos operadores bosonicos a;, aj, b;, bj sobre |y) serd dada por:

ai|X>: JVa,i |‘/%l,1r---,</va,i_1’---yﬂa,na>®|XB>y

(3.2.8)
al1x) = \/ Nai+ UNats o Nai+ 1o Nang) ® X5
bilx) =/ N,ilxa) ® AN 15 Mpi = 1oy Aoy )
(3.2.9)

YY) = /A + 11X A ® LA 1 es Ny + 1y Ny )

Com isso, fica evidente que os operadores “restritos” a classe A ndo atuam sobre o subespaco da classe B, e

vice-versa.

A préxima quantidade necesséria para o método que se pretende aplicar € a construcao da matriz de
monodromia T'(u). Para assegurar a integrabilidade, ela deve ser escolhida de forma a obedecer a Equacao de
Yang-Baxter:

Rip(u—v)Th () T2 (v) = To(v) T1 (W) Riz (v — v). (3.2.10)

Partindo da realizacao adotada para os operadores de Lax em termos dos operadores bosénicos, construimos

a matriz de monodromia como a multiplicacio dos operadores L e L?, generalizando o parametro espectral:

Tw =LY u+w) P u-w) = 3.2.11)

A(w) Buw)
Cw) Dw)
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Utilizando a matriz de monodromia (3.2.10) e realizando as operacoes explicitamente em (3.2.11), obtemos
as seguintes relacoes entre os operadores A(u), B(u), C(u) e D(u) (mais informagdes podem ser conferidas no

apéndice B.1):

[A(w), A(v)] = [B(w), B(v)] = [C(w), C(v)] = [D(w), D(v)] =0,

u-— U+T) n
AW Cw) = ——CWA(u) - ——C(w) A(v), (3.2.12)
u—v u—-v

n u—-v+m
Dw)C(u) = ——C(w)D(u) - ———C(u)D(v).
u—v u—v

Por fim, a matriz de transferéncia 7(u) é definida como:

T(u) =tr T(u) = A(u) + D(u). (3.2.13)

Pode-se mostrar, usando a equacdo de Yang-Baxter para a matriz R (3.2.2) e para a matriz de monodromia
T(u) (3.2.10), que a matriz de transferéncia comuta para diferentes parametros; isso é:

[T(w), 7(v)]=0, Vu,veC. (3.2.14)

A equacao (3.2.14) permite dizer que a matriz de transferéncia é integravel. Nas préximas secdes, mos-
traremos que o hamiltoniano geral (2.0.1) pode ser obtido a partir da matriz de transferéncia. Além disso,
mostraremos como diagonalizar (encontrar os autovalores e autoestados) exatamente os modelos por diferen-
tes métodos.
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3.3 METODO DO ESPALHAMENTO QUANTICO INVERSO (ESTENDIDO)

De forma a aplicar corretamente o Método do Espalhamento Quéntico Inverso Estendido (MEQIE), tendo
optado pela realizacdao dos operadores de Lax dada por (3.2.5), devemos escolher pseudoviacuos adequados
para os sistemas em questdo. Para o Método do Espalhamento Quantico Inverso “tradicional”, a escolha dos
pseudovacuos consiste na utilizagdo do préprio vacuo do espaco de Fock: |0, ...,0). No entanto, ao fazer isso
para os sistemas a serem estudados neste trabalho, ndo sdo obtidas todas as quantidades conservadas e todas
as energias dos sistemas. Por isso, deve-se fazer uma extensdo do método, modificando os pseudovacuos de
forma a se obter todas as quantidades conservadas e todas as energias dos sistemas [21][24].

Os “novos” pseudovicuos a serem utilizados podem ser obtidos através de um conjunto de vetores unitarios

e ortogonais entre si. Consideramos os vetores @, 3, i € v; dados por:

a= (aly az,..., aﬂ))

ﬁ = (ﬁl’ﬁZv---’ﬁm);

3.3.1)
ﬂ] = (Nj,l;,uj,z;---»ﬂj,n)»
Vj = (Vj,l;Vj,Z»--ij,m)~
Os vetores da equacao (3.3.1) satisfazem as relagoes:
Wi py =067k,  (Wjpa)=0, jk=12,.,n-1,
! g ! (3.3.2)

wjpviy=08jr,  (vj,p=0, jk=12,.,m-1

Acima, a notagdo () denota o produto interno entre vetores. Pode-se notar que as componentes dos vetores &
e B sdo as préprias quantidades, presentes no hamiltoniano, que compdem as amplitudes de tunelamento. Com
isso, podemos definir os operadores I'; e T j que serdo utilizados na construg¢do dos pseudovacuos adequados:

Ti=(u,a, Tj=wpb), i=12.,na-1, j=12.,n5-1, (3.3.3)

sendo a e b vetores cujas componentes sdo os proprios operadores bosonicos; explicitamente:

a= ((ll,(lz,...,an), b= (bl,bz,...,bm). (3.3.4)
Além da dlgebra bosonica, os operadores I'; e T j também satisfazem as relacoes de comutagao:
t 71— o t =it at=o0: [T Bl=(. B =o0:
[T}, C(w)] =nT;A"; [T, Cw)] =0; [Tj,Cw)=0; (3.3.5)
[T, Ca0" =nATj;  [Na,@h¥ = k@ [(Ng, T)F = kT~

Para que o Método Algébrico do Ansatz de Bethe funcione corretamente, devemos considerar pseudovacuos
|¢py adequados, tais que:
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A() 1Py = a(w) 1),
B(w) |y =0,
Cw ) #0,
D(uw) |y =d(w) |y,

(3.3.6)

em que A(u), B(u), C(u) e D(u) sdao as componentes da matriz de monodromia 7T (u) (3.2.10), dadas explicita-

mente por:

A(w) = (u+w+nNy)(u—w+nNp) + AB'
Bw) =(u+w+nNyB+n'A

(3.3.7)
Cu)=(u—-w+nNp)A' +n7 1B
Dw)=A"B+n72
De forma a satisfazer as equacoes em (3.3.6), consideramos o pseudovéacuo:
n-1 . m-1 —
i) = [T @D [T T 10). (3.3.8)
i=1 j=1

Definimos, acima, {/, k} = {11, ..., l,-1, k1, ..., km—1}. Atuando os operadores A(u), B(u), C(u) e D(u) sobre o

pseudovécuo |¢y; k), conforme a equacdo (3.3.6), temos:

AW) Py i) = a(w) |y iy »
B(u) |30 =0,

3.3.9)
Cu)|py,r #0,
D) Iy, ky) = dW) by iy
onde os autovalores a(u) e d(u) sao dados explicitamente por:
n-1 m-1
a(u):(u+w+nz l,-) (u—w+n Z kj) e d(u):n_z. (3.3.10)
i=1 j=1

Com os pseudovdacuos (3.3.8), as relagdes de comutacao entre as componentes de T (u) (3.2.12) e a matriz
de transferéncia (3.2.13) explicitamente definidos, podemos seguir com o método e, finalmente, encontrar as
energias e as quantidades conservadas dos sistemas descritos com a realizagdo algébrica escolhida para os

operadores de Lax.

3.4 METODO ALGEBRICO DO ANSATZ DE BETHE

Queremos resolver o probloema de autovalores da matriz de transferéncia, isto é, T(w) [y k) = A, (W) 1Y 1,13) -
Para isso, vamos iniciar o chamado Método Algébrico do Ansatz de Bethe. Comeg¢amos construindo o estado de
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Bethe |y 1)

N-r C(v;) . r<N;
Wik = iy’ COD 1P ) , 3.4.1)

lbi1k3) r=N

onde define-se r = Y7 l +Zm 1 kj.

Se um modelo for integravel, entao o hamiltoniano que descreve este modelo devera poder ser escrito todo
em termos da matriz de transferéncia 7(u). Com isso, podemos afirmar que, se um estado é autoestado da
matriz de transferéncia 7 (u), ele também sera autoestado do hamiltoniano. Como 7(u) = A(u) + D(u) temos,

paraocasor < N:

N- N-r
A) [y i) = alu) H C(Ul)l(p{l k)~ Z a(v;) H C(u) P, 537 5
. =1 ]#l R (3.4.2)
N- N-r n U._n
D) [y, i) = d(w) 1‘[ BT cwn gy + Z ———-dw) H ﬁcmnq)g,k}x
i=1 ! J#i L J

em que foram utilizadas as relagdes de comutacao (3.2.12). Portanto (conferir apéndice B.2 para mais detalhes):

T(W) Y, = AW W) + D) vy )

N-r
=AWy — Z (d(l/) H —d(li;) H C(u)l(b{z W, 843
i=1 J#i Vi— ] J#i Vi— ]

_

Termos indesejados—»O
onde Ay 13 () € o autovalor de 7(u), associado a [y x):
N-ru-vj-n

n-1 m—1 N-r y— vj +n
M) = u+w+n ) I|[|lu-w+n Z kp ——+n?[] ——, Tr<N. (3.4.4)
p=1 j=1 U—"vj j=1 Uu—-"vj

Além disso, com a imposicdo de que |y ;) seja um autoestado de 7(u) (e, no caso de um sistema integravel,

também o seja do hamiltoniano), fazemos com que os termos “extras” (indesejados) sejam nulos; ou seja:

N-r
-

A equacdo (3.4.5) deve ser vélida para todo i. Portanto, temos que:

(a(v)l_[ —d(v,)n d =0. (3.4.5)
j#i ViTUj jAi Vi~ V]

a(v)) NTvi-vj-n
da(v;) j#i Vi_Vj+77’

(3.4.6)

o que, incluindo explicitamente as expressoes para a(u) e d(u), resulta nas seguintes equagdes de restri¢ao:

n—-1 m-1 N-r vi—vi—1
nz(vl-+w+nz l,,) (vi—a)+n > kp)z I1 - J 7
p=1

. (3.4.7)
p=1 j#i ViTUVjE
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As equacgdes contidas em (3.4.7) sdo chamadas Equagoes do Ansatz de Bethe (EAB). Cada conjunto {vy, ..., Un—;}

solucdo das EAB dé origem a um autovalor de 7(u).

Para o caso r = N, temos que |y x3) = |¢; k1) Ou seja, o estado de Bethe jd € um autoestado de 7(u), com

autovalor dado (A.2.3) por:

n-1 m—1
A{Z,k}(u)z(u+w+nz lp) (u—(u+n > kp)+n_2, r=N. (3.4.8)
p=1 p=1

As expressoes (3.4.4) e (3.4.8) para os autovalores Ay i (1) de 7(u) serdo de muitissima utilidade agora.
Conforme dito anteriormente, em sistemas integraveis - como, por exemplo, os sistemas estudados neste
trabalho -, é possivel escrever o hamiltoniano em termos da matriz de transferéncia 7 (u); isso significa que
todo estado que é autoestado de 7(u) também o serd, simultaneamente, do hamiltoniano. Em outras palavras,
mostraremos explicitamente que é possivel obter uma expressao completa e, o que é tdo importante quanto,

correta para os autovalores de energia desses sistemas.

Partindo da expressdo da matriz de transferéncia (3.3.11), fazemos uma expansado em série de Taylor da

matriz em funcdo do parametro espectral u:

T(u) = co+clu+czu2. (3.4.9

As constantes ¢y, ¢] e ¢z sdo tais que:

co=71(0)=n*NoNp +nw(Ns— Np) +1 2 —w? + A'B+ AB,

a=TW NN
VT T qu lumg T TVAT B (3.4.10)
o e 1d%t(u)
2_2 du? lu=o~
Na expressio de cy, somando e subtraindo 7? NTZ:
,’72 N2
_ N a2 2 _ + t 2 _ 2, 2V
¢ ==~ (N3 +2NsNp + Nj ~4NsNp) ~nw(NsNp) + A'B+ AB' + 0 o +7° . (3.4.11)
P

A expressdo de H' se assemelha muito com o hamiltoniano (2.0.1) dividido pelo termo J. De fato, as duas

expressoes se tornam iguais se a seguinte identificacao é feita:

2
- ”T] “U, —nolep (3.4.12)

Portanto, podemos reescrever a matriz de transferéncia como:

H N?
T(u) = % + 172T +1n 72 —w? | +2nNu+ u?, (3.4.13)

o que, isolando para H,, ,,, resulta em:
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NZ
Hym=17T T(u)—anu—uz—nzT—n_2+w2 .

(3.4.14)

Agora, podemos usar como ansatz o estado de Bethe |y x;), de forma que a Equacgdo de Schrédinger

Independente do Tempo se resume ao problema de autovalores:

Hym W) =Eug v -

Mas:

N2
Hym g = ](T(u) —2nNu - u? —7727 -2 +w2) W50

2

N _
- ](A{l,k}(u) —2nNu—u? —1727 -n%+ wz) W)

Portanto, temos que:

N?
Eqn= ](A{lyk}(u) —-2nNu - u? —1727 -n 2 +w2).

E importante ressaltar que, para o caso r = N, as energias do sistema sao dadas por:

n-1 m-1 2 n-1 m-1
E{l,k}zU(Zli_Zki) +,LL(ZZZ'—Z]C,').
i=1 i=1 i=1 i=1

Ou seja, ndo hd influéncia do parametro de tunelamento sobre as energias de (3.4.18).

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.17)

(3.4.18)

Um fato curioso acerca da expressao (3.4.17) é que as energias, na verdade, ndo dependem do parametro

espectral u, que pode ser escolhido arbitrariamente.
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3.5 CARGAS CONSERVADAS

De acordo com o Teorema de Liouville, um sistema cléssico integrével de n + m graus de liberdade contém
n+ m constantes de movimento independentes em involucdo. O andlogo quantico a esse teorema seria supor
que um sistema integravel (e aqui deve-se adotar uma definicdo de integrabilidade quantica) de n + m graus de
liberdade contém 7+ m quantidades conservadas independentes (isto é, que comutam entre si) e constantes no
tempo (isto é, que comutam com o hamiltoniano). A definicao adotada de integrabilidade foi a que pressupoe,
ao sistema integravel, a possibilidade de descrevé-lo por completo através da formulacao dos Pares de Lax (e

das matrizes que deles seguem).

Na secao 3.4 foi demonstrado que o hamiltoniano original é recuperado da matriz de transferéncia se as
identificacdes (3.4.12) forem feitas. Portanto, o sistema é integravel para a defini¢do adotada e, para fins de
autoconsisténcia, deve haver um total de n + m quantidades conservadas.

Considerando as seguintes suposic¢oes:

(a) O numero de bésons total N no sistema € conservado;

(b) Aenergia total - “implicitamente contida” no hamiltoniano H,,,, - é conservada;

Ainda restam n + m — 2 quantidades conservadas. A essas quantidades damos o nome de “cargas conserva-

das”, cujas expressoes sdo dadas por:

Qi=I'r;, i=1..,n4-1,
i _ (3.5.1)
szl“jl“j, ]21,...,1’13—1.

Utilizando as definigoes em (2.3.3), pode-se mostrar que [Q;, Q;]1 = [Q;, H] = [Q;, N1 = [Q}, H] = [Q},N] =
[H, N] =0, resultando que as quantidades conservadas nos sistemas sdo independentes entre si e conservadas
no tempo. Além disso, tais quantidades sdo geradoras de transformacoes unitarias Uy que conservam o

hamiltoniano H:

Up=e'"% seR,

de forma que:

. . 1
UHU' = /% He Q% = H 4 [isQy, H] + 51 115Qk, [£5Qx, H1l +... = H.

No entanto, a expressao (3.5.1) ainda é um pouco vaga, ja que os préprios operadores I';, T j sdo definidos
em termos de produtos escalares de vetores que, por hora, devem “apenas” satisfazer certas regras de ortogona-
lidade. Com o objetivo de compreender melhor o que esta ocorrendo fisicamente, vamos considerar alguns
casos simples, como os modelos de 3 e 4 pogos. Em particular, para esses sistemas, encontraremos expressoes

explicitas para as cargas conservadas em termos dos operadores bosonicos.
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3.6 MODELO DE TRES POCOS

Figura 3.2: Sistema de 2+1 pogos

Escolhendo n =2 e m =1 do hamiltoniano geral (2.0.1), temos o hamiltoniano para o modelo de 3 pocos:

Hoy = U(Ngj — Npi + Na2)? + u(Najy — Npi + Nap) + JB1 (i@l by + a1 b]1 + azlaj by + apbl)).  (3.6.1)

Partindo deste hamiltoniano, vamos encontrar as solu¢des de energia através do Método do Algébrico do

Ansatz de Bethe e comparé-las com as energias obtidas via diagonaliza¢do exata para poucas particulas.

3.6.1 Solucao exata

Usando como pseudovécuo ¢y, ):

l¢1,) = TH"10,0,0, (3.6.2)

o Estado de Bethe |y, ) serd tal que:

(3.6.3)

Hf'\;ll Cwildy), h<N
[y, =
|¢N); ll =N.

Impondo que [y, ) seja um autoestado da matriz de transferéncia 7(u) - e, assim, do hamiltoniano (3.6.1) -,
obtemos a seguinte EAB:
N-I

2 Vi—Vi—n
N wi+w+nh)(vi-w) = .
' ! ]l_[¢l Vi—vjt+n

(3.6.4)
Para um dado [, cada conjunto solucéo {vy, v3,..., vny—;, } das EAB (3.6.4) resulta em um valor de energia
(onde néo sdo consideradas as solugdes espurias, como quando v; = v; [30]):
n2 NZ

E=J|A; () +w? —u? —n72 —unN - | (3.6.5)

onde A;, (1) € o autovalor de 7(u), associado a |y, ), dado por:

N-hy—vpi+n N-hy—yp;-n
Ay = w+o+nh)u-o) [[ ——+972 [] ——. (3.6.6)
j=1 U=VYj j=1 U=Vj

25



Capitulo 3. Integrabilidade

3.6.2 Comparativo entre MEQI e Diagonalizacao Exata

Supondo: U=0.5,/=1,N=2,a; =a>=1/Vv2, f1 =1ew = u=u=0, temos que o autovalor A, (u) seré:

2—[1 vi+
Ay =2 ] 20 (3.6.7)
j=1 Yj
De forma que as energias do sistema sao:
5o 222} g cp
E= / j (3.6.8)
2, L=2

A representacdo matricial (detalhes da representagdo podem ser obtidos no apéndice C) do hamiltoniano
(3.6.1) nos estados | A1, a2, Np,1) seré:

2 1. 0 0 0 0
L
1 o100 %
01 2 1 0 0
H= X (3.6.9)
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2 0
L L
0 5 0 5 0 2

Realizando a diagonalizacdo de (3.6.9), calculando os conjuntos solucao das EAB e inserindo-os na equagao

(3.6.8), temos o seguinte comparativo:

l; | Solugoes das EAB Energias (Ansatz) | Energias (diagonalizacao)
0 | v =0.293i, vy =-1.707i E,=2 E, =2

0 | v1=-0.556+0.437i, vo =- (v1)* | E» =-1.2361 E, =-1.23

0 | vy =-0.245i, vp = -2.044i E3=3.236 E3=3.236

1 | v;=0.293i E, =-0.414214 E, =-0.414215

1 vy =-1.707i E5 =2.41421 E5 =2.4142

2 Eg=2 Eg=2

Tabela 3.1: Solugdes e energias para o sistema de 3 pocos, com N =2
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3.6.3 Carga Conservada

Como vimos anteriormente, o Método do Espalhamento Qudntico Inverso (MEQI) ndo €, por si s6, suficiente
para encontrar todas as quantidades conservadas de sistemas com mais do que dois pocos em interagdo. Dessa

forma, fez-se necesséria a extensao do método através do operador I';.

Conforme a equacdo (3.3.3), I'1 = (i1, a), onde p; é um vetor unitdrio, que obedece (u;,a) =0, e a = (a;, az)
é o vetor cujas componentes sdo dadas pelos operadores bosonicos. Assim, devemos encontrar um vetor f;

que seja ortogonal a a = (a1, @2). O vetor mais simples possivel é, imediatamente, dado por:

= (—az,ar) (3.6.10)
De forma que:
1 ={(u,a)=(~az,a1)-(a1,a2) = a1a; — ara; (3.6.11)
Assim, a carga conservada Q%ZH) assume a expressao explicita:
Q§2+1) = FIFI = (X%Nl + (X%Nz - (xlag(airaz +ax ﬂg) (3.6.12)
Com isso, temos os trés operadores hermitianos {H, N, Q?“)} que comutam entre si, de forma que todo au-

toestado de energia |¢p;, ) também serd autoestado de N e QiZH). Além disso, é perceptivel que a transformacao:

§2+1) e N continuam

H—H+ Q§2+1) + N mantém o hamiltoniano integravel, ja que as trés quantidades H, Q
comutando. Isso torna possivel, por exemplo, a construcdo de um modelo de trés pocos dispostos em anel que
seja integravel (o que nao serd tratado aqui).

No entanto, embora a carga Q

§2+1) tenha uma estrutura matemadtica muito simples, sua interpretacao fisica

é ndo-trivial, sendo abordada com especificidade no Capitulo 4.
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3.7 MODELO DE QUATRO POCOS FECHADO

Figura 3.3: Sistema de 2+2 pocos

Com n = m =2, o hamiltoniano geral (2.0.1) assume a forma:

Hyp = (Ng1 + Ngo— Nij = Np2)* + (Ng1 + Nao — Ni1 — Np o) G.21)
+J11(al by + arbl) + Jo1 (b} az + brad) + Jo2 (@l by + a2 bb) + J12 (b} ar + boal)

A partir da expressdo acima, faremos o comparativo das energias obtidas via diagonalizacdo exata e Método

Algébrico do Ansatz de Bethe, de forma semelhante com o que foi feito para o sistema de 2 + 1 pocos.

3.7.1 Solucao exata

Usando como pseudovacuo |¢; ):

161, k) = AT 10,0,0,0) 3.7.2)

O Estado de Bethe |y i) serd:

M cwnlgn ), b+k<n;
Wy e) =4 VR 3.7.3)
|¢)ll,k1>; ll+k1 =N
Impondo que |y, ,) seja um autoestado da matriz de transferéncia 7 (u), obtemos:
N-b-ki y; —p;—p
NPwito+n)wi—o+nk) = [[ —— (3.7.4)

jAi ViT Uit
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Semelhantemente ao caso 2 + 1, descartando as solucoes esptrias, para uma dada escolha de /3, k1, cada

conjunto solugao {vy,..., Un—;, -, } das EAB (3.7.4) resulta em um valor de energia:

E=J{Ay k(W) +w?-u? —1772 —unN -

Onde A;, k, (u) é o autovalor de 7(u), associado a |y, ¢, ), dado por:

N-hokiy—pj+1
A (W) = (w+w+nh)(u—w+nk;) H -4 = +7
j=1 U Yj

-2

j=1

3.7.2 Comparativo entre MEQI e Diagonalizacao Exata

Supondo N=2,U=0.5,J=1,a1=a2=01=02= 1/\/§eu= u=w =0, temos que A, i, (u) sera:

2hokiygg 2-hki y; —p
A (W) =n 2 l_[ ]l/' +T]2(llk1) H ]U‘
j=1 ) j=1 J

De forma que as energias do sistema sao:

1 2-11-k; Uj+\/§i
2 el L v;i |’
E= = J

3(h—k)?, h+k =2

Lh+k <2

A representacgdo matricial do hamiltoniano (3.7.1) nos estados | Ay 1, A2, A1, Ap,2) seré:

2 5 0 0 0 0 0 5 00
5 0 5 0 0 0 0 0 3 3
0 5 2 5 0 0 0 0 00
0 0 5 0 % 0 0 0 3 3
g0 0 0 5 2 5 0 0 00
0 0 0 0 % 0 S5 0 3 3
0 0 0 0 0 S 2 % 00
5 0 0 0 0 0 5 0 3 3
o 3 o 3 o0 1 0 1 20
0o 3 0 3 0 1 0 3 0 2

N-h=ki y—y; -

(3.7.5)

(3.7.6)

(3.7.7)

(3.7.8)

(3.7.9)

Realizando a diagonalizacdo de (3.7.9), calculando os conjuntos solucdo das EAB e inserindo-os na equacao

(3.7.8), podemos comparar as energias obtidas via diagonalizacdo exata e via Ansatz de Bethe Algébrico:
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L &k Solucdes das EAB Energias (Ansatz) | Energias (diagonalizacao)
k1=0,0;=0 | v; =0.293i, v, = -1.707i E, =2 E =2
k1=0,011=0 | v; =-2.044i, v, = —0.245i E» =3.23607 E, =3.23607
ky=0,0; =0 | v; =-0.556+0.437i, v, = —1n* | E3 =-1.23607 E3 =-1.23607
ky=1,5L=0 | vy=-1.70711i Ey =2.41421 Ey=2.41421
ky=1,1,=0 | v; =0.292893i E5=-0.414215 E5 =-0.414214
ky=0,51=11| vy =-1.70711i Eg=2.41421 Eg=2.41421
k1=0,01=1 | v; =0.292893i E7 =-0.414215 E;=-0.414214
k1=21,=0 Eg=2 Eg=2
ky=0,5L=2 Eg=2 Eg=2
ki=15L=1 Epp=0 Epp=0

Tabela 3.2: Solugdes e energias para o sistema de 4 pocos, com N =2

3.7.3 Cargas conservadas

Semelhantemente ao que ocorre com o sistema de 3 pocos, o MEQI também nao é capaz de, por si s6,
encontrar todas as energias do sistema (bem como as 2 cargas conservadas “extras”). Para tanto, introduzimos
dois operadores - I'1,T; - diferentes, atuando sobre os subespacos de cada classe. Dessa forma, construimos os
operadores associados as cargas conservadas de forma equivalente a que foi feita para o caso de 2 + 1 pogos;
aqui, devemos considerar um vetor unitario v; que satisfagca a condicdo (v1, 8) = 0, de forma que f(12+2) = (v, b),
onde B = (B, B2) é o vetor cujas componentes sdo dadas pelos operadores bosénicos correspondentes a classe

“B”. O vetor v; mais simples possivel, que satisfaca a condicdo de ortogonalidade, é dado por:

vi=(=p2, 1) (3.7.10)
E, portanto, os operadores I" necessarios para a resolucdo do problema serao:
r1=d1a2—a’2611 f1=ﬁ1b2—ﬁ2b1 (3.7.11)
2+2)  ~/2+2) . P
Dessa forma, as cargas conservadas Q;”"“ e Q;  adquirem a forma explicita:
Q§2+2) = FIFl =a5Ny 1 +aiNgo — alag(aJ{ag +a ag)
(3.7.12)

—(2+2) =t=
Q, 7 =TTy = B3Np1 + B2 Ny — B1B2(b] by + by b))

. —(2+2) .
Com isso, obtemos quatro operadores {N, H, Q§2+Z), Q, '} que comutam entre si, de forma que todo auto-

. . . —(2+2
estado de energia também serd autoestado de N, Q§2+2) e Qg )

. Além disso, fica evidente que a transformacao
—(2+2 . . . . .

H—- H+N+ Q§2+2) + Q; ) no quebra a integrabilidade do sistema. Assim, pode-se construir um modelo

integravel em que hé tunelamento entre os pocos a; < a, e by — b», o qual ndo sera tratado neste trabalho.

—(2+2 . « -
e Q; ) para o sistema de 2 + 2 pocos tém estrutura tdo semelhante (sendo a

E notével que as cargas Q§2+2)

carga Q(2+2) exatamente a mesma) a carga do sistema de 2 + 1 pocos. Isso parece demonstrar, mais uma vez,
1

a independéncia entre os subespacos correspondentes as classes “A” e “B”, ja que a tnica diferenga entre os
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sistemas de 2+ 1 e 2+ 2 pocos € o poco adicional na classe “B”. De fato, essa semelhanca vai além do escopo
matemadtico e é mantida (e comprovada) também na interpretacao fisica das cargas, o que seré feito de forma

explicita no Capfitulo 4.
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3.8 MODELO DE QUATRO POCOS ABERTO

Figura 3.4: Sistema de 3+1 pogos

Com n =3, m =1, o hamiltoniano original (2.0.1) é reescrito como:

Hsy = U(Ng1 + Nap + Nas — Np1)* + (1(Na,1 + Nap + Nag — N1 G8.1)
+Ju(al by + arbl) + Jo1 (@l by + axbl) + Ja1 (al by + asb)

Utilizando o hamiltoniano H3 ;, faremos a comparacao entre as energias obtidas via diagonalizacdo exata e

MEQ]I, assim como foi feito para os sistemas de 2+ 1 e 2 +2 pocos.

3.8.1 Solucao exata

Usando como pseudovécuo ¢y, 1,):

1,10 = @HIhH%10,0,0,0) (3.8.2)

O estado de Bethe |y, ;,) € dado por:

M52 Cwdign i), h+b<N;
Ynp =4 s (3.8.3)
[T L+bL=N
Impondo que |y,,;,) seja um autoestado da matriz de transferéncia 7(u), obtemos:
N-L-b y;—p;—q
Pwito+nlh+Lhwi-0)= [[ —L— (3.8.4)

j#i ViT Uit

Descartando as solugdes esptirias, cada escolha /1, I, resulta em um conjunto solugéo {vy, ..., vn—;,-1,} das

EAB (), com o correspondente valor de energia:
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n2N?
E=J|Ay 5, +0* —u? -2 —unN - n (3.8.5)
Onde A}, 1, (1) é o atovalor de 7(u), associado a |y, 1,), cuja expressao é:
N-h-lr y_yit+q N-h-by—p;—p
MW =@+o+nh+LDw-0) [[ ——+n?% [[ —-— (3.8.6)
j=1  U-Vvj j=1  u-vj
3.8.2 Comparativo entre MEQI e Diagonalizacdo Exata
Supondo N=2,U=0.5,]J=1,a1=a2=a3 = 1/V3e H=u=w=0,temos que A, ;, (u) serd:
1 2-h=h 4 /30
Ay, =-= [ +—= (3.8.7)
| vj
Portanto, as energias do sistema sdo:
i (5 - n?;il"z %ﬁ‘) , Lh+l<2
E= j (3.8.8)
2, Lh+l=2
A representagdo do hamiltoniano (3.8.1) nos estados [ A1, V42, 44,3, 45,1) € dada abaixo:
H= (3.8.9)

o oG o o$|~omom

ooooooom%o
winy

o Sk o o%&ko o ow%l

© o o o © NGl oG e

o o oﬁlo oﬁlogl\:

oocomo%coo
winy

&@FN“O o o o o o(}\ﬂ

© o NG © © o oGl o
o N oGl o omooo

Noogoooooo
winy

Diagonalizando o hamiltoniano (3.8.9), resolvendo as EAB (3.8.4) e inserindo suas solucdes (descartando

aquelas que sdo espurias) na equacao (3.8.8), obtemos o seguinte comparativo entre as energias:
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L&l Solucdes das EAB Energias (Ansatz) | Energias (diagonalizacao)
I1=0,lp=0 | v; =0.293i, v, = -1.707i E =2 E, =2
11=0,lb=0 | v; =-2.044i, v, = —0.245] E» =3.23607 E» =3.23607
1=0,Ib=0 | v; =-0.556+0.437i, v» = —1n* | E3 =-1.23607 E3 =-1.23607
Lh=106=0| v;=-1.70711i Ey=2.41421 Ey=2.41421
L=1,1b=0 | vy =0.292893i E5=-0.414215 E5=-0.414214
L=0,lb=1| vn=-170711i Eg=2.41421 Eg=2.41421
l1=0,lp=1 | v; =0.292893i E7 =-0.414215 E;=-0.414214
L=21,L=0 Eg=2 Eg=2
L=0,1=2 Eg=2 Eg=2
Lh=11lL=1 Epp=2 Epp=2

Tabela 3.3: Solugdes e energias para o sistema de 4 pocos, com N =2

3.8.3 Cargas Conservadas

Através de uma andlise do hamiltoniano Hj; do sistema 3 + 1, fica evidente, por razdes de simetria, que ele
pode ser reduzido a um subsistema 2 + 1 através das seguintes escolhas (de forma alguma tnicas):

Ng23=Ng2+ Ng3

(3.8.10)
A=a1a1+arax +azaz =a1a; + adys
Onde a3 = ©2%27%% De forma a satisfazer a3 + a? = a? + a3 + a3, deve-se ter a = |/ a’ + a3.
Podemos definir o operador I'y, em concordancia com as escolhas para o subsistema 2 + 1, como:
o0y + asas
I =a1a;—aa = a1 ———————\ /a5 +aiay (3.8.11)
2

2
a2+a3

(3+1)
1

De forma que a carga Q , dada por FIFI, serd explicitamente:

2
a
Q"™ = (= aDNay + 7= (@3 Nap + 45Na3)
! (3.8.12)

2
a;a23
1 (a;a3 + agag) - alag(a‘{ag +a ag) - alag(a’{ag + alag)

_ 2
1-a7

De forma a satisfazer as relagdes em (3.3.3), deve haver um vetor y; que gere I'; através do produto interno

(U1, a). Esse vetor é dado por:

( a;a alaa)
1: a —_ [ ——
H o’ a

(3.8.13)

De posse desse vetor, é possivel obter imediatamente um vetor u, simultaneamente ortogonal a a e y;,

através de:

34



Capitulo 3. Integrabilidade

Ho=p1>xa
O que resulta em:
(1%053 0520!2
U2 =10,— —aas, +aar
a
Assim, o operador I'; pode ser obtido como:
a2 as

Ip={u,a)=—az——a
2 = (U2, @) g B R

Portanto, a carga Qf'“) serd, apo6s certa manipulacdo algébrica:

1

3+1 2 2

Qé ) = F;Fz = —1 pw azNgo+a5;Ng3 — agag(a;ag, + aza;r)
1
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Capitulo 4

Interpretacao Fisica das Cargas

Conservadas

Os que ndo querem ser vencidos pela verdade, serdo vencidos pelo erro.

Santo Agostinho

Nesta secdo, daremos significado fisico as cargas conservadas (com enfoque especial para uma certa escolha
de parametros) com auxilio de diferentes métodos. Primeiramente, faremos uma anélise semiclédssica do
hamiltoniano dos sistemas para obter expressdes analiticas que serdo de grande ajuda na interpretacdo das
cargas conservadas. Nessa andlise, mostraremos que existem condicdes especificas para que bésons fiquem
“restritos” aos pogos de uma tnica classe, constituindo um regime de tunelamento denominado de ressondncia.
Embora o hamiltoniano original (2.0.1) ndo pareca contemplar esse regime (ja que nao inclui tunelamento
de bésons entre pocos de uma mesma classe), serd mostrado nas se¢des subsequentes que é possivel conec-
tar um hamiltoniano efetivo (para o regime de ressonancia) e o hamiltoniano original por meio de Teoria
de Perturbagdo Dependente do Tempo. Obtidas as relagdes desejadas, serdo feitas dindmicas quanticas para
os sistemas de forma a demonstrar a equivaléncia dos hamiltonianos ao serem utilizados os parametros obtidos.

Por fim, utilizando as expressdes das cargas conservadas para os sistemas particulares, mostrar-se-4, com a
inclusdo de uma constante (advinda da Teoria de Perturbacao), que as cargas conservadas sdo dinamicamente
equivalentes aos hamiltonianos originais (até mesmo em caso de tunelamento anisotrépico) nas condi¢oes em

que hé ressonancia de bésons de uma mesma classe.

4.1 ANALISE SEMICLASSICA DO HAMILTONIANO

Partindo do hamiltoniano (2.0.1) e introduzindo os operadores semiclédssicos [31]:

A— e /Ny  AT— \/Nje 4

. , 4.1.1)
B—e?\/Ny B —\/Nge i¢s

Com arestricao N4 + Np = N, temos:
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H=U(N-2Ng)? + (N —2Np) + 2]/ NaNg cos (1 — p2) (4.1.2)

Com um pouco de manipulagao algebrica, temos:

H=UN?(1-2ng)*+uNQ1-2ng) + NJ\/1—(1-2n3)?cos (p1 — ¢p2) (4.1.3)

A partir daqui, trataremos sempre da fragdo de b6sons ny,; = Ny,;/N de bosons no pogo i da classe .
Portanto, é conveniente que trabalhemos com h = %; assim:

h=UN1- 2n3)2 +u(l-2ng)+2Jv/np(l—ng)cos(¢h) (4.1.4)

Onde definimos ¢ = ¢p; — p.

Vamos considerar, por simplicidade, uma situacdo em que o potencial externo p é nulo. Também considera-
remos que todos os bésons estejam inicialmente nos pocos da classe A (aqui ndo faz diferenca se for na classe A
ou B, devido a simetria do hamiltoniano), uma vez que existem experimentos com essa condi¢ado inicial. Com
isso, temos que, no tempo ¢ =0:

h(t=0)=UN (4.1.5)

Por conservagao de energia, h(f # 0) = h(t = 0) e, portanto:

UN=UN(Q-2ng)?+2J\/ng(1—ng)cosp (4.1.6)

O que, com certa manipulagao algébrica, resulta em:

1 1 UN
=4+ 2 _ 2 -
ng 2_27(\/)( cos< ¢, X 7 (4.1.7)

A equacdo (4.1.7) é fundamental para o que pretendemos fazer aqui. Como n4 + ng = 1, temos que:

?i\/xz—cosz(/) (4.1.8)

2x

O que é fundamentalmente a mesma equagao que a (4.1.7). A escolha entre a solugao positiva ou negativa

N | =

nap=

dé-se através da suposicdo feita acerca do estado inicial do sistema: se, inicialmente, toda a fracdo de bésons se
encontra nos po¢os da classe A, entdo é pouco provavel que eles tendam, a medida em que o tempo evolui, a
ficarem localizados na classe B. O mesmo argumento vale para a classe B. Portanto, temos, para um sistema
com n4(0) = 1:

ng = 1% —cos2 ¢ (4.1.9)

1 1

2 2
Se considerarmos cos® ¢ = 1, podemos tentar estabelecer um valor de y a partir do qual o sistema passaré a

localizar os bésons nos pocos da classe A. A figura (4.1) faz um “plot” de np como funcéo de y, para cos (¢p) = +1.
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0.5

0.4 4

0.3

Ng

0.2 4

\
0.1

0.0 4

Figura 4.1: Fracdo de bésons nos pocos da classe A como funcdo de y = UN/J

Da figura (4.1) vemos que, para y > 5, np = 0. Cabe ressaltar, aqui, que com a conservacao de energia

para todo tempo, todas as expressdes obtidas para n4 e np também sdo para todo tempo; isso significa que
com uma condicdo inicial 1n4(0) = 1, ng(0) = 0 e uma escolha de pardmetros U, N e J de forma que y > 5, a
fracdo de b6sons em pocos da classe B serd nula, também para todo tempo . Com esse limite determinado

analiticamente, passaremos a formulacdo dos hamiltonianos efetivos de tunelamento e, juntamente com os

hamiltonianos “originais”, faremos sua dindmica quantica, mostrando, para os casos em que o tunelamento é
isotrépico, a equivaléncia entre seus resultados.

4.2 HAMILTONIANO EFETIVO E DINAMICA DAS CARGAS CONSERVADAS

A partir dos resultados obtidos anteriormente, sabemos que, para uma escolha de y > 5, os bésons tendem

a permanecer nos pocos da classe que, inicialmente, possuia toda a fracao de b6sons. Escrevemos, agora, o
hamiltoniano (3.0.1) como H = H; (hamiltoniano de interagdo) + V, onde:

H;=U(N-2Ng)?
V =J(A'B+ AB")

(4.2.1)
Usando a condicéo inicial N4 = N, Np = 0, temos, para o hamiltoniano de interacdo:

HI |%,17‘~-)%,H)Wb,lr‘~-)%,m> RE |‘/‘/a,lr-";Q/‘/a,nr‘/Vb,lr-u;L/‘/b,m>

(4.2.2)
Onde £; = UN? é o autovalor do hamiltoniano de interacdo. Ou seja, a menos de uma constante - €; -, €
possivel construir um hamiltoniano efetivo, que leve em conta apenas termos de tunelamento. Com a suposi¢ado

n4(0) = 1, deve haver tunelamento de bésons apenas entre os pocos da classe “A”. Portanto, podemos escrever o
hamiltoniano efetivo (H, ) como:
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n n
Hep=Jers ), ) aid) (4.2.3)
i=1j7i

Na equacdo (4.2.3), fica perceptivel que nao ha qualquer diferenciacio entre os termos de tunelamento. Por
isso, é esperado (e serd mostrado explicitamente nas préximas se¢oes) que o hamiltoniano efetivo ndo seja o

modelo correto para os casos anisotropicos.

Agora, desejamos encontrar uma conexao entre o termo de tunelamento efetivo J.f¢ € o termo de tunela-
mento “geral”, J. Para isso, tratamos V (4.2.1) como uma pequena perturbacdo ao hamiltoniano original, ja que
estamos considerando o caso UN > 5]. Por Teoria de Perturbacdo Dependente do Tempo, temos que a taxa de
transicao entre os estados |s) — | f), em i-ésima ordem, é dada por:

. 27T .
W = SISV 01 PO(ES - Ex) (4.2.4)

Onde VY = V (Regra de Ouro de Fermi) e V@ =Y, % Para encontrar a relacao, calcularemos

explicitamente os elementos de matriz para V e H,rr de mais baixa ordem ndo-nulos, igualando o que for
obtido para V com o que for obtido para H,rr. Ap0s, faremos gréficos de comparacéo entre as dindmicas

quéanticas do sistema “original” e do sistema efetivo.
Para a dindmica quéntica, consideramos a evolucdo temporal (com 7 = 1) do estado inicial | (0)) dada por:

n .
() = UL,0) [w©) = Y (@jlw0)p;) e it (4.2.5)

j=1

Onde |¢;) e E; sdo, respectivamente, o j-ésimo autoestado e o j-ésimo autovalor de energia do hamiltoniano
considerado. Dessa forma, a dindmica quéntica pode ser vista simplesmente como a evolucao temporal do
valor esperado da fracao de b6sons em um pogo i, isto é:

1
(ni(1) = N (Ww@OIN; |y (1) (4.2.6)

Desta forma, temos tudo o que precisamos para calcular as relagdes entre J, ¢ € J e comparar as dindmicas
dos sistemas utilizando o que foi obtido.
4.2.1 3Pocos(n=2,m=1)

Para o caso especifico de 2+1 pocos, o hamiltoniano efetivo é simplesmente:

Heofy = Joryp(alaz + araj) 4.2.7)

Assim, para uma transi¢do de primeira ordem entre os estados |N,0)® |yg) — [N —1,1) ® |y p), considerando
v = Hepy:

(xBl® (N=1,1| HopfIN,0)® |xp) = Jor VN (4.2.8)

Onde |yg) = |0). Considerando V! = V, temos:
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(xsl® (N=1,1|VIN,0) @ |ys) 4ro
= (xsl® (N=1,1|J(a1 B1lal by + ar b1 + azfrla) by + a2 b{]) IN, 0y ® [y5) = 0 h

Ou seja, para o potencial perturbativo, ndo hé taxa de transicdo em primeira ordem. Se considerarmos o
termo de segunda ordem V®, temos:
14 |'/Vu,1r'/Vd,2) %,1) (v/Va,l;c/Va,Zw/Vh,ll |4

ve= ¥ (4.2.10)
Nt Haz N EN0,0 = ENg Mo Mo

Onde o somatério é realizado sob a restrigdo: A1 + A2 + A5 = N. Em segunda ordem, temos o termo
nao-nulo:

(N-1,1,0[VP|N,0,0)
_ (N-1,1,0lVIN-1,0,1)(N-1,0,1|V|N,0,0)

Enoo0—En-1,01
_ Ji1J21 VN (4.2.11)
4U(N-1)

:]2 (a1 a2) \/N
4U(N-1)

Comparando as equacgdes (4.2.8) e (4.2.11), obtemos, para J.r:

1
A=———
4U(N-1)

A figura (4.2) ilustra a comparacao entre a dindmica quantica dos hamiltonianos “original” e efetivo, utili-

Jerr = AT (a1az), 4.2.12)

zando o que foi obtido via TPD.T para J.r .

<n>
<n>

0.0 A

T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

(a)alzagzl/\/i (b)(xlzl/\/geazzx/é/\/?j

Figura 4.2: Dindmicas para N=10,U=0.5,u=0e /=1

Pela figura (4.2), fica claro que, para o caso anisotropico, a modelagem em termos de um hamiltoniano
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efetivo € ruim e incorreto. Isso porque a expressdo de H, s envolve apenas um termo de tunelamento comum
a todos os operadores bosdnicos, o que ndo leva em conta possiveis anisotropias (como a da figura (4.2.b)). O
que é surpreendente, nesse caso, € que a correta modelagem de um hamiltoniano efetivo que inclua os termos

anisotrépicos da-se pela propria carga conservada Q§2+1).

52“), ndo é possivel realizar qualquer conexdo algébrica de forma a obter,

Partindo da expressdo para Q
em sua completude, a expressdo para H.rr. No entanto, para o caso n4(0) = 1 e y > 5, pode-se verificar

numericamente a seguinte equivaléncia numérica entre H,; e Q?“). Essa dindmica é ilustrada na figura (4.3).

1.2 1.2
— H31 — H31
1.0 wmm A 1.0 -t
0.8 - 0.8 -
A 0.6 A 0.6
o L]
c c
V0.4 v 0.4
0.2 1 0.2 1
0.0 1 0.0 1
-0.2 : . : : -0.2 : . : :
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
(@ay=az=1/v2 (b) a1 =1/V3, ax =V2/V3

Figura 4.3: Comparagao das dindmicas para Hy ] e Q%ZH)

E visivel, através da figura (4.3), a equivaléncia entre as dindmicas para Hy; e —AQiZH). Portanto, vemos
claramente que a carga conservada corresponde, enquanto operador de translacdo temporal, ao hamiltoniano
original H,; nas condicdes UN/J >5e n4(0) = 0.

A figura (4.4) ilustra a ressonancia entre 0s pogos a; e ap, cuja dindmica é dada pela carga Qiz“).

(2+1)
1

Figura 4.4: Illustracdo da dinadmica de Q para o sistema 2 + 1.
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4.2.2 4Pocos (n=2,m=2)

Para o caso de 2+2 pocos, o hamiltoniano efetivo é o mesmo que aquele para o sistema de 2+1 pocos (ja que,

para n=2e m =2, hd 2 pocos em cada classe):

Heofy = Jory(alaz + araj) (4.2.13)

Entdo, para uma transicdo de primeira ordem entre os estados |N,0) ® |yg) — [N —1,1) ® |y p), considerando
v = Hepp:

(xBI®(N=1,1| HepfIN,0)® |xp) = Jor VN (4.2.14)

Com |y ) = |0,0). Para o potencial “original”, V() = V:

(xsl® (N=1,1[V|N,0)®|y5)
= (xpl® (N =11 [1,1(a] by + ar1b}) + J1 2(a] by + a1 b)) (4.2.15)
+ o1 (al by + azbl) + Tz (al b + a b)) IN,0) @ 1y 3) h

=0
Ou seja, semelhantemente ao que ocorreu com o sistema de 2 + 1 pocos, nesse sistema também ndo ha

transicdo de primeira ordem entre os estados |N,0) ® |yp) — [N —1,1) ® |y g). Para transicao em segunda ordem,

devemos considerar V®@:;

V|‘/‘/a,lr'/Va,2)=/‘/b,lr'/Vb,2> <¢/‘/(l,lr¢/V[l,2)=/‘/b,1)'/‘/b,2| |4

HarNaziMo1: N EN,0,0,0 = E A1, N M1 N

Vo _ (4.2.16)

Onde a soma ¢ feita de forma a respeitar: Ay 1 + A2 + A1 + A2 = N. Com isso, o elemento de matriz

resultante, em segunda ordem, é:

Ji1J21 N J12J22 VN

(xpl®(N-L1VP|N,0)®|xp) =
x x Eno00—En-1010 En,0,00—ENn-1,001

VN

= m(hl]ﬂ +J12J22)

(4.2.17)

__ YN 2 @2
_4U(N—1)] alaz(ﬁ1+ﬁ2)

VN

_ 2
Sww-n) Mo

Comparando as equacdes (4.2.14) com (4.2.17):

1
TAUN-1)

A figura (4.5) ilustra a comparagdo entre a dindmica quantica dos hamiltonianos “original” e efetivo, utili-

Jeff=AP(aiaz), A (4.2.18)

zando o que foi obtido via TPD.T para J.f .
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12 12
— Haz — Haz

—— H —— H
1.0 1 < 1.0 1 <

<Na1>
<ng1>

0.0 e

t t

@a;=p;=1/V2 b)a;=p1=1/V3,a2=02=v2/V3

Figura 4.5: Comparacdo entre as dinamicas de Hz 2 e Hef

De acordo com a figura (4.5), vemos novamente que a utilizacdo de um hamiltoniano efetivo para o caso em

que hd anisotropia nos termos de tunelamento «; é errada. De fato, o modelo que descreve corretamente as

dindmicas para os casos anisotropicos é aquele que utiliza a prépria carga Q§2+2) como operador de translacdo
@2+2)
1

temporal. Embora também néo existe conexao algébrica entre H» e Q , suas dindmicas sdo equivalentes

(considerando y > 5 e n,,1(0) = 1) para os casos isotrépico e anisotrépico, conforme figura (4.6).

1.2 1.2
— H31 — Hz1

1.0 e 1.0 e

0.8 0.8
A 0.6 A 0.6
vV 0.4 vV 0.4

0.2 0.2

0.0 0.0

-0.2 T T T T -0.2 T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
(@a;=p;=1/V2 b)ay;=p1=1/V3, a2 =B2=v2/V3

Figura 4.6: Comparacao entre as dindmicas de Hy» e —AQYD

A andlise da figura (4.6) deixa claro que a carga Q, corresponde, enquanto operador de translacao temporal,
ao hamiltoniano H» no regime y > 5, com condicao inicial 74(0) = 1. De acordo com a equagdo (4.2.8), ndo
hd influéncia de §; nas expressoes de J.rs e A. Ou seja, por mais que a anisotropia nos termos f da classe “B”
seja de um grau completamente diferente da anisotropia nos termos a da classe “A”, a dindmica envolvendo
a carga Q; deverad depender somente dos valores de @ e @y, pouco importando a “distribui¢do” de valores
entre f; e 2, desde que seja respeitada a condicao ,6% + ﬁ% = 1. Isso prova que, para o sistema de 2+2 pocos, a

2

carga conservada na classe “A” é completamente independente das escolhas feitas para os parametros f; e 3.
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Além disso, para condicdo inicial com todos 0s bésons nos pocos da classe B, podemos obter um hamiltoniano

. . —(2+2
efetivo proporcional a Qi ),

A figura (4.7) ilustra as situacdes de ressonancia entre 0s pocos.

2

B O
-0l o =@
e ®

a a,

(2+2)
1

Figura 4.7: Tlustracdo da dinamica de Q (aesquerda) e 6§2+2) (a direita) para o modelo 2 + 2.

4.2.3 4Pocos(n=3,m=1)

Para o caso de 3+1 pocos, o hamiltoniano efetivo deve compreender um regime de tunelamento entre os

trés pocos da classe A, isso é:

Hepr=Jepp(ala+alas +alay + h.c.) 4.2.19)

Dessa forma, para uma transi¢cdo de primeira ordem entre os estados |N,0,0) ® |yp) — \/% (IN-1,1,0) +
IN—-1,0,1)) ® |y ), considerando VY = H, f:
1
V2

Com |y ) = |0). Para o potencial “original”, V(U = V:

(x5l ® (N =1,1,0[+ (N~ 1,0, 1) HofIN,0) ® [ x5} = Jor pV2N (4.2.20)

(xl® (N=1,1,0/+(N~-1,0,1)V|N,0,0)® x5

= (xpl® (N =1,1,0|+(N 1,0, 1)1 (@l by + @1 b]) + Jo1 (al by + a b))
(4.2.21)
+Js1(alby + azb))]IN,0,0) @ |y )

=0

Assim, a transicdo de primeira ordem entre os estados |N,0,0) ® |0) — \%(IN— 1,1,00+|N—-1,0,1)) ®|0) é

nula. Para a transicio de segunda ordem, devemos considerar V®:
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V|¢/‘/a,lr‘/‘/a,2)'/‘/a,3r‘/‘/h,l> (Jva,ly%,ZyJVa,3;%,l| 14

NatsNazHNaz o1 EN,0,00 = EAyy, NapNazNin

Ve = (4.2.22)

Onde a soma é feita mantendo-se A1 + A2 + g3+ A3, = N. Portanto, o elemento de matriz resultante,

para a transicdo de segunda ordem, sera:

L
V2

+ N
(8l ® (N—=1,1,01+ (N=1,0,1)V® [N,0,0) |y ) = L0218 [N
En,0,00—En-1,001 V 2

=N ulza +J50) 4.2.23)
V2 4UN-1)

_ [N JPai(az +as)
V2 4aUuw-1

O que, comparando com (4.2.20), resulta em:

1
~8UN-1)
Afigura (4.8) ilustra a comparagdo entre as dindmicas de Hs 1 € H,r, para os casos isotropico e anisotropico,
comJ=1,U=0.5 N=10,u=0e|y(0)) =|N,0,0)®|0).

Jepr=NTPa(az+as), A (4.2.24)

1.2
— Her

1.01 T

0.8

0.6

<Ng1>
<Ng1>

0.4 4

0.2

0.0 4

T T T T T T T -0.2 T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
t t

-0.2

@aj=ar=a3=1/V3 (b) a1 = a3 =v2/5, a2 =V1/5

Figura 4.8: Comparacao entre Hz,j e H, ¢y para os casos isotropico e anisotrépico

Da mesma forma como ocorreu com os casos anteriores, o hamiltoniano efetivo com um termo comum a
todos os tunelamentos nado reproduz, corretamente, o esperado para o caso anisotropico. Assim, por coeréncia,

(3+1)
1

pode-se imaginar que a carga Q , obtida através de uma estrutura 2 + 1 do sistema 3 + 1, deve reproduzir

corretamente os casos de ressonéncia isotrépica e anisotrépica.

,onde A é o mesmo definido para os casos 2 + 1

Assim, consideramos como hamiltoniano efetivo —AQF’J’U

e 2+ 2. Com a escolha de parametros U = 0.5, N =10, p=0e |(0)) = |N,0,0) ® |0), obtemos:
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12 12
— -hQ1 — A&

1.01 T Ha 1.01 - T Ha

0.8 | 0.8
A 0.6 A 0.6
o o
< <
vV 0.4 Vo 0.4

0.2 0.2

0.0 0.0

-0.2 . : . ‘ : : . -0.2 . : . ‘ : : :
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
t t
@ay=az=a3=1/V3 (b) a1 = a3z =V2/5, a2 =V1/5
Figura 4.9: Comparativo entre H3 j e —AQ?H) para os casos isotrépico e anisotrépico

Dessa forma, vemos que a carga Q?H) do modelo 3 + 1 também corresponde a um regime de ressonancia,
no qual todos os bésons tunelam entre os pocos de uma mesma classe (no caso, a classe em que se encontravam
inicialmente). Diferentemente dos sistemas 2+1 e 2+2, no entanto, nesse caso a segunda carga nao é equivalente
a primeira (correspondendo a outra classe). Isso porque as duas cargas dizem respeito a mesma classe de po¢os

;3“) nao contém termos de a; ou aI; ouseja, €

- A. Além disso, como é possivel ver na equacdo (3.8.17), a carga Q
como se houvesse uma supressao do tunelamento entre o pogo b; e o poco a; (equivalente a considerar a; = 0),

conforme ilustra a figura (4.10).

a a,

O O

f
U

da a

2 3 2

Figura 4.10: Esquema da supressao de tunelamento entre b e a;

Fazendo a; =0, o hamiltoniano H3; (3.8.1) pode ser reescrito como:

Hz1 = U(Ngj + Ng2 + Nas — Np1)* + (Nay1 + Nao + Ngz — Np1)

+

; ; ) (4.2.25)
+][a2(a2b1 + azbl) + a3(613b1 + dgbl)]
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Semelhantemente a carga Qf“, podemos supor que a carga QS“ também corresponda a um hamiltoniano
de ressonancia entre os pocos da classe A, sem considerar, no entanto, o pogo a;. Considerando como condic¢ao
inicial |0, N, 0) ®|0), queremos encontrar uma constante Q tal que Hz ; = —QQ, para o regime ressonante; assim,

o elemento de matriz da transi¢do de primeira ordem |0, N,0) ® |0) — |0, N —1,1) ® |0), para —QQy, é dado por:

(0,N—1,1,0] - QQ>|0, N,0,0) = QasasVN. (4.2.26)

A transic¢do |0, N,0) ® |0) — |0, N —1,1) ® |0) é nula para H3 1, considerando ordem um. Em segunda ordem,

temos:
(0, N—1,1,01 V31 |ANa 1, Na2, N1, Nb2) <Na1, Na2) N1, N2l V3,110, N,0,0)
> z 5 C4.227)
Na1,: Na2:Np1- N2 0,N,0,0 = L1, Ma,2,Np,1,:Mb,2
Acima, V3 = ]az(agbl + anglr) + ]ag(d;:bl + agbi). Substituindo em (4.2.28), obtemos:
0,N—-1,0,1| A1, N2, N1, N Nat, Na2, N1, Np2l0,N—1,0,1
3 ParasVN- ( | Aa1, Na2s N1, Nb,2) <Na 1, Na2, N1, N2l )
Na 1 Na2:Np1: N2 Eono0= E%'I’Wa'z'ﬂb'hﬂb'z (4.2.28)
B JPazasVN 3 JazasVN B JPazasVN -
"~ Eonoo-FEon-101 UN2-UN-2)2 4UN-1)’
de forma que, comparando as equacdes (4.2.27) e (4.2.29):
72
Q= ——— (4.2.29)
4U(N-1)

A figura (4.11) mostra o comparativo entre as dinamicas de Hz; e —QQS’“)

, para os casos isotrépico e
anisotrépico. Para tanto, escolhemos como condic¢ao inicial |(0)) = |0, N,0) ® |0) e os parAmetros U = 0.5, J =1

e N =10.

1.2 1.2
— Ha1 — Hi1

1.0 1 == -m- A 1.04 -—- -00;

0.8
A 0.6 A
5 5
< <
v 04 v

0.2

0.04 0.0

-0.2 T T T T T T T -0.2 T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
t t
@ azx=az3=v1/2 (b) a2 =v2/3, a3 =V1/3

(3+1)

Figura 4.11: Comparativo entre as dindmicas de Hz,1 € —QQ,
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A figura (4.11) deixa claro que a carga QS“ também corresponde a um regime ressonante, desde que

consideradas as escolhas UN/J > 5 e a1 =0, i.e., apenas no subsistema 2 + 1 formado pelos pocos ay, as e b;.

(3+1) (3+1)
e

Isso pode ser melhor percebido na andlise esquemadtica da dindmica de Q , conforme a figura (4.12).

ELI a

0\ O
©® O
o 0 ¢ - @
7

Figura 4.12: Ilustra¢do da dindmica de Q§3+1) (2 esquerda) e Q§3+D (a direita) para o modelo 3 + 1.

Assim, podemos concluir que a construcio e interpretacdo das cargas conservadas dependem da condi¢cdo
inicial e que, de fato, o que mostramos sdo apenas alguns exemplos de um cenério fisico mais rico, mas que

ainda precisa ser explorado.
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Conclusao

Ndo importa quanto a vida possa ser ruim, sempre existe algo que
vocé pode fazer, e triunfar. Enquanto hd vida, hd esperanga.

Stephen Hawking

Nesse trabalho, estudamos uma familia de modelos integréveis de tunelamento quantico de &tomos bosoni-
cos ultrafrios, particularizando para trés casos distintos. Para cada caso, obtivemos as expressdes matemadticas
para as cargas conservadas, dando a interpretacdo fisica da dindmica gerada por elas (mostrando, assim, que

elas equivalem a um hamiltoniano efetivo de ressonéncia).

No Capitulo 2 foi feita uma breve introducao ao modelo integravel de Bose-Hubbard de dois pogos, desta-
cando sua extensa andlise ja realizada na literatura, e ao modelo de trés pocos, salientando sua aplicacao fisica,
diferente daquela do modelo de dois pocos. Apés isso, mostrou-se que esses sistemas nada mais sdo do que
particulariza¢cdes de um modelo mais abrangente, que descreve uma familia de sistemas de 7 + m pogos em
interacao, sendo trés desses sistemas o foco desse trabalho: os modelosde 2+1,2+2 e 3+ 1 pogos.

Tendo feito uma revisdo de Integrabilidade Cléssica, o Capitulo 3 evidencia a ndo-axiomatizacao do caso
quéantico, em detrimento do caso cldssico: enquanto esse tem definicdes claras, aquele ndo possui bases bem
estabelecidas (sendo adotada uma definicao especifica, dada em termos da matriz R, de T(u) e de 7(u)). Assim,
mostrou-se que, com a realizacao algébrica escolhida, a separacao do sistema em duas classes é imediata, o que
foi de grande utilidade, ja que a familia de modelos estudada também é composta de duas classes principais.
Com isso, foram mostrados explicitamente os métodos utilizados para encontrar as solu¢ées exatas do modelo,
de forma a se obter, explicitamente, expressdes para as autoenergias e os autoestados do hamiltoniano em
questao, sem a necessidade de sua diagonalizacdo (ao custo de resolver um conjunto de equacdes algébricas
acopladas, as EAB). Isso s6 pode ser feito, no entanto, considerando-se uma extensao ao Método do Espa-
lhamento Quantico Inverso através da introducdo de operadores extras, cuja funcdo no método do ansatz
algébrico é a de criar bésons a partir dos estados de vacuo, formando os pseudovacuos adequados. Esses

mesmos operadores também sdo os responsaveis em fornecer todas as cargas conservadas desses sistemas.

Por fim, com o auxilio dos métodos de Anélise Semicléssica e Teoria de Perturbacao Dependente do Tempo,

no Capitulo 4 foi dada a interpretacao fisica das cargas conservadas para os sistemas de2+1,2+2 e 3+ 1 pocos.
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Nesses trés casos, as cargas correspondem a regimes de ressonancia de b6sons nos pogos de uma mesma
classe, além de serem dinamicamente equivalentes ao “seu” hamiltoniano original, quando feita a escolha
de parametros UN/J = 5. Além disso, fica claro, através da comparacao das figuras (4.3) e (4.6), que as cargas
possuem uma dindmica praticamente idéntica nos sistemas de 2 + 1 e 2 + 2 pogos. De fato, elas tém a mesma
expressdo nos dois sistemas (considerando, € claro, a carga correspondente a classe A), o que corrobora com a

proposta de independéncia entre as classes, ja favorecida pela exclusividade dos operadores bosdnicos.

Dessa forma, pode-se concluir que os resultados obtidos nesse trabalho certamente permitem vislumbrar
um potencial muito rico para futuras aplicagdes. Embora a construcao e a interpretacdo das cargas conservadas
dependam das condic¢des iniciais - como foi mostrado no decorrer do trabalho -, elas serdo muito tteis na
interpretacgdo fisica das n+ m — 2 cargas conservadas do modelo geral de n + m pocos, em aplicacdes na

atomotronica e, possivelmente, na esquematizacdo de um gate de computacéo quantica (no caso 3+ 1).
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Apéndice A

Integrabilidade Classica: Pares de Lax e
Matrizes R, de Monodromia e de

Transferéncia

Neste apéndice, revisaremos alguns conceitos importantes da integrabilidade cldssica. Inicialmente, supo-
mos duas matrizes L e M tais que as equacoes de Hamilton possam ser obtidas através de:

dL
dt

Nesse caso, dizemos que as matrizes L e M formam um Par de Lax. A partir da equacao (C.0.1) podemos

=[M,L]. (A.0.1)

obter imediatamente um conjunto de quantidades conservadas (ndo necessariamente independentes):

Qn=1tr{L"}. (A.0.2)
Derivando em relacdo ao tempo, temos:
dQVl = n-1-i n—i n—i—-1
=Y L' IM, LIL" ) = Z tr{L'(ML" = LML" "1
=0 =0 (A.0.3)

3
—

=Y tr{l'ML" "} - Z tr{l' LML""""} =0.
i=0 i=0

Entretanto, nada garante que essas integrais de movimento estejam em involucao (e, portanto, que o sistema

seja integravel). O seguinte teorema garante a integrabilidade cldssica do sistema:

Os autovalores de L estdo em involugdo se existe um elemento r1, € g ® g que seja fungdo das varidveis do
espago de fase, tal que:

{L1, Lo} = [r12,L1] — [ro1, Lo]. (A.0.4)

Acima, L; é o operador L definido sobre o espaco g® 1 e L, é definido sobre o espaco 1 ® g, e o elemento
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r12 (denominado matriz-r cldssica) € um elemento do espaco g ® g. Para que a quantidade {L;, L,} satisfaca a

identidade de Jacobi, é condicio suficiente [32] que:

[r12, r13] + [r12, r23] + [113, 1231 = 0, (A.0.5)

onde a equacdo (A.0.5) é chamada Equagdo Cldssica de Yang-Baxter (ECYB). Portanto, esse formalismo fornece
um método para a obtencdo das quantidades conservadas Q,, do sistema, assegurando a integrabilidade (visto
que as quantidades Q, estdo necessariamente em involugdo). A iminente vantagem do método é que as
matrizes L e M podem ser definidas como fun¢ao de uma parametro u (parametro espectral), de forma que é
possivel obtermos uma familia infinita de quantidades conservadas (ndo necessariamente independentes e/ou
distintas) por meio da expansao em Série de Taylor em u. Dessa forma, o conceito de integrabilidade pode ser
extendido para sistemas com infinitos graus de liberdade (como teorias de campo, por exemplo). Para tanto,
devemos adaptar a ideia de Pares de Lax, de forma a tornéa-la adequada aos novos sistemas.

Seja ¢ = ¢(F, t) um campo cldssico, descrito pela densidade lagrangeana £ (¢, ¢b). A minimizacao da agao
S[¢l, dada por S[¢] = [ £/=g d*x d4 origem as Equagdes de Euler-Lagrange:

( 0L )_‘E—o (A.0.6)
lowup)) ap .
Em um sistema com 1+1 dimensoes, temos:
6(655)_6( 0% )_02_0 (A.0.7)
ot\ o) 0x\a@xp)) o¢p -

A teoria de campos descrita pela densidade £ serd dita integrdvel se for possivel obter as Equacdes de
Euler-Lagrange por meio de duas matrizes L e M (par de Lax), dependentes do parametro espectral u, que
satisfacam:

oL 6M—[M L] (A.0.8)
or ox o

Arelagdo (C.0.8) pode ser descrita pelo problema linear auxiliar:

@x—-Lp=0, (@;—M)p=0. (A.0.9)

Uma vez encontrados, os pares de Lax permitem, a principio, obter uma sequéncia de quantidades con-
servadas [33]. Considere uma translacgdo espacial do campo ¢(x, t) entre os pontos x" e x”/, em um tempo fixo
t. A alteracdo no campo pode ser descrita como: ¢(x”, 1) = T(u)p(x/, t), sendo T (u) uma matriz quadrada

satisfazendo o problema linear auxiliar:

0y —L)T (1) =0, (A.0.10)

cuja solucdo formal da origem a matriz de monodromia T (u):

I

X
T(u):Pexpf L(x, t,uw)dx|, (A.0.11)
x!

onde P representa o operador ordenamento de caminho. A aplicacdo da matriz de monodromia pode ser

pensada como a realiza¢do de um transporte paralelo ao longo do segmento [x', x"]. Além disso, derivando
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T (u) em relacdo ao tempo, temos:

"

d T(u) = d Pex fx L(x, t,u)dx
dt Tar OP|), e
xH xH 0 X
:f Pexp f L(v,t,uw)dv| | —L(x,t,u)| Pexp f L(v, t,u)dv|dx
x x ot X
xl/ x// aM x
:f Pexp f L(v, t,uw)dv (——[L,M])Pexp f L(v, t,u)dv|dx
. ; ox X (A.0.12)

xl/ a
=| =|pr
fx o |pew

X
f L(v, t,u)dv
x!

i

X
f L(v, t,u)dv| MPexp
X

X
f L(v, t,u)dv
x!

Jas

M(x")

I

X
f L(v, t,u)dv
X'

!

= M(x")Pexp —Pexp

=M T(w) - TwM (.

Se supusermos o segmento [x’,x”] como [0,27] tal que o campo ¢(x, t) possua condi¢des de contorno

periddicas nas extremidades do segmento, obtemos que:

%T(u) =[M(O,¢t,uw), T(w)], (A.0.13)

de forma que o traco da matriz de monodromia, denominado matriz de transferéncia:
t(u) =tr T(u), (A.0.14)

é conservado para todo parametro espectral u. Por questdes de completeza, devemos assegurar que as matrizes
t(u) estdo em involucdo para diferentes parametros espectrais. Tal resultado transcorre da equacédo (C.0.4)

levemente alterada:

{I(w), (W} =[n2(u-v), T(w) @ T(v)], (A.0.15)

tal que ry» satisfaz a ECYB:

[r2(u—0), r3(u—w)]+[rz2(u—"v), r23(v—w)l + [r3(u—w), r3(v—w)] =0. (A.0.16)

Dessa forma, recuperamos a integrabilidade segundo Liouville, visto que:

{t(w), t(v)} =0. (A.0.17)

Expandindo #(u) em série de Taylor, temos:
t(u) = ", ond =|=—t A.0.18
(u) V;)Qnu onde Q, (mdun (”))u=o (A.0.18)

Utilizando a equacdo (C.0.18) na (C.0.17), temos que {Q, Qv} =0, u,v =0,1,2,..., de forma que os coeficien-

tes Q, da expansao de t(u) formam uma familia de primeiras integrais de movimento.

53



Apéndice B

Método Algébrico do Ansatz de Bethe

B.1 EQUACAO DE YANG-BAXTER E REGRAS DE COMUTACAO

Neste apéndice, iremos derivar as regras de comutacdo para os elementos da matriz de monodromia,
necessdrios para a aplicacao do Método Algébrico do Ansatz de Bethe.

Comecamos definindo os Pares de Lax L (u) e L? (1) para o hamiltoniano (2.0.1):

+nN, A +nN, B
A =T Bay=|"""10E . (B.1.1)
AT ,,7—1 BT n—l
A matriz de monodromia, dada por:
A B
Tw = LA+ )L -y = [0 B (B.1.2)
C(u) D(u)
deve satisfazer a Equacdo de Yang-Baxter (2.2.11):
Ryp(u—v)Th (u)T2(v) = To(v) T (W) Ri2 (1 —v). (B.1.3)
A equacdo (A.1.3) pode ser escrita em forma matricial:
Ru-v)Tw)eT(w)=Tw)e T(uR(u—-"). (B.1.4)

O produto tensorial T'(1) ® T(v) é dado por:
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T} T} T} T}
ol ) " )
Twe T(v)= b 2 ' 2
, [Tty Tw) _, (Tiw) T
LCO) i 2 L) P 2
Tr(v) T; (W) 7 (v) Ty (W)
(B.1.5)
TTwTlw) Twhw Twllw TrwT, )
| T TTwTe) Lwhe) L)
T2WTHw) TXWTiw) T2wTlw) TAWTiw) |
TP Tiw) TrwTiw) T;Tiw) T3wT; ()
Dessa forma, a equacao (A.1.4) fica:
1 0 0 0\ (TiwTlv) TWT}(v) T}WT(v) T)wT}(v)
0 bu-v) clu-v) O||TIWTiv) TIWTiv) T)WT(v) T)wWTi(v)
0 clu-v) bu-v) O||THWT (V) THWT,(v) TiWT(v) TZwT,(v)
0 0 0 Y\T2wT?(v) T2T?w) T2wT?(w) T2w)T?(v)
TIwTlw) TIwTw TwTlw TrwTw)/(l 0 0 0
| wTiw) TMwTiw) TwTiw) TwTiw) |[0 bu-v) cwu-v) 0
2wt 2wt RZwTrle) TEZwTo |0 cw-v) bw-v) of
T2 T?(v) TPwT?w) T:wT?w) TZwT2w))\o 0 0 1
(B.1.6)
de onde sdo obtidas as regras de comutagdo apresentadas em (3.2.12):
[A(w), A()] = [B(w), B(v)] = [C(w), C(v)] = [D(w), D(v)] =0,
u—v+n n
A C(v) = CwAu) - ——Cu)Av), (B.1.7)
u—-v u—v

n u—-v+n
D(v)C(u) = ——C(v)D(u) - ———C(u)D(v).
u—v u—v
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B.2 OSAUTOVALORES DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

A finalidade do Método Algébrico do Ansatz de Bethe é a de fornecer os autovalores e os autoestados do
hamiltoniano do sistema. Isso s6 é possivel se for definido um estado - o estado de Bethe - que seja autoestado
da matriz de transferéncia 7 () mediante condicoes. Utilizando explicitamente os pseudovacuos |¢y; k), esse
estado é definido como:

MY T T, Cwn @ @k ), r<N
Y = (B.2.1)
My T (e @)k o), r=N

Acima, |0) =10, ...,0) ® 0, ...,0). Vamos, agora, aplicar a matriz de transferéncia 7(u) = A(u) + D(u) no estado
—— N —

n m
de Bethe. Comecando com o caso mais simples (r = N), temos:

(W) [y i) = [A(w) + D) 1y 1)
= [a(w) + d(W)] Py k) (B.2.2)
=A@ v

Explicitamente, temos, para o caso r = N:
n-1
A = [u+w+ ) nli||u-w+ Z nk;|+n7? (B.2.3)

i=1 =1

Para o caso r < N, utilizando as relagoes de comutacao (A.1.7):

N-r

AW Iy =Aw) [ Cw) iy

i=1

[A(u)C(vl)] b, k)

N-r +
= 1 =2 e Aw) - —— can Aw) | 1,000 (B.2.4)
i=1 U Y
N—r Ul+n N-r n
- —C( D A(u) — ——C(w)Aw) || )
1=, cw l; v D|1bun
N-ry—v;+ N=r i
= a(u) —]nlllf{z,k}>— > ~alvi) H C(””‘/’{l k-
j=1 Uu—vj = Uu—-v j#i Vi —Vj
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N-r
D)y =Dw) [ Cw)ldur
i=1

—r

(D) Cwil i,k

:|2

Il
—

i

=

—r

u—vi—1m N
= ,:nl leiC(vi)D(uH u—v; CWD ;) | bu,xp) ©:29

Ner,, .. _ N-r
= 1T 2 cwppa + Y. CanDtws | bu.i)

1 —v; = u-v;

N-r u—y — ]
=d(w) H W’{l k) + Z el Ol H T]v-ncwlqb”'k}%
i=1 l j#i g J

Portanto:

(W) |y, = [A(w) + D(W)] Py, xy)

v
a(u) H — T aw H _]vn] [V i,6)
J j=1 J

M, k;(u) (B.2.6)

d)) H T aws H

j#i Vi~ j#i ViTVj

C(u) g,y -

N-r
+
L

_

termos indesejados—0

Assim, com a imposi¢do de que [y ;) seja autoestado de 7(u), resulta da equacgdo (A.2.6) dois resultados

importantes: as EAB e a expressao explicita dos autovalores de 7(u) parao caso r < N:

n-1 m— N-ry—p:+ N-—r yy—
Ay = (u+w+ > nli)( Z ) M Ll I H u ”1 (B.2.7)

izl j=1 U—vj j= UJ
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Apéndice C
Representacao Matricial do Hamiltoniano

Neste apéndice, faremos explicitamente a representacdo matricial do hamiltoniano Hy, ,, (2.0.1) na base dos
estados de Fock, de forma a ser possivel a obtencao de seus autovalores e autovetores por meio de diagonalizacdo
exata. Seja Hy, ,;, dado por:

Hpm =U(Na— Np)?+u(Na— Np) + J(A'B+ AB"). (C.0.1)

Seja, agora, a base 28 formada pelos estados de Fock:

% ={IN,..,0,0,..,0,..,10,..,N,0,..,0,..,10,...,0,N,...,0),..,,10,...,0,0,..., N)}. (C.0.2)

Dessa forma, a representacao matricial de Hy, , em 28 seré:

(N,..,0,0,...,0|H, IN,...,0,0,..,0) ... X0,..0,0,..,NIH,nlN,..,0,0,...,0)
[Hn,m] = . (C.0.3)
(N,..,0,0,...,,0|H, l0,...,0,0,..,N) ... X0,..0,0,..,N|Hynl0,...,0,0,..,N)

Note que essa representacao ndo é, de forma alguma, tnica. Isso ndo é um problema, desde que haja
equivaléncia entre os autovalores das “diferentes” representacoes e consisténcia nas quantidades calculadas

mediante (e/ou ap6s) a evolugdo temporal dos autoestados da representagao.

Por exemplo, para o caso do sistema de 2+1 pocos, com o hamiltoniano descrito por:

Hy1 = U(Ng + Naz = Np1)® + pNa + Naz2 = Npp) + (@i [a] by + abj) + azlajby + azblD).  (C.0.4)
Teremos a seguinte representacao matricial, considerando apenas 1 béson:

<1)0r0|H2,1|1)0)0> <0)170|H2,1|1)0)0> <0)071|H2,1|1)O)0>
[(Hz,1] = [(1,0,01H2,110,1,0) €0,1,0/H>10,1,0) (0,0,1|H2,10,1,0) |. (C.0.5)
<]-y0r0|H2,1|0)0,1> <0)170|H2,1|0)O,1> <0)071|H2,1|0)O,1>
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Apéndice C. Representagdo Matricial do Hamiltoniano

Os elementos de matriz (A I,W’Z,Jfb’ | H2,11Aa,1,Na,2,Mp,1) sdo dados por:

a

(N1 a',g,JVb',l|H2,1|</Va,1,=/Va,2,=/Vb,1>
= [U(Na1 + Nap = N ) + (i Na1 + Na2 =Mt NarOn a2 O M

+]a1(\/</Va,1(,/bel + 1)6</Va/,1ve/Va,l_I(SJVI,,/J:JVb,l‘*'l +\/</Vb’1(</‘/a'1 + 1)6=/V,;,1’</Va.1+16=/‘/h/y1:</vb,1_1)6t/‘/a/,2:</‘/a.2
+]C¥2(\/</Va,2(=/Vb,1 + 1)6W4‘2v</‘/a.2_,6</vb/'1v=/vb,l+1 + \/e/Vb‘l(e/Va,z + 1)6(/‘/‘1/'2“/‘/%2_'_16(/‘/;,1“/‘/&1_1)6<A/a/'1'(/yayl.

(C.0.6)

Assim, a representagdo em (B.0.5) assume a forma explicita:

U+p  Jaiv?2 0
(Hopl=|JanvV2 U+p  Jasv2|. (C.0.7)
0 Jasv2 U-u

Como os estados de Fock sdo autoestados dos operadores N;, temos que os termos dispostos na diagonal

principal das matrizes que representam os hamiltonianos sao devidos a interacdo entre os bésons.

A representagdo matricial de casos com mais bésons e/ou pocos é feita de forma similar.
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