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RESUMO

Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana N. Denote
por NV (M) o fibrado vetorial (sobre M) das segdes do fibrado normal de M e
por £ (M) o fibrado vetorial das se¢oes do fibrado vetorial de endomorfismos
de TM munido com a métrica de Hilbert-Schimdt. Seja B : N(M) —
& (M) o homomorfismo entre fibrados B(n) = S,,, onde 5, ¢é a segunda forma
fundamental de M determinada por n € N (M). Seja B* : £ (M) — N (M)
o homomorfismo entre fibrados definido pontualmente como a adjunta de
B. Além disso, consideremos o homomorfismo de fibrados normal de Ricci,
Ricy, : N(M) — N (M) definido, em cada fibra, como o seguinte traco: Para
M, M2 € TpL M,

(Ricy (m)(p), ) == tr (X, V) € T,M x T,M + (R(n1, X)1,Y) € R).

Como resultados principais da tese apresentamos classes de variedades Rie-
mannianas N e M (como espagos simétricos N e subvariedades M com
vetor curvatura média paralelo) as quais associamos a cada se¢ao normal
n paralela de M uma aplicagao de Gauss 7, : M — S™ e mostramos
que 1 é um autovetor paralelo do homomorfismo autoadjunto entre fibra-
dos B*B + Ricy; : N(M) — N(M) se e somente se v, é6 harménica, onde S™
é a esfera Euclidiana da dimensao apropriada.

Palavras-chave: Laplaciano, aplicacoes de Gauss, autoaplicagoes do Lapla-
ciano, subvariedades isoparamétricas, subvariedades minimas, subvariedades
com vetor curvatura média, agoes polares.



ABSTRACT

Let M be a submanifold of a Riemannian manifold N. Denote by N (M)
the vector bundle (over M) of sections of the normal bundle of M and by
& (M) the vector bundle of sections of the vector bundle of endomorphisms of
TM equipped with the Hilbert-Schimdt metric. Let B : N (M) — E(M) be
the bundle homomorphism B(n) = S,,, where S, is the second fundamental
form of M determined by n € N(M). Let B* : £(M) — N(M) be the
bundle homomorphism defined as the fiber-wise adjoint map of B. Also,
consider the normal Ricci bundle homomorphism Ricy, : N(M) — N(M)
defined, at each fiber, as the following trace: For ny,n, € T, pLM

(Ricy;(m)(p),m2) = tr (X, Y) € T,M x T,M = (R(m, X)ns,Y) € R).

As main results of this thesis we present classes of Riemannian manifolds
N and M (as symmetric spaces N and submanifolds M with parallel mean
curvature vector) in which one associates to each unit parallel normal section
n of M a Gauss map 7, : M — S™ and it holds that 7 is an eigenvector of
the self-adjoint bundle homomorphism B*B + Ricy, : N'(M) — N (M) if and
only if 7, is harmonic, S™ being a unit Euclidean sphere of some appropriate
dimension m.

Keywords: Laplacian, Gauss maps, eigenmaps of the Laplacian, isopara-
metric submanifolds, minimal submanifolds, submanifolds with parallel mean
curvature vector, polar actions.
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CApiTULO 1

Introducao

A aplicacao de Gauss de hipersuperficies e subvariedades de variedades
Riemannianas é um topico fundamental de estudo em geometria diferen-
cial. Existe uma ampla variedade de literatura estendendo e estudando, por
diferentes pontos de vista, a aplicacao de Gauss de superficies do espaco Eu-
clidiano a subvariedades de dimensao e codimensao arbitraria e em espacos
ambientes muito mais gerais. Citamos aqui uma pequena fracao do universo
de estudos envolvendo este tépico: [5], [6], [7], [8], [10], [12], [15], [19], [23],
[24], [25], [31], [32], [35], [36], [41], [43].

Outro campo de estudo muito fértil que tem um papel fundamental na
atualidade é o das aplicacoes harmonicas. Recordemos que a energia de uma
aplicacao ¢ : M — N entre as variedades Riemannianas M e N em um
dominio €2 de M esta determinada por

1
En(0) = 5 [ ldolfan.

Assim sendo, a aplicacao ¢ € dita harmonica se e somente se é um ponto
critico da energia. Para teoria bédsica e um panorama atual referente a este
assunto ver o “survey” de F. Hélein e J. Wood [29] e alguns artigos e livros
representativos [20], [211, [22], [27], [28], [46].

Historicamente, as propriedades das aplicacoes harmonicas tém fornecido
notaveis ferramentas e conexoes entre andlise e geometria diferencial. Sem
divida, um ponto fundamental na historia destas relacoes é devida a E. Ruh
e J. Vilms. Eles provam em [43] que o campo de tensoes da aplicagao de



Gauss generalizada (classica)
G: M — G(n,m),

de uma subvariedade imersa M, de dimensao n, no espago Euclidiano R™
pode ser identificada com a derivada covariante do vetor curvatura média ﬁ
de M no R™. Em vista disto eles obtém que a aplicacao de Gauss G de M ¢é

harmonica se e somente se o vetor curvatura média ?[) é paralelo.

A harmonicidade da aplicacao de Gauss também estd naturalmente re-
lacionada com resultados sobre a imagem da aplicacao de Gauss. Tal é o
caso do celebrado Teorema [1.1] enunciado abaixo, devido a D. Hoffman, R.
Osserman e R. Schoen [33]. No mesmo artigo, eles estendem (HOS) para su-
perficies em R* usando a harmonicidade das projecoes da aplicacao de Gauss

em S? x S3.

Teorema 1.1. (HOS) Seja S uma superficie orientada e completa de cur-
vatura média constante em R3. Se a imagem da aplicacio de Gauss de S
estd contida em algum hemisfério aberto, entao S ¢ o plano. Se a imagem
da aplicagao de Gauss de S estd contida em algum hemisfério, entao S € o

plano ou o cilindro circular reto.

Diversos autores tém obtido versoes do Teorema de Ruh-Vilms e resulta-
dos sobre a imagem de aplicacoes de Gauss por translacao para hipersuper-
ficies em certos espagos ambiente [36], [19], [6], [23], [41] e [8]. A finalidade
deste trabalho é generalizar a codimensao de alguns resultados desses tra-
balhos e desta forma mostrar vinculos essenciais entre subvariedades com
vetor curvatura média paralelo e harmonicidade de aplicacoes de Gauss em
codimensao arbitraria, em certos espacos ambiente.

Para este propdsito é essencial definir o endomorfismo autoadjunto B*B,
do fibrado das secoes do fibrado normal T+M, determinado pela segunda,
forma fundamental de uma variedade M isometricamente imersa em uma
variedade Riemanniana N. Nesse sentido, consideremos o fibrado dos endo-

morfismos lineares

End(M) :={(p,T) | T é um endomorfismo linear de 7,,M },



com a métrica de Hilbert-Schmidt.

Deste modo, denotando por (M) o conjunto das se¢oes de End(M) e
por N (M) o conjunto das se¢oes de T+M, definimos o homomorfismo de
fibrados B : N(M) — E(M) que associa a cada se¢do normal 7 do fibrado
normal a segunda forma fundamental de M na diregao de 7, isto é, se n é uma
segao do T+M entdao B(n) = S,. Ademais podemos definir o homomorfismo
entre fibrados

B*: (M) = N(M)

adjunto a B pela relacao

(B(n),T) = (n, BX(T)).

Diremos que uma secao 1 do fibrado normal T-M de M é um autovetor
do endomorfismo autoadjunto B*B se B*B(n) = An, para alguma fungao
A M — R.

Os autovetores paralelos de B*B sao de vital importancia neste trabalho
pois em diversos ambientes as aplicacoes de Gauss por translacao associadas
a estes autovetores sao harmonicas. Além disso, se os autovalores associados

sao constantes entao estes autovetores sao pontos criticos do funcional
F:N(M)—>R
definido em um dominio €2 de M por

o lIVy|2aM

B = opar

(1.1)
onde V ¢é a conexao de Levi-Civita de N. Mais geralmente, se o autovalor
associado a um autovetor paralelo é nao constante entao este é um ponto

critico de F entre as segdes em N (M) com norma 1.

Neste trabalho mostramos é possivel diagonalizar B*B por vetores pa-
ralelos com autovalores constantes em orbitas principais de acoes polares.
Antes de enunciar esse resultado recordamos a definicao de acao polar. Para
referéncias de agoes polares, ver [3].

Definicao 1.2. Uma ag¢ao isométrica de um grupo de Lie compacto G sobre
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uma variedade Riemanniana completa M € dita uma acao polar se existe uma
subvariedade imersa, completa e conexa Y, chamada secao, que intersecta

todas as orbitas da agao e a intersecao de ¥ com as orbitas € ortogonal.

Teorema 1.3. Seja i : G x N — N uma acao polar sobre uma variedade
Riemanniana N. Entdo o endomorfismo autoadjunto B*B das orbitas prin-
cipais G(x) € diagonalizdvel por campos de vetores paralelos com autovalores

constantes.

Tendo definido o operador B*B e seguindo o recentre trabalho [§], asso-
ciamos a cada campo de vetores unitario n normal a uma subvariedade M

de S” uma aplicacao de Gauss octoniana,

Desta forma, caracterizamos as aplicagoes de Gauss octonianas harmonicas
associadas a campos de vetores normais paralelos e que sao miltiplos do vetor
curvatura média (ver Teorema 1.1 de [7] para o caso subvariedades minimas)

como autovetores do endomorfismo B*B. Precisamente,

Teorema 1.4. Seja M uma subvariedade com vetor curvatura média nor-
malizado paralelo de codimensao 1 < k < 5 de S7 e sejan € N (M) uma
secao normal unitdria paralela de M tal que ﬁ = hn. Entao, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
i) Yy M — S5 CTiST satisfaz

Aryy = — (7 —k+ HS77H2) T

ii) m € um autovetor do endomorfismo autoadjunto B*B com autovalor
15, 11%;

i) v, M — S® € uma aplicagio harmonica;

i) n € um ponto critico de F' : N(M) — R restrito ao subfibrado das
segoes unitdrias do fibrado normal, onde F' é definido por (1.1)).

Como consequéncia do teorema anterior, obtemos uma versao do Teo-

rema Ruh-Vilms para hipersuperficies orientdveis das esferas S¥, com k =

11



3, 4, 5, 6, 7, estendendo desta forma os trabalhos [36] e [§] onde k = 3 e
k = 7, respectivamente.

Outra aplicacao relevante que obtemos do Teorema [1.4] é a construcao
de autoaplicacoes do Laplaciano em subvariedades isoparamétricas minimas
de S7, Teorema enunciado abaixo. Recordamos que uma subvariedade
dos espagos simplesmente conexos com curvatura seccional constante é dita
isoparamétrica se tem fibrado normal flat e as curvaturas principais ao longo

de campos normais paralelos sao constantes.

Na atualidade as subvariedades isoparamétricas sao um campo de pes-
quisa muito ativo, com estudos, problemas e muitas conjeturas ainda por ser

resolvidas. Para um panorama global com que é tratado este assunto ver
[14].

Um caso especial de aplicagoes harmonicas acontece quando o contra-
dominio é a esfera Euclidiana S”, isto é, ¢ : M — S™ é harmonica se e
somente se A(¢) = A\g, onde A é o Laplaciano de R™™ e A uma fungao
definida sobre M. Quando A é uma funcao constante entao ¢ é dita uma

autoaplicagdo do Laplaciano, ver por exemplo [20], [21], [22].

Teorema 1.5. Seja M uma subvariedade isoparamétrica compacta e minima
da esfera ST com codimensdo 1 < k < 5. Entdo o endomorfismo autoadjunto
B*B tem autovalores o1 < - -+ < g constantes nao negativos e os autoveto-
res i, -+, Mx formam uma base ortonormal paralela de N (M), tais que Vs
¢ uma autoaplicagao do Laplaciano de M com autovalores T —k + o0;, isto €,
Ay, = —(T—k+0;),. Mais ainda, 0; = ||S,,||*>, 1 < j < k. Particular-
mente, para qualquer e € TiS” dado, as funcoes <7,7j, e> sao autofuncoes do

Laplaciano de M com autovalor 7T—k+o;, 1 < j <k.

Uma consequéncia em relagao a imagem das aplicagoes de Gauss obtidas
neste trabalho é o Corolario [4.12, onde se mostra que se M é uma hipersu-
perficie compacta e orientavel com curvatura média constante de uma esfera
totalmente geodésica S* de S7, com k = 3, 4, 5, 6, 7, entdo a imagem da

aplicacao de Gauss nio esté contida em hemisfério aberto de S°.

Em contraste as consequéncias obtidas considerando a imagem das apli-
cagoes de Gauss de subvariedades em hemisférios fechados sao diferentes

das de hemisférios abertos. Dada a extensao das defini¢coes e terminologia

12



do resultado referimos o leitor diretamente ao Capitulo [, Teorema [£.13
Constando que este resultado estende o Teorema 10 de [§], no caso minimo.

Por outro lado, em espacos homogéneos e espagos simétricos seguindo
as construgoes de [6] e [41], escrevemos os espagos simétricos na forma G/K,
onde G é um grupo de Lie com uma métrica pseudo Riemanniana bi-invariante
e K um subgrupo de Lie fechado de G de modo que a métrica é tal que a
projecao m : G — G/K é uma submersao pseudo Riemanniana, e associa-
mos a cada uma se¢ao normal unitéria  de uma subvariedade M de G/K a

aplicacao de Gauss

Yo : M = Sn+k+r71 Cyg
onde g ¢ a algebra de Lie de G com dimensao n+ k + 17 e I',(n(p)) denota a
translacdo a origem do levantamento de n(p) na fibra 7=1(p).

Neste contexto é necessario definir o endomorfismo autoadjunto de Ricci

normal em uma subvariedade M de uma variedade N como segue:

Sejam vy, vy € T,N, escrevemos Ricys(v1,v2)(p) para denotar o traco da

forma bilinear simétrica
(x,y) € T,M x T,M — (R(v1,x)va,y) € R,

sobre o espago tangente T,M, onde R o tensor de curvatura de N. Assim o

endomorfismo autoadjunto de Ricci normal do fibrado T M,
Ricy, : N(M) — N (M)
esta determinado pela relagao

Ricas (1, m2) = (Ricyy (m), ma),

para 1, e 1, secoes de T+M.

Tendo definido Ricy; é possivel fazer o célculo do Laplaciano de uma
aplicacao de Gauss 7, e obter como consequéncia o Coroldrio que carac-
teriza as subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo dos

13



espacos simétricos.

Recordemos que uma subvariedade immersa isometricamente em uma
variedade Riemanniana tem vetor curvatura média normalizado paralelo se
localmente existe um vetor unitario e paralelo, na conexao normal de M,
n tal que ﬁ = hn, onde h é alguma funcao definida localmente sobre a
subvariedade. Pelo que sabemos este conceito foi primeiramente definido
por chen [11I] e claramente é uma extensao do conceito de variedades com
vetor curvatura média paralelo. Note por exemplo, que toda hipersuperficie
orientavel tem vetor curvatura média normalizado paralelo. Adicionalmente,
se uma subvariedade tem vetor curvatura média paralelo nao nulo entao a

subvariedade tem vetor curvatura média normalizado paralelo.

Corolario 1.6. Seja M wuma subvariedade imersa de dimensao n de um
espago simétrico G/K de dimensao n + r. Se M tem vetor curvatura média
normalizado e = hn com n definido globalmente entdao a aplicagao de

Gauss v, satisfaz
A(y,) =-T (ngmdMHﬁH + B*B(n) + Ricfw(n)) .

Em particular, se ﬁ # 0, M € uma subvariedade com vetor curvatura média
paralelo nao nulo se e somente se o Laplaciano da aplicacao de Gauss dada

pela translagao de n = H_gﬂ satisfaz
A(yy) = =T (B"B() + Ricy (n)) .

Um resultado andlogo do TeoremalI.4]é obtido em espagos simétricos, Co-
roldrio [4.19] do qual decorre, como caso especial, que o fenémeno encontrado
no Teorema [I.5] também acontece em qualquer esfera S™.

Teorema 1.7. Se M € uma subvariedade isoparamétrica compacta e minima
da esfera S" = O(n +1)/O(n), de dimensao k < n. Entao, existe uma base
ortonormal {ny, -+, Nu_x} paralela do fibrado normal de M tal que as res-
pectivas aplicagoes de Gauss por translagcdo vy, -+, Yy, , - M — ST C o(n)
sao autoaplicagoes do Laplaciano, onde o(n) € a dlgebra de Lie do grupo

ortogonal de isometrias de R"™' e ¢ = dim(o(n)) — 1.

Antes de descrever a organizacao do trabalho queremos dar a relevancia

14



ao Lema [I.8] pois este é a base fundamental para o desenvolvimento de toda
a teoria e resultados apresentados no trabalho.

Lema 1.8. Sejam M wuma subvariedade de dimensao n isometricamente
imersa em uma variedade Riemannianan N de dimensao m, V wum campo

de Killing de M e n um campo normal unitirio de M. Seja
f-M—R
a fungao definida por

fl@)= V), g€ M.

Entdo f satisfaz a sequinte identidade

A(f) = ((div(Vp)*", V) = (Rick(n), V) — nigrad(H,n), V)
nlH, [V,q]) + 2V, VV) — 2(V4n, VVT)

I

onde (Vn,VV) e (V+tn,VVT) denotam denotam respectivamente os tragos
das formas bilineares, para cada p € M,

X,Y € T,M x T,M + (Vxn,VyV),

X,Y € T,M x T,M s (Vxn,VyV ).

O lema [1.8| estende para codimensao qualquer a formula do Laplaciano,
descoberta por S. Fornari e J. Ripoll [26], da fun¢ao f = (n, V') definida sobre
uma hipersuperficie orientada M de uma variedade Riemanniana N, onde n
¢ um vetor unitario normal a M e V' é um campo de Killing de N, isto é,

A(f) = —n{gradH, V) — (Ric(n) + || B|*) /.

Por sua vez, os resultados de [26] sdo baseados nesta formula. Vale a pena
mencionar que muitos dos resultados referentes a aplicagdo de Gauss (por
translagao) dos artigos acima mencionados podem ser mais facilmente obtidos
usando esta férmula.

Para finalizar esta introducao descreveremos brevemente a organizagao

15



do trabalho.

Usamos o capitulo [2| de preliminares para fixar notagoes e algumas de-
finigoes que serao usadas ao longo texto.

No capitulo 3| nos centramos fundamentalmente no rough Laplaciano
div(Vn) de uma se¢ao normal 1 qualquer de uma subvariedade M. O re-
sultado primario deste capitulo é o Lema [1.8]

O capitulo 4] tem como eixo central as aplicagoes definidas por campos
normais, as quais chamaremos em geral de aplicacoes de Gauss. Mostramos
boas propriedades das aplicagoes de Gauss em subvariedades isoparamétricas,
subvariedades minimas, com vetor curvatura média paralelo, vetor curvatura
média normalizado paralelo e 6rbitas de agoes polares em espacos simétricos.
Esse capitulo estd separado nas trés secoes e[4.3] referentes ao espago
euclidiano, a esfera S7 com a estrutura dos octonios e aos espacos simétricos,

respectivamente.
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CAPITULO 2

Preliminares

A finalidade deste capitulo é fixar algumas notacoes e defini¢coes basicas que

serao usadas ao longo do texto.

Todas as variedades no texto sao consideradas conexas. Seja N uma varie-
dade Riemanniana com métrica (-, -). O fibrado tangente de N sera denotado
por T'N, além disso, os conjuntos dos campos de vetores C* tangentes a N
e das fungdes C™ sao indicados por X(N) e C*°(N), respectivamente.

Seja M uma subvariedade imersa isometricamente em uma variedade Rie-
manniana N. A menos que declaremos o contrario, ao longo do trabalho

denotaremos a conexao Riemanniana de N por V.

Usaremos N (M) para indicar o conjunto das segoes do fibrado normal
de M em N. Seja um campo de vetores normal n € N'(M). O operador de
forma S, : T,M — T,M em direcao de n esta definido por

<B(X7 Y)77]> - <S77(X)7Y>7

onde B ¢ a segunda forma fundamental da imersao e X,Y € T,M.

Consideremos o fibrado dos endomorfismos lineares
End(M) :={(p,T) | T é um endomorfismo linear de 7,,M },

com a métrica natural de Hilbert-Schmidt, ou seja, se 11,7, € End(M),

entao

(T, To) = Y (Ti(E:), To(Ey)),

(3
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onde {Ey,---, E,} é uma base ortonormal do 7,M. Denotando por £(M) o
conjunto das segoes de End(M), temos o homomorfismo de fibrados

B:N(M)— E(M)

que associa a cada secao normal n do fibrado normal a segunda forma fun-
damental de M na direcao de 7, isto é, se n é uma secao do T+-M entao

B(n) = S,. Ademais podemos definir o homomorfismo entre fibrados
B*: E(M) — N (M)
adjunto a B pela relacao

(B(n),T) = (n, BX(T))-

Segue pela defini¢ao que o endomorfismo de fibrados B*B : N(M) — N (M)
¢ autoadjunto. Diremos que uma secio 1 do fibrado normal 7+M de M é um
autovetor do endomorfismo autoadjunto B*B se B*B(n) = An, para alguma
funcao A : M — R.

Incluimos aqui também a definicao da norma da segunda forma funda-

mental B dada por

IBI* =) IB(E, Ej)IP,
1]

onde {Ey,- -+, E,} é um referencial ortonormal de uma vizinhanga de M.

Complementarmente, recordamos que os tensores de curvatura R e R+
estao definidos por

R(X, Y)Z = VyVxZ-VxVyvZ+ V[X,y}Z,
RY(X,Y)n = VyVxn— VxVyn+ Vikym,

para X,Y, Z campos de vetores de M, n campo normal de M e V* a conexao
normal de M em N.

Sejam vy, vy € T,N, escrevemos Ricyy (v, v2)(p) para denotar o trago da
forma bilinear simétrica

(x,y) € T,M x T,M — (R(vq,x)va,y) € R,
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sobre o espaco tangente 7, M. Assim o endomorfismo autoadjunto de Ricci
normal do fibrado T+ M,

Ricy; : N (M) — N (M)
esta determinado pela relagao

Ricar(ni,n2) = (Ricyz(m), n2),

para 1; e 1y secoes de T+ M. Diremos que o endomorfismo de Ricci normal é

ortogonal se vy, vy € TPLM sao vetores ortogonais entao Ricys(vy,v2) = 0.

Apresentamos para finalizar esta primeira parte de terminologia basica
definimos o rough Laplaciano e a Proposicao que serd usada em varios

momentos nos capitulos posteriores.

Consideremos o fibrado F' : TN — M, dado pela imersao de M em N.
Denotaremos o conjunto das segoes deste fibrado por I'(F') e definimos o
operador rough Laplaciano div(V(:)) : T'(T'N) — I'(T'N) do fibrado F' no
aberto U C M por

div(V(()) = Z(VEZ'VEZ'C - vaiEiO,
i=1

onde {Fy,- -+, E,} é um referencial ortonormal em U.

Proposicao 2.1. Sejam M C T C N onde T é uma subvariedade totalmente
umbilica da variedade Riemanniana N e M uma hipersuperficie de T.

i) Sejan um campo de vetores unitdrio normal a M em T. Entao, o campo
n € paralelo no fibrado normal de M em N.

ii) Seja ¢ um campo normal a T em N que € paralelo na conexdo normal
de T'. entao a restricao de ¢ a M € um campo normal a M em N que
€ paralelo na conexao normal de M em N.

Demonstragao. Primeiramente, demonstramos o item ).

i) Denotemos por %,V e V as conexoes de N, T e M respectivamente.
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Trivialmente, para todo campo de vetores tangente X de M

—1
(Vxn,m) =0,

=
onde V ¢ a conexao normal de M em N, para qualquer campo normal

paralelo ¢ de T, assim

FxnC) = —(0.VxC) = (n,5c(X))
= (B(X.1).0)
= 0,

onde B é a segunda forma fundamental de 7" em N e B(¢) = S¢. Ou
seja, 1 ¢ paralelo em N.

A demonstracao de item i) segue diretamente.

]

Trataremos agora a terminologia basica de aplicagoes harmonicas. Sejam
(M™ (-, )ar) € (N™,(-,-)n) variedades Riemannianas. Definimos a energia

da aplicacao ¢ : M — N em um dominio diferencidvel 2 de M como

1
B(0) = [ ldolFd

onde ||d¢|| denota a norma Hilbert-Schmidt da diferencial d¢. Dizemos que
¢ é uma aplicacao harmonica se é um ponto critico do funcional definido
pela energia, ou equivalententemente, se o campo de tensoes 7(¢) de ¢ é
identicamente nulo. A seguir definimos o campo de tensoes de ¢.

Denotamos o fibrado vetorial de M induzido pela aplicagao ¢ por
¢"'TN ={(p,v) | p € M, v € Ty N}

e lembramos que a conexao Riemanniana V (com a métrica usual) de ¢~ 'T'N

¢é dada por
Dv

(@XU)(I?) = I _0,
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onde X € X(M), v secao de ¢~ 'T'N,  é curva integral de X passando por p
emt=0e % ¢ a derivada covariante de N ao longo de ¢ o 7.

Dado Y € X(M) denotamos por ¢.Y a secao definida por (¢.Y)(p) =
dp,Y (p) de ¢~'T'N. Assim, o campo de tensoes 7(¢) de ¢ em um aberto U
de M ¢

i=1
onde {ey, -+, e,} é um referencial ortonormal de U e V ¢ a conexao de M.

Para finalizar este capitulo de preliminares na proposicao a seguir enun-

ciamos o calculo do campo de tensoes da composicao de aplicacoes.

Proposigao 2.2 (Exemplos 2.2.7, 2.2.8 ¢ 2.2.9 de [29]). Sejam M, N e¢ P
variedades Riemanniananas e ¢ : M — N, ¢ : N — P aplicacoes tais que ¢
€ imersao isométrica. Entao,

n

T(¢0@)(D) = Y Bo)(psti, puti) + AT (),

=1

onde By € a sequnda forma fundamental da imersio ¢ e {e1, ---, ey} €
um referencial ortonormal de uma vizinhanca de p € M.

Note que como consequéncia imediata desta proposicao temos que o

campo de tensoes de uma aplicacao ¢ : M — S™ é dado por
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CAPITULO 3

Laplaciano e campos de Killing

O objetivo principal desta se¢ao é estudar o rough Laplaciano div(Vn), defi-
nido no capitulo anterior, para qualquer secao normal n de M. Em virtude da
importancia na teoria desenvolvida ao longo do texto, consideramos que o re-
sultado central deste capitulo é o cdlculo do Laplaciano da fungao f = (n, V),
onde V' é um campo de Killing.

3.1 Rough Laplaciano

Por razoes que ficarao claras nesta secao, ao longo da tese centraremos
nossa atencao nas secoes normais paralelas a subvariedade M. No resultado
a seguir calculamos a parte tangente do rough Laplaciano div(Vn).

Proposicao 3.1. Seja M wuma variedade isometricamente imersa em uma
variedade N en € N (M), entio todo campo X € X(M) satisfaz:

(div(Vn), X) = Rics (1, X) —n{grad(H ), X)+n(H, Vxn) +2(VX, V),
onde (VX,V+n) = tr((X1,X2) € TM x TM — (Vx, X, Vx,m)).

Demonstragao. Dado p € M, tome {E;, ---, E,} um referencial geodésico

de M em p. Entao, sabemos que,
div(Vn) = Vi Ven.
i=1
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Observamos agora que em p temos as seguintes igualdades [E;, E;|(p) = 0
(Vg [Ei, Ej],n) = ([, [Ei, E5]],n) = 0, e ao longo de M, (E},n) = 0. Assim,

para cada j € {1,--- ,n} temos em p que
(div(Vn), Ej) = — Z (Ve VEE;n) +2(VEE;, VEn))
i=1

= =) ((VulEsEjln) + (Ve Ve Eyn) +2(VeE;, Vi)
=1

=1

= Z ((R(EZ7 Ej)Eiv 77> - <VEJVEZEZ7 77>) - 2<VEJ7 VLTD

= 3" ((R(Ei, E;)Ein) — Ef(Vg,En) + (Vi, B, Vi,n))

=1
—2(VE;,V*'n)

— Rica(n, B;) — nlgrady (H ), B;) + n(H, Vi)
—2(VE;,Vin).

portanto, escrevendo X = x1F; + - - - + 2, [, e observando que p é qualquer,
podemos concluir

(div(Vn), X) = Ricar(n, X)—nlgrada (H,n), X)+n(H , Vxn)+2(VX, V).

]

Corolario 3.2. Seja M uma subvariedade totalmente geodésica de dimensao
n de uma variedade Riemanniana N. Entao a parte tangente do rough La-
placiano de um campo normal n estd dada por

(divvn) T (p) = Ricar(n, X1)(p) X1(p) + - - - + Ricar (0, X,) (p) X (p),

onde Xy, ---, X, € uma base ortonormal do espago tangente T, M.

Claramente, do Corolario (3.2, segue que se M é uma subvariedade total-

mente geodésica de um espaco simplesmente conexo com curvatura seccional
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constante, a saber, a esfera S™, o hiperbdlico real H"” ou o espaco Euclidiano
R" e i ¢ um campo normal de M entdo div(Vn) = (div(Vn))*+.

Corolario 3.3. Seja M uma variedade de dimensao n isometricamente imer-
sa em uma variedade Riemanniana N e n uma se¢ao normal paralela de M.

Entdo, a sequinte identidade € satisfeita:
(div(Vn), X) = Ricyr(n, X) — n{grada{H ,n), X),

para todo X € X(M). Particularmente, se M € uma hipersuperficie orientd-
vel de N en uma secao normal unitaria entao

(div(Vn), X) = Ric(n, X) — nlgradu (H), X),

onde H é a curvatura média de M e Ric(-,-) denota o tensor de Ricci usual
de N.

Caso M seja uma hipersuperficie orientavel de uma variedade Riemannia-
na N entao trivialmente temos que a parte normal de div(Vn) é um multiplo
do campo 7. Contudo este fato, para subvariedades de codimensao qualquer,

¢ uma condicao forte.
Notemos que (div(Vn),n) = —[|Vnl||?, assim, procuramos solugoes da
equacao diferencial parcial
(div(Vm)™ = =[IVal*n,

ou equivalentemente,

(div(Vm)* = =B BMm)|I* + [Vnl*)n.

Tendo calculado a parte tangente de div(Vn), motivados pelo fato que no

espacgo Euclidiano

div(Vn) = A(n)

onde A é o Laplaciano das coordenadas de 7 e sabendo que, Proposigao[2.2] n
é harmonica se A(n) = An, gostarfamos de dissertar brevemente sobre o fato
que (div(Vn))" seja um miiltiplo de 7. Pontualmente, mostraremos que os

pontos criticos da energia por variacoes de norma 1, equacao (3.1)), no espago
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de Sobolev Hy (N (M)), sao solugao fraca da equacao diferencial parcial

(div(Vn))*= = —[Val*n.

Precisamente, se M for uma subvariedade orientavel compacta de uma va-
riedade Riemanniana N. Uma funcao f € L'(M) é fracamente diferencidvel
com respeito a X € X(M) se existe g € L'(M) tal que

/M g6dM = — /M FIX () + div(X)}dM,

para todo ¢ € C*°(M), e usamos a notagdo X(f) = g. Dizemos que f é
fracamente diferenciavel se X (f) existe para todo X € X(M). O espago de
Sobolev WH2(M) de M é o espago de fungoes fracamente diferenciaveis f
tais que f2, X(f)? € LY(M), para todo X € X(M). O espago de Sobolev
WE2(N(M)) de N(M) é o espago dos campos normais n de M tais que a
funcao (n, Z) € W12(M), para todo Z € X(M).

Podemos estender a conexao Riemanniana V de N atuando em N (M) a

uma conexao Riemanniana fraca V atuando em W12(N(M)), isto ¢,
<VY7]7 Z> = Y<7]7 Z> - <777 VYZ>7

para todo Z € X(N) e todo Y € X(M). O espago de Sobolev W12(N(M))
tem uma estrutura de espaco de Hilbert com o produto interno a seguir: Para
n,v e WH(N(M)),

)= [ @+ [ (w90,

Sejav € Wh2(N(M)) e consideremos o seguinte funcional em um dominio

Q) de M definido por

_ JollVy|PPaM

PO = waar

(3.1)
Definamos o espaco
Hy(N(M)) = {v e N(M) | [lv]| =1 q.t.p}
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e seja n um ponto critico de F|g, (). Para qualquer N € N (M) conside-

__ _n+tN

ramos a variacao ny(t) = L= de 1. Assim podemos considerar I’ como
> n+tN]]

F(t) == Fnx(t /HnN 0|1

Ou seja,

n N 9 N
F(t /(I 1 4 2t(V .V + 2|V )
A Ol oy ey T V!

Derivando e avaliando em ¢t = 0, segue que 7 satisfaz que F’(0) = 0 se e

somente se
| @nvmar = [ [vg. Nam.
M M

Esta equagao quer dizer que 77 é uma solugao fraca do problema inicial. Even-
tualmente, se n € N (M), segue do teorema do divergente que

| wiv(wn. = - [ (vn.vw)
M M
e consequentemente, a secao 7 satisfaz a equacao

(div(V)* = ~[IVal*n.

A existéncia de um minimizante n do funcional F' sé pode ser garantida
em espacos de Sobolev. Foge do propdsito deste trabalho uma abordagem de
teoria da regularidade.

A discussao acima revela outra motivacao para encontrar autovetores
paralelos do endomorfismo autoadjunto B* B, em virtude que estes sao pontos
criticos do funcional F' por variacoes de norma 1. E importante destacar que
se as variagoes nao sao restritas as de norma 1, entao os pontos criticos do
funcional que campos sao paralelos sao autovetores de B* B com autovalores
constantes. Referenciamos [44] e as referéncias contidas neste artigo. Nas
secoes e capitulos posteriores estudaremos em geral problemas quando 7 é

uma se¢ao paralela.

Por outro lado, J. Eschenburg mostrou em [I8] que se V' é um campo de
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Killing de uma variedade Riemanniana N entao V% gV +R(V, A)B = 0, onde
A, B sao vetores de N e Vi’ gV € a segunda derivada covariante do fibrado
TN — N, isto é, VE\,BV :=VaVpV —Vy,sV. No Lema a seguir mostramos
que o rough Laplaciano do fibrado TN — M sastisfaz uma propriedade
semelhante a provada por Eschenburg.

Lema 3.4. Seja M uma variedade isometricamente imersa em uma varie-
dade Riemanniana N e V um campo de Killing de N. Entao, a sequinte
identidade € satisfeita para todo campo normal n

{(div(VV), ) = Ricar(n, V) + n(H, V,V). (3.2)

Demonstracao. Seja {Ey, ---, E,} um referencial geodésico de uma vizi-
nhanca em M de p e estendamos estes campos a uma vizinhanca de p em N
de modo que a extensao seja paralela ao longo da geodésica definida por 7.

Lembrando que V' é um campo de Killing temos:

n

(div(VV),m(p) = Y (Ve VeV ()

i=1
n

= > (E{VEVin) = (VEV,VEn) (p)

i=1
n

= =Y (VV, VB E) +(VEV,V.E) + (Ve Vi V).

i=1
Reorganizando os termos, ficamos com

S (B VeV, V) = —nl(H, Y, V) = (div(VV),n) = S (Vi Vi V). (3.3)

i=1 i=1

Por outro lado, lembrando que V, E;(p) = 0 segue

0= <VE1V7 El> = <VTIVEZ‘/7 EZ) + <VE1V7 vnEZ> = <V77VEZV7 El>(p)
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<R(77’ Ei)va Ei)(p) = <VE1V77‘/’ EZ) - <v77sz‘/7 EZ) + <V[W7Ei]‘/7 EZ)
= (Ve V,V.E) +(VEV,VEn),

ie.,
(£, Vg V,V) = (R(n, E)V, E) — (Vg V, Ve n). (3.4)
Portanto, das equacoes e concluimos que
(div(VV),n) = —Ricar(n, V) — n{H, V, V).

]

Corolario 3.5. Seja M uma imersao isométrica minima de uma variedade
Riemanniana N eV um campo de Killing de N. Entao, a sequinte identidade

€ satisfeita para todo campo normal 7

(div(VV),n) = —Ricp(n, V). (3.5)

No que segue calcularemos o Laplaciano da fungao f = (n, V) definida
sobre uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N, do modo mais
geral encontrada neste trabalho.

Lema 3.6. Sejam M uma subvariedade de dimensao n isometricamente
imersa em uma variedade Riemannianan N de dimensao m, V um campo

de Killing de M e n um campo normal unitirio de M. Seja
fM—=R
a funcao definida por

flg) = Vi), g€ M.
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Entao f satisfaz a sequinte identidade

A(f) = ((diV(Vn))L,W—(RiCh(n),W—Mgmd(ﬁm%‘/)
n(H, [V, +2(Vn, VV) — 2(Vin, VVT)

Y

onde (Vn,VV) e (Vin,VVT) denotam denotam respectivamente os tragos
das formas bilineares, para cada p € M,

X, Y € T,M x T,M s (Vxn,VyV),

X,Y € T,M x T,M + (Vx1,VyV').

Demonstra¢ao. Dado p € M, seja {E1,- -+, E,} um referencial geodésico em

p, entao

AUB) = 3 B (), onde f = (n,V).
=1
Note que
A(f) = (div(Vn), V) +2(Vn,VV) + (n,div(VV)).
Desta equagao e do Lema [3.4], temos
A(f) = (div(Vn), V) +2(V, VV) — Ricas(n, V) — n(H,V,V). (3.6)
Escrevendo V = V+ 4+ VT temos

(div(Vn), V) = (div(Vn), V") + ((div(Vn)L, V) (3.7)

Ricar(n, V') = Ricu(n, V) — (Ricy; (), V). (3.8)
Lembrando que

(div(Vn), V") = Ricy(n, V") — n(gmd(ﬁ,n), VY + n(ﬁ, V)
_2<VJ_777 VVT>)
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entao das equagoes (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9)

A(f)(p) = <(diV(V77))L7V>—<RiCi4(77),V>—n<gmd<ﬁ,n>,V>
n(H, [V,n]) + 20V, YV — 2(VLn, WV T) ‘

O

E claro que quando M ¢é uma hipersuperficie orientavel de uma varie-
dade Riemannianan /N entao o vetor normal é paralelo no fibrado normal de
M. Em vista disso, o seguinte corolario também estende a codimensao na
Proposicao da formula descoberta por S. Fornari e J. Ripoll em [26].

Corolario 3.7. Seja M uma variedade de dimensdao n isométricamente imer-
sa em uma variedade Riemanniana N de dimensao m, V um campo de Kil-
ling de N e n um campo de vetores paralelo no fibrado normal de M. Entao,
se f: M — R ¢ dada por

fl@)=n(q),V(g), ge M

vale que
—A(f) = n(gmd(ﬁ,n), V) + n(ﬁ, V,V)+(B*B(n),V) + <Ricj4(n), V),
onde ﬁ é o vetor curvatura média de M em N.

Demonstragao. Seja p € M e {Fi(p), ---, E,(p)} uma base do espago
tangente T, M que diagonaliza a segunda forma fundamental de M na diregao
de n, entao, como 7 é paralelo e V' um campo de Killing de N, segue

n

(Vi, VV) = (Sy(E:), Vi V) = 0.

i=1

Assim, do Lema (3.6

A(f) = ((div(Vn)*, V) — (Ricy(n). V) — nlgrad(H n), V)

—n<ﬁ, an) (3.10)

Seja ¥ um campo de vetores normal a M, dado que 1 é uma secao normal pa-
ralela do fibrado normal de M entdo (Vgn,v) =0,i =1, ---, n. Derivando
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novamente com respeito a E; e somando em %, temos
(div(Vn),v) + (S,, S,) =0,
deste modo, (div(Vn),v) = —(B*B(n),v). Concluimos entao que
—A(f) = nlgrad(H,n). V) +n(H,V,V) + (B'Bn). V) + (Ricg (1), V),
[

Quando M é uma hipersuperficie de N entao Ricys(n,n) é o Ricci usual
de N na diregao de 1 e o endomorfismo autoadjunto dado pela segunda
forma fundamental satisfaz B*B(n) = —||S,[|*n. De sorte que reobtemos a
Proposigao 1 de [26].

Corolario 3.8. Seja M uma hipersuperficie orientada de uma variedade N
de dimensao n+ 1. Sejam n um vetor normal unitario de M e V' um campo
de Killing de N. Definindo f = (V,n), entdo a sequinte identidade é satisfeita

A(f) = —n{V.grad(H)) — (Ric(n) + || BII*) /.

onde H € a curvatura média de M.
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CAPiTULO 4

Aplicacoes de Gauss por
translacoes

Este capitulo tem como eixo central as aplicagoes definidas por campos nor-
mais, as quais chamaremos em geral de aplicacoes de Gauss. Mostramos
boas propriedades das aplicagoes de Gauss em subvariedades isoparamétricas,
subvariedades minimas, com vetor curvatura média paralelo, vetor curvatura

média normalizado paralelo e érbitas principais de agoes polares.

Outros objetos classicos de estudo desde as origens da geometria diferen-
cial sao as superficies minimas e com curvatura média constante ou, mais
geralmente, subvariedades com vetor curvatura média paralelo de variedades
Riemannianas, as quais tem a propriedade de ser pontos criticos de certos
funcionais. Uma classificagao completa de subvariedades no espaco eulidiano
com vetor curvatura média paralelo é um problema ainda aberto. Clasi-
ficagoes, no caso superficies em espacos forma simplesmente conexos foram
feitas por B. Chen em [10] e S. Yau em [48].

Dizemos que uma subvariedade imersa isometricamente em uma varie-
dade Riemanniana tem vetor curvatura média normalizado paralelo se local-
mente existe um vetor unitario e paralelo n tal que F[) = hn, onde h é alguma
funcao definida localmente sobre a subvariedade. Pelo que sabemos este con-
ceito foi primeiramente definido por Chen [I1] e claramente é uma extensao
do conceito de variedades com vetor curvatura média paralelo. Trivialmente,
se uma subvariedade tem vetor curvatura média paralelo nao nulo entao a
subvariedade tem vetor curvatura média normalizado paralelo. Note também
por exemplo, que toda hipersuperficie orientavel tem vetor curvatura média
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normalizado paralelo.

A seguir descrevermos brevemente as segoes [4.1] e que compoem
este capitulo.

Na se¢ao 4.1}, caracterizamos as subvariedades com vetor curvatura média
paralelo que tem fibrado normal flat do espago Euclidiano em termos do en-
domorfismo autoadjunto dado pela segunda forma fundamental e o Laplacia-
no, construimos autoaplicagoes em subvariedades isoparamétricas e mostra-
mos a harmonicidade da aplicacao de Gauss produto exterior em superficies
minimas com fibrado normal flat do espago Euclidiano e da esfera Euclidiana.

Na secdo [£.2] seguindo [7] e [8], usamos a multiplicagdo octoniana - de S7
para associar a cada campo de vetores unitario n normal a uma subvariedade
Len().
Damos extensoes dos resultados desses trabalhos sobre a imagem da aplicacao

M de ST uma aplicagao de Gauss octoniana 7, : M — S%, 7, (z) =z~

de Gauss, harmonicidade, codimensao e topologia das subvariedades.

Na secao [£.3] seguindo [6] e [41], construimos aplicagoes de Gauss por
“levantamento e translacao” em espacos simétricos. Uma vez que o La-
placiano das aplicacoes de Gauss depende dos endomorfismos autoadjuntos
B*B e RiCJM, apresentamos uma condi¢ao suficiente e necessaria para que
uma subvariedade com vetor curvatura média normalizado paralelo tenha
vetor curvatura média paralelo. Igualmente, caracterizamos as aplicagoes de
Gauss por translacao harmonicas definidas em subvariedades minimas por
campos de vetores paralelos em termos algébricos, isto ¢, como autovalores
do endomorfismo autoadjunto B*B + Ricy;.

Por fim, ainda na secao |4.3] mostramos que o endomorfismo autoadjunto
B*B é diagonalizavel por vetores normais paralelos em orbitas principais de

agoes polares.

4.1 Espaco Euclidiano

Iniciaremos dando, no Teorema a seguir, uma extensao na codimensao da

formula

A(n) = —ngrady (H) — || B|/*n, (4.1)
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de hipersuperficies orientaveis do R"*!, onde n é um campo de vetores
unitario normal da hipersuperficie, em termos do endomorfismo autoadjunto

da segunda forma fundamental. Precisamente, provamos o seguinte

Teorema 4.1. Seja M™ uma variedade isometricamente imersa em R™™" e

n um campo normal de vetores paralelo. Entao,
A(n) = ~ngrad(H 1) ~ B B(n).

Demonstracao. Como o tensor de curvatura de R™"" é identicamente zero
entdo Ricy; = 0. Denotemos por {ej, ---, €4, a base canénica de R™7.
Assim, do Corolério segue

A(n) =div(Vn) = (div(Vn),e1)er + -+ (div(Vn), enir)enir
= —ngrady (H,n) - B"B(n)

]

Do Teoremald.T|segue que se a subvariedade M tem vetor curvatura média
paralelo entao o endomorfismo autoadjunto B*B coincide com o operador
Laplaciano —A no subfibrado vetorial de secoes paralelas do fibrado normal.
Em vista disto, se o fibrado normal é flat podemos mostrar a reciproca. Note
ainda que se a codimensao de M em R"*2 é 2 e M tem vetor curvatura média

paralelo nao nulo entao o fibrado normal de M é flat.

Teorema 4.2. Seja M uma subvariedade do espa¢o Euclidiano R™™ com
fibrado normal flat. Entao, M tem vetor curvatura média paralelo se e so-
mente se 0s operadores —A e B*B coincidem no conjunto das se¢oes paralelas
definidas localmente em M.

Demonstracdo. Suponha primeiro que —A = B*B no conjunto das secoes
paralelas de M definidas localmente. Seja {vy, - -- , v,} uma base ortonormal
do espaco TpLM e estendamos esta base paralelamente a uma base 7, - - - 1. do

fibrado normal definida localmente. Definamos agora as fungoes a; = (H, ;)
em uma vizinhanca de M, i =1, --- | r, entao pelo Teorema [£.1] segue que

—A(mi) = grada(a;) + B*B(m),
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diante disso, aq, --- ,a, sao constantes. Por conseguinte, ﬁ =am+--an,
é um campo paralelo.

A reciproca segue diretamente do Teorema [4.1] O

Caso M seja uma hipersuperficie orientavel, entao B*B(n) = ||B|*n,
donde segue a harmonicidade da aplicagdo de Gauss sempre que B*B(n) =
A(n), isto é, a aplicagdo de Gauss é harmoénica se e somente se M tem cur-
vatura média constante (ver [43]). Esta abordagem permite caracterizar as
secoes normais paralelas que sao harmonicas como autovetores do endomor-
fismo autoadjunto da segunda forma fundamental.

Corolario 4.3. Seja M™ uma subvariedade de R™" com wvetor curvatura
média paralelo e n um campo de vetores paralelo do fibrado normal de M. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. n: M — S"™=1 € uma aplicagdo harménica.
2. A(n) = =115, [I*n.
3. m € um autovetor de B*B com autovalor ||S,]|?.

Um caso muito cativante de subvariedades com vetor curvatura média
paralelo é dado pelas subvariedades isoparamétricas, definidas como subva-
riedades com fibrado normal flat e com curvaturas principais constantes ao
longo de campos de vetores normais paralelos. No seguinte corolario mos-
tramos que se M é uma subvariedade isoparamétrica de R"™" entao existem
secoes harmonicas que geram o espago normal. Mais ainda, estas segoes
harmonicas tem autovalores constantes, ou seja, sao autoaplicagoes do La-
placiano.

Corolario 4.4. Seja M"™ uma subvariedade isoparamétrica de R™*". Entao
o endomorfismo autoadjunto B*B tem autovalores constantes nao negativos
0 <oy < -+ < o, e existe uma base ortonormal paralela ny,--- ,n,. de
N (M) de autovetores. Mais ainda, as aplicagoes m; : M — S™™ 1 sdo
autoaplicacoes do Laplaciano e

A(m) = —0;";,

onde o autovalor constante o; € igual a ||S,,||*.
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Demonstragao. Fixemos um ponto p € M e seja {vy, -+, v} uma base
ortonormal de autovetores do endomorfismo autoadjunto B*B : TpLM —
T, L M. Como o fibrado normal de uma subvariedade isoparamétrica ¢
globalmente flat, ver [45], podemos estender esta base a uma base ortonor-
mal globalmente definida de vetores paralelos 7;, --- ,n, do fibrado normal
N (M). Mais ainda, como M é isoparamétrica, os autovalores dos operadores
Spini=1, .-+, r, sdo constantes, entdo as funcdes (S,,, Sy,) sdo constantes.
Assim,
(B*B(n:),n;) = (B*B(1m:), j)p = 0ij-

Por conseguinte, 7y, --- ,n, sao autovalores de B*B. A prova conclui pelo
Corolario [4.3l O

Para finalizar esta secao apontamos que o estudo dos autovalores do ope-
rador autoadjunto B* B mostra quando a codimensao de M pode ser reduzida
em subvariedades com vetor curvatura média paralelo. Isto é, M esta contida
em um hiperplano do espacgo Euclidiano se e somente se existe um autovetor
do endomorfismo autoadjunto da segunda forma fundamental que é paralelo

e cuja imagem esta contida em um hemisfério aberto da esfera.

Precisamente, seja M uma subvariedade compacta com vetor curvatura
média paralelo de R"*". Se um autovalor n de B*B for paralelo e a imagem
de n: M — S"~1 estd contida em um hemisfério aberto entao o vetor 7
é constante e a codimensao de M é reduzida a r — 1. De fato, note que n
satisfaz a identidade A(n) = —||.5,|I*n e que existe um vetor v € R"*" tal que
(n,v) > 0, de sorte que a fungao (n, v) é superharmonica e portanto constante
nao nula. Diante disso, a segunda forma fundamental S, na direcao de n ¢é
identicamente nula. Adicionalmente, como 7 é paralelo na conexao normal
entao concluimos que 7 é constante. Fixando py € M, consideremos uma
curva a : I — M que passa por py. Entao a fungao (a(t) — f(po),n(t)) é
constante e igual a 0. Como consequéncia disto temos que M esta contida no
subespaco ortogonal (Rn)+ a n no ponto py, isto é, T, R™™ = Rn & (Rn)=*.
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4.1.1 Aplicacao de Gauss produto exterior

Como consequéncia do capitulo anterior podemos dar uma demonstragao
acessivel e em termos atuais da harmonicidade da aplicagao de Gauss dada
pelo produto exterior de formas diferenciais de uma subvariedade orientavel
com vetor curvatura média paralelo e fibrado normal flat. Este resultado foi
mostrado inicialmente por K. Chen em [13].

Seja u um vetor do espaco Euclidiano R™, denotaremos por u* a 1—forma
definida por u. O conjunto das r—formas de R™ o denotamos por A"(R") e o

munimos com o produto interno usual, isto é,

(Ui A, vp A - o) = det((u, v4)).

Seja M uma variedade orientada imersa isometricamente no espago Eu-
clidiano R™*". A aplicacao de Gauss produto exterior de M é definida por

M — S™ cA"(R")
p o= MA A

onde {7, - -+, 7} é uma base ortonormal positiva do TpLM edy, = (”jr) —1.
A boa defini¢ao segue do produto interno, isto é, se {n;, ---, 7.} é outra
base positiva do T--M entao (yf A--- Avi,mi A--- Anl) = 1.

No teorema a seguir mostramos que a aplicagao produto exterior satisfaz
uma férmula analoga a equacao (4.1)).

Teorema 4.5. Seja M uma variedade orientada de dimensdo n isometrica-
mente imersa no espag¢o Euclidiano R™*" com fibrado normal flat. Se M tem
vetor curvatura média paralelo entao a aplicacao de Gauss produto exterior
satisfaz

L(p) = —[IB|I"T

Demonstragao. Sejam p € M e {n;,--- ,n,} uma base ortonormal paralela
positiva de uma vizinhanca em torno de p no fibrado normal de M. Vamos
calcular o Laplaciano de I' : M — S% C A"(R"), isto é, o Laplaciano de
cada coordenada. Sejam X e Y vetores tangentes a M em p entao é facil ver
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que
X)) =((Vxm) " Amy A= Amp) + -+ Anyg A== A(Vxne)®) .

Por economia escreveremos Vx(m A-+-An.)ie VxVy (m A+ A m)ij para
denotar i A-- - A(Vxmi)*A---Ang ey A A(Vxm)* A A(Vymg) A Ay

Seja Fy,--- , E, um referencial geodésico de M em p. Entao,
AD)(p) = ZEzEz(F>
i=1
= ZEiEi(nl A Ay
i=1

= ZZZinin(m A A ik

i=1 j=1 k=1

Como o fibrado normal de M ¢ flat entao podemos escolher o referencial

geodésico de modo que diagonalize simultaneamente as segundas formas fun-

damentais S,,, ---, S,,. Consequentemente, se j # k temos
Ve Ve, (MmN Ak =0

pois 7; e 1, sao paralelos, S, (E;) = NE;e S, (E) = \E; onde \ denota o
autovalor correspondente. Logo,

AM)p) = DD VeVe(m A A
i=1 j=1
= (Alm)" A Ap) 4 A A ANA()")
Daqui e do fato que A(n;) = —B*B(n;) (Teorema segue que

AM)(p) = (Am) A An) 4+ A ANAm)Y)

= —(B'Bm)"AN---An;) == AN---ANB*B(n,)")
= —(ISulPmi Ao AmE) — oo = (nf A A S, [P0r)
= —||B|IT.

38



]

Corolario 4.6. Seja M uma subvariedade orientada imersa no espaco Eu-
clidiano R™" com fibrado normal flat. Se o vetor curvatura média de M ¢é

paralelo entdo a aplicagao de Gauss produto exterior é harmonica.

A hipdtese de orientabilidade no corolario acima pode ser omitida. Em
vista que podemos considerar a aplicacao de Gauss produto exterior na pro-
jetivizagao do espago das formas A"(R"™"), usaremos a mesma notagao para
esta aplicacdo, isto é, T': M — RP% onde dpr = (””) — 1.

T
Mostramos agora a rela¢ao da aplicagao de Gauss generalizada (“classica”)
com a aplicagao de Gauss produto exterior. Para isto definimos o mergulho
de Pliicker

p:Gn,R"™) — RP™
P = [viA---Av,

onde {vy, -+ ,v,} é qualquer base ortonormal do r—plano P. Recordamos

que o mergulho de Pliicker é uma imersao isométrica minima.

Diante disso, é claro que se M é uma subvariedade de R"™" ¢ G : M —
G(n,n + r) a aplicacao de Gauss generalizada entdo a aplicagao de Gauss
produto exterior nao é nada mais que I' = p o GG, ou seja, a composta entre
a aplicacao de Gauss generalizada e o mergulho de Pliicker. Estudos sobre
a imagem da aplicagao de Gauss generalizada cldssica na esfera de A7 (R"")
podem ser encontrados em [5] e [47].

Provamos agora a reciproca do Coroldrio [4.6] Isto é, seja M uma varie-
dade de dimensao n isometricamente imersa no espaco Euclidiano R™™" com
o fibrado normal flat. Entao, se a aplicacao de Gauss produto exterior I' for

harmonica, o vetor curvatura média de M é paralelo.

De fato, seja {e1, -+, €,} um referencial ortonormal de uma vizinhanca
de M. Entao, pelo Lema [2.2] temos

0=7()(p)=7(poG) = Z Bay) (Giei, Gaer) + dpt(G).

Particularmente, 0 = (7(I')(p))" = dp7(G). Isto é, a aplicagdo de Gauss
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(G é harmonica. Em vista disso e do Teorema de Ruh-Vilms concluimos o
afirmado.

Entretanto, note que se M é uma subvariedade com vetor curvatura média
paralelo e fibrado normal flat da uma esfera unitéria S**" C R™*", entao M
¢ uma subvariedade de R"*"*! com vetor curvatura média paralelo e fibrado
normal flat. Consequentemente, a aplicacao de Gauss produto exterior é

harmonica.

Do mesmo modo como é possivel dar uma definicao de aplicacao de Gauss
generalizada de maneira intrinseca para subvariedades da esfera, veja [24],
podemos dar uma definicao de aplicacao de Gauss produto exterior para
subvariedades da esfera considerando s6 o espaco normal a subvariedade na
esfera. Precisamente, seja M uma subvariedade de dimensao n imersa na
esfera S"*". Definimos a aplicacao de Gauss produto exterior da esfera por

Dgnir : M — RP4r+t
p o= [ A A,

onde {ny,- -+, 1.} é qualquer base ortonormal do TpLM C T,S™*. E facil ver
que esta aplicacao estd bem definida.

Teorema 4.7. Seja M uma subvariedade minima de S*™" com fibrado nor-

mal flat entao a aplicacdo de Gauss produto exterior da esfera é harmonica.

Demonstracao. De maneira andloga a demonstracao do Teorema 4.6| pode-
mos escolher um referencial ortonormal paralelo {r;, ---, 7} de uma vizi-
nhanca do fibrado normal de M em p e um referencial geodésico {Fy, --- , E,}

de p e mostrar que

A(@)p) = (Alm)" A---An)+-+m A ANAD)T),
onde ¢ = 1y A--- An: é uma aplicagao definida em uma vizinhanca de p.

E facil ver que 1y, -+, 1, sao campos paralelos a M em R ! ¢ o vetor
curvatura média de M em R™™+1 ¢ um multiplo do vetor posicao £(p) = p.
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Logo, pelo Teorema e o fato que M é minima em S"*" temos

A@)p) = —NISul*o— - =118, II%¢

= —|BIFe.

Notando que localmente T'snsr = 7 0 ¢, onde a projecéo m : S%r — RP™r §
uma submersao Riemanniana e que da Proposicao [2.2 temos 7(T'gn+r)(p) =
A, T(¢). Entdo, podemos concluir que a aplicagao de Gauss I'gn+r é har-

monica. O

4.2 A estrutura octoniana de S’ e aplicacgoes

de Gauss octonianas

Nesta secao usamos a multiplicacao octoniana - de ST para associar a cada
campo de vetores unitdrio 7 normal a uma subvariedade M de S7, uma

L. n(z). Seguiremos

aplicacao de Gauss octoniana v, : M — S% ~,(x) = 2~
as notagoes e defini¢oes dadas em [7] e [8] e obtemos extensoes na codimensao
dos resultados desses trabalhos sobre harmonicidade de aplicacoes de Gauss

octonianias e topologia das subvariedades.

4.2.1 Construcoes e definicoes

Os octonios sao definidos como a algebra de Cayley-Dickson Cg, como re-
feréncia ver []. Dado um numero n € {0,1,2,...}, a algebra de Cayley-
Dickson C,, é uma estrutura de algebra de divisao sobre R?" definida indu-
tivamente por Cp = R e pelas seguintes formulacao por recursividade: Se
x = (x1,23), y = (y1,y2) estdo em R¥" = R?" x R¥"' n > 1, entdo

x -y = (T1y1 — Yo, YoT1 + T2Y1) , (4.2)
onde
T = (Ela _IQ) 3
com T = x se x € R. Equivalentemente, a multiplicacao dos octonios ¢é

descrita na base canonica {1, ey, es, €3, €4, €5, €5, €7} na tabela
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€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
er || —1 | ey er | —ey | eg | —e5 | —e3
e || —eq | —1 | e5 er | —e3| er | —eg
€3 || —€7| —€5 —1 €6 €2 —€4 €1
eql| €2 | —e1 | —eg| —1 | er e3 | —es
€5 || —€¢ €3 —e€y | —€7 —1 €1 €4
es |l es | —er| es | —e3| —er | —1 | e9
er |l es eg | —e1| e | —eq | —ey | —1

Tabela 4.1: Tabela de Multiplicacao octoniana

Como referéncia da algebra dos octonios ver [4].

Aqui usamos a notacao O = (g para os octonios e denotamos por 1
o elemento neutro de O. Os octonios @ é uma algebra normada, isto é,

llz -yl = ||lz|l|lyll, para quaisquer z, y € O, onde || || é a norma usual de R®,
e ||z|| = V& - Z. Definindo Re(z) = (x + ) /2 temos

T'S" = {z € R® | Re(z) = 0}.

As translacoes a direita e a esquerda sao denotadas por R, L, : O — O,
e definidas por R,(v) =v -z, L,(v) =2z -v, v € O. R, e L, sao aplicagoes
ortogonais se ||z|| = 1, e sdo anti-simétricas se Re(x) = 0. Em particular,
a esfera unitdria S7 é preservada por translacoes & esquerda e a direita de
vetores unitdrios, mais ainda, qualquer v € T}S” determina um campo de
Killing V, de ST dado pela translagao a esquerda, V(z) = x - v, z € S.
Definimos a aplicacao de translacao

I:7S" = T,S”
(x,v) = Ly—1(v).

Usaremos a notagao I',(v) = ['(z,v). Se M é uma subvariedade de S, uma
secao global unitaria n de M determina uma aplicagao de Gauss octoniana

’)/niM—>SGCTiS7
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e esta dada por

Y(r) =Ta(n(@)) =27 n(x), €S,

onde S° ¢é a esfera unitaria de 7}S".

4.2.2 Aplicacoes de Gauss octonianas

No teorema a seguir note que se a subvariedade é minima entao trivialmente
toda secao unitaria paralela no fibrado normal é um multiplo do vetor cur-
vatura média. Assim, neste teorema estamos incluido as minimas como no

Teorema 1.1 de [7] e o vetor paralelo n = %

Teorema 4.8. Seja M uma subvariedade com vetor curvatura média nor-
malizado paralelo de codimensdo 1 < k < 5 de S7 e sejan € N (M) uma
secao normal unitdria paralela de M tal que ﬁ = hn. Entao, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

i) Yy M — S5 CTiST satisfaz

A% == (7 —k+ HSn||2> Tns

ii) n é um autovetor do endomorfismo autoadjunto B*B com autovalor
15, 11*;

i) v, : M — S® é uma aplicagio harmonica;

iv) n € um ponto critico de F' : N(M) — R, equagio (3.1), restrito ao
subfibrado das secoes unitarias do fibrado normal.

Demonstragao. Seja {vy,--- ,v7} uma base ortonormal do espago tangente
T,S”. Assim, os campos V,,, -+, V, definidos por translagao dos elementos
desta base sao campos de Killing. Fixemos z em M, seja 17 como no enunciado
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do teorema e note que Ricy/(n) = (7 — k)n. Entao, do Corolario [3.7] temos

7

A'Yn(x) = Z(A<7n7 i) )v;

= Z(Nn, Vi) Jui

=1

= —To(B"B(n)(x)) = (7 = k) ().

Em virtude que 7, ¢ harmonica se e somente se Ay, ¢ um multiplo de ~,,
decorre que i) e iii) sdo equivalentes e portanto i), iii) e iv) sdo equivalentes.
Para ver que ii) também é equivalente as anteriores, observe que B*B(n) =
1S, ||?n equivale a T'(B*B(n)) = ||S,||*y, entao v, é harmonica se e somente

se 7 é um autovetor de B*B(n), ou equivalentemente

Ary(@) = = (ISyll* + (7 = k) 7(2)-
O

Uma consequéncia imediata do Teorema [4.8] ¢ uma versao do Teorema
do tipo Ruh-Vilms. No Coroldrio 8 de [§] se establece que se M é uma
hipersuperficie orientdvel da esfera S” entdao a aplicacao de Gauss octoniana,
¢ harmonica se e somente se M tem vetor curvatura média constante. No
Corolario 1.2 de [7] os autores estenderam este resultado, isto é, mostraram
que a aplicacao de Gauss octoniana de hipersuperficies minimas das esferas
S¥, k =3, ---, 7 ¢ harmonica. No resultado a seguir unificamos estes
fatos e mostramos que a harmonicidade é satisfeita exatamente quando as

hipersuperficies tem curvatura média constante.

Corolério 4.9. Para k € {3,4,...,7}, seja S* uma esfera totalmente geo-
désica de ST com dimensdo k e M wma hipersuperficie orientdvel de S*. Seja
n campo de vetores unitdrio de M em SF, entdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

i) M tem vetor curvatura média constante;
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i) A aplicagdao de Gauss octoniana v, € harmonica;

iii) A aplicagao de Gauss octoniana vy, satisfaz
Ay == (k= 1+ B[*) .

Demonstracao. Da Proposicao [2.1] segue que M tem vetor curvatura média
= Hpn normalizado paralelo em S7. As equivaléncias seguem do Teo-

rema em vista que 1 é um autovetor do endomorfismo autoadjunto
B*B. O

Caso M seja uma hipersuperficie nao orientavel na esfera totalmente
geodésica S¥, k=3, 4, 5, 6, 7 de S” entdo podemos considerar a aplicacao
de Gauss octoniana natural definida como segue

Vi M — RP°

= a7t

onde 1 é campo normal unitdrio de M em S* definido localmente em torno
de z e RP® é o espaco projetivo real de T1S7. Da Proposicao segue que
M é uma hipersuperficie de S* com vetor curvatura média constante se e

somente se a aplicacao octoniana 7}, ¢ harmonica.

No resultado a seguir construimos aplicagoes de Gauss octonianas que
sao autoaplicagoes do Laplaciano definidas em subvariedades isoparamétricas
minimas de S”. Para a existéncia de subvariedades isoparamétricas minimas

veja por exemplo [39)].

Teorema 4.10. Seja M uma subvariedade isoparamétrica compacta e minima
da esfera ST com codimensdo 1 < k < 5. Entdo o endomorfismo autoadjunto
B*B tem autovalores o1 < - -+ < g constantes nao negativos e os autoveto-
res i, -+, Mx formam uma base ortonormal paralela de N (M), tais que oy
¢ uma autoaplicagcao do Laplaciano de M com autovalores 7T —k + o, isto €,
Ay, = —(T—k+05),. Mais ainda, 0; = ||S,,||*>, 1 < j < k. Particular-
mente, para qualquer e € TiS” dado, as funcoes <%]., e> sao autofuncoes do
Laplaciano de M com autovalor 7T—k +o;, 1 < j <k.

Demonstracao. Seja M como no enunciado do teorema. Fixemosx € M e de-

notemos o endomorfismo linear B*B em x por B*B(x). Em vista que B*B(x)
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é nao negativo e autoadjunto existe uma base ortonormal {vq, -+, v} de
T:-M de autovetores de B*B(x) com autovalores 0 < oy < -+ < 0y.

Por outro lado, é bem sabido que uma subvariedade da esfera S™ é isopa-
ramétrica em S™ se e somente se é isoparamétrica em R"*1. De [45] sabemos
que existe uma base ortonormal paralela de vetores unitarios {7y, -+, Tx41}
de M em R"*! e definimos, para 1 < j < k,

k+1
ni(y) = Zajﬂ_i(y): yeM,

=1

se
k+1

Vj = Z CLjZ'Ti<I>.
=1

Os campos de vetores 7; sao ortogonais a M em S™ pois da Proposigao 0
campo de vetores V(y) =y, y € M, é paralelo na conexao normal de M em
Rn—f—l e

(15(2), V(@) = {3, V() = 0,

Mais ainda, 7n; ¢ paralelo pois ¢ uma combinacao linear, com coeficientes
constantes, de vetores paralelos, 1 < j < k. Assim, M tem fibrado normal
globalmente flat. Fazendo uma prova andloga a feita na demonstracao do
Corolario 4.4 garantimos a existencia de uma base ortonormal {r;, -+, 7}
de autovetores paralelos do endomorfismo autoadjunto B*B com autovalores
constantes o; = |5, ]|*, 1 < j < k. Assim sendo, as aplicagbes de Gauss
octonianas 7,,,- -+, Yy, sao autoaplicacoes do Laplaciano com autovalores
dados por 7 — k + oy, ---, 7 — k + o}, respectivamente. n

A imagem da aplicagao de Gauss de superficies minimas e com curvatura
média constante no espaco Euclidiano é um tdépico classico de estudo em
geometria diferencial. E bem sabido que se a imagem da aplicacao de Gauss
de uma superficie minima completa de R? estd contida em um hemisfério de
S? entao a superficie é um plano. E possivel definir, a aplicacao de Gauss
de uma hipersuperfice minima orientdvel M da esfera S"*!' com campo de
vetores normal unitdrio n como a aplicacio de Gauss usual v : M — S**1,
v(x) =n(z), v € M.

E. De Giorgi [I7] e, independentemente J. Simons [42] provaram que se
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M é compacta e y(M) pertence a um hemisfério aberto de S"™! entao M
¢ uma hiperesfera totalmente geodésica de S"™!. Como consequencia dos
Teoremas e [4.9] obtemos aqui um resultado similar para subvariedades
com vetor curvatura média normalizado paralelo de codimensao arbitraria
(em particular as minimas) de S7: (Ver Teorema 1.4 de [7]).

Teorema 4.11. Seja M uma subvariedade compacta com vetor curvatura
média normalizado paralelo ﬁ = hn de codimensao 1 < k <5 da esfera S’
tal que n € um autovetor de B*B. FEntao, a imagem da aplica¢ao de Gauss

octoniana 7y, nao estd contida em um hemisfério aberto de S°.

Demonstracao. Seja n segao normal unitaria de M como no enunciado do
Teorema. Assumamos que a imagem da aplicacao v, estd contida em um
hemisfério aberto de S® centrado no vetor v. Entao, (y,(z),v) > 0 para todo
r € M. Como M é compacta entdo existe uma vizinhanca U de v em S°
tal que (7v,(x),w) > 0 para todo x € M e para todo w € U. Claramente,
em U podemos escolher 7 vetores linearmente independentes wy, ..., w;. Da
igualdade (i) do Teorema segue que cada funcao f; = (y,, w;) é su-
perharmonica, 1 < i < 7. Assim, como M é uma subvariedade compacta,
portanto f; é constante e, Af; = 0. Além disso, o coeficiente de v, em
(i) é ndo nulo, temos novamente de (i) que f; é identicamente zero. Con-
cluimos que em cada ponto x € M o vetor nao nulo 7,(z) é ortogonal a
7 vetores linearmente independentes em um espaco vetorial de dimensao 7,
contradicao. O]

Corolario 4.12. Seja M wma hipersuperficie compacta e orientdvel de S*,
para k = 3, 4, 5, 6, T com curvatura média constante e n campo de veto-
res normal unitdrio de M em S*. Entdo, a imagem da aplicacio de Gauss

octoniana 7y, nao estd contida em um hemisfério aberto de S°.

No Teorema [4.13| estudamos as imagens das aplicagoes de Gauss de su-
perficies minimas compactas e orientaveis das esferas S¥, k = 3,4, 5,6, 7. Este
resultado estende o Teorema 10 de [§], no caso minimo.

Uma esfera totalmente geodésica T de dimensao 5 da esfera S C T1S7 é
determinada por um hiperplano Pr passando pela origem de T;S7. Dizemos

que as esferas totalmente geodésicas Ty, Ty, - -+ ,T; de dimensao 5 de S°® sdo
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linearmente independentes, 1 < j < 7, se os vetores normais que correspon-
dem aos hiperplanos Pr,, -+, Pr; sao linearmente independentes em S7. O
conjunto T3 U- - -UT; divide a esfera S® em 27 componentes conexas chamadas

2/-ortantes. Em particular, se j = 1, os 2/-ortantes sdo hemisférios.

No Teorema a seguir S¥, k = 3, 4, 5, 6, 7, é uma subvariedade total-
mente geodésica de ST, {(y,- -, (7_} um referencial ortonormal paralelo do
fibrado normal S* em S7 e suas respetivas aplicacoes de Gauss octonianas
sao denotadas por @», 1=1,---7—k.

Teorema 4.13. Seja M uma superficie minima compacta e orientdvel da
esfera S*, k=3, 4, 5, 6, 7 e n secio normal unitdria de M em S*. Consi-
derando as aplicagoes de Gauss octonionicas y, : M — S°® e fl M — S8, i =

1,---7—k. temos que as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) Parai=1, ---, T—k, as imagens de v(M) e G;(M) estio contidas em
um 27 -ortante de S°, definido por certas esferas totalmente geodésicas
linearmente independentes Ty, - -+, T; de S°.

ii)
J i j
W(M)CﬂTl e Q(M)CﬂTl, para todo 1 <i<7—k.
I=1 I=1

i) Seja {vy,---,v;} uma base de

(On)

e seja H a dlgebra de Lie gerada pelos campos de Killing Vi, -+, V...
Entdo, H ¢ uma subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie do grupo de iso-
metrias de M. Particularmente, dim(Iso(M)) > j.

Demonstragao. Assumamos que as imagens 7, (M) e fZ(M) i=1,---, 7k
estao contidas em um 2/ —ortante de S°, entao, existem vetores linearmente
independentes {vq,--- ,v;} de T1S7 tais que

<7777Ul> 2 07 € <§iavl> 2 0
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paratodo 0 <1 < jel <1 <r. Entao, pelo Teorema 4.8

Ay, v) = (D), v0) = —(k = L+ [1Sy[1*) (g, v1) <0,

A(G, o) = (A(G), v) = —(k — 1){{,u) < 0.

Deste modo, as fungdes (7, ;) e ((;,v;) sdo superharménicas em M, conse-
quentemente (7,,v;) = 0= (¢, v;). Isto é,

J J
M) (T e GM)c(T
=1

=1

Isto prova que i) é equivalente a ii). A equivaléncia entre ii) e iii), segue das
igualdades (v,,v) = (n,Vy,) e (G, v) = (Ci, Vi) Note ainda que os campos
Vi, € Vi, sdo de Killing em S7 e Vi, » Viy,] também é um campo de Killing
de S7. O

Uma consequéncia imediata do Teorema anterior é que se um dos itens (e
portanto todos) é satisfeito entao a caracteristica de Euler da hipersuperficie
M de SF é zero.

Depois de estudar hipersuperficies com curvatura média constante na es-
fera S” em [8] os autores estudam as hipersuperficies com curvatura média
constante no espaco projetivo complexo CP?, isto é, definem uma aplicacio
de Gauss de hipersuperficies de CP* \ CP?. No Teorema 17 de [§] eles en-
contram o Laplaciano e mostram a relagao entre o Laplaciano da aplicacao
de Gauss e as hipersuperficies de CP* \ CP? com curvatura média constante.
No Teorema |4.14] estendemos este resultado para hipersuperficies do espaco
projetivo complexo CP?.

Consideremos o espaco projetivo complexo CP? como o quociente da es-
fera unitdria S” pela acao de Hopf de S!, com a métrica “Fubiny-Study”, de
modo que a projecio 7 : S7 — S7/S! = CP? é uma submersio Riemanniana.

Pela Proposicio 16 de [8] sabemos que se CP* é o cut locus de 7(1) € CP?

entdo existem campos de Killing Z;,---,Zs de CP? que sao linearmente
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independentes em todo ponto de N := CP? \ CP?. Consideremos o espaco
projetivo complexo CP? como uma subvariedade totalmente geodésica de
CP? de codimensdo real 2 que estd contida em N = CP?\ CP?, neste caso

diremos que CP? est4 fora do cut locus de 7(1).

Definimos a translacao

I':T(CP*\CP?) — R®
(.T,’U) = (<Zl(ZB),U>, ) <Z@(.CE),U>),

¢ usamos a notacdo I'y(v) para denotar I'(z,v). E ficil ver que para cada

x € CP?\ CP? fixado, I', ¢ um isomorfismo linear.

Seja M uma hipersuperficie orientavel de um espaco projetivo CP? fora
do cut locus de CIP*\ CPP?, e seja 7 um campo normal unitério de M em CP?

entao definimos a aplicacao de Gauss de M por

y:M — RS
r — [y(n(x)).

Teorema 4.14. Seja M uma hipersuperficie orientdvel de um espac¢o proje-
tivo complexo CP* fora do cut locus de (1) em CP®. Entdo, a aplicacio de
Gauss de M satisfaz

A(y) = =3T,(grad(H)) — (6 + || BI*)7,

onde H ¢ a curvatura média de M. Em particular, uma hipersuperficie ori-
entdvel M do espaco projetivo complezo CP* fora do cut locus de (1) tem
curvatura média constante se e somente se a aplicacao de Gauss de M sa-
tisfaz

A(y) = =6+ 115,]*)7.

Demonstracdo. Seja 1 campo normal unitério de M em CP?. Fixemos um
ponto x € M e consideremos uma base ortonormal {n(z),(;(z),((z)} do
espaco ortogonal a M em CP? no ponto z, isto é, (;(x), (3(x) sdo normais a

CP? em CP’. Inicialmente mostraremos que 7 é um autovetor do endomor-
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fismo autoadjunto Ricy; e que Ricy;(n(z)) = 6n(z). Definamos a isometria

J:T,CP® — T,CP?

v = dmzi0,

onde a projecio 7 : ST — CP? é uma submersao Riemanniana, # estd na
fibra de z e © é o levantamento horizontal de v em #. E fdcil ver que J é
uma isometria linear bem definida de T,CP3. Pelo tensor de curvatura de
CP? temos, para todo campo tangente X de M, que

R(n, X)Gi(x) = 2(n, J(X))J (¢) (),

i =1,2. Logo, (R(n, X)(;, X) = 0. Portanto,

Ricar(n(x)) = Riem(n,n)n
= (Ric(n) — (R(n,C1)n, C1) — (R0, ¢2)n, C2))n
= 06nm,

Por outro lado, note que o endomorfismo autoadjunto da segunda forma
funtamental satisfaz B*B(n) = ||B||?n e que a se¢ao normal unitdria n é
paralela em CIP?, Proposicao . A demonstracao segue do Corolério[3.6, [

4.3 Aplicacoes de Gauss por translacao em

espacos simétricos

O proposito principal desta secao é aplicar os resultados do Capitulo [3| em
outros espagos ambiente ao espago Euclideano. A aplicagao de Gauss de
hipersuperficies definida por translacao tem sido estudada por diferentes au-
tores em diferentes tipos de variedades Riemannianas. Por exemplo, em
grupos de Lie com métrica bi-invariante [19], em certos espagos homogéneos
[6], em espagos simétricos [41], em variedades Killing paralelizaveis [20], na
esfera ST com a multiplicagdo octoniana [7] e [8]. Claramente, é possivel
estender muitos dos resultados desses trabalhos, contudo nos focaremos so-
mente em espacos simétricos notando que os resultados podem ser abordados

o1



de maneira natural nos outros espacos ambiente.

4.3.1 Construcoes e definigoes

Nesta secao seguimos as construcoes e notagoes em espacos homogeéneos e

espagos simétricos de [6] e [41].

Seja N um espaco simétrico, entao N pode ser visto isometricamente
como um quociente

G/K={2K |z € G},

onde G é um grupo de Lie munido com uma métrica pseudo bi-invariante
e K é um subgrupo de fechado de G. Precisamente, o grupo de Lie G é a
componente conexa da identidade do grupo de Lie ISO(N) de isometrias
de N e K é o grupo de isotropia para algum p € N, fixado. A métrica
Riemanniana sobre G/K = {zK | z € M} é definida de modo que a projegao
7 : G — G/K é uma submersao pseudo-Riemanniana e a pseudo-métrica
bi-invariante de G é um multiplo de forma de Killing de G, ver [30] e [41].

O conjunto de vetores verticais de cada x € G da submersao 7 : G —
G/K, ¢ o subespago T, (zK) de T,G, e o conjunto de vetores horizontais em
r é (T,(zK))*. Denotaremos por [, a isometria linear definida sobre vetores

horizontais em x, isto é,

Lo = A1, iyt * Te(@K)" = Trny G/K.

A multiplicagao a esquerda define uma acao natural p: G x G/K — G/K
do grupo de Lie G sobre a variedade G /K. Isto é, para cada g € G,

p(g, tK) = m(Ly()),

onde L, denota a translacdo a esquerda de g em G (a translacao a direita
¢ denotada por R,.) Em vista que a projecao é uma submersao pseudo Rie-
manniana e que a pseudo métrica sobre G é bi-invariante segue que esta agao
é isométrica.

O campo de agao de G/K determinado por cada V' € g é denotado por
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¢(V) e definido como segue

V) o= lerp(tV), pleo

Entao, para cada p = 2K temos que

V) = rleap(tV)e)los

= Lr(Rueap(tV))) s

= (dﬂ->w<dRz)ev

E fécil ver que o fluxo ¢; de ¢(V) é ¢(-) = p(exp(tV),-). Em particular, isto
mostra que o campo de ac¢ao ((V') é um campo de Killing sobre G /K.
Definimos a aplicagao de transla¢ao I' : T(G/K) — g, em p € G por
I T(G/K) — g
v = (dRy1).0 (v),
onde g ¢ a algebra de Lie de G.

Proposicao 4.15. Para cada p € G/K, a transformagdo linear
Iy T,(G/K) — g
estd bem definida e preserva produto interno.

Demonstragdo. Se x,y € 7 '(p) entdao y = Ri(r) para algum k € K.
Entao, para qualquer vetor horizontal v € T,G observamos que [,(v) =
(dm)y(dRg)s(u) = 1,((dRg)4(v)), pois Ry, preserva horizontalidade. Note que
[(dRy).] ™" = (dRy-1)y = (dRy-1,),y, entao,

(dRy1)sl, ' (v) = (dRy1):[(dR)z] 1L, (v)
= (dRy=1)o(dRy—1,)yl, " (v)
= (dRy-1),l, " (v)

Portanto, I', estd bem definida. Pela definigdo da métrica em G/K é claro

que I', preserva produto interno. L]
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4.3.2 Aplicacoes de Gauss por translacao

Nesta secao assumiremos que as dimensoes dos grupos de Lie G e K, sao
respectivamente n +r + k e k, com r > 1.

Definicao 4.16. Seja M uma variedade imersa isometricamente em um
espago simétrico G/K. Cada campo de vetores normal e unitdrio n sobre M

define uma aplicacao de Gauss por translagao dada por

777 M = Sn+r+k71

p — LIyn(p)).

No teorema a seguir, calculamos o Laplaciano das aplicacoes de Gauss
dadas por translagoes de vetores normais paralelos sobre subvariedades de

espagos simétricos.

Teorema 4.17. Seja M uma variedade de dimensao n isometricamente
imersa em um espago simétrico G/K de dimensao n + r e seja n um campo

de vetores paralelo de M. Entao, a aplicacao de Gauss v, satisfaz

~Aly,) = T, (ngrady(H,n)+ BB(n) + Rick (n))

Y0 (H V) )V

onde {Vi, -+, Viirir} € uma base ortonormal da dlgebra de Lie g de G e
CV1), -+, ((Vpsrik) sao seus campos de agao.

Demonstracdo. Seja n um campo de vetores normal de M que é paralelo e
unitario e Vi, ---, V,4,4, uma base ortonormal de g. O Laplaciano de 7,
satisfaz

n+r+k n+r+k

_A(%l) = Z A(%}’V»Vi = - Z A, ¢(Vi))Vi
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Assim, pelo Lema [3.6] temos que, em um ponto p € M,

n+r+k

Ay ()= Y (nlgrada (H ), (Vi) + (Riedy (n), (V) Vi + (B*B(n), (V7))

#n(H,V,¢00)) Vi

n+r+k

=1, (ngrady(H.m) + Ricyy(n) + B*B(m) +nY_ (H.V,LV)V.

O

Lembremos que uma subvariedade M imersa isometricamente em uma
variedade Riemanniana N tem vetor curvatura média normalizado paralelo
se localmente existe um vetor unitario e paralelo n tal que ﬁ = an. Uma
condicao natural a ser estudada é quando esta condi¢ao equivale a subvarie-
dade ter vetor curvatura média paralelo. No resultado a seguir mostramos
justamente que isto acontece se o Laplaciano da aplicacao de Gauss dada

pela translacao de depende somente dos endomorfismos autoadjuntos da

H|
segunda forma fundamental e de Ricci normal sobre M.

Corolario 4.18. Seja M uma subvariedade imersa de dimensdo n de um
espago simétrico G/K de dimensdo n + r. Se M tem vetor curvatura média
normalizado e = hn com n definido globalmente entao a aplicagao de
Gauss v, satisfaz

A(y,) =-T <ngmdM||ﬁ|| + B*B(n) + Ricﬁ(n)) .
Em particular, se ﬁ # 0, M € uma subvariedade com vetor curvatura média
paralelo nao nulo se e somente se o Laplaciano da aplicacao de Gauss dada
pela translagao de n = % satisfaz

A(yy) = =T (B*B(n) + Ricy (1)) -

Particularmente, uma subvariedade M do espaco Euclidiano com vetor

curvatura média normalizado paralelo nao nulo tem vetor curvatura média
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paralelo se e somente se
—A(n) = B*B(n),

onde n = %

Corolario 4.19. Seja M uma variedade de dimensao n imersa isométrica-
mente em um espago simétrico G/K de dimensao n + r. Se M tem vetor
curvatura média normalizado = hn, as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

i)y M — Srtr+k=l < g ¢ uma aplicacdo harmoénica;

ii) m € um autovetor do endomorfismo
B*B + Ricy; : N(M) — N(M);

i) O Laplaciano da aplicagao vy, satisfaz

A7) (p) = =185 () I + Rica (n(p)))1m(p),
onde Ricy(n(p)) = Rica(n(p), n(p))-

O corolario anterior mostra a equivaléncia entre o problema de harmoni-
cidade das aplicagoes de Gauss com um problema algébrico dos autovetores
do endomorfismo autoadjunto B*B + Ricy;.

No teorema a seguir mostramos que as orbitas principais de agoes polares
provéem exemplos onde o operador autoadjunto B*B ¢é diagonalizavel por
vetores normais paralelos com autovalores constantes.

O Teorema do toro maximal (ver Teorema 4.1 de [3]) garante que a in-
tersecao dos toros maximais de um grupo de Lie compacto G com as orbitas
da agao por conjugacao

GxG —- G
(g,2) — gzg™ ",

é ortogonal. Diante disso, a agao por conjugacao é um exemplo de agao polar.
Relembramos a defini¢ao de agao polar a seguir:
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Definicao 4.20. Uma acdo isométrica de um grupo de Lie compacto G sobre
uma variedade Riemanniana completa M € dita uma acao polar se existe uma
subvariedade imersa, completa e conexa Y, chamada secdo, que intersecta

todas as orbitas da a¢ao e a intersecao de ¥ com as orbitas € ortogonal.

A representacao adjunta de um grupo de Lie compacto Ad : G x g — g,
definida pela derivada na origem da acao por conjugacao a, ¢ um exemplo
bésico de uma acao polar. E bem sabido que as Orbitas principais da agao
por conjugacao sao variedades isoparamétricas do espago Euclidiano corres-
pondente g.

Uma agao natural sobre o espago simétrico G/K é a acao isotrépica pelo
subgrupo K, isto é, u(k, gK) = kgK. Os “flat maximal” do espago simétrico
G/K sao justamente as segoes desta agao.

As 6rbitas G(x) de uma agao p de um grupo de Lie G em uma variedade
Riemanniana N sao subvariedades imersas de N. Ora, se a agao p é polar

entao o fibrado normal das érbitas principais é globalmente flat.

Seja p: G x N — N uma agao polar sobre uma variedade Riemanniana
N. Fixando g € G, denotemos por puf : N — N a aplicagao determinada por
p(-) = u(g,-). Para cada n € T;-G(x) definimos o campo normal equivarian-
te 1) por
(g, 7)) = d(p?)an.

E facil ver que 77 é um campo normal bem definido. Para aspectos bésicos

de agoes isométricas veja [3].

Teorema 4.21. Seja i : G X N — N wma acao polar sobre uma variedade
Riemanniana N. Entdo o endomorfismo autoadjunto B*B das orbitas prin-
cipais G(x) é diagonalizdvel por campos de vetores paralelos com autovalores
constantes.

Demonstragao. Fixemos x € N, seja {m(x), -+ ,n,(z)} uma base de autove-
tores do operador autoadjunto B* B definido no espaco normal T;- M. Como

¢ uma agao polar segue que os campos normais equivariantes correspondentes

ni(p(g, x)) = d(p?)ami(),
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com ¢ =1, ---,r, sao paralelos. Mostraremos que de fato estes campos dia-
gonalizam B*B em todo ponto. Fixemos 7; e 7, na base escolhida. Sejam
{vi, -+, v} e {wy, ---, w,} bases ortonormais de T,G(z) que diagonali-
zam as segundas formas fundamental S, ;) e Sy, (2), Tespectivamente, isto é,
So@) (Vi) = Av; e Sy, () (w;) = osw;. Escrevemos agora uma base em termos
da outra:
v; = alwy +---alw,, i=1, -7

Por outro lado, ¢ facil ver que S, (u(g,2)) = dp,gSm(I)dp,g_l (Proposicao 3.78 de
[3]) e que paratodoi = 1, --- | n, os campos definidos por V;(u(g, z)) = dudv;
e Wi(u(g, x)) = dpdw; sdo autovetores de S5, e Sp, com autovalores constantes

iguais a \; e 0;. Consequentemente,
(S, Sa) = Z(Sﬁz(%% Sa (Vi)

- ZZ i ( W)>

=1 j=1

= > > al(Su(Vi), Sa (W)

i=1 j—l

= ZZ (AiVi, 05W5))

i=1 j=1

— zn:zr:ag)\igj<vi>wj>v

i=1 j=1

como todos os termos aj-, Ni, 05 € (v;, w;) sdo constantes temos que (Sg,, S5, )

¢ constante ao longo de G(z), para todo n;(x) e ni(z). Ou seja,

<B B(m) Mk > <Sm(96)>snk($)> = 5lk<sm(w)7s77k(fﬂ)>-

Isto é,

B*B(i) = 1551
para todoz =1, ---, r. O]
Corolario 4.22. Se o endomorfismo de Ricci de uma orbita principal de

uma a¢ao polar i : G x G/K sobre um espaco simétrico G/K € ortogonal e a
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orbita € uma subvariedade minima entdao existe uma base paralela do fibrado

normal tal que suas aplicagoes de Gauss por translagao sao harmonicas.

Para finalizar mencionaremos alguns exemplos onde o endomorfismo de

Ricci normal de uma subvariedade é ortogonal.

Lembremos que se N é uma variedade Riemanniana com curvatura sec-

cional constante k£ entao o tensor de curvatura é determinado por

Por conseguinte o endomorfismo de Ricci normal de uma subvariedade M é
ortogonal e satisfaz

Ricu (n(p)) = (nk)n(p),
para todo n(p) € TpLM-

Em grupos de Lie compactos semisimples com métrica bi-invariante, nos
espacos projetivos complexos CP" ou mais geralmente em variedades de Eins-
tein as subvariedades de codimensao 2 tem endomorfismo de Ricci normal
ortogonal e para qualquer campo normal unitario n de M é satisfeito que

Ricy (n(p)) = (Ric(n) — kp(n,7))n(p),

onde nt é um vetor normal unitario normal a M e ortogonal a n(p), k,(n, %)
é a curvatura seccional do plano gerado por n(p) e n*(p). Note ainda que se
N é um espaco simétrico simplesmente conexo indecomponivel entao N é

uma variedade de Einstein (ver [1§]).

Na secao anterior construirmos autoaplicacoes octonianas do Laplaciano
sobre subvariedades isoparamétricas minimas de S”. A continuacao ilustra-
mos que, de maneira andloga, existem aplicacoes de Gauss por translagao,
como espaco simétrico, que sao autoaplicagoes em subvariedades isoparamé-

tricas minimas das S”.

Teorema 4.23. Se M ¢ uma subvariedade isoparamétrica compacta e minima
da esfera S* = O(n+ 1)/O(n), de dimensdo k < n. Entao, existe uma base
ortonormal {ny, -+, Nu—r} paralela do fibrado normal de M tal que as res-
pectivas aplicagoes de Gauss por translagcdo vy, -+, Yy, , - M — ST C o(n)
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sao autoaplicagcoes do Laplaciano, onde o(n) € a dlgebra de Lie do grupo
ortogonal de isometrias de R™™' e ¢ = dim(o(n)) — 1.

Por fim, observamos que um resultado andlogo ao Teorema aqui é
igualmente valido supondo a hipétese natural sobre as normas das segundas
formas fundamentais e o endomorfismo de Ricci normal (veja por exemplo
[26]), isto é, Ricas(n;) > —||Sy, |-
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