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Resumo

Equações de evolução determinam o comportamento das distribuições partônicas com a mu-
dança das variáveis x de Bjorken, que se relaciona com o inverso da energia do centro de massa
ao quadrado s, e o Q2, virtualidade ou momentum transferido. Essas distribuições aparecem
nas funções de estrutura, importantes no cálculo de seção de choque. Apresentamos o modelo
partônico simpli�cado e uma revisão de diversas equações de evolução já propostas: as equações
lineares DGLAP e BFKL, e as equações não lineares com correções de sombreamento GLR,
AGL e a BK. Analisamos com maior profundidade o método da transformada de Mellin e o
das curvas características para a solução das equações diferenciais de DGLAP e AGL, respec-
tivamente. Objetivando ressaltar as diferenças e características fundamentais entre cada uma,
notamos a falta de uma uni�cação bem como de uma solução completa das equações não line-
ares, impossibilitando a de�nição de distribuições partônicas e funções de estrutura em todo o
espectro de x e Q2.
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Abstract

Evolution equations determine the behavior of partonic distributions changing the variables x of
Bjorken, related with the reverse of the energy squared s, and Q2, the virtuality or transferred
momentum. These distributions appear in the structure functions, very relevant for the cross
section calculations. We present in this work the simpli�ed partonic model and a review of
some relevant evolution equatios: the linear equations DGLAP and BFKL, and the non linear
equations with shadowing corrections GLR, AGL and BK. We have analyzed in more detail
the method of Mellin transform and the method of characteristics curves for the solution of the
di�erential equations appearing in DGLAP and AGL, respectively. With the aim to emphasize
the fundamental characteristics of each equation, we have noticed the absence of a uni�cation
as well as a complete solution for the non linear evolution equatios, which prevents one to have
partonic distributions and structure functions de�ned all over the spectrum of x and Q2.
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1 Introdução

Equações de evolução determinam o comportamento da distribuição de pártons (quarks e
glúons) dentro de um hádron em função do x de Bjorken, proporcional ao inverso do quadrado
da energia, e da escala de resolução. Esse fator de resolução, denominado Q2, tem relação
com a energia com a qual o hádron é sondado. No caso do DIS (Deep Inelastic Scattering),
um fóton emitido por um elétron sonda um próton, e Q2 é chamado de virtualidade do fóton
(transferência de 4-momentum entre os estados inicial e �nal do elétron). Quando a energia (e
o Q2) das colisões aumenta, diferentes estruturas podem ser observadas, por um fóton ou outra
partícula de sonda, sendo possível então analisar interações cada vez mais fundamentais. As
equações existentes modelam tais estruturas para diferentes regiões de energia, e busca-se uma
modelagem que seja válida no maior espectro energético possível.

O objetivo principal do trabalho é apresentar um panorama das equações de evolução
gluônicas existentes para a modelagem da cromodinâmica quântica, usando seus graus de li-
berdade. Partindo da DGLAP (Dokshitzer�Gribov�Lipatov�Altarelli�Parisi) [1],[2],[3] , uma
equação linear adequada para eventos de energias medianas (comparado com as energias atu-
ais), salientaremos as diferenças de tratamento feitas em equações lineares mais complexas,
como a BFKL (Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov) [4],[5],[6]. Em regiões de alta energia (da or-
dem de TeV), as principais correções feitas em relação à DGLAP são as chamadas correções de
sombreamento (CS ou shadowing), que diminuem a solução assintótica da evolução (a função
DGLAP vai a in�nito muito rapidamente para altas energias, e viola o teorema da unitariedade)
e dão origem a termos não lineares. Estudaremos as equações não lineares GLR-MQ [7],[8],
AGL[9],[10],[11] e BK[12],[13], salientando suas diferenças e aplicabilidade.

O trabalho está dividido da seguinte forma: a parte 1 contém os formalismos básicos para
entender a cromodinâmica quântica em altas energias, com uma breve revisão das variáveis
fundamentais relativísticas e o modelo de pártons simpli�cado. Na parte 2, apresentaremos
duas equações lineares, a DGLAP e a BFKL, dando ênfase no método de resolução da DGLAP
no limite DLA. As equações não lineares estão descritas na parte 3, juntamente com uma breve
introdução sobre as correções de sombreamento. Demos ênfase novamente na solução assintótica
de uma das equações, a AGL, através do método das curvas características, também utilizado
para resolver as demais equações não lineares em alguns limites. No Apêndice deste trabalho
deduzimos as condições de unitariedade para a amplitude de espalhamento e seções de choque.
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Parte I

QCD em Pequeno x

2 Variáveis Cinemáticas

2.1 Variáveis de Mandelstam

Figura 2.1: Espalhamento profundamente inelástico

Um problema de espalhamento profundamente inelástico (DIS) pode ser exempli�cado pela
Figura 2.1. Um lépton (elétron, por exemplo) de 4−momentum k emite um fóton de momentum
q = (k− k′), sendo k′ o momentum �nal do lépton. Um hádron que se desloca com momentum
total P interage com o fóton e um estado �nal X com momentum P ′ é produzido. O DIS
é caracterizado por uma grande transferência de momentum (profundo) e pela formação de
diversas partículas no estado �nal (inelástico), e pode ser usado para revelar a estrutura de
hádrons como o próton, por exemplo.

De acordo com a notação da Figura 2.1, de�nimos as variáveis de Mandelstam da seguinte
forma [14]

s ≡ (P + k)2, (2.1a)

t ≡ (k − k′)2, (2.1b)

u ≡ (k − P ′)2, (2.1c)

onde a raiz quadrada de (2.1a) é a energia do centro de massa do sistema, e as variáveis
relacionam-se através de

s+ t+ u = m2 +m
′2 +M2 +M2

X , (2.2)

onde m e m′ são as massas do projétil inicial e espalhado, respectivamente, M é a massa do
alvo eMX a massa das partículas �nais produzidas. As variáveis de Mandelstan são invariantes
de Lorentz, ou seja, não dependem do referencial utilizado, e por isso são de extrema utilidade
na física de colisão de partículas.
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2.2 Formalismo do Cone de Luz

Nas coordenadas do cone de luz, um vetor 4-dimensional u = (u0, u1, u2, u3) é de�nido como
[15]

u = (u+, u−, ~u⊥), (2.3)

onde
u+ ≡ u0 + u3, u− ≡ u0 − u3 e ~u⊥ ≡ (u1, u2). (2.4)

Nesse formalismo, a componente u+ faz o papel da componente temporal da notação usual
relativística (u0), e algumas propriedades são

u2 = u+u− − ~u⊥
2, (2.5a)

u · v =
1

2
u+v− +

1

2
u−v+ − ~u⊥ · ~v⊥. (2.5b)

A teoria de perturbação do cone de luz foi desenvolvida como uma alternativa à teoria
de perturbação convencional. Assim como da última se deduzem as regras de Feynman da
Cromodinâmica Quântica para amplitudes de espalhamento, se deduzem da primeira as regras
LCPT [16](do inglês 'Light Cone Perturbation Theory '), usadas para o mesmo �m. As regras
LCPT reproduzem os resultados encontrados com as regras de Feynman, e se tornam mais
práticas nos cálculos de espalhamento por haver uma separação clara entre as componentes
paralelas e perpendiculares ao movimento das partículas.

2.3 Variáveis de Altas Energias

Em processos de espalhamento, buscam-se sempre variáveis invariantes frente a transformações
de Lorentz, pois não irão depender do referencial escolhido. Partindo de três momenta inde-
pendentes (Fig. 2.1): P µ, representando o momentum do alvo, kµ o momentum do projétil e
k
′µ o momentum do projétil espalhado, podemos de�nir

Q2 ≡ −q2, (2.6a)

xBj ≡
Q2

2P · q
, (2.6b)

y ≡ P · q
P · p

, (2.6c)

ν ≡ P · q
M

(2.6d)

onde xBj é o x de Bjorken. No espalhamento profundamente inelástico (DIS), as variáveis Q2,
ν e MX são muito maiores do que as massas das partículas envolvidas. Podemos entender a
virtualidade de uma partícula como o quanto do seu momentum ao quadrado se desvia da sua
massa de repouso. No caso do fóton, que não possui massa, sua virtualidade é o próprio Q2,
que também de�ne a escala de resolução transversa [17]

x⊥ ≈
1

Q
, (2.7)

ou seja, para alto Q, o fóton resolverá distâncias cada vez menores. Podemos também reescrever
(2.6b) em termos da energia do centro de massa do sistema γ∗p (γ∗ representando o fóton
virtual)

xBj ≈
Q2

W 2 +Q2
, (2.8)

sendo W a energia do centro de massa desse novo sistema, e �ca evidente que pequenos valores
de xBj correspondem a altos valores de energia (do centro de massa), para Q2 �xo.
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De�niremos também a rapidez Y de uma partícula com massa m, energia do centro de
massa

√
s e momentum transverso ~p⊥, de�nida como[14]

√
s ≡

√
m2 + p2

⊥ coshY, (2.9)

uma variável bastante utilizada por ser transformada de forma aditiva quando há uma aumento
na energia (boost).
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3 Introdução à Cromodinâmica Quântica

Antes de entender como a cromodinâmica quântica (QCD) modela as interações partônicas em
hádrons, que são objetos que interagem via força forte, vamos apresentar algumas características
fundamentais dessa teoria. A QCD é uma teoria não abeliana invariante frente a transformações
de calibre no SU(3), o grupo especial de transformações unitárias com determinante igual a 1.
Ela explica a interação forte entre os campos fermiônicos dos quarks através do acoplamento
com bósons de spin 1 denominados glúons, que possuem 8 variações. Os glúons são objetos
bicolores, sendo cor a carga de troca da força forte, similar a carga elétrica na eletrodinâmica
quântica, e devido a isso podem acoplar-se a si mesmo e também modi�car a carga de cor dos
quarks, que possuem somente uma cor. Além da cor, os quarks também possuem outro grau
de liberdade, o sabor, que junto com a carga elétrica é invariante frente a interações fortes.

Uma outra propriedade interessante é de que a carga de cor não é constante, mas diminui
a medida que o momento transferido Q2 aumenta, devido ao processo de renormalização da
teoria. Considerando as correções de primeira ordem no propagador do glúon no processo de
renormalização [21], a constante de acoplamento da força forte αs renormalizada, com carga de
cor efetiva gef

αs(Q
2) ≡ gef

4π
, (3.1)

pode ser dada por

αs(Q
2) =

1

βo ln(Q2/Λ2)
(3.2)

onde βo é de�nido por
βo ≡ (11Nc − 2Nf ) /12π (3.3)

onde Nf é o número de sabores de quark. Para Nf = 6 e Nc = 3, βo ≈ 0, 56. O fator Λ é
denominado parâmetro de escala da QCD, e deve ser determinado experimentalmente. Apesar
da di�culdade de medida, espera-se que Λc esteja no intervalo 100MeV < Λc < 500MeV [26].

Usando Nf = 6, temos que βo é positivo e, para altas transferências de momentum
(Q2 > 1 GeV), a constante de acoplamento αs → 0, comportamento conhecido como liberdade
assintótica. Nesse regime, os pártons no interior do hádron atuam como partículas quase-livres,
de acordo com o limite de Bjorken, e pode ser usada teoria de perturbação.
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4 Modelo de Pártons

A descrição de hádrons como um conjunto de partículas elementares pontuais, os pártons, que
podem ser quarks ou glúons, surgiu após a proposta de que há uma invariância de escalamento
nas funções de estrutura hadrônicas (W1 e W2)[18], que estão presentes no tensor de vértice
hadrônico [19]

Wνµ =

(
−gνµ +

qνqµ
q2

)
W1 +

1

M2

(
Pν −

Pq

q2
qν

)(
Pµ −

qP

q2
qµ

)
W2, (4.1)

presente na seção de choque de um espalhamento profundamente inelástico [20]

dσ

dudt
=

4πα2

s2t2
MLνµW

νµ =
4πα2

s2t2
1

s+ u
[−(s+ u)tMW1 − usνW2] , (4.2)

onde Lνµ é o tensor do vértice leptônico e α a constante de acoplamento eletromagnética.
No limite de Bjorken, quando Q2, ν → ∞, essa invariância indica que as funções de

estrutura passam a depender somente de x

lim
Q2,ν→∞

MW1(Q2, ν)⇒ F1(x), (4.3a)

lim
Q2,ν→∞

νW2(Q2, ν)⇒ F2(x). (4.3b)

A partir do escalamento, o modelo de pártons se fundamenta em duas hipóteses básicas:

1. Em um referencial de momentum in�nito (P → ∞), os hádrons interagem como um
conjunto de partículas pontuais e carregadas, com momentum paralelo ao hádron e fração
de momentum x, tal que

∑
i

xiP = P .

2. A seção de choque do espalhamento inelástico lépton-hádron é a soma das probabilidades
(e não das amplitudes) das seções de choque elásticas lépton-párton.

As hipóteses acima só possuem sentido em um referencial onde o momentum do hádron
seja muito maior do que a massa e o momentum transverso das partículas. Em tal sistema,
a dilatação temporal relativística faz com que o párton possa ser tratado como uma partícula
livre, já que o intervalo temporal entre as interações partônicas se torna muito maior do que a
da interação fóton-párton. O DIS no modelo partônico está representado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Espalhamento profundamente inelástico no modelo de pártons

De�nindo qi(xi) como a probabilidade de um párton do tipo i com momentum xiP ser
encontrado no hádron, obtemos as relações

Ni =

∫ 1

0

qi(xi)dxi,
∑
i

∫ 1

0

xiqi(xi)dxi = 1, (4.4)

onde Ni é o número de pártons do tipo i. A seção de choque para o processo descrito na Fig.4.1,
em termos das variáveis de Mandelstam, �ca

dσlepton−hadron

dtdu
=
∑
i

∫ 1

0

qi(x)
dσlepton−parton

dtdu
dx (4.5)

A seção de choque elástica do espalhamento lépton-pártons pode ser escrita [21]

dσ

dtdu
=

2πα2ε2i
t2

xi

(
s2 + u2

s2

)
δ(t+ xi(s+ u)), (4.6)

sendo εi a carga fracionária do párton. Colocando (4.2) e (4.6) em (4.5), e usando a aproximação
de momentum in�nito e o limite de Bjorken, encontra-se, para um párton de spin 1/2 [22]

2xF1(x) = F2(x), F2(x) =
∑
i

xε2i qi(x). (4.7)

Para um párton de spin 0,

F1(x) = 0, F2(x) =
∑
i

xε2i qi(x). (4.8)

Para determinar o spin dos pártons experimentalmente, foi introduzida uma razão Rγ

Rγ =
W2

W1

(
1 +

ν2

Q2

)
− 1. (4.9)

No limite de Bjorken, para uma partícula de spin 0, Rγ →∞. Para uma partícula de spin
1/2, no mesmo limite, Rγ → 0. Segundo os resultados experimentais de [23], pártons com spin
1/2 seriam mais consistentes com o modelo. Isso indica que os pártons seriam férmions e, como
o grupo unitário de simetrias usado para descrever os hádrons é o mesmo para os quarks, o
SU(6), concluiu-se que se tratavam de quarks. Dessa forma, as funções qi(x) podem ser escritas
como i(x) ou ī(x) para quarks de sabor i = u (up), d (down), s (strange), b (bottom), c (charm)
e t (top) ou seus antiquarks ū, d̄, s̄, b̄, c̄ e t̄.

Os quarks no interior do hádron são classi�cados de duas formas: os quarks de valência,
que reproduzem os números quânticos do hádron, e os quarks de mar, que são pares virtuais de
quark e antiquark produzidos através do propagador da interação forte e possuem os números
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quânticos do vácuo. No caso de prótons (p) e nêutrons (n), as contribuições de quarks mais
pesados são desprezíveis, e podemos modelá-los apenas em função de u, d e s. Utilizando as
relações (4.7):

F j
2 = x

(
2

3

)2

[uj(x) + ūj(x)] + x

(
1

3

)2

[dj(x) + d̄j(x)] + x

(
1

3

)2

[sj(x) + s̄j(x)], (4.10)

onde j = p ou n. Como o próton e o nêutron fazem parte de um dubleto de isospin, podemos
considerar up(x) = dn(x) ≡ u(x), bem como dp(x) = un(x) ≡ d(x). As funções dos quarks u e
d são separadas em uma parte de mar s e outra de valência v

u(x) = us(x) + uv(x), d(x) = ds(x) + dv(x). (4.11)

Enquanto que as funções para s e os antiquarks só possuem componentes de mar e, pelo fato
de suas massas serem similares, podemos usar

us(x) = ūs(x) = ds(x) = d̄s(x) = s(x) = s̄(x) ≡ S (4.12)

Usando as relações acima, podemos reescrever (4.10)

F p
2 = x

1

9
(4uv + dv) +

4

3
S (4.13a)

F n
2 = x

1

9
(uv + 4dv) +

4

3
S (4.13b)

A partir de resultados experimentais das funções de estrutura dos núcleons F p,n
2 (x) [24][25],

obteve-se que, para x → 0, os quarks de mar predominam e a probabilidade de encontrá-los
no núcleon cresce com o inverso de x. Ou seja, na região de altas energias há uma forte
predominância dos quarks de mar.

Figura 4.2: Modi�cações na função de estrutura com a interação partônica [21].

Na Figura 4.2, está exempli�cado como a evolução dos pártons modi�ca as funções de
estrutura F2 (4.13) em um núcleon. Nos dois primeiros cenários da Figura 4.2 (a e b), o núcleon
seria formado somente por um ou três quarks de valência, cada um com uma fração igual de
momentum, e a função de estrutura apresenta somente um pico. Na medida em que occorrem
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interações entre os quarks de valência, através de glúons, o momentum se distribui Fig. 4.2c,
mas a função de estrutura ainda apresenta um máximo em x = 1/3. No último cenário,
acrescenta-se a contribuição dos quarks de mar formados através de pares quark-antiquark,
carregando frações ainda menores do momentum total, e há um crescimento na função de
estrutura para valores menores de x.
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Parte II

Equações Lineares

5 DGLAP

5.1 Quebra de Escalamento e as equações DGLAP

A QCD perturbativa prevê a quebra de escalamento das funções de estrutura, o que também é
encontrado experimentalmente[27]. Para entender como funciona essa quebra, relembremos a
escala de resolução transversa, de�nida em (2.7). Para um fóton de momentum Q2

1 interagindo
com um quark, qi(x,Q

2
1) representa a probabilidade de que o quark tenha fração de momentum

x. Se aumentarmos o momentum do fóton Q2
2 > Q2

1, a escala de resolução diminui, e o fóton é
capaz de detectar mais pártons com frações de momentum x′ < x, e teremos que qi(x,Q

2
1) >

qi(x,Q
2
2) ou qi(x

′, Q2
1) < qi(x

′, Q2
2). Dessa forma, tanto as distribuições partônicas quanto as

funções de estrutura passam a depender também de Q2

F2(x)→ F2(x,Q2) (5.1)

Para analisar a dependência de Q2 nas funções de estrutura, é útil separá-las em compo-
nentes simétrica e antissimétrica em relação à troca de sabor. De�nimos a função não singleto
de sabor

∆ff̄ (x,Q2) ≡ qf (x,Q2)− qf̄ (x,Q2), (5.2)

e a função singleto de sabor

Σ(x,Q2) ≡
∑
f

[
qf (x,Q2) + qf̄ (x,Q2)

]
, (5.3)

onde f̄ representa um antiquark de sabor f . A evolução da função não singleto (5.2) leva em
conta apenas a evolução dos quarks, pois a aniquilação de glúons gera distribuições iguais de
quarks e antiquarks, e pode ser escrita

Q2∂∆ff̄ (x,Q2)

∂Q2
=
αs(Q

2)

2π

∫ 1

x

Pqq(z)∆ff̄ (x/z,Q2)
dz

z
. (5.4)

Em (5.4) são introduzidas as funções de desobramento Pij [2], que representam a probabi-
lidade de um párton j com fração de momentum x′ se transformar em um párton i com fração
de momentum x, sendo z ≡ k+/k

′+ (Figura 5.1) na notação do cone de luz. Como a função
não singleto não considera a contribuição dos quarks de mar, e portanto dos glúons, somente
a função Pqq aparece em sua evolução. A participação gluônica é levada em conta nas funções
singleto (5.3), cuja evolução pode ser escrita juntamente com a distribuição gluônica G(x,Q2)

Q2 ∂

∂Q2

(
Σ(x,Q2)
G(x,Q2)

)
=
αs(Q

2)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
Pqq(z) PqG(z)
PGq(z) PGG(z)

)(
Σ(x/z,Q2)
G(x/z,Q2)

)
(5.5)

17



Figura 5.1: Uma das correções de mais baixa ordem contribuindo para a distribuição de quarks.

Figura 5.2: Representação em diagrama das funções de desdobramento (5.6)[2] (lado esquerdo)
e grá�co das funções de desdobramento PGq e PqG para Nf = 6 e Nc = 3 em função de z (lado
direito).

As funções de desdobramento em (5.4) e (5.5) são:

Pqq(z) = CF

[
1 + z2

(1− z)+

+
3

2
δ(1− z)

]
, (5.6a)

PGq(z) = CF
1 + (1− z)2

z
, (5.6b)

PqG(z) = Nf

[
z2 + (1− z)2

]
, (5.6c)

PGG(z) = 2Nc

[
z

(1 + z)+

+
1− z
z

+ z(1− z)

]
+

11Nc − 2Nf

6
δ(1− z), (5.6d)

onde

CF =
N2
c − 1

2Nc

(5.7)

é o operador de Casimir na representação fundamental de SU(Nc) [28](Nc = 3 é o número de
cores da cromodinâmica quântica), construído a partir dos geradores do grupo de simetria ta

N2
c−1∑
a=1

tata = CF . (5.8)

Em (5.6), a notação (1− z)+ é de�nida por [31]∫ 1

x

1

(1− z)+

f(z)dz ≡
∫ 1

x

1

1− z
[f(z)− f(1)] + f(1) ln(1− x)dz. (5.9)
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Na Figura 5.2 mostramos os diagramas associados a cada função de desdobramento e o
comportamento de duas delas (Pqq e PGG não possuem signi�cado sem integração) em função
de z. Quando z = 0, o momentum do glúon (k′− k) da Figura 5.1 é máximo, e também temos
um máximo (uma divergência) em PGq, o que signi�ca que a chance de encontrar um glúon
na função de onda do quark é máxima. Também notamos que PqG não varia muito entre o
máximo e o mínimo (z = 1) do momentum gluônico.

As distribuições (5.4) e (5.5) são conhecidas como as equações de evolução Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP). A versão de eletrodinâmica quântica foi obtida por
Gribov e Lipatov [1], enquanto que a versão para a QCD foi obtida independentemente por
Altarelli e Parisi [2] e Dokshitzer [3]. Nas próximas seções, introduziremos métodos para resolver
as equações. A evolução DGLAP prevê, para um dado x, a 'quantidade' de partículas portando
fração x do momentum do hádron em função de Q2. A emissão de glúons, como na Figura 5.1,
é o primeiro tipo de correção ao modelo de pártons livre, e também pode ser representada na
forma de uma cascata (ou escada) gluônica (Figura 7.1b), nas quais os glúons possuem seus
momenta ordenados.

5.2 Solução geral das equações DGLAP

Mostraremos como resolver as equações DGLAP pelo método da transformada de Mellin, como
originalmente proposto em [29]. De�nimos o momento fω(Q2) da função de distribuição f(x,Q2)
através da transformada de Mellin

fω(Q2) ≡
∫ 1

0

f(x,Q2)xωdx, (5.10)

e a sua inversa,

f(x,Q2) =

∫ a+i∞

a−i∞
fω(Q2)x−ω−1 dω

2πi
, (5.11)

onde o parâmetro a é ajustado tal que o caminho da integração esteja à direita de todas as
singularidades de fω.

Então, a solução das equações DGLAP (5.4) e (5.5) no espaço de momentum �ca

Q2∂∆ff̄
ω (Q2)

∂Q2
=
αs(Q

2)

2π
γqq(ω)∆ff̄

ω (Q2) (5.12)

e

Q2 ∂

∂Q2

(
Σω(Q2)
Gω(Q2)

)
=
αs(Q

2)

2π

(
γqq(ω) γqG(ω)
γGq(ω) γGG(ω)

)(
Σω(Q2)
Gω(Q2)

)
(5.13)

Em (5.12) e (5.13), γij(ω) são as chamadas dimensões anômalas, de�nidas por

γij(ω) ≡
∫ 1

0

Pij(z)zωdz. (5.14)

Para obter as dimensões anômalas de DGLAP, basta substituir as equações (5.6) em
(5.14). As soluções de (5.12) e (5.13) são obtidas trivialmente, dadas as condições iniciais
∆ff̄ (x,Q2

o), Σ(x,Q2
o) e G(x,Q2

o):

∆ff̄
ω (Q2) = exp

[∫ Q2

Q2
o

αs(Q
′2)

2π
γqq(ω)

dQ′2

Q′2

]
∆ff̄
ω (Q2

o), (5.15)

(
Σω(Q2)
Gω(Q2)

)
= exp

[∫ Q2

Q2
o

αs(Q
′2)

2π

(
γqq(ω) γqG(ω)
γGq(ω) γGG(ω)

)
dQ′2

Q′2

](
Σω(Q2

o)
Gω(Q2

o)

)
. (5.16)
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5.2.1 Aproximação de Duplo Logaritmo (DLA)

A aproximação de duplo logaritmo é feita no regime Q2 � Q2
o, sendo Q

2
o a escala inicial da

evolução, e podemos aproximar

αs ln
1

x
ln
Q2

Q2
o

≈ 1. (5.17)

Para uma alta transferência de momentum, os termos relevantes nas integrais das Eqs.
(5.4) e (5.5) serão para z pequeno, e as únicas funções relevantes em (5.6) são

PGq(z)

∣∣∣∣
z�1

≈ 2CF
z
, PGG(z)

∣∣∣∣
z�1

≈ 2Nc

z
. (5.18)

Usando a aproximação da equação (5.18), chegamos em uma distribuição de glúons para
Q2 grande

Q2∂xG(x,Q2)

∂Q2
=
αs(Q

2)Nc

π

∫ 1

x

x′G(x′, Q2)
dx′

x′
, (5.19)

onde rede�nimos z = x/x′.
Para resolver (5.19), usa-se novamenteo o método da transformada de Mellin apresentado

no início da seção 5.2, e se obtém

xG(x,Q2) =

∫ a+i∞

a−i∞
exp

{
ω ln

1

x
+

∫ Q2

Q2
o

αs(Q
′2)Nc

πω

dQ
′2

Q′2

}
Gω(Q2

o)
dω

2πi
, (5.20)

onde Gω(Q2
o) é a condição inicial. Usando a expressão para a constante de acoplamento depen-

dente de Q2 (3.2), a integral em Q2 de (5.20) �ca

Nc

πωβo

∫ Q2

Q2
o

1

ln(Q2′/Λ2
QCD)

dQ2′

Q2′
=

Nc

πωβo
ln

[
ln(Q2/Λ2

QCD)

ln(Q2
o/Λ

2
QCD)

]
. (5.21)

Para resolver (5.20), já integrada em Q2, podemos de�nir as seguintes funções (para
abreviação da notação)

P (ω, x,Q2) ≡ ω ln
1

x
+

Nc

πβoω
ρ(Q2), (5.22)

com

ρ(Q2) ≡ ln

[
ln(Q2/Λ2

QCD)

ln(Q2
o/Λ

2
QCD)

]
= ln

αs(Q
2
o)

αs(Q2)
. (5.23)

Desta forma, e também usando P (ω, x,Q2) = P (ω) apenas por redução de notação, (5.20)
pode ser reescrita

xG(x,Q2) =

∫ a+i∞

a−i∞
eP (ω)Gω(Q2

o)
dω

2πi
. (5.24)

Como a solução dependerá fortemente das condições iniciais (Gω(Q2
o)), elas precisam

ser conhecidas exatamente. Porém, para x muito pequeno podem ser feitas aproximações, e
usaremos, nesse caso, a aproximação do ponto de sela. A aproximação consiste em encontrar
um ω (ωsp) tal que a primeira derivada do expoente de (5.24) se anule, e então expandir o
expoente em torno de ωsp. Temos

dP (ω)

dω

∣∣∣∣
ω=ωsp

= ln
1

x
− Nc

πβoω2
sp

ρ(Q2) = 0, (5.25)

⇒ ωsp = ±

√
Nc

πβo

ρ(Q2)

ln(1/x)
, (5.26)
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onde usaremos ωsp positiva. Expandindo P (ω) em série de Taylor

P (ω) = P (ωsp) + (ω − ωsp)P
′
(ωsp) + (ω − ωsp)2P

′′
(ωsp) + (ω − ωsp)3P

′′′
(ωsp) + . . . (5.27)

onde o número de linhas (P
′
, P

′′
, . . . ) denota a ordem da derivada em ω.

Usaremos a aproximação até o termo quadrático da expansão

P (ω) ≈ P (ωsp) + (ω − ωsp)P
′
(ωsp) + (ω − ωsp)2P

′′
(ωsp) = P (ωsp) + (ω − ωsp)2P

′′
(ωsp), (5.28)

e depois mostraremos que o termo cúbico é desprezível nos limites considerados. Assumindo
que Gω(Q2

o) varia lentamente com ω, podemos tirá-la da integral (5.24) aproximando Gω(Q2
o) ≈

Gωsp(Q
2
o). Fazendo a = ωsp e de�nindo uma nova variável de integração ω − ωsp ≡ iw, (5.24)

pode ser reescrita

xG(x,Q2) ≈ eP (ωsp)Gωsp(Q
2
o)

∫ ∞
−∞

e−P
′′

(ωsp)w2/2dw

2π
. (5.29)

Integrando em w e substituindo

P
′′
(ω) =

2Nc

πβoω3
ln

[
ln(Q2/Λ2

QCD)

ln(Q2
o/Λ

2
QCD)

]
, (5.30)

obtemos a função de distribuição gluônica na aproximação do ponto de sela

xG(x,Q2) ≈
Gωsp(Q

2
o)√

4π

{
Nc

πβo
ln

ln(Q2/Λ2
QCD)

ln(Q2
o/Λ

2
QCD)

}1/4(
ln

1

x

)−3/4

e
2

√
Nc
πβo

ln
ln(Q2/Λ2

QCD
)

ln(Q2
o/Λ

2
QCD

)
ln 1
x

. (5.31)

Analisando a largura típica da integral (5.29)

ω − ωsp ∼ [P
′′
(ωsp)]

−1/2, (5.32)

o termo cúbico na expansão de P (ω) em série de Taylor pode ser escrito

P
′′′

(ωsp)(ω − ωsp)3 ∼ P
′′′

(ωsp)[P
′′
(ωsp)]

−3/2. (5.33)

Derivando (5.30) novamente em relação a ω e substituindo na parte direita de (5.33), o
termo cúbico

P
′′′

(ωsp)(ω − ωsp)3 ∼ [ρ(Q2)]−1/4

(
ln

1

x

)−1/4

(5.34)

é desprezível na região de x pequeno e Q2 alto, como queríamos demonstrar.
Um resultado simpli�cado da equação DGLAP pode ser obtido tomando o limite de x

pequeno e mantendo a αs constante, independente de Q. Usando os mesmos métodos apresen-
tados nessa seção, podemos obter uma distribuição de glúons (5.19) da forma

xG(x,Q2) ∼ exp

(
2

√
αsNc

π
ln
Q2

Q2
o

ln
1

x

)
. (5.35)

Na Figura 5.3 apresentamos a forma do crescimento (em unidades arbitrárias) da função
(5.35) em função de Q2 para diferentes valores de x, usando Q2

o = 103 (1 GeV). Podemos ver
que as soluções crescem cada vez mais rapidamente quando x diminui.
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Figura 5.3: Evolução DGLAP DLA com αs = 0.1 e Nc = 3 para diferentes valores de x.

Voltando ao resultado (5.31), podemos ver que a função, para x pequeno, cresce mais
rapidamente do que qualquer potência de ln 1/x devido ao termo exponencial, mas mais len-
tamente do que 1/x, partindo de uma condição inicial não singular. Devido aos vínculos de
unitariedade (ver Apêndice A), espera-se que as distribuições de glúons, bem como as funções
de estrutura, não cresçam inde�nidamente. Logo, as equações DGLAP não caracterizam pro-
priamente a região de muito baixo x, apesar de poderem ser usadas para altos valores de Q2.
Outras dinâmicas e correções serão apresentadas nas próximas seções.
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6 BFKL

6.1 A Equação BFKL e o Pomeron

Figura 6.1: Dinâmica BFKL [17].

A primeira equação de evolução proposta para baixas energias foi a Balitskii-Fadin-Kuraev-
Lipatov (BFKL) [4],[5],[6], representada pela Figura 6.1. Diferentemente da DGLAP, não se
precisa assumir que lnQ2 � 1, apenas �xa-se um valor de Q2 e trabalha-se no regime x → 0.
Por causa disso, na expansão em logaritmo dominante (LLA) o parâmetro a ser somado em
séries de potência �ca

αs ln
1

x
∼ 1, com lnQ2 � ln 1/x. (6.1)

No lado esquerdo da Figura 6.1, um hádron é representado por N pártons e, ao sofrer
um boost (aumento de energia e velocidade), um ou mais pártons têm maior probabilidade de
emitir novos pártons (lado direito da �gura), aumentando a densidade do hádron. A equação
BFKL, então, evolui em x e pode ser escrita na forma

∂N(x, k2
⊥)

∂ ln(1/x)
= αSKBFKL ⊗N(x, k2

⊥), (6.2)

onde N(x, k2
⊥) é a amplitude de espalhamento, que pode ser interpretada como o número de

pártons, e k⊥ é o momentum transverso do párton na escada partônica. KBFKL é o núcleo
(kernel) de uma transformada integral, de�nido por [4],[5]∫

KBFKL(l, q)f(~q⊥)d2q⊥ ≡
1

π

∫ [
f(~q⊥)− l2⊥

2q2
⊥
f(~l⊥)

]
d2q⊥

(~l⊥ − ~q⊥)2
, (6.3)

onde l é o momentum inicial do glúon (Figura 6.2). A equação de evolução BFKL também
pode ser escrita na forma integral

∂G(~l⊥, ~l′⊥, Y )

∂Y
=
αsNc

π2

∫ [
G(~q⊥, ~l′⊥, Y )− l2⊥

2q2
⊥
G(~l⊥, ~l′⊥, Y )

]
d2q⊥

(~l⊥ − ~q⊥)2
, (6.4)

onde Y ≡ ln(s|~x1,⊥||~x2,⊥|) (Figura 6.2) com condição inicial

G(~l⊥, ~l′⊥, Y = 0) = δ2(~l⊥ − ~l′⊥). (6.5)
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Figura 6.2: Representação diagramática da equação BFKL na forma integral [30].

A função G(~l⊥, ~l′⊥, Y ) é chamada de função de Green da equação BFKL, e descreve a
propagação de dois glúons no canal t, sendo representada pela caixa na Figura 6.2. A troca
destes dois glúons com os números quânticos do vácuo foi estudada por Low [32] e Nussinov
[33], e é a forma mais simples de representar o Pomeron, um único objeto que explicaria essa
interação, que poderia ter dois ou mais glúons. As contribuições do Pomeron na amplitude de
espalhamento e na seção de choque total do processo são, respectivamente,

M ∼ sα(t) e σtot ∼ sα(0)−1, (6.6)

onde α(t) é chamada de trajetória ou momento angular do Pomeron, e é frequentemente usada
na forma expandida [34]

α(t) ≈ α(0) + α′t. (6.7)

No lado esquerdo da Figura 6.2 esquematizou-se a interação partônica entre dois glúons, e
no lado direito estão as contribuições para tal esquema. No primeiro termo da direita, o círculo
cheio é um vértice de Lipatov, que representa a soma sobre todos os diagramas de emissão de
glúons. O segundo termo do lado direito simboliza todos os tipos de correções virtuais, aquelas
em que o glúon emitido não está no estado �nal (diagramas em loop e cruzados).

Analisando a seção de choque da troca de Pomeron mais correções representadas na caixa
da �gura 6.2, pode-se de�nir a função distribuição de glúons não-integrada da BFKL:

Φ(x, k2
⊥) =

αsCF
π

∫
d2x⊥

∫ 1

0

dz|Ψ(~x⊥, z)|2

×
∫

(2− e−i~l⊥·~x⊥ − ei~l⊥·~x⊥)G(~k⊥,~l⊥, ln 1/x)
d2l⊥
l2⊥

. (6.8)

A diferença entre a distribuição de glúons não integrada e a distribuição de glúons
(xG(x,Q2)), é de que a primeira 'conta' o número de glúons com momentum k⊥ e fração
de momentum do hádron x, enquanto que a segunda conta o número de glúons com momentum
menor do que Q. As duas se relacionam pela equação

Φ(x, k2
⊥) =

∂xG(x,Q2)

∂ lnQ2

∣∣∣∣
Q2=k2

⊥

(6.9)

6.2 Solução Geral da Equação BFKL

A solução geral da equação BFKL é dada pela expansão sobre as autofunções do kernel (6.3),
que são do tipo[6]

l
2(γ−1)
⊥ einφl , (6.10)
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onde γ é um número complexo qualquer, análogo à dimensão anômala da DGLAP, φl é o ângulo
entre ~l⊥ e um eixo qualquer, e n um número inteiro. De�nindo γ ≡ 1/2 + iν, ν real, a solução
geral �ca

G(~l⊥, ~l′⊥, Y ) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞
−∞

exp

[
αsNc

π
χ(n, ν)Y

]
l−1+2iν
⊥ l

′−1−2iν
⊥ ein(φ−φ′) dν

2π2
, (6.11)

onde [6]

χ(n, ν) = 2ψ(1)− ψ
(

1 + |n|
2

+ iν

)
− ψ

(
1 + |n|

2
− iν

)
, (6.12)

é o autovalor das autofunções do operador kernel e

ψ(z) =
d

dz
lnΓ(z) =

∫ 1

0

tz−1 − 1

t− 1
dt+ ψ(1), (6.13)

com z ≡ ei(φq−φl).
Devido à complexidade da equação (6.11), mostraremos como resolvê-la na aproximação

de duplo logaritmo, assim como na DGLAP, e pela aproximação de difusão, nas próximas
seções, segundo os métodos utilizados em [30].

6.2.1 Aproximação de Duplo Logaritmo

Para inferir algumas propriedades da função χ(n, ν), �xaremos ν = 0 (para eliminar a parte
imaginária). Analisando χ(n, 0):

χ(n, ν)

∣∣∣∣
ν=0

=

∫ 1

0

t
|n|−1

2
+iν + t

|n|−1
2
−iν − 2

1− t
dt

∣∣∣∣
ν=0

(6.14a)

χ(n, 0) = 2

∫ 1

0

t
|n|−1

2 − 1

1− t
dt. (6.14b)

Como t varia de 0 a 1, a maior contribuição da integral em (6.14b) ocorrerá quando n = 0,
e portanto, será mantido apenas o primeiro termo na soma sobre n em (6.11),

G(~l⊥, ~l′⊥, Y ) ≈
∫ ∞
−∞

exp

[
αsNc

π
χ(0, ν)Y

]
l−1+2iν
⊥ l

′−1−2iν
⊥

dν

2π2
(6.15a)

≈
∫ ∞
−∞

exp

[
αsNc

π
χ(0, ν)Y + 2iνln

l⊥
l
′
⊥

]
dν

2π2l⊥l
′
⊥
. (6.15b)

Na aproximação de duplo logaritmo, considera-se o caso em que l⊥ � l
′

⊥, e o logaritmo
em (6.15b) é grande. O ponto de sela da integral em (6.15b) é

ν ≈ i

2
− i

√
αsNc

π

Y

ln(l2⊥/l
′2
⊥)
. (6.16)

Expandindo a exponencial em (6.15b) em torno do ponto de sela e integrando

G(~l⊥, ~l′⊥, Y ) ≈ 1

2π3/2l2⊥

(
αsNcY

π ln3(l2⊥/l
′2
⊥)

)1/4

exp

[
2

√
αsNc

π
Y ln(l2⊥/l

′2
⊥)

]
. (6.17)

Portanto, a seção de choque das interações partônicas segundo a evolução BFKL, para x
pequeno, cresce da forma

σDLABFKL ∼ exp

[
2

√
αsNc

π
Y ln(l2⊥/l

′2
⊥)

]
. (6.18)
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Podemos notar a semelhança nas exponenciais de (6.18) e (5.35), fazendo as relações
Y ∼ ln 1/x e ln l2⊥/l

′2
⊥ ∼ lnQ2/Q2

o. No lado esquerdo da Figura 6.3, mostramos a evolução em
escala arbitrária da seção de choque (6.18) para diferentes valores de l⊥ (somente l na legenda),
mantendo l

′2
⊥ = 106 (eV) e evoluindo em x. Podemos perceber que, para x muito pequeno, a

evolução torna-se aproximadamente linear.

Figura 6.3: Evolução do termo dominante da solução DLA BFKL em escala arbitrária para
diferentes valores de l2⊥.

6.2.2 Aproximação de Difusão

Essa aproximação pode ser utilizada quando l⊥ ∼ l
′

⊥. Utilizando a maior contribuição de
χ(n, ν) será para n = 0, podemos expandir a função em torno do ponto de sela para ν = 0, e
pode-se obter

χ(0, ν) ≈ 4 ln 2− 14ζ(3)ν2, (6.19)

sendo ζ(z) a função Zeta de Riemann. Usando (6.19) em (6.15b), se obtém a aproximação de
difusão para a BFKL[6]

G(~l⊥,~l
′

⊥, Y ) ≈ 1

2π2l⊥l
′
⊥

√
π2

14ζ(3)αsNcY
exp

[
(αP − 1)Y − π ln2(l⊥/l

′

⊥)

14ζ(3)αsNcY

]
, (6.20)

onde

αP − 1 =
4αsNc

π
ln 2 (6.21)

é o intercepto do Pomeron da BFKL (6.6). Quando x é pequeno, o termo dominante em (6.20)
é o primeiro na exponencial, e teremos que a seção de choque das interações partônicas crescerá
da forma

σ ∼ e(αP−1)Y ∼
(

1

x

)αP−1

. (6.22)

Quando resolvemos a equação DGLAP em DLA, observamos que a solução crescia mais
lentamente do que 1/x, e mesmo assim viola o limite de unitariedade. No caso da solução (6.18)
o comportamento é semelhante, e em (6.22) o crescimento é mais rápido do que 1/x devido
ao expoente positivo, ou seja, a solução de difusão da BFKL cresce mais rapidamente do que
a DGLAP DLA, para x pequeno. Podemos ver que a condição (A.7) não é respeitada em
nenhuma das soluções analisando a probabilidade da troca de um ou mais pártons, dependente
do parâmetro de impacto b

p ∼ s∆e−2mπb, (6.23)
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onde ∆ é um número positivo (número de pártons) e mπ a massa do píon (hádron mais leve).
Quando o parâmetro de impacto se aproxima do raio do disco onde a interação é importante,
R, a probabilidade tende a 1, e temos que

R ∼ ∆

2mπ

ln s. (6.24)

Logo, a seção de choque dos processos via interação forte deve respeitar [35]

σtot ≤
π∆2

2m2
π

ln2 s, (6.25)

o que claramente não é o caso das duas soluções aproximadas para a BFKL.
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Parte III

Equações Não Lineares

7 Correções de Sombreamento e a Equação GLR

7.1 Recombinação Partônica

As chamadas correções de sombreamento se referem à situação em que ocorre uma diminuição
da seção de choque nuclear. Sem as CS, a seção de choque nuclear cresce linearmente com
a massa A do núcleo, sendo proporcional também à seção de choque dos nucleons. Com as
correções, surge um fator menor do que um no expoente de A, e o crescimento é mais lento[36].
Um dos modelos que tentam descrever esse fenômeno é o da recombinação de pártons, que trata
da sobreposição de pártons dentro do nucleon em altas energias (x ≤ 0.1).

Na recombinação partônica as hipóteses do modelo de pártons deixam de ser válidas,
pois haverá sobreposição e interação entre os pártons. Considerando um nucleon de raio ro,
massa M , momentum P e velocidade V , seu comprimento longitudinal relativístico será ∆L ≈
2ro/γVN = 2roM/P , enquanto que um párton com fração de momentum x em seu interior terá
comprimento longitudinal ∆l ≈ 1/xP . A sobreposição dos pártons no nucleon ocorre quando
∆l > ∆L, ou seja, quando x < 1/2roM [37],[7]. Nesse regime, os pártons não fazem mais parte
de um nucleon especí�co, mas do núcleo como um todo, e interagem com os demais pártons.
Nessa interação, podem ocorrer processos de recombinação, o que diminui o número total de
quarks e glúons.

7.2 A equação GLR

O processo de shadowing aparece como uma correção nas equações DGLAP, que são acrescidas
de termos não lineares que consideram a recombinação partônica entre quarks glúons. Essas
equações modi�cadas foram obtidas por Gribov, Levin e Ryskin (GLR) [7] e Mueller e Qiu [8].
No limite DLA (5.17), a equação modi�cada para a distribuição gluônica nuclear �ca [8]

∂2xG(x,Q2)

∂ ln(1/x)∂ lnQ2
=
αSNc

π
xG(x,Q2)− 4π3

(N2
c − 1)Q2

α2
s(Q

2)N2
c

π2
x2G(2)(x,Q2), (7.1)

onde G(2)(x,Q2) é uma função de correlação que descreve a probabilidade de dois glúons se
sobreporem, dada por [8]

x2G(2)(x,Q2)

A
=

9

8

A

πR2
A

[
xG(x,Q2)

]2
, (7.2)

onde RA é o raio nuclear ou o raio efetivo de distribuição dos glúons, se usarmos a correlação
apenas para um nucleon (A = 1).
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Normalizando xG e substituindo (7.2) em (7.1), obtem-se a equação GLR (nuclear)

∂2xG(x,Q2)

∂ ln(1/x)∂ lnQ2
=
αsNc

π
xG(x,Q2)− 81

16

α2
s(Q

2)

Q2

A

R2
A

[
xG(x,Q2)

]2
. (7.3)

Para a distribuição de glúons no nucleon, a equação GLR �ca

∂2xG(x,Q2)

∂ ln(1/x)∂ ln(Q2)
=
αsNc

π
xG(x,Q2)− α2

sN
2
c

8Q2R2

[
xG(x,Q2)

]2
. (7.4)

Na Figura 7.1, mostramos dois exemplos de recombinação de pares de glúons, gerando ao
�nal apenas um vértice gluônico.

Figura 7.1: (a)Exemplo de diagramas de recombinação de cascatas gluônicas considerados na
equação 7.3 [8]. (b) Representação esquemática da equação GLR-MQ, com o termo das cascatas
gluônicas da DGLAP menos o termo de recombinação[7].

A equação GLR introduz o fator de escala Qs, primeiramente proposto sendo proporcional
a 1/xλ[38] (λ > 0). A curva de Qs separa a região de saturação, e a equação GLR está de�nida
somente sobre essa curva (Q2 = Q2

s). A solução da equação pode ser obtida na aproximação
semiclássica [7], através do método das curvas características que será apresentado na próxima
seção. Por esse método, as soluções levam à redução e saturação da distribuição gluônica, mas
fora da região de validade da equação GLR.
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8 AGL: A Equação Generalizada

A equação Ayala-Gay Ducati-Levin (AGL) foi proposta no formalismo de Glauber[10], no qual
se trata a partícula de interação virtual como um par de glúons, separados por uma distância r⊥
(Figura 8.1). O par de glúons interage através da troca de diagramas do tipo escada (Figura 7.1
e Figura 8.1), e em altas energias pode se considerar que a quantidade r⊥ se mantém constante.
Partindo da condição (A.6) e dos vínculos de unitariedade de A(s,~b⊥)→ A(x, r⊥, b), sendo b o
parâmetro de impacto e σggn a seção de choque do par de glúons com o alvo (núcleon), a fórmula
para a distribuição de glúons é dada por [10],[11]:

xG(x,Q2) =
4

π2

∫ 1

x

dx′

x′

∫ ∞
4/Q2

d2r⊥
πr4
⊥

∫ ∞
0

2

{
1− exp

[
−1

2
σggn (x′, r2

⊥/4)S(b)

]}
d2b

π
. (8.1)

Figura 8.1: Interação no formalismo de Glauber[39].

Em (8.1), S(b) é a função per�l, e

σggn (x, r2
⊥/4) =

3π2αs
4

r2
⊥xG(x, 4/r2

⊥). (8.2)

Utilizando a parametrização gaussiana S(b) ∼ e−b
2/R2

(R = raio da área ocupada pelos
glúons) e derivando (8.1) em relação a y ≡ ln(1/x) e ξ ≡ ln(Q2/Q2

o) (Qo escala inicial), se
obtém a equação AGL

∂2xG(y, ξ)

∂y∂ξ
=

2Q2R2

π2

[
C + ln(κG(x′, Q2)) + E1(κG(x′, Q2))

]
, (8.3)

κDGLAP (x,Q2) =
Ncαsπ

2Q2R2
xGDGLAP (x,Q2). (8.4)
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Em (8.3), C é a constante de Euler e E1 é a função exponencial integral, e κG determina a
intensidade da correção de sombreamento. Usando (8.4) e mantendo αs �xa, se chega em uma
equação para κG

∂2κG(y, ξ)

∂y∂ξ
+
∂κG(y, ξ)

∂y
=
Ncαs
π

[
C + ln(κG(x′, Q2)) + E1(κG(x′, Q2))

]
≡ F (κG). (8.5)

É possível notar que a equação (8.5) possui uma solução dependente somente de y, que
de�niremos por κa

dκa(y)

dy
= F (κa) (8.6)

A equação AGL foi obtida na região cinemática onde

αs ln

(
1

x

)
ln

(
Q2

Q2
o

)
≈ 1 (8.7)

com
αs ln(1/x) < 1, αs ln(Q2/Q2

o) < 1 e αs � 1

.
Se considerarmos valores não muito grandes de κ (κ < 1), em uma região onde as correções

de sombreamento não são tão importantes, o lado direito da equação (8.3) pode ser expandido
até termos de segunda ordem, e se recupera a equação GLR [39]

∂2xG(y, ξ)

∂y∂ξ
=
αsNc

π
xG(y, ξ)− α2

sN
2
c

8Q2R2
(xG(y, ξ))2. (8.8)

Os diagramas de 4a e 5a ordem, em αs, considerados na equação (8.3) para o espalha-
mento profundamente inelástico estão representados na Figura 8.2. Temos na Figura 8.2a a
contribuição da evolução DGLAP mais o próximo termo de correção, e nas demais os tipos de
emissão de 5a ordem, tendo na Figura 8.2c o diagrama que considera a interação dos glúons
com o alvo.

Figura 8.2: Diagramas de 4a e 5a ordem para o espalhamento profundamente inelástico[39].
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8.1 Aproximação Semiclássica

Seguiremos agora os passos propostos em [39] para resolver (8.3) na aproximação semiclássica,
considerando αs constante. Para a aproximação semiclássica, se fazem as seguintes de�nições:

κ ≡eS, tal que (8.9a)
∂S

∂y
≡ ω e

∂S

∂ξ
≡ γ, (8.9b)

com a condição
∂2S

∂ξ∂y
� ∂S

∂y

∂S

∂ξ
= ωγ. (8.10)

Temos
∂2κ

∂y∂ξ
=

∂2S

∂y∂ξ
eS +

∂S

∂y

∂S

∂ξ
eS ≈ ∂S

∂y

∂S

∂ξ
eS (8.11)

E a equação (8.4) �ca

∂S

∂y

∂S

∂ξ
+
∂S

∂y
= e−SF (eS) = ω(γ + 1) ≡ Φ(S) (8.12)

Para resolver (8.12), usaremos o método de Lagrange e Charpit[40] com duas equações
características, para equações diferenciais não lineares de primeira ordem com duas variáveis
independentes. De�nimos o funcional

F (ξ, y, S, γ, ω) ≡ ω(γ + 1)− Φ(S) = 0. (8.13)

Derivando em relação a ξ

dF

dξ
= Fξ + FS

dS

dξ
+ Fγ

dγ

dξ
+ Fω

dω

dξ
(8.14a)

= Fξ + γFS + Fγ
dγ

dξ
+ Fω

dω

dξ
, (8.14b)

com Fξ ≡
∂

∂ξ
F (ξ, y, S, γ, ω). Notando que

dω

dξ
= Syξ = Sξy =

dγ

dy
, (8.15)

temos

Fγ
dγ

dξ
+ Fω

dγ

dy
= −Fξ − γFS. (8.16)

De�nindo as curvas características sobre um parâmetro qualquer t:

Fγ ≡
dξ

dt
e Fω ≡

dy

dt
, (8.17)

obtemos
dγ

dt
= −Fξ − γFS. (8.18)

Derivando (8.13) em relação a y e realizando passos similares, obtemos para ω

dω

dt
= −Fy − ωFS. (8.19)

Paras S
dS

dt
= Sξ

dξ

dt
+ Sy

dy

dt
= γFγ + ωFω. (8.20)
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Logo, a partir das equações (8.13),(8.17),(8.18),(8.19) e (8.20), temos

dξ

dt
= ω,

dy

dt
= γ + 1 (8.21a)

dγ

dt
=
∂Φ

∂S
γ,

dω

dt
=
∂Φ

∂S
ω (8.21b)

dS

dt
=ω(2γ + 1). (8.21c)

Usando a segunda equação de (8.21a) para eliminar a dependência em t e (8.13) para
eliminar a dependência em ω, as equações (8.21) podem ser reescritas

dξ

dy
=

Φ(S)

(γ + 1)2
,

dS

dy
=

2γ + 1

(γ + 1)2
Φ(S), e

dγ

dy
=
∂Φ

∂S

γ

γ + 1
, (8.22)

com condição inicial

So = lnκo(yo, ξo), γo =
∂ lnκo(yo, ξ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξo

, (8.23)

onde αsyoξo ≤ 1 (xo su�cientemente pequeno) e κo =
Ncαsπ

2Q2R2
xG(x,Q2), com o xG da fórmula

de Glauber modi�cada, que considera a função de desdobramento PGG como em (5.6d), e não
no limite DLA (5.18)[39]. Para y grande, γ � 1 [10],[11], e podemos aproximar

dS

dy
≈ Φ(S) (8.24a)

dS

dy
≈ dξ

dy
→S − So ≈ ξ − ξo (8.24b)

A equação (8.24b) pode ser reescrita em termos de κ

d lnκ

dy
=

1

κ
F (κ)→ dκa

dy
= F (κa), (8.25)

onde recuperamos a solução assintótica (8.6) dependente apenas de y. Reescrevendo (8.24a)

ξ − ξo = ln
(κa
κ

)
(8.26)

Resolvendo a equação (8.6) ∫ κa(y)

κa(y=yo)

dκ′

F (k′)
= y − yo, (8.27)

temos que, para y � 1, F (κ)→ αsNc/π lnκ[10],[11] e a solução �ca

κa(y) ∼ αsNc

π
(y − yo) ln

(
αsNc

π
(y − yo)

)
. (8.28)

Para y pequeno, F (κ)→ αsNc/πy[10],[11] e a solução �ca

κa(y) = κa(yo)e
αsNc
π

(y−yo). (8.29)

Assim, para y � yo a forma de (8.26) será

ξ − ξo = ln

[
αsNc
π

(y − yo) ln
(
αsNc
π

(y − yo)
)

κa(yo)e
αsNc
π

(y−yo)

]
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⇒ ξ − ξo ∼ ln
αsNc

π
(y − yo) + ln ln

αsNc

π
(y − yo). (8.30)

Na Figura 8.3 mostra-se a comparação entre as evoluções DGLAP (GRV na legenda do
grá�co, presente na equação (8.4)), a da fórmula de Glauber modi�cada (MOD MF na legenda,
que representa a condição inicial (8.23)), AGL e GLR. A equação GLR é a única que prevê
saturação, e pode se prever que a solução da AGL tende ao valor assintótico para x pequeno
[10],[39]

xG =
2Q2R2

π2
ln
(xo
x

)
ln

[
αsNc

π
ln
(xo
x

)]
(8.31)

Figura 8.3: κ em função de ln(1/x) para diferentes valores de Q2 em diferentes evoluções[10].
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9 BK

À equação (6.2), que descreve a dinâmica BFKL, pode ser adicionado um termo não linear que
considera a recombinação partônica, da forma

∂N(x, k2
⊥)

∂ ln(1/x)
= αSKBFKL ⊗N(x, k2

⊥)− αs[N(x, k2
⊥)]2, (9.1)

onde N(x, k2
⊥) é novamente o número de pártons e, como se considera a recombinação de pares

de pártons, o termo não linear escala com N2. A equação de evolução (9.1) é conhecida como
Balitsky-Kovchegov (BK) [12],[13], e está representada na Figura 9.1, sendo o último termo do
lado direito devido à correção de sombreamento.

Figura 9.1: Dinâmica simpli�cada BK [17].

Um ponto importante da equação BK é o uso da representação de interação via dipolos,
que são pares de quark-antiquark. Sendo assim, o formalismo BK não utiliza os graus de
liberdade da Cromodinâmica Quântica, quarks e glúons, e sim esse novo objeto de�nido como
dipolo.

O espalhamento profundamente inelástico, representado no modelo de pártons na Figura
4.1, pode ser esquematizado no formalismo de dipolos pela Figura 9.2, que consiste em três
estágios principais[41]

1. Flutuação do fóton em um par quark-antiquark

2. Interação do dipolo com o alvo

3. Recombinação do dipolo em um méson ou fóton novamente
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Figura 9.2: Espalhamento profundamente inelástico no modelo de dipolos.

Uma vantagem do modelo é de que, para altas energias, o tamanho transverso do dipolo
x⊥ não é alterado durante a interação, o que facilita o cálculo da matriz de espalhamento. Além
disso, usando o formalismo do cone de luz é possível fatorizar a seção de choque do processo
γ∗ → A como o produto da função de onda do dipolo pela seção de choque do processo qq̄ →
A.

No caso das interações partônicas, as partículas que produzem os dipolos são os glúons. A
equação BK para a parte imaginária da amplitude de espalhamento N , sendo ~b⊥ o parâmetro
de impacto, pode ser escrita na forma

∂N(~x10,~b⊥, Y )

∂Y
=
αsNc

2π2

∫
N

(
~x12,~b⊥ +

~x20

2
, Y

)
+N

(
~x20,~b⊥ +

~x21

2
, Y

)
−N(~x10,~b⊥, Y )

−N
(
~x12,~b⊥ +

~x20

2
, Y

)
N

(
~x20,~b⊥ +

~x21

2
, Y

)
x2

10

x2
20x

2
21

d2x2, (9.2)

onde Y ≈ ln(sx2
⊥) ≈ ln(1/x) pode ser pensado como a rapidez do dipolo.

Podemos entender a equação (9.2) da seguinte maneira[13] um dipolo com cor total nula,
de tamanho transverso x10, decai em dois dipolos de tamanhos tranversos x12 e x20. Os dois
primeiros termos representam a interação de um desses dois novos dipolos com o alvo, enquanto
o outro é apenas espectador. O terceiro termo representa a recombinação dos dois dipolos
novamente em um dipolo de tamanho x10, que interage com o alvo. O quarto termo, não linear,
representa a evolução e interação dos dois dipolos com o alvo.

Na região de saturação, correspondente ao 'black disk ', quando o tamanho do dipolo é
muito grande, N → 1 (A.7). Nesse limite, percebemos que (9.2) gera uma solução estática,
∂N/∂Y = 0, que respeita o teorema da unitariedade.

A solução aproximada fora da região de saturação pode ser obtida através do mesmo
método usado para resolver a BFKL na Seção 6.2, e a solução obtida é da forma

N(x⊥, Y )|x⊥,Qs0�1 ∼ exp

[
2

√
αsNc

2π
Y ln 1/(x⊥Qs0)

]
, (9.3)

onde Qs0 é a escala de saturação inicial.
Na região de saturação também podem ser obtidas aproximações da solução, bem como

resultados numéricos. Na aproximação semiclássica, utilizando o método das curvas caracterís-
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ticas, pode-se mostrar que[30]

Ñ(k⊥, Y ) =

(
Q2
s(Y )

k2
⊥

)γcr
, (9.4)

onde γcr ≈ 0.6275 é um valor crítico que aparece nas aproximações feitas durante a solução, e
Ñ(k⊥, Y ) é obtida pela transformada de Fourier de N(x⊥, Y )

N(x⊥, Y ) = x2
⊥

∫
e
~k⊥·~x⊥Ñ(k⊥, Y )

d2k

2π
, (9.5)

e Qs(Y ) pode ser rede�nida aproximadamente, em NLO, por [7][42]

Qs(Y ) = Qs0exp

[
αsNc

π

χ(0, νo)

1 + 2iνo
Y

]
≈ Qs0e

2.44αsNcY/π. (9.6)

Além das aproximações, podemos visualizar a solução numérica na Figura 9.4, que res-
peitam a condição de unitariedade de N .

9.1 Correções para a BK

A equação BK descrita na seção anterior tem validade apenas em regiões nas quais correções de
próxima ordem (NLO ou next to leading order) são desprezíveis, e o conhecimento dessas cor-
reções permite de�nir melhor sua aplicabilidade. A evolução BK em LO (leading order) e NLO
pode ser representada pelos diagramas da Figura 9.3, sendo os diagramas a e b representantes
da evolução LO, e os demais, da evolução NLO.

Figura 9.3: Evolução BK em LO (diagramas a e b) e NLO (demais diagramas)[43]. O retângulo
vertical representa o hádron de interação.

Uma das possíveis correções é a para αs evolutivo (não constante), na qual se adicionam
pares de quark-antiquark ('bolhas' de quark) de todas as ordens no propagador do glúon (nas
�guras 9.3c e 9.3d temos pares de primeira ordem). Em termos do momentum transverso dos
glúons, αs �ca da forma[44]

αs(q⊥) =
αµ

1 + αµβ2 ln(q2
⊥/µ)

, (9.7)

onde µ é uma escala arbitrária de massa, e αµ a constante física de acoplamento dessa escala.
O fato de µ ser arbitrário é o que permite escrever αs também da forma proposta na equação
(3.2). Escrevendo a equação BK para a matriz de espalhamento S

∂S(~x10,~b⊥, Y )

∂Y
=

∫
K ×

[
S

(
~x12,~b⊥ +

~x20

2
, Y

)
S

(
~x20,~b⊥ +

~x21

2
, Y

)
− S(~x10,~b⊥, Y )

]
d2x2

(9.8)
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Podemos identi�car o kernel LO sendo (ver equação (9.2))

KLO =
αsNc

2π2

x2
10

x2
20x

2
21

. (9.9)

Fazendo a substituição[45]

αµ →
αs(q

2
⊥)αs(q

′2
⊥)

αs(Q2)
, (9.10)

com q e q′ os momenta do glúon antes e depois da interação, o kernel com αs evolutivo �ca[45]
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, (9.11)
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(9.12)

A solução numérica para a amplitude de espalhamento com o kernel da equação (9.11) é
mostrada na Figura 9.4.

Figura 9.4: Amplitude de espalhamento para diferentes valores de rapidez Y da equação BK
com αs evolutivo, em função do tamanho transverso do dipolo x⊥[30]. As linhas sólidas são
soluções com αs = 0.4, as linhas tracejadas são as soluções para αs evolutivo e a linha tracejada
em destaque é a condição inicial aplicada.

Uma característica importante dessa correção que pode ser notada na Figura 9.4 é a
redução na taxa de crescimento da amplitude de espalhamento com o aumento da rapidez, em
relação à solução com αs constante da BK. Assim como a amplitude, a escala de saturação Qs

também tem seu crescimento reduzido com a correção.
Usando a equação NLO BK completa proposta em [46], é mostrado na referência [47] a

contribuição de cada tipo de correção, analisando alguns termos do kernel da NLO BK como os
da Figura 9.5. A linha de duplo logaritmo na Figura 9.5 mostra a contribuição de dois logaritmos
multiplicados que comparam o tamanho dos dipolos formados a partir do dipolo inicial, que
também são multiplicados por αs. A linha sem duplo logaritmo da Figura 9.5 representa o
termo que considera somente um logaritmo, agora com do produto do tamanho dos dipolos
formados sobre o produto dos dipolos depois da interação. A linha cheia (LO + NLO) soma
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todas as contribuições, e devido ao termo de duplo logaritmo, possui uma divergência negativa
quando r é muito pequeno.

Figura 9.5: Mudança relativa da amplitude de espalhamento em um passo de rapidez[47], onde
r é o tamanho do dipolo e se �xou Qs0/ΛQCD = 19.
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10 Conclusão

O conhecimento da equação que rege a evolução partônica dentro de um hádron permite uma
melhor de�nição de sua estrutura, bem como de suas propriedades de interação. Em acele-
radores como o HERA, que tinha capacidade para colisões com energia de centro de massa
(próton-lépton) da ordem de 102 GeV, as equações lineares DGLAP e BFKL descreviam razo-
avelmente bem os dados obtidos. Já se sabia, porém, que para valores maiores de energia as
duas equações não eram adequadas, devido ao problema da unitariedade. Com base nisso, co-
meçaram a ser estudadas as correções de sombreamento, que tenderiam a diminuir as soluções
assintóticas das equações lineares. Entre essas correções, estão a recombinação partônica e a
interação com todos os pártons do alvo.

A primeira equação não linear proposta, a GLR, considera a recombinação das escadas
partônicas da DGLAP. Apesar de diminuir a solução assintótica, os métodos de perturbação
pelos quais foi obtida a impedem de ser válida quando a recombinação partônica é relevante,
região onde ocorre a saturação. A equação AGL surgiu, então, para tentar melhorar tais
resultados. Em sua solução mantendo o acoplamento �xo, se prevê uma taxa de crescimento
muito menor do que a das equações lineares, mas sem ocorrer saturação.

Sem pertencerem aos graus de liberdade da QCD, os dipolos foram utilizados na equa-
ção BK para facilitar o cálculo de propriedades importantes. Neste formalismo se alcança a
saturação, e estudos recentes têm apresentado re�namentos em relação à equação original. É
importante ressaltar que a BK não trata de quarks e glúons, mas sim desse novo objeto, e por
isso ela evolui a amplitude de espalhamento, ao invés das distribuições partônicas diretamente.

Os ajustes à equação BK e os diferentes métodos de solução da equação GLR-MQ são
responsáveis pelos avanços recentes no tema. Mesmo assim, ainda não se conhece uma distri-
buição partônica que seja válida em todo o espectro de x e Q2. Um tema a ser desenvolvido é
a solução da equação AGL para αs dependente de Q

2, que pode gerar correções ainda maiores
para a solução assintótica, bem como permitir a análise da transição entre diferentes regimes.
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A Analiticidade e Unitariedade

Um princípio básico no cálculo de amplitudes de espalhamento é a unitariedade da matriz de
espalhamento S, S†S = I, sendo I a matriz unitária de mesma dimensão de S. De�nindo
S = I + iT , a condição de unitariedade para a matriz T é dada por

i(T † − T ) = T †T. (A.1)

Podemos também escrever (A.1) em termos da amplitude de espalhamento [48]

M(k1, k2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → k1, k2) =

i
∞∑
n=2

∫ n∏
i=1

|M(k1, k2 → q1 . . . qn)|2(2π)4δ4

(
k1 + k2 −

n∑
j=1

qj

)
d3qi

(2π)32Eqi
, (A.2)

ondeM(k1, k2 → q1 . . . qn) é a amplitude de espalhamento para o processo 2→ n, com partículas
iniciais de momentum k1 e k2 e partículas �nais de momentum qi, com i = 1, . . . , n; M(k1, k2 →
k1, k2) é a amplitude de espalhamento frontal e Eqi , a energia da partícula com momentum qi.
De�nindo uma amplitude de espalhamento reescalada

A(k1, k2 → q1, . . . , qn) ≡ M(k1, k2 → q1, . . . , qn)

2
√

2Ek12Ek22Eq1 . . . 2Eqn
, (A.3)

separando o lado direito de (A.2) no termo elástico (2→ 2) mais termos inelásticos e integrando
a função delta, obtemos

2Im A(k1, k2 → k1, k2) =

∫
|A(k1, k2 → q1, q2)|2 d

2q⊥
(2π)2

+ termos inelásticos, (A.4)

onde q é o vetor 4-dimensional transferência de momentum, q = q1 − k1 = k2 − q2.
Analisando o teorema óptico,σtot = 2Im A(k1, k2 → k1, k2)[48], vemos que a seção de

choque será dividida em σtot = σel + σinel. Reescrevendo (A.4) no espaço de parâmetro de
impacto b e parametrizando por

A(s, ~b⊥) = i
[
1− S(s, ~b⊥)

]
, (A.5)

e se obtém

σtot = 2

∫
Im A(s, ~b⊥)d2b = 2

∫ [
1− Re S(s, ~b⊥)

]
d2b (A.6)

Em altas energias σinel ≥ σel, e temos que Re S(s, ~b⊥) ≥ 0, o que implica

Im A(s, ~b⊥) ≤ 1 e σtot ≤ 2πR2, (A.7)

sendo R o raio da região no espaço de b onde a interação é relevante ("black disc").
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