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orientador e amigo, um professor exemplar.

Também aos profissionais que tornam viva a instituição e que, por desem-

penharem com dedicação suas funções, são merecedores de todo o apreço e

reconhecimento da comunidade acadêmica: Rosane e Alessandra, por man-

terem nossas salas sempre em condições agradáveis de estudo; Sibila, pelo
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K.K., Patropy, Tháısa Müller, Nicolau, Rodrigo π, Miriam, Pati, Ju Ziebell,
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Resumo

Neste trabalho, o objetivo é avaliar, com parâmetros M e E dados, a

existência de solução (suposta radialmente simétrica) para o Problema de

Dirichlet 
∆ϕ = ±M

2

E

∫
Ω
e−ϕ

(
1 + 1

2
ϕ
)(∫

Ω
e−ϕ

)2 e−ϕ em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω

, (1)

cuja conotação f́ısica é discutida no caṕıtulo 1. Inicialmente fazemos para

bolas unitárias em R2, onde mostramos a existência e unicidade a partir de

soluções expĺıcitas para um “problema associado” e ajustando este ao prob-

lema original via uma função apropriada. Mais adiante, procurando estender

a ideia para uma bola unitária em Rn, usamos o Método de Sub/Supersolução

para chegarmos à solução do problema, já que para dimensões maiores do

que 2 não dispomos de “soluções associadas”. Por último, mostramos que

se reduzirmos nossas hipóteses, ou seja, estendendo o domı́nio além de uma

bola unitária (desde que limitado), ainda assim conseguiremos solução única.

Entretanto, a “liberdade” para os parâmetros M e E fica restrita à condição

de que M2

E
seja suficientemente pequeno.

As referências fundamentais para elaboração deste trabalho são [12], [6],

[7] e [13], embora outras bibliografias tenham sido consultadas e, eventual-

mente, citadas.



Abstract

In this work, the goal is to evaluate, with parameters M and E given, the

existence of solution (assumed radially symmetric) for the Dirichlet problem


∆ϕ = ±M

2

E

∫
Ω
e−ϕ

(
1 + 1

2
ϕ
)(∫

Ω
e−ϕ

)2 e−ϕ em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω

, (2)

whose physical connotation is discussed in chapter 1. Initially we do for unit

balls in R2, where we show the existence and uniqueness from the explicit

solutions to a “associated problem” and adjusting to this original problem

via a proper function. Later seeking to extend the idea to a unit ball in Rn,

we use the Sub/Supersolution method to get to the solution of the problem,

since for dimensions larger than 2, “associated solutions”are not available.

Finally, we show that if we reduce our hypotheses, i.e., extending beyond

the domain of a unit ball (but still limited), we still have a unique solution.

However, the “ freedom ” on the parameters M and E is restricted to the

condition that M2

E
is sufficiently small.

The fundamental references of this work are [12], [6], [7] and [13], although

other bibliographies have been consulted and eventually cited.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Estamos interessados no movimento de um sistema de part́ıculas Brown-

ianas confinadas em um recipiente termicamente isolado Ω ⊆ Rn (n =

2, 3). Consideramos que as part́ıculas movem-se sob influência da eletrici-

dade “mútua”ou interações gravitacionais e são submetidas à difusão térmica.

(vide [2] e [14] para maior suporte f́ısico).

Sejam M , E a carga total (massa total) e energia de uma sistema, re-

spectivamente. É sabido ([2]) que no equiĺıbrio termodinâmico, o potencial

elétrico (gravitacional) Φ de um sistema, sob certas condições, satisfaz a

equação de Poisson-Boltzmann

∆Φ = ± M∫
Ω
e−

Φ
θ

e−
Φ
θ (1.1)

onde θ é a temperatura, que pode ser estimada pela equação da energia

E = Mθ ∓ 1

2

∫
Ω

| ∇Φ |2 (1.2)
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O sinal “-” (resp. “+”) em (1.1) corresponde às interações de Coulomb

(resp. gravitacional). Em (1.2), inversamente, “-” corresponde às interações

gravitacionais.

Escrevendo ϕ = Φ
θ
, onde ϕ expressa o potencial, transformamos (1.1) e

(1.2) em

∆ϕ = ±M
θ

e−ϕ∫
Ω
e−ϕ

(1.3)

e

E = Mθ ∓ 1

2
θ2

∫
Ω

| ∇ϕ |2 . (1.4)

Admitiremos que na fronteira ∂Ω de Ω, o potencial ϕ é constante. Esta

suposição é fisicamente razoável no caso de interações de Coulomb ou para

interações arbitrárias, se o domı́nio Ω é radialmente simétrico. Ainda, como a

equação de Poisson-Bolltzmann é invariante por translações, podemos supor

que

ϕ |∂Ω= 0 (1.5)

Multiplicando (1.3) por ϕ e integrando sobre Ω, obtemos

∫
Ω

ϕ4ϕ = ±M
θ

1∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕϕ

que, pela Primeira Identidade de Green
(∫

Ω
ϕ∆ϕdx = −‖∇ϕ‖2

)
, pode ser

reescrita como

‖∇ϕ‖2 = ∓M
θ

1∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕϕ.
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Dáı, a energia E pode ser expressa na forma

E = Mθ ∓ 1

2
θ2

(
∓M
θ

1∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕϕ

)
= Mθ +

1

2
Mθ

1∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕϕ

=
Mθ∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕ +
1

2
Mθ

1∫
Ω
e−ϕ

∫
Ω

e−ϕϕ =
Mθ∫
Ω
e−ϕ

(∫
Ω

e−ϕ +
1

2

∫
Ω

e−ϕϕ

)

=
Mθ∫
Ω
e−ϕ

(∫
Ω

e−ϕ

(
1 +

1

2
ϕ

))
,

(1.6)

de modo que

θ =
E

M

∫
Ω
e−ϕ∫

Ω
e−ϕ

(
1 + 1

2
ϕ
) .

Assim, substituindo a temperatura θ em (1.3), obtemos uma EQUAÇÃO

ELÍPTICA NÃO-LOCAL para o potencial ϕ:

∆ϕ = ±M
2

E

∫
Ω
e−ϕ

(
1 + 1

2
ϕ
)(∫

Ω
e−ϕ

)2 e−ϕ. (1.7)

Para M e E dados, estamos interessados na existência de soluções para a

equação (1.7) com a condição ϕ|∂Ω = 0, estabelecida em(1.5)(a qual nos

referiremos por vezes, ao longo do texto, como problema PRINCIPAL).

Chamaremos (1.7) (sob a condição (1.5)) de problema elétrico, quando o

sinal for “-” e de problema gravitacional, quando o sinal for “+”. A equação

(1.7) é equivalente à equação (1.3) (ambas com a condição ϕ|∂Ω = 0) quando

θ > 0. Note que no caso de interações elétricas, a energia é sempre positiva

(o mesmo não podemos garantir no caso de interações gravitacionais).
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Caṕıtulo 2

Definições e Resultados Prévios

A fim de dar suporte aos resultados dos caṕıtulos que seguem, apresenta-

mos algumas definições e teoremas pertinentes, sejam de Análise ou Teoria

Clássica de EDP.

2.1 Operadores Compactos

Definição 2.1.1. SejamM eN espaços lineares normados. Um operador T :

M→ N é dito compacto (ou completamente cont́ınuo) se T leva conjuntos

limitados de M em conjuntos relativamente compactos (ou seja, cujo fecho

é compacto) de N ou, equivalentemente, T leva sequências limitadas de M

em sequências de N que contenham subsequências convergentes. Segue que

operadores compactos são também cont́ınuos, mas a rećıproca não é, em

geral, verdadeira, a menos que N tenha dimensão finita.

Definição 2.1.2. Uma sequência (fk)k≥1 é dita equicont́ınua se

6



∀ε > 0,∃δ > 0 tal que

|x− y| < δ =⇒ |fk(x)− fk(y)| < ε,∀k ≥ 1.

Teorema 2.1.3 (Arzelá-Ascoli). Sejam K um espaço métrico compacto e

(fk)k≥1 uma sequência de funções cont́ınuas em K. Se (fk)k≥1 for equicońınua,

então existe uma subsequência (fkj
)j≥1 tal que fkj

→ f em K para algum

f ∈ C(K).

Teorema 2.1.4 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Se X é um

espaço de Banach, K ⊂ X é compacto e convexo e A : K → K é uma

aplicação cont́ınua, então A possui um ponto fixo em K, isto é, existe p ∈ K

tal que A(p) = p.

2.2 Teorema da Divergência

Teorema 2.2.1 (Teorema da Divergência). Seja Ω ⊂ Rn um aberto

limitado com fronteira ∂Ω de classe C1. Se F : Ω → Rn é de classe C1 em

Ω e cont́ınua em Ω, então

∫
Ω

div F dx =

∫
∂Ω

F · ν dS,

onde ν é o vetor normal unitário exterior a Ω em ∂Ω.

Corolário 2.2.2 (Identidades de Green). Sejam u e v ∈ C2(Ω), onde Ω

é como no Teorema 2.2.1. Então,

(i)

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dS;
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(ii) Primeira Identidade de Green∫
Ω

∇u · ∇v dx = −
∫

Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
dS;

(iii) Segunda Identidade de Green∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν
dS.

2.3 Espaços Lp

Definição 2.3.1. O espaço Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ é o espaço de todas as

funções (classes de funções que coincidem em quase todo ponto) mensuráveis

u : Ω → R tais que ∫
Ω

|u(x)|p dx <∞.

Uma norma em Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, é

‖u‖Lp(Ω) :=
( ∫

Ω

|u(x)|p dx
) 1

p
.

Definimos também L∞(Ω) o espaço de todas as funções (classes de funções

que coincidem em quase todo ponto) mensuráveis u : Ω → R tais que

sup
x∈Ω

|u(x)| <∞,

onde o śımbolo sup |u| indica o supremo essencial de u, ou seja, o ı́nfimo dos

M ≥ 0 para os quais o conjunto {x ∈ Ω | |u(x)| > M} tem medida 0. Uma

norma em L∞(Ω) é

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

|u(x)|.

8



Teorema 2.3.2. O espaço Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, é de Banach quando munido

da norma acima.

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Hölder). Suponhamos que 1 < p, q <

∞ e que
1

p
+

1

q
= 1.

Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então

∫
Ω

|uv| dx ≤
( ∫

Ω

|u|p dx
)1/p( ∫

Ω

|v|q dx
)1/q

.

Observação 2.3.4. No caso p = 1 e q = ∞, notamos que vale

∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖v‖∞
∫

Ω

|u| dx,

para u ∈ L1(Ω) e v ∈ L∞(Ω).

2.4 Espaços de Hölder

Suponha que Ω ⊂ Rn é aberto e 0 < γ ≤ 1. Se u satisfaz

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|γ(x, y ∈ Ω)

para alguma constante C dizemos que ela é Hölder cont́ınua com expoente

γ.

Definição 2.4.1. (i) No espaço das funções cont́ınuas em Ω, C(Ω), definimos

9



a norma do supremo por

‖u‖C(Ω) := sup
x∈Ω

|u(x)|

(ii) A γ-ésima seminorma de Hölder de u : Ω → R é

[u]C0,γ(Ω) := sup
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

e a γ-ésima norma de Hölder é dada por

‖u‖C0,γ(Ω) := ‖u‖C(Ω) + [u]C0,γ(Ω)

Definição 2.4.2. O Espaço de Hölder Ck,γ(Ω) consiste de todas as funções

u ∈ Ck(Ω) para as quais a norma

‖u‖Ck,γ(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ω) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ω)

é finita. Ou seja, o espaço Ck,γ(Ω) consiste das funções u que são k vezes

continuamente diferenciáveis e cujas k-ésimas derivadas parciais são Hölder

cont́ınuas com expoente γ.

2.5 As Equações de Laplace e Poisson

Entre as equações diferenciais parciais mais importantes estão a equação de

Laplace

∆u = 0 em Ω

10



e a equação de Poisson

−∆u = f em Ω,

onde Ω ⊂ Rn e f : Ω → R são dados e u : Ω → R é a incógnita.

Definição 2.5.1. Dizemos que uma função u ∈ C2(Ω) satisfazendo a equação

de Laplace é uma função harmônica.

Teorema 2.5.2. Se u ∈ C2(Ω) é uma função harmônica (subharmônica,

superharmônica), então para todo x ∈ Ω e r > 0 tais que Br(x) ⊂⊂ Ω,

temos

u(x) = (≤, ≥)

∫
−

Br(x)

u(y) dy :=
1

|Br(x)|

∫
Br(x)

u(y)dy,

onde |Br(x)| representa a medida n dimensional da esfera Br(x) e

(2.1)

u(x) = (≤, ≥)

∫
−

∂Br(x)

u(y) dS :=
1

|∂Br(x)|

∫
Br(x)

u(y)dy,

onde |∂Br(x)| representa a medida (n− 1) dimensional da esfera ∂Br(x).

(2.2)

Teorema 2.5.3 (Prinćıpio do Máximo). Seja Ω um domı́nio limitado

contido em Rn. Suponhamos que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é tal que

−∆u ≤ 0.

Então, u não pode atingir seu máximo no interior de Ω, a menos que seja

11



constante. Em particular,

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

Demonstração. Suponhamos que exista x0 ∈ Ω tal que

u(x0) = u =: M.

Definimos A = {x ∈ Ω;u(x) = M}. É claro que A é fechado em Ω. Como

Ω é conexo e estamos supondo A 6= ∅, a demonstração estará conclúıda ao

mostrarmos que A é também aberto em Ω. De fato, seja x ∈ A. Pela

Propriedade do Valor Médio, temos

M = u(x) ≤
∫
−

Br(x)

u(y) dy ≤M.

Assim, ∫
Br(x)

(M − u) dy = 0

e, como M − u ≥ 0 em Br(x), temos u ≡ M em Br(x), mostrando que A é

aberto em Ω, como queŕıamos.

Definição 2.5.4. Dizemos que um ponto x ∈ ∂Ω satisfaz a condição da

esfera interior se existem y ∈ Ω e r > 0 tais que Br(y) ⊂ Ω e x ∈ ∂Br(y).

Analogamente, definimos a condição da esfera exterior.

Observação 2.5.5. Se Ω é de classe C2, todos os pontos de ∂Ω satisfazem

as condições da esfera interior e exterior.
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2.5.1 Funções de Green

Definição 2.5.6. Definimos a solução fundamental para a Equação de Laplace

por

Γ(x) =


− 1

2π
log |x|, se n = 2

1

n(n− 2)ωn

|x|2−n, se n ≥ 3
(2.3)

Observação 2.5.7. Acima, ωn denota o volume da bola unitária do Rn.

As proposições seguintes mostram a importância da solução fundamental.

Começamos com a fórmula de representação de Green.

Proposição 2.5.8. Suponha que u ∈ C2(Ω). Então

u(x) = −
∫

Ω

Γ(y − x)∆u(y) dy +

∫
∂Ω

(
Γ(y − x)

∂u

∂η
(y)− u(y)

∂Γ

∂η
(y − x)

)
dS.

Demonstração. Para r > 0 tal que Br(x) ⊂⊂ Ω, temos

∫
Ω\Br(x)

Γ(x− y)∆u dy =

∫
∂Ω

(
Γ(x− y)

∂u

∂η
(y)− u(y)

∂Γ

∂η
(x− y)

)
dS(y)

+

∫
∂Br(x)

(
Γ(x− y)

∂u

∂η
(y)− u(y)

∂Γ

∂η
(x− y)

)
dS(y),

onde, na última integral, η é o vetor normal unitário exterior à bola Br(x)

em ∂Br(x). Como Γ é integrável e ∆u limitado em Ω, temos

∫
Ω\Br(x)

Γ(x− y)∆u dx −→
∫

Ω

Γ(x− y)∆u dx quando r → 0.

13



Além disso, é fácil ver que, fazendo r → 0, obtemos

∫
∂Br(x)

Γ(x− y)
∂u

∂η
(y) dx −→ 0 e

∫
∂Br(x)

u(y)
∂Γ

∂η
(x− y) dS −→ u(x),

concluindo a demonstração da proposição.

Observação 2.5.9. Se u for solução do problema

 −∆u = f em Ω

u = g em ∂Ω
, (2.4)

então a fórmula acima nos diz que

u(x) =

∫
Ω

Γ(y−x)f(y) dy+

∫
∂Ω

(
Γ(y−x)∂u

∂η
(y)−g(y)∂Γ

∂η
(y−x)

)
dS. (2.5)

Agora, suponhamos que h seja uma função harmônica que coincida com Γ

na fronteira, isto é, seja hx : Ω → R tal que

 ∆hx = 0 em Ω

hx(y) = Γ(x− y) para y ∈ ∂Ω
. (2.6)

Assim, pela Segunda Identidade de Green,

0 =

∫
Ω

hx∆u dy +

∫
∂Ω

u
∂hx

∂η
− hx

∂u

∂η
dS. (2.7)

14



Somando (2.5) e (2.7), obtemos

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y) dy −
∫

∂Ω

∂G

∂η
(x, y)u(y) dS, (2.8)

onde G(x, y) := Γ(y − x)− hx(y) é chamada Função de Green.

Teorema 2.5.10. Suponhamos que Ω satisfaça a condição da esfera interior

e exterior. Então, existe a função de Green G associada a Ω.

Demonstração. Ver [13], onde é apresentada uma prova devida a Peter D.

Lax, como consequência do Teorema de Hahn-Banach.

2.6 Espaços de Sobolev

Definição 2.6.1. Sejam u, v ∈ L1
loc(Ω) e α um multi-́ındice, isto é, α =

(α1, α2, ..., αn), onde αi ∈ {0, 1, 2, 3, ...}. Dizemos que v é a α-ésima derivada

fraca de u se ∫
Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ dx, (2.9)

para qualquer função teste φ ∈ C∞c (Ω), onde Dαφ = ∂α1

∂
α1
x1

...∂
αn

∂αn
xn
φ e |α| =

α1 + α2 + ...+ αn . Se este for o caso, escrevemos Dαu := v.

Definição 2.6.2. O espaço de Sobolev W k,p(Ω) é definido como o espaço de

funções u : Ω → R pertencentes a Lp(Ω) tais que Dαu, a α-ésima derivada

fraca de u, existe e pertence a Lp(Ω), para todo multi-ind́ıce α tal que |α| ≤ k.

15



Definição 2.6.3. Podemos definir uma norma em W k,p(Ω) por

‖u‖W k,p(Ω) :=



( ∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p
)1/p

se 1 ≤ p <∞

∑
|α|≤k

sup
Ω
|Dαu| se p = ∞

(2.10)

onde indicamos por supΩ |f | o supremo essencial de f em Ω.

Teorema 2.6.4. O espaço de Sobolev W k,p(Ω) é um espaço de Banach

quando munido da norma dada por (2.10).

Notação: Hk(Ω) = W k,2(Ω) e Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω). Note que Hk e Hk
0

são espaços de Hilbert.

Teorema 2.6.5 (Teorema do Traço). Seja U ⊆ Rn aberto e limitado

tal que ∂U é de classe C1. Então existe C > 0 e T : W 1,p(U) → Lp(∂U)

operador linear tal que:

(i) Tu = u|∂U se u ∈ W 1,p(U) ∩ C(U) e

(ii) ‖Tu‖Lp(∂U) ≤ C‖u‖W 1,p(U), ∀u ∈ W 1,p(U);

Definição 2.6.6. Chamamos de Tu o traço de u em ∂U .

2.7 Método de Sub/Supersolução

A ideia do método aqui apresentado é mostrar que, se podemos encontrar

uma subsolução u e uma supersolução u para um particular problema de

contorno e se, além disso, u ≤ u, então existe uma solução satisfazendo

u ≤ u ≤ u.
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Analisaremos o problema de valor de contorno para a Equação de Poisson

não-linear  −∆u = f(u) em U

u = 0 em ∂U
, (2.11)

onde U ⊂ Rn e f : R → R é suave, com

|f ′| ≤ K (z ∈ R), (2.12)

para alguma constante K.

Definição 2.7.1. (i) Dizemos que u ∈ H1(U) é uma supersolução fraca de

(2.11) se ∫
U

Du ·Dvdx ≥
∫

U

f(u)vdx (2.13)

para cada v ∈ H1
0 (U), v ≥ 0 q.t.p..

(ii) Similarmente, dizemos que u ∈ H1(U) é uma subsolução fraca de (2.11)

se ∫
U

Du ·Dvdx ≤
∫

U

f(u)vdx (2.14)

para cada v ∈ H1
0 (U), v ≥ 0 q.t.p..

(iii) Finalmente, dizemos que u ∈ H1
0 (U) é uma solução fraca de (2.11) se

∫
U

Du ·Dvdx =

∫
U

f(u)vdx

para cada v ∈ H1
0 (U), v ≥ 0 q.t.p..

Teorema 2.7.2. Suponhamos a existência de u subsolução fraca e u super-
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solução fraca de (2.11), satisfazendo

u ≤ 0, u ≥ 0 em ∂U no sentido do traço, u ≤ u q.t.p em U.

Então existe uma solução fraca u de (2.11) tal que

u ≤ u ≤ u q.t.p em U.

A demonstração para este teorema pode ser vista em [6].

2.8 Regularidade de Soluções

Para os propósitos deste trabalho apresentamos, ainda, dois resultados de

especial relevância (extráıdos, respectivamente, dos caṕıtulos 6 e 8 de [7]) .

Com eles (mais precisamente na seção 4.1.1) garantiremos que uma solução

fraca é também solução clássica do Problema de Dirichlet abordado.

Teorema 2.8.1. Seja L um operador estritamente eĺıptico em um domı́nio

limitado Ω, com c ≤ 0, aij, bi, c, f ∈ Cα(Ω) e suponha bi, c, f limitados.

Suponha que Ω satisfaz a condição da esfera exterior. Então, se ϕ é cont́ınua

em ∂Ω, o problema de Dirichlet

Lu = f(x) em Ω

u = ϕ em ∂Ω
(2.15)

tem uma única solução u ∈ C0(Ω) ∩ C2,α(Ω).

Como consequência do Corolário 8.35 de [7], vale o
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Teorema 2.8.2. Se ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) é a solução fraca de

 ∆ϕ = g(x) em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω
(2.16)

onde g ∈ L∞(Ω) e a fronteira de Ω é C1,α, então ϕ ∈ C1,α(Ω).
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Caṕıtulo 3

Caso radialmente simétrico em

2 dimensões

Neste caṕıtulo, faremos uma abordagem do problema para o caso par-

ticular em que o domı́nio é uma região (mais precisamente, um disco) de R2

para, no caṕıtulo seguinte, estendermos para o Rn.

3.1 O laplaciano em funções radialmente

simétricas

Seja Ω = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1} a bola de raio unitário e olhemos para as soluções

radialmente simétricas de (1.7) (sob a condição (1.5)), isto é, admitamos que

ϕ(x) = ϕ̃(r), onde r = |x| =
√
x2

1 + x2
2. Note que

∂r

∂x1

=
1

2

(
x2

1 + x2
2

)− 1
2 2x1 =

x1

r
(x 6= 0).
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Analogamente,
∂r

∂x2

=
x2

r
(x 6= 0).

Assim, derivando ϕ em relação a x1 (resp a x2), obtemos

ϕx1 = ϕ̃′(r)
x1

r

(
resp ϕx2 = ϕ̃′(r)

x2

r

)
e, derivando novamente, em relação à mesma variável

ϕx1x1 = ϕ̃′′(r)
x2

1

r2
+ ϕ̃′(r)

(
1

r
− x2

1

r3

)
(análogo para ϕx2x2)

Com isso, temos que ∆ϕ = ϕx1x1 + ϕx2x2 de onde segue que

∆ϕ = ϕ̃′′(r)
(x2

1 + x2
2)

r2
+ ϕ̃′(r)

(
2

r
− x2

1

r3
− x2

2

r3

)

= ϕ̃′′(r) + ϕ̃′(r)

(
2

r
− (x2

1 + x2
2)

r3

)

= ϕ̃′′(r) + ϕ̃′(r) · 1

r
=

1

r
(rϕ̃′)′(r)

(3.1)

Observação 3.1.1. Para dimensão maior do que 2, o laplaciano para funções

radialmente simétricas pode ser obtido de modo análogo e é expresso por

∆v = v′′(r) +
n− 1

r
v′(r) (3.2)
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3.2 Problema de interesse

Suprimindo, daqui por diante (por abuso de notação e melhor leitura), o ∼

de ϕ̃, podemos reescrever o problema PRINCIPAL como segue:


1

r
(rϕ′)′(r) = ±M

2

E

∫ 1

0
se−ϕ(s)

(
1 + 1

2
ϕ(s)

)
ds

2π
(∫ 1

0
se−ϕ(s)ds

)2 e−ϕ(r)

ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0

(3.3)

Observação 3.2.1. Note que para obtenção de (3.3) usamos o fato de Ω ser

a bola unitária e, portanto, valer que∫
B1(0)

e−ϕdy =
∫ 1

0

(∫
∂B1(0)

e−ϕ(s)dσ
)
sds =

∫ 1

0
e−ϕ(s)

∫
∂B1(0)

dσsds =

=
∫ 1

0
e−ϕ(s)2πsds = 2π

∫ 1

0
e−ϕ(s)sds

Usando a integrabilidade da equação de Poisson-Boltzmann no caso ra-

dialmente simétrico de duas dimensões, nós provamos o

Teorema 3.2.2. O problema (3.3) tem solução única.

Demonstração. Consideraremos dois casos:

a) Problema elétrico (considerando o sinal “-”em (3.3)):

Observamos que ϕC(r) = 2 log
(

4+C−Cr2

4

)
é solução de


1

r
(rϕ′)′(r) = −C e−ϕ(r)∫ 1

0
se−ϕ(s)ds

, C > 0

ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0

(3.4)
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Observação 3.2.3. Para obtenção da solução explicitada acima são re-

comendados [1] e [9].

A verificação da igualdade faz-se substituindo diretamente ϕC na ex-

pressão, resultando em ambos os lados −8C(4+C)
(4+C−Cr2)2

. Além disso, ϕ′C(0) = 0 e

ϕC(1) = 0. Fazendo mudança de variáveis e integrando por partes obtemos,

ainda: (∫ 1

0

se−ϕC(s)ds

)−1

=
4 + C

2
(3.5)

e ∫ 1

0

se−ϕC(s)ϕC(s)ds =
4

4 + C

(
1− 4

C
log

(
1 +

C

4

))
. (3.6)

Seja

V (C) :=

∫ 1

0
se−ϕC(s)

(
1 + 1

2
ϕC(s)

)
ds

2π
∫ 1

0
se−ϕC(s)ds

.

Note que se C = M2

E
V (C), então ϕC é uma solução de (3.3). Definindo

g(C) := C
V (C)

, obtemos, por (3.5) e (3.6) que

g(C) =
2πC

2− 4
C

log
(
1 + C

4

) ,
que é uma função cont́ınua, crescente e tem limC→∞ g(C) = ∞ e limC→0 g(C) =

0. Consequentemente, para cada M ≥ 0, E > 0 (como mencionado antes, no

“caso elétrico”, E > 0) a equação M2

E
= g(C) tem uma única solução.
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b) Problema gravitacional (considerando o sinal “+”em (3.3)):

Com procedimento análogo ao feito em a), mostra-se que

ϕC(r) = 2 log

(
4− C + Cr2

4

)
, C ∈ (0, 4),

é solução única de


1

r
(rϕ′)′(r) = C

e−ϕ(r)∫ 1

0
se−ϕ(s)ds

ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0

(3.7)

Também com procedimentos análogos aos realizados no item anterior,

obtemos:

(∫ 1

0

se−ϕC(s)ds

)−1

=
4− C

2

e ∫ 1

0

se−ϕC(s)ϕC(s)ds =
4

4− C

(
1 +

4

C
log

(
1− C

4

))

Neste caso, a função V definida anteriormente tem a forma

V (C) : =

∫ 1

0
se−ϕC(s) + 1

2

∫ 1

0
se−ϕC(s)ϕC(s)ds

2π
∫ 1

0
se−ϕC(s)ds

=

(
2

4−C

) (
2 + 4

C
log

(
1− C

4

))
2π

(
2

4−C

)
=

1

π

(
1 +

2

C
log

(
1− C

4

))
.

(3.8)
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Note que se C = M2

E
V (C), então ϕC é uma solução de (3.3). Definindo

f(C) := C
V (C)

, temos (pelas igualdades acima obtidas):

f(C) =
C

1
π

(
1 + 2

C
log

(
1− C

4

)) =
2πC

2 + 4
C

log
(
1− C

4

) (3.9)

Observemos que existe uma descontinuidade, digamos em C0, onde o

denominador da função f(C) se anula:

2+
4

C
log

(
1− C

4

)
= 0 ⇒ log

(
1− C

4

)
=
−C
2
⇒ 1−z

2
= e−z, sendo z =

C

2

Graficamente, temos

Figura 3.1: as funções e−z e 1− z
2 interceptam-se num ponto de abscissa z0;

Logo, para 0 < z0 < 2, a equação 1 − z
2

= e−z é satisfeita, ou seja, ex-

iste 0 < C0

2
< 2 (equivalentemente 0 < C0 < 4), onde f(C) é descont́ınua.

Note, ainda, que f(C) é crescente em (0, C0) ∪ (C0, 4), limC→0+ f(C) = 0,

limC→C−0
f(C) = +∞, limC→C+

0
f(C) = −∞ e limC→4− f(C) = 0, de modo

que o gráfico é dado por
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Figura 3.2: f : (0, C0) ∪ (C0, 4) → R é crescente e bijetiva

e deixa claro que a equação M2

E
= f(C) tem uma única solução para todo

M > 0, E 6= 0.

Similarmente, podemos provar a existência de soluções de (3.3) em uma

bola de raio R. A função auxiliar tem, então, a forma

ϕC,R(r) = 2 log

(
(4 + C)R2 − Cr2

4R2

)
, C > 0,

no caso de interações elétricas e

ϕC,R(r) = 2 log

(
(4− C)R2 + Cr2

4R2

)
, C ∈ (0, 4),

no caso gravitacional.
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Caṕıtulo 4

Problema radialmente

simétrico em Rn

Por fim, consideraremos o problema PRINCIPAL sobre um domı́nio em Rn.

Primeiramente em uma bola de raio unitário, para depois, no Teorema 4.2.1,

estendermos a um domı́nio limitado qualquer com fronteira suave. Neste

último caso, a existência da solução depende de que a razão M2

|E| seja suficien-

temente pequena.
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4.1 Resolução na bola unitária

Consideremos, então, o problema elétrico radialmente simétrico numa bola

unitária em Rn. Nesse caso, temos


1

rn−1
(rn−1ϕ′)′(r) = −M

2

E

∫ 1

0
sn−1e−ϕ(s)

(
1 + 1

2
ϕ(s)

)
ds

σn

(∫ 1

0
sn−1e−ϕ(s)ds

)2 e−ϕ(r)

ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0

(4.1)

onde σn é a área da esfera unitária em Rn.

No caṕıtulo anterior determinamos de forma expĺıcita as soluções da

equação de Poisson-Boltzmann no caso de duas dimensões. Tais fórmulas

não são conhecidas em dimensões maiores. Para provar a existência para

(4.1), usaremos a técnica de sub e supersoluções. Antes, reuniremos alguns

resultados a fim de garantir a solução única para uma “versão intermediária”

do problema.

4.1.1 Existência e unicidade de um problema associado

Consideremos  ∆ϕC = −Ce−ϕC , C > 0

ϕC |∂Ω = 0
(4.2)

Observação 4.1.1. O problema eĺıptico acima tem solução única.

O Método da Sub/Supersolução (2.7) garante solução fraca para o prob-

lema acima quando conhecidas subsolução e supersolução associadas. Supon-

hamos que ϕ seja tal solução. Então temos −∆ϕ = Ce−ϕ e, portanto, ϕ é
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super-harmônica. Logo, pelo Prinćıpio Fraco do Máximo vale

min
Ω
ϕ = min

∂Ω
ϕ =⇒ ϕ ≥ 0 em Ω

e temos, então, que |Ce−ϕ| ≤ C. Ou seja,

∆ϕ = −Ce−ϕ ∈ L∞(Ω).

Logo, pelo Teorema 2.8.2,

ϕ ∈ C1,α(Ω) e, dáı, − Ce−ϕ ∈ C1,α(Ω).

Assim,

∆ϕ = −Ce−ϕ ∈ C1,α(Ω)

e, portanto, ϕ ∈ C2,α(Ω), ou seja, é solução clássica.

Para mostrarmos a unicidade, supomos ϕ1 e ϕ2 soluções do problema e

A = {x ∈ Ω|ϕ1 > ϕ2}. Tomando ψ = ϕ1 − ϕ2, temos ψ|∂A = 0 e

∆ψ = ∆(ϕ1 − ϕ2) = C(e−ϕ2 − e−ϕ1) > 0.

Logo, ψ é subsolução e, pelo Prinćıpio do Máximo, ψ ≤ 0. Segue, dáı, que

A = ∅ e, portanto, ϕ1 ≤ ϕ2. Repetindo o argumento com Ã = {x ∈ Ω|ϕ2 >

ϕ1}, temos que ϕ2 ≤ ϕ1 e conclúımos, assim, que ϕ1 = ϕ2.
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4.1.2 Identificando a constante C

Abordaremos o problema elétrico geral. Seja ϕC a única solução (conforme

seção anterior) do problema eĺıptico

 ∆ϕC = −Ce−ϕC , C > 0

ϕC |∂Ω = 0
(4.3)

Para provar a existência de soluções de (1.7) (sob a condição (1.5)), mostraremos

que existe uma constante C, de modo que

C =
M2

E

∫
Ω
e−ϕC

(
1 + 1

2
ϕC

)(∫
Ω
e−ϕC

)2 . (4.4)

Integrando, sobre Ω, a equação primeira de (4.3), obtemos

∫
Ω

∆ϕC =

∫
∂Ω

∂ϕC

∂ν
= −C

∫
Ω

e−ϕC . (4.5)

Usando (4.5), podemos escrever (4.4) na forma

M2

E
=

2
(∫

∂Ω
∂ϕC

∂ν

)2

C
∫

Ω
ϕCe−ϕC − 2

∫
∂Ω

∂ϕC

∂ν

=: F (C) (4.6)

Consequentemente, o problema da existência de soluções para (1.7) (sob a

condição (1.5)) com M,E > 0 é equivalente a mostrar que F ((0,∞)) =

(0,∞). Para tanto, apresentaremos uma subsolução e uma supersolução

particulares para o problema (4.3).

Lema 4.1.2. Para α < 1
2

e C > 0 suficientemente grande, a função ϕC(r) =

2 log(1 + Cα(1−r2)
2n

) é subsolução de (4.3).
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Demonstração. Invocando (3.2), temos

∆ϕC =
−2Cα

n


(
1 + Cα(1−r2)

2n

)
+ Cαr2

n(
1 + Cα(1−r2)

2n

)2

 +
n− 1

r

 −2Cαr

n
(
1 + Cα(1−r2)

2n

)


= −2Cα

(
1 + Cα(1−r2)

2n

)
(
1 + Cα(1−r2)

2n

)2 − 2
C2α

n2

r2(
1 + Cα(1−r2)

2n

)2

(4.7)

Nosso objetivo é mostrar que −∆ϕC ≤ Ce−ϕC . Mas isto é equivalente à

desigualdade

2Cα

(
1 + Cα 1− r2

2n

)
+ 2

C2α

n2
r2 ≤ C, (4.8)

que é satisfeita para α < 1
2

e C suficientemente grande, como mostramos na

observação a seguir:

Observação 4.1.3. Sendo 0 ≤ r ≤ 1, temos que 1 − r2 ≤ 1 e r2 ≤ 1, de

onde segue que

2Cα +
C2α

n
(1− r2) + 2

C2α

n2
r2 ≤ 2Cα +

C2α

2
+ 2

C2α

4
= 2Cα + C2α,

já que n ≥ 2.

Agora note que C
x
2

(
C

x
2 + 2

)
≤ C

1
2 · C 1

2 = C, para x < 1 e C suficiente-

mente grande, ou seja, 2Cα + C2α ≤ C para tal C e α ≤ 1
2
.

De modo análogo, podemos provar o
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Lema 4.1.4. A função ϕC(r) = 2 log(1 + C(1−r2)
2n

) é supersolução de (4.3)

para todo C > 0.

Demonstração. Uma vez mais, o laplaciano de funções radialmente simétricas

(como em (3.2)) nos conduz a

−∆ϕC = 2C

(
1 + C(1−r2)

2n

)
(
1 + C(1−r2)

2n

)2 + 2
C2

n2

r2(
1 + C(1−r2)

2n

)2 (4.9)

Para comprovarmos que é supersolução, observamos que −∆ϕC ≥ Ce−ϕC é

equivalente a

2 + C
1− r2

n
+ 2

C

n2
r2 ≥ 1,

que é, naturalmente, satisfeita para todo C > 0 (pois r ∈ (0, 1)).

Sendo ϕC(r) subsolução e ϕC(r) supersolução do problema (4.3) (cuja

solução é ϕC(r)), temos que

ϕC(r) ≤ ϕC(r) ≤ ϕC(r).

Consequentemente,

|ϕ′C(1)| = 2
Cα

n
≤ |ϕ′C(1)| ≤ 2

C

n
= |ϕ′C(1)|.

Logo, obtemos

F (C) ≤
∫

∂Ω

∣∣∣∣∂ϕC

∂ν

∣∣∣∣ ≤ 2Cσn

n
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e garantimos, assim, que limC→0+ F (C) = 0.

Dividindo numerador e denominador de F (C) por 2
∫

∂Ω

∣∣∂ϕC

∂ν

∣∣ (observe que

sendo ∂ϕC

∂ν
< 0 (na fronteira), então |∂ϕC

∂ν
| = −∂ϕC

∂ν
, de modo que

∫
∂Ω

∣∣∂ϕC

∂ν

∣∣ =

−
∫

∂Ω
∂ϕC

∂ν
), podemos estimar F (C) como segue:

F (C) =

∫
∂Ω

∣∣∂ϕC

∂ν

∣∣
1 + 1

2
C

∫
Ω ϕCe−ϕC∫
∂Ω

∣∣∣ ∂ϕC
∂ν

∣∣∣
≥

2Cα

n

1 + C1−α
(

n
4

) ∫
Ω
e−ϕCϕC

=
2

n
(
C−α +

(
n
4

)
C1−2α

∫
Ω
e−ϕCϕC

) .
(4.10)

Aqui, observamos que

∫
Ω

e−ϕCϕC ≤
∫

Ω

e−ϕC ·ϕC =

∫ 1

0

1(
1 + Cα(1−r2)

2n

)2 2 log

(
1 + C

1− r2

2n

)
dr ≈ Cγ

para algum γ conveniente (γ < 0).

Observação 4.1.5. Tal aproximação pode ser obtida decompondo o inter-

valo [0, 1] em I1 =
[
0,

√
1− 1

Cβ

]
e I2 =

[√
1− 1

Cβ , 1
]
, onde β pode ser

ajustado convenientemente. Mostra-se que, em I1, a integral fica limitada

por K · Cρ−2α+2β e, em I2, por Cρ−β, onde K é uma constante que depende

de n e ρ é também “ajustável”para C suficientemente grande. Logo,

∫ 1

0

2 log
(
1 + C 1−r2

2n

)
(
1 + Cα(1−r2)

2n

)2 dr ≤ K · Cρ−2α+2β + Cρ−β

e, tomando, por exemplo, ρ = α/3 e β = 2α/3, obtemos γ desejável.
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Assim, quando C →∞, temos F (C) →∞.

Para mostrarmos que F ((0,∞)) = (0,∞) resta provar o

Lema 4.1.6. A solução ϕC de (4.3) depende continuamente de C na norma

do supremo.

Demonstração. Para C > C0, a função C
C0
ϕC0 é uma supersolução de (4.3).

De fato,

−∆
C

C0

ϕC0 = Ce−ϕC0 ≥ Ce
− C

C0
ϕC0

De modo análogo, a função C
C0
ϕC0 para C < C0 é subsolução de (4.3).

Além disso, para C > C0, a função ϕC0 é uma subsolução de (4.3) e para

C < C0 a função ϕC0 é uma supersolução de (4.3).

Tomando, então, C1 < C0 < C2, temos

C1

C0

ϕC0 ≤ ϕC1 ≤ ϕC0 ≤ ϕC2 ≤
C2

C0

ϕC0 .

Temos, portanto, que ϕC depende continuamente de C.

Com isso, conclúımos o

Teorema 4.1.7. O problema (4.1) tem uma solução para todo M > 0 e

E > 0.
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4.2 Resolução em um domı́nio limitado

O objetivo desta seção é mostrar que se reduzirmos nossas hipóteses em

relação ao Teorema 4.1.7, ou seja, estendendo o domı́nio além de uma bola

unitária (desde que limitado), ainda assim conseguiremos solução única. É

razoável que, para tanto, fiquemos condicionados a certas restrições de M e

E (antes, positivos quaisquer). Para isso, utilizaremos o Teorema do Ponto

Fixo de Schauder (Teorema 2.1.4) aplicado a um operador A definido conve-

nientemente.

Além disso, usaremos o fato de que, sendo ∂Ω ∈ C2, então Ω satisfaz

a condição da esfera exterior/interior e, por conseguinte, existe a função de

Green associada, cujas estimativas, dadas por (4.11) e (4.12) conduzem à

compacidade do operador definido.

Teorema 4.2.1. Se Ω é um domı́nio limitado em Rn (n ≥ 3) com fronteira

suave, então o problema (1.7) (sob a condição (1.5)) tem solução única para

M e E tais que M2

E
seja suficientemente pequeno.

Demonstração. Definimos o operador A : C0(Ω) → C0(Ω) por

Aϕ(x) = ±M
2

E

∫
Ω
e−ϕ

(
1 + 1

2
ϕ
)(∫

Ω
e−ϕ

)2

∫
Ω

G(x, y)e−ϕdy,

onde G(x, y) é a função de Green para o operador Laplaciano.

Observação 4.2.2. A razão pela qual definimos assim o operador deve-

se ao fato de que a solução (caso exista) para o problema dado deve ser, de

acordo com (2.8), da forma ϕ(x) =
∫

Ω
G(x, y)

(
±M2

E

∫
Ω e−ϕ(1+ 1

2
ϕ)

(
∫
Ω e−ϕ)

2 e−ϕ

)
, já que
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ϕ = 0 em ∂Ω. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema 2.1.4),

garantiremos que ϕ = Aϕ para alguma ϕ ∈ C0(Ω), concluindo o teorema.

As estimativas (conforme [8])

|G(x, y)| ≤ C(Ω)|x− y|−(n−2) (4.11)

e

|∇xG(x, y)| ≤ C ′(Ω)|x− y|−(n−1) (4.12)

indicam que A é um operador cont́ınuo e compacto.

De fato, tomando ϕn sequência limitada em C0(Ω) (digamos ϕn ⊆ B1(0))

e ψn = A(ϕn), mostremos que (ψn)n≥1 é equicont́ınua:

|A(ϕn(x2))− A(ϕn(x1))| ≤

∣∣∣∣∣M2

E

∫
Ω
e−ϕn

(
1 + 1

2
ϕn

)(∫
Ω
e−ϕn

)2

∣∣∣∣∣
∫

Ω

|G(x2, y)−G(x1, y)|e−ϕndy

≤
∫

Ω

|∇xG(x̃, y)||x2 − x1|e−ϕn(y)dy ≤
∫

Ω

C ′(Ω)|x̃− y|−(n−1)|x2 − x1|e−ϕn(y)dy

= |x2 − x1|C ′(Ω)

∫
Ω

e−ϕn(y)

|x̃− y|n−1
≤ |x2 − x1|C ′(Ω)L,

(4.13)

para alguma constante L.

Observação 4.2.3. (i) note que para última desigualdade usamos o fato de

e−ϕn(y) ser limitada (ϕn ⊆ B1(0)) e |x̃− y|−(n−1) ser integrável.

(ii) x̃ é tal que x1 ≤ x̃ ≤ x2 e, então, pudemos usar o TVM.

Para usar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, devemos mostrar que
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A leva BR(0) ⊂ C0(Ω) nela mesma.

De fato, se ϕ ∈ BR, temos

|Aϕ(x)| ≤ M2

|E|

∣∣1 + 1
2
R

∣∣ eR
∫

Ω
G(x, y)dy∫

Ω
e−ϕ

≤ M2

|E|

∣∣1 + 1
2
R

∣∣ eRϑ(Ω)

e−R|Ω|

≤ M2

|E|
ϑ(Ω)

|Ω|
e2R

(
1 +

R

2

)
,

(4.14)

onde ϑ(Ω) = supx∈Ω |
∫

Ω
G(x, y)dy|. Para obtermos |Aϕ(x)| ≤ R, é suficiente

que
M2

|E|
≤ |Ω|
ϑ(Ω)

R

e2R
(
1 + R

2

) := h(R).

Como h(R) atinge seu máximo em R =
√

2− 1, temos que, se

M2

|E|
≤ |Ω|
ϑ(Ω)

√
2− 1

e2(
√

2−1)
(
1 +

√
2−1
2

) =
|Ω|
ϑ(Ω)

2(3− 2
√

2)e−2(
√

2−1)

então Aϕ ∈ BR(0).
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Universitária, SBM, (2007).

[11] P. L. Lions; On the existence of positive solutions of semilinear elliptic

equations, Siam Review 24 (1982), pp. 441 - 467.

[12] T. Nadzieja, P. L. Lions; Radially Symmetric Solutions of the Poisson-

Boltzmann Equation with a given energy, Applicationes Mathematicae

27,4 (2000), pp. 465 - 473.
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