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Resumeo. Durante a solidificacdo de um liquido com gds dissolvido, a solubilidade
da espécie gasosa na fase solida € muito inferior aquela na fase liquida. Assim, gads €
rejeitado na interface solido-liquido, causando um aciumulo na frente de solidificacdo que,
eventualmente, dd origem a bolhas gasosas no solido formado. FEste trabalho analisa a
segregacao de espécies gasosas durante a solidificacdo, considerando um coeficiente de
particao de equilibrio K para as concentragoes de gads nas fases solida e liquida. Uma
solugao analitica € proposta para o modelo, utilizando-se a transformada de Laplace para
resolver a equacao de conservacdo de espécie gasosa na fase liquida. A concentracao
mazxima de gas na interface solido liquida € estimada pelo método da andlise de ordem de
grandeza. Os resultados sao analisados para a concentracao de gds na interface solido-
liquido considerando-se diferentes valores de K e também para o perfil de concentra¢ao
de gas para diversos momentos. Os perfis de concentracdao de gds sao comparados com os
resultados apresentados na literatura.
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1. INTRODUCAO

Solidificacao é um fenomeno importante em diversas areas do conhecimento. Prati-
camente todos os objetos que circundam o ser humano passam, em algum momento, por
algum processo de solidificagao, como os metais, plasticos e muitos outros. Por exemplo,
lingotamento e fundigao sao os processos envolvendo solidificagao mais utilizados na me-
talurgia. O processo de lingotamento continuo revolucionou a industria siderirgica, por
se tratar de um processo economico para a produgao de a¢o (Kurz e Fisher, 1989).

Apesar do mais absoluto rigor no processo de fundi¢ao, muitos problemas podem
ocorrer durante a fabricacao de pegas metélicas. Defeitos mecanicos e segregacao (hetero-
geneidades de soluto), que aparecem durante o processo de solidifica¢ao, nao podem ser



removidos a posteriori por nenhum tratamento metalirgico e permanecem na peca até o
produto final (Ohno, 1987). Possiveis defeitos incluem cavidades por causa da diferenca
de densidade entre as fases sélida e liquida, porosidade gasosa devida a diferenca de solu-
bilidade do gas nas fases sélida e liquida e muitos outros (Davies, 1973).

O estudo dos efeitos de gases durante a solidificagao de metais se iniciou ha mais de
150 anos, mas o assunto somente comegou a receber atenc¢ao no inicio do século (Eastwood,
1946). A solubilidade do gés no sélido é muito menor do que no liquido. A interface rejeita
gas para o liquido, aumentando assim a concentracao do gas na frente de solidificagao.
Quando a concentragao excede o valor da solubilidade do gas no liquido, uma bolha pode
nuclear. Para uma revisao bibliografica mais completa no assunto, sugere-se o trabalho
de Bianchi e Viskanta (1997).

O estudo da segregacao de impurezas durante o processo de solidificagao de misturas
se extende por mais de quatro décadas. Memelink (1956) calculou a distribuigao de im-
purezas de um metal para o caso homogéneo. Considerou constantes a concentracao de
impurezas e a velocidade na interface sélido-liquido e a equagao de conservacao de espécies
quimicas foi resolvida utilizando-se uma combinacao linear das fungoes. A observacao da
distribuigao de impurezas no sélido foi realizada por Hulme (1956). As equagoes foram
resolvidas utilizando a transformada de Laplace e o método dos residuos. Smith, Tiller
e Rutter (1956) analisaram a distribuigao de soluto no estado estaciondrio e transiente
resolvendo cada problema separadamente. Para o regime permanente foi adotado o co-
eficiente de particao de equilibrio, K, para a razao entre as concentracoes na interface.
Boomgaard (1978) concluiu que o perfil de concentragdo presente a frente da interface
durante a solidificacao direcional depende dos valores de K. O autor ainda observou que,
dependendo da taxa de crescimento dos cristais (velocidade de solidificagao), bolhas de
gas sao formadas na frente de solidificacao. Mais recentemente, um estudo detalhado
sobre o processo de segregacao de espécies gasosas durante o processo de solidificacao foi
desenvolvido por Bianchi e Viskanta (1997). A concentracao de gés na fase sélida foi
considerada constante, de forma que o balango de espécie gasosa na frente de solidificagao
nao envolvia um coeficiente de particao de equilibrio.

No presente trabalho a segregacao de espécies gasosas durante a solidificagao é ana-
lisada, considerando-se um coeficiente de particaio K = C/C; para as concentragoes
na interface. O presente trabalho resolve a equacao de concentracao de gas em regime
transiente. Uma solugao analitica e uma analise de ordem de grandeza sao apresentadas
e os resultados obtidos sao comparados com os resultados da literatura.

2. MODELO MATEMATICO

Considere uma interface plana de solidificacdo que se encontra inicialmente esta-
ciondria. A concentracao de gas no liquido C, inicialmente igual a Cj, se altera quando a
interface comega a se mover com velocidade de solidificacao V' e é descrita pela seguinte
equacao:

oC oC 0*C
e —V(t)% —Dwa (1)

onde t é o tempo, = é a distancia medida no liquido da interface, D é o coeficiente de
difuséo de gas no liquido, constante e independente da temperatura, e V(t) é a velocidade
na interface, conforme Fig. 1.
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Figura 1: Diagrama para frente de solidificacao plana

Inicialmente a concentracao de gas dissolvido no liquido é uniforme e dada por:
C(z,0) = C;. (2)

A espécie gasosa na interface sélido-liquido é conservada. Assumindo que a mistura
da substancia que esta solidificando e o gas estejam em equilibrio durante o processo,
assume-se um coeficiente de partigao K = C,/Cj. As condigbes de contorno sao expressas
como:

V() [C(0,1) — KC(0,1)] = —Dg—g(o,t), (3)

Introduzem-se as varidveis adimensionais, ¢ = V/V,. (V,. é uma velocidade de referéncia

necessaria para adimensionalizar as equagoes), x = V,z/D, 7 = V?t/D e C* = (C —
C;)/C;, de forma que a Eq. (1) pode ser reescrita da seguinte forma:

oCc* oct  orCH
or D ox ~ o ?

sujeita a condicao inicial
C*(x,0) =0, (6)
e as condigoes de contorno

C*(0,n)[1-K|+[1—-K]=———(0,7), (7)

C* (o0, 7) — 0. (8)

As Equagoes (5)-(8) definem a difusao de gés no liquido. A taxa de solidificagao ¢(7)
é uma conseqiiéncia do problema térmico de solidificacao, que nao é o escopo do presente
trabalho e a taxa de solidificagdo V() serd considerada constante para os resultados



obtidos, de forma que

e, conseqiientemente,
¢(r) = 1. (10)

3. SOLUCAO ANALITICA

A Equagao (5) tem solugao analitica quando a velocidade da interface ¢ é constante. O
termo advectivo pode ser eliminado através da transformacao:

Y(x,7) = e§+50*(x,7'). (11)

Substitui-se a Eq. (11) em (5)-(8), obtendo-se:

0’y oY
a—XQ(XaT> - E()@T) = 07 (12)

com as respectivas condicgoes inicial e de contorno:

Y(y,0) =0, (13)
Y(0,7) E K|+l K] e = —g—i(o, ), (14)
Y (00, 7) — 0. (15)

Utiliza-se a técnica da transformada de Laplace com respeito a varidvel temporal na Eq.
(12) e nas condigoes de contorno, Egs. (14)-(15), resolvendo-se a equacao diferencial e
obtendo:

— K -1
Y(x,s) = e~ VX
BRI (e

Invertendo a equacao trasformada encontra-se a seguinte solucgao:

CH(x,7) = 12_KK e Xerfe <% - g) + 2(1K__K1)erfc (2% + g) (17)

ottt vt [ X (k1) A

(16)

4. ANALISE DE ESCALA

A andlise de escala ou analise de ordem de magnitude pode ser usada para esti-
mar a concentracao maxima de gas na interface sélido-liquido. Esse método é simples e
permite determinar a ordem de grandeza de outras variaveis importantes do problema.
Maiores detalhes sobre andlise de ordem de grandeza podem ser encontrados (Bejan, 1984).



Primeiramente estima-se a ordem de magnitude de cada um dos 3 termos presentes na
Eq. (1):
Armazenamento:

oCc  AC
=~ 1

Advectivo:

9C 1 AC

V(G ~ VIS (19)

Difusivo:

0?C AC
D— ~D—- 20
onde AC = (C(0,t) — C;. Para analisar a ordem de magnitude para concentragao de gas
a forma integral da Eq. (1) é usada:

o 6
o[ Crax=<(r) (1 - K) = <(IKC(0,7), (21)
ot Jo

Avaliando a ordem de magnitude da Eq. (1) pode-se mostrar que:

(1 = K)7¢(7)

(0, 7) ~ 6+ Krs(r)

(22)

A existéncia da velocidade é o que cria a segregacao de espécie gasosa, de forma
que a adveccao é sempre o termo dominante. Faz-se necessario analisar os termos de
armazenamento e de difusao para determinar a ordem de magnitude. Essa relacao pode
ser examinada pela razao:

2 2

€= da _ 5— (23)
Dt T

Quando € << 1, o termo de armazenamento é desprezivel e entao o termo advectivo tem

a mesma ordem de grandeza que o termo difusivo. Por outro lado, quando ¢ >> 1, a

difusao é desprezivel e a advecgao balanca com o armazenamento. Quando a advecgao

tem a mesma ordem de magnitude da difusao, pode-se escrever:

AC AC

V(t)a—d ~ Da—g. (24)

Simplificando a Eq. (24), introduzindo as varidveis adimensionais, a andalise de escala
mostra que,

R S— (25)

A concentragao de gds na interface escala da forma:

C*(0,7) ~ (1= K)e*r

— 26
14+ Kr¢? (26)



Para o caso limite quando a difusao é negligenciada e a adveccao escala com o ar-
mazenamento, tem-se:

AC AC
VS~ = 27)
d

simplificando encontra-se:
0~ 71¢(T). (28)
A concentragao de gds na interface escala da forma:

. 1-K

5. RESULTADOS

E importante comparar a solucao analitica utilizando um coeficiente de particao K
com a solugao apresentada por Bianchi e Viskanta (1997), onde a concentracao do gas no
solido foi considerada constante. Isto é equivalente a fazer K = 0 na solucao analitica,
considerando-se a concentragao de gas no sélido, C's, muito pequena.

A Figura 2 apresenta a concentracao de gas na interface para valores de K entre 0
e 0,001. Note que o valor real de K para misturas de agua e ar, por exemplo, é muito
pequeno (Ashby e Jones, 1986). Quanto maior é o valor do coeficiente de partigao, menor
é a concentracao de gas na interface. Além disto, para valores de K diferentes de 0, a
concentracao da interface tende a atingir um valor fixo, depois de passado um determinado
periodo de tempo. Nesta condicao, estabelece-se um regime permanente, onde advecc¢ao
e difusdo sd@o da mesma ordem de grandeza, segundo a Eq. (26). Na figura, isto é claro
para K = 0,1, quando a concentragao se estabiliza em C*(0,00) = 9, que é exatamente o
valor previsto pela andlise de ordem de grandeza. Para K = 0, o transiente nao termina
jamais, e para K = 0,001 e K = 0,01 os valores de regime permanente de C*(0, c0)
obtidos através da andlise de ordem de grandeza sao, respectivamente, 999 e 99, mas o
regime permanente somente acontecera para valores elevados de 7. A Figura 3 apresenta
a concentracao de gas na interface para valores de K entre 0,3 e 0,7. O comportamento
¢ semelhante, embora os valores em regime permanente sao bastante inferiores, uma vez
que eles diminuem com o aumento do coeficiente de particao. Os valores sao confirmados
pela andlise de ordem de grandeza.

As Figuras 4 e 5 apresentam os perfis de concentragao de gas no liquido para os dois
valores de K = 0 e 0,001 para confirmar a igualdade dos dois para pequenos valores de
7. Note ainda que § tem ordem de grandeza 1 para ambos os casos quando 7 é maior do
que 1. As duas solugoes somente comecam a se diferenciar para valores de 7 superiores a
20, conforme pode ser observado na Fig. 2.

6. CONCLUSOES

Uma solucao para o problema de segregacao de espécies gasosas durante a solidificagao
considerando um coeficiente de particao de equilibrio K foi encontrada quando considera-
se a velocidade na interface constante. A andlise de escala foi utilizada para avaliar
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Figura 2: Concentracao de gés na interface em fungao do tempo para K = 0 (Bianchi e
Viskanta, 1997) e K = 0,001.
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Figura 3: Concentracao de gas na interface em fungao do tempo para valores de K mais
elevados.
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os parametros da solucao do problema. A partir dos resultados encontrados é possivel
concluir que:

1. Quando K tende a 0, a solucao se aproxima do perfil apresentado por Bianchi e
Viskanta (1997). Neste caso, o sélido nao dissolve gés e a interface rejeita a espécie
gasosa para a fase liquida completamente.

2. A andlise de ordem de grandeza apresentada prevé com excelentes resultados o
comportamento da solugao para o problema. Isto é uma grande vantagem para se
validar as solugoes encontradas, uma vez que a medicao do perfil de concentracao
de gas dissolvido no liquido na frente de solidificacao é um problema extremamente
complexo. E importante ressaltar que a analise de escala vale para quaisquer valores
de K e para diferentes dependéncias funcionais de V().

3. Para valores de K diferentes de 0, o regime permanente se estabelece durante o
processo de solidificacao. Por outro lado, para K = 0, a concentracao de gés na
interface cresce indefinidamente, ocasionando sempre a nucleacao de bolhas.

A solucao apresentada vale somente quando a velocidade da interface é constante,
uma vez que nao foi identificada uma solucao analitica para outros casos. Num trabalho
futuro, os autores pretendem desenvolver uma solucao integral para o problema genérico
(i.e., com V() qualquer) permitindo assim a aplicagdo num espectro maior de proble-
mas. B importante ressaltar que resultados experimentais para o problema em questao
constituem um grande desafio, de forma que esta solucao analitica serve para validar
eventuais solugoes aproximadas para o problema.
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GAS EVOLUTION DURING SOLIDIFICATION PROCESSES: THE USE
OF AN EQUILIBRIUM PARTITION COEFFICIENT

Abstract. During the solidification of a liquid containing a dissolved gas, the gas sol-
ubility in the solid is orders of magnitude smaller than that in the liquid phase. Thus,
gas is rejected at the solid-liquid interface, causing gas segregation at that location, and
eventually a bubble nucleates, causing gas porosity in the solid. The present work anal-
1zes the gas species segregation during solidification processes considering an equilibrium
partition coefficient K for the gas concentrations at the solid and liquid phases. An ana-
lytical solution for the problem is proposed, using the Laplace transform to solve the gas
species conservation equation in the liquid phase. The maximum gas concentration at the
interface is estimated through a scale analysis. The results are discussed for the limiting
case when the gas concentraion is maximum, using different values of K and for a fixed
time. The gas concentration profiles are compared with results in the literature.

Keywords: mass transfer, gas redistribution, gas porosity, equilibrium partition coeffi-
cient



