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SUMÁRIO 

Neste trabalho é apresentada uma metodologia semi-analltica para o cálculo do fluxo de calor não­
estacionário em meios multi-compostos. O método baseia-se na aplicação da transformada de Laplace e in­
versão numérica por quadratura de Gauss. O método é aplicado à paredes externas de edificações sujeitas à 
radiação solar e convecção para o ar. As paredes são compostas pÓr vários meios com propriedades témti­
cas diferentes. Faz-se uma ampla revisão bibliográfica e análise de erro para o método. 

INTRODUÇÃO 

A motivação que levou ao desenvolvimento deste assun­
to foi basicamente o fato de que a envoltória das edificações 
apresenta um comportamento térmico não-estacionário, princi­
palmente pelo fato das condições externas jamais estacionarem 
como conjunto. Este comportamento reflete-se diretamente no 
comportamento térmico dos ambientes internos da edificação, 
interferindo em aspectos importantes como conforto térmico e 
dimensionamento dos sistemas de climatização, e con~ cqOente 
consumo de energia. 

Procura-se então uma metodologia capaz de realizar de 
forma semi-analítica o cálculo dos fluxos de calor existentes na 
envoltória da edificação. Neste trabalho é dada especial atenção 
à paredes externas multicompostas. 

A metodologia analítica procurada apresenta como prin­
cipal vantagem em relação aos métodos numéricos tradicionais o 
fato de não necessitar incrementos seqoenciais no tempo e/ou 
espaço. Esta metodologia poderá futuramente ser incorporada à 
programas computacionais de dimensionamento ou simulação de 
sistemas de climatização. 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Foram procurados trabalhos versando sobre a difusão de 
calor e migração de umidade não-estaci~pários em meios multi­
compostos. Os trabalhos encontrados foram divididos em quatro 
grupos: Métodos numéricos, funções de transferência, métodos 
analíticos e transformada de Lapl~ce. 

Métodos Numéricos. Os trabalhos encontrados foram 
subdivididos em difusão de calor e migração de umidade, análi­
se de pontes térmicas e medições experimentaís. 

Difusão de calor e migração de umidade. Spolek et ai 
(1985) preocupam-se com o fato de que o isolamento de paredes 
para conservação de energia aumenta a possibilidade de conden­
sação de umidade no interior destas. Ojanen e Kohonen ( 1989) 
analisam a influência higrotérmica da convecção do ar na estru­
tura de paredes. Burch e Thomas (1992) apresentam uma análise 
da acumulação de umidade em uma parede multicamada de ma­
deira sujeita ao clima de inverno, através de um modelo transi­
ente, unidimensional, em diferenças finitas, que prediz a transfe­
rência acoplada de calor e massa. Karagiozis e Kumaran (1993) 
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verificam o desempenho de barreiras contra vapor em paredes 
através de análises numéricas. 

Pontes térmicas. Standaert (I 985) analisa pontes térmi­
cas transientes bi e tridimensionais por métodos numéricos, ba­
seados em técnicas de balanço energético. Burch (1992) faz uma 
avaliação de pontes térmicas utilizando um modelo em diferen­
ças finitas para predizer o desempenho térmico estacionário e 
transiente. 

Metodologias experimentais. Chorneyko e Besant (1989) 
apresentam um modelamento térmico da base de uma edificação 
com e sem piso isolado, através da instrumentação do porão de 
uma casa para medir os fluxos de calor e distribuição de tempe­
raturas nas paredes isoladas e piso não isolado durante um ano. 

Funcões de Transferência e Funcões Z. Foram divididas 
em funções de transferência e transformada Z. 

Funções de transferência. Ackerman e Da! e ( 1987) com­
param medições experimentais e previsões computacionais das 
perdas de calor em paredes de concreto isoladas e não-isoladas 
de porões em climas frios. Burch et ai ( 1990) mostram uma 
comparação de dois métodos de teste para determinar os coefici­
entes da função de transferência para uma parede usando um 
calorímetro de câmara quente calibrada, onde verifica experi­
mentalmente e compara dois métodos de teste dinâmico para 
caracterizar o desempenho térmico transiente de paredes com­
postas. Seem et ai (1990) apresentam um modelo para reduzir as 
funções de transferência, colocando que os métodos da função de 
transferência são mais eficientes para resolver problemas de 
transferência de calor transientes de tempos longos que Euler, 
Crank-Nicol~n ou outras técnicas clássicas. Mais recentemente, 
Spitler e McQuiston (1993) desenvolvem um manual para cálcu­
lo de cargas de aquecimento e resfriamento, na forma do novo 
ASHRAE Cooling and Heating Load Calculation Manual, com 
ênfase em novas técnicas e dados. 

Transformada Z. Eunilkim (1988) discute as bases e 
formalismo dos fatores de peso ambiental em termos de funções 
de transferência discretas de um modelo de zona simples, utili­
zando técnicas de transformada-Z, para analisar os fenômenos de 
transferência energética transiente em edificações. Haghighat e 
Liang ( 1992) apresentam uma reyisão das alternativas de de­
terminação da condução de calor transiente através da envoltória 
de edificações. Krarti et al ( 1994) descrevem um algoritmo que 
calcula a transferência detalhada de calor entre o solo e edifici­
os, com análise do efeito do isolamento. Uma forma semelhante 
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às funções Z são os fatores de resposta. Irving ( 1992) coloca que 
os fatores de resposta térmica oferecem uma forma acurada do 
desempenho dos componentes da edificação. 

Métodos Analíticos Gerais. Nesta seção serão vistos 
métodos analíticos que não utilizam a transformada de Laplace. 
Apresentam a subdivisão: Separação de variáveis e séries de 
potência, métodos integrais e outros métodos analíticos. 

Separação de variáveis e séries de potência. Burow e 
Weigand (1990) analisam a condução de calor unidimensional 
em um sólido serni-infinito onde a temperatura superficial é uma 
função harmônica ~riódica. Chang e Pa)11e ( 1991) procuram 
uma solução analítica exata para a condução de calor em uma 
placa com duas camadas de materiais diferentes com condutivi­
dade linearmente dependente da temperatura. Tsai e Crane 
(1992) preocupam-se com a transferência de calor entre superfi­
cies com contato imperfeito. Choudhury e Jaluria ( 1994) obtém 
uma solução analítica para a distribuição de temperatura transi­
ente em uma placa plana e em uma barra cilíndrica de compri­
mento finito movendo-se a velocidade constante com transfe­
rência de calor convectivo na superfície. 

Métodos integrais. Haji-Sheikh e Beck (1990) apresen­
tam um procedimento para obter soluções precisas para muitos 
problemas de condução transiente em geometrias complexas 
usando um método integral baseado em Galerkin (IBG ). Vuja­
novic e Jones ( 1990) consideram três métodos analíticos para 
procurar as soluções aproximadas de problemas de condução de 
calor unidimensional, transiente e não linear baseando-se nas 
equações canônicas de transferência de calor. Bouzidi (1991) 
propõe um modelo analítico para o tratamento da difusão térmi­
ca não-estacionária e unidirecional em uma parede multicamada 
plana, cilíndrica ou esférica. 

Outros métodos analíticos. Shapiro e Motakef (1990) 
investigam experimental e analiticamente a transferência de ca­
lor e massa unidimensional transiente com troca de fase em mna 
placa porosa. Caulk (1990) desenvolve um método especial para 
calcular as temperaturas da solução estacionária periódica em 
corpos sólidos com condições de contorno em alta-freqüencia, 
com coeficientes variáveis temporais determinados por um mé­
todo Galerkin. Grandjean e Thibault ( 1991) apresentam um 
novo critério para assumir resistência térmica interna negligen­
ciável em problemas de condução de calor transientes. Claridge 
(1992) apresenta o TC 4.7 Procedimento para Análises Energéti­
cas Simplificadas (PAES), que não incorpora massa térmica 
como um fator na estimativa das necessidades energéticas de 
aquecimento e resfriamento de um prédio. Hou et al (1993) 
apresentam um método de elementos discretos para meios com­
postos e condução de calor unidimensional, utilizando a função 
de Green. Wei e Shian (1993) apresentam uma solução analítica 
para o campo tridimensional de temperaturas no líquido e zonas 
termicamente afetadas ao redor de uma cavidade de solda pro­
duzida por uma radiação móvel distribuída de densidade ener­
gética baixa ou alta. Xin e Tao (1994) investigam uma solução 
analítica para a condução de calor transiente em dois meios 
semi-infinitos em contato com diversos materiais. 

Transformada de Laplace. Neste item serão apresentados 
métodos que utilizam a transformada de Laplace, divididos em 
métodos híbridos e inversão por séries ou tabelas. 

Métodos híbridos. Estes métodos em geral utilizam a 
TransfolllJ8da de Laplace associada com alguma metodologia 
numérica. Chen e Chang ( 1990) desenvolvem uma aplicação do 
método híbrido em problemas inversos de condução de calor 
combinando transformada de Laplace e elementos finitos. Kolev 
e Van der Linden ( 1993) apresentam uma aplicação da trans­
formada de Laplace na solução de problemas de transferência de 
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calor e massa transientes em sistemas de escoamento. Chen e 
Lin (1993) investigam uma simulação numérica da condução de 
calor hiperbólico. 

Inversão por séries ou tabelas. Kolev e Pungor ( 1987) 
discutem o problema de resolver numericamente modelos hi­
dráulicos baseados no fluxo tan1ponado disperso axialmente pela 
transformada de Laplace, que é aplicável para o modelamento 
matemático de diferentes fluxos através de sistemas. Ku e Chan 
( 1990) propõe uma técnica para estender o método da transfor­
mada de Laplace de forma a obter uma solução de forma fechada 
para problemas não lineares de troca de fase, utilizando trans­
formadas inversas conhecidas. Blackwell ( 1990) obtém uma so­
lução analítica para o perfil de temperatura em um sólido semi­
infinito com uma fonte com decaimento exponencial e condição 
de contorno convectiva usando transformadas de Laplace e solu­
ções tabeladas da transformada inversa. Zedan e Mujahid (1993) 
desenvolvem um método preciso e eficiente para calcular a res­
posta transiente de uma parede composta sujeita à fluidos com 
temperatura variável periodicamente em um lado e constante no 
outro. 

DESENVOLVIMENTO 00 PROBLEMA 

Seja um elemento multicomposto por diversos meios i, 
sendo que i varia de I ate M. O problema tem no lado esquerdo 
uma temperatura Ta(t), função horária cíclica, que será posteri­
ormente analisada, e um coeficiente de convecção conhecido. No 
lado direito existe uma temperatura e um coeficiente de convec­
ção, ambos constantes. Os meios i são compostos por materiais 
diferentes, sendo que entre eles pode ou não existir contato 
térmico perfeito. 

A equação básica do problema é: 

2 
ô "I; {x,t) 1 ô"f; (x,t) 

2 
ôx a.i Ôt 

xi < x< xi+l 

i =1.2 ..... M 

t>O 

(I) 

sujeita às condições de contorno, interface e inicial acima defi­
nidas, que podem ser vistas em Beyer ( 1995 ). 

O problema resolvido considera contato térmico perfeito 
entre os meios. A condição inicial é uma função que deve ser 
ajustada conforme a distribuição de temperaturas nos diversos 
meios ao fim de cada período de cálculo, no caso· de condição 
externa cíclica. 

SOLUÇÃO ANALÍTICA 

Aplicando a Transformada de Laplace à equação básica 
do problema I vem: 

2-
d TJx,s) s - T0 Jx) 

2 --7j{x,s)=---
dx O, a.i 

(2) 

Nesta equação 7j{x,s)=L{7j(x.t) ;t-H}, onde L é o 

operador transformada de Laplace. Deve-se também aplicar a 
Transformada de Laplace às condições de contorno e após pro­
por uma solução para a equação 2, qual seja: 

7j ( x,s) = AJ s)exp( -R;x) + BJ s)exp( R;x) 

exp(-R;x) Jx 2 
+ _exp( R;x)(ai +bix+cix )d..: 

2R;a.i X! 

exp(Rix) Jx 2 
exp(-R;x)(ai +bix+cix )d..: 

2R;a.i X! 

(3) 



Nesta equação Ri vale Js I a; e a distribuição inicial de 

temperaturas-Toi(x), para melhor ajuste ao campo ~cial real de 
temperaturas, é tomada como polinômios quadráticos ai + b; x 
+Cj x2• As exPonenciais constantes da equação formam uma base 
para uma solução apropriada. A equação 3 deve ser integrada e 
após deve ser colocada junto com suas deriv~das nas .condições 
de contorno. Com isto pode-se montar um SIStema lmear para 
obtençãO dos coeficientes A e Bi. Este sistema linear tem a vari­
ável s complexa participando do cálculo dos coeficientes. Estes 
coeficientes devem ser colocados nas equações da função Ti(x,t), 
solução do problema la, que é encontrada pela fórmula de inver­
são da transformada de Laplace. Neste trabalho utiliza-se o cál­
culo desta integrâl de inversão por Quadratura Gaussiana, 
substitilindo-se a variável complexa s pelos valores dos pontos 
da Quadratura. 

QUADRATIJRA GAUSSIANA 

A quadratura de Gauss é um método de in~egr~ção -~~­
mérica que utiliza intervalos com espaçamentos des1gua1s. Utili­
za polinômios ortogonais para aproxinlação das funções. a serem 
integradas. Como estes polinômios efetivamente aproXImam as 
fimções, pode-se utilizar esquemas de integração numérica base­
adas em polinômios ortogonais. A derivação das fórmulas de 
quadratura, em termos gerais, inclui a normalização d~ intervalo 
de integração, a amostragem da função a ser aproxrrnada nas 
raizes desigualmente espaçadas do polinômio ortogonal e a ge­
ração do polinômio de interpolação. As fórmulas de quadratura 
são então desenvolvidas pela integração de polinômios de inter­
polação. A escolha do polinômio depende do tipo de função e 
dos limites de integração. 

A aproxinlação numérica da integral é (Hombeck 1975): 

(4) 

onde os Xi são os n pontos com espaçamento variável determina­
dos pelo tipo e grau do polinômio ortogonal utilizado, e os Ai são 
os fatores de peso encontrados no curso da derivação. O termo C 
é uma constante determinada pelos limites da integral. 

Para utilização da quadratura de Gauss, deve-se colocar 
que a solução do problema 3 é feita pelo retomo do domínio s 
para o domínio t, através da integral de inversão: 

1 J c+j«> -
Tj ( x,t)=-. . exp(st )Tj (x ,s)ds 

21tj .r= c- ] «> 
(5) 

Fazendo st = .p para obter uma integral defmida sem o 
parâmetro t no termo exponencial, introduzindo o termo c'=c/t, 
escolhendo a fórmula de Quadratura Gaussiana apropriada, se­
gundo Heydarian e Mullincaux ( 1981) e relacionando a função 
F{pt) com a função T;rx,pk I t) , que deve ser invertida, tem-se: 

1 J c+f «> T;(x,pk I t) 
I(x,t)=-. . exp(p) dp= 

I 27g c- ] «> t 

= """ A.(pk !t)T;(x,pk l t) .t....k=JF>k 

(6) 

Pode-se então calcular Ti(x,t) substitilindo-se s por Pklt. 
Os termos Ak e Pk podem ser enéontrados para até n = 24 com 30 
casas decimais em Stroud e Secrest (1966). A substitilição s--. 
PtJt é utilizada para encontrar as constantes de integração A e Bi 
do problema e junto com os valores de Ak para encontrar Ti(x,t). 
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É necessário pois inverter a matriz n vezes para qualquer x ou t 
procurado diretamente, independente de incremento nestas vari­
áveis. 

APLICACÃO 00 MÉTOOO 

O desempenho térmico da envoltória de edificações tem 
participação importante no conforto térmico ~t~mo e no con~u­
mo de energia no caso de utilização de cond1c10namento artifi­
cial. A envoltória das edificações está normalmente em processo 
transiente de transferência de calor, seja em resfriamento ou 
aquecimento. Este cálculo transiente tem como principal forma 
de realização atualmente o uso do Método da Função de Trans­
ferência (ASHRAE 1993, Mitalas 1972) que apresenta algumas 
limitações em termos de flexibilidade, incremento temporal e 
campo de temperaturas. Outra metodologia possível é o uso do 
Método dos Volumes Finitos, que por ser numérico apresenta as 
necessidades tlpicas de incrementos espaciais e temporais, sendo 
porém mais flexível às paredes. 

TEMPERATURA SOL-AR 

A condição de contorno externa é de 3• espécie, com tro­
ca de calor por convecção. Nesta troca, no caso de paredes ex­
temas de edificações, deve estar incluído o efeito da radiação 
solar, o que é feito com a introdução de uma temperatura fictícia 
chamada temperatura Sol-Ar (ASHRAE 1993 ). 

O método analítico exige uma função excitação continua, 
e a temperatura Sol-Ar apresenta como desvantagem o fato da 
radiação solar ser descontinua ao longo do dia. 

A solução do problema está baseada na função externa, e 
a precisão da resposta está diretamente d~~ndente da prec~~o 
desta função, que pode ser obtida pela utilização de um polino­
mio em dupla precisão. 

A utilização de um único polinômio para as 24 h traz 
polinômios de graus elevados, com oscilações importantes em 
tomo do valor original. Para contornar este problema, o período 
de 24 h foi dividido em períodos menores, e ajustado um poli­
nômio, de menor grau, para cada um destes períodos, obtendo-se 
a precisão observada na figura 1. No final de cada período, deve­
se conhecer o campo de temperaturas dentro da parede, que traz 
a condição inicial do problema para o ciclo seguinte. 

Temperatura Sol-Ar 

o 
~ Polinômio fracionário 

e ~ 
! 

~~~~~~~~--~~--~~~~ o 6 12 18 24 
Hora 

Figura 1. Resultado do polinômio para temperatura Sol-Ar 
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A parede, estando em processo transiente de fluxo de 
calor, apresenta distribuições não lineares de temperatura. Neste 
trabalho, são considerados ajustes do campo de temperatura por 
polinômios quadrá ti cós do tipo ai + ~ x + Ci x2

. 

A distribuição de temperaturas e polinômios considera­
dos como condição inicial para as 19 h do quarto dia (regime 
cíclico) para o estuque e concreto do problema resolvido podem 
ser vistas na figura 2. 

li! 

~ 
o 
nf 

~ 
$ 
~ 

Temperaturas às 19h dia 4: 

isolartte 

Polinõmios sobre pontos 

concreto pesado 

~+-~~~~~~~~~~~~-r~~ 
o 50 100 

PosiçAo,mm 
150 

Figura 2. Distribuição de Temperaturas e Polinômios 

PROBLEMA RESOLVIDO 
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Para avaliar o comportamento do método foi resolvido o 
problema constante em ASHRAE ( 1993 ), pg. 26.17 (Beyer 
1994, 1995), e passou-se a avaliação de erros do método. 

ANÁLISE DE ERROS 

Os erros do sistema aqui analisados foram calculados 
pela seguinte equação geral: 

fi Va,i - Vr.i I 
. v. . 

E= •=I r.r x100 (7) 
n 

onde E é o erro médio percentual, Va,i o valor em análise de 
erro na condição i, Vr,i o valor referencial para cálculo do erro 
na condição i e n o número de resultados em análise. 

O primeiro erro a ser analisado será o do polinômio 
ajustado para a temperatura Sol-Ar. Para tanto foram co!npara­
dos os valores calculados pelos cinco polinômios fracic trios 
que perfazem um dia de cálculo com os dados originais. C. erro 
médio percentual encontrado para 24 h foi de 3,94E-02%, ou 
0,0394%. 

O segundo erro analisado foi o introduzido pelos ajus,es 
dos campos de temperaturas das condições iniciais dos proble­
mas seqUenciais, considerados como polinômios quadráticos. 
Lembramos que cada dia foi dividido em cinco problemas se­
qUenciais para melhor ajuste dos polinômios da temperatura Sol­
Ar. Para tanto foram calculadas as temperaturas em cada meio 
no final de cada intervalo de tempo, em espaçamento de 5 mm 
(cinco milímetros), e calculadas as correspondentes temperaturas 
com os polinômios quadráticos ajustados para cada condição 
inicial e para cada unt dos quatro meios constituintes da parede, 
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num total de 5 periodos x 4 meios= 20 cálculos de erro confor­
me equação 7. Foi então feito a média dos 20 cálculos de erro, 
chegando-se ao valor de 4,405E-03%, ou 0,0044% de erro para 
as condições iniciais. · 

As próximas análises de erro feitas são ligadas ao méto­
do da quadratura Gaussiana propriamente dito, sendo interessan­
te colocar primeiramente uma visão conceituai do erro nas qua­
draturas. 

O melhor método para avaliar a precisão de uma integral 
calculada por quadratura de Gauss é comparar os resultados para 
vários valores de n, ou seja, para diversas quantidades de pontos 
de quadratura. O grau de precisão pode então ser considerado 
proporcional ao número de casas decimais corretas nas respos­
tas. Pode-se às vezes encontrar grande variação entre as respos­
tas, devido à presença de singularidades ou oscilações em f(x) . 
Para grandes valores do número de pontos de quadratura pode-se 
ter deteriorações nas respostas causadas por erro de arredonda­
mento ou truncagem nos cálculos. 

Pode-se ter uma idéia da potência da quadratura de 
Gauss pelo conhecimento de que o método opera essencialmente 
com um polinômio de interpolação de grau 2n-1. Portanto, se 
n=JO, o polinômio de interpolação é de grau 19. Como o poli­
nômio de interpolação é de grau 2n-1, o método é exato para 
integração de polinômios de graus 2n-1 ou menos. 

Esta última consideração não pode ser aplicada direta­
mente ao problema em análise, pois a função em integração é 
composta por exponenciais, conforme equação 3. Pode-se porém 
dizer que os polinômios das condições iniciais são de grau 2 e o 
polinômio da temperatura Sol-Ar não passa de grau 10. Convém 
salientar que os dois participam da solução do problema. 

O problema em análise foi então resolvido para diversos 
valores de pontos de quadratura, especificamente para n = 

2,4,6,8,10,12,14 e 16, e os resultados horários do quarto dia fo­
ram seqUencialmente comparados. Chamou-se aqui, entretanto, 
de variação em vez de erro. Os resultados obtidos foram: 

Variação de 02 para 04 pontos de quadratura: 10,4% 
Variação de 04 para 06 pontos de quadratura: 0,0177% 
Variação de 06 para 08 pontos de quadratura: 0,0015% 
Variação de 08 para lO pontos de quadratura: 0,00018% 
Variação de lO para 12 pontos de quadratura: 0,000094% 
Variação de 12 para 14 pontos de quadratura: 0,00046% 
Variação de 14 para 16 pontos de quadratura: 0,0046% 

Observa-se claramente que o sistema vai convergindo até 
n = 12 quando passa a divergir, provavelmente por erros de ar­
redondamento ou truncagem, já que a matriz dos coeficientes Ai 
e Bi tem que ser invertida n vezes para se encontrar os coeficien­
tes de integração. Escolhe-se portanto, como valor ideal para o 
problema em análise o valor de n =12. 

Para testar a estabilidade do método foram introduzidas 
modificações nos valores de entrada do problema e observadas 
as variações nas respostas. Neste sentido, num primeiro cálculo, 
a temperatura Sol-Ar foi variada em mais e menos dez graus 
hora a hora e foi observada a variação na temperatura da face 
interna da parede, também hora a ho~a. Num segundo cálculo, a 
condutividade térmica dos meios constituintes (e por conse­
qüência a difusividade térmica) foi variada em mais e menos dez 
por cento, e observada ·a variação obtida no fluxo interno de ca­
lor hora a hora. 

No primeiro caso, a variação de mais e menos I O "C hora 
a hora na temperatura Sol-Ar causou exatas variações de mais e 
menos 1 ,37 "C hora a hora na temperatura da face interna da pa­
rede, mostrando grande estabilidade do sistema, pois a perturba­
ção foi simétrica em relação à excitação inicial, e a resposta da 



parede foi exatamente simétrica. Salienta-se aqui que quando da 
variação menos dez graus, algumas vezes a temperatura da face 
interna da parede ficou menor que a temperatura interna do am­
biente, resultando em carga térmica negativa (entrada de calor 
na parede), e mesmo assim o sistema apresentou-se estável. 

No segundo caso, com variação das propriedades térmi­
cas dos materiais, um acréscimo de 10 % na condutividade e 
difusividade térmica causou um aumento de 6,7 % no fluxo de 
calor interno, e uma diminuição de I O % causou uma diminuição 
de 7 % no fluxo de calor. As variações não foram idênticas pois 
não variou-se as demais condições do problema como coeficien­
tes de convecção, excitação, espessuras, densidades e calor es­
pecífico. 

A última análise de precisão e estabilidade feita sobre o 
sistema traz junto um retomo à um procedimento já utilizado, 
que foi a de ajuste da temperatura Sol-Ar utilizando um poli­
nômio único para as 24 h, com oscilações inerentes em tomo do 
valor correto da temperatura. Este procedimento foi abandonado 
procurando-se melhorar a precisão do método. Como atualmente 
já se conhecem respostas precisas, é possível comparar as res­
postas obtidas com polinômios fracionários, que divide o dia em 
cinco problemas, com as respostas obtidas com polinômio único 
para todo o dia. Perde-se em precisão, mas ganha-se em esforço 
computacional, pois pode-se ter incrementos temporais de 24 h, 
em vez de 5 h. 

A diferença média entre os fluxos de calor calculados 
pelos dois métodos, hora a hora para o quarto dia foi de 1,24%, 
podendo-se resolver cinco problemas seqüenciais no lugar de 
aproximadamente dezoito, dependendo da hora a ser calculada. 
Considera-se resultados razoáveis do ponto de vista de estabili­
dade e precisão, principalmente em Engenharia, para uma boa 
economia computacional. Este aspecto ganha muito em relevân­
cia se for comparado com os métodos numéricos, que teriam que 
discretizar o domínio espacial e temporal, para os quatro dias. 
Os dois procedimentos, em tem1os de excitação e resposta apa­
recem na figura 3. Notas-se que, devido ao amortecimento da 
parede, não fazerem muita diferença as oscilações da excitação, 
sendo muito difícil distinguir diferenças nas respostas do pro­
blema. Para uma parede mais leve ( 150mm tijolo) a diferença 
fica em 2,14%. 
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Figura 3. Resposta com polinômios fracionário e diário 
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O Método Laplace/Gaussiana apresenta facilidades de 
uso, permitindo flexibilidade em relação à possibilidade de cal­
cular-se qualquer tipo de parede, inclusive com alterações nos 
coeficientes de película. 

Em relação aos métodos numéricos tradicionais, o Méto­
do Laplace/Gaussiana apresenta como grande vantagem o fato de 
não depender de incremento seqüencial seja na variável espacial 
ou na temporal. Com isto consegue uma rapidez de cálculo bem 
maior, pois pode-se chegar diretamente ao quarto dia de cálculo 
somente calculando-se a distribuição de temperatura ao fim de 
cada periodo fracionário ou dia de cálculo, já que o método 
analítico tem inerente em sua formulação o efeito temporal total 
da função excitação do problema. Também o método analítico 
permite o cálculo das temperaturas somente nas interfaces, por 
eliminar a necessidade de discretização do domínio espacial. 
Consegue-se com isto uma diminuição significativa no tempo 
computacional para solução do fluxo em superficies opacas mul­
ticompostas. 

Existe também a possibilidade do método ser estendido 
ao cálculo de migração de massa (vapor d'água) nas paredes, 
pois o método Laplace-Gaussiana permite o conhecimento do 
campo interno de temperaturas. 

Em termos de erro conclui-se que o método é estável e 
preciso o suficiente para a grande maioria das aplicações de En­
genharia, com ganhos no esforço computacional. 
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ABSTRACT 

ln this work, the Laplace transform technique with nu­
merical inversion is used to develop solutions for the problem of 
one-dimensional heat conduction in multilayered walls. ln this 
method, the partia) derivatives with respect to time variable are 
removed from differential equation by the application of the La­
place transform, the resulting system of ordinary differential 
equations are solved and the temperature transform is inverted 
by numerical method. This meiliod is based on Gaussian Qua­
drature, a meiliod for the approximation of integrais. The advan­
tage of the Laplace/Gaussian method is iliat iliere is no need to 
·step in time or position. The solution for any value of t or x can 
be found immediately. To evalueted ilie meiliod, an error ana­
lisys was made. 


