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RESUMO

O objetivo inicial do presente trabalho foi provar o problema de Leray para o
sistema magneto-micropolar seguindo uma solugao simples recentemente obtida em [41] para
as equagoes de Navier-Stokes. Em [26], Leray deixou um problema de decaimento assintético
em aberto que foi resolvido posteriormente por Kato [22]. Tal problema diz que a norma L?
da solucao da equacao de Navier-Stokes incompressivel decai assintoticamente a zero, para
tempo grande. Ao provar o problema de Leray, observamos uma taxa de decaimento mais
rapida para a velocidade microrrotacional w em relagdo aos outros campos (u, b). A partir
disso, mostramos algumas generalizacoes naturais dessa propriedade. Mais especificamente,
obtém-se informacgoes mais precisas a respeito do decaimento de outras normas como, por
exemplo, a norma L>™, o decaimento L? das derivadas de ordem mais alta e, por conseguinte,
o decaimento em espacos de Sobolev, em duas e trés dimensoes. Por fim, apresentamos a
derivagdo de uma nova desigualdade para o sistema magneto-micropolar (seguindo o recente
trabalho obtido para Navier-Stokes [20]) e algumas interessantes consequéncias. Além disso,
sao apresentados alguns resultados basicos de andlise, desigualdades de Sobolev e varias
propriedades sobre a equacao do Calor, dado que tais propriedades se fazem necessarias em

nossa analise.
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ABSTRACT

The first goal in this work was to prove the Leray problem for magneto micro-
polar system following a simple solution recently obtained in [41] to Navier-Stokes equations.
In [26], Leray left a open problem about asymptotic decay that was solved later by Kato
[22]. Such problem says that the L? norm for solutions of incompressible Navier-Stokes
equations decay to zero asymptotically at large time. We observe that the micro-rotational
velocity decay faster than the others fields (u, b). Hence, we show some natural extensions
of this property. More specifically, we get more detailed information about the L*° norm,
the decay of high order derivatives in L? and the Sobolev spaces decay (in two and three
dimensions). Finally, we obtain a derivation of a new fundamental inequalty (in the line
of [20]) and some interesting consequences. Furthermore, we present some analysis results,

Sobolev inequalities e some Heat Kernel property that will be necessary in our analysis.
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1 INTRODUCAO

O modelo 3D para fluidos micropolares, primeiramente introduzido por
Eringen em [11], € uma generalizacdo substancial das classicas equagoes de Navier-Stokes,
no qual a microestrutura das particulas do fluido é considerada. Além disso, ao levarmos
em conta o efeito do campo magnético induzido no movimento, obtemos o sistema mais

completo a seguir. Para t > 0, considere

u, +u-Vu +Vp = (p+x)Au + b-Vb + xVaw, (1.1a)
wi+u-Vw = yAw + V(V-w) + xVAu — 2xw, (1.1b)
bi + u-Vb = vAb + b- Vu, (1.1c)
V-u(,t) =0, V-b(,t) =0, (1.1d)

com dados iniciais (ug, wo, by) € L2(R?*) x L*(R*) x L2(R?), e
H('U/,W, b)(a t) - ('U,(), Wo, bO)HLZ(]RS) — 0 quando t— oo.

Onde w(z,t) = (ui(z,t), us(z,t),us(x,t)) € R? denota o campo de velocidade, o campo
w(z,t) = (wi(z,t), wa(x,t), ws(z,t)) € R descreve a velocidade microrrotacional, b(x,t) =
(by(z,t),bo(x,t),b3(x,t)) € R® 0 campo magnético e p(z,t) € R a pressao total do fluido no
ponto (x,t). As letras u,7,v e x sdo constantes positivas que estdo associadas a proprie-
dades fisicas do material. Mais especificamente, 1 e v sao as viscosidades cinematica e de

1'& o nimero

giro (kinematic and spin viscosities), respectivamente. Complementando, v~
magnético de Reynolds e x é a viscosidade de vortice (vorter viscosity). Eventualmente,
consideraremos o caso em que nao se tem viscosidade de vortex, isto ¢, y = 0, veja, e.g., a

se¢ao (2.1).

O modelo bidimensional é um caso especial do sistema 3D (1.1) descrito acima,
onde u(z,t) = (ui(xy1, x2,t), ug(z1, x2,t),0), b(x,t) = (b1 (21, x9,1), bo(21, x2,1),0) €, cOmo W

é a velocidade de micro-rotagao, escreve-se w(z,t) = (0,0, w(z1,xe,t)), como feito em [9],

1



por exemplo. Desta maneira, substituindo w, w e b escrito na forma acima no sistema (1.1),

obtemos as seguintes equagoes governantes em 2D.

u, +u-Vu+Vp = (p+x)Au + xVAW+b- Vb, (1.2a)
w;+u-Vw = yAw + xVA u — 2xyw, (1.2b)
bi+u-Vb=vAb+b- Vu, (1.2¢)

V-u(-,t) = V-b(-,t) =0, (1.2d)

com condicdes iniciais (g, wo, by) € L2(R*)x L*(R?) x L%(R?) e
”(U, w, b)(? t) - (U‘O’ Wo, bO) HLQ(RQ) - 07

ao t — 0. Nos proximos pardgrafos apresentaremos a motivagao fisica e algumas aplicacoes
envolvendo os sistemas (1.1 - 1.2). Além disso, faremos um rapido apanhado sobre a teoria
de existéncia que esta estabelecida na literatura. Os resultados aqui obtidos estao descritos
a partir da pagina 4. Consequentemente, caso o leitor esteja familiarizado com as equacoes

e com a teoria de existéncia, aconselha-se ir diretamente para tal pagina.

Como dito anteriormente, em 1966, Eringen propos, em seu trabalho intitulado
Theory of micropolar fluids (veja [11]), um estudo do sistema (1.1) para o caso em que o
campo magnético é nulo, ou seja, b = 0. Fisicamente, fluidos micropolares representam
escoamentos que contém particulas rigidas como uma certa estrutura suspensas em um meio
viscoso, onde a deformacao das particulas é ignorado. Quando considerado o efeito do campo
magnético induzido, obtém-se os sistemas (1.1) e (1.2). Na literatura, tais fluidos nao newto-
nianos sao chamados de micropolares (b = 0) e magneto-micropolares. Eles descrevem vérios
fendomenos vindos de fluidos complexos, tais como circulacao sanguinea humana e animal,

cristais liquidos, lubrificantes!, fluidos em meios borbulhantes (bubbly liquids), ferrofluidos?,

'Em [35] uma interessante aplicagio de fluidos micropolares ¢ feita na teoria de lubrificagao de rolamen-
tos. Mais recentemente, em [32] também pode ser encontrada uma aplicacdo envolvendo lubrificacdo de
rolamentos.

2Ferrofluido é um liquido que apresenta grande magnetizacio na presenca de um campo magnético. Os
ferrofluidos sdo compostos por particulas ferromagnéticas (geralmente hematita ou magnetita) em escala
nanoscopica suspensas em um fluido, geralmente um solvente organico ou dgua.



suspensoes poliméricas, e assim por diante. Em virtude disso, encontram-se em muitas apli-
cagbes envolvendo problemas em engenharia (e.g., em [43] o autor examinou a performance
de rolamentos circulares analisando os parametros das equagoes para diferentes valores) e
fisiologia (e.g., em [31] os autores estudaram o fluxo sanguineo através de uma artéria com
estenose) . Para o leitor interessado nos sistemas aqui expostos (ou sistemas analogos), uma
boa referéncia é o livro Micropolar Fluids. Theory and Applications [29]. Nesta referéncia,
maiores informacoes a respeito destes tipo de fluidos poderao ser encontradas, bem como a
derivacao das equacoes. Dita a parte fisica, agora iremos mencionar alguns resultados sobre

a teoria matematica que esta estabelecida envolvendo os sistemas (1.1) e (1.2).

H& muitos resultados de existéncia e unicidade de solugoes para problemas rela-
cionados a (1.1) e (1.2) (veja, por exemplo, [4, 5, 8, 11, 14, 29, 33, 38, 49]). Mais precisamente,
em 1977, G.P. Galdi e S. Rionero [14] mostraram a existéncia e unicidade de solu¢oes fra-
cas para o problema de valor inicial do sistema micropolar.® Em 1997, M. A. Rojas-Medar
[36] mostrou a existéncia e unicidade local de solugoes classicas. J.L. Boldrini and M.A.
Rojas-Medar, em 1998, estudaram a existéncia de solugoes fracas em [5| para duas e trés
dimensoes espaciais. Em particular, eles mostraram (em 2D) a unicidade de tais solugoes.
E.E. Ortega-Torres e M.A. Rojas-Medar em 1999, assumindo dados iniciais pequenos, pro-
varam a existéncia global de uma solugao classica (veja [33]). Os resultados desses tltimos
trés trabalhos foram obtidos através de um método espectral de Galerkin. Em 2010, J.L.
Boldrini, M. Duran and M.A. Rojas-Medar [4] provaram existéncia e unicidade de solugoes
classicas em LP(S)), para p > 3. Em [7], os autores mostraram um interessante resultado
de decaimento exponencial em dominios limitados e em [6] resultados de existéncia para
sistema micropolar com densidade variavel . Para dados iniciais em L' N L? e com algumas
hipoteses adicionais, h4 alguns trabalhos em que se obtém resultados de decaimento via as

(classicas) técnicas de Fourier Splitting (veja e.g. [44]). O problema bidimensional (1.2) tem

3Em [14], os autores mostraram tal propriedade para o sistema micropolar em abertos conexos € com a
solugdo se anulando em 09 x [0, 7.



sido extensivamente estudado e ha muitos resultados envolvendo existéncia e comportamento

assintotico da solucdo considerando viscosidades parciais ou nulas, veja e.g. [9, 10, 28, 45].

Em seu célebre artigo [26] de 1934, Leray construiu solugoes (fracas) globais de
energia finita u(-,t) € L>([0,00), L2(R?)) N C, ([0, 00), L*(R?)) N L*([0, 00), H'(R?)) para
as equagoes de Navier-Stokes em R? Tais solugoes (fracas) de Leray podem ser construidas
de maneira aniloga para o seguinte sistema MHD Micropolar (1.1), obtendo assim, as mes-
mas importantes propriedades existentes para a equacao de Navier-Stokes. Por exemplo, a

existéncia de ¢, > 0 suficientemente grande (dependendo da condigao inicial), tal que

(u, w,b)(-,t) € C®(R? x (t,,00)). (1.3)

Um problema bésico (e importante) deixado aberto por Leray em 1934 foi (de-

notando W (t) := || u(-,t) 5y COMO em [26]):

2
”LQ(R
J’ignore si W(t) tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment,

J. Leray (|26], p. 248)

ou seja, se vale (ou nao) que

lim | u(-t) = 0. (1.4)

t— HL2(R3)
Esta questao somente foi resolvida (positivamente) 50 anos mais tarde por Kato [22] e sub-
sequentemente também por outros autores [21, 30, 47]. Varios desenvolvimentos e extensoes
importantes de (1.4) vem sendo estabelecidos (ver e.g. [3, 24, 39, 41] ) e até mesmo para o
sistema MHD, veja [1] e [38]. Mais especificamente, os autores [41] provaram o mesmo re-
sultado usando uma técnica diferente e, a partir dai, conseguiram responder outras questoes

(mais gerais) de decaimento assintotico para Navier-Stokes como, por exemplo,

: 3/4 _
tli)n;)t / ||u('7t)”L°°(R3) =0.

4



Nosso objetivo foi primeiramente estender tais propriedades para o sistema (1.1)
e (1.2). Um ponto chave para demonstrar esses resultados assintoticos ¢ analisar o comporta-
mento das derivadas de primeira ordem. Adaptando o argumento usado em [24], foi possivel

obter (teorema 2.1, no capitulo 1) que
t'2||(Du, Dw, Db)(-,t)|| p2@ny — 0 a0 ¢ — oo, (1.5)
para n = 2,3. A partir dai, no capitulo 2, obtém-se,
[(u, w,b)(-, )| 2y = 0 a0 ¢ — 00
e, no caso em que x > 0, observa-se uma taxa de decaimento mais rapida*
12 |w (-, )| 2eny — 0 a0 t — o0, (1.6)
para n = 2,3 (veja [17]).

No capitulo 3, estudamos o comportamento assintotico das derivadas de ordem

mais alta, donde foi possivel demonstrar que’®,

lim t™/2||(D™u, D™w, D) (-, t)|| 2(gn) = 0

t—o00
e no caso em que x > 0,
lim 727 | D"w (-, 1) | 2gen) = 0,
para cada m > 0 inteiro e n = 2,3. O que era de se esperar, tendo em vista os resultados

(1.5) e (1.6). Usando desigualdades de Sobolev e interpolacao, tem-se
0k, B) D ey 5 0 a0 £ oo,

para cada s > 0 real. Tal propriedade foi demonstrada no final do capitulo 3. Como

consequéncia disto, por interpolacao, obtém-se,

t372 | (w, w, b)(-, )| Larny) — 0 @0 t — 00,

4Observe que, apagando todos os termos na segunda equagdo (1.1b) e (1.2b), tem-se um decaimento
exponencial o que talvez sugere que o campo w decaia mais rapido em relacdo aos campos (u, b). Porém o
efeito dos outros termos presentes "freiam"tal decaimento.

"Em [18] mostramos esta propriedade para o sistema MHD, i.e., quando o campo w(-,¢) é nulo. Isto foi
feito em dimensaon =2, n =3 en =4.



para cada 2 < ¢ < co. Além do mais, quando y > 0, tem-se

5 W ) ey = 0 a0t — oo,

0 que acontece somente com o0 campo W, ou seja,

t8/2||(u7 b)(7 t)|

ferny =0 ao = o0

Além disso, novamente por interpolacao,

n+2 n

t4 2q

w(-,t)|[zo@ny = 0 a0 t— oo.

A partir dai, obtemos os seguintes resultados gerais de decaimento:

paran = 2,3 e (u,w,b)(+,t) solugao de Leray de (1.1) e (1.2), tem-se

0D (D™, D™, D) (-, )| pagrry — 0 st — oo.

Além disso, se x > 0, entao
t’Y(n,m,q)+1/2||DmW(.7t)HLq(Rn) —0 as t — 00,

onde y(n,m,q) = §+%5 — 3, para cadam > 0 (inteiro) e 2 < g < oo. A partir dessas propri-
edades pode-se estimar a pressao total p dos sistemas (1.1) e (1.2) via Calderon-Zygmund,

veja [19] e [34].

No capitulo 4, apresentaremos a derivacao de uma desigualdade assintotica para
as derivadas das solugoes de Leray dos sistemas (1.1) e (1.2). Tal desigualdade foi recen-
temente obtida para a equagdo de Navier-Stokes em [20]. Sua versdo para o sistemas aqui

considerados é a seguinte. Para cada a > 0, seja

Ao(a) == limsup t*||z(-, )| L2(rn),

t—o0
onde z(+,t) := (u,w,b)(-,t), Dz(-,t) := (Du, Dw, Db) e assim por diante.

Se A\o(a) < oo, entao

lim supt“+m/2]|sz(-)||L2(Rn) < K(a,m) X2 \o(a) Ym > 1,

t—o00



para cada n = 2,3, onde

s -1/2 - Z 1
K(a,m): m1n{5 jl:[o(a+2+5)}

>0
e X :=min{y,y,v}.

No capitulo 5, consideramos o caso xy > 0. L&, apresentamos uma melhor versao

da desigualdade acima. Defina, por conveniéncia, z(-,t) := (u,b). Dado a > 0, seja

Xo(@) == lim sup t%|z(, Ol 2 mny-

t—o00

Se \o(a) < oo, entio

lim sup 7% || D2+, )| 2y < K (0, m)A~F Ro(0)
t—o00
Além disso, para o campo w, obtemos
m+1 =

m 1
limsup 7+ 5+ D (- )| oy < K (0, m + 1) A5 Ao(a).

t—o0 2
Como anteriormente, sao apresentados (via interpolagao) resultados anilogos aos expostos

acima.

O estudo do caso 2D é (em geral) facilitado pelo fato de que a propriedade de
regularidade (1.3) vale para ¢, = 0 e o sistema (1.2) é um caso particular ligeiramente mais
simples de (1.1). Além disso, as desigualdades de Sobolev usadas sdo mais simples de se
obter (veja, e.g. (A.13)-A.16). Devido a isso, o leitor notard que na tdltima se¢do de cada

capitulo, faremos pequenas notas abordando o caso bidimensional (n = 2).

Notagdo. Os espacos L2(R?) denotam o espaco dos campos em R? em L? com divergente

nulo, i.e.,
L2(R?) = {u = (uy,uz,u3);u; € L*(R?), para 1 <i<3com V-u =0}
Como ja visto acima, usaremos (em geral) letras em negrito para grandezas
vetoriais, e.g. wu(x,t) = (u,(x,t),...,u,(x,t)), denotando por | - |, (ou simplesmente | - |)

7



a norma Euclideana em R". Como ¢ usual, Vp = Vp(:,t) denota o gradiente (espacial)
de p(-,t), D; = 0/0zj, ¢ V-u = Dyu, + ...+ D,u,) é o divergente (espacial) de u(-,?);

analogamente, u-Vu = v, Du+ ... +u,D,u . 1 < ¢ < o0, denota a norma

H ) HLq(Rn)7
tradicional do espaco de Lebesgue LY(R™), pondo-se,

/
(1) ey = {Z BECRITS S (1.7a)

| D2 0) {Z [ 1Dz ) |qu}/q (1.7b)
| D2l 1) ey = Z /|D Dguzxt)|qdm} (1.7¢)

Z]?

e, mais geralmente, para m > 1 inteiro:

00y = (32 323 [ 10

i=1j4,=1 j,=1"R"

1/q
-Dj ui(w,t) |1 dx) . (1.7d)
Definiremos também, por conveniéncia:
12, W, ) oy = Nl Lo qny + Wl oy + 1010 zn): (1.7¢)
para 1 < g < oo e, quando ¢ = 0o
[[(w, W, b) || oo (rry = max{{|wl| oo n), [[W oo @), 1Bl oo @) } (1.76)
denotando-se por || w(-,t

= max { || w;(-, t) :1<i<n} o supremo (essen-

H D*u ('7t

cial) de u(-,t), similarmente para || Du(-,t) ||L°°(]R")’ ) ||LOO(R") e para as derivadas

de ordem mais alta. E conveniente, também, definir as normas H*(R"):

2 — 2s i 24 7
b =22 [ PO Pas

||(’U,, w, b)”?}éz(]}gn) = ||U’H?{5(Rn) + ||W| ?JS(RTL) + ||b||§'18(Rn)’

[

onde u; denota a transformada de Fourier de u;. Para maiores detalhes veja o apéndice sobre

espacos de Sobolev.



Com estas defini¢oes, tem-se || u(-,t) )~ | w(-,t) a0 ¢ — 00, as-

. [

sim como, mais geralmente, || D™wu(-,t) )= || D™ u(-,t) , para todo m inteiro

||LQ(R” ”L°°(R”)

nao negativo$ Ocasionalmente, resulta também conveniente usar a seguinte definicdo alterna-

tiva para a norma do sup de u(-, 1),

[ w(-,t) |l = esssup { |u(z,t)],: z €R"}.

Podemos também utilizar || u(-,?)[|,, no lugar de | u(-,t) ||Lq(Rn) , por simplicidade e €27 f

denota o Heat kernel, no sentido que

= / e f(y)dy.
(4mnt)2 Jen

Constantes serdo usualmente representadas pelas letras C' e K; escrevemos K ()
para indicar que o valor da constante referida depende de um dado parametro A. Por
conveniéncia e economia, usamos tipicamente o mesmo simbolo para denotar constantes
com diferentes valores numéricos” (por exemplo, escrevemos C? ou 10 C' novamente como
C, e assim por diante), como usualmente feito na literatura. O leitor ainda notara que no
transcorrer do texto as demostracoes passarao a ser mais diretas, dada a familiaridade que

o0 mesmo terd com os argumentos outrora apresentados.

6Convém observar que, com as definigoes (1.16), (1.17), se uma desigualdade de tipo Nirenberg-Gagliardo
[ull s <K]|u HlelgH Vu ||?j2, 0 < 6 < 1, valer para funcoes escalares u (K > 0 constante), entdo ela sera
automaticamente valida para fungdes vetoriais uw com a mesma constante K do caso escalar. Ademais,
tem-se || D™ u(-,t)||,, < || D™ u(-,t) ||*=0) D™u(-,t) sel/g=(1-0)/q,+0/q,, 0 <0 <1, e assim por
diante.

TExceto em alguns trechos (nos primeiros capitulos e apéndice A, por exemplo), onde exibimos o valor

de algumas constantes para facilitar a clareza do texto.

1— 0
s I .



2 PRELIMINARES

Neste capitulo provaremos algumas propriedades que serao fundamentais na
andlise dos resultados desenvolvidos nos capitulos posteriores. O principal resultado a ser

demonstrado aqui é o que segue.

Teorema 2.1. Dada (u,w,b)(-,t) solugao de Leray de (1.1) e (1.2), tem-se
t'2)(Du, Dw, Db) (-, )| 12@n) = 0 a0 t — oo,

paran = 2,3.

Além disso, apresentaremos a demostracao da desigualdade de energia basica

abaixo.

t t
ot D)0, + 2 [ D e 27 [ 10w e
to to

L2(R™

t t t

+20 [ 1007 ager + 2 [ I ot +200-2) [ 19wl 7)o
to to to

S || ('U,, W, b)(7t0)

2
”LQ(R”)’

para todo! t > tyg > t, en =2,3.

Aqui, alguns resultados sobre a regularidade das solucoes de Leray do sistema

(1.1) também foram incluidos.

Veja (1.3), lembrando que t, = 0 em dimensdo n = 2.

10



2.1 Cason=3

Dado o sistema magneto micropolar

(

u+ u-Vu +Vp = (p+x)Au + b-Vb + xVrw,

w, +u-Vw = yAw + V(V-w) + xVAau — 2xw, 1)

b+ u-Vb = vAb + b-Vu,

(Vou(t) =0, V-b(.t) =0,

com dados iniciais (ug, W, by) € L2(R?) x L*(R*) x L2(R?), considere solucdes de Leray (u, w, b)(-, )

€ X, onde

X = L¥((0,00), L*(R?)) N L*((0, 00), H'(R*)) N C}([0, 00), L*(R?))

(sendo H'(R?) = H'(R?)3*3 espaco de Sobolev homogéneo de ordem 1).

Como foi dito anteriormente, pela teoria desenvolvida por Leray [26] para Navier-

Stokes, existe t, > 0 (dependendo dos dados pu, v, 7, x, (ug, Wo, by) fornecidos) tal que

(u,w,b) € C°(R? x [t,,00)) (2.2a)
(u,w,b)(-,t) € L2.([ts,00), H™(R?)) (2.2b)

para cada m > 0 inteiro. As propriedades de regularidade (2.2) também podem ser verifi-

cadas apenas explorando o seguinte fato. A solucdo (fraca) globalmente definida satisfaz a

11



desigualdade (forte) abaixo
t t
w000 o+ 20 [ 1D e + 27 [ 1DwE 1) ey
to to

t t t
+ 2V/ | Db(-, T)H%Q(Rfi)dT -+ 2x/ |w(-, 7')||%2(R3)d7 + 2/ IV -w(, 7')H%2(R3)d7' (2.3)
to to to

< ” (’l.l,, w, b)("to) ||iQ(R3)7

para quase todo ty > 0, incluindo ¢ty = 0 (veja e.g. |26, 12]). Em [48|, por exemplo, o autor
mostra a existéncia e unicidade de uma solugao (global) classica, assumindo dados iniciais
em H'/2(R?), ie., (uo, wo,by) € H/?(R?). Logo, dado ¢ > 0, pelo lema B.5 (descrito no
apéndice), usando a identidade de Parseval e a desigualdade (2.3), existe ¢ suficientemente

grande, tal que

ety ., B) (- )Lz < 112t W, B) (- B gy [ (2t W, B) (- D)

= ||(Dw, Dw, Db) (-, )| fotges) | (16, W, B) (-, )| oty < Cle,

L2(R3)
0 que garante a existéncia de ¢, > 1 apresentado em (2.2).
Como as propriedades aqui estudadas sao para tempo t > 0 grande, daremos
uma demonstracao desta desigualdade de energia para t > t,, usando as propriedades de

regularidade (2.2). A demostracao fica mais simples, pois a solugao fica classica para t > 0

grande.

Proposicao 2.2. Sejam ty > t. e (u, w,b)(+,t) solugdo de Leray do problema MHD micro-
polar (2.1), tem-se

t
1030, B)C 1) 2 )+ 28 [ 1D, D, DB)C ) e
2y / (e, 7)oy + 2 / IV W, ) gy < | (2w, B) e t0) I,

para todo t > tg. Onde A = min{u,y, v}

12



Demonstracao. Daremos a seguir uma demonstracao rigorosa deste fato béasico usando fun-

coes de corte. Dado R > 0, seja P € C°(R?) tal que,

¢

L jz| <R

Pr=1qp(), R<|z|<R+1

0, ]z >R+1
\

onde ¢(z) € C*, pois Pr € CF°. Escrevendo o sistema (2.1) coordenada a coordenada,

tem-se

;

;i 3 _ 3 3 3
G+ 3w Djui + Dip = (4 x) Y-y Dy Djui + 375 by Dibi + X 32 ey €6k Djon
w; 3 o 3 3 3
Qo 43w Djw; =y Y5 DiDjw; + Y5y Di(Djw;) + X Y05 py €16 Djun — 2xw;

ob; 3 . 3 3
| B T 2o Dibi = v 305, DiDibi + 55 biDjui,

(2.5)

onde ¢; 1 ¢ o simbolo de Levi-Civita, i.e.,

)
1, se {i,j, k} é permutacao par

€ijk =\ —1, se {i, 7, k} é permutacdo impar

0,set=7,ouj=k oui==%k
\

Multiplicando a primeira equagao do sistema (2.5) por 2u;® e integrando na regiao R3x [ty, ]

tem-se,

13



t 3 t
O drdr + / / Z Dj(uiu;) @ drdr + 2/ / (D; p) u;®r drdr
P to Y BRr+1 j=1 o Bry1 P

t
9 2
Joy 5
)

g

(}?) (IIT)

t
:2(M+X>//B ZDDuluZ(I)RdxdT+2// ZbDbuZ(dexdT
to R+1

j=1 Bri1 7=1
) W)
t 3
+ 2X/ / Z ei7j7ijwk uiCI)R dxdr.
tO BR-H j,k=1
1)

(2.6)

Agora, vamos estimar cada termo da igualdade (2.6). Aplicando o Teorema de Fubini |2] e

o Teorema Fundamental do Célculo no primeiro termo, tem-se

//BR+1 ui(+,7)°)r Pr(z )dxdT:/

Br+1

ui(-,t)z(DR(x)da:—/B (- 0)? () da.

Note que, ®r(x) = 0,Vz tal que || = R+ 1. Logo, como na integracao por partes nao

aparece termo de fronteira, tem-se

t 3 t 3
(IT) = / / > Dj(ulu;) Pp(x) dedr = — / / > ulDju; p(x) drdr
to Y Bry1 j=1 to /B

R+1 j=1

t 3
— / / Z(ufu]) Djog(z) dxdr,
to J R<|z|<R+1 =1

¢ t
(I11) —2/ / w; D; p®r(x) dedr = —2/ / w; p D; pr(z)drdr
to v Br+1 to J R<|z|<R+1

t
—2/ / D;u;p Pr(x) dxdr,
BR+1

(IV) = 2( /er// ZuzDDuz(I)R()dxdT
B

R+1 ‘—

14



u+></ ZDul )2 ®g(x) dedr

BR+1 —

—2(p+ x) / / Zu’D w; Djpp(z)dxdr,
R<\x|<R+1

= 2/ Zb D;b; u; O p(x)drdr = —2/ Zb b; Dju;® g (x)dzdr

Bry1 j=1 Bry1 j=1

—2/ / bibiu;Djppr(x)dzdr,
R<lal<R+1 % Z ’

(VI) = 2X/ / Z € jrDjw, u; ®p(z) dedr
to Y Br+1

jkfl

= —2x/ / Z €55, kW; D, Uk(I)R( )dﬂde
BR+1

—2)(/ / Z € j kWi W Djpr(x) dedr.
R<\x|<R+1

Logo, fazendo R — +o00, usando a definicao da @, o Teorema da Convergéncia Mondtona

[2] e 0 lema B.1 do apéndice B nos termos anteriores, tem-se

(1) = [ utotpde = [l de = Ol = o)l

(1I) = // ZDujdxdT—O pois V- u =0,
R3

7j=1

t
117y = =2 D;u; pdxdr,
(
R3

t 3
(1v) = —2(u+x)// Z(Djui)zdxdﬂ
to R3 j=1
t 3
V) = =2 / / > " bjb; Djwidadr,
to JR3 j=1
t 3
VI) = —2x// Zei,j,kwiDjukdxdT-
to JR? jhy

15



Entao reescrevendo (2.6), tem-se
t
lts (-, ) g, + 2 / / Dy s p dudr
to JR3
t 3 t 3
2(M+X)// Z(Djuz‘)QdﬂlT—FQ// ijbiDjuidxdT
to JR3 5 to JR® 5

+2X/ / Z ez]szD U, dxdr = ||’LLZ( tO)”LZ R3)- (27)
R3

J,k=1

Agora iremos trabalhar com a segunda e com a terceira equagao do sistema (2.5) utilizando
as mesmas ideias anteriores. Caso o leitor ja esteja familiarizado com as contas feitas ante-

riormente, pode seguir direto para desigualdade (2.12).

Multiplicando a segunda equagao do sistema (2.5) por 2w; P e integrando-a na

regiao R3 x [to,t], obtém-se

t t 3
/ / (w2), ®p(x) drdr + / / " Dj(wPu) @p(e) dedr
\to Br+y1 to /B 1

Rt+1 =1

v~ "

(1) o

27/ ZDlewlch( )dmd¢+2// ZD (D; w;) w; Pr(z) dedr
B

Bri1 j=1 R+1 j=
(I11) (V)
t
+ 2x/ / Z €k Djug w;Pp(z) dedr — 4x/ / w?® p(x) drdr .
BR+1 . to Y Bry1
a/r) (V)

(2.8)

Vamos trabalhar com cada termo da igualdade (2.8). Como nao temos termo de fronteira,

aplicando o Teorema de Fubini, o Teorema Fundamental do Célculo em (I) e integragdo por
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partes em (II),(III),(IV), temos

/ /BR+1 (v) drdr = /BRH[wiQ('at) —w; (-, to)] Pr(z) da,

(I7) // ZD wiu;) Pp(r) dedr
B

R+1 ‘—

// ZwDuj D r( )dl‘dT—// Zw uj Djpgr(x) dxdr,
Bri1 R<‘$|<R+1

] 1
=0, pmsV’U, 0
3
(II1) = 27/ ZDijwi w; Pr(z) drdr
Bry1 j—1
t 3
. / / or(x) drdr
to J R<|z|<R+1 ; J
3
—27/ Z Djw; Djw; ®g(z) dedr,
Bri1 =1
(IV) —2/ ZD (D; w;) w; ®r(x) dedr
BR+1 _

:_2// lep w;) D) dedr
BR+1 _

-2 / / Zwi (Djw;) Dipr(z) dedr.
to J R<|z|<R+1 =1

Fazendo R — +o0, utilizando nos termos anteriores o Teorema da Convergéncia Mondtona,

o lema B.1 do apéndice B e definicao da ®r, tem-se

t 3
”wi('7t)||%2(R3) "‘27/ / Z(Djwi)Q dxdr
to JR3 =1
3
+2/ /RSZDW (D; w;) d:z:dT—l—Qx// Z::lei,j,kui Djwy dzdr

t
Ly / s )2 dr = oo o) 2o (2.9)

to

17



Por tltimo, analogamente, multiplicamos a terceira equagao do sistema (2.5) por 2®(z)b; e

integramos na regiao R3 x [to, t]

// )i ®r(x)drdr +/ Zu] (D;b2)®(z) dedr
Bgr11

Bri1 j=1
(1) (1)
21// / ZbDDb(I)R( )dmd7+2/ beDu,q)R( ) dzdr . (2.10)
BR+1 : BR+1‘—
(111) (1V)

Vamos estimar cada termo na igualdade (2.10. No termo (I), vamos aplicar os Teoremas de

Fubini e Fundamental do Célculo e nos termos (II),(III), integracao por partes.

/ /B w)dmdr = /BRJ@2 (1) = b to)] @r(z)de,

(IT) :/ / Zu] b)) ®p(x) dedr = / / ZD u;b;®p(r) drvdr
to /B B

R+l j=1 R+l =1
t 3
—/ / ZujbejgoR(x) dxdr,
to J R<|z|<R+1 j=1
(I11) = zu/ / Zb .D;D;bi®p(x) dedr = —zy/ / Z(Djbi)QCI)R(:E) dxdr
BR+1 BR+1 —

—21// / Zb D;b;Djpr(x) dxdr.
R<\z|<R+1

Fazendo R — oo. Usando o Teorema da Convergéncia Mono6tona e a definicao da ¢ nas

expressoes anteriores ficamos com a igualdade

t 3
16:(-, )13 (R3) / / ZD b dedr + 21// /R3 Z(Djbi)2 dudr
to j:1
3
_2/ / ZbibjDJ“i dxdr = ||bi(-,t0)||%2(R3).
to JR3 j=1

(2.11)
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Juntando as igualdades (2.7), (2.9) e (2.11).
t
ey + s g + I8 Ol 2 | [ Divspdaar
to
t 3 t 3
+2(u+x)/ / Z(Djui)zdxd7—2/ / > " bib;Dju; dwdr
tog JR3 j=1 to JR3 j=1
t 3 t 3
+2 / / > " bibi Djusdwdr + 2x / / > eijwwi Dyug dadr
tg JR3 to JR3 jk=1

J=1

J/

-~

(%)

t 3 t 3
+2 / / > (Djw;)? dadr + 2 / / > Diwy(D; w;) drdr
to JR3 to JR3 j=1

j=1

t 3 t
+ 2X/ / Z €i,5,k Wi Djuk dxdr +4X / ||U}Z(, 7') H%Q(Rd) dr
to R3 Gk=1 to

[ J/

(%)

t 3
+2V/ /}R3 > (Dbi)? dadr = ||us(-, to)[Faqeay + 1w, to) [Z2qas) + 10, t0) 17 2(r)-
to j=1

Somando em ¢ = 1,2, 3 e usando as definicoes das normas descritas na introducao, tem-se,

t 3
(s )1 Fegray + 1w t) 1 Fagray + 10 )72y + 2/ /R3 > Dju;pdzdr
to i=1

J/

~~
=0, pois V- U=0

¢ ¢ 3
+2(p + x) / I Du(-, 7)||72@e dT + 2x/ / Z €. j.xW; Dyug dedr
to to JR3

1,7,k=1

J/

~~

(%)

t t
s / |DW (e, 1) 2o dr + 2 / IV - (e 7) By dr
to to

3 t t
Z €i gk w; Djuy d:pd7+4x/ lw(-,7)|? dT+21// ||Db(-,T)||%2(R3)dT
to

t
+2x//
to VR k=1 to

N J/
-~

(%)

= Jlu(, to) | Zaey + IW( to) | Z2eay + 16C to) [ Z2rs)-
(2.12)
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Observe que,

3
Z €,5,k€ilm = j,z5k,m - 6j,m6k,la (2-13)

i=1
onde §;; é o tensor delta de Kronecker. Note que podemos somar os termos (*) e (**).

Estimando este termo usando a Desigualdade de Young e a identidade (2.13),

t 3
‘4X/ / Z € jkw; Djuy dedr|
to JR ;5 k=1
t
§4X/ Z/ |w; Z€i,j,ijuk |dxdr
to 4 R3 j,k
2
t ’LU? 1
<4X/t0 ; R37+§ (Zeid}k Djuk> dxdr
t w2 4X t
= [ 3 [ Gt S X [ Sese v ) Sen Drun ) e
3 3 ]7]{;
4/tz/wgdd+4X2/t/Z Djuy, Dy, dzd
= —axart + — €ij,k€ilom LU U, ATAT
Xt0~]R32 2~ J, Jrs . JkCilm Lk 1
! i joklm

t w? 4y !
= 4X /to ; /R3 Tde'dT + 7 Z /to /R3 (5jl(5km - 5jm6kl) Djuk Dlum dxdr

Jk,lm

¢ wi2 4x t
— 4X /to ; /Rs dedT + 7 Z /to \/]Rd 6j15km Djuk Dlum dxdr

j7k7l7m

+4X2/t/5 84Dt Dyumdid 4/t2/wi2dd
- mOki L j U Uy ATAT = 24X - araT
2 et Jro ’ : o 57 Jre 2

4 t 4 t (2.14)
+7XZ / / (Djuy)*dadr _TXZ / Djuy, Dyujdadr
gk o TR gkt TR

(.

=0, por integracao por partes e por V-U=0

4 /tZ/ e +4X2/t/ (Djuy)?dzd
=4y —dzxdT + —=— iU ) axaT
to R32 2 I to JR3 J

t t
2y / (e, ) 2 + 2x / 1D, )25 gy
to to
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Por (2.14), a igualdade (2.12) se torna,
t
(Ol @sy + W O 2@y + 180, )1 72es) + 21 / 1D, 7)| 72 s dT
t
t t ’ t
22 [ 10w Bdr +20 [P0 Badr + 20 [ W) gunyi
to to to
t
+2/ IV - W, )Ty dr < [l to) 72y + W to) 122y + 1B(, o) 172 (es)-
to

Tomando o minimo entre os coeficientes (u,~y,v) e usando as defini¢oes (1.7) descritas na

introducao, temos (2.4). O que conclui a demonstracao. [

O objetivo agora sera prover uma desigualdade semelhante a da proposi¢ao an-
terior para as derivadas de primeira ordem. Entao vamos derivar parcialmente com relacao
a T (% = D;) e multiplicar por 2D,u;, 2D,w; e 2D,b; a primeira, segunda e terceira equa-

cao do sistema (2.5), respectivamente. Seguindo de maneira analoga a do roteiro anterior,

integrando em [t, t] x R?, tem-se o seguinte resultado.?

Teorema 2.3. : Sejam (u, w, b)(-,t) solucdes de Leray do problema MHD micropolar, entio

existe to, >ty tal que YVt > tg > t,., tem-se
t
|(Du, Dw, Db)(-,1)||72gs) +277/ I(D*u, D*w, D?b)(-, 7)|| 22 (gsy dT
to

t t
+2X/ HDW(’?T)H%Q(R?’)CZT_’_Q/ ID(V. (-, 7)) f2s) dr < [[(Du, Dw, Db)(-, to) | 2 (zs)-

to to
(2.15)

Onde n é uma constante positiva.

2Por simplicidade, ndo faremos o uso de funcdes de corte. O mesmo processo pode ser repetido de maneria
analoga a feita no teorema anterior.
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Demonstracao. Derivando a primeira equagao do sistema (2.5), em relagao D;, multiplicando

por 2Dju; e integrando na regido [to, t] x R3:

t 3 t t
/ / (Dyu;)? dadr + 2 / Dyu; Dy(u;Dju;) dedr + 2 / Dyu;Dy(D; p) dadr
to JR3 - R3 R3

J/

(V) (??) (IVH)
et x) Z/ / DiuiD; Dy Dy dvdr +22/ Dy Dy(b;D;b;) dudr
(IV) (%
3 t
+2x Z / / €5,k Dyus Dy (Djwy,) ddr .
17/t JR3
W)

(2.16)

Vamos analisar cada termo da igualdade (2.16). Aplicando, no termo (I), o Teorema de

Fubini e o Teorema Fundamental do Calculo,

t
/ RS(Dzuz-)f dadr = || Diui(,)l[72@s) — | Douti(-s to) | L2 es).

Integrando por partes no termo (IT) e em seguida tomando o modulo,

(II) = 22 / Dyu; Dy(u; Dju;) dedr
= 22/ Dyu; Dyu;Dju; dxd7’+2/ / Dlu, dxdr
j= to
= —zz / / w; Dyu; D; Dy d:L’dT—Z / Dju;(Dyu;)? dedr

< 22// i (-, 7) || oo sy | Dy (-, 7)| Dy Dy (-, 7) | dwdr

Usando a mesma ideia anterior no termo (V),
3 t
< 230 [t 7)o | Dy - 7DD )
j=1 tog JR3
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E ainda, integrando por partes os termos

t t
(1) = 2/ Dyu;Dy(D; p) dedr = —2/ Dy(Dj;u;)Dyp dzxdr,
t

o JR3 to JR3
3 t
j=1 to JR3

= 0 X [ [ o s

3 t
VI) = 2x ) /t /R Sei,j,leuiD,(Djwk) dzdr
k=1%o

3 t
= 2x Z /to /R3 €i.j kD1 Dj(ug) Dyw; dxdr.

jk=1

Entao, reescrevendo (2.16), tem-se

3 t
1D, + 200420 3 [ [ (D,Diw)? dods
j=1 "t

3 t
—2X Z/ / ei,j,leDj(uk)Dlwi dl’dT S ||Dluz(,t0)||%2(R3)
to JR3

jk=1

S (2.17)
+2) [[ui (-, T) | oo ray | Do (-, 7)|| Dy Dy (-, 7) | dwdm
j=1 to R3

3 t
+2Z/ /3 Hui("T>HLO°(R3)|lej('7T)HDlebi(',T)’dl‘dT,
j=1 to JR

Procederemos de maneira aniloga para a segunda e terceira equagao do sistema (2.5). De-

rivando a segunda equagdo do sistema (2.5), em relacdo D,;, multiplicando por 2Dyw; e
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integrando na regiao [t,t] X R?, tem-se

t 3 t
/ (Dyw;)? dwdr + 2 Z/ Dy(u; Djw;) Dyw; dedr
to JR3 . R3

() (;?)

272 / / D;D; Dyw; Dyw; dadr + 22 / Dy(Dyw;D;(Djw;)) Dyw; dadr

1}'1 (V)
/el]leD ug Dyw; dxdr—4x// Dlwz dxdr .
jk 1710 R3
o g (V1)

Aplicando o Teorema de Fubini e Teorema Fundamental do Calculo,

t
:/ /RB(Dlwi)i dwdr = || Dyw; (-, £) |22y — I Diwi(-, to) |2 ms)-

Integrando por partes,

3 t
(I1) = 22// Dy(ujDjw;) Dyw; drdr
.7 to R3
= QZ// Dyu; D jw; Dyw; dxdT—I—Z// Dlwl dxdr,

J/

() (B)

integrando por partes os termos (A) e (B)

3 t
(A) = —22// w; Dyu; D Dyw; dedt
j=1 to R3

3 t
22/ /RS [w; (-, 7) | oo @3y | Do (-, 7)| | Dy Dy (-, 7) | dadr,
j=1 "%

3 t 3 t
= Z/ / u;Dj(Dyw;)?* dedr = — Z/ / Dju;(Dyw;)? dzdr = 0.
j=1 to JR3 j=1 to JR3

IN
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Entao,

(II) = 22 / Dy(u;Djw;) Dyw; dadr

IN

22// 05 7) | oe )| Dty -+ 7)1 Dy Dy (-, )| deed,

(I111) = QVZ/ D;D;Dyw;Dyw; dedr = —272/ / (D, Dyw;) 2dxdr,
= Jto Jre

(IV) = 22 / Dy(D;(D;jw;)) Dyw; dxdT——ZZ / DiDjw; DiDyw dadr.

Portanto,
| Dyw; (-, t) ||L2 R?) +QVZ/ . (D; Dywy(-,7))* dxdT—i—QZ/ /R3 D, D;jw;D;D;w; dzdr
Ty / D7) 3agesy dr < [1Drs(-, o) [22qeny

/ / €ijuDiDjug (-, 7)Dyw; (-, ) dedr
tog JR3

3
—1—22// |lwi (-, ) || Lo 3y | Dywj (-, 7)|| Dy Dyw; (-, 7)|dxdT.
j=1 to JR3

(2.18)

Por ultimo, vamos trabalhar com a terceira equagao do sistema (2.5). Derivando-a em relacdo
a Dy, multiplicando por 2D;b; e integrando na regido [to,t] x R3. Repetindo o processo de

maneira analoga, obtém-se,

3 t
+22/ /3 1| (- ’T)"LOO(R3)’DZUJ<'7T)HDlebi(',T)’dxdT
j=1 to R

3 t
+2Z// 165, 7) | o) | Diby (- 7)1 D; Dy, 7). (2.19)
j=1 to JR3
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Somando (2.17), (2.18) e (2.19), obtém-se
1Drsi (- )1 L2 qesy + [1Drwi (- D)l Z2s)y + 1 Db )12 es)

3 t
2(p+ x) Z/ . (D;Dyui(-, 7 dCL’dT+2’}/Z/ /3 (D;Dyw;(-, 7 7))? dxdr
=1 to R

3 t
+2y2/to /RS (D;Dyby(-, 7 dxdTJrQZ/ DiD;w;(-,7)DyD; wi(-, 7) dwdr
j=1
+ax [ D7 e
to
< WPt i, 1D 1) ey + NP o) e

3 t
+22/ /3 ||uz(’T)”LOO(RS)lDlu](’T)||D]Dluz(',7—)|dxdT
j=17to R
3 t
+22/ /3 ”Uz’(-,T)||L°°(R3)’lej(-,7’)‘|D]~lei(.77—)| dxdr
j=1 “to R
3 t
237 [ [ o)l Dras 71D Do, )
=1 /to R3
3 t
+22/ / 165, 7) | o ey | Dibs (-, )| Dy Dyws (-, 7) | dacdr
j=1 7to R3
3 t
—l—QZ/ /3 16:(-, 7) | oo w3y | Dy (-, 7) || Dy Dibi (-, 7) | dd T
j=1 o R

3 t
Ax Z / /3 €k DiDjug (-, 7)Dyw;(-, ) dadr.
k=1t /R
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Somando em i e [, tem-se
D, )72 sy + 1DW (-, )] F2ay + DB, )] 72

t t
4200 40) [ 1Dl dr o+ 27 [ 1Dl ) R dr
to

to

t t
+2y/ 12 7) 2 ges, d7+2/ ID(Y - W (-, 7)) sy
to to

t
[ IDw(e ) agendr < ||DU<',to)||%<2R3) +IDWC o) gy + DB t0) e
to

+2 Z / /3 ||uz(’T)HLOO(R3)|DIU-7(’T)||D]Dluz(',7—)|dl‘d7'

i,4,0=1

+2Z// a7 e oy | Dby (- )| D3 Dibi(-, 7)| dvdr

i,5,0=1

+2 Z / / i (-, £)[| oz | Dyt (-, 7) || Dy Dywi (-, 7) | dacd

1,7,l=1

+22// 165 7) e ey | Dby (- 7)1 D; Dy (-, 7) |l

i,7,0=1

+2Z/ 195, 7) e )| Dty (- 7)1 D Diby -, 7) |l

1,7,l=1

+4X Z / /3 €i7j7leDjuk<'7T)Dlwi(’77—) dx'dT .
R

0,4,k 0=

(.

-~

(4)
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Aplicando a Desigualdade de Young no termo (A) da desigualdade anterior resulta que,

3
EZ]le’LUZDlD ukdx = Z Dlwi Z eijleDjukdx
k=1 il=17R" k=1
3 2
< Z/ | Dyw| GijszDjuk dr < - Z/ (Dyw;)? ( Z Ez‘jszDjuk) dx
il=1 G k=1 zl 1Y R™ jk=1
13 13 3 3
=5 Z/R (Dyw;)*dx + 3 Z/ ( Z e D1 Djuy, Z Eiquleuq) dx
il=1"R" =1V R" N\ pg=1

1 2.20
:§HDWH§2(R3 / Z ( ezjkeipq)DleuleDpuqu( )

ljkpq 1

1
= §||DW||%2(R3 / Z 51@(] 5kp)DleuleDpuqu

1,3,k,p,q=1
3
1
:_”Dw|yL2 g3 + = Z / (DyDjuy,) dw—E/ > DiDjurDyDyuydz
l]k 1 R™ 1 4 k=1

1
= SIDWIRags) + 51Dl sy

Portanto, usando as defini¢coes das normas descritas na introducao,
t t
2 2 2 2 2
(D, Dw, Db)(-, 1) [|72(rs) +2u/ 1D (-, 7)[|7, @) dT+27/ 1D w (-, 7)o dT

v20 [ 1Dy 2 [ IDWC gt + 2 [ DT w7 e a

< ||(D’U,, Dw, Db)('at(J)HLz(]l@) + Jl('=t> + JQ('=t> + ‘]3('7t> + ‘]4('7t> + J5('7t)‘
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Onde,

=2 Z H’LLZ(, 7_)‘|L°°(R3)|Dluj('7 T)”DleUi(', 7')|d.Td7',
R3

’L]l 1
=2 Z / / ||u1 » T HL°<> R3) |Dl ( )||Dlebi(',7')| dIdT7
z]l 1
=2 Z / /3 llwi (-, )| oo sy | Do (-, 7) || Dy Dyw; (-, 7) |dedr,
z]l 1
=2 Z / / 104+, 7) || oo 3y [ Dibs (-, 7)|| D Dy (-, 7) | dedr,
z]l 1
=2 Z / / 16: (-, 7) || Lo 3y | Dy (-, 7) | Dy Dibi (-, 7) | davdr.
i,4,0=1

Vamos estimar o termo Ji(-,t) definido anteriormente. Pelas desigualdades de Cauchy-

Schwarz para soma e de Holder, tem-se

22 / / et ) ey | Drvty (-, 7)1 Dy Dy -, )| dedr

'le

<9 Z e, )i /R%|Dluj(.,T)||Dleui(.,T)\dxdT

i,5,0=1 to
_22 ||u )| oo (m3) / Z|Dluj )|D; Dy (-, 7)|dedr
i,l=1 to

< 22 / o) ey / 3 Z (Z |Dzuj<-m>|2> - (Z 1D; Dy, ) )
< 22[: (e, 7| oo ) /RS (i: \Dluj(.,TW) 1/2<i |Dleui(.,T)‘2> I/dedr

9 / (-, )l o) / Z( > 1D >2>1/2<iDjDzui<-m>2>

<2 / s e / 3 (;1|Dluj<-m>|2> 1/2(,2 |D;~Dzui<-,7>|2>
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. 5 1/2 3 1/2
N 2\/5/ ||u("T)HL°°(R3)/ (Z | Dy (-, )|2> ( . |DjDzUi(',T)|2> dadr
to R3 !

1,7,l=1

(2.21)
<2V3 / (e, )l iy | D, 7)oy | D, )| gy dr
to

O mesmo raciocinio pode ser feito para os termos Jo, J3, J4 e J5. Assim, usando as defini¢oes

das normas (1.7), obtém-se
|(Du, Dw, Db)(, )HL?(JR3 +2M/ HDQ )HL2(R3 d7+27/ ”D2 )”%Q(RS)dT
+2y/ 102712, ) d7+2></ |DW (-, )|
2 / ID(Y W, 7)) Zaqas, dr < 1D, w, b)) (a0,
t

’ t
+2\/§/ (-, 7) || oo ey | Dul:, 7) || 2z || D*w (-, 7) || 2oy dr

t

Ot
+2\/§/ H'u(~,T)HLoo(R:s)HDb(-,T)HLQ(R:s)HD2b<-,7')HL2(R3)dT

t

tO
+2\/§/ 190 7)oy 1 D ey ) ) | DP9 (e, )l sy

to

t
+2\/§/ 160, 7) || Lo r3) | DB(-, ) || L2y || D*w (-, 7) || L2 sy dr

t

Ot
+2\/§/ 1B(-, 7)|| oo ey [ D (-, 7) || 2y [| D?0(-, 7) || 12y d

to

t
< (D, Dw, D)t ey + 10V3 [ (0w, B)(e )y
to

x||(Du, Dw, Db)(-, 7) || 23|l (D*w, D*w, D*b) (-, 7)|| L2 (r#)dT-

30



Logo, usando a desigualdade de Sobolev (A.7) descrita no apéndice e (2.4), tem-se
t
I(Dw, Dw, Db)(-, t)||72zs) +2>\/t I(D*u, D*w, D*b) (-, 7)|I1, zs) d7
0
t t
+2X/ ‘|DW('77')H%2(R3)dT+2/ ID(V - w(e, 7)I72 sy dT
to to

t
< (D, Dw, DB)(-,t0) 2 gy + 10V3 / 1ty w,B) (-, 7)o ) X
to

X H(D’U,, Dw, Db)(7 T)HLQ(]I@)H(DQUH D2W7 D2b)<: T)HLQ(R3)dT

< [[(Du, Dw, Db)(-, t0)||72(zs)
FIOVER [ 0w, 6) ) ey | (D Do, DB) ) e
:
><H(D2’u,,DQW,D2b)(',T)H%2(R3)dT
< (D, Dw, Db) (- o) 22z
F10V3K | (1t0, Wo, bo) |1 25, / [(Du, Dw, Db)(-, )V 0, x
< (D2, D3w, D) (-, 7) [ gy,

onde A := min{y, vy, v} como anteriormente. Ou seja,
t
I(Du, Dw, Db) (-, )| 2 gs) +2>\/t I(D*u, D*w, D*b) (-, 7)|I%, s) dT
0

+2y /tt ‘|DW(-,T)H%2(R3)CZT + 2/; | D(V - W('7T))H%2(R3) dr
0 0
< [|(Du, Dw, Db)(-, t0) |72 (zs) (2.22)
+10V3K | (o, W, bo) | g, /tt |(Dw, Dw, Db) (-, 7) 120 %
0
><||(D2'u,, D*w, DQb)(-, T)||2L2(R3)d7.

Note que, por (2.4), segue que?

(2o, Wo, bo)||72 gs)
2\

| 1w D, DY) <

3Como dito anteriormente, é possivel mostrar, usando as mesmas técnicas usadas por Leray, que a desi-
gualdade (2.4) vale para quase todo to > 0, inclusive em ¢y = 0. Veja [26].
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O que implica,
lim inf ||(Dw, Dw, Db)(-,t)||72@s) = 0.

t—+00

Portanto, existe t,. > t, suficientemente grande tal que,

|(Dw, Dw, Db) (-, t.) || L2m3) < C,

onde

2
o (s
5v/3K || (wo, o, by) H1L/22(R3)

Na verdade, vale mais:
|(Dw, Dw, Db)(-, s)|| 123y < C, para todo s > t,,. (2.23)

Para demonstrar que (2.23) vale, suponhamos por absurdo, que exista um instante t; > ..,

tal que |[(Du, Dw, Db)(-, s)||r2m®s) < C para todo s € [t.,t;) com
|(Du, Dw, Db)(-, t1)|| 23y = C-
Logo, fazendo t = t; e tg > t.. em (2.22), obtém-se
C = (D, Dw, Db)(, 1)) < |(Da, Dw, Db) (- )| g2ay < C.
Absurdo. Portanto, usando (2.23) em (2.22), tem-se
(D Do, DO ey 422 [ 1%, Do, D20) ) g
0
r2x [ 10w endr +2 [ DI e e dr
0 0
< |(Du, Dw, Db)(-,t0)|[2(s)
+10V3E]|(uo, Wo, bo) | 275s) VT /t t |(D?u, D*w, D*B) (-, 7)|22 gy I
0
< [[(Du, Dw, Db) (-, to) |72 zs)
+2A /t |(D?u, D*w, D2b)(-,7')||%2(R3)d7'.
to
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O que implica

[(Dw, Dw, Db)(-,t)[|72rs) < [|(Du, Dw, Db) (-, to)||72 (s,

para todo t > tg > t,..

Destarte, usando (2.24) e (2.23) na desigualdade (2.22), tem-se

t
I(Dw, Dw, Db) (-, 1) [72(s) + 2 / I(D*w, D*w, D) (-, 7)1, zs) dr
to

t t
42 [ 10wy +2 [ 1D(F -l dr
to to

< ||(Du Dw Db)( t0)||%2(R3)

+10v/3EK | (o, wo, bo) H;/fm)/ |(Duw, Dw, Db)(-, 7|2

LZ(R3
x|[(D*u, D*w, D*b) (-, 7) |7 2 gy dT
< [(Du, Dw, Db) (-, to) |2 s,

+10V3K]| (w0, Wo, bo)|| 27s) (D, Dw, Db)(-, to)|| 57,

t
x / |(D?u, D*w, D), 7) gy
to

resultando em
|(Dw, Dw, Db)(-, t)||72 @s

(m— 10V/3K || (g, Wo, bo) || 15 [tz (D, Dw, Db)(-, t0)||;/fR3 ) X

t
x / |(D%u, D*w, D?B) (-, 1) 2, ) dr
t
t ’ t
Loy / 1D (-, 7) 2oy + 2 / 1DV W (7)) 2o, dr
to to

< H(Dua Dw, Db)('> tO)H%Q(R?’V
para todo t > tg > t,..

Defina

0 = A= 5V3K | (uo, Wo, bo) || gy | (D, Dw, Db) (-, to) | ¢

L2(R3)
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Assim,
t
|(Dw, Dw, Db)(- ) agus, + 21 / |(D?u, D*w, D?b)(- 7))
0
t t
oy / | DW (e, 7) 2oy dr + 2 / ID(V - W 7) o, dr
to to
< (D, Dw, Db) (-, 10) [22(as.

Note que 7 € uma constante positiva, pois da definicao de C' > 0 e por (2.23), tem-se

5VBK|| (w0, Wo, bo) || 27z | (D, Dw, Db) (-, to) || sy < .

O que concluf a prova de (2.15). O

Em outras palavras, o teorema anterior nos diz que: dada uma solugao de
Leray para o problema (2.1), existe um instante de tempo t,, > 0 suficientemente grande
tal que |[(Dw, Dw, Db)(-,t)||12rs) ¢ suave e decrescente em t € [t,,,00). Uma importante

consequéncia disto é o teorema seguinte.

Teorema 2.4. Dada (u,w,b)(-,t) uma solucao de Leray do problema (2.1), tem-se

t'2||(Du, Dw, Db)(-,t)|| r2rs) — 0,

ao t — oo.

Demonstracao. Basta notar que, pelo lema (B.1) do apéndice e pelo fato de

|(Dw, Dw, Db)(-,t)|| 2ms) ser decrescente para ¢ grande, vale
t
tl|(Dw, Dw, Db) (-, t)|[12ws) = 2/t/2 I(Du, Dw, Db) (-, )| 2 ss)dT
t
< 2/ |(Du, Dw, Db) (-, 7)|[2a sy dr — 0,
t

/2

ao t — oo. O
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2.2 Cason=2

Vamos demostrar aqui o teorema 2.1, para o caso bidimensional, isto é

t1/2HDZ(-,t)HL2(R2) —0 ao t — oo. (2.25)

Demonstracao. Seguindo o mesmo roteiro feito na secao anterior, podemos facilmente obter

a desigualdade de energia (2.4) em 2D. Analogamente, tem-se

t t
||Z('7t)||%2(R2)+2>‘/ ||DZ(';T)||%2dT+2X/ W (e, D122y dr < |20 to) | Z2me),  (2:26)
to to

para todo t >ty > 0. Em particular, pela desigualdade (de energia) anterior, obtém-se

/0 D2 (-, 7) |22 sy < 0. (2.27)

Como anteriormente, iremos repetir o mesmo tipo de raciocinio para obter (2.15) em dimen-
sdo n = 2. Assim, derivando o sistema (1.2) e fazendo o produto interno de (u,w,b) com

(1.2a), (1.2b) e (1.2¢), respectivamente, integrando por partes e somando tudo, tem-se
d
%HDZ('J)H%%R?) + 2w, )| 22 gy < —201D%2(-, )1 72 g2y
2 (-, )l oo 2y |1 D2, )| 2 (e2) | D*2 () | 22y
Usando a desigualdade de Sobolev (A.17) descrita no apéndice e (2.26), obtém-se
d
D20, Dl 7@y + 2XIW (- Ol 222y < =201D°2(, Ol 7@y
1 3
Hz(, )1 222y 1D2(, ) || 222) | D2, 1) [ 2 g2
< =2 D%2(-, )| 22 pe)
1 3
2 (s to) 172 gy |1 D2 )| 22y | D?2 (-, )72 g2y < =201 D% (-, 1)l 22
3
+C||DZ("t)||L2(R2)||D2Z('7t)||z2(R2)a
para algum C' > 0. Usando a desigualdade de Young (com p =4 e ¢ =4/3 ), tem-se
d
1020 Dl z2@e) + 2XIW (- O)l22@e) < =201D%2(, )72 @e)
Cel| Dz (-, )| 2g2) + €l D*2(, 1) |22 g2).
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para todo € > 0. Logo,

d 2 4

1020 ) [L2ge) < CllD2( )l 2ge).
Aplicando o lema de Gronwall (veja o lema B.9 do apéndice) e usando (2.27)

D20 ey < Coxp ([ 1Dl dr) Do, ) ey < CIDa,5) ey
para todo 0 < s < t. Em outras palavras,
1D2(:, 5)II72 g2y = 0l D2 (-, 1)1 Z2 22, (2.28)

onde n =1/C > 0 e para todo 0 < s < ¢.

Suponha, por absurdo, que (2.25) seja falso. Entdo, existe 5 > 0 e uma sequéncia
t, — oo tal que

tal Dz(-, t0) | Z2mzy > B > 0,
para todo n. Podemos supor que t,,1 > 2t, e usar (2.28). Consequentemente,
et 2 2
/ 1Dz(-, 7)||22@2)d7 2 0(tni1 = ta) [ D2(-, tnr1) |22y = nB8(tns1 — tn) /tnta
tn

= 775(1 - tn/tn-‘rl) > 776/2

O que contradiz (2.27) e assim conclui a demonstracao de (2.25). O
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3 DECAIMENTO EM L*R") ( n = 2,3)

No presente capitulo, provaremos que a norma L? da solugao de Leray (u, w, b)(+, t)
de (2.1) e (1.2) decai a zero ao t — oo, quando x = 0. Além disso, mostraremos que
W (-, )| r2@sy = o(t™1/2) e ||(w,b)(-, )| 12s) — 0, quando y > 0. E claro que, em particu-
lar, se tem

(2t w,B) (-, )2y = 0 20 £ 00, (3.1)

para n = 2,3, em ambos 0s casos como veremos a seguir. Vamos comecar com o caso 3D.

3.1 Cason=3

Vamos considerar primeiramente o caso em que nao se tem viscosidade de vor-

tice, i.e., x = 0.
3.1.1 Caso y =0

Teorema 3.1. Seja (u, w,b)(-,t) solu¢io de Leray do problema (2.1). Se x =0, tem-se

lim [(ut, w, b))y — 0. (32)

Demonstra¢ao. Observe que podemos escrever o sistema (2.1) da seguinte maneira,

0

a—;‘ = puAu+ Qi (-, 1),
0

a_‘:r :’YAW_FQQat)a
ob

E = VAb+Q3(,t)

37



Onde
Qi(t)=—u-Vu—Vp+b-Vb,
Q:(,t) = —u-Vw+ V(V-w),
Qs(,t) = —u-Vb+b-Vu.

(3.3)

Pela propriedade de regularidade (2.2), podemos aplicar o principio de Duhamel para tg > t..

Portanto,

t
u(-,t) = e“A(t’tO)u(-,to) —i—/ e“A(H)Ql(-, T)dT,

to

t
w(-,t) = e”A(t’tO)W(-,to) +/ e“’A(th)Qz(-, T)dT,

to

t
b<'7 t) - eVA(t_tO)b('7 tO) + / BHA(t_T)Q?)(" T)d7—7

to

para todo t > t5. Tomando a norma L2, usando a desigualdade triangular e a desigualdade

de Minkowski para integrais, tem-se

t

[w(- )| 2@y < 2D (- 1) || L2 re +/ 1e#2DQu (-, 7) || L2y dr,
to
t

[w (-, )l r2rey < €72 w (- to) || L2 (re +/ €2 Qa (-, )|l L2 ey dr
to

t
16(, )]l 23y < |2 Db(-, 1) | L2 s) +/ 1”2 Qs (-, 7) | 2 ey d
to

Note que, por (C.1) no apéndice, tem-se
HG’uA((t_to))’U/(', tO)HLQ(R3) — O,
||€’YA((t_t0))W(', to) ||L2(R3) — O,
e AN 10)|| L2 g3y — O,

ao t — oo. Portanto, temos que estimar os termos

[ 1 Qs
[ 1@t e
/ ||e”A(t_T)Q3('a7—)|’L2(R3)d7—‘
to
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Vamos comecar pelo primeiro. Como
Qi +Vp=—u-Vu+b-Vb

e V-Q; =0, temos que Q) = Py[—u - Vu + b- Vb, onde Py é o projetor de Helmholtz
(veja o apéndice D). Logo,

t t
/ ||6MA(?§—T)Q1(.’ ) z2@sydr < / HeuA(t—r)]pH[_u -Vu+b-Vb) | L2(r3)dT.
to to

Note que, o projetor de Helmholtz comuta com o Heat Kernel (veja o teorema (D.5), no

apéndice D). Portanto,
t t
/ 1#8EDQy (-, 7) 2 dr < / "By [~ - Ve + b - V|| 2y dr
to to
t
< / IPy |20 (—w - Vu + b - Vb) | || p2gsydr.
to
Usando a ortogonalidade em L? (veja o lema D.1 no apéndice), tem-se
t t
/ HeuA(t—r)Ql(,,T)HLQ(R?))C[T < / He“A(t*T)PH[—u Vu-+b- VbH|L2(R3)dT
to to
t
< / 1Py [ 207 (—u - Ve + b - Vb) | || 2 sy dr
to
t
< / 157 (—aw - Ve + b - V) | gy dr
t
t ’ t
< / |2 (-, 7) - V(- 7)]|| L2 (r3)ydT —l—/ "2 b(-, 7) - Vb, )| 22 g3y dT
to to
Vale notar também que, pela desigualdade do lema (C.3) do apéndice, tem-se

_3
[o(, )| 2ws) < Cllo(, 0)] i s (at) ™4, (3.6)
onde v é solucao do problema de difusao,

vy = aAv

U(',O) =19 € LI(R3)
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Portanto, usando isso, obtém-se

t

t
/ 2D, 7) - Va7l 2@sdr + | e 2CD b, ) - VB, 7] ||12 sy dr
to

to

t
< C’,u_3/4/ (t— T)_%H’U,(-ﬂ') -Vu(, 7)| o @sydr

to

t
+Cu_3/4/ (t =7)75[b( 7) - VO (-, 7) | 1 sy dr-

to

Vale notar que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se
3 3
HU’(':T) ’ vu('a T)HLl(Ri‘) = Z /R3 ‘ ZuijuAdx
i=1 j=1

3 3 3 3 3
<3 [ Y twDulin < [ S P Dl s
i=1 YR g R% =1 j=1 j=1
3 3

S 3 SITGEH) 3y pIIIGEYE (.7

=1 j—1 =1 j—1
1 1
3 2 3 3 2
< L) ([
R3 51 R3 521 =1

= V3|l 7)llr2ee) | D, 7) | 2(goy-

Logo,

t q
Cu3/4/ (t—=71) tfu(-,7) - Vu(, 7)||L1(rs)dT

to

t
+Cu3/4/ (=7)75[b(,7) - VB(, )| 1oy dT

to

t
SC\/§M_3/4/ (t—T)_%H’U,(',T)||L2(R3)||DU,(',T)||L2(R3)d7'

to

t -
VB [ (= 1) H b 7)o | DB 7

to
t
< 20\@3/4/ (t = 7)) (s w, b) (-, )| 20 | (Dt Dw, Db) (-, 7)o i
to
Pelo teorema (2.4), tem-se que dado € > 0, existe ty > t,, tal que

tl/zu (Du> Dw, Db)(7 t) HLQ(R3) <,
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para todo ¢t > tg. Observe que por (2.4) e pela desigualdade anterior, segue que

t
20V [ (¢ = 7). B) e )2 (D D, D)) e d

to

t
< K,u?’/4€/ (t — T)igTilﬂdT.
to
Além disso, supondo t > 2t.
t 3 t/2 3 ! 3
/ (t — 7')737'71/2617' = / (t — )i V2 dr + / (t— )i V2 dr

to to t/2
t

< (t/2)—3/4/t/27__1/2d7_+(t/z)—uz/ (t_T)_%dT

to t/2

< Kt~ V4,
Em vista disso,

/ HQHA (t=7) )HLQ R3) dr — O (38)

ao t — oo.

Agora, temos que estimar o termo

/ He’yA (t=7) 2 )HL2(R3)dT'

Note que, por (3.3) e (3.4),

/ 1€ DQu (-, 7) | L2(es d7'</ 12 Vw (e, 7) | 2y d

/||67At 7) V(V-w)(, T )||L2(R3)d7'.

Vamos comecar a estimar pelo primeiro termo do lado direito da desigualdade acima. Uti-
lizando o mesmo raciocinio feito em (3.7) anteriormente para mostrar (3.8) e novamente a

desigualdade (3.6), obtém-se

t t
J 1 e e < Ky [ (=) O ) s
to

to

t
< K73/4/ (t = 7) " (e )| sy | DW (-, 7) | 2y dr

to

t
< ey w,6)C ol [ (¢ =)

to
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t L t
/ (t — 7')*3/47'*1/2d7 = /2 (t — 7)73/4771/2d7' + / (t— 7')*3/47'*1/2d7'

to to 2

1 t
< K[t—3/4 / L2y 4 / (t—T)_3/4dT] < Kt~/

to 5

para todo t > 2t5. De modo que

t
/ 120y - Vw (-, 7) || p2@eydr < Key /14 (w, w, B) (-, to)|| 2 ()
to

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t—o00

t
lim / &2ty . Vw (., 7)|| L2(m3ydT = 0.
to

Vamos analisar o préoximo termo, i.e.,

¢
/ ||67A(t_T)V(V W) (-, 7) || L2 (r3y AT
to

Para isso vamos utilizar a desigualdade (C.2) do apéndice.

t t
J 10XV ) rlsondr < Ky [ (= 1) PDw g
to

to

¢
< Keq/_l/z/ (t — T)_1/27'_1/2d7'

to

t L t
/ (t — 1)~ Y2r V247 = /2 (t —7)"Y2r Y247 4 / (t — 1)~ V2r=Y24r

to to ;

o

t t
< K{tm /2 V200 4 tl/Q/ (t — 7)1/2d7'1 < K.
to 2

2
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De modo que

¢
/ HeVA(t’T)V(V W) (-, T) || L2y dr < K67’1/2.
to

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim / |e2EDIN(V - W) (-, 7) || 2 msydT = 0. (3.10)
0

t—o00 ¢

Juntando (3.9) e (3.10), obtém-se

t
lim / 12D Q- 7)oy dr = 0. (3.11)

t——4oo to

Finalmente, estimaremos o termo restante. Por (3.3) e (3.4),

/ X2 EDQy (-, )| 2y dr < / 1726 (0 Vb) (-, ) | 2 dr
+/ ||€VA(t_T)(b‘VU)(‘,T)||L2(R3)CZT.
to

Comecaremos analisando o primeiro termo do lado direito da desigualdade anterior. Vamos
proceder a anélise de maneira aniloga a feita nos casos anteriores, veja (3.7). Por (3.6)
novamente, tem-se
t t
[ 1S Voo < O [ (= ) DB e
0 to

t
S CV3/4/ (t—T)73/4H’U/(',T)"LQ(RS)HDI)(',T)"Lz(RS)dT.

to

Repetindo a mesma analise anterior no segundo termo, resulta
t
/ ||€VA(t_T)(b . vu)(',T)HLQ(R?»)dT
to
t
S CV73/4 / (t — T)73/4Hb(', 7') HLQ(RZ&) HDU(, 7') HL2(R3)dT.

to
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O que implica, pelo teorema (2.4), que dado € > 0 existe t, suficientemente grande, tal que

t
/ H@VA(tiT)Qg(', T)HLQ(R:s)dT
to

t
<2003 [ (¢~ 1) (w,w,5) (7)o (D D, D), 7)oy

to

¢
< KV_3/4€/ (t — T)_3/47'_1/2d7'

to

e, como anteriormente,

t i t
/ (t — 7')*3/47'*1/2d7 = / (t — 7')*3/4771/2d7' + / (t — 7')*3/47'*1/2d7'

to to 2

L t
< K[t—f’“ / A N / (t— T)—3/4d7} < KtV
to %
para todo t > ty. Portanto,
t
: vA(t—T) . ) —
lim /t 170 Qu (-, )| o sy dr = 0. (3.12)
Logo, por (3.5) (3.8),(3.11) e (3.12), tem-se
tlgglo [(w, w,b)(-,t)|| 123y — 0.

Concluindo a demostragao. O]

3.1.2 Caso x>0

Quando consideramos o caso em que x > 0, importantes propriedades de de-
caimento aparecem envolvendo a norma L? da velocidade microrrotacional w. Nesta secio,
vamos provar que a "energia cinética'associada a tal velocidade decai para zero a medida
que o tempo t passa com uma taxa de t'/2. Embora o mesmo ndo aconteca com os campos
(u, b), isso ¢ interessante sobretudo tendo em vista o resultado assintético (3.2). Em outras

palavras:
Teorema 3.2. Seja w(-,t) solu¢io de Leray do problema (2.1). Entao,
t1/2||w('7t)HL2(R3) —0 a0t — 0. (3.13)
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Demonstragao. Vamos reescrever a segunda equagao do sistema (2.1) como
w; = YAW + Qo — 2w, (3.14)

onde

Qy:=—u-Vw+V(V.-w)+xVAu. (3.15)

Fazendo a mudanca de variavel
W(') t) = €2th<'7 t)

2xt

e multiplicando a equagao (3.14) por e*X*, temos

W, = 7AW + Q- t).
Aplicando o principio de Duhamel para W (-, ¢) a partir de ¢ grande o suficiente, obtém-se
W(,t) = 2 OIW (- o) + / t YA 2T Qy (- 7 dr.
to
Por conseguinte,

t
W(', t) _ 6—2X(t—to)e’YA(t—to)w<.7 to) _ / e—2x(t—r)6'yA(t—T)(u . VW)(, T)dT

to
t

¢
+/ e_QX(t_T)eVA(t_T)V(V -w) (-, T)dT + X/ e_QX(t_T)evA(t_T)(V Au)(-, T)dr.

to to
Multiplicando por /2, tomando a norma L? e usando a desigualdade de Minkowski para

integrais, implica que
t%”w(.,t)HLQ(RR,) < t%eﬂx(t—to)HevA(tfto)w(.,tO>HL2(R3)

t
—I—té/ e_QX(t_T)HeVA(t_T)(u - VW) (-, 7) || L2 (m3)ydT
to

Lot (3.16)
#th [ DIIG(T w7 g dr

to

t
oyt / =X || AT (7 A 04) (-, 7) | L2y .

to
Dado € > 0 seja tq suficientemente grande tal que, pelo teorema (2.4) tem-se

t1/2H (Du> Dw, Db)(7 t) ||L2(R3) < e
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para todo t > 2ty. Vamos analisar os quatro termos do lado direito da desigualdade (3.16),

comecando primeiramente pelo primeiro, i.e.,

$1/2 o= 2x(t—to) HeVA(t*tO)W(" to) “LQ(RS)'

Observe que, por (C.1) do apéndice, é facil ver que
t1/2e= XUt | YA gy (6 || p2msy — 0 a0 t — 00, (3.17)
Vamos analisar os termos restantes de (3.16). Comecando por

t
té/ e XD AT (- VW) (-, 7) | 2 (re) AT

to

Observe que usando a desigualdade (C.2) descrita no apéndice, resulta

t
012 [ DS - T (1)

to

t
< K73/4t1/2/ et — 7)Y (w - VW) () || ey A

to

¢
< K7_3/4t1/2/ e_ZX(t_T)(t — T)_3/4H’U,(~,T)”L2(R3)”DW(-,T)||L2(R3)d7'

to

g
< Ky~ (u, w, b)(',to)HLz(Rs)tl/Q/ et — )7 Dw (-, )|l L2 sy dT

to

¢
< KG’)/_3/4H(’U,,W, b)(-,tO)HLQ(Rg)tl/z/ e~ 2x(t=7) (t — T)_3/4T_1/2dT.

to

Agora, note que

t
t1/2/ e—2x(t—7’)(t o 7_)—3/47_—1/2d7_ —

to
t

t t
— 41/2 /2 e—2x(t—7—)(t o T)_3/47'_1/2d7' 4 t1/2/ o 2X(t=7) (t — 7_)—3/47—1/2al7_

to L

2

-3/4 % t
< 12 (%) / Ve 2 / e (¢ — )Ty
to

o

2

<K (e‘xtt1/4 + (2x)_1/4/ 6_88_3/4d8)
0

<K (e—xttl/‘* + (2x)" V4T G)) ,
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onde I' é a famosa funcao gama de Euler. Ou seja,

t
t]./Q/ 6—2X(t—T) (t _ 7_)—3/47_—1/2d7_ S

to

1
< Key /) (u, w, b) (-, to) | 2(z) [e‘*tt”‘* + <2><>‘”4F<1>} |

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim t1/2/ e XD AT (- VW) (-, 7) || 2 (rsydT = 0.

t—00 to
Vamos analisar o proximo termo, i.e.,

t
t%/ e X || AT (V- W) (-, 7) || 2 rsy

to

Usando novamente a desigualdade (C.2) descrita no apéndice, tem-se

t
£1/2 / e ATV - w) (-, 7) | 2y dT

to

t
S K7_1/2t1/2 / 6_2X(t_T) (t _ 7')_1/2||DW(-7 T)HLQ(Rg)dT

to

t
< KE’}/_l/Qtl/Q/ e—2x(t—7’)(t . 7_)—1/27_—1/2d7_

to
e, como anteriormente,

t
t1/2/ 6—2x(t—7’)(t o 7_)—1/27_—1/2d7_ <

to

t ¢
< £1/2 /2 6—2x(t—r)(t o 7_)—1/27_—1/2d7_ + t1/2/ e—2x(t—7—)(t . T)_1/27'_1/2d7'

t
to 3

-1/2 i t
< /2 (%) e Xt /2 V247 + \/itl/Qtl/Q/ e~ 2x(t=T) (t— T)fl/sz

to 5

< K(e‘xttl/2 + (2)()_1/2/ 6_53_1/2d3>
0

o

1
S K(e_Xtt1/2 + (2X)_1/2F(§)> — K<e—xtt1/2 + (QX)_1/2ﬁ>'
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De modo que

¢
tz / e XD AIN(V - w) (-, 7) || 2 msydr <

to

SKEV_l/Q €_Xttl/2+(2X)_1/2ﬁ ]

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
tlim t2 / e~ XU || AEIN(V - w) (-, 7) || p2msyd T = 0. (3.19)
—00

to
Finalmente, vamos analisar o dltimo termo, ou seja,

t
At / e~ XA (7 A ) (-, 7)|| g2y

to

Utilizando novamente a desigualdade (C.2) descrita no apéndice, obtém-se

< th/Q/ 3’2X(t77)”€7A(t*7)(V A ’u)(‘,T)HLz(Rs)dT

to

t
+xt'/? / e DT A w) (-, 7) | sy d
t
2

o

L t
< Ky V2412 xt /2(75 — 7')_1/2||u(-,7)||L2(R3)dT + Xetl/Q/ e XU =127

to L

2
t

L ¢
<K X'y_l/2||(u,w, b)(-,t0)||L2(R3)t1/2€_Xt/ (t — 7‘)_1/2d7—|-xetl/2t_1/2/ 6_2X(t_7)d7}

to L

2
~1/2 —xt 1—e™X
< K|xv | (w, w,b)(-, t0)|| L2msye +X€T .

De modo que

t
Xt / e X AED(T A w) (-, 7) | p2gesydr

to

i _ 1—e
< By ) e 4 e |
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Como € > 0 é arbitrario, temos que

tlg& xt'/? /t: “AED | AT (YA w) (-, 7) || 2 meydT = 0. (3.20)
Juntando (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20), tem-se
2w (-, 1) || sy — O,
ao t — 00, 0 que prova (3.13). ]
Tendo isso, podemos agora demonstrar o proximo resultado.
Teorema 3.3. Sejam (u, b) solugoes do de Leray do problema (2.1). Entao,
[(w,b)(-, )|l r2@®sy = 0 a0 t— oo. (3.21)

Demonstracao. Usando o principio de Duhamel,
(-, )| 2rsy < (|l 1) | 2 ms +/ e ORETIQy (-, 7) || p2 sy
1B(-, )|l r2mey < [le”2CEDb(- o) r2(re) / €2 Qs (-, )|l L2 ey -

Onde

Qi(,t)=—u-Vu—-Vp+b-Vb+xV Aw,
Qs(-t) =—u-Vb+b-Vu.

Note que, por (3.5) e por (3.12), tem-se
Hb(, t)HLQ(R3) — 0.

Além disso, observe que quando y > 0, o inico termo que surge na definicao de Q; é o termo
XV Aw. Logo, podemos repetir toda a analise feita para concluir (3.8) e analisar somente o

termo pendente.
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Vamos estimar o termo

/t He(u+x)A(t—r)X(v A w)(-, T)||L2(1R3)d7.

lo

Por (3.13), dado € > 0 existe ¢, suficientemente grande, tal que
[W(-, 1)l z2@®s) < =12,

para todo t > ty. Logo,

t t
Y / UMDY A (e, 7) [ pagasydr < K+ x) ™2 / (t = 7V 2w (-, )| sy
to

to

t
< Kxe(p+ X)71/2 / (t — 7)71/2771/2d7

to

< Kxe(p+x)""2

Portanto,
t
Jim / |02 A (-, 7) | sy dr = O,
—00 to
o que conclui a prova de (3.21). O

3.2 Cason=2

As tunicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas para o Heat
Kernel descritas no apéndice C (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto,

essas mudancas nao afetam a demonstracao, que segue idéntica ao caso n = 3.
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4 DECAIMENTO DAS DERIVADAS EM R" (n =2,3)

Neste capitulo iremos mostrar que ||(D™w, D™w, D™b)(-, )| z2@ny = o(t™™/?)
para cada m > 0 inteiro. Além disso, veremos que a norma L? das derivadas de ordem m > 0
da velocidade microrrotacional w dacai ainda mais rapido quando y > 0, mais precisamente,
| D™w (-, )| 2@ny = o(t™"2) (veja a se¢do (4.1.1)). Tal fenoémeno nio acontece com os

campos (u, b) o que era de se esperar tendo em vista os resultados do capitulo anterior. Vale

ressaltar que por interpolacao conseguiremos o seguinte resultado assintotico geral:

tS/2||(u7 W, b)(’ t)|

fsrny =0 a0t — 00,

para todo s > 0. Como consequéncia disto, por interpolacao novamente, para cada n = 2,3

e (u,w,b)(-,t) solugdo de Leray de (1.1) e (1.2), obtém-se

D (D™, D™, D7) (-, )| Lagrry — 0 as = oo.

Além disso, se x > 0, entao
t’Y(n7m7q)+1/2HDmW(',t)HLq(Rn) — 0 as t — o0,

onde y(n,m,q) = § +

'3 — 3¢, para cadam > 0 (inteiro) e 2 < ¢ < 0.
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4.1 Cason=3

O principal resultado a ser mostrado aqui é o seguinte.

Teorema 4.1. Dada (u, w,b)(-,t) solu¢io de Leray do problema (2.1), existe ty suficiente-

mente grande tal que valem as sequintes propriedades
(t = to)" (D™ w, D™ w, D™b) (-, t) || 2ra)

t
+)\/ (7 —to)"|[(D™ u, D™ w, Dm+1b)('77>‘|%2(R3)dT

t
' ’ ' (4.1a)
+2/ (T—to)mHDmV'W(wT)Hiz(Rs)dTJr?X/ (7 —t0)™ | D" (-, 7) T2y dT

to to

t
<m [ (7o) (D" D", D)) g
to

[t U D7) s < o (1)
to
e

tlggo t™/2|| (D™, D™w, D) (-, t)|| 2(ms) = 0, (4.1c)

para cada m > 1 inteiro. Onde A\ = min(u,y,v).

Demonstracao. Iremos provar os casos m = 1 e m = 2 mais detalhadamente, o caso m > 3
sera feito de maneira mais sucinta, visto sua andlise envolve as mesmas técnicas desenvolvidas
no capitulo anterior e nas preliminares. Caso o leitor ja esteja familiarizado com estas contas,

aconselha-se ir diretamente para a desigualdade (4.5) a frente.

Pelo teorema (2.4), o resultado (4.1¢) ja foi obtido para o caso m = 1. Para
derivar (4.1a) e (4.1b) no caso m = 1, usaremos o mesmo tipo de raciocinio feito para
demonstrar (2.4) e (2.15): derive o sistema (2.5) com relac¢ao a D;, multiplique-o por 2Dju; (t—
to), 2Dyw;(t — to) e 2D,b;(t — to) respectivamente a primeira, segunda e terceira equacao do

sistema (2.5). Por fim integre na regiao [to,t] x R3. O primeiro termo da primeira equagio
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do sistema (2.5), fica da seguinte forma, integrando por partes no tempo,

t 5 . ) 2
/R3 /to 27 - to)DluiDlauidez - /IRB /to (T — to)E[Dzui(',T) |drdx

¢
:/ (t—to)Dlui(-,t)zdx—/ /Dlui(~,7')2d7'd:z:.
R3 R3 Jtg

Somando em i,l = 1,2,3, o primeiro termo da primeira equacdo do sistema (2.5) fica da

seguinte forma:

t
(¢ = o) IDul Ol — [ 10U, Fagun
to

Donde segue analogamente para o primeiro termo da segunda e terceira equagao do sistema

(2.5), respectivamente,

t
(¢ = ) I DW( Ol — [ IDWC, ) s
to

t
(t — t0) | DB( ][22z, — / Db, 7)o
to

Logo, como a derivagao de (2.15) envolve somente integra¢do por partes no espaco, 0s mesmos
passos feitos em tal derivagdo podem ser repetidos apenas adicionando-se o termo (7 — t),

com excecao dos termos analisados anteriormente, pois envolvem integracao por partes no
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tempo t. Portanto, usando a desigualdade de Sobolev (A.7) descrita no apéndice, tem-se
(t = to)[[(Du, Dw, Db)(-,)|[72 (s

t
+2)\/ (7 —to)|[(D?u, DZW,DQb)(-,T)H%z(Rs) dr
to
¢

t
#2 [ (7= )| DWE, ) poydr +2 [ (7=t IDV w7 e dr

to to

< [ 1D, D%, Dt + 10V [ 1ot w.B) )i

0 0
x||(Dw, Dw, Db)(-, 7) || 12z || (D*w, D*w, D?b) (-, 7) || 122y dT
<[ (D, D, DB, 7)o
FIOVIK [ (= to)lat, w.5)C. ) g D D, D) ) e

0

< [[(D?u, D*w, D*b)(-, 7) |22 g7
< [ 1D, D, D))

0
+10V3K ]| (w0, Wo, bo)|| 2 7gs) /t(T—tO)H(DU,Dw,Db)( PN s %

\
< | (D*u, D*w, D*b)(-, 7)||2 s -
Ou seja,

(t - to)H(D’U;, Dw, Db)(a t)H%ﬂ(R?’)

t
+2)\/ (T - t())”(DQ’U,, DQW, DQb)(, ’7')”%2(]}@3) dr
to
t

t
42 [ r = )l DwC Dlsgndr +2 [ (7= I DV W) g d

to to

t
< [ NDu. Dw. Db 1) e dr
to
t
+0 [ (7~ t0)|(Du, Dw, DB)- 7)1

L2(R3) ¥
to

X H (DQ’U,, D2W7 DQb)(a T)H%Q(R3)d77
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para algum C > 0. Como t'/%||(Du, Dw, Db)(-,t)||r2@s) — 0, existe ¢, suficientemente

grande tal que
CQH<D’LL, DW, Db)(, t)HLz(RS) S )\2,
para todo t > t5. Com isso,
(t — to) | (Dw, Dw, Db)(-,)|| 72 (gs)

t
A / (r — to)|(D*u, D, D?B) (1), o, dir
0
¢ ¢ (4.2)
oy / (7 — to)| DW(-, ) [Zaggsydr + 2 / (r — 1DV - Wl )|, dr

t() tO
t
< [ NDu. Dw, DO 7) e

to

O que prova (4.1a) para m = 1. Agora, por (2.4),
t

[ 1w, Dw. Db 1) o < o

to

o que implica,

t
/ (1 — to)||(D*u, D*w, D*b) (-, T)H%Q(RS) dr < o0, (4.3)

to

concluindo a prova (4.1b) para m = 1. Vamos demonstrar o resultado (4.1) para m = 2
: derive o sistema (2.5) com relagdo a x;, e x;,, ou seja, aplique Dy, D,,. Para t, > t,
(veja (2.2)), multiplique por 2(7 — to)?>Dy, Diyui, 2(1 — to)2Dy, Dy,w; e 2(1 — to)?> Dy, Dy,b; a
primeira, segunda e terceira equacao do sistema (2.5), respectivamente. Integrando na regiao

[to,t] x R3, tem-se para a primeira equagao,

t t 3
/ / (T — t0)2[<DllD12Ui)2]7del' + 2/ / (7' — t0)2 Z DllDlgui(DllDlguijui
to JR3 to JR3 j=1
—l—DlQuleleui + Dllulengui + UlelDZQDjui)dl'dT

t
+2/ / (7— - t0>2D11Dl2uiDl1DZQDZ'pd,I'd’T
to JR3 (44)

t 3
=2(pu+ x) / / (r —t0)*> _ Dy, Diyu; Dy, Dy, D;Djuidadr
to JR3

J=1

t 3
+2y / / (7 —t0)* > _ €Dy, Diyui Dy, Dy, Dyjwpdzrds.
tog JR3

jk=1
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Vamos analisar cada termo da equacao anterior. Comecando pelo primeiro.

teorema de Fubini e integrando por partes, obtém-se

t
| [ = 0?0y D drds = [ (¢~ t0(Dy Digu
to JR3 R?

t
—/ / Q(T—to)(DllDlzui)QdeiE.
tg JR3

Integrando por partes no segundo termo de (4.4) e por V - u = 0, tem-se

t 3
2 / / (7 —t0)> > _ D1, Diyui( Dy, Diyu;Dju;
to JR3

Jj=1

+Dy,u; Dy, Dju; + Dy,u; Dy, Dju; + w; Dy, Dy, Djug)dadr

t 3
- _2/ / (T —t0)” Z u; DDy, Dy, ui Dy, Dyyujdadr
to JR3 =1
t 3
_2/ / (T — tO)Q Z D; Dy, Dy, u; Dyyu; Dy widxdr
to JR3 j=1

t 3
—2/ / (T —to)? Z D; Dy, Dy,u; Dy, u;Dyyudxdr
to JR3

=1
t 3
+2/ / (1 —t0)? Z’%‘Dll Dy,u; Dy, Dy, Dju;dxdr
to JR3 =1
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t 3
= _2/ / (1 — tO)Z Z u; D; Dy, Dy, w; Dy Dy, ujdadr
to JR3 j=1
t 3
_2/ / (1 —t)” Z D; Dy, Diyu; Dyyuy Dy uidrdr
to JR3 j=1

t 3
—2/ / (7 —t)? Z D; Dy, Di,u; Dy, u; Dy, u;dxdr
tog JR3

J=1

t 3
+ / / (7 —t0)* > u;D[(Dy, Diyu;)’Jdacdr
to JR3

j=1

t 3
= —2/ / (7 —t)? Z w; DDy, Dy,u; Dy, Dy,ujdxdr
to JR3 j=1

t 3
—2/ / (7 —t)? Z D; Dy, Di,u; Dy, u; Dy udxdr
tog JR3

J=1

t 3
—2/ / (7' - to)2 Z DlelDZZUiDll'LL]’Dbuidl'dT
to JR3

j=1
t 3

< 2/ / (7 —t0)>>_ [l D; Dy, Dy,usl| Dy, Diyug|dvdr
to R3 j=1
t 3

+2/ / (7 —t0)>>_ |D; Dy, Diyus|| Dy, | Dy | devr
t() RB le

t 3
-1—2/ / (T —t)? Z |D; Dy, Dy, ;|| Dy ws| | Dy ws| dadr.
to JR3

j=1
Portanto, somando em i, [;,ls = 1, ..., 3 e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na soma

e na integral de maneira anéaloga a feita em (2.21), tem-se

t 3
2 / / (r—t0)*> > DiDiyui(Dy,Dyyu;Diu;
tg JR3

1,9,01,l2=1

+DZQUle1DjUZ‘ + Dlluleszui + UlelDlQDjUi)dl‘dT

t
< K/ (T—t0)2||D3U('aT)||L2(R3){||U('aT)||LOO(R3)||D2U(',T)||L2(1R3)
to

H|Dw(:, 7)|| poo sy || Dw(-, 7) || L2 (m3) }dT
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t
<K [ (7= 02 (0P D, D)) e
to
x{(ﬂu,w, B)(e )0} (0P, D, D) 7) e

+[(Dw, Dw, Db)(-, 7)< e | (D, Dw, Db)(-, 7) | 2z }dT.

Pelas desigualdades de Sobolev (A.8) e (A.9) demonstradas no apéndice e por (2.4), tem-se

t
K / <r—to>2HD3u<-,r>HLz<Rs>{Hu<~,r>|rLoo<Rs>uDQu<~,r>|rL2<Rs>
to
+HD’U,(-, T)HLOO(RB) HD’LL(, 7') HLQ(R3) }dT

t
SK/(T—t0)2\|D3u(~,T)HL2(R3)x
to

HLQ(R3)

x{u (. w,0) 112, I (D, Dw, DB) V2 | (D*u, D*w, D*b)

llaw,b) 12 I (D, Dw, DB) 12 | (D*u, Dw, D*b) ||L2(R3)}df

2(3

t
SK/(T—t0)2‘|D3U<'7T)||L2(R3)X
to

HLQ(RB)

{H (Du, Dw, DB) 12| (D*u, D'w, D'b)

Hl (Du, Dw, DB |12, || (D*u, D'w, D*b) r|L2(R3)}dT,

para algum K > 0. Portanto, pelo teorema (2.4), existe to > t, suficientemente grande tal

que

2
A
HD'I,L,DW,Db(',T)HL2(R3) < (-) ,
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para todo t > ty, o que implica por (2.4),
t
K/ (T — t0)2HD3’U,<', 7—)||L2(R3) X
to

H (D’U, Dw Db) H1/2 H (Ddua D3W> Dsb) HLQ(RB)

{H(u w.b) |12

+I (u, w,b) |12, [ (Du, Dw, Db) Hi/f(Rg) I (D*u, D*w, D*b) HLQ(Rg)}dT

2( 3
t
< A/ (7 —t0)?[(D*u, D*w, D*b) (-, 7)[| 22 sy AT
to
O terceiro termo de (4.4) envolvendo a pressao p é nulo apos somarmos em ¢ e integrarmos

por partes, pois V - u = 0. O primeiro termo do lado direito da equagao (4.4), se torna

21+ ) / | D% (-, )] 2y dr

e finalmente, de maneira anéloga a feita em (2.20), tem-se

t
2x‘// Z €k D1, Diyu; Dy, Dy, Djwydxdr <X/ ||D2 )| L2 @sydT

i,4,k,01,la=1
+X/ | D*u(-, 7) || L2 sy dr-

O mesmo raciocinio pode ser feito na segunda e terceira equacao do sistema (2.5). A partir

dai, somando tudo tem-se,

t

(t — to)?|(D*u, D*W, D?b) (-, t)[|72(ray + 2(1t + X) / (7 = to)*[| D> (-, 7) |72y dT
to
t

t
+27/ (7 = t0)*[I1D°W (-, ) |72 gy dr + 2'// (7 = to)*ID°b(:, 7) [ 72(gs) AT

to to
t

t
+2/ (T—t0)2HD2V'W(-,T)H%Q(Rs) —|—4X/ (T—t0)2‘|D2W(-,T)”%2(R3)

to to

t
< 2/ (r — to)[[(D*w, DPw, D?B) (-, )2 g I
to
t
—i—)\/ (1 — to)?|(D*w, D*w, D) (-, 7) || 12 sy dT
+2X/ HD2 ||L2 Rs)dT+2X/ ||D3 )||%2(R3)d7—'
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Logo,
(t = to)?||(D*u, D*w, D*b) (-, )| 72 rs)

t
LN / (v — 10)*|(D*w, D*w, D*B)(-,7) |22
to
t

t
+2/ (r_to)2||D2v-w(-,T)H%z(Rs)+2x/ (m = o) D*W (-, ) Z2as)

to to

t

< (1= 10 (D%, D30, DB) ) ey + 2 | (7 = 0 DV )
to
t

t
2 [ (7= P we D) Eagndr + 2 [ (7= 1D, ) sy dr
to to
t

t
+2 / (7 = t0)2| D>V - W(-, 7)[22es) + 2x / (7 = t0)*1D*W (-, 7) [z

to to

t
<2 / (r — to) | (D, D, D) (-, 1) [agandr

to

t
A [ = P I(D Do D)) g i

to
Portanto,
(t — to)2 (D%, D, DB)(-.1)
t
+>\/ (7— - t0)2H<D3u7 D3W7 ng)('v 7_)"%2(R3)d7_
t
t ’ t (4.5)
+2/ (T - t0)2HD2V . W(', T)H%2(R3) + 2X/ (7' — lf())2|‘l)2W(-7 7')”%2([[@3)
to to

t
= 2/ (T = to)|(D*u, D*w, D*B) (-, 7) | 12z

to

o que prova (4.1a) para o caso m = 2. Note que por (4.3) e por (4.5), tem-se

t
/ (1 — to)*||(D*u, D*w, D*b)(-, 7')||%2(R3)d7' < 00, (4.6)

to

o que prova (4.1b) para m = 2. Dado € > 0, seja ¢, suficientemente grande tal que por (3.1),

tem-se
[(w, w,b)(-, )| L2msy < ¢,

para todo t > to. Logo, por (2.4),

t
/ |(Du, Dw, Db)(-,7)|2aqusydr < ¢
to
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e por (4.2)
t
/ (1 — to)||(D*u, D*w, D2b>(',7)‘|%Q(R3)dT <e.

to

Logo, por (4.5),
t—1t ’
— 1o
(t = to)*[|(D*u, D*w, D?b) (-, t)[|72rs) = (T) £|(D*u, D*w, D*b) (-, t)| 2z < €.

Portanto,

lim t||(D*u, D*w, D*b) (-, )| 12(s) = 0, (4.7)
—00

t—1 ?
(_0> — 1.
t

O que concluf a demonstragao do teorema (4.1) para m = 2.

pois

Vamos para o préoximo caso, i.e., o caso m = 3. Repetindo o mesmo raciocinio,
derivando trés vezes o sistema (2.5) com respeito a x;,, ;, € z;,, multiplicando por 2(7 —
to)® Dy, Dy, Dy u; a primeira equagao do sistema (2.5), pelo mesmo fator a segunda equagao
s6 que com w; e pelo 0 mesmo fator s6 que com b; a terceira, integrando na regiao [to, ] x R?
e usando as mesmas técnicas usadas no caso anterior, tem-se,

t
(t = t0)*[|(D*w, D*w, D*b) (-, )| (gsy + 2#/ (7 = to)* | D (-, 7)o dr

to
t

t
+27/ (T_tO)3HD4W('77—)||%2(R3)dT+2V/ (7 = t0)’[ID*b(, ) |72 (e dT
to to
t t
+2/ (7 = t0)’ID°V - W (-, 7) [ T2y +2X/ (7 = to)’ I D*W (-, T)l[72(gs)

to to

t
<3 [ (7= P I(D¥u, D, D0)e 1)
t
Ot
K [ 7 (D, D', D)) e
to
x{n(u,w, 0) e )l 50| (Do, Do, D) 7) e

+[(Du, Dw, Db) (-, 7) || oo e || (D*, D>, D?b) (-, 7)|| 2 ) }dT,
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usando as desigualdades de Sobolev (A.10) e (A.12), tem-se

t

(t — to)*||(D*u, D’w, D°b) (-, t)[| 72 sy + 2,“/ (1 —to)* |1 DM, )| 72 e 47
to
t

t
+27/ (T—t0)3HD4W(~,T)H%2(R3)dT+2V/ (1 — o)’ D*B(:, 7)1 72 (gsydT
to to
t

t
+2/ (7= t0)* | D°V - w(, 7) || L2 esydT + 2x/ (= 60’ I1D°W (-, )72 ey dT

to to

t
s3/kr—mVMDmJﬁwJﬁmmeéwﬂr

to
t

[ 7 (D, D, D)) e
to

{wmwmwwﬂwuwwaW4mwwmmwwmm%r

L2( 3
Logo, por (3.1) e por (4.7), existe um ty suficientemente grande, tal que

by
| (D*u, D*w, D?b) |1/}

3/4
I .0 2 U S

R?)

para todo t > ty. Logo,
(t — 10)*l[(DPu. Dw, D*b) (1)}

t
+>‘/ (7 —to)’[[(D*u, D*w, D*b) (-, 7)[[72 () dT
t
t ’ t (4.8)
+2/ (1 = t0)’ID°V - w(, T)H%2(R3)d7— + 2X/ (1 —to)’ I D*w (., 7')”%2(11@3)517'

to to

t
: 3/ (T = t0)*(D*u, D*w, D*b) (-, 7) 12 (g T,

to
o que prova (4.1a) para o caso m = 3. Agora, por (4.6) e por (4.8), tem-se
t
/ (7 — )| (D", Dw, D*b)(, 7)| 22,7 < 00, (4.9)
to
concluindo a prova de (4.1b) para m = 3. Note que, dado € > 0, por (4.2), (2.4) e (3.1),

existe t suficientemente grande, tal que,

t
/ (1 — to)||(D*u, D*w, DQb)(',T)H%Q(R3)dT <e.

to
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Entéao, por (4.5),
¢
/ (1 — to)*||(D*u, D*w, D?’b)(-,T)H%g(Rg)dT <e. (4.10)

to

Logo, por (4.8),
(t - t0)3”<D3u7 D3W7 D3b>('7 t) ’|%2(R3) < Ce,

para alguma constante C' > 0. O que implica, repetindo o mesmo argumento em (4.7),
t3/2)|(D3u, D3w, D®b) || r2s) = 0 a0t — oo. (4.11)

O que conclui a prova de (4.1) para m = 3. Vamos para o caso m = 4. Analogamente ao

caso anterior, tem-se

t

(t = to)*||(D*u, D*w, D*b) (-, 1) || Z2rs) + 2#/ (7 —to) 1 D°u(-, 7) |72 (gsydT
to
t

t
—1—27/ (1 — to)*|| D>w(-, T)H%Q(Rg)dr + 2u/ (1 — to)*|| Db, T)"%Q(Rg)dT

to to
t

t
+2/ (7 — )| D*V - w(-, 7')|]%2(R3)d7' + 2)(/ (1 —to)*|| D*w(-, T)||%2(R3)d7

to to

t
<4 / (r — to) (D" D, D*b) (- 7)|[2aganydr

to

t
K [ = ) (D, D, D)) e
to

X { (2, W, B) (-, 7) [ e oy [| (D4, D*wr, D*B) (-, 7)| 2y
+||(D’U,7 Dw, Db>(7 T)||L°°(R3)||(D3u7 D3W7 D3b>(7 T)HLQ(RS)

+H(D2u, D2W, D2b)(, 7') HLOO(RS) H(D2u, 1)2W7 D2b)(, 7') HLQ(RS) }dT
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Usando as desigualdades de Sobolev (A.11) e (A.12) provadas no apéndice, tem-se

t

(t — to)*[|(D ', D*w, D*b) (-, )72 (gs) + QM/ (= to) | D°u(-, 7) |72 (gsydT
to
t

t
+27/ (1 —to) | D°W (-, 7) |72 sy dT + 21// (1 — t0)*[|D°b(-, 7)|| 72 (gs) dT
to to
t

t
2 / (7 — ta) D'V - w(-, ) [Zaganydr + 2 / (7 — to) [ D W (-, ) [2agasydr
to to

t
= 4/ (7— - t0)3|’(D4ua D4W7 D4b)(" 7_)"%2(R3)d7—

to
t
+K | (7 —t0)'[(Du, D*W, D°b)(-, 7)1 72 (as) X
t,
3/4 1/4
X{H(’u’7wab)( )HL/Z RS H(DZU’DQWvDZ )( )HL/2 RS)

(s W, B) (-, 7) sy (D, DPw, D) (-, 7))

(a0, B) () 2ok (D, D*w, D) >||2é4(R3}

Pelo mesmo argumento anterior, dado € > 0 existe um ¢, > ¢, suficientemente grande tal

que por (3.1), (4.7) e (4.11), tem-se,
(t = to)*|(D*u, D*w, D*B)(-, ) |2 ps)

t
A [ (7 = 10) (D Do, D) 7)

to

t t (4.12)
+2/ (7 —t)Y|D*V - w(-, T)’|%2(R3)d7' - 2x/ (7 —to)Y| D*w (-, 7')||%2(R3)d7'
to to
¢
<4 [ (7= (D" Dw. D) 1)
to

provando (4.1a) para o caso m = 4. Por (4.9) e (4.12), tem-se,

t
[ = ) (D%, D D) 7) g < o, (4.13)

to

provando (4.1b) para o caso m = 4. Agora, dado € > 0, por (4.10) e (4.8),

t
/ (T - tO)SH(D4u7 D4W7 D4b)<" 7_)"%2(R3)d7_ <€

to
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Portanto, por (4.12),
(t — to)*||(D*u, D*w, D*b)(-, t)||%2(R3) < €.
para todo t > ty. O que implica, pelo mesmo raciocinio usado anteriormente,
£*|(D*u, D*w, D*b)||f2zsy = 0 a0 ¢ — oc. (4.14)
Finalmente, por indugao em m > 5 para o caso geral, tem-se

t

(t = to)™ | (D™ u, D"™w, D™b)(-,)||72(gs) + 2#/ (7 = to)™ ID" (-, 7)1 72 sy dT
to
t

t
+2’Y/ (T—to)mHDmHW(',T)Hiz(Rs)dT+21// (7 = to)™ | D™ b, 7) || 2y dT
to to
t

t
+2/ (1 —t)" | D"V - w(, 7')”%2(11@3)517' + QX/ (7 —to)™ || D" w(, 7')”%2(]1@3)6[7'

to to

t
<m / (r — o)™ (D™, D™, D) ) [2a
to

t
1K / (7 — to)™ (D™, D™ e, D™ 1B) (- 7) | 2 ¥
to

[m/2]
X Z H(Dlua Dlw> le)(a T) HL°°(R3) H(Dmilua Dmilwa Dm*lb)('v T)"LQ(R3)dT7
=0

onde [m/2] é a parte inteira de m/2. Por (A.12), tem-se
(t = to)™ |(D™w, D™w, D"b) (-, 1) | 2(es)

t
) / (r — o)™ (D™ s, D™, D™b) (- 1) 22 g
t
t ’ t
2 / (7 — to)™ [ D™ - W(-, ) [Zagasydr + 2 / (r — to) | D™ W (-, ) 2oy

to to

t
= m/ (T - to)mill‘(Dmuﬂ D"w, Dmb)('? T)H%Q(RS)dT’
to

aumentando ty > t, se necessario e usando a hipétese de inducao, i.e., que todas as derivadas

de ordem menor ou igual a m vao para zero. O que prova (4.1a). Pelo passo anterior,

t
/ (r — o)™ (D™, D™w, D) (-, ) [2aqanydr < o0

to
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tm_ln(Dm_l% D™ 'w, Dm_lb)”L2(R3) —0 ao t— o0
O que implica, repetindo o mesmo raciocinio feito anteriormente, que

/ (7 —to)"[[(D™ ", D" w, Dm+1b)(',7)\|i2(R3)dT < 0o

to
e
B 72 (D, D", D7) 1)) = 0.
O que prova o teorema (4.1). O

Como consequéncia disto, por interpolacao, temos o seguinte resultado:
Corolario 4.2. Seja (u,w,b)(-,t) solucio de Leray do problema (2.1). Entao,

tS/2||(u7 w, b)(? t)|

HS(R3) — 0 ao t— oo, (415)

para todo s > 0 (real).

Demonstracdo. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entdo, para qualquer m > s, existe ¢}
tal que, por (3.1),

[(w, w, B) (- )| L2rs) < €,

para todo ¢ > t}. Além disso, por (4.1c), existe t2, tal que, para todo t > t2
iz || (’U,, W, b)(7 t)HHm(RIS) S €,

logo, usando o lema (B.5), para ¢t > max{t}, t2} e v > 0 (a ser escolhido), tem-se,

s

1—
tWH(’U,,W, b)(7t)| HS(R3) S t’yH(’U,,W, b>(7t)||L2(7]]ré3)||(’u’7W7 b)(7t)

Hm™ (R3)
S
m

1-= m
< H(U,W, b)(7t)”L2(?}%3) (t’ys (U’?W?b)(?t)HHm) < €,

se 7 = %, portanto, v = 3, para qualquer s > 0. O caso s = 0 foi provado em (3.1). O
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Outra importante consequéncia do teorema (4.1) é fato de se ter uma taxa de

decaimento para todas as normas L? para todo 2 < g < oo.

Corolario 4.3. Seja (u, w,b)(-,t) solu¢io de Leray do problema (2.1). Entao

t17 24| (w, w, b) (-, )| poges) = 0 a0t — oo. (4.16)

Demonstragdo. Por (3.1), dado € > 0, existe t}
[(w, w,b)(-, )| L2ms) <,
para todo ¢ > t}. Em particular, por (4.1c), existe 3 > 0 tal que
t||(D*u, D*w, D*b) (-, t)|| 23y < €,

para todo ¢t > t2 Por (A.4), para y; > 0 (a ser escolhido) tem-se
3
4

4y
08| (ot w, D) (-, )| ey < (2, W, B) (-5 1)1 <t3II(D2u7 Dzw,DQb)(-,t)||L2<R3>> <€

se 4 =1, i.e., y1 = 3/4, para todo t > max{t},#3}. Em outras palavras,
34| (w, w, b) (-, 1) || Leqs) = 0 a0 ¢ — o (4.17)

Analogamente, aplicando uma simples interpola¢do (veja o lema (B.3) no apéndice), tem-se

1-2/q
2
02 (w, W, 0) (-, )| aqes) < (28, W, )|l (t”/q H(%Wﬁ)\lm(u@)) <

se 1_722/[1 = %; i.e.,, 7o = 3/4 — 3/2q. Portanto,

t17 2| (w, w, b) (-, 1)|| sy = 0 a0 £ — 00,

para cada 2 < g < oo. ]

Analogamente, podemos demonstrar o seguinte resultado mais geral.

67



Corolario 4.4. Seja (u,w,b)(-,t) solu¢do de Leray do problema (2.1). Entao
£/ D||(D™u, D™w, D) (-, )| Larny — 0 as t — o0,

onde y(m,q) = 2 +

5 %a para cada m > 0 (inteiro) e 2 < ¢ < oc.

Demonstracao. Por (4.1¢), dado € > 0, Usando a desigualdade (B.7) descrita no apéndice,

tem-se

t°| (D™, D"w, D™b)(+, 1)]| oo (r3)

< O (D™, D™, D7) 1) [} (D™, D™, D™30) (-, 1)[[12) < e

Escolhendo = m/2 + 3/4. Usando o lema (B.3) do apéndice, segue o resultado. O

4.1.1 Caso x >0

Nesta segao mostraremos o seguinte resultado

Teorema 4.5. Seja m inteiro positivo. Se x > 0, entao

. m+1 m
tliglot 2 HD W(',t)HLQ(RS) =0.

Demonstragao. Reescrevendo a segunda equagao do sistema (2.1) como

w; = 7AW + Qy — 2xyw (4.18)

Onde

Q=-u-Vw+V(V-w)+xVAu
Fazendo a mudanca de variavel,
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W(-,t) = ePXw(-,t)

e multiplicando a equagao (4.18) por e*X!, obtemos que

W, = vAW + X Qs.

Pelo o que foi estudado nos capitulos anteriores, em particular pelo teorema 4.1,
dado € > 0, exite tg > t, suficientemente grande tal que para todo [ € N, 1 <[ < m + 2 vale

que

|(D'w, D'w, D'b)(-,t)|| < et™2, para todo t > t.

Pelo principio de Duhamel, temos que

¢
W(,t) = e”’A(t_tO)W(g to) +/ e'yA(t_T)e2XTQ2(~, T)dT,

to

que pode ser reescrito como

t
W(-, t) — 6—2)((15—150)(cJﬁA(t—to)VV(_7 t()) _ / 6—2x(t—7‘)67A(t—7—)(u . VW)(, T)dT
to
t

t
+/ e’ZX(t’T)eVA(t’T)V(V -w) (-, T)dT + X/ e’QX(t’T)eVA(t’T)(V Au)(-, 7)dT.

to to

ET m+1 . .
Multiplicando por ¢ 2 , derivando m vezes, aplicando a norma L? e usando a

desigualdade de Minkowski para integrais, temos que
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tmT“HDmW(,,t)HLQ(RS) < k;|:tm;rle—2x(t—to)||Dme“/A(t—to)W(,7t0)||L2(R3)

-~

I

t
[ e B0 D (4 ) ()|

to

N

. " (4.19)
#7 [ S D )
. _ )
N tmTH /t 672X(t77) HefyA(th)Dm%ﬂu(" 7_) “L2(R3)dT )
t
! . )

Vamos analisar cada termo separadamente.

O termo [ representa a solu¢ao da equagao do calor, com condigao inicial w(-, t¢)

hm ||Dm67A(t_to)W(', t0)||L2(R3) = O,
t—o0

cuja prova pode ser encontrada no teorema (C.10) do apéndice.

De modo que

lim ¢ %2 e~ 2XU=0) || D vAt—t0)w (. t0)|| 2 gs) = 0. (4.20)

t—o00

Para analisar os demais termos, vamos utilizar a desigualdade (conhecida) de
Niremberg-Gagliardo (A.18) descrita no apéndice e a desigualdade de Holder para soma e
integrais. Iremos proceder de maneira mais sucinta, visto que usaremos o mesmo tipo de
raciocinio empregado anteriormente. Veja a derivagao de desigualdade (2.21), por exemplo.

Comecando pelo termo I, temos
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¢
tm“jl/ e_QX(t_T)||67A(t_T)Dm(u . VW)(-,T)||L2(R3)dT

to

< / ‘WTZHD’ gagesy 1D W (-, 7)oy e
to

t m
m+1 _ _r
< kT [ PO YD w1t | D ) ey

m— 1/4 m— 3/4
)| D™ (1) | oty [ D72 (1) [t

m
m+1 _ _ 1 _ =341 _m=—Il+1 —3(m—1+2)
< kt 2 e 2x(t=7) g €T 8eT 8 €T & e 8 dT

t
< ktm2+164/ e~ =) =25 g

to

3 t
= kt"2 {/2 e 2x(t=m) =2 g +/ —2x(t—7) = 2 dT:|
to t

2

_2m+41
4

< ket (twext—;o 1 + tmglt%ﬁjsxl) < ke (tm;lext + tixl).
m

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim ™2 / e X || AT DM (4 - VW) (-, 7) || 2 rsydT = 0. (4.21)

t—00 to

Podemos usar o mesmo raciocinio para o termo 111,
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[ e | 2800 P ()|
t

< ]{tmT 672X(t77—) HDm+2W(', T) HLQ(R:a)dT
to

t
< ktm;l/ e~ X1 =52
to

L t
= ktm;le{/Q e X(=T) =2 g —I—/ eQX(tT)Tm;ZdT}
to %

-2
< ke (tm;le‘xtto— + t"?lt"”fX*) < ke (t'”z“e—xt + t‘éX—1)_
m

Novamente, como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim ¢"2" / e” XU || AT Dt ey (L 7)|| z2®sydT = 0.

t—oo to

Usando mais uma vez o mesmo raciocinio para o termo IV,

t
tm2+1/ €*2X(t*7')He’YA(t*T)DmJﬂu(,’7-)”L2(R3)d7-
to
t
<kt [ e D () g dr
to

¢
Sk‘tm;l/ e~ X =" g
to

t
- ktm;l‘f[/ e~ X(=T) =57 g +/ e—QX(t—T)T_m;ldT]
to %

m—1

T2
< ke (t’"z“e—xtto—l + t”z“t""?lx‘l) < ke (t"‘z“e—xt + x‘l)
m J—

ol

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim t"2 / e XU || A=) pmtLy (. 7)|| 2@sydT = 0.

t—o00 to

Pelas equagoes, (4.19), (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23), temos que
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m—+1

lim ¢7 | D™ w (-, t)[| 12 (gs) = O.
t—o0

Q.E.D. O

A partir dai, podemos concluir alguns interessantes resultados por interpolacao.

Corolario 4.6. Seja (u,w,b)(-,t) solucio de Leray de (2.1) e x > 0. Entao,

s+1
t w1l

femsy >0 a0 1T — o0,
para todo s > 0 real.
Demonstragdo. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entdo, para qualquer m > s, existe ¢}
suficientemente grande tal que, por (3.13),
2w (-, )| p2msy < €,
para todo ¢ > t}. Pelo teorema (4.5), existe ¢3 tal que
7 W )iy < €

Logo, usando o lema (B.5) do apéndice, para todo t > max{t},t2} e v = v + 72 > 0 (a ser

escolhido), tem-se

1-= s/m
771S 2
W Ol s ey < (tlm HW('J)HL%R?»)) <ts/m‘|w("t)||Hm(]R3)> <e
se 111% =1/2e S}iﬂ = "‘T“ Logo, vy =71 + 7 = % Ou seja,
s+1
t2 Wi, )| gsgsy =0 a0 t— o0,
para cada s > 0 real. O

Corolario 4.7. Seja (u,w,b)(-,t) solugdo de Leray de (2.1) e x > 0. Entdo,
5.3
ti 2||w(-,t)||pamsy = 0 a0 t— o0,

para cada 2 < g < o0.

73



Demonstragdao. Por (3.13), dado € > 0, existe ¢}
2w (-, ) p2ges) < e,
para todo ¢ > t}. Em particular, pelo teorema (4.5), existe ¢3 > 0 tal que
2| D*w (-, )| r2gmsy < €,

para todo ¢ > t2 Por (A.4), para v =71 + 72 > 0 (a ser escolhido) tem-se

1/4 3/4
479
W, ) || oo (rsy < <t471||w(',t)||L2(R3)> (t 3 HD2W(-72§>HL2(R3)> < /ABA = €,

se dy; = 1/2 e 22 = 3/2, ie, 11 = 1/8 e 72 = 9/8, para todo t > max{t},#2}. Em outras
palavras,

54w (-, 1) po@s) — 0 a0t — o0, (4.24)

Analogamente, seja 5 = 1 + 3. Basta aplicar uma simples interpolacao (veja o lema (B.3)

no apéndice), tem-se

2/q ; 1-2/q
q _P2
Pl w(, )] a@ey < (tzﬁIHW(‘J)HL?(RP’)) (7512/‘1 ||W('>75)HL<>°(R3)> <e

se 15, =1¢ f2 =5/4,1ie., B =5/4—3/2q. Portanto,
2 2 12/
5_3
11 2q||w(-,t)||Lq(R3) —0 ao t— o0,
para cada 2 < ¢ < oo. 0
Da mesma forma que na secao anterior, pode-se mostrar que
b

2||w(-,t)||Lersy = 0 ao t — oo,

para cada 2 < ¢ < oo e m > 0 inteiro. O que encerra a discussao deste assunto.
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4.2 Cason=2

Para demostrar a propriedade 4.1¢ no caso bidimensional (n = 2), basta usar
as desigualdades de Sobolev (A.13-A.16) e o mesmo argumento apresentado anteriormente.
Com efeito, por indugado, derivando o sistema (1.2 ) m vezes e multiplicando por (t — o)™ u,
(t —to)™w e (t — tp)™b a primeira, segunda e terceira equagao do sistema (1.2) respectiva-
mente, integrando na regiao R? x [t,?] e usando os mesmos procedimentos usados na segao

anterior, tem-se
(t = to)"[(D™u, D™w, D"b) (-, 1) 72(g2)

t
+2)\ / (7' - to)m||(Dm+1u, Dm+1W7 Dm+1b)(', 7') H%z(Rz)dT

to

t
42 [ (=)Dl 7) e dr

to

t
<m / (r — o)™ | (D™, D™, D)) 22 g
to

t

c / (r — to)™ | (D™, D™ vy, DB (-, 7)oy X
to

m/2]

[
x Y |(D'u, D'w, D'b) (-, 7)| gz | (D™ ', D™ 'w, D™ 'B) (-, 7) || 2 r2y
=0

Assim, basta usar as desigualdades de Sobolev (mais especificamente (A.16)) para obter
(t - tO)mH<Dmu7 D"w, Dmb)(? t)H%Q(RQ)

t
+2)\/ (r— to)mH(DmHu,Dme,Dm+1b)(-,7')||2Lz(R2)dT

to

t
12y / (7 — to)™ [ D™ (-, ) |2 gy
to

t
< m/ (1 —to)™ | (D™u, D™w, D™b)(-, 7) || 22 g2y dT
to

t
+C/ (7 —to)" (D™, D" w, D™ Hb) (-, 7) |22 ey | (w, W, B) (-, 7) || L2 g2y -
to

I0)



Agora, para um t, suficientemente grande e por (3.1), tem-se
(t = to)" [|(D™w, D™w, D™b) (-, t) || 72 (ge)

t
A [ = 1) (D" s, D, D) 1)

to
t
22 [ (= D" e
to
t
<m / (7 — to)™ | (D™, D", D"B) (-, 7) 2z,
to
e t™/2||(D™u, D™w, D™b)(-,t)||2z2) — 0 a0 t — oo.

Como feito na secao anterior, por interpolacdo segue a demonstragao dos resul-

tados em dimensdo n = 2.

P& (D™, D™, D7), 1)y 5 0 as £ oo,

Além disso, se x > 0, entao
t7(27m7q)+1/2||DmW(.’t)HLq(RQ) — 0 as t — 00,

onde v(2,m,q) = % + 5 - 2%1, para cada m > 0 (inteiro) e 2 < ¢ < 0.
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5 UMA DESIGUALDADE FUNDAMENTAL PARA
AS DERIVADAS EM R" (n = 2,3)

Neste capitulo apresentaremos uma desigualdade assintotica para as derivadas
de ordem m > 0 das solugoes de Leray do sistema magneto micropolar (2.1). Defina X :=
min{u, v, v}, z(-,t) = (u, w,b)(-, t), D™z(-,t) := (D"u, D™w, D™b)(-,t) (para cada m > 0
inteiro) e ((-,t) := V - w(-,t). Deste modo, descrevemos abaixo o principal resultado a ser

mostrado aqui.

Teorema 5.1. Para cada o > 0, se

No(a) = limsup t*[z(-, )| 2en) < o, (5.1)

t—o00

Entao, para cada m > 1 inteiro, tem-se

limsup t* % (| D™z (-, 1)| 2emy < K (a,m) A2 Xo(a), (5.2)
t—00
onde,
. ~1/2 M J 1/2
K(a,m) min {5 1_[0(& +oF J) } (5.3)
=
en=2,3.

Como consequéncia do teorema anterior, por interpolacao pode-se obter resul-
tados em espacos mais gerais como nos capitulos anteriores. Desta forma, os dois teoremas
abaixo descrevem a versao da desigualdade fundamental (5.2) em H*(R™) e para as derivadas

em LI(R™), respectivamente (para cada 2 < ¢ <oo, s >0en=23).
Teorema 5.2. Para cada o > 0, se
tliglo sup t¥)|z(-, ) || L2mny =: Ao(r) < o0.
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Entao para cada s > 0 (real), existe K(a,s) > 0 constante tal que

limsup t2 ||z (-, )]
t—ro0

ey < K(a,s) Ao(a),

para cadan = 2,3 e K(a, s) = ming,s, K(a,m)™.

E, mais geralmente, o resultado abaixo.

Teorema 5.3. Para cada o > 0, se

tlggo sup t*||z(-, 1) || L2y =: Ao(ar) < o0.

Entao
lim sup t“(n’m’QHQHsz(-,t)HLq(Rn) < K(a,m,n,q) A\ r(nmia) o), (5.4)
t—o0
onde k(n,m,q) = § + F — 3 €

K (o, n,q) = K(@,m)a ™ K (a,m +n)s s,

para cada 2 < g < oo, n=2,3 e m > 1 inteiro.

5.1 Cason =3

Nesta sec¢ao iremos demonstrar (5.2) para o caso tridimensional e algumas con-
sequéncias interessantes que decorrem de tal propriedade. Como dito na introducao, as
contas aqui serao feitas de maneira mais direta tendo em vista que o raciocinio é inteira-
mente andlogo ao desenvolvido, mais detalhadamente, nos capitulos anteriores.

Prova de (5.2)

Sejaty > t. (veja (2.2)) e 6 > 0. Fazendo o produto interno de 2(t—tg)2*+ou(-, t),
2(t—t0)2TOw (-, 1) e 2(t—10)?*9b(-, ) com (1.1a), (1.1b) e (1.1c), respectivamente, integrando

por partes em [tg, ] X R? usando o fato de que V-u =0 = V - b e somando tudo, obtém-se
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t
(t = t0)** ||z (-, t) |2 ea + 2)\/ (T = t0)***|| Dz(-, 7) |2 (geydT

to
t t
12 / (7 = t0)**PNC(, )| T2 eydT + 2x / (7 — t0)**PUW (-, 7)||7 25y dT
to to

t
< (20 +6) / (7 — t0) 25 2, 7) |2y dr ¢ > o,

to
Agora, dado 0 < € < 2 e escolhendo t, > t, grande o suficiente tal que (usando (5.1))

t*z(-, )| 23y < (Ao + €), para todo t > o, tem-se

t
(t —t0)** |2 (-, )] 2 s) + 2A/ (= t0)** ™| Dz, 7) |72 sy d
to
t

t
+2 / (7 —t0)** (¢ (-, Tl T2 msydr + 2 / (1 —t0)** [ W (-, 7) 72 dT (5.5)

to to

< (204 6)(o(a) + )2 / (7 — t)2+o=17~20 g

to

Note que

(1 — to)20H07 =22 < (7 —14)°"L, para T > to.

Aplicando a desigualdade acima em (5.5), temos

t
(t — t0)** |z, £)[| 72 ms) + 2A /t (1 —t0)** | Dz(-, 7)|| 72 gs)d7
t t
+2 / (7 = t0)**PNC(, )| sy dT + 2X / (7 = t0)** W (-, 7) |72y dT
t (t —to)°
< (204 6)(Do(a) + )2 / (r— 1) = (20 + 8) (o) + e L
to
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Ou seja

t
(t = t0)** ||z (-, t) |2 ee + 2)\/ (T — t0)***|| Dz(-, 7) |2 (gaydT

to
t

t
+2/ (T_t0)2a+6H<('77—)”%2(R3)d7—+2X/ (T = t0)** | w (-, 7) | 2oy dT

to to

t—to)°
< (2a+6)(Mo(a) + 6)2%.
Em particular, para todo t > t,
o 200 + 0
(t = t0)*[|2(, D)2 zs) < —5—(No() +€)°
e
¢ 1 t—tg)°
[ =0 e et < 5120+ 0)0u(e) + P L (5)

O proximo passo é derivar (1.1a), (1.1b) e (1.1¢ ) em relagao a x;, multiplicar por
_ 20+0+1 _ 200+0+1 _ 200+0+1 :
0 » V) ) ) )
2(t —to) Dyu(z,t), 2(t — to) Dyw(x,t) e 2(t —to) Db(x,t) respectivamente

integrar por partes em [tg, ] x R? e utilizar que V- u = 0 = V - b para obter

t

(t = to)** ™| Da(, t)”%?(RS) + 2)\/ (7 — to)** | D%, T)H%?(R?’)dT
to
t

t
+2/ (r — to)QaMHHDg(” 7-)|]%2(R3)d7' + 2x/ (1 — to)zaHHHDW(" T)”%2(R3)d7-
to to
. (5.7)
< (2a+0+1) / (1 — to)% || Dz(-, 7')||%2(R3)d7'
to
t
+C’/ (7__t0)2a+6+1||Z(‘,t)HLoo(RB)HDZ(‘,t)||L2(R3)||D2Z('7t)||L2(R3)dT.
to

Usando a desigualdade (A.7), obtém-se

t

(t = to)** | Dz, 1)]|72 sy + QA/ (1 — t0)** | D?2(-, 7)1 72 (e d
to
t

t
+2/ (r— t0)2a+6+1HDC(., T)H%Q(Rg)dT + 2x/ (1 — t0)2a+5+1“DW<.’ 7')“%2(1&3)617'

to to

t
<(a+d+1) / (7 — 1) || Da(-, 7)o sy A

to

t
o 1/2 1/2
+C / (1 = t0)2 |z, ) | ot 1D2(, ) ol | D*2( 1) 32 s

to
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Pelo teorema 2.4 e por (2.4), aumentando tg, se necessario, tem-se

2
€
12(-, ) || L2(r3) || Dz (-, 1) || L2 (r3y < ro2k para todo t > tg.

Aplicando a desigualdade anterior em (5.7), temos

t

(¢ = 0 Do D)y + (2= O [ (7 = 1) D2l 1) aendr
to
t

t
+2/ (r — tO)QO‘HH”DC('? T)”%Q(R3)d7— + 2x/ (r — t0)2a+5+1“DW<.’ 7—)||%2(R3)d7-

to to

t
<(2a+6+1) / (T = t0)** " Dz, )| 72 g .

to

Segue da ultima desigualdade e de (5.6), que

(t = to)* [ Dz, 1) | T2 (es) < (20 +0+1)(2a +0)(Mo(a) +€)*  (5.8)

1
(2 - )0

/ (7 — 1) 4| D22 (e, 1) [2a g
to (5.9)
2 )

Em um processo anélogo ao feito anteriormente, tem-se

t
(t = to)****2|| D22 (-, 1) || 72 (gey + 2A/ (1 — t0)** 2| D2, 7)1 2 sy d
to
t

t
+2/ (7 — to)2++2| D¢ (-, T)H%Q(Rg)dT + 2x/ (1 — )22+ D2w(-, T)H%?(R?»)dT

to to

t
< (0+5+2) / (7 = 1) 251 D2 (e, 7) |22 s dr

to

t
+C/ (T — t0)2a+6+1”D3Z<',T)||L2(R3)X

to

X { |Z(-, 7) | o &) | D?2(-, 7) || p2(r3) + | D2 (-, 7) || oo (r3) || D (- 7')”L2(R3)}d7'.
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Usando as desigualdades de Sobolev (A.8) e (A.9) do apéndice A, tem-se

t
(t = t0)** 2| D22 (-, 1) 2 zs) + ?A/ (7 — t0)** 2 D%a(-, 7) |2 oy dr
to
t

t
+2/ (T—to)20‘+5+2||D2C(-,T)Iliz(R3>dT+2X/ (T = t0)** | D*W (-, )| Zo gy dT

to to

t
< 2a+5+92) / (7 — o) D22, 7) |22y

to

t
o 1/2 1/2
+C / (7 — 1) 2T D, ) 3 |20, 7| ey | D2 )| ot i

to

Pelo teorema 2.4 e por (2.4), aumentando tg, se necessario, tem-se

t
(t — to)2++2|| D (., t)“%z(Rg) +(2- e))\/ (7 — to)2++2|| D35, 7')”%2(1&3)(17'
to
t

t
+2/ (T = t0)** 2 DC(, 7) |2 oy dr + 2X/ (1 = t0)** 2| D*w(-, 7) | Zagnydr  (5.10)

to to
t
< (20+0+2) / (7 — t0)* | D22, 7) |2 oy

to

Utilizando (5.9) e (5.10), temos

2042 2 2 1 2

[ 0D )i

1 "’ (5.12)
2 )

< S 2+ D@+ 4 D2a+8)(e(a) + €)%t —to)"

Procederemos agora por um argumento de indugao. Para m > 2 inteiro, vamos supor ja

demonstradas as desigualdades®

2a+k k 2 1 : . 2
(t —to) || D Z(-,t)HLz(Rs) < m{ H(Qoz +7+ 5)}()\0(04) +€) (5.13)

=0

!Na verdade, a hipotese de inducdo (5.14) serd necessaria somente para k = m — 1: veja (5.18).
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t
/ (7 — 1) 0 DFH (- 7) 2

to

1 . (5.14)
< 5((2_6))\)k+1{H(2@+j+5)}(>\0(04)+6) (t — )",

J=0

para todo 1 < k < m — 1 inteiro e para todo t > t;.2

Assim, queremos mostrar que para cada ¢ suficientemente grande, tem-se

20+m m 2 1 . : 2
(t — tO) + ||D Z('at)||L2(R3) < m{ H(Q(l/ + 7+ 5)}()\0(&) + E) (515)

Jj=0

t
/ (7 — 1) ™) D (- 7) 2
to

m (5.16)
=5@—0 mﬂ{f:[ 2047 +9) }(Ao(a) +e)*(t —to)°,

para todo t > t;.

Usando o mesmo tipo de argumento empregado nos capitulos anteriores (veja
o Teorema 4.1), derivando m vezes as equagoes (1.1a), (1.1b) e (1.1¢) em relacao a z;,, xy,
, ... 1, multiplicando por 2(7 — to)2*+* ™D, D,,...D;, u, 2(17 — to)?***+™ Dy, D,,...D;, W

e 2(1 — )2t ™D, Dy,...D;, b respectivamente, integrando por partes em R3 x (to,t) e

utilizando (A.12), tem-se

2Para cada ty > t.«, para algum t,, > t, suficientemente grande (veja (2.2).
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t
(t — to)20+5+m | Dy, t)H%Q(R;,») + 2)\/ (7 — to)2e+0+m || pmtlg . T)H%Q(Ri”)dT

to

t t
42 [ (7 = 0 DG 1) gy + 2 [ (7= 0D )

to to

t
< (2a+5+m) / (7 — o) D7 (e, 1) gy
to

[m/2] 4
ot 1-0, 1, 1=61m (| 1y
S / (7 — 1) 3, 7)ot | D22, ) s | D7 2, 7) [y
1=1 “to

(5.17)

onde 0, ,,, = % (para cada 0 < I < m—3inteiro) e K, € uma constante positiva que depende

somente de m. Pelos capitulos anteriores aqui apresentados, sabe-se (veja e.g. (2.4)) que

(-, )| 2(rs) € limitada® em [t,,00). Além disso, ainda que tenhamos provado no teorema

4.1, a hipotese de inducdo (5.13) implica que
||DkZ(',t)”L2(R3) —0 ao t — o0.
Logo, escolhendo ¢y > t, suficientemente grande, a desigualdade (5.17) nos fornece

t
(t — t)20H8+m|| Dg(., t)”%z(Rg) +(2- 6))\/ (7 — to)2e+0+m || Dty . 7')”?:2(]1%3)‘17'
to
t

t
+2/ (T_t0)2a+6+m“DmC('>7—)||%2(R3)d7—+2X/ (T = t)** | D" W (-, ) | Zo oy d

to to

t
< 20+ 5+ m) / (7 — o) D7, )|y

to

Usando a hipotese de indugao (5.14), para k = m — 1, tem-se

t
(t = t0)** ™| D™ 2 (-, )| Zogpay + (2 = E)A/ (T — )T D™ (-, 7) |72 sy AT

to

t t
+2/ (7__t0)2a+5+mHDmC(~77’)|’%2(R3)d7—+2X/ (7'—t0>2a+5+mHme(.77—)”%2(R3)d7-

to to

m—1

1

< (2 _— 2 |+ 0 A 2(t —t)°
< a+(s+m>5<<2_emm{g< atit >}< o() + (¢ — to)

®Na verdade ||z(-,t)||z> vai para zero ao t — oo e ¢ limitada em [0, 0). Veja (2.3) e (3.1).
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N m{ [TGa+i+ 5)}(%(04) +6)*(t —to)’. (5.18)

Isto é,

1

(t — to)* ™| D™z (-, 1) | 22(z5) < m{ E(m +j+ 6)}(Ao(a) +e)?  (5.19)

t
[ =t D 1) g dr

< 1
= 5((2 = eaymh

{ [Ja+;+ 5)}@0(@) +e)2(t —to)°.

=0
O que conclui a demonstragao de (5.15) e (5.16) por indugdo. Como a desigualdade (5.19) é

valida para todo 0 < € < 2, tem-se

571/2

” 1/2
(t_t())aer/zHDmZ(',t)HLQ(RS) < W{ (20["‘]"‘5)} /\Q(Oé)
=0

gt (m 1/2
:%{H(aﬂmw/?)} Ao(@)

j=0
51293 [ 1/2
= =7 (a+37/2+6/2) Ao(@).
§=0
Como a desigualdade anterior é valida para todo § > 0, tem-se
(t —to)* ™2 D™z(-, )| 2 gey < K (a,m) A% No(a)
onde

>0

K(oz,m):min{(S_é (a+j/2+5)é}.
=0

Note que podemos escrever
. + to a+m/2 .
t +m/2 <—t ) HD Z(',t)HL2(R3)

= (t — to)* ™| D™z (-, )| 2wy < K(a,m) A™™% No(a).
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Portanto,

limsup t*™2|| D™z (-, t)|| L2y < K (o, m) A7™2 Ao(a),

t—o00

para cada m > 0 inteiro. O que conclui a demonstracao de (5.2) em dimensao n = 3.

Corolario 5.4. Dado a > 0, se

tlggo sup t¥)|z(-, 1) || r2rsy =: Ao(x) < o0.

Entao para todo s > 0 real, existe K(«,s) > 0 constante tal que

limsup t*2 ||z (-, )]
t—r00

H5(R3) < K(OZ, S) /\0(&),
onde
K(a,s) = min{K (a,m)*/™}.

m>s

Demonstracao. Seja m > s inteiro. Pelo lema B.5 do apéndice, temos que

(-, %)]

Escrevendo 0 = 01 + 02, temos que

1— = s
Hs(R3) < ||Z('at)||L2(?1'§3)||Z(',t)Hgm(Rg)-

3o

m

o T ey
ﬁW@MmMSPHWNﬁMmﬂ {WW&WMWJ

Escolhendo §; = a(l — %) e 0y (a + %)%, a equacao (5.21) se torna

3o

2z, )]

1_5
mMSPW@me] Fﬂzuwmwj

Logo, pelo Teorema 5.1
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lim sup t**2||z(-, )]
t—o0

meesy < K(a,s) A2 No(@),

onde K(a,s) = min,,s K (o, m)*/™. O

5.2 Cason=2

Nesta se¢do, apresentaremos a demonstracao resumida de (5.2) para o sistema

(1.2), isto é, em dimensao n = 2. Considere o sistema (1.2), isto &,

u,+u-Vu +Vp = (p+x)Au + xVxw+b-Vb, (5.22a)
w;+u-Vw = yAw + xV X u — 2xw, (5.22b)

b+ u-Vb=vAb+b- Vu, (5.22¢)

V-u(,t) = V-b(-,t) =0, (5.22d)

Seja to > 0 e § > 0. Fazendo o produto interno de 2(t — t()?* ou(-,t), 2(t —
to)2*HOw(- 1) e 2(t—10)?*Tb(-, t) com (5.22a), (5.22b) e (5.22¢), respectivamente, integrando
por partes em [tg, t] x R? usando o fato de que V-u = 0 = V - b e somando tudo, obtém-se

t
(t = t0)** " |l2(-, ) 72(re) +2/\/ (T = t0)***°|| Dz, 7) | T2y d

to
t

t
#2 [ (7= 0wl ) agendr < 2a+8) [ (7=t ol 1) Baaydr ¢ 2 to

to to
Como na sec¢ao anterior, dado 0 < € < 2 e escolhendo ¢, > 0 grande o suficiente tal que

(usando (5.1)) t*||z(-, )|/ z2m2) < (Ao + €), para todo t > o, tem-se

t
t—t0)***|z(, 75)”%2(11@2) + 2/\/ (1 — t0)***°|| Da(-, 7')”%2(]1@2)517'

to
' 2a+9 2 2 (t — 250>5
+2X/ (T - to) at ||W(, T)HLQ(RQ)dT < (20[ + 5)(/\0(0[) + E) 5 .
to
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Em particular,

N 20049
(t = 10 -, sy < 222 (o) + €
e
¢ 1 t—to)°
= 1D s endr < 52+ ) 0w) + P
to

para todo t > t;.

O proximo passo ¢ derivar (5.22a), (5.22b) e ((5.22¢)) em relagao a x;, multiplicar
por 2(t — to)2 O Dyu(x,t), 2(t — to)2 T Dyw(x, ) e 2(t — to)2* 1 Dyb(x,t) respectiva-
mente, integrar por partes em [to, ] x R? e utilizar que V -u = 0 = V - b para obter

t
(t = to)** ™| Dz, 1) Z2(ze) +2A/ (1 = t)** Y| D?(:, 7) |72 oy dr

to
t

t
2 / (7 — 1) D¢ 7) Bagunydr + 2 / (v — 1) [ Dw (-, 7)|Zagan

to to
t
<(2a+6+1) / (7 — o) Da(-, 7) |22z, A7
to
+C/ t0)* T |z(-, £)]| oo 2y || D2(-, 1) 22y |1 D2 (-, 1) || L2(m2y A

Usando a desigualdade (A.13), obtém-se

t

(t — to)** || Da(-, 72 g2y + 2)\/ (1 — to)** | D%, )| 722y d7
to
t

t
+2/ (T — to)QaMHHDC(UT)H%?(R%dT + 2X/ (7 — t0)2a+6+1||DW('7T>||%2(R2)d7'

to to

t
< (2a46+1) / (7 — 16)* | D2, 7)| 22 ey A

to
t
+C/ (1 = t0)>* " |2 (-, )] 22y |1 D*2 (-, 1) | 72 ey A
to

Como na se¢ao anterior, aumentando ¢, se necessario e usando o teorema 3.1, tem-se

(t — 1) | Da( )| ages, < m@a 464 1)(2a + 8)(ho(a) + )2

t
/ (7 — 1) | D2a(e, 1) [2a gy

to

1

< m(za + 04 1)(2a + 8) (No(a) 4 €)*(t — to)°.
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Repetindo o mesmo processo de indugao feito anteriormente e usando as desigualdades (A.14)
e (A.15), segue (5.2) em dimensdo n = 2. De maneira analoga, por interpolagao obtemos o

resultado para o espaco H s(R?).

Tendo esses resultados, podemos demonstrar (5.4) como nos capitulos anteriores.

Observe que pelo Lema B.7 descrito no apéndice e por (5.2), dado o > 0,

limsup t*72 71| D™z (-, t) || oo rny) < VK (o, m) K(a,m +n) A72 71 Ag(a),

t—o00

onde K (a,m) é dado por (5.3) e A = min{u,y,v}. A partir dai, basta usar o Lema B.3 para
obter (5.4).
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6 A DESIGUALDADE FUNDAMENTAL PARA AS
DERIVADAS CONSIDERANDO x >0

Neste capitulo mostraremos uma versao melhorada da desigualdade fundamen-
tal apresentada anteriormente. Tal melhora deve-se ao fato de termos uma taxa mais rapida
para o campo microrrotacional w, quando y > 0. Mais especificamente, os resultados a

serem provados aqui sa0 0s que seguem.

Defina, por conveniéncia, z(-,t) := (u,b). Dado a > 0, seja

Ao(a) := limsup t*(|z(-, 1) || L2(rn)-

t—o0
Se o) < 00, entdo
liltnsupt‘”r%||sz(-,t)HLz(Rn) < K(a,m)A™% M(a). (6.1)
00
Além disso, para o campo w, obtemos
i sup ¢ 5 4 D7l ) o) < %K(a,m 1) A (), (6.2)

onde K (a,m) é dado em (5.3) e A = min{yu, v, v}. Vamos abordar primeiramente o caso 3D.
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6.1 Cason=3

Antes de obtermos os resultados (6.1) e (6.2) em dimensao n = 3, sera conve-
niente demonstrar o seguinte resultado. Defina A := min{u,~v,v} e z(-,t) := (u,w,b)(-, 1),

Dz(-,t) := (Du, Dw, Db) e assim por diante.
Teorema 6.1. Suponha que x > 0. Dado a > 0, se

limsup t*|[z(-, )| r2rs) = Ao(a) < 0. (6.3)

t—o0

Entao para todo s > 0 real, existe K(«,s) > 0 constante tal que

. K D\™ s
1imsupta+%1||w(~,t)| Ho®r3s) = Inrll;rsl ((O‘++)) A7z do(a).

t—o00

Demonstragao. A demonstragao deste teorema é semelhante a do Teorema 4.5.

Reescrevendo a equagdo (1.1b) como

wy = yAW + Q(-, t) — 2xw (6.4)

Onde

Q(,t) = —(u-V)w(,t) + V(V-w)(, ) + xV Au(-,t).

Fazendo a mudanca de variavel

W(-,t) = eX'w(-,t)
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e multiplicando a equagao (6.4) por e?X!, obtemos que

W, = yAW + e2X'Q(-, 1).

Pelo o que foi estudado nos capitulos anteriores, em particular pelo Teorema
4.1, dado € > 0, existe tg > t, suficientemente grande tal que para todol e N, 1 <[ <m+2

vale que

| D'z (-, t) || 2 ey < et~ para todo t > ;.

Pelo principio de Duhamel, temos que

t
W(,t) =W o) + / AT Q(, T)dr.

to

Que pode ser reescrito como

t
W<~, t) — €*2X(t7to)€7A(t7to)W<_7 tO) _ / 672x(t7'r)€'yA(t77—)(u . V)W(, T)dT
to
t

t
+/ e_zx(t—T)em(t—T)v(v ) w)(-,7)d7+x/ G_QX(t_T)e’yA(t_T)(v/\’U,)(-,t)dT.

to to

. 1. m+1 . .
Multiplicando por t** 2, derivando m vezes, aplicando a norma L? e usando

a Desigualdade de Minkowski, temos que
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ot | D™wW(-, 1) 2msy < port g o= 2x(t—to) | D™ e A o)w (- ) [FRIES)

-~

I

t
et [ e[ A DT (4 T w) (-, 7) | 2 ey d

to P

-~

11

t
4ot / e [T DM w (- 7 )| oy d
to

N J/
-~

117

t
T / e~ XU || AT DMLy ()| pa ey dT

to

(6.5)

J/

-~

v

Vamos analisar cada termo separadamente.

O termo [ representa a solu¢ao da equagao do calor, com condigao inicial w(-, t¢)

e, pelo Teorema C.1,

lim ||DmeVA(t_t°)W(-,t0)||L2(R3) = 0.
t—o00

De modo que

tlim ot g 2x(—to) | pmevAL—to) g (. to)|lz2(m3) = 0. (6.6)
—00

Para analisar os demais termos, vamos utilizar a desigualdade (C.2) e o Teorema

5.1

Analisando o termo I temos
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t
e~ 2x(t=7) Hevﬂ(t*ﬂDm(u VW) (-, 7| 2rsydT
to

a+mtl — T m—
< Otz e~ 2X(t- ZHDu ) s | D™ W (-, 7) || sy dr

to

ta+L‘H

< C«ta-i—mT“ e—2x(t—T) Z ||Dlu(-, 7_ 1/4 ||Dl+1 ( )||3/4

L2 (R3) L2(R3)
to

m— 1/4 m— 3/4
|| D™ (1) ||t [ D™ 2w (-, 7) ||

L2(R3) 2347
t n 3(141) 3(m—142)
mt1 o (t— _a_l _3a_=30+1) _moiy1  —3(m-it
< C(Ao(@) + et 2 / e~ 2x(t=T) g TOATET 4 8 er 8 e 8§ AT
to 1=0

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim ¢*+"2" / e || AT DM (4 - VW) (-, 7) || 2 sy dT = 0.

t—o00 to

Podemos usar o mesmo raciocinio para o termo 111,

toc-‘rL_H 6—2X(t—s) ” 67A(t—7)Dm+2W("

7-)||L2(R3)d7_
to
t

< Ot [ e D 2w (7 | sy dT
to

t
< C()\O(Oz> _|_€)ta+mg+1/ ef2x(t77—) —a ,LﬁdT

to

N+

t
= k(Ao(a) +€>ta+m7+1 {/ e HXt=T) ey mﬁdT—i-/ eQX(tT)TO‘Tm;?dT}
t t

0 2

< C(Mo(a) +€) (tO‘J“WL;le_Xt + t_éx_1> .
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Novamente, temos que

¢
lim 72 / e XU || AT DM 2wy (1) | 2 sy dT = 0. (6.8)

t—o00 to

Por ultimo, analisaremos o termo I'V. Para isso, vamos fixar 0 < o < 1, entao

t
x5 [ B8 Dty () g dr

to

t
< x ta+’"z“/ e PEIND (1) 2y dr

to

< K(a,m+1) AT X o+ e_QX(t_T)()\o(a) + )T 2 dr
to
¢

ot
— m+1 _ _ o m+1l _ _ o m+1l
= e X 1972 {/ e X(t=T) ey dT+/ e~ (=) ey dT}
to o

t

ot t
< B x 10T [62’“(1")/ T dr (o t)amg“/ e2x(tf)dT}
ot

to
m—1 m—1

< Emae X {tm’”jlezxt(la) (2250 i G I )

204+m —1

N —a—mT“ 1— e—2xt(1—a)
g 2X y

onde
K(o,m+1) A" (Aola) +€).

=) =
—m,x,e -

Fazendo € — 0, t — 00 e 0 — 1 (nesta ordem), obtemos que

t
m 1 m
limsupt 2“/ e~ XU || A=) DLy (- 1) || o sy dT < §K(a,m+1) AT o). (6.9)

t—o00 to

Pelas equacoes (6.5), (6.6), (6.7), (6.8) e (6.9), temos que

m+1

K(la,m+1) A7 2 M(a).

N —

lim sup t** 2 | D™w(-, Ol 2msy <
t—ro0
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para todo m > 0 inteiro.

Fazendo uma interpolacao semelhante a do Corolario 5.4, obtemos que

lim sup £+ 2 || w(-, )l s (gsy < min
t—o0 m>s

para todo s > 0 (real). O

Em posse do Teorema 6.1, podemos enfraquecer a hipotese de que Ag(a) < oo e
obter uma versao mais forte do Teorema 5.1 e do proprio Teorema 6.1. Mais precisamente,

obtemos o importante resultado a seguir.
Teorema 6.2. Suponha que x > 0. Dado o > 0, seja z(-,t) = (u,b)(+,t) e

Xo(@) == limsup t%|z(, )|l 2 (m3)-

t—o0
Se
Xo(@) < oo. (6.10)
Entao para todo s > 0 real, temos que
limsup t2 ||z (-, )| Fa®s) S min K (a,m)m A2 Ao(a)
t—00 m>s
e

limsup tt % ||w(-, t)]
t—o00 m>s

. (K(a,m+1 e s
HS(RS) S min (%) )\ J2r )\Q(Oé).

Demonstragdo. Se 0 < a < 1/2, pelo Teorema 3.2, temos que t*||w(-,t)|/z2rs) — 0. Por-

tanto, Ag(a) < oo e pelos Teoremas 5.1 e 6.1, tem-se

lim sup % (-, )] 7 sy < min K (0, m)7 A3 Rg(0)

t—o00 m>s
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. (K(a,m+1 " st
HS(]R3) S min (%) A gl >\O(a)

m>s

lim sup t 2 ||w(-, 1)
t—o00

e o teorema est4 provado para este caso. Se a > 1/2, temos (por hipotese) que t1/2||z(-, t) | 23y —

0. Pelos Teoremas 3.2 e 6.1, temos que

1 s+1
li t2t o ot
im sup |lw(-, )] min 5 m sy

K(1/2 D\™ . .
m Hs(Rs)Smin( (1/2,m + )) AT Timsup £2 ||7(-, £)]| 2.
(6.11)

Assim, se o < 1, entdo por (6.11), temos que t*||w(-,t)||,2s) — 0. Portanto,

Ao(@) < oo e pelos Teoremas 5.1 e 6.1,

HS(R3) S g};ﬂK(OJ,m)i )\_% 5\0(0{)

limsup t2 ||z (-, )|
S

t—o00

S K D\ ™ o <
thUptaJr#HW(',t)HHs(RB) < min (%) AT Jo(a)
t—r00 m>s

Vamos fazer explicitamente mais um caso.

Se a > 1, temos que t||z(-,t)||L2rs) — 0. Por (6.11) e 6.1 Temos que

hmsuptl*%HW(-,t)HHS(RS) < K(1,s) AT lirtrisuptHZ(~,t)\|Lz(R3). (6.12)

t—o00

Assim se o < 3/2, entdo por (6.12), temos que t*||w(-,t)||r2s) — 0. Portanto

Ao(a) < 0o e pelos teoremas 5.1 e 6.1,

5\0(04)

N|o

-

3

lim sup £ 2 ||z (-, )|
t—o00

H3(R3) < gnl;rsl K(a,m)

. K D\™ e~
tim sup 15 [w (-, 1) sy < min (%) AT No(a)

t—o00

97



Se o > 3/2, repetimos este mesmo raciocinio. Em no maximo 2[a] + 1 casos,

obtemos o resultado desejado. O

6.2 Cason=2

A demostracao dos resultados expostos anteriormente no caso n = 2 é similar ao
caso 3D. As tunicas diferencas esta nas estimativas para o Heat Kernel que estao descritas
no apéndice C. No entanto, isto ndo afeta a demostragdo do resultado (da mesma forma
que ocorreu nos capitulos anteriores). Deste modo, a prova dos resultados para o caso

bidimensional segue idéntica ao caso 3D.

De maneira inteiramente analoga a feita nos capitulos anteriormente desenvol-

vidos, pode-se mostrar os resultados mais gerais abaixo, por interpolacao. Para cada o > 0,

se
tlggo supt*||z(-, )| L2mny =: Xo(a) < 0.
Entao
lim supt“(”’m’q)+a|]sz(~,t)HLq(Rn) < K(a,m,n,q) 2\ r(maa) 5\0(04),
t—o0
onde k(n,m,q) = % + 3 — 3g €

1

K(a,m,n,q) = K(Oé,m)ﬁ% K(a,m+ n)%—é,

para cada 2 < ¢ < oo, n=2,3 e m > 1 inteiro.
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Apéndice A O ESPACO DE SOBOLEV
HOMOGENEO HS

Nesta secao, daremos uma rapida nocao dos espacos que aqui foram considera-
dos, a comecar pelo espago de Lebesgue LP que é o espacgo "trivial"de Sobolev que, como
sabemos, ¢ o espaco das fungoes f tal que, [ |f|Pdzr < oo, para p € [1,00). No caso p = oo,
a norma usada é a norma do sup, ou seja, ||u|L~ = inf{C € RT : |f] < C} e a medida
do conjunto {z : |f(z)| > C} é nula. Para um estudo mais construtivo e detalhado desses

espacos e uma boa abordagem a respeito da sua estrutura veja [2].

A partir dai, podemos introduzir os espagos de Sobolev W™?(Q) (que também
denotaremos ao longo de nosso texto por H™(2) quando p = 2), onde Q é um aberto em
R", significando que a fungao que pertence a esse espaco e todas as suas derivadas espaciais
(fracas) de até ordem m pertencem a LP, onde m > 1 inteiro e 1 < p < oo. Tendo isso,

introduziremos o espaco de Sobolev homogéneo H™.

Definigio A.1. Os espacos homogéneos de Sobolev TP (similarmente H ™) & 0 espago das

fungbes m vezes fracamente diferenciaveis f tal que D®f € LP(2), em outras palavras,

m 1/p
||f||wm,p(m=< > /QIDan'--Dinf(x)lpdx) < o0.

i17i27---7in:1
Podemos ainda generalizar esse conceito via transformada de Fourier.

Defini¢ao A.2. Dado s > 0, denotaremos por H*(R"), o espaco das fungoes f, tais que,

1/2
11| e ey == </Rn |§‘28\f(£)|2d§> < 00,

onde f(€) é a Transformada de Fourier abaixo,

a(e) = (2m)3 / e~ u(2)da.

n
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Esses espacos homogéneos preservam boas propriedades de escala, o que motiva
seu estudo. Apresentaremos a seguir uma série de resultados que nos auxiliarao para maior

compreensao do texto.

Primeiramente, precisaremos das seguintes desigualdades elementares de So-

bolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG) para funcoes u € H*(R*) quaisquer:

1/4 3/4 (Al)

ey < M2 DR

veja e.g. { [46], Proposition 2.4, p. 5}, ou {[42], Teorema 4.5.1, p. 52 }; e

1/2 1/2 (A2)

D0 gy < 122, I D212

facilmente obtida usando a transformada de Fourier. De (A.1), (A.2), obtém-se

lall o sy | D] gy < W I8 DU o D] (A.3)
Para demonstrar (A.3), basta notar que
e 8) ooy [ Du ) [y < Il 8) 1) | DwCs8) oo 1 D*0Co8) 17500
= 1D, 3) g | ) 11 I DUl 8) g [ DPuale) 170 |
<Dl 8) ooy | N0l 122, 1 D) 12, .

No entanto, nosso objetivo é derivar desigualdades do tipo (A.3) para (u,w,b). Observe

que, por defini¢do (veja 1.7, na introdugao), temos

w| Lars) < [[(w, W, )| Lomrsy, para 1 < g < oo.
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Com isso, por (A.1), tem-se

lull e es) < (1w, W, B) | ot | (D, D*w, DB)[ 7t
1wl oo ey < 11(w, W, B)|[ fogen | (D, D*w, Db)[ otz
1B| o z5) < 112t W, B) | ot | (D0, D*w, D) ot
o que resulta
[[(w, W, b) || oo (r2) = max{[|w||roore), | W[ oo (@), [[B]| Lo m2) }
< luflpo@s) + [|Wl o @e) + [[b] oo me)
< 3((w, w, b)|| gy | (D*w, D*w, D?b)|[ i,

ou seja,

(et W, B) | e sy < 3| (2t W, B) | ot | (D, D>, D?B) [ (. (A4)

Analogamente, por (A.2), tem-se

1/2 2 2p) |11/2
| Dy < 1w, B) 12 (D%, Do, D) 122,
D% ooy < 1 (a9, 0) V2 (D, D, D) |12
1/2 2 2 2 1/2
H Db ”L2 R3 < H (u7w7b) HLQ(R3) H (D U,D W7D ) H 2(R3
Donde,
1/2
— 2 2
MDwamemwy—(wmwpm%+qumﬂR)\|bmﬂw>
< ”Du”LQ R3 + HDW HLQ RB + H Db HL2 RS
< 1/2 2 2 1/2
3 (,w,) 12, || (D, D, D) |12
ou seja,
”(Duvava)HLQ(R?’) < 3” (’U,,W, b) H}ll/22(R3) ” (D2’U/, D2W7D2b) Hi/zz(Rg) (A5)

Similarente, no caso geral

”(‘Dmu7 DmW7 l)Tnb)HL2 (R3)
(A.6a)

< 3] (D", D hw, D) (| [ (D™ e, DT, D) ||
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|(D'w, D'w, D'b)|| 12 @)

< 3|| (u, w, b) ‘L2(R~") | (D™u, D"w, D™b) ”9 RSy’ onde 6 =1/m,

para 0 <[ <m. O que consequentemente nos fornece o lema a seguir.

Lema A.3.
H (u w b) ”Loo R3 H ( u7 D2W7D2b> HLQ(RS)
< Ol (wow.b) |12, || (Du. Dw. Db) |12 [|(D*u, Dw, DB) . o
H (Du DW Db) HLoo R3) H (Du DW Db) HLQ(RS
< Ol (wow,b) 22, Il (D, Dw, Db) |12 ([ (D%, D*w, D) | .
H (Du DW Db) ”Loo R3 H ( u’ DQW,DQb) HLZ(RS)
< O (uw.b) 2! (D%, Do, D) |11 (D', D'w, D'B) o
” (DQ'U;, D2W7 D2b) ”Loo R3 H (DQ'U;, DQW, D2b) HLQ(RS)
< Ol (wow.b) |22 | (Du, D*w, D) |1} (DPu, DPw, D) |,

e, para m>3,0</{<m—3:

£+3/2 /
< Ol (ww,b) || 152 (D2, Do, D20) |72 || (D", D™, D7) |
R

L*(R?)
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Para algum C > 0.

Demonstrac¢ao. Defina z := (u,w,b), Dz = (Du, Dw, Db) e assim por diante. Para mostrar

(A.7), observe que, por (A.4) e por (A.5), tem-se

1 4 3 4
1/4 3/4
= 3l / R3)||D2z||;2 ol Dzn;/f(Rg I ||;/3(R3

1/4 3/4 1/4 1/4
< 33|zl (g | D2 (g 12| oy | D2 oy | D112
1/2 1/2
= 3v3 2| g | D2 ol | D2 | 2 s
Vamos demonstrar agora (A.8). Por (A.4), (A.6) e (A.7),

2ot 1072

12 oo ) [ D*2l| 2ty < 3|12 oo oy | Dzl 2 oy ()

= 3|21}/ g 12112 ) | D2l ot | D2 s

< 31/ 3V3|[2l1}/2 o 1211 5t | Dl oty [ D22 ot | D22l

< 3v3\ 33|22 e 12l fatan) | D2l ey | D2 ot | D22 o | D22 o
= 3v3\/3V3|2}2 oo | D2 ot 12| ey | D2 e

< 3v/3\/3v/3Y/ 3v/3l[2l| 2{gs | Dzl (s | D21 s 12 o) 1 D2 s

= 3V/3\/3V3Y/ 3V3|z]| 12t | Dall ot | D2l ot | D2 s

< 3v/3v/3\/3v3Y 3V3|[2l| 2{as) | D2l () | D2 o) 1 D2l o | D72 e

= 273z sy | D2l oo | D2 o).

Vamos demonstrar agora (A.9). Analogamente, usando (A.5), (A.4) para Dz e (A.6), tem-se

1D2]| 1 ) || D2l 2(9) < Bl D2z e ey 12| sy | D2 7

L2(R3
1/4 3/4 1/2 1/2
< 32Dzl otany 1 D2 oty 121 o5y [ D2 o

1/4 3/4 1/2 1/4 1/4
< 32V3|| Dzl| ot 1 D2l Yot |21 ot | D2 g | D2 o

1/2 1/2
= 32V/3|| Dz ot 12| ot [| D2 2y
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Usando (A.1) para Dz, (A.5) e (A.6), tem-se

|1 D2| o )| D2l 12(29) = || D]l pov ey | D22 s | D2 o

1/4 3/4 1/2 1/2
< 3] Dz oty | D2 oty 1 D22 o5y D2 o
1/4 3/4 1/2 1/4 1/4
< 3V3|| Dz aies | D2l oo |1 D21 520 | D2l g | D2 g
= 3V3||D?2| st | D2l ot o | D2 2y

1/2 1/2 1/2 1/2
< 33| D2 s, | D2l s || D22 st [| D2}

L2(R3) L2(R3) L2(R3) L2(R3)
= 3V3]| Dz fhtas) D2 2 | D 2] ot

< 3V3V3| 2| o) |1 D2l o oy | D2l ooy | D2 o

1/4 1/4 1/2

< 32| i) D2 i) 2] ) | D2 2
3/4 1/4

= 3121 2oty | D2l ooy | D2 12 )

o que conclui a prova de (A.10). Para verificar (A.11), procedemos da seguinte maneira:

usamos (A.4) para D?z e (A.6), o que nos fornece,

| D2 oo es) | D2 263y < Bl D2l oz |1 D* 2] (s | D2 2ges)

1/4 3/4 1/2 1/2

< 32| D22l Lot | D2l o 121 ot 1D 2 ot
1/4 1/2 5/4

= 32| D2 oty 12 25y D12 o

5/4
1/4 1/2 1/5 4/5
< 32| D[ ot 12| ot (3||z|| bt | D2 )

= 353/ |2]| Y o | D?2| g | D72 | o)
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Similarmente, no caso geral, dadom >3 e ¢ ={0,1,...,m — 3}, tem-se

| D2 o )| D™ 2| 1223) < 311D 2l s, IID“QZH?L/fRs 10" 2| L2(ee)

< 3% D’z gy | D22 e, it P | D™ 2 %)

m—£

1/4
g39/4<|| 2l i 107 2 ) (o o P e o

L2(]R3 L2(R3) L2 R3) L2 R3)

3

= 39/4||ZH£2(£§1 HDMZ|I?£€4R3 ||Dm+12|!£fl§s>
m—9¢

= 39/4||z||]‘§2(]1”£3+1 | D2z ||L2 (&%) ||D€+2 ||L2(R3 | D"z ||L’3(*ER13) ( B €[0,1] a ser escolhido )

38

m/4+3L+5/4 r1o 4 m—3¢
I == ey ™ m m m s
<3|z gy 1D P2 HLz (3l 5 E{a) D™ 2 gy | 10" 2| 5 sy
Logo, devemos escolher g tal que
30L+2 m— —€ _
4m+1 m+1 7
ie.,
3¢
T +1
f=-A——€(0,1).
¥ +3/2
O que implica,
¢ ¢ s +2, 1
| D72 oo rey | D™ 2l p2ray < K (0)]|2]] ey [ D7 IIM’Rz)Ile+ z||r2(r2),
onde
3 91 3 91
K(0) = 343" o = 3 Fon "
O que conclui a demonstragao. O]
Em dimensao n = 2, as desigualdades apresentadas no lema acima ficam mais
simples.
Lema A .4.
120, | D5 gy < €% | D7 (A13)
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2] | D*z| < Ozl | D'z |

Lo R2 | L2 RZ L2 RZ | L2 RQ)’

I Dz || o oy | D2 i < Cllzll g I D2 |

L2 R2) — L2 RQ)?

e, para m>2,0</0<m—2:

1 D2 oy | D™ 2| < Cllzll e | D2

L2(R?) L2(R2)

para algum C > 0.

Demonstracao. As desigualdades acima podem ser obtidas a partir de

1/2 1/2
2] oo vy < N2l ot 1D?2 | o

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

]

Outra desigualdade (conhecida) de Gagliardo-Nirenberg que sera necesséria é:

1/4 3/4
12 ) ors) < K20, )] ooy 1 D2 )| oz

para algum K > 0.
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Apéndice B  FERRAMENTAS DE ANALISE

Faremos aqui, uma pequena reuniao de resultados em anéalise que sao tlteis para

que o leitor tenha um melhor entendimento acerca do que esta sendo desenvolvido no texto.
Lema B.1. Se f € LP(E), para 1 < p < 00, entao dado € > 0, existe um conjunto K C E,
com |K| < oo, tal que
[ lloy < I fllLeq) + €
Lema B.2. Se f € LP(F), para 1 < p < o0, entdo dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
HCUFEe
p(H) <= / |flPdp < e
H

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existem conjuntos F, C E e ¢ > 0 tal que

1
n(E) < gre [ \Pdnze

para todo n € N. Seja F,, = |, Ey. Logo, F,+1 C F,, para todon € N e u(F,) < 2,1%1,
com an |f|Pdu > e. Portanto, temos que,
p(NpFy) =limu(F,) =0

e, como a integral é uma medida,

e<tim [ |frau= [ |fpdu=0
noJF, N Fn
Absurdo. [
Lema B.3. Se f € LP(R") N L>®(R™) para algum 1 < p < oo, entio f € LY(R™), para cada
p < q <00, e ainda,
1—-k

P
[l zaqemy < WA Eo ey [ 1] Lo leny

Lema B.4. Se f € L'(R") e g € LP(R"™) para algum 1 < p < oo, entio f* g € LP(R") e,

além disso,

I *gHLP(R") < HfHLl(IR") gHLP(}R")
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Lema B.5. Sendo f € L*(R") N Hsl(R”), para s; > 0, entao, tem-se, f € HS(R”), para

cada 0 < s < 81, com

/]

I‘I‘S Rn HSl R'n

Para maiores detalhes sobre essas normas, veja Apéndice A.

Demonstracao. De fato, basta notar que, pela desigualdade de Hoélder, para

1<p,g< o

1113

by = [ NPR©R = [ IR g

s( |f<§>|2d5> ( |£|‘“P|f<§>|2d§> ,
R» R~

2sp = 251

logo, deve-se ter,

O que implica que,

/]

Hs (R™) < ||f||L2 )||f||H51(Rn
O

As demonstragoes dos lemas aqui omitidas podem ser encontradas em [16], com

excecao do lema B.2. Vale, ainda o caso mais geral:

Lema B.6. Sendo f € H(R")N H*(R"), para 51,55 > 0, entio, tem-se, f € H*(R"), para

cada s1 < s < S9, com

11 s ey o1 &) 141

H52 (Rn)

ond60§9§1,e%:9$+(1_9)é
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Demonstracao. Observe que, pela desigualdade de Hélder, para 1 < p, g < oo, tem-se,

/]

o) = / €I f(©)fPde = |5|"25|5|“—9>28|f(£>|%|f<s)|3d£
-

g( [ lemie) \d€> ( [ oo fe) df)

logo, deve-se ter Ops = s1 e (1 — 0)gs = s2, 0 que implica que,

— )5
Hsl Rn HfHHSQ(]Rn)

| f]
comOﬁGSl,e%:9$+(1—9)L O

52

HS R™)

Lema B.7. Dada f € L*(R"), com D"f € L*(R"), entio f € L®°(R"), com

1 1
[flzoe @y < K () fl| 22y 1D fll 2oy

A demonstragao do lema acima encontra-se em [13]. Na verdade, este resultado

¢ um caso particular da seguinte desigualdade geral:
Seja s >n/2. Se fe H*(R"), entao

[ Fllzee@n) < K(n,s)

HS R7)

onde o valor optimal de K(n,s) é dado por

K(s,n) = {4%}_2{3F<g) }_

Para a demostracao da desigualdade acima, veja [40)].

D=
[N

1

sin(5%) B n o o 4
{ % } {23—n} {QSQ_n}' (B.1)

2s

Lema B.8. Sejam f € C°([to,T]) e w € L'([ty, T]), com f >0 ew >0 tal que

= [ w(s)f(s)ds,

to
para todo t € [to, T]. Entao,
f(lf) < Aeffto w(s)ds’

onde A € uma constante positiva.
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Demonstracao. Note que,

f(t)
A+ fti w(s)f(s)ds —

definindo U(t) = A+ ftto w(s)f(s)ds, tem-se,

F/ < w(s)

donde, integrando de ¢y a t, segue o resultado. O]

Lema B.9. Seja f,g : [a,00) — R funcoes continuas. Se f é diferencidvel em (a,00) e
satisfaz

f1t) < f(t)g(t),

entdo f(t) < f(a) exp (f; g(T)dT), para todo t > a.
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Apéndice C EQUACAO DO CALOR:
PROPRIEDADES DO HEAT KERNEL

Nesta secao, o objetivo é provar algumas propriedades conhecidas da solucao
da equagao do calor usando as técnicas desenvolvidas em [23] e [24] para nos motivarmos a

atacar sistemas mais complicados.

Considere o problema,

w=Au, t>0 zeR"
(%)
u(-,0) =ug € L*(R")

Entao tem-se o seguinte resultado:

Teorema C.1 (Propriedade de Leray para a equagao do Calor). Dada u(z,t) solucdo do

problema (%), entao

Jim Ja(, ) 2gny =0

Provaremos o resultado acima de duas maneiras diferentes, a primeira usando
Transformada de Fourier e a segunda usando as técnicas desenvolvidas no presente texto.
Posteriormente, compararemos os dois argumentos, explicitando quais as vantagens e des-

vantagens de cada um.

Demonstracao. Primeiro argumento:

A maneira mais conhecida de provar esse resultado é usando Transformada de

Fourier. Portanto, seja t1 a transformada de Fourier, definida abaixo,

a(€) = (2n)% / e i u(z)d,

n
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onde 1 = v/—1.

Aplicando a transformada de Fourier no problema (x), obtemos,

ﬁt(ga t) = _|€|2ﬁ(£7 t)

Resolvendo o problema acima, obtém-se que,

(&, t) = e Mg (g)

Sabe-se, pelo Teorema de Plancherel, que Hu(x,t)Hiz(Rn) = |la(g, t)”iQ(Rn)
Logo

||u(x,t)||i2(w) = ||ﬁ(§7t)||i2(w) :/ |ﬁ(§,t)|2d§ = 6—2\§|2t|ﬁ0(£)|2d§ (C.1)
Rn” R

Temos que, pelo lema B.2 dado € > 0, existe o > 0 tal que

| rin(epde < 5
l§1<o

Note que, e 2€*t < 1, para todo ¢ > 0. Observe, também, que dado € > 0, existe to(e) > 0,

1
2ao 125 mm \ 202
%:m<ndmmﬁ |
€

tal que para todo t > ty(€), tem-se,

a saber,

€

6_26%”‘10”%2(11@ <35

Portanto, dado € > 0, existe 6 > 0 e {5 > 0, como definido acima, tal que, para todo t > tg,

tem-se
/ e~ iy (€)[2dE =

N _ 982 “ € _ 982
[ iR+ e [ po©Pde < 5+ ol < 5
|€]<o |£]1>6

eza|2t|ﬁ0(g)\2d§+/ e |uig (€)Pdé <

€< 1§1>6

€
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O que implica, por C.1, que
Jim [, )l 2ay = 0.

Assim, obtemos o resultado desejado. [

Uma consequéncia interessante deste argumento é a seguinte afirmacao:

Afirmacgio C.2. Dado T > 0 suficientemente grande e dado 0 < X\ < 1, existe ug € L*(R"),
com |[Wol| o (gny = 1 tal que

|u(z, T)|| 2@mny > A
Nota. Observe que, a afirmacao acima diz, em outras palavras que, a norma L? da solucao

da equacao decresce arbitrariamente lenta ao logo do tempo t.

Demonstracao. Para construir tal funcao, faremos via Transformada de Fourier. Definimos,

entao, a seguinte funcao,
c(r,n), ¢l <

0, [&l>r

I' é a famosa funcao Gamma de Euler. Entao, seguindo os moldes do argumento

Onde,

w[3

anterior, por Plancherel novamente, temos,

i, )y = 106 T e = |

l€1<r

s > T [ ()P > 0%

[€l<r

pois dado 0 < X\ < 1 fixo, existe » > 0 tal que e T > A, consequentemente, isso mostra a

existéncia da uy. O

Portanto uma consequéncia imediata desse argumento, em outras palavras, é
que nao podemos dizer o quao rapido ||ul|z2n) vai a zero.

Segundo argumento:

113



Faremos, agora, outra técnica para demonstrar o teorema C.1 e depois discuti-
remos as consequéncias imediatas que tal argumento implicard. Para isso, faz-se necessério

o uso do lema a seguir.

Lema C.3. Dada u(-,t) solugio do problema (x), com uy € L'(R") e 1 < p < oo entao,
tem-se:
_ne_1
(s )llzreey < K)ol eyt 207
Demonstracao. O resultado é trivial para p = 1, basta usar a desigualdade de Young para a

convolucao provada no lema B.4. Faremos, agora, para p = co. Note que,

1 —lz—y? 1
lu(z,t)| < /e g (y)|dy < o]l 71 gy

(4mt)? (4mt)2
Logo,
1 n
. t o (RN < I n t_7
ey < gzt
Usando uma simples interpolacao, provada no lema B.3, tem-se o resultado desejado. O

Demonstracao. Agora, defina,

Up, |.T’ > Re
vo(r) =
0, lz| < R,
e, similarmente,
0, |x| > R,
wo(z) =
Uy, ‘.I" S Re

para um certo R, > 0

Note que,

Uy = Vg + Wg

e, por uy € L*(R"), tem-se, wy € L*(R™) N L'(R"), pois’

Wn
[woll L1 ®n) :/ |woldx +/ |woldz < /|w0|2dx + 2R,
[w|>1 |wo|<1 n

!Na verdade, isso vale, ndo somente para a funcio wq definida acima, mas também, em geral, para
qualquer fun¢do wy com suporte compacto.
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Observe que, pelo lema B.2, temos que dado € > 0, existe R, > 0 suficientemente

2
2 €
HV0HL2(R") = /|I|>R€ ug[*dz < <§>

Sabemos que vy e W, estao em L% mas wy € L!'(R"), entdo pelo lema C.3, temos,

grande tal que,

HeAtWO ”LQ(R") < Kn(Z) HWO HLl(Rn)ti%

Logo, dado € > 0, existe to(e) > 0, tal que |[e®wol|r2gn) < 5. O que implica

que, para t > to(e)

€

€
||6Atu0||L2(Rn) S ||6AtV0||L2(Rn) + ||6AtW0||L2(Rn) S ||VOHL2(]R”) + HWOHLQ(Rn) S 5 + =€

\)

O que conclui a demonstracao do teorema C.1 usando o outro argumento. O

Note que, usamos a linearidade da equacao do calor para fechar a prova do
teorema C.1 neste tltimo argumento, mas isso nao nos impede de atacar equagoes nao
lineares, como sera mostrado posteriormente. Além disso, usamos que se u satisfaz (x),

entdo ||ul|z» < ||ug||r», para cada® 1 < p < co, basta usar o lema B.4 para ver isso.

Observe que no primeiro argumento, usamos a identidade de Plancherel, que
funciona somente para p = 2, agora temos o seguinte resultado como consequéncia imediata

de nosso segundo argumento:

Corolario C.4. Dada u(z,t) solugao do problema (x), com ug € LP(R™), entao

lim ||u('7t>HLP(R") =0,

t—o00

para 1 < p < oo.

2Supondo, é claro, que ug € L?
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Demonstracao. Basta usar o segundo argumento usado para demonstrar o teorema C.1 para

1 < p < o0. O argumento segue analogamente. O

Provaremos agora a propriedade de Leray do problema (x), para a norma

|u(z,t)|| L ®n). Antes, precisaremos demonstrar o seguinte lema,

Lema C.5. Se u(x,t) satisfaz o problema (%), com ||ug|| € LP(R™), entao,

[u(, )| ooy < Kn(p) o]l Lognyt 2

Demonstracao. Basta, notar que

|z—yl? 1
e i |ug(y)ldy <

n =~ (4xt)2

Desig. de Holder

||UOHLP(R’L)

jul )] < (amt)E [

Logo, em particular,

1 ~ _n
-, )] oo @ry < ——— |||l ze@n) = Kn(p)|[wo||Lr@nyt ™2

(4mt)ze
[l

Na verdade, sera util lembrarmos a seguinte estimativa mais geral (bem conhe-

cida):

D[ ]| oy < K(nm) [0l gy (v7)

©[3

(

,l),ﬂ
2 2

il

(C.2)

para todo 7 > 0, e quaisquer « (multi-indice), 1 < r < 2, u € L"(R") considerados,

n > 1 arbitrario, e onde m = | «|. (Para uma derivagao de (C.2), ver e.g. |25, 27, 16].)

Com isso, podemos facilmente provar o seguinte resultado,

Teorema C.6. Dada u solug¢io do problema (%), entdo, tem-se
lim t% HemuoHLw(Rn) =0
t—o0
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Demonstracao. Pelo o lema C.5, temos que

Logo,

Portanto,

||1.l(l‘7 t)”Loo(]Rn) S K(Th 2)||u0||L2(Rn)t_%

—_

o2 e uo]llpoe ey < o K, 2) €25 uo gt

n N 1 - ¢
t1 ||6A2[€A2UO]HL00(R71) < 2—%K(TL7 2)||€AQUO||L2(Rn)

O que implica, ao t — oo, pelo teorema C.1, que

lim ¢4 ||e®ug|| oo (rny = lim t%HeA%[eA%uO}HLm(Rn) =0
t—ro0 t—»00

Corolario C.7. Dada u(-,t) solugao do problema (%), tem-se,

lim 472 ||u(-, #)[| Logen) = 0,
t—o00

para todo 2 < q < oo.

Demonstracao. Basta notar que, pelo lema B.3,

2

1—
2 —5
hal D) llza@n < a0l 72 <751‘q HM'J)HL%(M))

Pelo Teorema C.6 e o Teorema C.1, deve-se ter,

Yy n
1-2 4
Logo,
non
W—Z—Q—Q

Observe que, aqui hd uma melhora do Corolario C.4 .
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Agora proveremos o que chamamos de Problema completo de Leray, para a
equagao do calor, i.e.,

t2[lu(-, )l sy = 0,

para qualquer s > 0. Antes, teremos que provar alguns resultados preliminares.
Proposicao C.8. Dada u(-,t) solucdo de (), vale a igualdade de energia:

t

2 2 2
al-, t)[|72(gn +2/ [Du(, )l dr = l[ul- o)l 72 @ny

to
para 0 <ty < t.
Demonstracao. Observe que o problema (x) estd definido em R™, entdo, para obtermos a

igualdade acima, ao integrarmos por partes, a fungao deve "decair rapido no infinito". Para

formalizarmos este raciocinio, introduziremos uma funcao auxiliar de corte,

e~ VIt _ omeVITRE lz| < R
CR(:L') = s
0, x| > R

para R, e >0

Multiplicando a equagdo do calor em (%) por 2u(g, tem-se,

2uu(r = 2ulAulpy,

2]

como 2uu; = a(uz), ao integrarmos de ty a t e em R", obtém-se, pelo Teorema Fundamental

do Calculo e pelo Teorema de Fubini®, que

t
/ u2(~,t)CRdx:// QuAuCRdxdT+/ u?(-,to)Cpdr
lz|<R to J|z|<R lz|<R

Fazendo integracao por partes no primeiro termo do lado direito da equacao acima, como (g

se anula em |z| = R,

2. d : Du(- 20 ndrdr =
/Mu (1) “2/to /M| u(e,7)2Cudrdr
—/ / <DCR,DU2(-,T)>dIdT+/ ug(-,to)CRdx
to J|z|<R

|z|<R

3Para maiores detalhes dos teoremas cldssicos de teoria da integracdo, como os teoremas de Fubini,
convergéncia dominada de Lebesgue, convergéncia mondtona e outros, veja [2]
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Integrando por partes, novamente, tem-se,

2(. d 2 t Dul(- 20 ndrdr =
/:B|<R‘1(775)CR z + /to/a:|<R| u(-, 7)|["Crdrdr
/t()/|II<RACRu2(-,T)dxdT—/tO A:R<DCR,ﬁ>u2(-,7)dad7-+/lmKRuQ(.,tO)CRdx

ou seja,

(C.3)

t
/ u2(~,t)CRda:+2// Du(-, 7)Cadadr =
lz|<R to J|z|<R
' ! e | R
/ / ACRuz(-,T)dxdT—i-e/ / e VI [ —— (-, 7)dodr
to Je|<R to J)el=R 1+ R

+/ uz('at())CRdxa
|z|<R

pois 71 = % Nossa intengao ¢ fazer R — oo, no entanto, temos que analisar se o termo de
fronteira nao ira divergir. Observe que, uy € L*(R") = u(-,t) € L*(R"), basta usar o lema

B.4.

Logo,

t
// wdrdr < oo.
to n

Portanto, escrevendo em coordenadas polares e usando o Teorema de Fubini,

t t [e§)
// u2dxd7':// / u’do(z)drdr =
to JR” to JO |z|=r
o0 t
= / / / u’do(x)drdr < oo.
0 to J|z|=r

/tot /x|=r uzda(x)dT] = 0.
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Entao, existe uma subsequéncia R; tal que

Jim [ /t: / . uZda(x)dT] ~0. (C.4)

Como,

/ e VIt s ——u u’(-, 7 dad7’<e// 7)dodr. (C.5)
lz|=R 1+ R | = R

Portanto, fazendo Ry — oo em C.3, usando o Teorema da Convergéncia Domi-
nada no primeiro e ultimo termo de C.3, usando C.4 e C.5 no termo de fronteira de C.3 e,

finalmente, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona nos dois termos restantes de C.3,

tem-se
t
/ o /1+|$2u2(',t>dl’+2/ / 6—6\/1+\$\2’Du(,77—)|2d$d7—:
n to n
t /

/ / A(e‘e\/m)uz('m)dxch*'/ e VI Ul (- tg)da

t n n
Como

‘u2A(676\/1+\x|2)‘ < 6112,

supondo 0 < € < 1, sem perda de generalidade. Entao, tomando ¢ — 0, usando o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue no termo que contém o laplaciano da igualdade

acima e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona no termos restantes, obtemos:

t
2 2 2
a(, D)l z2@n) + 2/ [ Du(-, )| 72@mdm = [Jul- to) 72
to

Corolario C.9. Vale, também, as iqualdades,

t t
2
(t_tU)HDu('at)H%?(R")+2/ (T_tO)HDQU('77—>HL2(R")dT:/ IDu(-, 7)|[72 gy
to

to
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t
2
(t = to)*[[D*u, )] L2 ey + 2/ (7 = to)* | D*u(, 7)| g2y dr

to

t
2
- / (7 — to)l| D2 (-, ) 2 gy,

to
E assim, sucessivamente,

t
m m m m 2
(¢ = o) 1D, ) a2 | (= )10 ey

to

t
_ / (7 — to)™ L D™ (e, )|y

to

para m > 1 inteiro.

Demonstragdo. Vamos introduzir, novamente, uma fungao de corte. Seja ¢ € C*(R") tal

que,
1, lz] <1
C(x) == ¢ ®(x), 1<|z| <2,
0, |z| > 2

onde ® : R® — R é uma funcio qualquer, obviamente, de classe C?. Agora, defina:
=&
R R 3

Derivando a equagao do problema (x) com relagio a x;, i.e., aplicando o operador

para R > 0.

D; e multiplicando por 2(t — ty)(grD;u, tem-se,
Q(t — to)CRDZ'U(DZ‘u)t = 2(t — to)CRDZUA(DZLI)
Integrando em [tg,t] x R™, tem-se

¢ t
/|96|<2R /to (T—tO)CR(Diu)QthdZE = /m|<2R/ 2(1 — to)(rDsulA(Dyu)drda.

to

Integrando por partes no lado esquerdo, a expressao acima fica,
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(t — tg) /|x<2R CR(Diu(x,t))Qd:z: = /x|<2R \/tO 2(7’ — tO)CRDiuA(Diu)dem

+/ Cr(Dyu(z, 7))*drd.

I|<2R to

Agora, integrando por partes em R"™, no primeiro termo do lado direito, tem-se,

(t—to)/||<2R Cr(Dyu(z, ) de = —/ (VCr, V(Dsu)?)da

|z|<2R

— / 2r|V(D;u) | dz + / 2¢rD;uV(Dsu)do ()
lz|<2R Y |z|=2R |

=0

+ /| Cr(Dju(z, 7))*drdx

33‘<2R to

Integrando por partes, novamente, em R"™ no primeiro termo do lado direito da equacgao

acima, tem-se

(t— to>/||<23 (R(Diu(m,t))zdx —I—/ 2(R|V(Diu)|2da:

|z|<2R

_ /| A - [ (Ve m) (D) dota) (C.6)

|z|=2R

—i—/l Cr(Dju(z, 7))*drdx

x\<2R to

Observe que, V(g = 0, para todo || > 2R. Sabe-se que, em particular, (z € C*, logo,

Portanto, a equacao C.6, fica,

=t [ oD )t [ 2alV(D)fds
|z|<2R |z|<2R

| (.7)
- / ACa(Dow)dz + Cr(Dau(e, 7)) 2drda
|z|<2R

|{E‘<2R to
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Note que, como ¢ € C? o laplaciano de ¢, atinge o méximo em |z| < 2R.
Portanto,

M
|ACr(Din)?| < §|Dz’u|27
em |z| < 2R. Onde M > 0 é o maximo de A{. Além disso, pela proposi¢ao C.8,
/ |Dyuldz < oo

Logo, ao R — 0o, podemos usar o teorema da convergéncia dominada no primeiro termo do
lado direito da equacao C.7, no primeiro termo do lado esquerdo e no iltimo termo do lado
direito( usando a proposi¢do C.8) e convergéncia mon6tona no termo restante, a equagao se

torna, somando em i,

t t
2
(t—to)HDu(ut)H%mn)+2/ (T_tO)HDzu('aT)“L?(Rn)dT:/ IDa(:, 7)1 72 gy A7
to

to
Para demonstrar as igualdades seguintes, basta aplicar o operador
2<R(t — to)QDiDleDZ’Dj

em ambos o lados na equacdo do calor definida no problema () e usar o mesmo tipo de

argumento feito anteriormente. Fazendo de forma indutiva, i.e., aplicado o operador
2CR(t — to)mDilDiQ . DimUDilDiQ Ce Dzm

em ambos os lados da equacao do calor definida no problema () e usando os mesmos

argumentos feitos acima, conclui-se a demonstracao, para m > 1 inteiro. O

Tendo isso, é facil obter o seguinte resultado:
Teorema C.10. Dada u(-,t) solugao do problema (x), entdo, vale que
lim ¢2 || D™u(-, )| 2eny = 0,
t—o0
Em outras palavras,
Jim £ ) ey = 0.

para m > 0 inteiro.
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Demonstracao. Pelo teorema C.1, dado € > 0, existe £y > 0, tal que,

Ja(-, )] L2@mny <,

para todo t > ty. Portanto, pela proposicao C.8, tem-se

2

t
) €
1Dy <
to

Pelo corolario C.9, obtemos o seguinte

[\

2 t—to 2 €
<t—to>r|Du<-,t>||L2(Rn)=t( t >||Du<-,t>||p(w>s5

Logo,

2 t 62
tDu(, )72 @ny < —t, )2

Observe que (;4-) < 2, para ¢ > 2.

1

2| Du(- )] 2y < €
O que prova o Teorema, para m = 1

Por C.8 e pelo corolério C.9, tem-se,
t , ) 2
[ = I e <
to
Usando a segunda equacao do corolario C.9, tem-se,
t —to
t

€

(t — to)?*[| D*u (-, t)]| 72 (gny = 1 ( 5

Portanto, como (#)2 < 2, para t > /2o,

tlD*u (-, t)]| 2ny < €

2

2
) ID*a (-, )| 2@ < =

(C.8)

O que prova o Teorema, para m = 2. Repetindo o argumento sucessivamente de forma

anédloga, obtém-se o resultado desejado, para m > 1 inteiro. O resultado para m = 0 foi

demonstrado no teorema C.1.
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Usando o lema de interpolacao B.5 tem-se o seguinte resultado:

Corolario C.11. Para qualquer s > 0 tem-se,

t%“u(7t)HH€(Rn) — O, ao t — Q0

Demonstracao. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entao, para qualquer m > s, existe t,

tal que, pelo Teorema C.1,
1— 5
”u(7 t)||L2(?1%n) S \/a

m

para todo t > t,. Além disso, pelo Teorema C.10, existe t,,, tal que, para todo t > t,,

s

t [ a(, )| ey < <v€> :

logo, usando o lema B.5, para ¢t > max{t., .} e 7 > 0(a ser escolhido), tem-se,

.
m

1
rflals Ol e @ny < OO L2 ny

S
m

lgﬁﬁ:a

1-= m
ﬂwwM@Gﬂwmmﬂ
]

se v = I, portanto, y = 3, para qualquer s > 0.

Observe que usando a desigualdade de Sobolev do lema B.7, temos o seguinte

resultado:
Corolario C.12. Dada u solugao de (x), tem-se

25| D™+, )| peo(rny — 0 a0 t — oo,

para qualquer m > 0 inteiro.

Demonstracao. Basta notar que pelo lema B.7,

Y D™ ) [ ooy < (K ()7 D™ () [ 2ge) | D™ 0, 8|2y
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_ + SN
Pelo teorema C.10, 2y = 3 + ™57, o que implica,

+

_m
7T

-~ 3

O que encerra a discussao desse tema para a equacao do calor.
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Apéndice D O PROJETOR DE HELMHOLTZ

Lema D.1. [15, III, p. 104] Seja f = (f1, foy .oy fn) € LIYR") comn > 2, 1 < ¢ < oc.

Entao existem p € L] (R™) com Vp € LI(R"™) e fy € LL(R™), unicamente determinados,

loc

tais que

f=/o+Vp

| follza@ny + IVD||La@ny < Ol f] La@n)

Definigao D.2. Seja f € L(R"), considere a decomposicao f = fo + Vp como no lema
(D.1), definimos o Projetor de Helmholtz Pj, : LY(R™) — LZ(R"™) como P[f] := fo. Py é
linear, limitado e idempotente (veja [37], pagina 126).

Teorema D.3. Sejo 1 < gy <00 el < g < oo. Sendo u € L(R"), com D;u € L*(R").
Entao D;Pylu] € LT(R™) e

DjIP’h[u] = ]P)h[Dj’U,]

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao deste Teorema em trés partes. Primeiro va-
mos supor que u € C§°(R"), provado este caso, vamos supor que w tem suporte compacto,

e finalmente vamos provar para o caso geral u € L (R").
Caso I: u € C{°(R").

Seja 1 < 5 < n, usando as propriedades do Projetor de Helmholtz, existem p e

q tais que

u = Py[u] + Vp (D.1)
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Derivando (D.1), temos que

Dju = D]Ph[’UJ + VD]p (D?))

Aplicando o divergente nas equagoes (D.2) e (D.3), e subtraindo (D.2) de (D.3),

obtemos que

ADjp — Aq = A[(D;p) — q] = 0. (D.4)

Como (D,p) — g ¢ harmoénica e limitada, temos pelo Teorema de Liouville que

(Djp) —q =0, isto é, D;p = q. Subtraindo (D.2) de (D.3), temos que
]P)h[Dj’UJ] = Dj]P)h[’U,].

Caso II: supp w C Bg.

Seja f € C§°, f > 0 tal que

f(x)dx =1
Rn

Dado € > 0, defina

¢ = fexu,onde f(x)= e‘”f(%)
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Temos que ¢ — u ao € — 0 em L®(R™), portanto ¢. — u em D'(R").

Além disso, Dj¢. = fe* Dju — D;u ao ¢ — 0 em L% (R") de modo que
D;¢p. = Dju em D'(R").

Como o Projetor de Helmholtz é continuo, vale que

Pnlpe] — Pplu] em L®(R")

e portanto

D;Py[¢] — D;Pplu] em D'(R").

Temos também que

Py[Dj¢] — Pp[Dju] em D'(R").

Como P,[D;¢] = D;Pp[¢e] (ja que ¢ € C5°(R™)), pela unicidade do limite que

DjIP’h[u] = ]P)h[D]'U,]

Caso III: w € L®(R").

Seja f € C3°(R™) tal que f é nado crescente, f(0) = 1 e f(1) = 0. Seja fg
definida por

: 7] < R

fr(®) =14 f(lz] = R), R<|z|<R+1

0, lz| > R+1
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Observe que ufr — u em LP(R") ao R — oo. Como P, é continuo, vale que

D;Pylufr] — D;Py[u] em D'(R™). Temos também, pelo caso II, que

Pu[D;(wfr)] — D;Pylu] em D'(R"). (D.5)

Por outro lado

Dj(ufr) = (D;fr)u + frDju,

lim (D;frp)u=0 em L%*(R")
R—oo

]%grgofRDju:Dju em L7(R").

Note que Dj(ufr) = (D, fr)u+frDju, (D;fr)u € L°(R") e frpD;ju € L®(R").
Temos por Holder, que se ¢y < ¢, entdo frDju € L®(R™) e se qo > ¢, entao (D;fr)u €
Lo (R™), de modo que exite r (r = go ou r= ¢p) tal que D;(ufr) € L"(R").

Como P, é continuo, temos que

lim P,[D;(ufr)] = }%EI;OIP’h[(Dij)u]—i—l%i_I};OIP’h[fRDju] = 0+P,[Dju] em L"(R") (D.6)

R—o0

Pelas equacgoes (D.5) e (D.6), e pela unicidade do limite,concluimos que

DjIP’h[u] = IP’h[Dju].
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Corolario D.4. Seja 1 < gy < o0 el < ¢ < o0. Sendo u € L®(R"), com Dju € L*(R").

Entao

Demonstragao. Basta aplicar o teorema (D.3) duas vezes.

3 3 3 3
APy[u] => D;DPy[u] => D;Py[Dju] => Py[D;D;ju] =Py D;Dju] = Py[Au].
j=1 j=1 j=1 j=1

Teorema D.5. Seja u € LY(R"), 1 < ¢ < oo. Entao

P, [e”Atu] = VAt [Ppu]

Demonstracao. Defina v e w como

v e w satisfazem, respectivamente, as seguintes equacoes do calor

v, = vAv, v(-,t) € C°([0, 00), L1(R™))
v(+,0) = u,
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wy = vAw, w(-,t) € C°([0,00), LY(R™)) (D.7)
U)(', O) = P,u.

Vamos mostrar que w(-,t) = Ppv(-,t)]. Nossa estratégia serd mostrar que

Pplv(-,t)] é solugao de (D.7) e que (D.7) tem solucao tnica.

Definindo z(+,t) := Py, [v(-, )], como v (-, t) € C°([0,0), LY(R")) e P}, : LY(R™) —
L2(R") ¢ continuo, segue que z(-,t) € C°([0, 00), LY(R™)) e, em particular, z(-,t) — Pu em

g

LY(R") ao t — 0.

Como v é solu¢do de uma equacao do calor com condigao inicial em LI(R"™),

vale que Dv € Li(R™). Pelo Corolario (D.4), temos que AP,[v] = P,[Av].

Por outro lado

ooz2(t+h)—z(t
22+ 8) — Bafor(, O oy = tim 20T =200 gy
h—0 h La(Rn)
- nmph{“("Hh)_v("t) —vt(~,t)]
h—0 h Li(R7)
_ Ph{lim v(st+h) = oyt —vt(-,t)}

=[Pa[0][[ La(n) = O.

De modo que z; = Pp,[v;]. Portanto

Az = APy [v] = P [Av] = Ppvy] = 2.

z entdo satisfaz a equagdo (D.7).
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