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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para dmetebenchmarkse prontuarios de
solucbes para flexdo de placas semi-espessas autlegrdeslocamentos. O modelo de placa de
Mindlin foi o empregado para considerar a deforrnag&alhante, e solu¢cdes semi-analiticas
foram obtidas através de uma variagdo do métodRagteigh-Ritz. O método, denominagdb-

2, facilita a imposicao das condicbes de contoinensaticas, ampliando consideravelmente a
aplicabilidade do método de Rayleigh-Ritz convenaio A metodologia foi implementada
utilizando programas de computacdo simbolica, opgumitiu a obtencédo de solu¢des analiticas
aproximadas para diversos problemas lineares. Acgerde solugbes similares no ambito nao
linear ndo foi possivel, e neste caso recorreu-sguste de parametros para obtencdo de
superficies de resposta representativas de um eyraintiero de analises realizadas através do
método dos elementos finitos. Esta abordagem parnmcorporar as solugbes as diversas
variaveis que influenciam na resposta, particulatma espessura, razao de aspecto da placa e a
compressibilidade do material. Uma nova parameffizado carregamento transversal foi
proposta a fim de minimizar a influéncia da comgiteidade nos resultados para deslocamento
central da placa, levando assim a solu¢gfes pasecidia as ja reportadas para placas finas.
Curvas cargax deslocamento podem assim ser extraidas diretand@stejustes realizados.
Resultados para diversos casos de geometria e¢éasdde contorno foram comparados com

solugdes disponiveis na literatura, mostrando boaardancia.



ABSTRACT

‘A METHODOLOGY FOR THE ACHIEVEMENT OF SEMI-ANALYTICAL RESPONSE
FOR LINEAR AND NONLINEAR BENDING OF THICK PLATES”

This work presents a methodology for generatingpeichmark solutions and reference
formulas for large displacement analysis of thidatgs under bending. The Mindlin’s plate
model was used to take into account the shear metfality, and semi-analytical solutions were
obtained through a variation of the Rayleigh-Ritethod. The method, callgab-2, facilitates
the imposition of kinematically admissible condits) extending considerably the applicability
of the conventional Rayleigh-Ritz method. The mdtilogy was implemented in a symbolic
computation program, and approximated analyticitems were generated for linear cases.
Similar solutions for non-linear problems were possible, and in such cases response surfaces
were obtained using data provided by finite elemamnalysis. The approach allowed
incorporating explicitly to the approximate solutithe influence of parameter such as thickness
of the plate, aspect ratio of the plate, and thengressibility of the material. A new non-
dimensional loading is proposed in order to mingrtize influence of the compressibility on the
response surfaces for central displacement, leamindgjsplacement solutions similar to those
reported for thin plates. Load displacement curves can be extracted directly ftbenfitted
response. Results for several cases of geometrybanddary conditions are compared with

other available solutions, and good agreement ouarsd.
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1. INTRODUCAO

1.1  Consideragoes Iniciais

O uso de ferramentas numéricas para a simulacdoodgportamento cinematico e
dindmico de componentes mecanicos tem crescidaaeviaumento exponencial da poténcia
computacional e da reducdo dos seus custos. Emsaméntas auxiliam o projeto mecanico,
pois encontram de forma aproximada a resposta gaacees diferenciais que governam o
problema. No entanto, a reducdo dos coeficientsggearanca devido a questdes econdmicas, de
projeto, e/ou de desempenho faz com que uma badic@ceda resposta do sistema seja
indispensavel. Desse modo, uma boa verificacderdamenta numeérica utilizada para a solucao
dessas equacdes diferenciais € necessaria a fimod& que a mesma dé resultados préximos as
suas solu¢des analiticas.

Dentre as ferramentas numéricas existentes, as umificadas sdo os métodos que
discretizam o dominio das equacdes diferenciaiMéido dos Elementos Finitos (MEF) e o
Método dos Elementos de Contorno (MEC) sédo exemydoferramentas como estas. O MEF
tem sido muito aceito devido sua versatilidade.d@esua criagdo, diversos avancos foram
obtidos nesse método. IniUmeros tipos de elemerdda, qual com sua teoria estrutural embutida
além de diversas consideracbes como a possibilidadeserir a influéncia da temperatura,
analises multifisicas (ou seja, considerando dogemsfeitos em conjunto como temperatura,
campos magnéticos, interagdo fluido-estrutura, o) como a possibilidade de se considerar
nado-linearidades materiais e geométricas. No @ntawomo as variaveis primarias de um
modelo estrutural baseado em elementos finitos gg&ramente, os deslocamentos dos nos da
malha, um problema surge: sendo a relacdo entesloacimento e deformacdo uma derivada,
perde-se um grau no polindbmio de interpolagéo, @a, sse a fungcdo de interpolacdo dos
deslocamentos é linear dentro do elemento, suaédsfieformacdes serdo constantes dentro
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deste. Sendo assim, a convergéncia da respostdestmcamentos ndo € a mesma que nas
tensdes, sendo que a da ultima pode ser muitolemgque a da primeira. O MEC elimina este
problema calculando na mesma ordem tensfes e desatos. Ainda, devido sua formulacéo,
podem-se aplicar tanto condicdes de contorno esserguanto naturais. No entanto, como
calcula as variaveis apenas no contorno, necapstdodo este seja integrado novamente para
cada ponto de interesse dentro do dominio. Tamis&houver qualquer efeito dentro do
dominio, como carregamentos concentrados ou digdidls, entre outros, estes devem ser
levados ao contorno ou deve-se introduzir uma n@dgheélulas que dicretizem estes efeitos. Por
trabalhar com integrais singulares e hiper-singsla¢ necesséria uma matematica mais refinada,
tornando-se entdo, um método de nicho. Além dedsssmétodos, existem outros como o
método das Tiras Finitas, método das DiferencagaBinVolumes Finitos, etc. Todos esses
meétodos tém suas particularidades, porém todoseticamm o dominio/contorno. Dependendo
da complexidade deste ultimo, a discretizacdo pom®rer em alto custo computacional.

Para contornar o problema de discretizacdo do doppndem-se utilizar métodos nos
quais ndo é necessaria a divisdo deste por elesiétdtes métodos sdo erroneamente chamados
de “meshless” e tem atraido diversos cientistae feb de que 0 mesmo ndo necessita de
discretizagdo por elementos, como 0s métodos ab@saitos, e sim, apenas a aplicacdo de uma
nuvem de pontos sobre o dominio. Estes métodagamtlfuncdes de interpolacdo para cada
ponto da malha se diferindo dos métodos citadasrianmnente, que as utilizam dentro de cada
um dos seus elementos.

Como dito, existem diversas ferramentas numérica®s @ obtencdo de respostas
aproximadas para diversas equacdes diferenciala, w@a com suas vantagens e desvantagens.
Ainda assim, o estudo de solu¢cbes analiticas e-@eatiticas é necessario para o teste de novas
ferramentas bem como a verificacdo das ja exisebessa forma, o objetivo deste trabalho é a
obtencdo de solugcbes semi-analiticas para as espladderenciais que governam o
comportamento de placas semi-espessas sob destdoammfinitesimais e finitos. A
dificuldade de obtencdo de solucBes analiticasaexptra estes casos é grande devido a
complexidade das equacdes diferenciais. Soluc@esasrliticas sdo mais simples de se obter,
em relacéo as solucdes analiticas. As primeiragemteen as condicdes de contorno das equacdes
diferenciais e resultam em respostas dependentasndeu mais parametros do problema.
Através de uma discretizacdo numérica ou inter@olago dominio global, pode-se obter
solucbes que dependam de valores iniciais comaipdaales constitutivas e geomeétricas. Como
0 advento da computacao simbolica, a obtencéo ldedes deste tipo ficou menos custosa

computacionalmente. No entanto, em comparacaowg@es estritamente numéricas, 0 custo
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dessa solucdo ainda é alto. Devido esta dificuldpdejetistas tém utilizado os modelos
numéricos supramencionados para a simulacdo doartanmgento mecanico de tal modo que
programas comerciais foram criados para suprin@adea por essas ferramentas.

Com a popularizacado desses programas, projet&tasonfiado nos resultados obtidos
em suas analises. Essas ferramentas tém sidoagstdidh de provar sua convergéncia a solucéo
analitica. No entanto, devido a vérios efeitos rides nos modelos numéricos, como nao-
linearidade geométrica, plasticidade, etc., solsigialiticas/semi-analiticas ndo sdo encontradas
na literatura para comparacdo. Dessa forma, delsedlwes tém verificado e ajustado seus
modelos a testes experimentais. Além disso, etasctimparado seus resultados com solugdes
analiticas de outras teorias estruturais. Ou gemndo a geometria do componente tende a uma
outra teoria estrutural. Um exemplo disto é quanda placa tem uma razéo de aspecto de lados
muito alta, podendo assim ser comparada a umawgae-versa, ou quando uma placa tem uma
razdo de aspecto da espessura muito alta ao perppoder ser comparada com a elasticidade
tridimensional e vice-versa. A ocorréncia de emessas comparacdes pode ser grande devido ao
fato das equacdes diferenciais serem diferentesas sespectivas condicbes de contorno
incompativeis. A tentativa de se equivaler esseseins estruturais podem gerar diferencas nos
resultados e discucdes sobre a relagéo entre dg&;8es de contorno das teorias confrontadas.
De tal forma, as solu¢gBes analiticas e semi-ateditpara a averiguacdo das respostas de
ferramentas numéricas devem considerar as mesniagdes diferenciais e suas respectivas
condicfes de contorno.

Estudos na tentativa de obtenc¢&o dessas solugieatirténuido por causa da dificuldade
de obtenc&o das mesmas bem como a criacdo de oaimp®s de pesquisa devido ao aumento
da poténcia computacional, diminuindo os custoalgemas solugcdes numéricas. Diversas areas
na Mecanica dos Sdlidos sao escassas de solugdias.edma delas ocorre quando o tensor de
deformacbes de Green, que contém termos nao-lgearstilizado na relacdo deslocamento-
deformacédo. Isso é feito para considerar os efeitosleslocamentos finitos em andlises nas
quais a hipétese de pequenos deslocamentos deizardeélida. A insercdo de termos néo-
lineares no sistema gera dificuldades no desacapianuas equacdes diferenciais. Se para casos
lineares, ou seja, com deslocamentos infinitesinwikicdes analiticas ou semi-analiticas das
equacoes diferenciais sdo escassas e disponivaisapanas casos especificos, considerando
grandes deslocamentos essas se tornam limitadescagpcasos. Mesmo com o aumento da
poténcia computacional e a utilizacdo de metodafogstritamente numéricas, a solucado deste
sistema pode ser complicada devido a inumeros guepodem ser inseridos e ao grande custo

computacional. Nao convergéncia e instabilidadeedposta sdo alguns exemplos de problemas



que podem ser encontrados na tentativa de obtedgasolucédo de sistemas de equacdes
diferenciais nao-lineares.

Como ja dito, um dos objetivos deste trabalho Btargao de solugbes semi-analiticas de
placas semi-espessas, tanto para deslocamentositesifnais quanto para grandes
deslocamentos. Diversos livros descrevem o des@nwahto das teorias de placas, desde as
classicas até as teorias de alta ordem, e os n#étdtiaados para a obtencdo de solucdes das
equacOes diferenciais propostas por estes moddhog.sintese da histéria do desenvolvimento
das teorias de placas foi produzida a partir da®di de Stephen Timoshenko [1953], Isaac
Todhunter e Karl Pearson [2005], Eduard Ventseheotor Krauthammer [2001] e Karl-Eugen
Kurter [2008].

1.2  Evolucao Historica das Teorias de Placas

O primeiro pesquisador a estudar o problema dédlede superficies elasticas foi o
matematico suico Leonard Euler. Em 1767, para descra vibracdo de uma membrana
flexivel, ele considerou que esta € um sistemaaidas esticadas perpendiculares entre si
(Figura 1.1). Cada corda funcionava como uma vigam isso, Euler obteve a equacao
diferencial de segunda ordem, tanto no termo esajpaeanto no termo temporal.
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Figura 1.1 - Consideracao de Euler para vibracédo dplacas

linhas
elasticas

Em 1789, Jaques Bernoulli, sobrinho de Daniel Bdinalesenvolvedor da teoria de
vigas que recebe seu nome, considerou a mesmacoelacsistema de cordas sugerida por Euler

(Figura 1.1) e obteve uma equacéo diferencial @etgwrdem no termo espacial para a deflexao



de placas sob um carregamento transversal. Berrsallia que esta equacdo era apenas uma
aproximacédo, pois se a utilizasse em um sistemeod#as nao-perpendicular, os resultados
seriam diferentes para casos com as mesmas cosidiedeontorno em relacdo a um sistema
com as cordas perpendiculares. No entanto, estallicafoi a primeira tentativa de solucéo em
problemas envolvendo placas.

Em 1809, Chladni, cientista alemdo que trabalhawa acustica, realizou experimentos
relacionados com vibragdes de placas. O pesquisguioou uma fina camada de areia sobre a
superficie da placa e conseguiu determinar linloakais para varios modos e suas frequéncias
correspondentes.

Instigado pelos resultados experimentais de Chladmperador Napoledo sugeriu que a
Academia Francesa oferecesse um prémio ao pesquipae desenvolvesse a teoria de vibracéo
de placas e que 0 mesmo comparasse seus resukadoess aos resultados de Chladni. Em
1811, perto da data da competicdo, apenas um eaodigresentou-se: a matematica francesa
Marie-Sophie Germain.

Germain conhecia o trabalho de Euler em relacaareas elasticas, que utilizava o
calculo variacional para a solucdo das equacfesedifiais vindas da integral que representava
a energia de deformacéo de flexado. Ela procedenedana forma considerando que a energia de
deformagcdo da placa era uma funcédo das curvatuiasipais desta, deformada. Porém,
Germain cometeu um erro e ndo pode obter a equliigiiencial correta. Lagrange, seu mentor
e um dos juizes da competicdo, encontrou esseeefezendo algumas correcdes obteve a
primeira equacdo geral de placas conhecida comacéqude placas de Germain-Lagrange.
Germain, neste ano, ndo venceu o concurso. Porduassvezes, a Academia Francesa propos o
tema e apenas na ultima, ela venceu. Ainda simjuiass ndo ficaram satisfeitos com seu
trabalho pela falta de uma explicacéo fisica sabegpressao utilizada para o calculo da energia
de deformacéo em func&o das curvaturas principais.

Poisson, em 1814, resolveu este ultimo problemagomo que a superficie média da
placa era composta de particulas nas quais forolecutares atuavam. Obtendo o equilibrio do
sistema de particulas, Poisson obteve a mesma dxue placas proposta por Germain-
Lagrange. No entanto, como foi considerado questadgarticulas estavam na superficie média
da placa, a constante de rigidez de flexdo de pit@a foi proporcional ao quadrado da
espessura e nao ao cubo, como deve ser.

Navier, em um trabalho apresentado na Academia&2 & publicado em 1823, como
Poisson, considerou que a placa era composta tleytas. Porém, ele as distribuiu também na

direcdo da espessura. Sendo assim, Navier obteeguacao diferencial para qualquer



carregamento transversal. Além disso, ele obteigidez de flexdo de placas correta, ou seja,
cubicamente proporcional a espessura. Nao sendastartte, ele foi o primeiro a resolver
problemas de placas com resultados satisfatoriiimantio séries de Fourier.

Gustave Kirchhoff, em 1850, publicou um importatrebalho em relacéo a teoria de
placas. Neste, Kirchhoff considerou duas hip6teges hoje sdo largamente aceitas: as linhas
perpendiculares a superficie média na configuragdeformada permanecem perpendiculares a
esta superficie na configuracdo deformada (hipadaseormalidade das fibras transversais); os
elementos da superficie média ndo sofrem deslodar@gitudinal sob a hipotese de pequenos
deslocamentos (desacoplamento membrana-flexdo)dquarcitados transversalmente. Com
elas, pode-se obter a correta expressdo para gigemmtencial de uma placa em flexao.
Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, @lbteve a mesma equacdo que Germain-
Lagrange e Navier. Aléem disso, ele demonstrou guemas duas condicbes de contorno eram
necessérias (esforco cortante e momento fletor,ocaondicbes de contorno naturais e
deslocamento transversal e rotagédo tangencial, comdicoes de contorno essenciais) e nao trés
como Poisson supds (esfor¢co cortante, momentor fietmomento tor¢cor, como condi¢des de
contorno naturais e deslocamento transversal, @dotagrmal e tangencial, como condi¢ces de
contorno essenciais). Porém o mesmo néo deu uiificaglo fisico para esta condensacao.

Em 1867, William Thomson (Lord Kelvin) publicou apdicagéo fisica da condensacéo
das duas condi¢des de contorno, ja mostradas ponhGff. Utilizando o principio de sistemas
de carregamentos estaticamente equivalentes de\&aiant, Thomson mostrou que 0 momento
torsor pode ser transformado em um esforgco cortstEicamente equivalente nas arestas da
placa. Portanto, provou-se que cada aresta da placaecessitava de duas condi¢cdes de
contorno, quando as hipoteses de Germain erarpaas.

M. Lévy, em 1899, publicou um trabalho sobre aitede placas no qual resolveu com
sucesso 0S casos nos quais duas arestas opoatasiegilesmente apoiadas e as outras arestas
tendo quaisquer condicbes de contorno em placasga@res. Ainda hoje, placas com
condicbes de contorno similares as estudadas peoy terebem seu nome e seu método €
aplicado para solucdes de placas em diversas detaas.

No final do século 19, construtores de embarcag@ésraram seus métodos de
construcdo trocando a madeira pelo aco. Isso flezqre com que houvesse o desenvolvimento
muito grande nas teorias de placas. Cientistasosussm particular, Krylov e Bubnov,
contribuiram para desenvolvimento da teoria deaggsldinas com as rigidezes de flexdo e
membrana. O ultimo foi o primeiro a introduzir o ageono conceito de classificacdo de placas.

S. P. Timoshenko contribuiu de forma significanteapa teoria de placas e para



aplicacbes. Além de ter numerosas contribuicbesa par solugdo de placas circulares
considerando grandes deslocamentos e formulac@ootiemas de estabilidade elastica, ele e
Woinowsky-Krieger publicaram um livro [Timoshenkokeieger, 1959] que se tornou uma

referéncia no estudo de placas finas com solucdes @iversas condicbes de contorno e
carregamentos.

Outros pesquisadores contribuiram para o desemvehtd das teorias de placas. Entre
eles estdo Henky, Huber, von Karman, Nadai e F@pgrimeiro, em 1921, teve contribuicdes
na teoria de grandes deslocamentos de placasdisami-espessas. Nadai, em 1915, estudou
teoricamente e experimentalmente a precisao dia t@e@mplacas de Kirchhoff. No seu estudo, ele
considerou diferentes tipos de singularidade coorgat concentradas, efeitos de suportes
pontuais, entre outras. As equacdes gerais pazagphauito finas foram simplificadas por Foppl,
em livros publicados em 1944 e 1951. No entantégrma final das equacbes diferenciais
considerando grandes deslocamentos para esta feoriesenvolvida por von Karman, em
trabalhos publicados nos anos de 1910 e 1932.

Todos esses estudiosos contribuiram para o estodgue € hoje denominada teoria
classica de placas, ou teoria de placas de KirEhiarém, esta negligencia o efeito da
deformacgédo cisalhante quando considera que ass fifggoendiculares a superficie média da
placa na configuragdo indeformada permanecam pdiqueéares a esta superficie na
configuracdo deformada, como ja dito. Esta hipotesesiderada por Kirchhoff acopla o
deslocamento transversal as rotacfes normais a. péso torna o equacionamento dessa teoria
mais simples. No entanto, a consideracdo do aceplangera uma rigidez espuria que obriga as
normais a superficie inderformada permanecam nermaista, deformada. Ademais, devido a
esse acoplamento, é necessaria a condensacao sleataicdes de contorno em uma, cComo
citado por Kirchhoff e explicado por Lord KelvinaN sendo o bastante, o requerimento estatico
de equilibrio ndo é sempre satisfeito sendo negessaiso de forcas pontuais, nos vértices de
placas poligonais. Apesar de todos esses aspesgasivos citados, esta teoria pode ser aplicada

em placas com baixas razées de aspecto da espéb&urau 77, ondeh e a sdo a espessura e

largura da placa, respectivamente). O valor lirdesta razdo diverge de autores para autores
Reddy [1999] e Dym e Shames [1979] citam que eater\wode chegar até 1/20 e 1/10,
respectivamente.

Reissner [1945; 1947] publicou dois artigos sobref@to da deformacao cisalhante
transversal sobre placas sob flexdo. Nesses griRgassner desenvolveu uma teoria de placas
que considera o efeito dessa deformacdo. Estaatémridesenvolvida a partir do principio

variacional da energia de deformacdo complememtasiderando uma distribuicdo de tensédo



devido a flexdo, linear, e uma distribuicdo devatenséo cisalhante transversal, parabdlica.
Sendo assim, Reissner publicou a primeira teoriapkdeas semi-espessas. O campo de
deslocamentos obtido por Reissner € muito semellsntla teoria classica de placas, quando é
considerado a média dos deslocamentos. Além dssgyproblemas que surgem devido o
acoplamento do deslocamento transversal as rotagdesis, como condensacdo de condigcdes
de contorno e forgcas pontuais nas pontas da ptdigopais, ndo aparecem nesta teoria.
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Figura 1.2 - Fibras transversais deformadas: (a) Taia Classica de Placas e (b) Teoria de placas deardlin

Seguindo a mesma linha, Mindlin [1951], sugeriur@uieoria na qual o efeito da
deformacéo cisalhante é considerado. Mindlin relagohipotese de normalidade das fibras
transversais de Kirchhoff, conforme a Figura 1@dd?se ver a diferenca entre a deformada das
fibras transversais em cada uma das teorias. Pedmid rotacdo das fibras normais a superficie
média, Mindlin inseriu uma deformacéo cisalhard@dwversal constante em relacdo a espessura.
No entanto, o valor liquido obtido da tenséo cisall transversal, integrando-se esta ao longo
da espessura, diferia de solucdes da elasticidatimeénsional. Para compensar este efeito,
Mindlin inseriu o fator de correcdo do cisalhametr@nsversal, que minora o0 modulo de
elasticidade transversal a fim de corrigir essa@énéncia. Além disso, este considerou que a
placa era inextensivel na direcdo da espessurdoSesim, o campo de deslocamentos obtido
por Mindlin é semelhante ao campo de deslocameriodo por Kirchhoff. Porém, a rotacao da
placa ndo € uma funcao do deslocamento transveosat) considera a teoria classica.

Nas décadas posteriores, devido o aumento de uschaleas reforcadas e placas
laminadas, a consideracdo da deformacéo cisalb@mgversal apenas constante ou parabdlica
nao pbéde ser utilizada devido a maior complexiddaleeisalhamento nessas situacdes. Sendo
assim, pesquisadores desenvolveram inumeras tedeaplacas que consideram a tensao
cisalhante em ordem maior que a teoria de placddintlin ou Reissner. Entre eles estdo Reddy
[1984], Lo et al. [1977], Reissner [1983] e outr@®nforme Lo et. al. [1977], essas teorias sao



baseadas em campos de deslocamentos nos quass denmténcia através da espessura sao
truncadas, tanto para termos de deslocamentostudintais quanto para o deslocamento
transversal. Quanto maior o grau do polinébmio entdio da espessura, maior sera a precisdo da
teoria em capturar o cisalhamento transversal. Al&so, nessas teorias ndo é necessario adotar
um fator de correcdo do modulo de cisalhamento,ocoenteoria de Mindlin. Porém, com o
aumento desse grau, dois problemas surgem: uma megessidade computacional para a
solucéo do sistema, pois o grau do polinbmio eng&arda espessura age diretamente no grau
das equacdes diferenciais e variaveis com nenhumtidsefisico, ou seja, perde-se o carater
fisico que se tinha em teorias da placas como ssicd Mindlin e Reissner. Ademais, 0s
resultados para placas ndo-compostas dessas Utgoréss sdo semelhantes aos das teorias de
alta ordem com um custo computacional menor. OCaj séjda € valido aplicar teorias de baixa
ordem em placas homogéneas nas quais 0s resuttadgeoximam muito aos da elasticidade
tridimensional.

Para a teoria classica de placas, existem soluafafiticas, tanto para pequenos
deslocamentos quanto para deslocamentos finitas g@&ersas condicdes de contorno e
carregamento, como ja dito acima. Ja para placasespessas de baixa ordem, ou seja, para
teoria de Mindlin e Reissner, essas sdo escasbastalas a deslocamentos infinitesimais e
certas condi¢des de contorno, a ndo ser para at@ses de placas circulares. Além disso, sao
baseadas em séries infinitas e nem sempre podetruseadas nos termos iniciais para uma
convergéncia satisfatoria [Lee et. al., 2002; Wahgal., 2001], como em varias solucdes de

placas finas [Timoshenko e Krieger, 1959].

1.3  Outras Consideracoes

Para a solucao analiticas/semi-analiticas das éqsaliferenciais parciais de placas finas
bem como semi-espessas é usado, comumente, o nuEoekpansdo por séries de Fourier e
métodos como o de Garlekin e Rayleigh-Ritz. O metdd expansdo por séries Fourier foi
introduzido por Navier, para a solugcao das equadilesenciais de Germain-Lagrange. Este se
baseia na interpolacdo dos graus de liberdade gsmsstrigonométricas. Além disso, pode-se
usar formulagbes semi-inversas com esta metodofbgiay, 1942]. J& o método de Rayleigh-
Ritz minimiza o funcional da minima energia potahcDs graus de liberdade do conjunto de
equacOes diferenciais sao interpoladas por umaioagém linear de fungdes cinematicamente
admissiveis. Comumente, as funcdes de interpolagéolhidas para o uso deste método sdo
fungcBes polinomiais e trigonométricas. Através dimgipio variacional citado, obtém-se as
constantes da combinacao linear das variaveispolitsfas de modo que se obtenha a minima

energia potencial de deformacéo [Singh e Elaghal2&$l8]. O método de Garlekin ortogonaliza
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o erro da aproximagao das funcbes de interpolaggianddo com que as constantes da
combinacdo sejam Otimas [Banerjee e Datta, 19&t¢ @timo método € base para MEF. Além
desses trés meétodos, existem os métodos de solligia das equacbes diferenciais como
meétodo de separacdo de variaveis, etc. Para asteguacdes diferenciais devem ser trabalhadas
de forma que fiqguem com a forma das solu¢es dessexlos. O trabalho algébrico para essa
equiparacao pode ser muito extenso e muitas vegesssivel.

Apesar da grande dificuldade de obtencédo de sdugidaliticas e semi-analiticas, estas
sdo importantes para desenvohNmanchmarkspara novos métodos numéricos e para os ja
existentes. O uso dessas solu¢des também podestemdido para conselhos normativos,
podendo assim reduzir os coeficientes de seguiatrg@asecos nessas normas. Ademais, podem
ser utilizadas por projetistas, em casos mais ssnplara a obtencéo rapida dos deslocamentos e
tensdes resultantes sem a necessidade de um med&anumérico e todas as consequéncias
por traz deste, como convergéncia de malha, eotra Porém essas solu¢des ndo substituem
0s métodos numericos ja mencionados. Solucdedieasle semi-analiticas sdo desenvolvidas
para casos simples, muitas vezes sem aplicacdogprBb outro lado, os métodos numéricos
adquiriram uma grande versatilidade. Desta forrsaa® solucbes ndo substituem os mesmos.
Apenas corroboram sua utilizacdo na forma de cogdianos resultados obtidos por esses
modelos.

No entanto, diferentemente do projetista, o progdon dessas ferramentas numéricas
deve dar mais atencdo a estas solucdes. Os resultadhéricos obtidos devem se aproximar
muito dos resultados analiticos ou semi-analitiédém disso, deve-se tomar muito cuidado
com a relagédo a elasticidade tridimensional. Quamd@ometria do sistema se aproxima das
geometrias de outras teorias estruturais, com@aplacascas (uma dimensdo muito menor que
as outras) ou vigas e barras (uma dimensdo muiiormyae as outras), muitas vezes suas
solucdes da teoria tridimensional ndo séao otimaando comparadas as solucdes dessas teorias
estruturais. Portanto, para o desenvolvedor, éeisgante a existéncia de solugcdes analiticas ou
semi-analiticas para as equacOes diferencias qoesmo esta tentando resolver de forma
estritamente numérica.

Ainda h& a grande questao do uso de modelos nwadéaseados apenas na elasticidade
tridimensional. Devido o aumento da poténcia comganhal, muitos desenvolvedores tém dado
atencdo a modelos tridimensionais considerandesgigs ndao tém consideragdes/simplificacdes
dos demais modelos baseados em teorias estrutbssia.afirmativa é valida. No entanto, para
um modelo tridimensional ser sensivel a efeitositgmtes, é necessario que a malha seja muito

refinada, aumentando o custo computacional. Um pheaisso € a flexdo de placas. Para a
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consideracdo completa do momento fletor, sdo n&gess no minimo de 3 a 6 elementos
quadraticos (funcdo de interpolagdo quadraticajiregdo da espessura, considerando o MEF.
Além disso, como ocorre em muitas variaveis degsdaubmetidas as teorias de alta ordem,
perde-se o0 sentido fisico de parametros como esfargernos e tensdes resultantes. Estes
dados, que sao gerados naturalmente nas teoriashigimensionais, devem ser obtidos através
a integracdo das tensbes ao longo da espessurtasMeizes, essas tensdes devem, antes da
integracédo, ser linearizadas para a aplicacéo aeasode conselhos normativos. De tal forma, é
valido o uso de teorias estruturais que reduzemaurguas dimensdes do sistema e que, muitas
vezes, simplificam as equacgbes diferenciais e asligdes de contorno do componente em
andlise.

Sendo assim, 0 objetivo deste trabalho é obterg8ekisemi-analiticas para placas de
Mindlin nas quais sdo considerados deslocamentfisit@simais e finitos. O método de
Rayleigh-Ritz, também chamado de MRR, sera utiiza@ra a obtencdo da solugdo das
equacoes diferencias. Como ja dito, este métodzxautiuncdes de interpolagdo globais.
Utilizando o Principio da Minima Energia Potencehcontram-se os pesos de cada uma das
funcdes de interpolacdo através da minimizacdoudaidnal gerado pela diferenca entre a
energia de deformacéo interna e do trabalho extéma modificacdo do método, chamada de
pb-2, permite a aplicagdo das condicbes de contomdordna mais automatica, resolvendo
parcialmente uma dificuldade do MRR. Sendo assirbase para interpolar a resposta nao
precisa obedecer, inicialmente, as condi¢cdes dewun Atraves deste metodo, € possivel a
obtencao de respostas analiticas ou semi-analgfichais.

O métodopb-2 é muito usado por pesquisadores em areas cotatcas dinamica,
flambagem, pos-flambagem, etc. de placas pela sisatiidade e facil implementacdo. Com
uma metodologia consistente, 0 mesmo pode gerposes semi-analiticas através do uso da
computacdo simbdlica. Esta consegue trabalhar carawveis literais ao invés de dados
estritamente numéricos. No entanto, necessitagieitahos especiais e uma grande manipulacao
de processamento e memoria. Com o aumento da Eotéomputacional, a obtencdo de
solucbes semi-analiticas fica mais acessivel. Mwstdtwares comerciais tém implementado nos
seus codigos a possibilidade de trabalho com cagatsimbodlica, como Maple, Mathematica
e Matlab. No entanto, mesmo com o aumento da paté&wmputacional e o avanco de
softwares de computagdo simbdlica, solucbes seatitiaas sdo caras computacionalmente e
muitas vezes impossiveis devido as caracterigdicgsoblema.

Além do uso do MRR para a solucdo de placas, o déétlos Elementos Finitos sera

utilizado para o desenvolvimento de equacdes ¢®sé&s para 0 caso ndo-linear de placas semi-
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espessas sob um carregamento transversal unifemméyuncdo de parametros constitutivos e
geométricos da placa. Essas superficies serdo dasntafim de se obter o maior nimero de
solucbes das equacdes diferenciais ndo-lineareapemas algumas equacdes de resposta. Um
estudo sobre o efeito da compressibilidade do mahtea resposta final também sera feito de

forma que as equacgdes de resposta independam fuwerde de Poisson.

1.4  Reviséo Bibliografica

Como ja descrito na introducdo, diversos pesquisadalinharam suas pesquisas na
solugéo de problemas envolvendo placas. Diversamseque tentam prever o comportamento
desses componentes foram desenvolvidas. Entremastee baixa ordem, as mais aceitas sao a
teoria classica, a teoria de Mindlin [1951] e aitede Reissner [1945; 1947]. Como ja dito, as
duas ultimas consideram a deformacéo gerada p&ocesisalhante transversal. A primeira
considera que as normais a superficie média pegaanenormais na superficie média
deformada (Figura 1.2). Com esta hipotese, Kirdhioofa o acoplamento entre o deslocamento
e as rotacdes gerando uma rigidez virtual na fleléplacas. Ainda, com este acoplamento, a
deformacgdo cisalhante é negligenciada. Além dig€s, condicdes de contorno devem ser
contraidas em duas, como cita Reissner [1944]. Aderem placas poligonais, o requerimento
estatico soO é satisfeito através da aplicacao megontuais nos vértices da superficie elastica.
Como Reissner [1944; 1945] demostra, nenhum dedsiies aparecem quando se considera a
deformacédo cisalhante transversal no calculo degende deformacdo da placa. Ou seja, sdo
necessarias trés condigbes de contorno por amstseja, momento fletor, momento torcor e
cisalhante transversal, considerando condicfes a®omo essenciais e deslocamento
transversal, rotacdo normal e tangencial, consideracondicdes de contorno naturais, e o
requerimento estatico de equilibrio é satisfeitdursmente. No entanto, os efeitos da
deformacgdo cisalhante transversal sdo sensiveisagpguando a razdo de aspecto é
relativamente alta ou quando ha carregamentos @isrdplicados sobre a superficie média. Ou
seja, quando a placa € fina e os carregamentosadpt sdo distribuidos, ainda € valida a
aplicacdo da teoria classica. No entanto, o vaaitd da razdo de aspecto da espessura para a
aplicabilidade dessa teoria varia de caso para caso

Dym e Shames [1979] fazem um estudo criteriosoedat@io a ordem do cisalhamento
transversal e da tensdo normal a superficie médieelacdo a espessura da placa a fim de obter
um limite para a utilizacdo da teoria classica.a0®res comentam que os esforcos cisalhantes

transversais sdo menores para qualquer ordemn @en relacéo o esforgo cisalhante contido no

plano médio da placa. A tensdo normal ao plano endaiplaca € menor em uma ordenvde
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que as outras tensdes normais. Entdo, conclueratoses, a teoria classica pode ser usada até

uma ordem dey < 01. Acima deste valor ou em casos onde o0 carregangeotmcentrado, é

interessante o uso de teorias que considerem Ihamsanto transversal. Com relacdo a cargas
pontuais, Craig [1987] faz um estudo utilizandoeeipo de carregamento em placas semi-
espessas usando a teoria de Reissner. Este aaga almesma conclusdo que Dym e Shames
[1979], na qual, quando ha carregamentos pontydisados, ndo pode-se aplicar a teoria
classica. Ja Reddy [1999] comenta que a teoridadagpde Kirchhoff da resultados satisfatorios

até uma razao de aspectn, menor quel/20, devido o fato que a mesma superestima os valores

de carga critica para flambagem e freqiiénciasaiatde placas.

Com relacdo a solucdes de placas finas, TimoshenKdeger [1959] publicaram um
livro que contém uma série de solucdes de placas fsob diversos tipos de carregamento e
condi¢des de contorno. Além de tabelas com as &ediEs autores demonstram a metodologia
utilizada para a obtencdo dos deslocamentos tremasee tensdes resultantes. Porém este
trabalho engloba apenas placas finas. Consider@amg@ooblemas ja citados que sdo encontrados
com esta teoria, pesquisadores voltaram seus aspala teorias nas quais o cisalhamento
transversal é levado em consideracao na energlafdemacao da placa.

Dessa forma, duas teorias de placas séo criadases$os dos anos 50. Reissner [1945;
1947] publicou os primeiros artigos que sugerianaumva teoria de placas com deformacao
cisalhante transversal. O autor considerou quasftedevido a flexdo variava linearmente e a
tensdo devido o cisalhante transversal variavabpcamente ao longo da espessura. Aplicou o
campo de tensdes sugerido no principio variacidaakenergia de deformacdo complementar
(teorema do Minimo Trabalho) e obteve um campo etdodamentos semelhante ao da teoria
classica, considerando a média dos deslocamentessaDforma, Reissner desenvolveu a
primeira teoria de placas na qual a deformagéadheiste transversal ndo era negligenciada.

Mindlin [1951] prop6s uma segunda teoria de plagas levava em consideracdo a
deformacédo cisalhante transversal. Mindlin relaxauhipotese de normalidade das fibras
transversais de Kirchhoff (Figura 1.2b). Permitingiee essas sec¢des normais rotacionassem
constantemente em relagdo a espessura, o autduinsesistema uma deformacgéo cisalhante
transversal constante. Porém, o valor liquido dasé&e cisalhante transversal obtida por sua
teoria diferia de resultados analiticos da elafide tridimensional. Sendo assim, o autor adotou
um fator de correcdo do moédulo de cisalhamenteswesal, aplicado na obtencéo das tensdes
cisalhantes transversais. Como a relaxagdo daesgdadotada por Mindlin ndo alterava o
campo de deslocamentos, este ficou semelhante teorika classica e a teoria de Reissner.

Sendo assim, devido a grande semelhanca entrengzosade deslocamentos das duas
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teorias que consideravam o cisalhamento transyersatos autores citavam as teorias como
“Teoria de Mindlin-Reissner”. Fica claro, como jéado anteriormente, que a teoria de Reissner
foi obtida através de uma hipotese de distribud@densdes ao longo da espessura. Inserindo
essa suposicdo de campos de tensdo no principiirdmo Trabalho de Castigliano [Reissner,
1944; Reissner, 1945; Reissner 1947], Reissnevel#s equacdes diferenciais e as condigdes
de contorno de sua teoria. Ja a teoria de MindlBb]] foi obtida através de uma hipo6tese
cinematica. Como descreve Wang et. al. [2001], anbarias foram formuladas através de
principios e hipoteses diferentes, portanto nd@poser igualadas, em geral.

Antes de iniciar a revisdo sobre as solucfes eramtag por diversos pesquisadores, é
necessdaria a explicacdo do método de Lévy e suasdevacbes. Autores como Lee et. al.
[2002], Wang et al. [2001], Kant [1983], Kant e kin [1983], Timoshenko e Krieger [1959] e
Cooke e Levinson [1980] utilizam a metodologia desévida por Lévy, em 1899, para a
obtencao das solu¢des analiticas/numéricas das@sidiferenciais das teorias de baixa ordem,
ou seja, Mindlin, Reissner e também da teoria dass

A metodologia de Lévy simplifica a forma de obtemgdas solucbes das equacdes
diferenciais pois elimina o célculo dos coeficisnte interpolacdo de uma das direcfes da placa,
impondo uma fungéo que rege as variaveis intrigséasicamente, a interpolacéo do sistema é
feita por funcdes trigonométricas em uma direc@iperbdlica na outra, condicionando assim,
que duas arestas opostas tenham condi¢cdes de remrgmnplesmente apoiadas, conforme
mostrado na Figura 1.3. Isso pode gerar faltardetsa em respostas nas quais as condicfes de
contorno com o carregamento sdo simeétricos. Esessinetria € encontrada em solucdes
numéricas [Kant, 1983; Kant e Hinton, 1983] quaeno solucdes analiticas [Lee et. al., 2002;
Wang et. al., 2001]. Isso acontece porque a dirég@opolada por funcdes trigonomeétricas
necessita de muitos termos a mais que a direcgoala interpolada por funcdes hiperbdlicas.
No entanto, problemas numéricos coaverflow e underflowpodem ser encontrados utilizando
a ultima familia de fun¢des [Taylor e GovindjeeP2D Maiores explicagdes sobre o método de
Lévy podem ser encontradas em Timoshenko e Krj@§ég].
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Figura 1.3 - Esquema das condicdes de contorno efiagas de Lévy

Também, antes de se iniciar um estudo sobre agdedule placas finas e semi-espessas,
€ necessario inserir a nomenclatura utilizada pedeente trabalho com as relagbes de contorno
classicamente empregadas em placas. Essas podetréselivre, apoiada e engastada. A
nomeclatura adotada pelo presente trabalho, quaordentado sobre as condi¢des de contorno &
livre (F), apoiada (S) e engastada (C). Por exegato uma placa com duas arestas opostas
apoiadas e as outras duas engastadas, a condig@mtdeno desta placa pode ser dita como
SCSC. Outro exemplo é quando a condicdo de contbenplaca é duas arestas consecutivas
apoiadas e as outras duas livres. Esta seria @#esomo SSFF. A relacdo de cada tipo de
condicbes de contorno (livre, simplesmente apomdangastada) com relacdo aos graus de
liberdade no contorno da placa sera apresentadapitulo 3.

Os pesquisadores, entdo, voltaram sua atencéamEoiacdo das equacdes diferenciais
dessas novas teorias. Salerno e Goldberg [1960lvess, para placas de Lévy e carregamento
uniformemente distribuido, as equacbes de placaReissner. Os autores, inicialmente,
resolvem as equacgdes para os esforcos cisalheamssdrsais para qualquer tipo de condicéo de
contorno. Aplicada estas, os autores obtém, ematurde séries trigonométricas, tanto os
esforcos cisalhantes transversais quanto o desétantransversal. As condicbes de contorno
abordadas neste trabalho foram SSSS e SFSF. Conaueartigo comentando sobre a
propriedade da teoria de Reissner [1944; 1945;]1%dmMbém observada na teoria de Mindlin,
na qual ndo é necesséria a aplicacdo de cargasntadas nos cantos de placas poligonais,
como na teoria classica de placas.

Kant e Hinton [1983], utilizando o Método da Segiagdo em conjunto com a
metodologia de Lévy, obtém solu¢cbes numéricas pleas de Mindlin com condigbes de
contorno de placas de Lévy. Fazem um grande estoishparativo com as solucdes de placas
finas além de comprovar a convergéncia da solugfidao Cooke e Levinson [1983] publicaram

um artigo com solucdes analiticas para placas aellMiaplicando a metodologia de Lévy. No
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entanto, conforme Lee et. al. [2002], os autorameteram um erro na simplificacdo do seu
sistema. Cooke e Levinson [1983] consideram quéeeedca entre as derivadas das rotagdes em
relacdo ao eixo normal a estas podia ser negliggaciEsta simplificacdo também é utilizada
por Lim et. al. [1988] e é usada para desacoplaegascOes diferenciais para as rotacdes na
teoria de Mindlin. No entanto, de acordo com Reff(01], a negligéncia deste termo pode
gerar uma rigidez espuria indesejada na flexaolat=ap. Sendo assim, Lee et. al. [2002] prova
gue esta consideracao sO pode ser usada em péabviér, ou seja, placas SSSS.

Utilizando o método de diferencas finitas, Crai®d1], obtém diversas solucbes
numéricas para placas de Reissner. Inicialmentgjtor aplica um carregamento uniforme a
placa e compara seus resultados aos obtidos pernS8a¢ Goldberg [1960], demonstrando
assim, o efeito da flexibilidade gerada na plaga coaumento da espessura, devido o efeito do
cisalhamento transversal. Entdo, o autor explaraso no qual um carregamento concentrado no
centro da placa. Este gera tensfes cisalhantesvéraais que ndo podem ser negligenciadas,
mesmo a baixas espessuras. Sob a razdo de esprtsglagpor Reddy [1999] como uma razéo
limite para o uso da teoria classi@a= 01), o erro associado entre as teorias fica em toeno d

15%, na deflexdo central. Para placas com razéaspecto da espessuge= 015, esse erro

pode chegar até 35%. Além de verificar as difereega relacdo o deslocamento maximo, Craig
[1987] analisou as diferencas entre as tensde$ada pob carregamento transversal uniforme e
pontual. No primeiro, com uma razdo de aspectosgassura proxima de 0,1, as tensdes de
ambas as teorias ficaram proximas. Porém, confaynmeitor, a presenca do carregamento
pontual cria uma grande concentracdo de tenséalhaniga transversal proxima a este. Como a
teoria classica ndo absorve este efeito, seustadssl sdo errados para este caso de
carregamento. Além disso, este fator € majorado@anmmento da espessura da placa.

Apos esses pesquisadores desenvolverem soluco@ésicasrpara as teorias de Mindlin e
Reissner, Lee et. al. [2002] e Wang et. al. [20@d43envolveram solucdes analiticas para as
respectivas teorias. Lee et. al. [2002], atravésahzeito do carregamento equivalente, relaciona
a teoria classica com a teoria de Mindlin e obtélncdes analiticas para a ultima utilizando o
supramencionado método de Lévy. Sendo assim, oseaulemonstram o erro cometido por
Cooke e Levinson [1983] através de sua solucaosi@Gerando o conceito de carregamento
equivalente, novamente, os autores obtém a relti#® a teoria classica e a teoria de Reissner,
obtendo a solucao analitica da dltima também.

Diferente de Lee et. al. [2002], Wang et. al. [J0fdaciona diretamente a teoria de
Mindlin com a teoria de Reissner, para, analiticat®ee numericamente, apresentar as

diferencas entre as duas. Utilizando o mesmo ctindei carregamento equivalente usado por
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Lee et. al. [2002] e obtém as relacdes entre codasiento transversal, momentos fletores e
torsor e esforcos cisalhantes transversais enttaassteorias de baixa ordem.

Para placas SSSS, os autores demonstram que oggsegfsalhantes transversais séo 0s
mesmos. No entanto, o deslocamento transversalneosentos fletores e torsor ndo sao. Nos
outros casos de condi¢cdes de contorno, SCSC e SFBfestrado que nem o deslocamento
transversal nem as tens@es resultantes sdo iQuaisrelacdo ao primeiro, como ja dito, a teoria
de Mindlin sempre fornece resultados de deslocam#ansversal maiores que a teoria de
Reissner. Ou seja, a teoria de Mindlin € mais Vieque a teoria de Reissner.

No entanto, apesar de Lee et. al. [2002] e Wanglef2001] apresentassem solucdes
analiticas para ambas as teorias de baixa ordexs,s&lucdes sdo baseadas na metodologia de
Lévy. Como ja dito, esta pode apresentar assimetnisgsolucdes que deveriam ser simétricas.
N&o esta sendo dito que essas solucdes séo iasorAgienas que, para a direcdo na qual sdo
usadas fun¢des de interpolacdo trigonométricassade convergéncia das tensdes resultantes é
menor que para a direcdo que as fungbes de inagdmlhiperbolicas sdo utilizadas [2004].
Todos os artigos referenciados no presente tralgileousam a metodologia de Lévy para a
solucéo do sistema de equacdes diferenciais apaeserssa falta de simetria, principalmente
nos esforgos cisalhantes transversais. Dessa fquara, a obtencdo das solucdes analiticas
perfeitamente simétricas € necessario um numeterd®s muito grande. Lee et. al. [2002] e
Wang et. al. [2001] utilizam 40 termos para a obdendas tensdes resultantes e ainda assim, 0s
esforcos cisalhantes transversais nao ficaram sooet Dessa forma, mostra-se que o método
de Lévy facilita a obtencdo da solugéo de placa®mp, perde-se a simetria do sistema e fixa-se
duas condi¢gbes de contorno em arestas opostassiomplesmente apoiada, ou seja, SxSx onde
X € uma condicéo de contorno qualquer (F para, l¥gara apoiada e C para engastadas).

Nota-se que, em todas as referéncias citadas, apeneshenko e Krieger [1959]
apresentam solucdes para placas com as quatrasaeegfastadas. A solucéo de placas com este
tipo de condicdes de contorno é um pouco mais @maplSuperpde-se a solucdo de placas de
Navier com momentos aplicados nas arestas de fqueaas rotagcfes normais a estas sejam
nulas. Timoshenko e Krieger [1959] resolvem inUreerasos de carregamento para placas com
todas as arestas engastadas. No entanto, Taylawvimdjze [2004] demonstram que estas
solugdes sdo imprecisas. Devido o fato de que emoshenko e Krieger [1959] as solugbes sao
baseadas em séries infinitas truncadas no prinezineo, Taylor e Govindjee [2004] encontram

erros no segundo digito do momento fletor}e(wl y) e no terceiro digito no momento fletor em

X (MX). Os ultimos autores apresentam solucdes paraspkmgastadas com até 10 digitos

significativos, para vérias razdes de lados. Asidg ambas as soluc¢des [Timoshenko e Krieger,
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1959; Taylor e Govindjee, 2004] séo para placassfin

Levy [1942] desenvolveu um estudo sobre grandeleaaentos em placas quadradas
sob carregamento transversal. As condi¢cdes de roantdilizadas pelo autor sdo semelhantes a
engastada. Porém, os deslocamentos longitudinamaim as arestas nao foram fixados. Levy
interpolou os deslocamentos com séries de Fouaduacao tensdo com essas séries somadas a
polindbmios. Para inserir as condi¢des de contomoothcdo nula, o autor aplica momentos nas
arestas considerando que a rotacdo gerada porfessesnula, semelhantemente a metodologia
utilizada por Timoshenko e Krieger [Timoshenko eeljer, 1959]. Os resultados obtidos nao
puderam ser comparados por falta de solucdes néaréis de placas.

Berger [1955] simplifica as equagOes néo-linearespkhcas finas negligenciando o
segundo invariante de deformacédo. Apesar do adtoremcontrar uma explicacéo fisica para
esta desconsideracdo, ele menciona que em solu®eplacas circulares sob grandes
deslocamentos, o segundo invariante né&o influerstgaificantemente no deslocamento
transversal. Através do Principio dos Trabalhogtudis, o autor encontra as equacfes de
equilibrio e as suas respectivas condi¢cdes de mant®evido a desconsideracdo do segundo
invariante de deformacao, as equacfes de equilflarderam ser facilmente desacoplacas.
Utilizando o sistema sugerido, o autor resolvegsdamrculares e quadradas com arestas apoiadas
(SSSS) e engastadas (CCCCQC).

Banerjee e Datta [1981], no entanto, citam que gligencia do segundo invariante
proposta por Berger [1955] pode gerar resultad@seos quando os deslocamentos paralelos a
superficie média, no contorno desta, nao forendfigalsto é, quando as arestas da placa forem
moveis no plano da superficie média. Os autoresreagum novo método de desacoplamento
das equac0es diferenciais de placas finas, sergeeglar o segundo invariante de deformacéo.
Resolvem o sistema aplicando o método de Galerkibtém uma curva carga x deslocamento
parametrizada por dois coeficientes. Estes coefiesedependem das condi¢cdes de contorno e da
geometria da placa. Apresentam resultados para®leicculares e quadradas, engastadas e
apoiadas, com as arestas moéveis e iméveis.

Rushton [1970] utiliza o método da Relaxacédo Dim@angm conjunto com o Método de
Diferencas Finitas para a obtencdo da solucdo gaacées diferenciais de placas finas com
curvatura inicial, sob deslocamentos finitos. Ooautsolve o sistema variando a curvatura
inicial em placas engastadas e apoiadas. Seusadsiichegam a deslocamentos maximos na
ordem de 6 vezes a espessura da placa. Alem dissotor estuda a influéncia da curvatura
inicial na rigidez de flambagem de placas e demarestsa influéncia através das cargas criticas

de instabilidade.
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Nota-se que todos os pesquisadores citados expaso de deslocamentos finitos em
placas finas. Isso € devido ao fato, ja mencionabio,acoplamento das rotagcbes com o
deslocamento transversal tornar mais facil o eguaohento do problema.

Pica et. al. [1980] desenvolvem um elemento finiibzando a teoria de Mindlin na sua
formulacdo que absorve o efeito de grandes deskuas Eles solucionam placas quadradas,
rémicas, circulares e elipticas sob condi¢cdes d&oamo SSSS e CCCC. Por falta de referéncias,
os autores utilizam os elementos finitos produzigix® a solucdo de placas finas sob grandes
deslocamentos. Os resultados obtidos sdo compacadoas solu¢des encontradas na literatura.

Boresi e Wilson [1964], incluem o efeito do cisaltemto transversal na andlise de placas
circulares engastadas. Através da teoria de Rejssseautores resolvem numericamente as
equagbes e comentam que com um carregamento parachetem relacdo a uma razdo de
aspecto da espessura, ocorre um aumento de 5%fleaddetransversal da placa quando o
cisalhante transversal € inserido na andlise mé&auli Considerando os mesmo parametros, as
tensdes baixaram, porém menos de 2% quando esétesultante é inserida.

Azizian e Dawe [1985] utlizaram o método das tfiagas para a obtencéo da solucéo de
placas de Mindlin sob grandes deslocamentos. Rasghlacas SSSS e SCSC. Diferente de Pica
et. al. [1980], os autores analisam placas semassgs com sua metodologia. Comparam
resultados com espessuras diferentes e mostraeito éb cisalhamento transversal, quando a
espessura € maior.

Lim et. al. [1988] simplificam as equacdes da teake alta ordem de Reddy [1984] para
aplica-las a casos lineares e nédo-lineares gemoetrA simplificacdo adotada pelos autores é
semelhante a adotada por Cooke e Levinson [1988¢np comentam que esta consideracédo sé
pode ser adotada em placas quadradas, isotropomas earregamentos e condicdes de contorno
simétricas. Para o caso linear, os autores desanopd deslocamentos causados pela flexao e
pelo cisalhamento transversal. Algebricamente, raosgjue o deslocamento da placa pode ser
escrito por duas equacdes diferencias desacoplaat@sidéntica & equacao diferencial de placas
finas e outra em fungcédo dos deslocamentos caugseloscisalhamento transversal. Como a
primeira equacao ja tem solucdes para diversasgiglde contorno e tipos de carregamento
[Timoshenko e Krieger, 1959], os autores apenasgveam a segunda equacao diferencial.

No entanto, para o caso nao-linear, Lim et. al88l®a0 puderam desacoplar facilmente
0 sistema. Sendo assim, os autores interpolaranesiscamentos de flexdo e cisalhamento
transversal em séries duplas de Fourier. Soluciomaistema encontrando uma curva carga-
deslocamento para placas SSSS e CCCC.

Da mesma forma que Lim et. al. [1988] utilizou utearia de alta ordem para a obtencgao
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da resposta de placas sob pequenos e grandesatesidos, Bencharif e Ng [1994a; 1994Db]
desenvolveram uma teoria tridimensional de plaeas-sspessas considerando nao-linearidade
geomeétrica. Simplificam suas equacfes considerpadaenas rotacdes. Aplicam o método de
diferencas finitas centrais e frontais para tramsér o sistema de equacdes diferenciais parciais
em um sistema de equacgfes algébricas. Resolveas@ab carregamento transversal uniforme
e de condicdes de contorno SSSS e CCCC. Companasnresultados com solugbes néo-
lineares de placas finas e obtém 6timos resultados.

Singh e Elaghabash [2003], a partir da teoria dedhi, montam um sistema para a
analise ndo-linear geométrica de placas quadramgutéio retangulares. Utilizando o método de
Ritz para a solu¢do do sistema que é interpoladdungdes polinomiais. Para a aplicacdo das
condicbes de contorno, os autores zeram manualnasntmnstantes que fariam com que a
funcdo global deixasse de ser cinematicamente admisResolvem placas sob carregamento
transversal uniforme e cargas pontuais no centnolata. As condigcdes de contorno abordadas
pelos autores foram SSSS e CCCC. Obtém resultadi@s gacas finas quadrangulares e
rémicas.

O método de Rayleigh-Ritz modificadal)-2, é utilizado por diversos pesquisadores em
vérias areas: Liew et. al. [1993] utiliza o métquira a obtencdo de frequéncias e modos de
placas semi-espessas com varias condi¢des de monievido a facilidade da modificacdo do
método em aplicar condicbes de contorno essenc@Es,autores puderam aplicar sua
metodologia para 21 casos diferentes de condigdeutorno. Neste artigo, os autores citam
outros 7 trabalhos que utilizam o métqe2, para a obtencado de respostas dindmicas desplaca
Kitipornchai et. al. [1994] aplica 0 método parakdencdo de modos e freqiéncias naturais para
placas semi-espessas trapezoidais. Wang e Aung][20@plicam para a andlise plastica de

flambagem e poés-flambagem em placas semi-espessas.

1.5 Objetivos do Trabalho

Durante o periodo de pré-modelagem de um companentso de solucdes algébricas &
comumente empregado para o assentamento de varidgeprojeto. Métodos estritamente
numéricos, como o0s citados no capitulo 1, deixamsele eficazes nesta etapa do projeto
mecanico, pois necessitam que 0s parametros detgsgjam muito bem definidos. Através da
revisdo bibliografica (secdo 1.4) pode-se notanexisténcia de solucbes para placas semi-
espessas de rapido uso, mesmo quando em regirae kgesolucdes existentes, neste regime,
sdo geradas através de séries infinitas contenaoogetrigonométricos e trigonométricos
hiberbdlicos. Os autores necessitam de 40 terma@sedsomatério para a obtencdo da

convergéncia da resposta. Apesar da mesma setiaasta perde praticidade de uso.
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Desse modo, o objetivo deste trabalho € obter 8ekigemi-analiticas para placas de
Mindlin para deslocamentos infinitesimais e finit@ MRR foi utilizado para a obtencdo da
solucéo das equacdes diferenciais. O espaco pabdheera utilizado para a interpolacdo dos
graus de liberdade do sistema linear e nao-linkarbases para a interpolacdo das variaveis
independentes serdo idénticas a fim de evitar blgma de falta de simetria encontrado em
solucdes analiticas ja citadas [Lee et. al., 20J2ng et. al., 2001]. Devido ao grande custo
computacional necessario para a obtencdo de urpastassemi-analitica para carregamentos
gue geram grandes deslocamentos, superficies plestagoram criadas através da interpolagcao
de solugbes obtidas via MEF. Dessa forma foramdgeraquacdes que regem o deslocamento
transversal méaximo de placas semi-espessas solcaesntos finitos. Estas equacgbes
compreendem deslcamentos transversais na ordenvelze6 a razdo de aspecto da espessura.
Um estudo com relagcdo a modificacdo da paramefiizalp carregamento transversal sera
apresentado para que a influéncia do coeficienteaigson seja minimizada. Uma comparagao
com os resultados da literatura foi feita a finvdeficar a validade das metodologias propostas.

Com as equacOes propostas para o regime linediceldstilizando o métodpb-2 em
conjunto com a computagcdo simbdlica) e néo-lindastieo (interpolacdo de resultados via
MEF), espera-se uma boa contribuicdo a engenhedirgsé-modelagem de seus produtos assim
como um maior conhecimento da sensibilidade do&npetros de projeto com a resposta do
sistema. Além disso, 0 uso dessas equacdes pasiteseler para a verificacdo de ferramentas

numericas bem como para o uso em normas de engenhar

1.6  Organizacao do Texto

Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulosagitulo 2 descreve a metodologia
usada para a obtencdo da solugdo de placas deiMamtisiderando deslocamentos finitos e
infinitesimais. Nele é desenvolvida a forma de pbi® da energia de deformacao e o trabalho
externo, matricialmente. No capitulo 3, é explicadaplicacdo do métodub-2 para a solugéo
das equacdes diferenciais de placas de Mindlito faara o caso linear bem como para o nao-
linear. Além disso, é apresentado os métodos nao#titilizados na obtencdo da solucdo do
sistema. No capitulo 4, é utilizado o método dasreintos Finitos para a obtencédo das solugdes
de placas de Mindlin considerando grandes deslat@ms@ara varios casos alterando, como nos
capitulos anteriores, parametros como geometrata e condicdes de contorno. No capitulo 5
sdo mostrados e discutidos os resultados obtidas meétodos descritos nos capitulos
anteriores. O capitulo 6 resume as principais c@des obtidas neste trabalho e delinha alguns
tépicos para a continuidade do presente trabalho.

Para um melhor entendimento do equacionamentoesepte trabalho é organizado na
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seguinte forma:

A notacéo indicial e matricial sdo usadas;

A contracdo do somatorio é sempre valida a naqueeseja explicitado o contrario;
Os indices arabicas j, k el podem tomar valores inteiros entre 1 e 3, quario n
dito outros valores iniciais e finais;

Os indices arabicos e n podem tomar valores inteiros entre Ine, sendonc o
namero de constantes usadas na interpolacao;

Os indices arabicgse g podem tomar valores inteiros entre 1 e 5;

Os indices gregog, [ e y podem tomar apenas os valores 1 e 2;

O acento circunflexo acima das varidveis signifigge as mesmas estao sendo
interpoladas/aproximadas;

As condi¢des de contorno serdo mostradas como (R)reapoiada (S) e engastada

(C).



23

2. FLEXAO LINEAR E NAO-LINEAR DE PLACAS DE MINDLIN

O objetivo deste capitulo € revisar o equacionameat teoria de placas de Mindlin
guando considerado grandes deslocamentos bem coestocamentos infinitesimais.
Inicialmente, o campo de deslocamentos sera apeekenPara a relacdo deslocamento-
deformacéo, o tensor de Green € utilizado. As &ns@ qual a placa esta submetida foram
obtidas através da Lei de Hooke. Estas foram dasairavés dos deslocamentos da placa. As
equacdes de equilibrio e as condicbes de contaramf obtidas através do Principio dos

Trabalhos Virtuais. O sistema de equacdes encanfeadeduzido para o caso de flexao linear.

2.1  Sistema de Equacdes para o Sistema Nao-linear

2.1.1 Dominio do Sistema
O dominio do sistema é caracterizado por um vol@neom contornolr que pode ser

descrito comoA x+h/2, sendoA a area da superficie média, como mostra a Figdralddas

as relacdes cinematicas seréo escritas atravésudageis independentes, .

Figura 2.1 - Dominio do objeto de estudo

A metodologia que serd apresentada necessita goetorno da superficie média seja
feito através de quatro segmentos de linhas ré€asangulos dos vértices desse quadrilatero

devem ser menores que 180°.
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2.1.2 Campo de Deslocamentos
O campo de deslocamentos proposto por Mindlin [L@8hsidera um deslocamento
linear das fibras transversais ao longo da espesdasacoplando assim, o deslocamento

transversal das rotacGes da placa. O campo decdesatos € escrito como:
Ua(Xl,XZ,X3)=Ua(Xl,XZ)—XSHH(Xl,Xz) (2.1a)
U, (%, %) = (%) (2.1b)

onde U, e U, sdo as transla¢cdes nas diregbes coordenafasdo os deslocamentos de
membrana da superficie médig, € o deslocamento transversal da superficie méfjasfio as

rotacdes das normais a superficie média.

Como pode ser visto, 0 campo de deslocamentos stmpor Mindlin € similar as da
teoria classica. Porém, devido a relaxacdo da dspotde perpedicularidade das fibras
transversais, ndo é possivel fazer a relagdo dirgta rotacdo das normais com o deslocamento

transversal, como na teoria de Kirchhoff.

Figura 2.2 - Graus de Liberdade do problema

A Figura 2.2 mostra os graus de liberdade do pnohleCada ponto da placa em analise
tem cinco possibilidades de deslocamento, tréd@sientos e duas rotacdes. Esses graus de
liberdade, citados no campo de deslocamento (eqaa@l)) e demonstrados na Figura 2.2

podem ser agrupados em um ve(tb} na forma:
A={y u, u 6 6} (2.2)

2.1.3 Campo de Deformacdes

A relacdo deslocamentos-deformacdes utilizada éneot de deformacbes de Green
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(Eij ) Este considera a nao-linearidade geométricafama indicial [Dym e Shames, 1979]:
_ 1[

E; =5 U, +U, +U U, (2.3)

E importante salientar que o produto entre as deas dos deslocamentos na equacio
(2.3) € o termo que insere a ndo-linearidade gearaéto sistema. Sendo assim, este termo pode
ser desconsiderado quando o produto das derivadis cgddem menor que a sua soma. No
entanto, se a hipétese dos deslocamentos infimigésindo for satisfeita, este termo pode tomar
valores da ordem da soma. Nesse caso este prodatpate ser negligenciado.Além disso,
pode-se notar que este termo € um somatorio daforoids derivadas em relacdo aos trés eixos:

0U, U, _0U,du,  du,dU, du,du,

(2.4)
ox; 0x  0x; 0x 0%, 0%  OX; 0X

O produto das derivadas dos deslocamentos longéisdsera desconsiderado, pois é
pressuposto que as mesmas sao de ordem menorpgaduto das derivadas do deslocamento
transversal. Estas desconsideracdes sdo conssstamte as usuais hipoteses de von Karman.
Porém, como citam Azizian e Dawe [1985], para Havaderadamente espessas, esses termos
tem efeitos pequenos, mas ndo despreziveis. Poplicgilade, estes termos serdo
desconsiderados resultando no desacoplamento tagées dos efeitos de membrana. Portanto,

a equacao (2.3) pode ser reescrita como:

1
E; ZE[UL] U +Ug U, (2.5)

Aplica-se o campo de deslocamentos descrito naa¢céga (2.1) na equagéo (2.5) e

obtém-se:
Eaﬂ =€, ~ XK 5 + Pg (2.6a)
E,s =4, (2.6b)
onde:
1
Egp = E(u"'ﬁ + u[;’,a) (2.7a)
1
Koy = E(670,/,, +6,,) (2.7b)

qoaﬁ = %(uaau&ﬁ) (270)
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Za =_(u3,a _Ha) (27d)

A equacgao (2.7a) avalia as deformagbes membraoamsais (@ = ) e a deformacéo
cisalhante longitudinal  # £). A equacdo (2.7b) refere-se as deformacbes deidle
(curvatura). J& a equacédo (2.7d) fornece as defdmsacisalhantes transversais. Pode-se ver

com facilidade que, na teoria classica, a equaZdal) se anula e, obrigatoriamentg,, =6, .

A equacdo (2.7c) corresponde as parcelas das defoe®s ndo-lineares. As equacdes propostas
em (2.6) e (2.7) sdo semelhantes as usadas padn 8ilgaghabash [2003] para a solu¢édo de
placas finas utilizando a teoria de placas de Nhndl

A deformacdo normal a superficie média € nula. Seagbim, a teoria de placas de
Mindlin considera a placa inextensivel na direcé abpessura. As cinco deformacdes

consideradas, entdo, podem ser agrupadas em undeéd:unagéc(E) escrito na forma:
E = {Ell E22 2E12 2E13 2E23}T (28)

Este vetor pode ser decomposto em um produto nahtno qual se desacopla as

deformacdes lineares das nao-lineares:

E=Zy+¢ (2.9
onde:
L= {511 £n 28, 20, 20, Ky Ky 2/(12}T (2.10a)
_ T
o= {ﬂl @ 24, O O} (2.10Db)
e:
1 0 000 -x, 0 |
01 000 O -%x O
Z=|0 01 00 O 0 -x (2.10c)
00010 O 0 0
00001 O 0 0 |

Nota-se que os vetores e ¢ compreendem as deformacdes lineares e as defamaco

nao-lineares, respectivamente. A dependéncia daleoada transversal esta contida na matriz
Z.

2.1.4 Relacdes Constitutivas

Na relacéo de tensdo-deformacgéo sera utilizadaria tde Hooke generalizada. Esta pode
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ser expressa na forma [Dym e Shames, 1979]:
gy =21 +AE 9 (2.11)

onde i e A sdo os primeiro e segundo parametros de Laméategamente &7; sdo tensoes
de Cauchyd; € afuncdo delta de Kronecker.

E importante ressaltar que o tensor de Cauchy ¢&gué2.11)) e o tensor de Green
(equacao (2.5)) sdo entidades eulerianas e lagraagerespectivamente. Dessa forma, a relacéao
entre esses tensores resultaria na perda de dodgelev da relacdo constitutiva. No entanto,
devido o fato de que o fator de proporcionalidadze o 2° tensor de Piola-Kirchhoff, que é
uma entidade lagrangeada de tensofes, e o tenstauddy é proximo da identidade, a equacao
(2.11) nao incorre em erro. Ou seja, a relacaotitotiga mantém sua objetividade. Isso ocorre
porque, mesmo em grandes deslocamentos, a placaoff@grandes deformacgdes. A prova
desta afirmacéo pode ser encontrada em Fung [1965].

Sendo assim, aplicam-se as equacdes (2.6) na eqizatd) e obtém-se:

_ ( ) 0,, 1
O =G| Uy 5 +Up, =%\8, 5 +0,, )+ Us,Uz 5+ o u,, —x0,, +Eu3vyu3'y (2.12a)
0,5 =Glus, -6,) (2.12b)

onde G e v sdo o modulo de elasticidade transversal e o aerfe de Poisson,

respectivamente. A tensdo normal a superficie m(exiga) nao € considerada aqui. Esta pode ser

obtida através da lei de Hooke generalizada, nisstna equacéo (2.11), apOs se conhecer as
deformagfes normais de membrana (pos-pocessamaién).disso, considerando que o valor
liguido da tensdo cisalhante transversal diferia rdsultados analiticos da elasticidade

tridimensional, Mindlin adicionou um fator de carée (Kz) gue minora 0 modulo de

elasticidade transversal nas tensfes cisalhantessalforma, a equacao (2.12b) é reescrita na

forma:
7,, = k°Glu,, -6,) (2.13)
De forma matricial, a relagdo constitutiva podeesarita como:
6 =CE (2.14)
no qual:

Gz{all Oz 01, O Uza}T (2.15a)
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2 % 50 0
1-v 1-v
Y 2 5 0 0
C=GC'=G|1-v 1-v (2.15b)
0 0 1 0 O
0 0 0 k2 0
i 0 0 0O O K2_

2.1.5 TensOes Resultantes
A convencdo adotada no presente trabalho estdaiiastna Figura 2.3. Os esforgos

internos sao calculados da seguinte forma:

0//3 J.D/ 0//3 (2.16a)
M o f o, (2.16b)
Q, j 4, T (2.16c)

onde N,, sdo os esforgcos de membrana normais-(3) e cisalhante no plano da superficie

media @ # §) e M, sdo os momentos fletoreg € ) e torcor @ # B) e Q, sdo os

esforcos cisalhantes transversais atuantes na placa

Figura 2.3 - Distribuicdo dos esforcos na placa emelacéo sua superficie deformada

Integram-se as equacdes (2.16), utiliza-se das;6qa42.12a) e (2.13), e obtendo:

_ All-v) L 20, 1
Naﬁ - 2 |:Ugﬁ + Uﬁ[7 +Uu, U3ﬁ 1-oy uy,y +§u3,yu3,y (2173.)

- V0,
M, =P "){e +9ﬁ,a+ﬁew} (2.17b)
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All-v) (

T -9,) (2.17¢)

Q, =k°

onde D = E h?/12{1-v2)=Gh*/6(1-v), também conhecida como a Constante de Sophie ou

rigidez de flexdo de placas/&= Eyh/(l—vz): 2Gh/(1-v), também conhecida como constante

de rigidez de membrana da placa.

Nota-se que a inclusédo da ndo-linearidade georaétéio afeta a forma das equacdes dos
momentos fletores e torsor e esforgos cisalhaBtesacordo com Singh e Elaghabash [2003], a
nado-linearidade s6 altera a forma das equacOesdefasmacdes associadas aos efeitos de
membrana. Isso ocorre pela simplificacdo adotamiasiderando apenas o produto das derivadas
em relacdo ao deslocamento transversal. No entantcorreto deduzir que apenas os esforgos
de membrana sejam afetados pela insercéo do téimbnear na relacdo cinematica descrita na
equacao (2.3). Devido a propria natureza da n@aflidade, inserindo o acoplamento entre
esforcos de membrana e flex&@o, conclui-se que tltnsdes resultantes séo alteradas.

Pode-se obter as equacbes de equilibrio atravésqdiibrio dos esforcos internos,
mostrados na Figura 2.3. No entanto, devido a derestdo de grandes deslocamentos, ocorre o
acoplamento entre esforcos planares e transverSaisdo assim, é mais direto utilizar o
Principio dos Trabalhos Virtuais para a obten¢c& rdasmas. Através deste principio pode-se
obter as condi¢cbes de contorno necessarias pa@ugds das equacles diferenciais que

governam o comportamento da placa.

2.1.6 Equacdes de Equilibrio e Condi¢des de contorno
As equac0Oes de equilibrio e as condi¢cdes de camjoodem ser adquiridas através dos

Principios dos Trabalhos Virtuais [Dym e Shame39]:9
[ b do+ | T.d\dA =] o,dE,dQ (2.18)
Q A Q

ondeb. sé&o forgas de corpoe sédo forgas de superficie.

Considera-se, inicialmente, a variacao da enenggainia de deformacao. Esta aparece na

parte direta da equacgao (2.18). Sendo assim:
U, =] 0, dO (2.19)
Aplicam-se as equacfes (2.6) com as respectivag;as nas deformagdes e chega-se a:

dJ e = .[Q 0-115511 +X30-115K11 + 0-11&4.1 + 20—12&922 - 2X30-125K12 + 20—12&4.2 +

+ 0-22&’22 - X30-225K22 + 0-22&022 + 20—13551 + 20—235ZZdQ

(2.20)
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Integrando-se a equacgao (2.20) na espessuraantbzas relacdes (2.16) e aplicando-se
o teorema de Green nas integrais contendo derividagariacoes resulta:

A, = [ (= Nyyy =Ny, )+ 8, (- Nygy = Ny )+ s (= Nygugy = Ny, - Q-
~ N,y Uz, = Nopliss, = Q5 = Nipills, = 2Nl = NpyoUs, )+
+06, (M, —Q, + My, )+ 36,(M 5, —Q, + My, JdA + (2.21)
+2€— AN, = AU,N,, = Ay (N,Us, +Q, + Ny, )+ 36,M,, +36,M ,,dx, +

+ § dj1N11 + d"IZ N12 + d"I3 (N11u3,1 + Ql + N12u3,1) + 561“/I 11 + JBZM 12dx2
.

Tomando-se agora a parte esquerda da equacao, (@ob8)dera-se entdo que nao ha
forcas de corpo no sistema. Isso ndo quer dizeroguefeitos como gravidade ndo podem ser
considerados. Esses efeitos podem ser condensaghlisa@los como carregamentos em relacéo
a superficie média. Sendo assim, essa parte da&mpade ser reescrita na forma:

-V, = j AT PdA (2.22)
A

sendo que o vetdP pode ser escrito como:

P={a, 0, g m m} (2.23)
onde g, e g, sdo carregamentos contidos no plano da superfiégia, ou carregamentas
plane g, € um carregamento transversal & superficie médizaoegamentout-planee m, e
m, sdo momentos distribuidos sobre a placa. Sendin,as®quacio (2.22) pode ser escrita na

forma:

-, = qud'll +0,AU, + (AU, + M oG, + m,o0,dA (2.24)
A

Leva-se em conta a equacéo (2.18) a partir dagégsid2.21) e (2.24). Condensando-a
através da contracdo do somatoério e considerandocamtorno curvo, relacionando o0s

diferenciaisdx, retilineos comdl" curvo, obtém-se:

Id"a (Naﬁ,ﬁ + qa)+ djSl,(Naﬁu&a )”g + Qy,y + q3]+ 53[7 (M af.pB _Qa + ma )d/\ +
" (2.25)

+§@,N 1,5 + A5 (N75)+ 38, (M yr7, JAm = 0
!
ondes, € a normal ao contorno curvo contidas no plansugerficie media indeformada.
A equacéo (2.25) redunda nas equacdes de equilibrio

Nz +d, =0 (2.26a)
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(NjsUs, ), +Q,, +0, =0 (2.26b)
Mgy —Q,+m, =0 (2.26¢)

sujeitas as condi¢Bes de contorno:

u, emr,ou N, paral, (2.27a)
u; emrl, ou N,n,U;, +Q,n7,paral’, (2.27b)
6, eml, ouM ., paral, (2.27c)

onde I', € o contorno no qual é conhecido os deslocamemtoss o contorno no qual é
conhecido as tragdesle=T,| Jr e I (I, =0.

Deve-se atentar para a condi¢cdo de contorno paeslocamento transversal (equacéo
(2.27b)). Esta tem o termo de acoplamento entestiscos planares com esforgos transversais.
Esses esfor¢os sdo multiplicados pela derivadaedimcamento transversal, que nada mais é que
a inclinacdo da superficie média no contorno dagpl®evido a este acoplamento, para a
aplicacdo da condicado de contorno natural é newespde o método de solucdo seja iterativo
pois esta condigdo depende da resposta da anaiise-eersa.

Considerando-se o caso onde apenas o carregamamgoersal é aplicado. As equacdes

de equilibrio (equacdes (2.26)) podem ser reesaitaapenas uma equacao:
Naﬂu3,a,8 + M af.ap + q3 = O (228)

Os passos adotados para a obtencdo da equacap 2d28&onsiderando que ndo ha

carregamentos longitudinais aplicados na placa, ggliacao (2.26a) obtém-se dg; ; = ; a0

partir da equacao (2.26¢) podem-se relacionar figges cisalhantes com as derivadas dos
momentos, ja que ndo ha momentos distribuidosamjgg a placa. Aplicando essas relagcdes na
equacéao (2.26b) obtéem-se a equacao (2.28). Est@a gdreescrita através dos deslocamentos

apenas, utilizando as equacdes (2.17), que relti@s tensdes resultantes com estes.

2.2  Equacg0es de Flexao Linear de Placas de Mindlin

O objetivo desta subsecao € particularizar as égsagbtidas na subsec¢éo anterior para o
caso no qual as deformagfes séo infinitesimaisefa as equacgdes propostas aqui consideram
apenas a flexao linear de placas semi-espessashré-iadicel nas variaveis indica entidades

lineares.
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2.2.1 Campo de Deslocamentos
O estudo da flexdo linear de placas de Mindlin ©wya o0 mesmo campo de

deslocamentos citado na subsecédo 2.1.2 (equach). (Ro entanto, devido a hipotese de
Kirchhoff onde, em pequenos deslocamentos, ndateéacdo membrana-flexdo, estes graus de
liberdade podem ser analisados separadamente.|Derrtea, como 0 objetivo do presente
trabalho é estudar flexdo de placas, os grausbdedhde de membrana serdo desconsiderados.
Portanto, a equacéao (2.1) pode ser reescrita nmaafor

U (%%, %) = %6, (%, X, ) (2.292)

Uz (%% %) = Uy (x,, %, ) (2.29b)
onde os graus de liberdade podem ser agrupadasma:f

At={y, 6 6} (2.30)

conforme a Figura 2.2.

2.2.2 Campo de Deformacdes
A relagdo cinematica linear pode ser escrita nmador

Ej = %[U i +U jL,i] (2.31)

O tensor descrito na equacao (2.31) é também cmitheomo tensor infinitesimal de

deformacobes. Aplicando o campo de deslocamentgsyittenas equagdes (2.29), obtém-se as

deformacdes, que sao escritas:

2EL, = =%,(6, 5+ 6,,) (2.32a)

2E;, =u,, -6,

a

(2.32h)

As deformacgbes da superficie média podem ser ag@spam um vetor, semelhante ao
descrito na equacédo (2.8). Este pode ser desaopptiEd forma semelhante ao vetor de
deformacdes nao-linear, de modo que:

E- =Hy" (2.33)
onde:

x ={K11 Ky 2Ky, 2¢ 2(2}1- (2.34a)
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- X, 0 00
0 -x;, 0 00

H=l 0 0 -x, 00 (2.34b)
0O 0 0 10
0 0 0 01

sabendo que{, e k, sdo explicitados na equagao (2.7b) e (2.7d), otispenente. A

dependéncia da coordenada transversal esta definidmatrizH de forma semelhante a sua
respectiva no caso nao-linear (equagéao (2.10c)).

2.2.3 Relacgdes Constitutivas e Tensdes Resultantes

Considera-se a relagdo constitutiva descrita nagégu(2.11) e a aplicagéo do fator de
correcdo ao modulo de elasticidade transve(vs%) aplicado as tensdes cisalhantes transversais,

obtém-se as tensdes na qual a placa esta sujeital@@aplicado um carregamento transversal.
Essas tensdes podem ser escritas:

2V
0-;_,5 = _XSG|:6H,,E + 0,3,[7 +m6”’5”ﬂj| (2.353.)

L —

7', = k°Glu,, - @) (2.35b)

Integram-se as tensdes acima para a obtencaord@eseresultantes da placa, conforme
citado nas equacoes (2.16):

N =0 (2.36a)
L D(l—v) 4,,

My == [HM +6,, )0 (2.36b)

QL =k? A(lz_ v) (u,, -8,) (2.36¢)

O motivo nos quais as tensdes resultantes de mamlsarem nulas é pelo

desacoplamento entre os esfor¢os transversais sdongitudinais.

2.2.4 Equacdes de Equilibrio e Condi¢cbes de Contorno

As equacdes de equilibrio e suas respectivas dieslide contorno para o caso de flexao
linear foram obtidas do mesmo modo que no casded@d nao-linear. Devido o fato desta
explicagdo estar contida em Dym e Shames [197%esenvolvimento da mesma ndo seré
apresentado. Sendo assim, as equacdes de equdibbsistema sao:
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M, —QL =0 (2.37a)

Qo —0; =0 (2.37h)

a,a
e suas respectivas condi¢des de contorno:

g, eml, ouM 7, eml, (2.38a)
u, emr, ouQtn, emT, (2.38b)

As equacOes de equilibrio mostradas nas equac@:®) @tdo em funcdo das tensdes
resultantes. No entanto, em muitos casos, é netesgie as mesmas estejam em funcdo dos
deslocamentos da superficie média. Deste modo,eLeal. [2002], demonstra a forma de
obtencéo dessas equacdes e desacopla o deslocdrapst@rsal com as rotacdes da superficie

média. Sendo assim:

DO, ={1- 0? 2.39a
uS ( KZGh qu ( )
2
046, = _10q, L2 Gh 0 (06, 06, (2.30b)
D ox, D(1—|/) 0x, \ 0X, 0X,
2
N, = 109, 2«°Gh 9 (06, 96, (2.390)
Dox, D(-v)ox \dx, dx,

Conforme j& dito, a simplificacdo adotada por Coekievinson [1983] considera que
6,,=6,,. Isso faz com que o Ultimo termo das equacgdesOlf.2 (2.39c) se anule,
desacoplando também as rotacdes da superficie .niMliantanto, como mostrado por Lee et.
al. [2002], isso s6 é vélido para placas de Nawarseja, placas com condigbes de contorno

SSSS. Alem disso, a consideracdo&le = 6,, gera uma rigidez de flexdo virtual indesejada,

conforme Reddy [2001].
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3. O METODO pb-2

3.1 Introducgdo do Método

O Método de Rayleigh-Ritz utiliza comumente comiagipio variacional o Principio da
Minima Energia Potencial (PMEP). Os graus de lihded da equacdo diferencial s&o
interpolados por combinacdes lineares de funcdg®es0 de cada funcdo € encontrado atraves
do principio variacional citado de forma que [Taarth 1973]: “De todos os campos de
deslocamentos que satisfazem as condi¢cdes de worgscritas, o estado correto € aquele que
faz com que a energia potencial total da estrigej@aminima”.

O PMEP se baseia na primeira variacdo da diferent@ a energia de deformacéo
interna e do potencial do trabalho externo. Comaitdo a variacdo dessa diferenca nula,
encontra-se 0 minimo do sistema, encontrando-s&oent conjunto de constantes, que
multiplicam as fungbes de interpolagdo, que geram mé&ima energia potencial.

Matematicamente:
n=u,-v.0d1=4U,-V,)=0 (3.1)
ondell € o funcional da minima energia potenci, a energia de deformacéo de deformagéo

e V,, o potencial externo.

A interpolacao dos graus de liberdade de uma pladdindlin pode ser escrita como:

U, g, ®,C,
u, u, ®,C,
A={u,t 0A={0,!={o.c, (3.2)
6, él ®,C,
6, 2 ®5Cq




36

no qualc,, c,, C,, C, € C; Sao 0s conjuntos de constantes para os desloasriengitudinais

(sub-indice 1 e 2), para o deslocamento transvésshlindice 3), e para as rotacdes (sub-indice
4 e 5). Aléem dissom,, ®o,, 0;, ®, € o, Sdo as fungdes de interpolagdo das respectivas

variaveis interpoladas. Estas podem ser de qualgoélia desde que seu grau seja diferenciavel
em relagdo a metodologia adotada e que obedecacora@coes de contorno. A primeira
restricdo é facilmente contornada. Podem-se utiliiangbes trigonométricas que séo
infinitamente diferenciaveis ou ajustar a funcdoapgue tenha grau superior ao do nimero de
derivacoes usadas pela metodologia para a obtelacésposta das equacdes diferenciais. Aléem
disso, o método permite que as funcdes de intgg@olalobais possam ser infinitamente
enriguecidas, conforme a necessidade do probledmpoténcia computacional disponivel. A
segunda restricdo € mais complicada, pois dependeéacdyeometria do componente, pode-se
tornar impossivel encontrar uma base que respeiteradicées de contorno.

A Figura 3.1 mostra os graus de liberdade de ureatarda placa. Esses graus de
liberdade sdo mostrados em coordenadas locaisagoondicdes de contorno séo aplicadas

nessas coordenadas.

9| contorno
\ retilineo

Figura 3.1 - Graus de liberdade do contorno retiliro da placa

Para resolver o problema de aplicagcdo das condg@e®ntorno, uma modificagdo no
método de Rayleigh-Ritz, denominapla2, foi adotada para inserir as condi¢cdes de coator
em formas de zeros nas funcdes de interpolacaersais pesquisadores utilizaram o métpoo
2 para solucionar as equacoes diferenciais dospgebemas [Kitipornchai, 1994; Liew et. al.,
1993; Wang e Aung, 2007]. As funcdes de interpaag® modificadas na forma:

v, = 0,0, (3.39)
v, = 0,0, (3.3b)

Y; =050, (3.3¢)
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v, =0,0, (3.3d)
Vs = 0505 (3.3¢)
ondewy,, v,, y;, ¥y, € y. S80 as novas fungdes de interpolacéo que obedexeondicoes

de contorno. As fungbeg; tem a forma:

ncc

g=qk-m% (3.4)

onde x; — X,. € a equacao da linha de contorno (contorno retilmostrado na Figura 3.1pec

€ 0 numero de condi¢des de contorno aplicadosaodg liberdade, que em placas poligonais
tomam o valor do nimero de arestas da placa. OCeexpd,. pode assumir dois valores, com
respeito as condicdes de contorno: 0 para arestas l(ou seja, deslocamentos ou rotacdes
diferentes de zero) e 1 para arestas fixas (oy degocamentos ou rotacdes nulas). Para o caso
de uma aresta livre (F), considerando placas deallMino expoente, para todos os graus de
liberdade, é zero. Entdo, considerando a Figurg 8d expoentes relacionados aos
deslocamentos longitudinais, ( e u,) e o deslocamento transversal X bem como as rotagoes
(6, e 6,) sao nulos na aresta. .No caso de uma arestaesim@hte apoiada (S), o expoente para
os graus de liberdade translacionais,(u, e u,) e rotacional normal{,) € 1 e para os
rotacional tangenciald) € 0, novamente, considerando a Figura 3.1. &&rs&iderarmos uma
aresta engastada (C), o expoente para todos os geudiberdade é 1. Ainda sim, esta
modificacdo permite a insercdo de outros tipos alelicdes de contorno. Como exemplo, o
expoente, para o0 caso de uma aresta apenas apdalgraus de liberdade translacionais
longitudinais e rotacionais recebe valores nulouantp o expoente do grau de liberdade
translacional transversal, unitario. Porém, apeasistrés primeiras condicdes de contorno
explicadas serao utilizadas no presente trababkemplos de condicbes de contorno que podem
ser aplicadas com facilidades utilizando a modificado Método de Rayleigh-Ritgh-2, estdo
mostradas na Figura 3.2.

Esta modificacdo bem como os exemplos mostrados@&@ados a teoria de placas de

Mindlin. Caso a teoria classica de placas sejaajsaeéxpoent&,. pode receber trés valores: 0
para aresta livre (F), 1 para aresta apoiada (Spa&a aresta engastada (C). Isso porque, nesta
teoria, as rota¢des da superficie médlag 6,) estdo acopladas com o deslocamento transversal
(uy). De tal forma, para o caso de uma aresta engastdéin da insercdo de uma raiz nas

funcBes de interpolacdo do deslocamento transveesglosicdo da condicdo de contorno é
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necessario que sua derivada seja nula nessa pdaipd@m. Portanto, o uso do expoente 2
insere 0s zeros tanto na fungao quanto na suaadarfiiew et. al., 1993].

Existe uma grande discussédo sobre os tipos de gdmsdide contorno que podem ser
aplicadas: naturais bem como essenciais ou umaicagim dessas. Dessa forma, aparecem
algumas questdes como condi¢cdes de contorno simghds apoiadasoft ou hard O mesmo
acontece com relacdo ao engaste, que pod®&eu hard. E necessario que se diga que apenas
condicOes de contorrsonft sdo aplicadas pelo métodb-2. Além disso, é importante mencionar
que na teoria classica de placas apenas condigdesrdornohard podem ser aplicadas. O
motivo disso € o acoplamento entre 0 deslocameats\versal e as rotacbes da placa. Uma
melhor explicacdo sobre os tipos de condicfes déowow pode ser encontrada em Szabo e
Babuska [1991].

______ aresta apoiada
aresta engastada

.............................. aresta livre

Figura 3.2 - Exemplos de Condi¢es de Contorno

Nota-se que com esse meétodo, as condicdes de mongsisenciais do sistema sao
aplicadas as funcdes de interpolagédo fazendo camaguiltimas ndo sejam, necessariamente,
cinematicamente admissiveis.

Com a modificacdo explicitada nas equacdes (3(3)4), a interpolacdo do campo de

deslocamentos muda na forma:

0, =wy.c (3.5a)
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0, = y,C, (3.5b)
U, = W,Cy (3.5¢)
6, =vy,c, (3.5d)
6, =y (3.5¢)

A primeira variacao da diferenca da energia intelemaeformacéo e do trabalho externo,
com um campo de deslocamento interpolado pelasdésnde interpolacdo explicitadas nas

equacoes (3.5) gera:

on :aue_avezo (3.6)
oc.

_a_q oc,

No presente trabalho, funcbes de interpolacdo oliais serdo usadas. Sendo assim,

essas funcoes, explicitadas nas equacdes (3.5npEafeescritas na forma:

Wi = G Xy X3 (3.7)
onde:
m:Léi““z)_i (3.8)

sabendo quen é a posicdo no vetor de uma das funcdes de itaefmw ek descreve para qual
grau de liberdade estda sendo montada a base dpoiatgio. O namero de constam(em)

necessarias para cada interpolacéo é dado por:

e = (ng +1);ng+2) (3.9)

ondeng € o grau primario da base de interpolagdo. Dipremario, pois este muda apos a
aplicacdo das condicbes de contorno. Este valgr i6fluéncia diretamente no numero de

constantes necessarias para a interpolacao, comeospo observado na equacéao (3.9).

3.1.1 Parametrizacdo da Geometria do Sistema

A parametrizacdo da geometria do sistema foi inizwdh a fim de se pode aplicar a
metodologia a placas quadrilaterais ndo retangulaksta parametrizacdo € idéntica a
comumente utilizada no elemento finito bilineaddeds, como mostra a Figura 3.3.

A parametrizagdo foi aplicada no célculo das deégfes do sistema. Inicialmente, os
sistemas de coordenadas foram relacionados atdageguatro vértices. Entdo, as derivadas do

sistema de coordenadas cartesianas foram subasituie¢las derivadas do sistema de
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coordenadas natural, na forma:

ol _ dl
) (3.10)
ox, 0ds,

na qualw,, =0s,/dx, . As deformagbes podem ser escritas no sistemaatdenadas natural.

Dessa forma:
1 ou auﬁ
E . == ‘w,+—=w 3.11a
@ 2(0s, ¥ os, W] ( )
1( 08 06,
K ,=— Yo, +—Ew 3.11b
@ 2(es, ” o, ”’] ( )
1| du, ou,
=—| — — 3.11
Yo 2| 0s, D os, " ] (3.11¢c)
1( du,
= — -6 3.11d
Za Z(GS}/ %4 aJ ( )

(@) (b)

Figura 3.3 - Parametrizacdo da Geometria: (a) Coorehadas cartesianas e (b) Coordenadas naturais

3.1.2 Calculo da Energia de Deformacéao Interna e do ThakBkterno
A energia de deformacao interna pode ser calcysatta produto interno do tensor de

tensdo de Cauchy e do tensor de deformacdes da Gaderma:

_1r .
Ue—Eic.EdQ (3.12)

Sendo material isotropico, a equacao (2.14) podeesscrita como:

U, =%IETCEdQ (3.13)
Q
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Inserem-se as equacgdes (2.6) e (2.15a) na equagad) ¢ obtém-se:

U, =%IXTZTCZ)(+ZXTZTCq)+(pTC(de (3.14)
Q

Conforme o sistema de Azizian e Dawe [1985], a e&oid3.14) pode ser dividida em
relacdo a ordem dos termos dos deslocamentosn@ipwirelaciona os termos quadraticos dos
deslocamentos. Esse termo corresponde as deforsagéares do sistema. O segundo termo da
equacao (3.14) trata os termos cubicos dos desittas Este, relaciona as deformacdes de
membrana e flexdo linear com os termos de flex@slingar. Ja o terceiro termo da equacao
(3.14) lida com deslocamentos quarticos, que m@@capenas os termos de flexdo ndo-linear.

Considera-se o produto das matrizese C no primeiro termo da equacéo (3.14). Este

pode ser feito antes do produto com os vetoregfiterdacao:

2 v 0 0 o 2%y 2%, 0
1-v 1-v 1-v 1-v
w2 g g g M 2%
1-v 1-v 1-v 1-v
0 0 1 0 O 0 0 -Xx
2
27C7 =G 0 0 0 « O2 0 0 0 (3.15)
0 0 0 0 « O2 O2 0
2%, 20X, O 0 o X5 23
1-v 1-v 1 v 1—2|/
20X, 2X, 0 0 o0 X5 2Xg 0
1-v 1-v 1-v 1-v
0 0 -x 0 O 0 0 Xz |

O mesmo é feito com os produtos matriciais no sgguermo da equacéo (3.14). Isto é:

2 %Y 45 0 0
1-v 1-v
> 2 45 9 o
1-v 1-v
0 0 1 0

2

zic=g| @ 0 0 « 0 (3.16)

0 0 0 0 «?
2X;  2UX, 0 0 o0
1-v 1-v
WX, 2X%, 0 o
1-v 1-v
| 0 0 -x3 0 0]

Considerando que apenas esses termos dependenpeksuga, pode-se integrar a

equagéao (3.14) na dire¢cadg. Sabendo que:
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N 3
j ;z/z{cte Cte X3 Cte X§ }dXS = {Cte h O Cte %}

as equacoes (3.15) e (3.16) podem ser reescrifasma:

2h 2wy g g 0 0 0
1-v 1-v
2hv 2h 0 0 0 0
1-v 1-v
0 0 h 0 0 0
iy 0 0 0 «%2h O 0 0 0
R =[,Z'CZ0x =G 0 0 o kh 0 0o o (17
0 0 O o th 1w
61—;/ 61—31/
0 o o 0 o W 1h
61l-v 61-v
h3
0 0 0 0 O 0 0o —
i 12|
h 2hv 0 0 0
1-v 1-v
2hv  2h 0
- 1-v
\ 0 0 h
Ru = ;zTCdx3=G 0 0 0 «%h O (3.18)
0 0 0 0 «2n
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 0]

Através das equacoes (3.17) e (3.18), a equacBd) (Bode ser reescrita na forma:

1 11 - - -
U, :EG”XTRLX+2;(TRAC<|>+<pTRNLq,o|s,st1 (3.19)

-1-1
onde:
R, =hC (3.20)

As variaveis na equacéo (3.19) ja estdo paramdaszaonforme explicado na subsecéo
3.1.1 e as matrizes constitutivas ja estdo invegamo modulo de elasticidade transversal
(matrizes come ). A integracédo acima pode ser feita de diversaade. A melhor dependera do
tipo de funcéo de interpolacao utilizada. No casasb de polindmios, a quadratura de Gauss é
a melhor forma, pois seu resultado é exato quanitipado o numero correto de pontos de

integracdo. A informacdo da relacdo entre a areanpdrizada e a éarea real, ou seja, o
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Jacobiano, esta inserida dentro de cada um dosesede deformacdo, conforme mostrado nas
equagdes (3.10) e (3.11). Fazendo-se os produttrsciaia e colocando-se em evidéncia 0s
valores dew,, , 0 Jacobiano aparece naturalmente.
A obtencéo do potencial de trabalho externo € siaiples. Este € escrito na forma:
-1-1 nf
V, = [ [ATPdsds + Y A"(s,. s )F (3.21)

bR} i=1
onde o primeiro termo considera os carregamentosugerficie e o Ultimo considera os
carregamentos pontuaib. € o vetor no qual estdo agrupados os carregameateentrados,

semelhante ao vetd? enf é o numero de for¢as concentradas aplicadas reafig media.s,
e s, sdo as posicoes, em relagdo ao sistema coordenadal, da aplicagdo dos carregamentos

pontuais.

3.2 Formulagéo Matricial

Uma formulagdo matricial sera adotada devido a lsiidpde da mesma e facil
implementacg&o. Os vetores de constantes (equagdp 48rupam-as em relacéo aos respectivos

graus de liberdade. Estes vetores podem ser umdosna Unica entidade. Esta tem a forma:
A ={clT c, C cC, cST}T (3.22)

As funcgdes de interpolacdo séo agrupadas em unmi rfiddgonal” na forma:

o, 0 0 0 0
0 o, 0O 0 O
M=| 0 o, 0 0 (3.23)
0 0 0 o, O
0 0 0 o |

As funcdes das condi¢cbdes de contorno podem seasieith uma matriz diagonal, de tal

modo:
g, 0 0 0 O]
0 go 0 0 O
G=|0 0 g, 0 O (3.24)
0O 0 0 g, O
|10 0 0 0 g

no qual a matrizG agrupa as funcdes que aplicardo as condi¢cdesrderco nas fungbes de

interpolacdo. Tomando as equacgles (3.5) e as equB@?) — (3.24), pode-se escrever 0s
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deslocamentos interpolados como:
A =GM2 =N (3.25)

onde a matrizN € composta pelas fun¢des de interpolagdo do sstgmcinematicamente
admissiveis. As dimensfes da mathiz sdo parametros para o custo computacional para a
solucdo do problema. Como pode-se ver, esta magerada através de um produto matricial
entre as matrize§ e M (equacao (3.25)). E sabido que a maBiz quadrada de dimensdes 5.
Ja a matrizM € retangular e suas dimensdes sdo tha Pessa forma, a matrikl tera
dimensodes 5 xri.

O vetor y, explicitado na equacao (2.10a), que corresporaeagrupamento das

deformacgdes lineares, pode ser escrito em funcéaeslocamentos interpolados através de um
produto com um operador matricial. Este produto adiorma:

7 =B, A=D_Ni (3.26)

ondeD, é um operador linear dado por:

LIS O 0 © 0
0X,
0 o0 0 0 0
0X,
00 00 4 4
0X, 0%
0 0 aa—D 1 0
D, = axlm (3.27)
0 O — O 1
0X,
0 0O O oC
0X,
0 0O 0 O o0
0X,
| 0x, 0x |

A equacao (3.26) pbe em evidéncia as constantesméalodo de Rayleigh-Ritz. Isso

também pode ser feito com o vetpr mostrado na equacao (2.10b), o que resulta:

¢ =S,D,NM'N"D,"r, +S,D,NAA'N'D,r, =

(3.28)
=S,B,A"B,"r, +S,B.0A"B,r,

sendo:
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_yoooo 00 0 00
2
0 000 O 0% 000
$S={0 0000 s,=[0 0 ¥ 00 (3.29)
0 00O0O 00 0 00O
|0 000 0 0 0 0 00
1 0
1 0
r,=4-1 r,=41 (3.30)
0 0
0 0
I ) 1 i ) 1
0094 00 0094 00
) )
D oo/%(xzoo D oo/%xzoo o
= 0 = 0 .
17100 9 00 2oo/%fxzoo
00 0 00 00 0 00
00 0 00 00 0 00
B, =D,N (3.32)

O apéndice | demonstra 0s passos para a sepam@g@ornbktantes das deformacdes nao-
lineares.

Com os vetores de deformacéo linear e nao-lineafumgéo das constantes, pode-se
escrever a energia de deformacéao e o trabalhanex¢éen funcdo das mesmas. Portanto, aplicam-

se as equacdes (3.26) e (3.28) nas equacdes €33.2)1), obtém-se:

11
U, :%GIILTBLTRLBLL+2kTBLRACBlle1Tk +
-1-1
+20TB R ,B,AV, A +ATVATB, 'R, BV, A+ (3.33)
+20."V,AB, R, BL,AV, A +ATV,ATB,, R B,AV, A ds,ds
11 nf
V, = [[ATNTP dsds +> 4N (s,.s,)F (3.34)
-1-1 i=1
onde:
B, =S,B, vV, =Blr, (3.35)

Os detalhes da obtencao da equacao (3.33) é aese apéndice .
Substituindo as equacdes (3.33) e (3.34) em (BtEnho-se o potencial total da superficie
elastica:
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11 11
M =%M G[[B,'R.B dsdsk+1"G[[B R,B,AV, dsdsh +
-1-1 -1-1
11 - 1 11 -
+1TG[ [B R BV, dsds 2 +22TG[ [VATB,, R BiAV, ds,ds &+
-1-1 2 -1-1
: s (3.36)
+17G[ [VATBy, Ry By,AV, ds,ds ;‘+§;\'TG.[,[V2;‘T812TRNL812;‘V2TdSzdS_L A+

-1-1 -1-1

11 nf
—)MT”NTPdSstl -1"Y N'(s,.s,)F
1

-1-1 i=

Minimizando o sistema, obtém-se a equacdo geral pdublema. O ponto de

estacioneidade é dado por:

—

1 11
[B.'R B, dsds 2.+3 [[B, "R B, AV," dsds, a+
-1

-1-1

LN

11 11
+3[[B. "R xcB,AV, " ds,ds 2 +2[ [VATB,, 'R BV, ds,ds & +

-1-1 -1-1

- . (3.37)
+4[ [VATB, R B,AV, " ds,ds b +2[ [V,4TB, R B,AV, ds,ds . -

-1-1 -1-1
AETNe o
—EDILN Pdszdg—;N (s,.s,)F|=0
3.2.1 Simplificagéo do Sistema para a Resposta linear
Tomando-se a equacado (3.13) e considerando-seuastas (2.31) e (2.33), pode-se
reescrever a energia potencial da estrutura, qusmldl@ hipotese dos pequenos deslocamentos.

Esta pode ser definida como:
T R L
U _ij HTCHy dQ (3.38)
Q

Integrando-se a equacao (3.38) na espessura egidramdo as deformagdes conforme

o capitulo 3.1.1, tem-se:

11
ut =%”XLTRtXLdszds1 (3.39)

-1-1

onde:
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h® vh?
oi+v) saev) ° O °
vh? h®
0 0 0
=[H"CHdx, =G 6(1+v) 6(t+v) . (3.40)
0 o =~ 0 o
12
0 0 0 «h O
0 0O 0 0 «h]

O vetor de deformacdes lineargs pode ser desacoplado aplicando-se um operador
linear, conforme seu respectivo quando em granéstochmentos (equacdo (3.26)). Dessa
forma:

x" =BLA" =DIN"A" (3.41)

ondeD; é o operador linear que pode ser escrito como:

0 90 0
0%,
0X,
D;=| O 90 of (3.42)
ox, 0x
90 41 5
0%,
00
| 0X, |

e a matrizN" e o vetorA" s&o idénticos aos seus respectivos na analiséine@n-(equacio
(3.25) e (3.22), respectivamente) porém considerapegnas os graus de liberdade interpolados
pela analise linear, mostrados na equacéo (2.30).

Dessa forma, inserindo a equacéo (3.41) na equgd:ad8), obtém-se a energia de

deformacéo, com as constantes do MRR em evid&partanto:
- 11
_—;& jj R'Blds,dsi" (3.43)
-1-1

Nota-se que a diferenca entre a energia de def@onapnsiderando grandes
deslocamentos (equacao (3.14)) e a energia coasttedeslocamentos infinitesimais (equacao
(3.43)) sdo os dois ultimos termos da primeira. €gen dito, estes termos consideram o
acoplamento entre os esfor¢cos de membrana conflexde. Devido a hipotese de Kirchhoff de

que, em pequenos deslocamentos, ndo ha essa diateesges termos ndo aparecem na energia
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de deformacéo linear (equagéo (3.43)). Comparargltesgia de deformacao linear com a néo-
linear pode-se ver com clareza a influéncia dos deimos na ultima equacdo. Quando o
requisito de pequenos deslocamentos néo é satjsbeitseja, quando o cosseno do angulo da
superficie média ndo satisfaz a relacdo da unidadmergia externa aplicada a placa deve-se
dividir em termos de flexdo e de membrana. No ¢ofasses efeitos n&do influem na deflexéo da
placa de forma separada. Como a curvatura da $tipermhédia é afetada pela flexdo e a
quantidade de energia inserida nos efeitos de naralbdepende desse angulo, os efeitos se
acoplam. Além disso, o acoplamento é majorado celacdo a este angulo. Os efeitos de
membrana podem gerar momentos e alterar aindaestsnclinacdo. Além de tudo, pode-se
ver que, em deslocamentos infinitesimais, a equé8ad) se reduz a equacéo (3.43), pois o0s
termos do vetorp , que contém as deformacdes néo-lineares, sdaldasomenores que o vetor

¥ . Sendo assim, 0 segundo e o terceiro termo dec@qud.14) ficam de ordens menores em
relacdo ao primeiro. Ou seja, a equacao (3.14)esezra (3.43) quando em pequenos
deslocamentos.

O potencial externo em pequenos deslocamentosnguenalise ndo-linear é descrito
pela equacao (3.34), € idéntico considerando apumasia analise linear apenas trés graus de
liberdade séo interpolados (equacao (2.30)), aéside cinco.

O funcional da minima energia potencial (equac&D)&ntdo é escrito:

_—x” jjl R-Blds,dsa" At HN Plds,ds (3.44)

-1-1

O ponto de estacionariedade € dado por:

11 11
G[[B}'RiBlds,dsi" ~[ [N"'P'ds,ds =0 (3.45)

-1-1 -1-1

3.3 Adimensionalizacdo do Sistema

Todo o sistema foi adimensionalizado para aumensamplicidade do mesmo e para a
comparacao de resultados, além de torna-los massgé adimensionalizacdo seguida pelo
presente trabalho é semelhante a usada por diveutmes [Lee et. al., 2002; Wang et. al., 2001;
Pica et. al., 1980; Rushton, 1970].

A adimensionalizagdo utilizada para o carregaménto

_ a* a.E.h*
G = g3h4 0y = 2 X (3.46)
y

sendo quey, é o carregamento transversal real aplicado a fcipemédia,q, € o carregamento
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adimensional @ é o menor lado da placa.
Tomando-se a equacgado (3.45), pode-se sugerir umo cadimensional para o
carregamento que se ajuste melhor ao caso linstr €E

_ Q3a4

o (3.47)

o, =21+v)g,

ondeq, € um dos adimensionais propostos pelo preseiuiz!tia

Nota-se que o carregamento real é proporcional @dulo de elasticidade longitudinal
(equacéo (3.46)) ou transversal (equagédo (3.4DndCserd visto a seguir (capitulo 3.4.1 para o
caso linear e capitulo 3.4.2 para o caso nao-jnpade-se mostrar que a resposta do sistema €
linear a este parametro constitutivo. O uso destanpetrizacdo no carregamento faz com que a
solucdo independa do médulo de elasticidade lodigial/transversal.

Com relagédo a adimensionalizacdo da deflexdo teasal existem duas formas mais

utilizadas. Elas sao:

W, = o (3.48)
h

W, = WO? (3.49)
g;a

onde W, e w, sdo as deflexdes adimensionalizadas, & o deslocamento da placa em uma

posicdo especifica, normalmente no centro da pMoaentanto, para o caso de placas SFSF,
pode-se estar se referindo ao deslocamento noaaedwesta livre. O adimensional da equagéo
(3.48) é usado por autores como Pica et. al. [1@8Bushton [1970]. Ja o adimensional da
equacao (3.49) é utilizado por Lee et. al. [200@]Jang et. al. [2001], entre outros.

Os adimensionais usados para as tensdes resukaotes

M= e (3.50)
@ Q3az .
Q=2 (3.51)

0sa

3.4  Método de Solucéo

Tanto a solucdo do sistema nao-linear dado pelagégu(3.37) quanto a do sistema
linear dado pela equacédo (3.45) pode ser diret’lRR ndo necessita de rotinas de solucéo
iterativas para a obtenc&o das constantes de alegw. No entanto, a metodologia utilizada
pelo presente trabalho para a obtencdo da solucdterativa para o caso de grandes
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deslocamentos (equacéo (3.37)) e direta para odmseslocamentos infinitesimais. O método
de Newton-Raphson Modificado serd aplicado parebtangdo da resposta nao-linear. Ja a
resposta linear sera obtida através da inversaoatiaz que contém as funcdes de interpolacéo

ja multiplicada pelos parametros constitutivos engétricos.

3.4.1 Solucgao Direta
Tomando-se o vetor de car§a descrito na equacao (2.23), rearranjando-o cordas
graus de liberdade interpolados pela analise lifequacdo (2.30)) e considerando apenas

carregamentos transversais, tem-se:
P-={g, 0 0} (3.52)

Considera-se entdo o carregamento adimensionaickxgdb na equacdo (3.47). A

equacao (3.52) pode ser reescrita conforme:

q,Gh*
a°

_ G,Gh*

3
a4

pt = {1 o 0 (3.53)

Tomam-se entdo as equacdes (3.40) e (3.43). A dlljpode ser reescrita com a

modificagdo da matriz constitutiva na forma:
1 TtE T~
ut =§GLL [[BI'RiBds,ds2t (3.54)
-1-1

onde F~2t = Rt/G. Conforme a equacéo (3.40), a maﬂﬁz depende apenas do coeficiente de
Poisson, com relagdo aos parametros constitutivos.

Considerando entdo a equacao (3.45) e percebengioese carregamento ndo depende
das variaveis de integracao:

4
a -1-1

Gh'[Houra T
AL =2 {”Bt RtBtdszds_} [[N“e dsds (3.55)
-1-1

Nota-se que o valor das constantes é linearmempommional ao carregamento
parametrizado e que o modulo de elasticidade teasalvnao influencia na resposta do sistema
quando usada a parametrizacdo sugerida na equia4an (

Observa-se que o sistema pode ser resolvido camn feeflidade pois as dimensfes das
matrizes na equacéao (3.55) sdo proporcionais acerioe graus de liberdade e do grau do
polindmio de interpolacdo primario. A matriz quedsmvertida tem dimensdesa®x 5nc. Como
o valor denc depende do grau priméario do polindbmio de interp@dafg), como mostrado na
equacao (3.9), o custo desta operagédo dependeedittero.
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Esta formulacdo pode ser usada tanto para solsgdeisanaliticas como para solugdes
numéricas. Por causa da primeira, ndo se podeapplgzomposi¢cdes matriciais para evitar ou
facilitar a inversdo da matriz. Isso porque estdepoonter variaveis literais, podendo assim,
tornar essas operacdes impossiveis ou muito cgsi@sao ja dito, as dimensdes da matriz que
sera invertida sdo pequenas ao ponto de ndo tessar operacdo custosa de forma que se

buscasse alternativas para este processo.

3.4.2 Método de Newton-Raphson Modificado

O método de Newton-Raphson modificado [Borche, 26@@es et. al., 2001; Cohen et.
al., 2003] foi utilizado para a obtencédo das camiss do sistema ndo-linear. Este método foi
escolhido devido sua facil implementacédo e porlseconvergéncia, que para casos gerais €
quadratica. A modificacdo no método é utilizadeaparitar o calculo de uma matriz inversa a
cada interagcéo, em detrimento da sua convergéncia.

Sendo assim, considerando uma funcdo algébricaizes da funcdbsao encontradas
na forma:

X =%~ ff,(())((i )) (3.56)

Considerando um sistema matricial, conforme explild na equacéo (3.37), a equacao

(3.56) pode ser escrita como:
hig =4 _J'()"o)_l*](x’i) (3.57)

onde:

11 11
;\’ ) '['[BLTRLBL dszd%. ;\’i +3J-J-BLTRACBll;\’iV1T d%d% )\‘i +
-1-1

1
-1-1

+3

Le—r

1 11

IBLT R ACBlZ;"iVZT dSZdSA ;"i + 2'[ jvl;"iT BllT R NLBll)“ivleSZdSA )“i +

- L (3.58)
IV ;"iTBllT R NL812;"iV2T dSng A+ 2! IvzxiTBlzT R NLBlZ)“iVZT dSsti A -

-1

-1-1

+4

—y H'—"“

N"Pds,ds - ZN (.., )F

=1

R

LN
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H'—'H

1 11
=] [BJRB ds,ds +6 ] [BR xcByykoV, dsds, +
-1

-1-1

iTBllTRNLBll)“OVleSZd%-'- (359)

+ GﬁBLTRACBuxOVZT ds,ds + eﬁle
-1-1

-1-1

11 11
+ 12'[ '[Vl)\‘iT BllT R NL812)\‘0V2T d%d% + 6J- J-VZ)\‘iT BlZT R NL812)\‘0V2T d%d%

-1-1 -1-1
e A, € o conjunto de constantes da solucgéo linear.

No entanto, mesmo utilizando a modificacdo do netbel Newton-Raphson, a derivada
inicial do problema é extensa e de grande custopatamional, considerando que a mesma
podera ser calculada com parametros literais, hac@®m semi-analitica. Sendo assim, em
detrimento da convergéncia, todos os termos n&edlegs foram desconsiderados. Espera-se
entdo, que a medida que os efeitos ndo-linearess®am aparentes, a convergéncia da solucéo

desacelere. Entdo, a equacgao (3.59) pode seritagscforma:

,_\'—n—‘

1
jBLTRLBL ds,ds, (3.60)
-1

qgue € independente das constantes do sistema.

A solucédo do sistema, descrito na equacgéao (3.3%da& como:
11 ria n
{J-'[B RLBLd%d%:| E['[N Pd%d§+ZNT(Sa,SD)F—
-1-1 -1-1 i=1

11
-3 IIBLTRACBll;"iVlT d§d32 )“i _3IJBLTRA0812)‘%V2T dszdsi ;"i -

1—11—1 -1-1 . (361)
- ZJ-J-Vl)“iTBnTRNLBn)‘iV1TdSzds_)‘i _4'['[V1)“iTBllTRNLB:I.2)“iV2T d%ds_xi

-1-1 -1-1

11
- ZJ- jvz)‘iT B12T R NLB12)‘iV2TdSQd3_ )“i }

-1-1

Dessa forma, obtém-se um novo conjunto de constaniere-se este na equacao (3.57)
e obtém-se uma nova estimativa. ApOs isso, patarexidivergéncia da solucédo, um fator de

relaxacdo € adotado que altera o vetor de constaat®rma:
b = Py + (1= PP (3.62)
onde %, é o conjunto de constantes obtidos resolvendstersa da equacéo (3.61)ke, é o

conjunto utilizado para na parte ndo-linear. Enthapvo conjunto obtido na equagéao (3.62) &

aplicado na parte nédo-linear da equacao (3.61)ddGassim, esses passos sao repetidos a cada
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interacdo até a obtencéo da convergéncia.

3.4.3 Fluxograma do Programa

Parametros 1. Para}metros Essenglal; Deform a(;(N)es
2. Parametros Constitutivos

3. Parametros Geométricos Tensoes
4. Carregamentos Tensoes Resultantes
5. Condigdes de Contorno

1
Matrizes 6. Montagem da matriz constitutiva de Obten(;ﬁo das
. flexo linear ja integrada (equagdo (3.17)) ~
Constitutivas | 7. Montagem das matrizes Constitutivas de Equa(;oe.s dos Graus
acoplamento e flexdo ndo-linear ja de Liberdade
integrada (equagdo (3.18) e (3.20)) Interpo]ados

. . . N N So lver 20. Insergéo dos termos ndo-lineares no

Matrizes de g f/lr(ly?t:ge(:i S:?EeﬂfiIzn(ti(;;pglsggzs(zguagao G7) carregamento externo (equacég (3.61))

Funcd ) - N 21. Corregélo dos termos ndo-lineares com as
ungoes de Interpolagao (equagdo (3.25)) constantes encontradas (equagdo (3.61))

InterPOIa(}ao 10. Param?trlzaqao iias funqoes de 22. Solugdo do Sistema (equagdo (3.61))
Interpolagéo (equagdo (3.11)) - .
O ; . 23. Obtengdo das constantes melhores através
11. Aplicagéo do operador linear na Matriz 5
de flexdo li 30 (3.26)) do MNRM (equagéo (3.57))
¢ flexdo linear (equagdo (3. 24. Amortecimento das Constantes (equagio

12. Aplicagéo das operagdes nas matrizes de (3.62))
acoplamento e de flexdo ndo-linear (equacdo (3.28)) :

Produtos 13. Produto dos} vetores de‘ flexdo linear com sua Potencial ]7. Produt? entre a matriz de fungdes de
. respectiva matriz constitutiva (equagdo (3.43)) interpolagdo e o vetor de
Matriciais 14. Produtos das matrizes de acoplamento ¢ flexdo ndo- Externo carga (equago (3.34))
linear com suas respectivas matrizes 18. Integragdo do produto entre a matriz de
constitutivas (equagdo (3.33)) fungdes de interpolagdo e o vetor de
carga (quo (3.34))

Integrac;éo das | 13- Integragao da Matriz de
flexdo linear (equagdo (3.43))

Matrizes 16. Integragdo das matrizes de acoplamento
e flexdio néo-linear (equagdo (3.33))

Figura 3.4 - Fluxograma do programa

Para melhor mostrar os métodos de solugéo utilizadste trabalho, é necessario indicar
o funcionamento do programa criado para a obtedgicesposta. A rotina do programa é a
mesma para a analise linear quanto para a naa;li@eeeto que na primeira apenas um unico
passo é requerido (analise ndo-iterativa).

A insercdo dos parametros, no inicio da rotina,p@sicdo de entrada dos dados para a
analise. Os parametros essenciais sdo: numeraadalgrpolindmio de interpolacdo de cada um

dos graus de liberdade; urflag para informar se a analise € linear ou néo-linsando esta
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ndo-linear, pardmetros como relaxamento da solegéionero maximo de iteracdes também séo
informados. Considerando que a andlise é elasims,parametros constitutivos é necessario
indicar ao programa o moédulo de elasticidade lowigial e o coeficiente de Poissson. Nos
parametros geometricos, sao inseridos os vértiaesspessura da placa. Conforme a posi¢do dos
pontos, a possibilidade de se analisar placas gongdiares nao retangulares é considerada pelo
programa. O carregamento aplicado € parametrizadforne a equacéo (3.47). As condicbes
de contorno sao aplicadas nas arestas como majeagao (3.4).

Dessa forma, o resto da rotina é automatico, emoesr dos parametros inseridos. A
montagem da matriz constitutiva para a analiseafigefeita com seus termos j& integrados. O
mesmo ocorre para as matrizes de acoplamento lexd@ fndo-linear. No entanto, este ultimo
passo é produzido apenas se a analise for naa-linea

Sendo assim, € criada a base de interpolacdo dos ge liberdade. A dimensao da
mesma vai depender do grau do polinbmio primargerido nos parametros e dos graus de
liberdade interpolados. Uma base é criada para geala de liberdade, jA cinematicamente
admissivel para as condicbes de contorno aplicadasistema. De tal modo, a matriyx

(equacéo (3.25)) é criada com essas bases. Esta engarametrizada conforme explicado na
secdo 3.1.1. E aplicado o operador line@y, (equagéo (3.27)) para andlise ndo-linedd e
(equacgéo (3.42)) para o caso linear, a mdttizgerando a matriB, (equagao (3.26)) para

grandes deslocamentosBg (equacgdo (3.41)) para deslocamentos infinitesinfeisoperacoes
listadas nas equacdes (3.28) — (3.32) e (3.3xlh#etas no anexo |, sdo aplicadas caso a analise
nao-linear seja solicitada. Dessa forma, as matrgg (equacdo (3.35)) e 0s vetoras,
(equacao (3.35)) sao gerados.

Entdo, sdo realizados os produtos matriciais. dim@nte, o produto da matriz de
interpolacdo aplicada ao operador linear com ssperiva matriz constitutiva é feito. Neste
ponto, respeita-se o caso da analise considemadegaleslocamentos ou ndo. Aqui, a matriz de
interpolagéo aplicada ao operador linear é que mBgdgara ndo-linear geométricoBd para o
linear. A matriz constitutiva muda também, porérereggs pela matriz que detém a coordenada
normal a superficie médidd (equacédo (2.34b)) para o caso lineat €equacéo (2.10c)) para o
caso nao-linear. Portanto, os produtos das matliegesxoplamento e flexdo ndo-linear séo feitos
respeitando o caso no qual sdo inseridos ess#éssefei

A seguir, o produto da matriz de flexdo linear tegnado em relagdo as variaveis do
sistema de coordenadas naturgl, e s,. Os produtos das matrizes de acoplamento e das

matrizes de flexdo nao-linear sdo integrados tampélas mesmas variaveis independentes
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respeitando novamente a consideracdo da analiséadinear ou nao.
Neste ponto, a energia de deformacdo estd commetantomputada. O potencial
externo é obtido pelo produto da matriz das fungiEiterpolacédo pelo vetor de carga. Este

produto é integrado nas variaveis independestess, .

Desse modo, 0 sistema estd completo e em funcamaspmas constantes, no caso
numerico, e dos parametros selecionados para astaspemi-analitica, no caso semi-analitico.
Entdo, as constantes sdo inseridas na parte réw-lque é somada ao carregamento externo,
como mostra a equacgédo (3.61). Como ja dito, noopagsal as constantes da solucao linear sdo
substituidas. Fica claro que este passo sO ocaramdlise nao-linear. Sendo assim, o sistema é
resolvido e novas constantes sédo obtidas. Ess@s, &sdio modificadas pelo Método de Newton-

Raphson Modificado e amortecidas pelo parametreldgacéo ja citado (secao 3.4.2).

EDM
ECF
————— Convergéncia sem relaxagao
Convergéncia com relaxacgéao

salto de
convergéncia

variavel 2
variavel 2

salto de
divergéncia

salto de
convergéncia

variavel 1 variavel 1

(a) (b)

Figura 3.5 - Esquema de convergéncia das equacdé®inciais de membrana e flex&o: (a) sistema
convergente (b) sistema divergente sem fator de aalacéo e convergente com este fator

Através das Figura 3.5, pode-se notar de manejj@eesitica, a forma como o fator de
relaxagdo atua na solugéo iterativa. As linhas meajgessas correspondem as solucdes das
equacOes diferenciais quando submetidas a um eansgo qualquer onde EDM relaciona as
solucbes das equacOes diferenciais de membranaFeakRolucdes de flexdo. A resposta no
qual os dois efeitos estdo incluidos € o pontmte¥secdo entre as duas curvas. Nota-se que 0
sistema pode entrar em convergéncia em casos h@ goetodologia sem o fator de relaxacéo

divergiria (Figura 3.5(b)). No entanto, pode-sedperem velocidade de convergéncia, quando
este fator atua em solugdes que convergiriam nonerde.
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Entdo, com as constantes convergidas, sdo mordadaguacdes dos graus de liberdade
interpolados e a partir dessas, sao encontradensdes, deformacdes e tensdes resultantes da

placa, dentro do dominio normalizado.

3.5 Solugbes Procuradas

As solucdes estritamente numéricas sao funcao denp&ros fixados numericamente,
como coeficiente de Poisson, razdo de aspectodds k& de espessura bem como as condi¢bes
de contorno. Como na literatura ja existem solugiesditicas lineares para placas baseadas na
formulacdo de Mindlin [Lee et. al., 2002, Wang at, 2001], estas analises foram produzidas
para verificar a convergéncia numeérica a estag;8ets Os valores utilizados para a razdo de
aspecto de lado ) foram: 1, 2 e 5. J& para a razéo de aspecto @assp(y7), foram usados
os valores de 0,001, 0,01, 0,05, 0,1, 0,15, 0,2%. @ coeficiente de Poissqw) foi fixado em
0,3. As condi¢des de contorno, como ja mencionfmtam SSSS, CCCC, SFSF e SCSC. O
carregamento da andlise linear € considerado imitpara a andlise nao-linear o mesmo
utilizado para a analise via MEF. Este ultimo sqdlicado no préximo capitulo.

Ja as solucdes semi-analiticas sdo funcédo dos gao&ntonsiderados como literais, e

tém a forma geral:
w= f(q,, 7, v,r) (3.63)

ondew é o deslocamento transversal central da placacohsic6es de contorno ndo foram
consideradas parametros literais, pois estas @tésetemente a resposta além de serem base
para a criacao do polinémio interpolador (equaan)).

Foi observado que para andlises que considerav@amodomais parametros literais, o
consumo de memodria era tal que o software de cappotalgébrica ndo suportava a grande
necessidade de manipulacdo desta gerando err@s dataa simples ndo solucdo do sistema.
Dessa forma, as equacOes obtidas foram atravéspeigas um parametro. O parametro

considerado principal, neste caso, foi a razacsgedo da espessu(n). Sendo assim, a forma

da equacdo procurada pode ser reescrita como:
w, =3, f(7) (3.64)

onde:
tn)=2 an" (3.65)

sabendo qu&s, € o numero de constantes da interpolagcdo da eqeagéieanalitica e, s&o as
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constantes obtidas através da minimizacdo do exroudva obtida na resposta da analise. O
método utilizado é o dos Minimos Quadrados [Bor@@§8; Faires et. al., 2001, Cohen et. al.,
2003], foi utilizado para encontrar de forma autboagos valores que modificavam o valor final

da resposta da equacao. Ou seja, foi verificadalar den; no qual a equacgao (3.64) convergia
a um dado numero de digitos significativos. Aléssdj como sera visto no capitulo 4, o valor

da derivada(dqz/dwz) tem grande importancia na analise. Dessa form#yém foi verificada a

convergéncia deste valor, com relagéo ao valaige
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4. AJUSTE DE PARAMETROS

Este capitulo tem por objetivo explicar a metod@logtilizada para o ajuste de
parametros em analises nédo-lineares solucionadasirpasoftware comercial [Ansys v11.0,
2008], baseado no MEF. Diversas analises foram stitbas a este programa, variando os
parametros sensiveis a este problema. As solugdiea® foram inseridas em uma metodologia
de sucessivos minimos quadrados para a obteng@gudedes genéricas para a deflexdo central
de placas deformaveis ao cisalhamento transvédsaso desta metodologia visa a obtencdo do
comportamento dos parametros em relacdo a respasdiaentdo, obter equacdes gerais para a
deflexdo central em funcdo desses parametros. Espzcdes poderdo ser usadas como
benchmarkassim como referéncias rapidas a engenheiros epessitem de respostas de placas
sob grandes deslocamentos sem a necessidade aeageiagem numérica.

Conforme dito acima, os parametros sensiveis astsmle deflexdo central de placas
foram variados. Com isso, pode-se obter o compertgondessas variaveis em relacdo ao
deslocamento da placa. Notou-se que o conjuntamegamento utilizado por Pica et. al. [1980]
e Singh e Elagahabash [2003] s6 pode ser utilizeda placas finas. Dessa forma, um novo
conjunto de carregamentos é sugerido, em func&ordaa da curva carga-deslocamento e do
limite fisico encontrado de carregamento real.

Ainda assim, uma nova parametrizacdo do carregam@estigerida a fim de minorar a
influéncia do coeficiente de Poisson na respost.fisso faria com que a equacao geral obtida

através desta metodologia fosse dependente apemasaidmetros geométricos da placa.

4.1 Parametros das Analises

Os parametros considerados no presente trabalhoosdo parametros constitutivos: o
modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiathdéePoisson; como parametros geomeétricos: a

razao de aspecto de lados e razdo de aspectoats@spda placa; as condicdes de contorno e o
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carregamento. Cada uma dessas variaveis influemciaesposta de sua forma, porém as
condi¢des de contorno alteram fortemente a sol@éiodo assim, as analises serdo classificadas
atraves deste parametro.

Andlises preliminares foram produzidas a fim decsehecer as caracteristicas da
resposta bem como a sensibilidade desta em relagsigparametros variados. Como neste
método é necessario a entrada de uma equacamiatiz@, um estudo sobre o comportamento
desses parametros, um em relacdo ao outro, foupisma fim de se obter as curvas 6timas para
a interpolacdo de cada efeito. Curvas Otimas sé@bempregadas para descrever curvas com o

menor erro e com o menor nlimero de constantesvpbssi

4.1.1 Condi¢cbes de Contorno

Foram analisadas duas condi¢Ges de contorno: SEE€EE. Elas foram escolhidas pelo
fato de serem simétricas e por haver alguns rekdtgpara placas finas sob grandes
deslocamentos. Além disso, também foram escolhiasserem as mesmas condi¢cbes de
contorno que as analises lineares produzidas. Aoriidupcia das analises sob hipotese de
pequenos deslocamentos serda mostrada na interpalagdcurvas pelo método dos minimos

guadrados.

4.1.2 Parametros Constitutivos

Foi verificado que a influéncia do médulo de etaddde longitudinal na resposta é
linear. Isso pode ser visto na equacgao (3.33),rgge a energia de deformacgéo. Considerando
que o carregamento parametrizado sera idénticoaaeqdiacdo (3.46), este parametro ndo
influencia na resposta. E importante ressaltar gumodulo de elasticidade influencia na
resposta, como ja dito. No entanto, como o sistetiiaado € adimensional, sua influéncia na
resposta parametrizada € nula. Dessa forma, nexalamespecifico de médulo de elasticidade

longitudinal foi usado. No entanto, para a inseasistema no software comercial baseado em

MEF, o valor deste paradmetro constitutivo foi cdesado como210" Pa, semelhante ao valor
do aco.

O coeficiente de Poisson afeta a rigidez da fldx&m como a rigidez de membrana da
placa. Este ndo pode ser retirado do sistema comddulo de elasticidade longitudinal. No
entanto, seu efeito pode ser reduzido através calhesde novos adimensionais de carga e
deslocamento, conforme sera mostrado. Serdo poFpasts tipos de equacdes gerais: uma
considerando o efeito da compressibilidade e ouwtvariante a este. Dessa forma, para a

primeira, os valores de coeficiente de Poisggrutilizados s&o: 0,1, 0,2, 0,3 e 0,4.
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Utilizando os adimensionais propostos, equacad)®4equacao (3.48), e considerando
todos os outros parametros fixos (ou seja, razdasgecto de lados e espessura bem como o
carregamento parametrizado aplicado), a variacdo ddéexdo central em relacdo a
compressibilidade da placa pode ser descrito com@aolinbmio quadratico (Figura 4.1). Os
valores do coeficiente de regressdo nessas inéegesd foram muito proximos da unidade. Os
valores utilizados na Figura 4.1 sdo apenas exemjideses valores foram utilizados para
demonstrar que uma interpolacdo polinomial quathase comporta bem com a variacdo da

resposta do sistema em funcéo dos parametros oarfag e V).

4.1.3 Parametros Geométricos

Seréo verificadas seis razées de aspecto de kadlod, 1,35, 1,65, 2, 3 e 4. O menor
lado @) terd sempre o valor unitario. Sendo assim, o miaido @) toma os valores acima
citados. A variagdo dav, x r pode ser caracterizada por um polinémio cubicta Eariacdo
unida a interpolagéo esta mostrada na Figura 42fo@ne a Figura 4.1, os valores sdo apenas
exemplos da interpolacdo deste efeito. Observaise,esta curva tende a uma assintota. I1sso
pode ser explicado utilizando a analogia de Eulemdo este descreveu a superficie média de
uma placa com cordas perpendiculares entre si.i@asdo 0 caso no qual a placa é quadrada
(r =1), ambas as diregdes tem a mesma rigidez e entamsaimfluenciam no deslocamento
transversal central. No entanto, a medida que &rde aspecto de lados aumenta, a rigidez do
lado maior diminui, tornando a placa mais flexifazendo com que o lado menor seja 0 maior

responsavel pela rigidez da placa, em relacédo sloaemento transversal. Dessa forma, chega-
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se a um valor no qual a influéncia do lado maiorigidez da placa cessa e a partir deste ponto,
ndo é necessaria a insercdo da sua influénciadiaeade placas.
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Seis valores de razéo de aspecto de espefgldiferentes foram considerados: 0,001,

0,01, 0,05, 0,1, 0,2 e 0,25. Foi verificado atradésnalises preliminares que poucos valores de

) nao geravam equacoes gerais fisicamente corgaslo assim, mais seis valoresdéoram

adicionados ao conjunto explicitado acima (0,02679, 0,125, 0,15, 0,175 e 0,225). A variacao

de w, com ar pode ser descrita como um polinémio cubico, cometra a Figura 4.3.
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Conforme a Figura 4.1 e Figura 4.2, os valoregzatlbs na plotagem da interpolacdo na

Figura 4.3 sdo apenas exemplos dos valores ubkzad

4.1.4 Carregamento

Com as andlises preliminares, considerando deskdas finitos, foram encontrados
diversos problemas com relagcdo a convergéncia gf@os&. Foi visto que 0s carregamentos
utilizados por Pica et. al. [1980] e Singh e Eldgtsdn [2003] s6 podem ser aplicados em placas
finas. Sendo assim, um estudo sobre a sensibilidadesposta do sistema, variando-se todos os
outros parametros da andlise, em relagdo ao caregg@a maximo aplicado foi produzido em um
novo conjunto de carregamentos foi sugerido.

Inicialmente, considerando-se um problema de cgé@mia numérica de uma solucao
nao-linear, procurou-se elementos distorcidos nham@a configuracdo deformada. No entanto,
como esperado, nenhum elemento estava distor@tinséd foi feito como uma averiguacao ja
que, como ja dito, placas sob grandes deslocamemtogadas transversalmente, ndo sofrem
grandes deformacfes (capitulo 2.1.4). Entdo fdiovegie a superficie deformada da placa,
passos antes da perda de convergéncia, nas ragfaspdcto de espessura acima de 0,05,
apresentava problemas no contorno. Os elementsgp#aficie média deformada, no contorno,
estavam praticamente perpendiculares a superfisiganmdeformada. Ou seja, a rotacdo normal

a aresta da placa estava praticamentezen O estudo da rigidez de placas sob estas condigdes

€ um campo muito interessante, matematicamenteeritinto, o objetivo deste trabalho é a

obtencdo de equacdes genéricas para placas salegrdaeslocamentos que sejam praticas.
Placas com estas condi¢des ja chegaram ao esceaimersa forma, como ja dito, foi feita uma

analise sobre os carregamentos maximos possiegisiderando a variacdo de todos 0s outros
parametros considerando como limite a proximidaglgperpendicularidade dos elementos no
contorno da placa.

A razdo de aspecto de lados da plagd influenciou relativamente pouco. O

carregamento maximo se reduziu cerca de 30%, oelactdo a maior com o menor valor de

O motivo deste decréscimo é o fato de que quantorneavalor der, menor sua rigidez.

Considerando que o objetivo deste capitulo é acgerde equacdes de resposta em funcédo do

maior numero de parametros, a carga maxima coasidesera aguela na qual a placa ter¥ .
Outro parametro importante considerado nesse eftudaazao de aspecto de espessura

(/7) da placa. Esta influenciou fortemente no carregamenaximo aplicado. Dois motivos

foram encontrados para essa grande influéncia: ramgdrizacdo do carregamento e a

flexibilidade aparente adicionada quando se corsid® deformagdo pelo cisalhamento
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transversal. A flexibilidade é dita aparente pbisabido que a rigidez de flexdo de placas e a
rigidez de membrana de placas sdo cubicamenteeariimente proporcionais a espessura,
respectivamente. No entanto, os efeitos da def@meigalhante transversal sdo majorados pela
espessura. Além disso, a carga real, aplicadaexftip média, € quarticamente proporcional a
espessura (equacéo (3.46)). Sendo assim, um pequemento na espessura gera um grande
aumento no carregamento ndo parametrizado aplicathra.

As condi¢cbes de contorno também alteraram fracaresctargas maximas aplicadas a
placa. Notou-se que a condicdo de contorno CCCCohéinha convergéncia com 0s mesmos
valores que placas com condi¢des de contorno S$&8ntanto, a diferenca entre ambas ficou
em cerca de 5% no carregamento maximo.

Quanto os parametros constitutivos, o médulo d&tieldade longitudinal, como ja dito,
nao tem nenhum efeito sobre o carregamento maxaranetrizado. Ja o coeficiente de Poisson
influéncia fracamente, sabendo-se que quanto noai@lor da compressibilidade do material,
menor a carga maxima.

Dessa forma, apds se concluir as analises preliesnas carregamentos maximos

aplicados na superficie média foram obtidos e dsfamlos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 -Q; maximo em relacéo as raz6eg e condi¢bes de contorno

n 0,001-0,05( 0,075-0,1 0,125-02 0,225-0,25
SSSS 7209,1156| 908,2 113,648 58,5636
CCCC | 7209,1156 862,79 107,9656 55,63542

E importante mencionar que os valores do carreganmeaximo nas razdeg = 0,001 e
n = 001 néo foram limites. Estes podem chegar a até demssvos valores listados na Tabela
4.1. No entanto, estes valores foram usados iguaigzdoy = 005ara melhor conveniéncia na

representacéo das equacdes de resposta.
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Figura 4.4 - Exemplo de uma curva carga x deslocami®: (a) baixos valores dey (b) altos valores dey

A sugestdo de uma nova classe de carregamentdsittbia partir dos carregamentos
maximos, listados na Tabela 4.1, da forma das swagya x deslocamentos obtidas nas analises
preliminares. Essas curvas tem a caracteristi¢caiclarem com uma reta (regiéo linear) e logo
que entram no regime nao-linear, aumentam suaatixikapidamente. Entdo, quando os termos
nao-lineares de deformacédo tém ordem superioriaearés, novamente a curva se estabiliza
com uma pequena derivada segunda. Observa-se miampnto da trajetoria cinematica na
Figura 4.4. Nota-se que para baixas razfes de tasplec espessuras, a regidao | € mais
predominante. Com o aumento desta razao, estaoregidorna menor no grafico carga x
deslocamento.

Sabendo-se que as equacdes para a representagdspdsia serdo aproximadas pelo
método dos Minimos Quadrados, devem-se concerdgrgoptos nas regides de interesse. Em
interpolacdes preliminares, foi visto que 0sS ma&aorros se encontravam na regido |,
principalmente nos pontos mais proximos a origesssa forma, o conjunto de carregamentos
deve estar mais concentrado nessa regido. Senido, &sisproposto que o conjunto de cargas
seguiria uma progressao geomeétrica com nove canexgas na qual:

q, :{qll 0, s Gy Os e Gy Ghs qlg} (4.1a)
0., =0,002q,, (4.1b)

onde:

Gy = qllti_l (4.1c)
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t=217 (4.1d)

Com relacdo as caracteristicas da curva cargaedesénto, pode-se dizer que a mesma
corresponde a um polinémio cubico, quando em bae&®es de aspecto de espessura. Isso pode
ser visto nas aproximacdes de Banerjje e Dattall188hia [1980], que utilizam polindbmios
nessa ordem para a solucao da deflexdo centratlagéo ao carregamento transversal aplicado.
Sabe-se, no entanto, que os mesmos utilizaramria tedassica de placas como base de suas
analises. Considerando placas semi-espessas, rastepglinomial ndo tem enriquecimento
suficiente para interpolar o comportamento desteacthinda assim, mesmo com a utilizacdo de
graus polinomiais maiores, duas condicbes béasiéas sdo satisfeitas: a curva inicia com
derivada negativa em muitos casos, e ocorria ufiex@o espulria na regido intermediaria da

curva. As solucdes desses problemas sdo demorsstragacao 4.2.

4.1.5 Elemento Finito

Diversos elementos finitos foram testados. O esdolfoi aquele que obteve os maiores
deslocamentos parametrizados. Muitos problemas devecgéncia foram observados,
principalmente aqueles ja citados. O elementodfigiéito, dentre todos aqueles disponiveis foi o
elemento de 8 nds, isoparamétri@erendipitye com interpolacdo mista dos componentes
tensoriais (Figura 4.5). Este é formulado atrax@artigo de Bathe e Dvorkin [1986] e obteve os
maiores valores dew, em relacdo ao outros elementos implementados n@Esigrama
comercial. Conforme o manual do Ansys v11.0 [2088}e elemento segue a teoria de primeira

ordem do cisalhamento transversal. Este elememt di valor do fator de correcdo do
cisalhamento transversén‘z) em 5/6. Com este elemento, foi possivel chegarsbbdamentos

parametrizados de até 6 vezes a espessura, ens ffilaaa. Em placas semi-espessas, foi

possivel obter valores de 1,5 a espessura (razaspaeto da espessura 0,25).

Figura 4.5 - Elemento SHELL281 [Ansys v.11, 2008]
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4.2  Metodologia

O método utilizado para a obtencéo da superficiesigosta dos diversos parametros de
placas semi-espessas sob nao-linearidade geomfgricamétodo dos Minimos Quadrados.
Através da variacdo desses parametros, como @ocipgwde-se ajustar equacdes gerais do tipo

carga x deslocamento.

4.2.1 Equacgbes Gerais

A curva carga x deslocamento foi interpolada asasté uma combinacéo linear de
mondmios. A Figura 4.6 demonstra os passos de gieta superficie de resposta com relacao
a variacdo dos parametros ja citados.

Inicialmente, diversas andlises de placas sob ingafldade geométrica foram
produzidas com relacdo aos parametros ja citadessegdes de 4.1.2 a 4.1.4. Através das
respostas dessas analises foram produzidas cuangss x deslocamento (item (a) da Figura 4.6),

nas quais todos os outros parametros eram fixeg. iBterpolacdo pode ser descrita como:
R nw .
q,(w,) = bw, (4.2)
i=1

ondeb s&o as constantes da interpolacéo que serdo edasatravés do metodo dos Minimos

Quadrados ew € o grau do polinbmio de interpolacgéo.

No entanto, ndo se pode utilizar diretamente a gé&gud4.2) para a interpolagcdo do
conjunto de dados obtidos via MEF. Os ajustes tnltaracteristicas fisicas incoerentes: a
derivada inicial era negativa e o monémio quadpagerava uma inflexdo na curva, entre as
regides | e Il (vide Figura 4.4). Nota-se que nalsiches apresentadas por Banerjee e Datta

[1981] e Chia [1980], esse termo ndo aparece.
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q(w,h, v)=E, h'(22.34....
4
a

q(w,h,1)=E, h*(21.85....
a (e)

q(w,h,)=E, h'(19.63... (d)

\ qiw,h, v,r)=E, h' (35.52....
.

a

1)

Figura 4.6 - Esquema da obtencgdo das equacdes gec&s

Para a solucéo destes problemas, duas medidas &oi@adas. A primeira é com relacao
a derivada inicial. Pode-se inserir esta informag@o método dos Minimos Quadrados.
Inicialmente, deriva-se a equacéo (4.2) consideraiedlocamento nulo, obtendo:

dg, ™. .. dg
2 =Nipw'o = = (4.3)
i Zl: 2 by

2lw,=0

Considerando que na regido préxima a origem o caapento ainda € linear, pode-se
utilizar as formulas semi-analiticas para placasi-®@spessas no regime linear. Da derivada da
equacao (3.64):

dg, _ 1
dw, 1201-v?)f(p)

Para resolver a segunda questdo o mondémio quadféticetirado da interpolacédo. No

(4.4)

entanto, isso aumentava 0s erros nos ajustes quandaltos valores dg (7 > 0l1). Sendo

assim, o polinémio interpolador teve de ser enkglee para que esses erros se mantivessem
pequenos.
A combinacao linear utilizada para a interpolacaacdrva carga-deslocamento, apos as

modificacdes supramencionadas, é:
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VR 1 — i
¢ (W,) = m W, + ;QWz (4.5)

Para a obtencdo das constarteem relacdo ao método dos Minimos Quadrados e que

as mesmas considerem a informacdo da derivada inicial fixa, uma simples modificacdo no

carregamento foi aplicada, de tal modo que:

o 1 _ nw _
ql(WZ)_m\NZ —éhwz (4.6)

As constantes sdo entdo obtidas através da solucao do sistema:

= (L% )\ _ 175
W wdo tw™ (b, ql( Wz) 141_1 ;Z)f (,7) W,
Wy 2W24 S A [ = 6&(2\’_\/2)_12(1_1 Vz)f (”)ZV_VZ 4.7)
npv—v23 an_V; R A B :

npv—v

o)

O sobre-indice a direita dos adimensionais referenciam os valores das analises via MEF.

np considera o numero de pontos da curva. De acordo com o vetor de carregamento (equagao
(4.1a)) proposto na secéo 4.1.4, é definmgo= 9.

No entanto, a matriz da equacao (4.7), na maioria das vezes € retangular, ou seja, sem
solucéo direta. Dessa forma, o método dos Minimos Quadrados € aplicado para o melhor ajuste

das constanteb . Nota-se que a informacgéo da derivada é inserida através da retirada da sua

influéncia no carregamento externo.

Pode-se ver que a equacdo (4.7) deve ser utilizada para cada um dos valores de
coeficientes de Poisson, razdo de aspecto de lados e de espessura. Considerando os valores |
citados para estes parametros, obtém-se 288 curvas para cada uma das condicfes de contornc
Portanto, levando em conta as condi¢cdes de contorno, resultam 576 curvas.

A consideracédo do coeficiente de Poisson foi feita como mostra a equacgao:

1 nw nv . -
q,(w,,v)= W, + d wyy'™ 4.8
Ch( > ) 1il—l/2)f(/7)\/\é ;; ij Wa (4.8)
onded; sao os coeficientes da combinacdo linear. A obtencao da equacédo (4.8) corresponde ao

item (b) da Figura 4.6. Essas constantes podem ser encontradas através do método dos Minimos
Quadrados utilizando como base as andlises produzidas pelo MEF. No entanto, pode-se

minimizar seu erro com relacdo aos coeficientes da curva carga-deslocamento (equacao (4.5)).
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Considerando que essas constantes foram obtidas@eficientes de Poisson fi>(o), pode-se

reescrever a equacao (4.8) na forma:

o 1 - nw nv B
ql(WZ’VO):mWZ +§;dijw2v(§ ' (4.9)

Para um mesmo coeficiente de Poisson, as equag®gse((4.9) devem ser idénticas.
Dessa forma:

%idu Wy = iv‘,b.v_vzi (4.10)
3

i=3 j=1 i=

gue gera:
ddyvit=b,0> d, vt =h, - (4.11)
j=1 i=1

Considerando um conjunto de coeficientes de Poissstados, a equacao (4.11) se

transforma em um sistema de equacdes que podgrepado matricialmente na forma:

1 v, Wi oo Wit dy 'h,

1 v, Wi oo | dy ’b,

1 %, Woo WK dg =1, (4.12)
_1 mVO 1V§ s ng_l_ d3 n-1 mbg

gue dependendo do grau do polinbmio interpoladax paoeficiente de Poisson e do niumero do
grau de interpolagdo da curva carga x deslocameotig-se tornar um sistema de equagdes
retangular. Dessa forma, o método dos Minimos Caaadré utilizado para ajustar o conjunto de

constantegl; em funcao das constantes

E importante mencionar que o exemplo descrito ad@gaacéo (4.12)) é apenas uma

parte do processo para a obtencdo do conjuntortitaresd; . Para cada grau de interpolagao
da curva carga-deslocamento € necessaria a aplichgdnétodo dos Minimos Quadrados.
Exemplificando, um polinbmio de grau 6 nos desloe@ims (w=6) necessita de 4 minimos
quadrados para a obtencdo completa das constansepelficie listada na equacgéo (4.8).

Conforme feito na equacéo (4.8), a equacédo conzdrde aspecto da espessura como
variavel independente fica:

o 1 . nw nv ng e
G (W,.v,7) = 1h-v? f(n)Wz +§;;Q]szvj n (4.13)

Considerando que a equacéao (4.8) foi descritaypraeespessura fix(a]o) e adotando a
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mesma metodologia para a obtengao dos coeficiehtegode-se escrever que:

nw nv nng — ~ nw nv L
> e Wor g = > d Wy (4.14)
i=3 j=1 k=1 i=3 j=1

gue gera.
< k-1 _ n” k-1 _
Zeajkno _d31 u Zeazkno _dsz (4-15)
k=1 k=1

O conjunto de constant&s, pode ser encontrado atraves de varios ajustesaAtigade

de ajustes necessaria para a obtencdo dos cotftcidsm equacdo (4.13) dependerd do grau dos
polindbmios de interpolacdo do deslocamento e cdeefie de Poisson. A equacédo (4.15)
corresponde ao item (c) da Figura 4.6. Considergnéoa equacao (4.13) ndo pode ser plotada,
€ possivel a obtencao de outras superficies capaela outros parametros.

Por fim, o pardmetro € inserido na equacdo conforme a razde o coeficiente de

Poisson(v). A equacéo geral de placas sob ndo-linearidadeéfeica € dada por:

1 Pk
__’ n, = v f fvvil ]1 k=1, 1-1 416
) )™ B o

Pela metodologia ja explicada, chega-se a:
nw ny ng nr i 1 kel 11 nw nv nn i 1k
Z fi LV :ZZZijWZVJ 7 (4.17)

i=3 j=1 k=1 1=1 i=3 j=1 k=1

obtendo-se:
Z far rol_l =ey, U Z fa1a rol_l =6 o (4.18)
=1

Novamente, considerando as respostas para valmeyale razdo de aspecto de lados,

pode-se encontrar os valores das constafjieem fungao das constanteg . A equacao (4.18)

é referenciada pelo item (d) da Figura 4.6.

O Unico fator nao influenciado pela insercdo dderés da superficie foi a derivada
inicial. Um dos termos do denominador na equacab),(4 (/7) depende da raz&oAtravés da
analise linear, € possivel a obtencdo deste endidudeste parametro, considerando novamente,
uma interpolagéo por minimos quadrados. Sendo assimo mostrado na equacao (4.16), este
fator dependera tanto de quanto de.

Com a metodologia proposta pode-se facilmente ddteequacdes que compdem a

resposta de placas semi-espessas sob grandesadeshbos através de varios ajustes utilizando
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0 método dos Minimos Quadrados.

4.2.2 Equacobes Independentes do Coeficiente de Poisson

Devido ao padréo verificado nas curvas carga dasiento em funcéo do coeficiente de
Poisson, um novo adimensional é proposto para neamo efeito da compressibilidade na
resposta. Isto €, a equacdo geral ndo dependecéediciente de Poisson e 0s erros gerados
atraves desta simplificacao ficardo em faixas aceis.

A parametrizacdo do carregamento sera modificaldagogacao:

_ 2
% = (1ilv) “E :f(1+ V) (4.19)
y

Com essa simples modificacédo, pode-se unir as suasmga-deslocamento em uma unica
curva, com erros aceitaveis. Sendo assim, a oluedgs® equacdes que compreendam 0s outros
parametros verificados, isto é, razdo de aspectesgessura e de lados seguem o padréo ja
explicado no capitulo 4.2, com algumas modificagcbes

Claramente, ndo sera mais necessaria a obtengaspiesta em funcao do coeficiente de
Poisson. Os mesmos problemas observados na e&ai@nterior, com relacdo ao monémio
quadréatico e a derivada inicial da curva, foramoetrados nesta interpolagdo e os mesmas
solugbes foram adotadas. No entanto, como podes@as equacao (4.3), a derivada inicial
depende do coeficiente de Poisson. Dessa formdgitoi um estudo do comportamento da
derivada em funcéo desde coeficiente e foi vedficque, para todos os casos, a consideracéo
deste coeficiente como nulo, na derivada, geravaay®res erros na interpolacdo. Dessa forma,
a equacao (4.3) pode ser reescrita como:

g, _ 1
daw, 12f(y)

(4.20)

N&o foi encontrada nenhuma explicacéo fisica pat@resideracdo do coeficiente de
Poisson nulo na derivada do sistema. Isso foi a&p&iep devido aos erros da interpolacdo da
curva carga-deslocamento, ou seja, uma considehagastica.

Dessa forma, a equacédo carga-deslocamento podscsia como:

GW)= W+ ) (4.21)

onde os coeficientep, sdo obtidos através do método de Minimos Quadnatilazzando como

base as analises no MEF. Para a sua obtencao, fsaas as mesmas relagfes para utilizacao

da derivada na metodologia de interpolacao.
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A consideracéo da razao de aspecto da espess@ag@oita na forma:

0 (W,.17) = W+ > 0y’ (4.22)

onde os coeficientes; sdo obtidos pela minimizagdo do erro com relag&ocaeficientesp,

conforme j& explicado.

A insercao da razdo de aspecto de lados modigcpacao (4.22) conforme:

o 1 . nw ng nr e
T, (W,,7.1) :mwz + izgék;tnszn‘ it (4.23)

sabendo-se que os coeficientgs sdo obtidos através da minimizagédo do erro coagdel aos

coeficienteso; .

Pode-se ver que a equacao (4.23) depende apefatsreds geométricos como as razdes

n er. Toda a parte constitutiva do problema esta idaeno carregamento. Ou seja, ndo é

necessario o conhecimento das propriedades cdivstitypara a obtengdo de uma curva carga X

deslocamento central da placa, quando sdo conletodins os fatores geométricos. Se o

projetista tem uma restricdo quanto ao deslocanaattal da placa, este pode desenvolver, em

funcao das propriedades constitutivas, um matgue@lsuporte tal condicionamento.
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5. RESULTADOS

Neste capitulo serdo mostrados os resultados shpielas metodologias explicadas nos
capitulos 3 e 4. Inicialmente serdo apresentadoesigtados da analise linear utilizando o
meétodopb-2. Estudos de convergéncia da solucéo, para waltereazédo de aspecto de espessura
e de lados bem como as condi¢bes de contorno pespe&o produzidos para provar a precisao
da metodologia. Para certificar seu desempenh@esodtados convergidos sdo comparados com
resultados numéricos e analiticos encontradogeratiira. Na falta de resultados numéricos de
placas que consideram a deformacao cisalhantevénaas, os valores obtidos com baixas razdes
de aspecto de espessura serdo comparados comesotlecplacas finas. Apos isso, as equacdes
semi-analiticas sdo apresentadas e novamente aapactom as referéncias ja citadas. Entéo,
0s resultados da analise ndo-linear serdo dissutids equacdes genéricas obtidas pela
interpolacao dos diversos resultados gerados pakdses baseadas no MEF considerando néo-

linearidade geométrica serdo mostradas e compatcadaa literatura encontrada.

51 Anélise Linear

A convergéncia numérica da metodologia proposta apresentada em relacdo a cada
condicéo de contorno e razao de aspectos de (a)ioEntéo, o valor convergido de cada analise
sera comparado com solucbes analiticas e numé&inasntradas na literatura. Verificada a
concordancia dos resultados, as curvas semi-@aaliserdo mostradas e confrontadas com
outras solugbes. Para ambas as analises (humérgmmni-analiticas), as condi¢cdes de contorno
utilizadas sdo: SSSS, CCCC, SFSF e SCSC. As rdedaspecto de espessu(zﬁ; verificados
no caso numeérico sao: 0,001, 0,01, 0,05, 0,1, MI5.e 0,25. Com relacdo as razdewms
analisadas séo: 1, 2 e 5 na analise numérica,83,,1,65 e 2, na analise semi-analitica. Mesmo
considerando que a razao de aspecto de laylaguél a 5 ja considera que apenas a rigidez do
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menor lado influencie a resposta do sistema cordammostrado na Figura 4.2 e discutido na
secdo 4.1.3, este é utilizado para a comparagcasesutitados analiticos propostos na literatura e
para estudos de convergéncia com relacdo a eséangmo na metodologia proposta. O

coeficiente de Poissofv) foi fixado emv = 03, em todas as andlises lineares. O médulo de
elasticidade longitudinal foi desconsiderado, com®sua invariancia com a resposta em relacao

ao carregamento parametrizado, mostrado na equ@;ad). Este carregament(ﬁg) foi

considerado unitario. ®GoftwareMaple v12.0 [2009] foi utilizado para a obtencé&s dolucdes
numeéricas bem como as semi-analiticas. Este fall@do pela simplicidade na geracdo de
rotinas com variaveis literais.

Para a consideracdo da convergéncia, diversos ghaugolindbmio primario foram
testados. Nota-se que, para 0 caso numérico,wnéximo possivel para os polinbmios de
interpolacao foi 19. Acima deste valor, devido abpemas de manipulacdo de memadria por
parte do software, o sistema matricial ndo podiaesmolvido. Sera mostrado que a convergéncia
para o0s deslocamentos transversais foi relativamewdpida considerando os digitos
significativos obtidos. No entanto, o0 mesmo naontsmeu para as tensdes resultantes,
principalmente para os esfor¢os cisalhantes trasaige nas condicdes de contorno SFSF e

SCSC. O motivo da baixa convergéncia das tens8akiantes sera debatido na secao 5.1.1.

5.1.1 SolugBes Numéricas

A convergéncia da solucéo linear foi testada adarse conhecer o grau do polindémio
interpolador necessario para a obtencdo de umastaspproximada a analitica. Na falta desta,
solugbes de placas finas seréo usadas para acaedi da convergéncia da solucédo a baixas
espessuras.

Foi verificado que para todas as condi¢cOes de oomtoazOes de aspecto de espessura e
razdes de aspecto de lados analisadas, a conviergémanétodo ndao era monotdnica. No
entanto, com o aumento do grau do polinbmio depotacdo, a norma do erro diminuia. Foi
notado também que para placas com as condi¢bemttamo SSSS, SFSF e SCSC, a norma de
erro diminuia muito pouco com graus de polindmimgrio pares, em relacéo ao seu precedente
impar. J& em placas com condi¢cBes de contorno G&3Qftaus de polinbmio primarios impares
nao alteravam de forma significativa o erro conagé&b ao seu precedente par. Dessa forma,
para placas SSSS, SFSF e SCSC, o do polinbmidetpatacédo é sempre impar. Ja para placas
CCCC, este € sempre par. Ademais, foi visto quenaergéncia era mais lenta para razfes de
aspecto de lados maiores. Isso foi percebido eastod casos analisados.

Para os graficos de convergéncia das solu¢gbes maménovos adimensionais foram
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propostos para o deslocamento transversal bem pamas tensdes resultantes. Estes sao dados

por:
W, = o (5.1)
WC
_ M
M =9 5.2
ap CMaﬁ ( )
1~ Qa
Q, === (5.3)
CQa

onde w,, “M_, e 'Q, é o deslocamento transversal, momento fletor ogptoe cisalhante

transversal convergidos, respectivamente. Essemeadionais sao introduzidos para a
verificagdo da precisao das respostas apresentadtestrabalho.

Nota-se que, a convergéncia em razoesiores € mais demorada (Figura 5.1). A Figura
5.1(a) mostra que cong = 5, a diferenca entre o resultado obtido com gste polinomial e o
valor convergido fica abaixo de 1%, para placasl. Ja comr = 2, esta diferenca so6 foi obtida
comng = 7. No caso da Figura 5.1(c), can¥ 5, pode-se ver que este valor s6 foi alcancado
com grau do polinbmio primario igual a 11. Percebetlambém, que no caso de placas com
condicbes SSSS, a influéncia da espessura namualtl forma significativa a taxa de
convergéncia.

Os valores convergidos de cada uma das razles pgéet@asforam comparados com
solucBes obtidas na literatura. Nota-se a concerdatas solucdes do presente trabalho com a
solucao analitica proposta por Lee et. al. [2002]imérica proposta por Kant [1983], mostradas
na Tabela 5.1. Também, como dito no capitulo Isahscdes utilizando a teoria de placas de
Reissner [Salerno e Goldberg, 1960] geram valoeeda$locamento transversal menor que as
solucgdes utilizando a teoria de placas de Mindlag[et. al., 2002; Kant, 1983].

Com relagdo ao custo computacional, a metodologipgsta pelo presente trabalho se
mostra muito bem aplicivel. A solu¢édo propostalysar et. al. [2002], mostrada na Tabela 5.1, é
baseada numa série infinita composta por funcégentvmétricas e hiperbdlicas. Os resultados
listados utilizam 40 termos na série. Com a metuglalapresentada, cada grau de liberdade foi
interpolado com polindmios de grau 13. Como o fpi@cparametro para custo computacional é
0 numero de constantes a serem encontradas, estedin 315 constantes. Ou seja, a matriz
resultante do produto matricial da equacao (3489, representa a energia de deformacao linear,
tem dimensdes 315 x 315. Além disso, para este miohe constantes, foram obtidos dois
digitos significativos a mais nas razfes de aspieiados 1 e um digito significativo a mais nas

demais razdes com relagdo aos resultados analfirop®ostos por Lee et. al. [2002]. Ainda,
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observa-se que a metodologia proposta convergesphrgdo de placas finas quando a razdo de

aspecto da espessura tende a zero. Isto é, a rfogiiedobtém valores convergidos a solugéo

analitica com baixo custo computacional além desdezir a teoria classica de placas, quando a

h - 0.
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1.003 — -
- 1.003 —
1.001 — =
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0999 —| p— — B - i -
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B 0.997 —
= 0995 — — —— n=0001 < oses B
| —&—— 1=001 ’ | — 4+ n=0001
0.993 —| —FH—n=005 0093 —| —<&—— n=001
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A —p——n=025 7 V——n=02
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0.985 I I . I | 0.985 ‘ ‘ ‘
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ng
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——f—— n=0,001
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—F— n=005
—O— n=01
—A— n=0,15
R —— =02
0.989 —] B n=025
4 @mmm e |inha de Convergéncia
0.987 —4
0.985 I - I ‘
5 9 1M 15
ng
(c)
Figura 5.1 - Convergéncia para placas SSSS: (8)=1 (b) r =2 e (c)r =5
Tabela 5.1 -W, no centro de placas SSS3/(= 03 e ng =13)

7 r=1 r=2 r=5
Presente Lee el al. %ﬂﬁ;ﬂgrg Kant Presente  Lee el al. %ﬂledrggrg‘ Presente Lee el al. %ﬂledrggrg‘
Trabalho [2002] [1960] [1983] Trabalho [2002] [1960] Trabalho [2002] [1960]

TCP § 0,00406 0,01013 0,01297
0,001 | 0,0040624 0,010129 0,012971 -
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0,010 | 0,0040645  0,00406 0,00406 0,00406 0,010132 01003 0,01013 0,012974 0,01297 0,01297

0,050 | 0,0041149 0,00411 0,00411 - 0,010210 0,01021 0,0102 0,013060 0,01306 0,01305

0,100 | 0,0042728  0,00427 0,00424 0,00424 0,010454 01085 0,01041 0,013328 0,01333 0,01327

0,150 | 0,0045360 0,00454 0,00446 - 0,010861 0,010860,01075 0,013774 0,01377 0,01365

0,200 | 0,0049040 0,00490 0,00478 0,00480 0,011430 01183 0,01123 0,014398 0,01440 0,01418

0,250 | 0,0053778 - - - 0,012162 - - 0,015201 - -

§ Teoria Classica de Placas [Timoshenko e Krielf59]
098 \ \ \ \
5 7 9 1 13
ng
Figura 5.2 - Convergéncia das tens@es resultantas @lacas quadradas SSSS[= 0,001)
Tabela 5.2 - Tensdes resultantes em placas quadradaSSS ¥ = 0,3)

1 M., (s, =0, =0) M, (s, =05, =0) M, (s =05, =0)
Presente Leae et Kant \é\:agﬁ Presente Lee et. Kant \é\:agﬁ Presente Leae et Kant \é\:agﬁ
Trabalho (2062) (1982) (2601') Trabalho (2062) (1982) (2601') Trabalho (2062) (1982) (2601')

TCP § 0,0479 0,0479 0,0325
0,001 0,0478 0,0479 - 0,0479 0,0478 0,0479 - 0,0479,0324 0,0325 - 0,0325
0,010 0,0478 0,0479 0,0478 0,04719 0,0478 0,0479 4790,0 0,0479 0,0324 0,0325 0,0324 0,0325
0,050 0,0478 0,0479 - 0,0480 0,0478 0,0479 - 0,048®M,0324 0,0325 - 0,0322
0,100 0,0478 0,0479 0,0480 0,0492 0,0478 0,0479 480,0 0,0482 0,0324 0,0325 0,0317 0,0316
0,150 0,0478 0,0479 - 0,048% 0,0478 0,0479 - 0,048%,0325 0,0325 - 0,0304
0,200 0,0478 0,0479 0,0484 0,0491 0,0478 0,0479 486,0 0,0491 0,0324 0,0325 0,0299 0,0288
0,250 0,0478 - - - 0,0478 - - - 0,0324 - - -
n Ql(sl:_lszzo) QZ(SIZO,SZZ—l)
Presente Lee et. Kant \é\{aglg Presente Lee et. Kant \é\{aglg
Trabalho (20(')2) (2982) (2(')01') Trabalho (20(')2) (1982) (2(')01')
TCP § 0,338 0,338
0,001 0,338 0,333 - 0,333} 0,338 0,338 - 0,338
0,010 0,338 0,333 0,332 0,339 0,338 0,338 0,337 380,3
0,050 0,338 0,333 - 0,333 0,338 0,338 - 0,338
0,100 0,338 0,333 0,332 0,333 0,338 0,338 0,337 38,3
0,150 0,338 0,333 - 0,333 0,338 0,338 - 0,338
0,200 0,338 0,333 0,332 0,333 0,338 0,338 0,337 38,3
0,250 0,338 - - - 0,338 - - -

§ Teoria Classica de Placas [Timoshenko e Krietp59]
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A Figura 5.2 mostra a convergéncia das tensdeftapges em placas quadradas SSSS. A
razaosn usada foi 0,001 apenas como exemplo, ja que esdeptro ndo influenciou fortemente
na convergéncia dessas tensdes resultantes. Peeghe a simetria entre as tensfes resultantes
aparece na Figura 5.2. Dessa forma, o problemangado nas solucdes de Lee et. al. [2002] e
Wang et. al. [2001], foi contornado no presentbédifao com o uso de fungdes de interpolagao
simétricas. Ainda assim, a convergéncia do momesor (Mlz) e dos esforgos cisalhantes
transversais(Ql,QZ) foi lenta porém sempre com o decréscimo da nornerid em funcédo do
aumento deng. Uma comparacao dos valores obtidos com a presegit@dologia e os valores
encontrados na literatura estdo mostrados na Talizla

Para placas CCCC, as curvas de convergéncia s&oagasna Figura 5.3. Como pode
ser visto, como em placas SSSS, para valoresndaores, a taxa de convergéncia foi menor.
Novamente, a razap nao alterou fortemente a convergéncia.

A Figura 5.3(a) mostra que camg = 6, a diferenca fica inferior a 1% em relacawalor
convergido. Para = 2, é necessaring = 8 para a obtencéo de uma diferenca semelhaoiteo C
mostra a Figura 5.3(c), é preciso um valomde= 12 para a obtencdo de uma diferenca de 1%
em relacdo ao valor de convergéncia. Prova-se gtee gste caso de condicbes de contorno,
como em placas SSSS, a convergéncia do sistemat&dafpela razda . No entanto,

diferentemente de placas SSSS, a razé@m influéncia visivel na convergéncia da solucao.

Pode-se ver com clareza na Figura 5.3(b) e Figid@)5que, em relacdo ao mesng) baixas

razdesn obtiveram um maior erro com relacéo a solucao exaida.
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Figura 5.3 - Convergéncia de placas CCCC: (a) =1 (b) r =2 e (c)r =5
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N&o foram encontradas soluc¢des de placas semisaspeara placas CCCC. Isso porque,

a maioria dos estudos utiliza a metodologia de Lgana a solucdo das equacdes governantes.

Portanto, os valores aqui obtidos sdo confrontados as solucdes de placas finas obtidas por

Timoshenko e Krieger [1959] e Taylor e Govindjee(2].

Tabela 5.3 -W, no centro de placas CCCC¥ = 0,3)

l r=1 r=2 r=5
Taylor & Timoshenko Taylor & Timoshenko| Presente Taylor & Timoshenko
_I'?rr:s;’r‘]f Govindjee € Krieger _I'?rr:s;’r‘]f Govindjee ~ eKrieger | Trabaho  Govindjee € Krieger
(2004) (1959) (2004) (1959) (2004) (1959)
0,001 | 00012654 0,00126532 0,00126 | 00025330 0,00253295 0,00254 0,002604  0,00241666 ¥  0,00260 §
0,010 | 0,0012678 - 0,002608 - 0,002608 -
0,100 | 0,0015046 - 0,002962 - 0,002962 -
0,250 | 0,0026580 - 0,004837 - 0,004837 -

§ Valor considerando a raz&@o de aspecto de laéingan
¥ Valor considerando a raz&o de aspecto de ladasag20.

A Tabela 5.3 mostra que os resultados obtidos pedsente trabalho convergem as

solugdes de placas finas de Taylor e Govindjee4pR60Timoshenko e Krieger [1959]. Valores

com espessuras maiores sao também apresentatids ddiilustracéo.

Nota-se 0 erro destacado por Taylor e Govindje@4Pbas tensdes resultantes obtidas

por Timoshenko e Krieger [1959]. Isso demonstra guaesente metodologia obteve valores

préximos aos de Taylor e Govindjee [2004], mesnmoteasdes resultantes. Pode ser visto que,

diferentemente das tensdes resultantes obtidadammspjuadradas SSSS, os momentos fletores

no centro de placas quadradas CCCC aumentam egdaedaum incremento dg. Sera visto

que isso também ocorre em placas com as outras¢éesdde contorno. Ou seja, placas
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quadradas SSSS sdo uma excecao da invarianciend@gs$ resultantes com relacdo a espessura.

Tabela 5.4 - Tensdes resultantes para placas quadias CCCC
d Mll(31=0’52=0) |\/|22(Sl=0,82:0)
Presente Tay_lor .& Timos_henko Presente Tay_lor .& Timos_henko
Trabalhg  GOvindiee € Krieger Trabalhg  COvindiee € Krieger
(2004) (1959) (2004) (1959)

0,001 | 00229  0,02290508 0,0231 0,0229  0,02290508 023,

0,010 | 10,0229 . . 0,0229 . -

0,100 | 10,0232 . . 0,0232 . -

0,250 | 10,0237 . . 0,0237 . -

A convergéncia da solucdo SFSF é mostrada nasaFagd.
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Figura 5.4 - Convergéncia para placas SFSF: (@) =1, (b)r =2 e(c)r =5
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Novamente, para placas SFSF, a razdmfluenciou na convergéncia. Com=1, foi
possivel obter um erro de 1% em relacdo ao valovergido comng = 5. Parar =2, foi
necessario temg = 7 para a obtencao de um erro semelhante. J& cof ng = 13 foi preciso.
Além disso, para os casos de razdesl e r =2, foi necessario um valor deg = 13 para a
convergéncia. Considerando= , 6i precisong= 17 para a obtencao desta.

Percebe-se que os valores da presente metodolagiesentados na Tabela 5.5,
convergiram bem a solucdo analitica proposta perdteal. [2002] e se reduziram a solucdo de

placas finas [Timoshenko e Krieger, 1959], quandazéos - 0, tanto para a deflexdo central

guanto para o deslocamento no meio da aresta livre.

Tabela 5.5 -W, em placas quadradas SFSFY = 0,3)

n Centro da Placa Meio da aresta livre
Presente Lee et Wang Kant Presente Lee et Wang
Trabalho | et al. (1982) | Trabalho ' et Al

(2002)  (2001) (2002)  (2001)

TCP § 0,01309 0,01509

0,001 | 0,013094 - - - 0,015011

0,010 0,013097 - - 0,013] 0,015023 - -
0,050 | 0,013187 - - - 0,015214

0,100 | 0,013459 0,01346 0,01341 0,014 0,015600 561 0,01557
0,150 | 0,013910 0,01391 0,01379 - 0,016161 0,016161609
0,200 | 0,014539 0,01454 0,01433 0,0143 0,016898 66M1 0,01678
0,250 0,015347 0,01536 0,01502 - 0,017809 0,0178101762

§ Teoria classica de placas [Timoshenko e I€rief959]

Tabela 5.6 - Tensdes resultantes em placas quadrandﬁFSF(V = 0,3)
,7 I\Wll(sl :0’82 :O) I\WZZ (Sl :0’82 :O) I\WlZ (Sl :0’52 :O)

Presente Trabalhgp Lee et. al. (2002) Presentalirah Lee et. al. (2002) Presente Trabalho Led.gR@02)

TCP § 0,1225 0,0271 -

0,001 0,1225 0,1225 0,0271 0,02704 0,0271 0,0000
0,010 0,1225 0,1225 0,0270 0,02695 0,0200 0,0000
0,050 0,1225 0,1225 0,0264 0,02641 0,0000 0,0000
0,100 0,1225 0,1225 0,0256 0,02564 0,0000 0,0000
0,150 0,1226 0,1226 0,0247 0,02474 0,0000 0,0000
0,200 0,1229 0,1229 0,0237 0,02372 0,0000 0,0000
0,250 0,1233 - 0,0226 - 0,0000 -

§ Teoria classica de Placas [Timoshenko e Krjef#59]

Finalmente, nota-se que a metodologia incorpori@xabflidade adicionada pela aresta
livre caracterizada pela curvatura anti-clasticgakurvatura € inversa ao gradiente do momento
fletor (Figura 5.5).

Nota-se nos graficos da Figura 5.6 que a convei@§rara placas SCSC foi pior em
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relacdo as outras condi¢des de contorno apresentadm razds =1 er =2, o erro foi menor
que 1% para valor deg = 7. Ja para a raz&o=5, percebe-se que, para atingir uma diferenca de
1%, foi necessariog = 11. Traduzindo-se isso em numero de constaraes @ interpolacgéo,
para os casos de razéic=1 e r =2, foram usadas 108 constantes. Para o caso fal@@de
constantes foram necessarias. Ainda assim, pamn&eigéncia requerida, as razoes1 e

r =2 necessitaram de valoresmg= 11 eng = 13, respectivamente. A razda e&igiung =

17, mostrando assim, como em todas as outras @émsdde contorno, a forte influéncia desse

parametro a convergéncia. Como em placas CCCC E,&F&nvergéncia também foi afetada

pela razéoy .

(b)

Figura 5.5 - Curvatura anticlastica no dominio paranetrizado emr =5: (a) U, (b) M,

A Tabela 5.7 mostra a convergéncia do deslocanuantval em placas SCSC. Nota-se a
boa concordancia com a solucdo analitica propostalpe et. al. [2002] e também a
convergéncia a solucéo de placas finas, quandoO.

Quanto as tensodes resultantes, Tabela 5.8, peseebdroa convergéncia da metodologia
com relacdo a solucdo analitica proposta por Lealef2002]. No entanto, observa-se que a
baixas razbes dg, as convergéncias do momento torsor e cisalhammeversal na direcas
ndo foram obtidas. Ainda assim, para a diregdanesmo convergindo, os digitos significativos
para essas razdes defoi menor. Para espessuras maiores estes valore®rgiram para a

solucao analitica.
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Figura 5.6 - Convergéncia de placas SCSC: (@)=1, (o) r =2 e (c)r =5
Tabela 5.7 -W, em placas SCSCW = 0,3)
7 r=1 r=2 r=3
Presente Lee et. al. Wang Presente Lee et. al. Wang Presente Lee et. al. | Wang et.
Trabalho (2002) et. al. Trabalho (2002) et. al. Trabalho (2002) al.
(2001) (2001) (2001)
TCP § 0,00192 0,00844 -
0,001 0,0019172 - - 0,0084451 - - 0,012931 - -
0,010 0,0019202 0,00192 0,00192 0,0084492 0,00845 ,00885 0,012935 0,01293 0,01293
0,050 0,0019918 0,00199 0,00199 0,0085481 0,00855,00864 0,013021 0,01302 0,01301
0,100 0,0022087 0,00221 0,00220 0,0088500 0,00885,00882 0,013290 0,01329 0,01324
0,150 0,0025558 0,00256 0,002%4 0,0093379 0,00934 ,00926 0,01374 0,01374 0,01362
0,200 0,0030211 0,00302 0,00298 0,0010000 0,01000,00985 0,01436 0,01436 0,01415
0,250 0,0035957 - - 0,0010827 - - 0,01517 - -

8§ Teoria Classica de Placas [Timoshenko e Krietf#59]
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Tabela 5.8 - Tensdes Resultantes em placas quadraddCSC ¢ = 0,3)

s =0s,=0 s =-1s,=0 | 5=0s,=-1
d M 11 M 22 M 12 Ql Qz
Presente Lee Presente Lee Presente Lee Presente Lee Presente Lee
Trabalho et. al. Trabalho et. al. Trabalho et. al. Trabalho et. al. Trabalho et. al.
(2002) (2002) (2002) (2002) (2002)
TCP § 0,0244 0,0332
0,001 0,0244 0,02439 0,0334 0,03324 0,0000 ¥ 0 00¢00 0,2393 0,52 0,5162
0,010 0,0244 0,02440 0,0332 0,03325 0,0000 ¥ 00010 0,000 ¥ 0,2394 0,51 0,5149
0,050 0,0248 0,02476 0,0333 0,03326 0,0000 ¥ 0®046 0,000 ¥ 0,2404 0,514 0,5092
0,100 0,0258 0,02579 0,0333 0,03327 0,0084 0,008500,248 0,2431 0,501 0,5004
0,150 0,0273 0,02733 0,0332 0,03331 0,0117 0,011700,252 0,2468 0,489 0,4887
0,200 0,0292 0,02921 0,0331 0,03305 0,0143 0,014350,256 0,2512 0,475 0,4749
0,250 0,0313 - 0,0328 - 0,0165 - 0,261 - 0,461

§ Teoria Classica de Placas [Timoshenko e Krielf59]
¥ Valores ndo-convergidos pela metodologia apradent
5.1.2 Solugéo Semi-analitica

No capitulo anterior demostrou-se convergéncia étodo para as solucdes analiticas
propostas por Lee et. al. [2002]. Foi visto queetadologia reproduz a curvatura anti-clastica
em placas SFSF e tem uma boa convergéncia, tan#stensdes resultantes. Dessa forma, a
partir dessa metodologia, foram produzidas solugées-analiticas para 0os casos numéricos ja
apresentados na sec¢ao 5.1.1. Apenas um termorfsidesado literal. Isso porque, considerando
mais termos, o software de matematica simbdlideadio (Maple v12.0) ndo comportava 0 uso
de tanta memoria e processamento gerando errds fatasimplesmente a ndo solucdo do
sistema.

A forma da equacao procurada esta explicitada nagég (3.64). A Tabela 5.9 mostra os
resultados das constantes de interpolacdo da tasg@mi-analitica para os casos avaliados. Os
resultados apresentados foram obtidos ngm 5 para placas SSSS, SCSC e SF8§=6 para
placas CCCC. Valores maiores g foram testados a fim de se obter uma solucéo coos e
menores. No entanto, devido a complexidade donséste ser solucionado, o software utilizado
nao suportava tamanho custo computacional geramde fatais ou a simples ndo solucdo do
sistema.

Pode-se verificar que para placas SSSS, apena®limirpio quadratico foi necessario
para se obter uma curva convergida. No entante, fodias as outras condi¢des de contorno foi
necessario um polinbmio de 52 ordem para esta ogénea. Isso porque a verificacdo dos
digitos significativos foi feita na derivada da ¢éo descrita ha equacao (3.64) pelo fato de que
esta é usada na geracdo das superficies de redpsstadlises ndo-lineares geométricas, como

comentado na segéo 4.2.1 e 4.2.2.



Tabela 5.9 - Resultados das analises semi-analiso@guacédo (3.65))
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r & a, 8, 8, 85 85
1,00 0,004061 0 0,02110 0 0 0
SSSS 1,35 0,006742 0 0,02698 0 0 0
1,65 0,008573 0 0,03020 0 0 0
2,00 0,010110 0 0,03260 0 0 0
1,00 0,00126 0,00008 0,02431 -0,00949 -0,01561 5696
ccee 1,35 0,00199 0,00033 0,02666 0,03017 -0,10755 8276
1,65 0,00233 0,00077 0,02344 0,07749 -0,31589 on44
2,00 0,00249 0,00131 0,02069 0,09141 -0,29759 0357
1,00 0,01310 -0,00060 0,04480 -0,04402 0,07339 0
SESF 1,35 0,04436 -0,00111 0,09605 -0,21213 0,70352 153D
1,65 0,10038 -0,00126 0,14654 -0,29543 0,86315 19BD
2,00 0,21942 -0,00159 0,22572 -0,44526 1,13023 5651
1,00 0,00193 -0,00069 0,04341 -0,12023 0,39030 3605
scse 1,35 0,00426 -0,00040 0,04790 -0,09195 0,27263 7793
1,65 0,00635 0,00015 0,04267 -0,04086 0,11663 00a9
2,00 0,00842 0,00081 0,03791 -0,03482 0,18575 5835

Nota-se que os termag devem convergir a solu¢ao de placas finas, posetedo-sé

a zero na equacao (3.64), este € o Unico termonesuante. Isto € mostrado na Tabela 5.10.

Pode-se observar a boa convergéncia das soluciessaliticas as solucdes de placas finas

propostas por Timoshenko e Krieger [1969].

Tabela 5.10 - Convergéncia da solu¢cao semi-analéiés solu¢des de placas finas

SSSS CCccC
r=1 r=2 r=1 r=2
a1 TCP § a1 TCP § a1 TCP § a1 TCP &
0,004061 0,00406 0,010110 0,01013 0,00126 0,00126,00209 0,00254
SFSF SCSC
r=1 r=2 r=1 r=2
a1 TCP § a1 TCP § a1 TCP § a1 TCP &
0,01310 0,01309 0,21942 - 0,00193 0,00192 0,00842 ,008a4

§[Timoshenko e Krieger, 1959]
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A sequir foi verificada a convergéncia das cuna® celacédo a solucbes de placas semi-

espessas que foram propostas por Lee et. al. [2B0Rjgura 5.7 mostra as curvas da solucao

semi-analitica obtida pelo presente trabalho, acsol proposta por Lee et. al. [2002] e a solugéo

da teoria classica de placas [Timoshenko e Krie@®g9]. Nota-se, que ha uma 6tima

concordancia entre as solucdes obtidas. No entpata,ar =2, ha uma pequena divergéncia

dos resultados. O erro maximo entre os pontos dacle Lee et. al. [2002] e da curva proposta

é de 0,2%, para este caso, e para=d., o valor do erro maximo é de 0,1%.
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Para o caso de placas SCSC, os erros m
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aximos fobdithos no inicio da curva.
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Observa-se que, quandp- 0, no caso de placas com essas condi¢cdes de cank@nona
diferenca no quinto digito significativo entre dugdo proposta pelo presente trabalho e a
solucéo de placas finas proposta por Timoshenkoeg&r [1959]. O erro maximo foi de 0,38%,
parar =1. Jar =2, o erro maximo ficou em 0,21%. Ainda assim, poeleex pela Figura 5.8 a

Otima convergéncia a solugdo analitica.

0.016 — f

} Solugéo
| tes Lee et. al., 2002
= == Teoria Cléssica de Placas

0.013 1 I I ‘

Figura 5.9 - Placa SFSFr =1

Para placas SFSF, apenas 1 foi testado. Com relagdo a sua convergéncia &&olu
analitica, o erro maximo obtido nessa curva fo0deg%. Novamente, uma Otima convergéncia
com esta solucéao foi obtida.

Note-se que todas as curvas apresentadas sao ipiemdapm coeficiente de Poisson
igual a 0,3. Como j& dito, através do problema sgr@ado pelo software de manipulacao
simbdlica, ndo foi possivel a obtencdo de solugdes dois parametros literais. No entanto,
como mostra as convergéncias numeéricas e as figesta secdo, a metodologia é consistente e
gera solugdes com baixos erros em relacdo as sslpdtas. Possivelmente, em um futuro
proximo, solucdes dessa forma (considerando doisnais parametros literais) poderédo ser
encontradas com o desenvolvimento de softwaresatgpoiacéo simbolica e com a reducéo dos

custos computacionais.

52 Anélise Ndo-Linear

N&o foi possivel obter resultados satisfatoriosanalise néo-linear. Devido o grande
consumo de memaria e processamento na rotina deasolosoftwarede computacao simbdlica
utilizado [Maple v12, 2008], ndo obtinha a solugéquisitada. Apés conhecer o padrdo das

respostas do sistema linear, pode-se concluir qoesto computacional aumentaria a medida



88

que cada iteracao fosse realizada. Além dissoteeaisda o0 custo devido o aumento da riqueza
das funcdes de interpolacéo.

Apesar da utilizacdo do método de Newton-RaphsordifMdado para acelerar a
convergéncia e do fator de relaxacdo para evitivexgéncia, ndo foi possivel obter resultados

confiaveis na anéalise nao-linear.

5.3  Resultados dos Ajustes de Parametros

Os resultados do método de ajuste de par@met@s serstrados nesta secdo. Devido o
namero de constantes necessarias para a descag@uacao genérica (equacgédo (4.16)), valores

de f;, estdo no anexo lll para as condicGes de contomafisadas. Neste capitulo serdo

mostradas apenas algumas solucfes advindas degssgdes para a comparacdo com solucdes
existentes bem como para futura referéncia.

Alguns resultados com relagcédo a equacdo genénieaianmte ao coeficiente de Poisson
(equacéo (4.23)) serdo apresentados como tituilusteacdo e comparacdo com resultados da
literatura.

A raz&o de aspecto de ladf foi considerada como: 1, 1,35, 1,65, 2, 3 e 4a péacas
SSSS e 1, 1,35, 1,65 e 2, para placas CCCC. A age@specto da espess@é foi avaliada
como: 0,001, 0,01, 0,025, 0,05, 0,075, 0,1, 0,085, 0,175, 0,2, 0,225 e 0,25. Ja o valor do
coeficiente de Poissof) foi variado através dos valores de 0,1, 0,2, M3eO carregamento

segue a regra sugerida nas equacoes (4.1) em ttoopm a Tabela 4.1.

5.3.1 Equacao Genérica para Placas SSSS
Na interpolagdo da curva carga x deslocamento farimados os diversos dados das
analises nao-lineares via MEF. Foi visto que a sdmaim mondmio linear e um mondémio

cubico representa bem o deslocamento de placasbaows valores de [Banerjee e Datta,
1981; Chia, 1980]. No entanto, com 0 aumentordeo polindbmio ndo tem enriquecimento

suficiente para interpolar a curva carga-deslocémeom precisao, principalmente em grandes
deslocamentos. Valores awv foram variados a fim de se conhecer um grau poliabque
interpolasse bem o comportamento da trajetériagudilerio. Notou-se que um polinémio de
quinto grau interpolava bem esta trajetoria, taeto pequenos deslocamentos quanto em
deslocamentos finitos. Desta forma, o valor esdoliparanw foi 5.

Através da equacédo (4.5), foi obtido um conjuntocdestantes para curvas de carga-
deslocamento mantendo todos os outros parametxos. fConsiderando os parametros em

analise, foi um total de 288 curvas, correspondenfl64 constantes diferentes, ou seja, trés por
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curva. E necessario citar que a insercdo da derivécial como uma relaco a rigidez de flex&o
linear de placas semi-espessas retira uma constartada interpolagcéo. Ou seja, elimina-se o
calculo de 288 constantes.

A Figura 5.10 mostra um exemplo de interpolacd@utaa carga-deslocamento gerada
no presente trabalho. Nota-se uma 6tima concorad&@mtre os pontos da analise numérica com a
curva interpolada. Dentre as 288 curvas, o marorfer de cerca de 6% no deslocamento central
(n=01 e r =3). Este erro se encontra entre a regido | e Il idar& 4.4. No entanto, para
grandes deslocamentos, regido lll, os erros erambogrforam de cerca de 0,1%, em relacéo aos
resultados da andlise via MEF. Com a adi¢do ddaeefe de Poisson (equacao (4.8)), tornando
a resposta uma superficie, ndo houve adi¢édo déisigiva de erros. O polindbmio que interpola
este efeito tem grau 2h¢ = )2Considerando todos os parametros variados, fatatidas 72
superficies de resposta, que variavam com o cegfieide Poisson e deflexdo central. O nimero

total de constantes, neste caso, foi de 648 (Yaotes por superficie).

800 —| —+—— ¢; N=01 V=01
& MEF

0
FrrTT T T T T T T T T T T T
02 06 1 14 18 22 26 3 34 38

ws

Figura 5.10 - Exemplo de interpolacéo da curva caegx deslocamentor =1

Pode-se ver na Figura 5.11 um exemplo de uma scdigegue considera o deslocamento
central com relacdo ao coeficiente de Poissoniisaddos () representam as respostas obtidas
na analise via MEF. Nota-se uma 6tima concordéaseiauperficie de interpolacdo com relacdo
a esses parametros. Como ja dito, a inser¢cdo diieote de Poisson como um polinémio
quadratico ndo adicionou erros ha equacao, manestdaom erro maximo em 6%.

A insercdo da razdo de aspecto de espessurasothizida como mostrado no capitulo
4.2.1. O polinémio utilizado para a interpolacastdeefeito é cubico. Dessa forma foi obtido 6

equagOes parametrizadas pela deflexdo centralicereé de Poisson g. Cada uma dessas

equacfes contém 36 constantes, totalizando 216roQyerado na insercdo deste parametro foi
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pequeno, sendo que o valor méximo encontrado texpalacdes com relagdo aos resultados das
analises de Elementos Finitos foi de 8%.

JOy

W \\\\
T \\\\
\\,h\‘ié

10,000~

N

7.800 \\\\\\
] \\\\\\\\\

T '@a

q] 5000

2800

Figura 5.11 - Exemplo de Superficie de Resposta

A rotina de geracdo da equacdo genérica foi almgentom as 216 constantes das
superficies interpoladas para cada uma das razasmbcto de lados avaliadas. Dessa forma,
uma equacdo geral, que leva em conta todos os e@oamistados acima foi criada. Esta
equacao tem no total 144 constantes. A insercéie éésito fez os erros subirem a 10%. O
polindbmio utilizado para a interpolacdo deste efégm grau 3. As constantes obtidas estdo
apresentadas no anexao lll.

Conhecendo-se o valor dos polindmios de interpolad@ cada um dos parametros

variados, pode-se reescrever a equacao (4.16) como:

1 W +zzzz f”k| 11 kl -1 (54)

12(1—V2)f(l7,|’) L=t

Com a equacéao (5.4) € possivel gerar curvas efatiperem relacdo a parametros de

3
G (W,,v.7,r) =
3 j=
projeto. No entanto € importante mostrar as lindigacdesta equacédo. Inicialmente, conforme a
Tabela 4.1 mostra, o limite do valor do carregaméntima fun¢édo dos grupos ge Como 0s
valores utilizados para as sucessivas interpolagéi@® dentro deste dominio, é desaconselhavel
utilizar esta equacao para valores superiores @gjmebstrados nesta tabela. Além disso, outros
parametros tém uma variagéo fixaszApode ser usada até valores de (,28m valores fixados
entre 1 e 4. Valores menores podem ocasionar eeosverflow pois uma das raizes da
interpolacdo do efeito da razdo de lados na dexivaidial esta entre 0 e 1 (mais precisamente

entre 0,5 e 0,8, sendo que o valor exato variaz@spessura da placa). Valores maiores podem

gerar resultados incoerentes com a realidade. Bewasentar também com a extrapolacdo do
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coeficiente de Poisson. Valores acima e abaixo ldoges de interpolagdo nao foram
verificados.

200 —| -+ Singh e Elagahabash (2003)
< Pica et. al. (1980)

O Azizian e Dawe 1 = 0,01 (1985)
75— | —eo—— chia(1980)

— —A—— Banerjee e Datta (1981)
150 — ——~/—— Presente Trabalho n =0,001

w,

Figura 5.12 - Resultados da Equacao Genérica pardaeas Finas

A equacédo que rege a curva do presente trabalhmé Figura 5.12 é:
ql(v_vz) = 2256455V, + 33449461W, + 2,700959727W, —01531277W, (5.5)

A equacao (5.4) encontrada se reduz bem a ressl@el@lacas finas (equagéo (5.5)).
Nota-se na Figura 5.12 que a equagdo obtida apgbese& umay - 0, v=03 e r =1, oS
resultados obtidos se aproximam bem dos resulidel&@ingh e Elagahabash [2003], Azizian e
Dawe [1985] e Pica et. al. [1980]. Percebe-se tamipée os resultados obtidos por Chia [1980]
e Banerjee e Datta [1981] consideram a mesma agém inicial (regido linear). No entanto, os
autores subestimam o acoplamento entre os efegtaneainbrana e flexdo. Deve-se comentar
também que as equacdes propostas por Chia [19B@herjee e Datta [1981] sdo produzidas
através da teoria classica de placas. Ja as pasposko presente trabalho, por Azizian e Dawe
[1985], Singh e Elagabash [2003] e Pica et. al801%ao produzidas através de teorias que
consideram a deformacao cisalhante transversal.

A grande contribuicdo que equacdes como a equdgdd ttazem € o estudo mais
detalhado sobre a sensibilidade de cada parametroreéacdo a resposta das equacdes
diferenciais que governam o problema. Esta equagita mais € do que uma solucao
aproximada destas equacOes. Através de sucessimsnas quadrados, foi obtido um
polinbmio que tem como variaveis independentesmalgparametros de entrada, como razdo de

aspecto de espessura e coeficiente de Poisson t@oiahao qual a placa é produzida. Dessa
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forma, pode-se encontrar superficies de respostndyp dois parametros sdo conhecidos. Essa

ametros

a0 aos parame

~

superficie mostra qual sera o comportamento dcersastcom relag

desconhecidos. Um exemplo de superficies que pesdemontadas esta representada na Figura

5.13. Pode-se ver a flexibilidade aparente queoadoscarregamento parametrizado faz com que

placas mais espessas tenham deslocamentos parachetrmaiores que placas mais finas e que

este efeito € majorado com o0 aumento do carregament

3)

=0

lev

Superficie de respostar(=

Figura 5.13

E importante mencionar que 0s erros encontradosimagolacdes com relacdo a

dessa rnmigdo no sistema melhorou

insercao

a

Sem duavida,

inicial.

derivada

muitas

Isso porque,

tornando-a é&isiente correta.

significativamente a interpolacao,

interpolacdes comecavam com inclinacdo negativasakido que essa inclinacdo inicial &

idéntica a derivada da solucgédo linear, pois nestthd da curva carga-deslocamento, os termos

fetam mignttmente os deslocamentos da placa, ou

ao ndo a

~

-lineares do tensor deformag

nao

seja, ainda se esta sob a hipotese de pequenaxaieshtos. No entanto, a solucdo semi-

analitica proposta pelo presente trabalho foizatila para a obtencédo desta derivada e esta foi

obtida considerandgy como variavel. Ou seja, ela foi obtida para valader e v fixos. A

Tabela 5.9 mostra os resultados das constantegetpalacao deste efeito com relacdo Bsta

relacdo foi interpolada por minimos quadrados ew#bse uma equacdo para cada uma das
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constantes em fungdo deste parametro. No entasim,néo foi feito para o coeficiente de
Poisson. Todas as constantes produzidas foramageead relacdo ao coeficiente de Poisson 0,3.
Nota-se que 0s maiores erros nas interpolacdes eatfaixa entre a regido | e Il (Figura 4.4).
No entanto, estes erros sdo muito semelhantes@ssd® inicio da curva, que sdo gerados pela
nao consideracdo da variacao do coeficiente deséoisom a derivada inicial. 1Isso nao torna a
equacao produzida nem a metodologia apresentadasistente. Mostra que erros menores
podem ser produzidos através de uma consideracBmmua derivada inicial. Sendo assim,
através da metodologia proposta, pode-se obtercégsiagenéricas para a deflexdo de placas
com carregamentos que geram grandes deslocamentosrmos significantemente menores que
0s apresentados aqui.

A Figura 5.14 mostra curvas cinematicas para dbgevalores de considerando outros

parametros fixosy = 03 er =1). As equacles de cada uma das curvas da Figura&ol

q,(W,) = 22564553, + 33449461 + 2,700950 — 0153128 0 77 = 0,001 (5.6a)
q,(W,) = 22552943, + 33687765 + 2,41264Gv; - 0,231813v° O /7 = 001 (5.6b)
q,(W,) = 22517830, + 33861431 + 2,071983v — 0,3149936v° 0 /7 = 002 (5.6¢)
q,(W,) = 224595531, + 339460873 +1,7087867, - 0,39221W° O /7 = 003 (5.6d)
q,(W,) = 22,37846@, + 339488737 +1,321842%; — 0,46192W° [ /7 = 004 (5.6€)
q,(W,) = 22,275075W, + 33876927 + 0,909945v. — 0,522578&° [ /7 = 005 (5.6f)
q,(W,) = 20868954V, + 316758547 — 3096615, — 05330532 [ 7 = 0125 (5.60)
G,(W,) = 20200997, +30,617808V — 4,847224v; —0,2914562° [ /7 = 0150 (5.6h)
q,(W,) = 19464709, + 29,583496v — 6,8368247; + 0112909V [ /7 = 0175 (5.6i)

q,(W,) =1867915%, + 2868446 7w — 9,08430Gv; +0,7041765v5 [ 7 = 0,2 (5.6))
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Figura 5.14 - Curvas cinematicas para diversas esgguras ¢V = 03 er =1)

5.3.2 Equacao Genéricas para placas CCCC

O mesmo processo utilizando para placas SSSS ficadp em placas CCCC.
Interessantemente, 0s mesmos valores de grau®mddiis para a interpolacdo dos parametros
em placas SSSS foram utilizados em placas CCCCritamto, percebeu-se que, a medida que
n aumentava, os erros ficavam cada vez maiores @i [ interpolacéo perder seu sentido
fisico. Dessa forma, o limite utilizado para a gamda equacao genérica de placas CCCC para a
razdo de aspecto da espessura ficou em 0,1.

Outro problema encontrado na interpolacao das stgpde placas CCCC foi na insercéo
da razao de aspecto de lados na derivada inickethoJa dito, esta foi produzida considerando
apenas a razao de aspecto da espessura como uielvé&endo assim, no caso de placas
SSSS, as constantes foram interpoladas para imsef@ito da razdo de aspecto de lados. Neste
caso, apenas duas constantes sao utilizadas emsgortamento € bem definido. Este ndo € o
caso das constantes de placas CCCC. Sao 6 noetatal, comportamento nao é tao definido ao
ponto de se poder utilizar extrapolacédo. Neste,aasoesmo limite utilizado para as constantes
da equacao Iinea(r = 2) foi usado para a equacao genérica.

Em relagdo aos erros inerentes da interpolacapaldsnetros, estes ficaram em cerca de
8%, menores que na interpolagéo de placas SSS&odevato que os limites de cada uma das

equacdes genéricas sao diferentes.
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Figura 5.15 - Gréficos das solug8es de placas CCCC

As equacbes que regem os graficos da Figura 5.6&mfgroduzidas com alguns

parametros fixosr =1 ev = 03. Elas sdo dadas por:

q,(W,) = 70,430232W, + 3859130W2 + 21100137/ - 0,20700%° 0 ;7 = 0,001 (5.73)
q,(W,) = 70,0420, + 39,584413%3 +1,602723v — 0,21231&v°0 ;7 = 001 (5.7b)
q,(W,) = 69,376516W, +40,438312° + 0,571404%; —0,20141n° O /7 = 0,025 (5.7¢)
q,(W,) = 66,679994%, + 403503967 —1,66774GV; — 011632675 [ 7 = 005 (5.7d)
q,(W,) = 632946647, +39558729V° - 4563993V, + 0,082129v° [ /7 = 0,075 (5.7€)
q,(W,) = 61218321, + 393263167 - 6,260973v; + 02,3317# 0 /7 = 0,0875 (5.79)

q,(W,) = 59,017993V, +39,43073 % - 8125153v; +0,423882v° [ /7 = 01 (5.79)

5.3.3 Equacdes Invariantes ao coeficiente de Poisson

Quando as trajetdrias de equilibrio sdo plotadasy ema razéo de aspecto de lados e de
espessura fixa, variando apenas o coeficiente desdtp uma possivel relacdo entre elas
aparece. Alterando a carga parametrizada expleciiadequacédo (3.46), pode-se fazer com que a
influéncia do coeficiente de Poisson no sistema ggjnimizada. A modificagdo neste
carregamento € mostrado no capitulo 4.2.2 e atecarvas como mostra a Figura 5.16.
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(b)

Figura 5.16 - Demonstracéo da invariancia do coefiente de Poisson através da troca do adimensionat d
carga

Nota-se que as curvas, antes separadas, ficaralasudesta forma, pode-se utilizar o
procedimento adotado para a geracdo das equachéscgs considerando agora, apenas 0S
parametros geométricos do sistema, ja que o mdathilelasticidade ndo influéncia no sistema
parametrizado e o coeficiente de Poisson foi alidopelo parametro sugerido.

No entanto, deve-se observar que os pontos dasemabo estdo exatamente sobre uma
curva. Utilizando o parametro sugerido, eles sexapram ao ponto de se poder interpolar uma

curva entre todos 0s pontos com erros aceitaveis.

500 —
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300 —| ———+—— Presente Trabalho n = 0,001
< Singh e Elagahabash (2003)
O Azizian e Dawe (1985)

™ 250 —|
200 —
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100 —|
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w

Figura 5.17 - Comparag&o dos resultadost(=1)

A Figura 5.17 compara os resultados obtidos cons dolucdes da literatura. Nota-se a
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boa concordancia dos resultados encontrados. Aéqumara o grafico da Figura 5.17 é:
0,(W,) = 20520291, +1859163%. + 5701346V, —0,594863v; [ ;7 = 0,001 (5.8)

Os valores apresentados acima sdo para placas eotasbrazbes de aspecto da
espessura. Observou-se que, a medida que estaawn@nta, a parametrizacdo sugerida deixa
de ser valida. Ou seja, os pontos das analisedashpielo MEF, ficavam mais distantes. O limite
encontrado para o uso do carregamento parametrigaderido pelo presente trabalho é
n = 005. Ou seja, 0 uso desta parametrizagéo é restrimgicoplacas finas. No entanto, pode-

se procurar um adimensional que funcione, tambéna, placas semi-espessas.

4000 —

3000 —

o 2000 —|

1000 —;

w,

Figura 5.18 - Outros resultados { =1)

As curvas obtidas para outros valores/deestdo ilustradas na Figura 5.18. Estas séo

dadas por:
a,(W, ) = 2052029W, +1859163. + 5701346V, — 0,594863v; [ /7 = 0,001 (5.9a)
a,(W, ) = 20453976V, + 1899589, + 6,346878V, — 0,937235V; [ 7 = 001 (5.9b)
a,(W, ) = 20,453976v, +1899589W; + 6,346878V, — 0,93723%; 1 /7 = 0,025 (5.9c)
0,(W, ) = 2025726, +30103446%; - 0,631152V; — 0,2,68878W; [1 /7 = 005 (5.9d)
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6. CONCLUSOES

No presente trabalho foi desenvolvido um sistemaaddecdo de placas deformaveis ao
cisalhamento transversal através da teoria de pldeaMindlin utilizando carregamentos que
geram grandes deslocamentos. A metodologia é bmseatétodb-2, que € uma modificacao
do método de Rayleigh-Ritz que facilita a aplicadas condi¢cdes de contorno. O sistema é
empregado a umaoftwarede computagdo simbdlica que permite a obtenc&ollgdes semi-
analiticas, ou seja, solugdes que utilizam técmeaséricas, porém em funcdo de um ou mais
parametros de entrada. O objetivo do trabalho ®tangdo de solucbes semi-analiticas que
englobassem o maior nimero de parametros do sistémmea reducao do sistema foi feita para a
obtencdo de solugcbes semi-analiticas de placas-espmssas, em pequenos deslocamentos.
Além disso, 5184 andlises foram produzidas atrad@sMétodo dos Elementos Finitos,
utilizando osoftwarecomercial Ansys v11.0, para a geracao de supesfide resposta para a
deflexdo central de placas sob grandes deslocamqgraoa as condicdes de contorno SSSS e
CCCC. Ademais, uma possibilidade de retirada dméntia do coeficiente de Poisson na
resposta através da escolha de um novo adimensiaalalisada.

Através da metodologia proposta na secdo 3.2.Amf@btidas solu¢cdes semi-analiticas
para placas semi-espessas para diversas condiggesondtorno para deslocamentos
infinitesimais. Inicialmente, resultados numéricmam providos para a verificagdo da
convergéncia dos valores da presente metodologia smucdes encontradas na literatura.
Notando-se que as solucdes estritamente numeércaergiam as com solucdes numeéricas e
analiticas propostas por diversos autores, as @sdusemi-analiticas em relacdo ao razdo de
aspecto da espessura e condi¢cdes de contorno reBemtpdas. Notou-se que o erro introduzido
pela interpolacdo polinomial foi pequeno (na ordden décimos percentuais dos valores
analiticos). Desta forma, as equac¢fes semi-amaificopostas para pequenos deslocamentos
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podem ser utilizadas paf@enchmarkbem como para uma referéncia rapida a projetistas.
Provou-se ainda que estas se reduzem as solucddacds finas quando a espessura tente a
zero.

A importancia da introducdo de equacbes como asseptadas na secdo 5.1.2 € a
referéncia rapida para engenheiros. Devido a cotualde das equacdes analiticas propostas por
Lee et. al. [Lee et. al., 2002] além dos problefdasitados na secdo 1.4 sobre as solugdes
apresentadas por estes autores, essas equacoas adkixter a praticidade de uma equacéao
polinomial com poucos termos e concordante conolag®es encontradas na literatura.

Foi visto que devido a poténcia computacional, @8 com mais de um parametro ndo
puderam ser obtidas com enriquecimento necessan@ogoconvergéncia as solugdes encontradas
na literatura. No entanto, com o avancosdéwaresde computacdo simbdlica, solucbes como
estas poderdo ser facilmente encontradas, atravésetbdologias como a apresentada neste
trabalho. Todas as solugbes semi-analiticas apeeisenneste texto foram obtidas considerando
um coeficiente de Poisson fixo de valor 0,3.

Conforme dito no texto (secédo 5.2), nao foi posstseer solucdes para o caso no qual é
considerado grandes deslocamentos. Devido o gremugumo de memoria e processamento,
solugdes semi-analiticas ndo puderam ser obtidas.

As equacgles genéricas para placas com deformagdibasite transversal sob grandes
deslocamentos foram obtidas através de sucessimomos quadrados. Essa metodologia foi
produzida devido o ndo conhecimento da forma dagufinal, que é um dado de entrada no
método. Além disso, observou-se a influéncia de cad dos parametros em relagdo a deflexao
central. Dessa forma, duas equacdes genéricas fgeaatlas para as condi¢cdes de contorno
CCCC e SSSsS.

Através da superficie de resposta de placas S®88npse obter diversas equagcdes com
variaveis independentes a escolha do projetisgumas delas sdo apresentadas na Tabela 6.1 e
Tabela 6.2. Para valores de razdo de aspecto ag ksbessura e coeficiente de Poisson podem-
se construir trajetorias cineméticas. As equacfessantadas sdo apenas exemplos de relacdes

que podem ser obtidas.
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Tabela 6.1 - Trajetorias de equilibrio para placasSSS ) =0l er =1)

4 3 4 5

%2 _ 23422567+ 35939617% _ 4&63539\% + 4,78842% v =015
4 3 4 5

9% _ 53420567+ 35507024‘;%2 —1192770‘% - 8,93202% v = 032
4 4

% = 23422567 + 347,72216\:]—,: + 7,23367% —16,33727% v = 039

Tabela 6.2 - Trajetorias de equilibrio de placas S§S variando/) (V =03 er =2)

4 4
% = 9804500 + 23317705‘:]—’: - 8,18301% - 2,21326‘;‘]—’j =005
g.at w’ w? w° _
% = 95750600+ 21692733 ; ~1104656 5 ~ 684367 n =010
4 4
qi‘ = 921563+ 19128367% —16,28161% - 8,93223‘;‘]—’j n =015
4 3 4 5
qu61 = 87,55514N+177,16324\I{]L2 - 38,90141% - 4,35970‘% =020

Ainda sim, foi observado um padréo com relacadoagstbrias cinematicas em relacao ao
coeficiente de Poisson. Através de uma nova pareagdio do carregamento transversal pode-
se reduzir a influéncia deste parametro na resmhstsistema. No entanto, foi visto que esta
parametrizacdo funcionava bem em placas finas ap@um o aumento da razdo de aspecto da
espessura, a influéncia do coeficiente de Poigsareaia novamente.

Existem diversas sugestbes para trabalhos futdimesalmente, pode-se modificar o
sistema desenvolvido para a obtencdo da soluc@mndlése ndo-linear para uma formulacdo
incremental. No entanto, deve-se atentar para gagra ndo absorva 0os mesmos problemas da
formulacdo adotada neste texto. Ainda assim, pedabser solucdes lineares com mais de um
parametro literal com a simples alteragdo do prograe computacdo simbdlica utilizado. A
escolha de um programa compilado em 64 bits j4 ataria a memoéria na qual o programa
pode manipular. Pode-se também amplificar o ustadestodologia aplicando-a em sistemas

constitutivos ortotrépicos.
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Anexo | - Decomposicao do Vetor de Deformacdes Néoear
Considera-se o vetor de graus de liberdade propustequacdo (2.2) e o vetor de

deformacdes nado-lineare® Y proposto na equacédo (2.7c). A fim de se fatosaprodutos das

derivadas, define-se os vetores:

31 Uz,

Uz, Us,
Vi=qUsi s Vo TqUs, (AL1)

0 0

0 0

E direto verificar que os termos de (2.7¢c) est@s@ntes na matria , dada por:

A=v,v; (AL.2)
ou:
u3,12 UgUs, UgUg, 00
Uz U3, Ug,zz U3,22 00
A= u3,12 UsUs, Uglz, 00 (AL3)
0 0 0 00
L 0 0 0 0 0]

Agora os termos da diagonal de podem ser seletivamente extraidos através de uma

sequiiéncia adequada de operagdes. Primeiramenttayesr, e r, sdo operados poh para

gerar dois novos vetores, en,:

Ar,=n, (AL4)
onde:
2
Us, Usq U3,
2
u3,1u3,2 u32
—_ 2 —
Ny =9 Uy, [ €N, =qUsUs, (ALS)
0 0
0 0

O proximo passo é extrair o primeiro termomee o segundo e terceiro termo de.
Para tanto, as operagdes elementareS, deS, (equacao (3.29)) séo aplicadas sobre os vetores
de (AL5), tal que:
¢ =S;n, +S,n, =S,Ar, +S,Ar, =S,V,V,r, +S,V,V,r, (AL6)
Considerando os operadores lineares descritosus &g, (3.31), reescreve-se a equacao

(Al.1) na forma:
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v,=D,A, v, =D,A (AL7)
obtendo-se:
¢ =S,D,AA"D}r, +S,D,AATD,t, (A1.8)
A equacao (Al.8) é reescrita considerando a intagd® do vetor deslocamentos,
mostrado na equacao (3.25), obtendo-se:
@ =S,D,NA'N'D,"r, +S,D,NA'N'D,'r, = (AL9)
=S,BAB,'r, +S,B "B, T,

que € idéntica a equacéao (3.28) mostrada no caj3ial
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Anexo Il - Montagem do Sistema Matricial de FlexadNao-Linear
Considerando a equacao (3.33), que representa rgierge deformacdo da placa
considerando deslocamentos finitos. Ela advém dsagép (3.19) onde sdo inseridas as
decomposicdes dos vetores de deformacgao Iib@)ae néo-linear(q)) mostrados nas equacdes
(3.26) e (3.28), respectivamente.
O primeiro termo da equacéo (3.19) correspondeefisrdacdes lineares. Sua montagem
é simples e direta. O segundo termo avalia o acoglto das deformacdes de membrana com as
de flexdo. Este € escrito na forma:
T,=21"R .0 (All.1)
Substituindo as equacoes (3.26) e (3.28), tem-se:
T, = 20"B]R ,.(S,B,M"BIr, +S,B,30."BIr, ) (All.2)
e considerando as equacodes (3.35) a fazendo otprodeascreve-se a equacéo (All.2) na forma:
T,=2."B]R,.B,;A"V, +20"B[R ,.B,AL"V, (AlL.3)
Ainda sim, pode-se modificar a equacao (All.3) mara simples derivacado em relacdo ao
vetor de constante(i). O produto dos vetores e V, pode ser considerado como um produto
interno. Sendo assim, pode-se modifica-lo na forma:
ATV, =V]A (All.4)
alterando a equacéao (All.3), tornando-a:
T,=2."B[R,.B,,AV/L+20."BR ,.B,,AV, A (AlL.5)
A equacéo (All.5) é idéntica ao segundo e terdeinmo da equacao (3.33).
Como ja dito, pode-se ver que o terceiro termogimeio (3.19) relaciona os termos de
flexdo néo-linear. Este pode ser escrito na forma:
T,=¢'R0 (AlL6)
Substituindo a equacéao (3.28) e considerando aégqyad.35), tem-se:
T, = (V0 TBL, + Vi "BL R (B ATV, +B ATV, (AIL7)
Fazendo-se o produto da equacéao (All.7), obtém-se:
T,=V,M'BLR (B, MV, +V]MBLR, B,AM"V, + (AILS)
+V MBI R, B ATV, +VMB] R B, ATV,
O primeiro e o Ultimo termo da equacgdo sdo sinurie, além disso, pode-se usar a
relagao explicitada na equacéo (All.4), obtendo:

T, =A"VA'BR B,V A+ 20TV ATB] R BL,AV, L +1"V,A"B,R B,AV, A (AlL9)
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Anexo Il - EquacgBes Genéricas para Analise Nao-Limar no MEF

Os valores def,, para placas SSSS estao listados na tabela abstveves destes

valores, pode-se montar a equagdo genérica, utiliza equacdo (4.16), para placas semi-

espessas sob grandes deslocamentos.

Tabela Alll.1 - Constantes para placas SSSS

fli1 61,4695 flio 121,0397 fiia 100,1056 flia 147,3582

fo0n1 7,3928 frim -129,5584 fia1 -1254,5540 foa -1224,5791
fa1 -1,4514 f01 38,9395 faa -148,3156 f1a1 3339,7384
fou 31,3436 f1om -694,0059 fla 7185,7607 flom -17474,6224
foon1 1,4634 fr01 655,1678 fr0a1 -8032,5444 fron 18341,9481
faorn 1,7357 fapmn -234,6435 fa0s1 3079,1036 faran -6636,1945
fian 108,4327 fiam 1065,9423 fias -18974,6737 fiaa 22931,0242
frant 12,7291 fra01 -452,3723 fraar 11533,9324 frann 27526,8936
faant 2,3188 fi301 -126,1213 fisar -2197,8005 fi3a1 -25393,2654
fl11 -53,4166 fli0 -70,0567 fi130 -1187,0774 flia 2967,3682
fo0 -7,1522 fr100 79,3175 fl1e0 2195,1522 fria0 -1168,5117
fam 1,5924 f3120 -39,3136 fa1s0 37,3136 fa140 -3287,4980
fom -25,3943 flo0 787,5275 floa0 -8720,1845 flom 21374,7925
fo0ro -3,3176 fr0mn -754,7747 fr0s0 9640,1635 frosn -21738,2265
fa01n -1,5561 f000 256,6781 farmm -3470,9338 faran 7076,9930
fiar -105,5377 fia00 -1720,0136 fia30 25957,6576 fiaa2 -36605,8088
fra10 -9,8608 fra00 705,7877 fra30 -13899,3649 fra40 -32248,1346
faan -3,5420 f3320 167,9319 fia30 1494,7223 f3340 33424,5228
fris 20,5736 fii0s 39,3895 fiiss 363,2910 fi1as -967,8273

fo13 2,4982 fri0s -31,2754 fo1as -827,3041 fr14s 462,4240

faiis -0,5675 fa10s 14,5328 faiss -19,1595 fa143 1257,3119
fio1s 6,6945 f103 -309,0790 f12a3 3557,3633 f 13 -8949,8315
fro1s 1,1458 f 003 307,6403 fr033 -4016,8296 fr0a3 9527,0035
fis 0,6355 f0s -103,6127 fa0s 1432,0165 fos -3127,3546
fla1s 40,7767 f1a03 759,6617 f12a3 -10973,3253 f1a3 17452,1438
frm13 3,2910 fra0s -346,0068 fr523 6067,4061 fra4s 8907,2483
faars 1,3622 faa0s -51,6448 fiass -692,0334 faaas -11742,1478
fii1a -2,4606 flia -5,7316 fi12a -31,9884 fl14a 87,9974

fo11a -0,2800 foia 3,9065 fo1sa 93,3433 foraa -41,1307

fai1a 0,0645 fa104 -1,7273 fa134 4,0187 fa1as -154,9453
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fo1a -0,6097 f1o0a 37,7540 fl2ea -445,6329 flou -445,6329
fo01a -0,1189 froa -38,7943 fr034 514,0441 fooaa -1262,4575
fi1a -0,0833 f120a 13,1192 f10ea -183,6499 fioaa 421,6701
fiaa -4,8736 fia0a -97,4618 fi334 1390,7653 figaa -2362,6835
foa1a -0,3666 fr30a 47,3884 [P -798,6966 frza -741,2250
faa1a -0,1581 | 4,7572 faa34 101,2512 fagas 1291,8802

Tabela Alll.2 - Constantes para placas CCCC

Para placas CCCC, as constantes de interpolag@mresstradas na tabela abaixo.

fli 186,9008 fli01 -57,040 flia1 29288,5827 flia1 -236841,5409
foin 3,5976 fo0 392,1172 fiat -39252,1940 fo1 254927,5313
fa1 -0,2831 fi01 -156,4632 faa 8279,2359 faia -53130,0701

fon 82,4740 flom -2761,7913 fla 59117,8196 flom -361917,4546
frorn -6,3680 fr001 1334,8479 fr0a1 -40163,4579 fr0a1 273230,5252

faorn 0,8452 fa01 -223,8849 fa0s1 8610,5290 faom -65884,6344

fian 140,7172 fiam 4829,7380 fias -165326,7245 fiam 754949,3004
frant 74,6340 fra01 -3259,1229 fraar 128449,6087 fraun -673383,1398
faary -9,5646 fas01 751,9897 faaa1 -41108,8812 faza 252480,3906
fli1 -294,6018 fl100 351,0107 fii30 -58077,7182 flia 466822,2704
foi1n -3,5116 fr100 -796,9406 fr0a0 71446,9406 fr1a0 -473422,7752
f10 02744 fa10 284,6664 fa1s0 -14951,2045 fa100 97334,5306

flon -137,5008 f1000 5989,5371 f a0 -128833,1426 floa 769528,8799

frorn 19,3872 fr00 -2892,0475 fr0s0 83778,5944 froso -556214,0554
faorn -2,2156 fa0m0 456,8655 farmm -17012,2283 faran 126906,3171
fiar -175,3032 fia00 -10566,7106 fias0 306178,1049 fiza -1358977,5307
fra10 -129,0579 fra0 6202,0912 fra30 -217096,4394 fr240 1080788,2131
fia10 16,3809 fi320 -1289,9886 fia30 66894,8078 fi300 -400086,8710
fiis 172,7294 fiis -178,0399 fiiss 33632,3879 fiias -273455,7305
foi1s 1,2413 fr13 460,2844 fr1as -41991,2931 fo43 279217,2819
fa11s -0,1043 fai0s -167,0497 faiss 8784,3520 fa14s -57186,5110

flo1s 85,0269 f1203 -4203,8152 fl2a3 90322,7515 f10a3 -533806,3372
fro1s -16,3912 fr003 2021,8101 fr033 -57206,0024 fr0a3 375510,5150
fis 1,7611 f1003 -308,0165 fas 11221,7341 foa3 -82621,2954

fla13 80,2827 f120s 7580,3905 f12a3 -200805,3100 fl2a3 900765,9261
foa1s 80,0592 frm03 -4143,2735 fr5a3 133617,3716 frm43 -661295,5292
faars -9,9616 faa0s 791,2696 faass -39107,5128 faa4s 232607,4000
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fli1a -33,3221 fi104 24,8842 fliaa -6279,8954 fl1a4 51927,6566
fi1a -0,1720 frion -85,6152 fo1sa 8069,6794 foraa -53891,6261
fa114 0,0163 fa10a 32,1124 fa134 -1696,1874 fa1as 11050,5122
fioa -17,9409 f1o0a 929,7196 flosa -19784,1165 fioas 114904,2577
fonia 4,0316 frnng -444,8563 fr0aa 12318,9640 foons -79438,6891
far1a -0,4209 fap0a 66,3751 fapza -2374,0103 fapaa 17213,2441
fls14 -10,9065 f1204 -1709,2324 [P 42606,9126 fia0a -190955,3604
frz1a -16,6559 [P 865,7607 fr52a -27245,7874 [P 133445,0918
faaia 2,0323 faz0a -161,5518 faa34 7666,6698 fagas -45284,7207




