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Resumo

Os modelos de covaridncia sdo ferramentas geoestatisticas essenciais para mapear a
continuidade espacial. A abordagem atual busca um modelo de continuidade espacial licito
com minima ou até mesmo sem nenhuma interferéncia do usuario. Alinhado a essa visao
moderna, ¢ proposto obter uma tabela de covariancia que visa substituir na pratica o
modelo tradicional explicitamente definido de covariancia. Essa tabela de covariancia é
obtida por meio de trés etapas: interpolar o conjunto de dados para preencher um grid
regular, aplicar a convolugao através do algoritmo da transformada rapida de Fourier e, por
fim, transformar de volta para o dominio espacial. O modelo base para extrair covariancia
representa o ponto chave comparando com os métodos anteriores que propuseram o uso
da tabela de covariancia. Os resultados sao satisfatérios, tanto na validagao estatistica
do método, quanto na rapidez de obtencao de uma anélise de continuidade espacial. Um
estudo de caso tridimensional ilustra a aplicacao pratica através de krigagem e simulacao

geoestatistica em comparacao com a modelagem espacial tradicional.

Palavras-chaves: tabela de covariancia, transformada rapida de Fourier, Teorema de

convolugao, modelo base para extrair covariancia.






Abstract

Covariance models are essential geostatistical tools to map spatial continuity. The current
approach pursues a licit spatial continuity model with minimum or even no user interference.
Aligned with this modern view we propose to obtain a covariance table that aims at
replacing in practice traditional covariance explicit defined model. This covariance table is
obtained through a three steps work flow: interpolating the dataset to fill up a regular
grid, auto convolute via Fast Fourier Transform algorithm and back transform to spacial
domain. The base model to extract covariance represents the turning point comparing
with previous methods that proposed covariance table usage. The results are satisfactory,
both in the statistical validation of the method and in the speed of obtaining a spatial
continuity analysis. A three dimensional case study illustrates the practical application for

kriging and geostatistical simulation in comparison with traditional spatial modeling.

Keywords: covariance table, fast Fourier transform, convolution Theorem, base models

to extract covariance.
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1 Introducao

Em todas as etapas da mineragao, das ciéncias e engenharias de modo geral, os
avangos tecnologicos possibilitam o desenvolvimento de metodologias mais eficientes, au-
tomatizadas e que incorporem pensamento computacional. As evidéncias da influéncia
do pensamento computacional (um tipo de pensamento analitico) em muitos campos
sdo abundantes. A esséncia do pensamento computacional é abstracao. Na computacao,
abstraimos as nog¢oes além das dimensoes fisicas do tempo e do espaco. Nossas abstra-
¢Oes sao extremamente gerais porque sao simbodlicas, onde as abstracoes numéricas sao
apenas um caso especial. Seu efeito sobre a estatistica, através do aprendizado de ma-
quina, automatizac¢ao de métodos Bayesianos e uso de modelos gréaficos probabilisticos,
tem tornado possivel a identificacdo de padroes e anomalias em bancos de dados tao
volumosos e diversificados quanto mapas astrondmicos, além do escaneamento de imagens
de ressonancia magnética, compras via cartoes de crédito e receitas culinarias (WING,
2008). O mesmo vale para a modelagem geologica e de teores. Entretanto, por mais que
hoje essa temadtica esteja em voga (atrelada as técnicas de aprendizado de méquina), as
tentativas de automatizar trabalhos repetitivos e macantes nao sao novidade. Uma das
inspiragoes e principal referéncia para esta dissertacao é justamente um estudo do final
da década de 90, desenvolvido por Tingting Yao (YAO; JOURNEL, 1998), que foca na
automatizacao de um método para a obtencao de um modelo de continuidade espacial,

mais precisamente, um modelo de covariancia.

Os modelos de covariancia sao essenciais para a geoestatistica como métricas de
continuidade espacial. O objetivo, portanto, é a busca pelo melhor modelo de covariancia
que represente o fenémeno espacial com a minima - ou até mesmo sem - influéncia do
usuario. O método convencional estabelece um modelo de semivariograma para uma
variavel de interesse que é valido para todas as distancias e dire¢oes para um certo dominio.
Este procedimento implica interferéncia humana na metodologia, que pode ser contornado
com o método aqui proposto, através do uso de uma tabela de covariancia como substituto
do modelo explicito. H4 uma familia de métodos focados no ajuste automatico do modelo
variografico. Estas técnicas, entretanto, necessitam do usudario para ajustar parametros
para o variograma experimental. Dessa maneira, portanto, calcular e ajustar um modelo
explicito, de semivariograma por exemplo, é um passo crucial para todas as estimativas
por krigagem ou simulagoes baseadas no seu uso (PYRCZ; DEUTSCH, 2006).

O método proposto utiliza a tabela de covariancia, que é um conjunto de informagoes
que podem ser usadas para descrever a correlagao espacial de um campo aleatério e ser
usado em técnicas como krigagem e simulacao geoestatistica. A tabela de covaridncia

deve conter valores de covariancia, aqui chamados de licitos, para compor uma matriz de
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krigagem positiva definida. Portanto, quando é afirmado que um modelo de variograma
ou uma tabela de covariancia sao positivos definidos, isso significa que todos os valores
contidos sao licitos. Uma solugdo foi inicialmente proposta por Deutsch (DEUTSCH;
JOURNEL, 1992) e Chu (CHU, 1993) para construir um mapa discreto de covariancia
diretamente a partir dados, mas somente calculado para as distancias disponiveis. O
mapa ¢ posteriormente interpolado para todas as distancias. O programa Varmap do
GSLIB (DEUTSCH; JOURNEL, 1992) pode ser usado para calcular o mapa de covariancia
utilizando esta técnica. E uma técnica valida, porém nao garante uma tabela de covaridncia

positiva definida, além de ser uma técnica computacionalmente custosa.

Lembrando que os modelos de covariancia ou ainda a tabela de covariancia fornecem
os valores de covariancia para a composi¢ao matriz de covariancia C' do sistema de krigagem
ordinaria 1.1 e que esta matriz C deve ser positiva definida. Cada um dos quatro testes

que seguem sao necessarios e sdo condicao suficiente para uma matriz real e simétrica C

ser positiva definida (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989).

C-w=D (1.1)
011 Cln 1 W1 C(10
CTL]. Onn 1 wn - CnO
1 1 0| |u 1

w'Cw > 0 para todos os vetores nao-zeros w;

Todos os autovalores de C' sdo maiores que zero;

Todas as submatrizes de C' possuem determinantes positivos;

Todos os pivos (sem troca de colunas) sao maiores que zero.

Yao et al. (YAO; JOURNEL, 1998) realizaram grandes avangos para a modelagem
de tabela de covaridncia semiautomatica (YAO, 2000). Na busca de uma modelagem
automatica de tabela de covariancia, Yao apresentou um método para calcular uma tabela
de covariancia utilizando dados experimentais com atencao especial a critérios de licitude
(positivo definido). Embora fosse um passo em dire¢ao & modelagem automatica, ainda é
necessario inserir parametros relacionados ao processo de aquisicao de pares e suavizacao
da tabela de covaridncia no espago de Fourier. O trabalho de Yao foi um avanco utilizando a
transformada rapida de Fourier (FFT) aplicada a anélise de continuidade espacial proposta
por Marcotte em 1996 (MARCOTTE, 1996). Todavia, todos estes métodos possuem certas

limitacoes em diferentes etapas, ao consumir, por exemplo, muito tempo computacional,
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ou ainda, por nao serem de fato automaticos, exigindo parametros adicionais de suavizagao
que devem ser imputados pelo operador do algoritmo. Dado que a proposta de Yao é a
principal referéncia em todo estudo sobre tabelas de covariancia, a comparagao entre os
métodos é mostrada na figura 1. Pode-se verificar que ambos métodos iniciam e terminam
nos mesmos objetos, mas os niveis de complexidade sao diferentes, assim como o ntimero

de etapas.

Banco de ﬁ
Dados .
Tabela de Covariancia

Modelo Base para extrair Experimental (TCE)
Covariancia (MBC) l

Interpolagdo do Mapa
TCE (GSCM)

!

Método Coll‘?(’l‘_l@ﬁo do Transformagdo do GSCM em Mapa Meétodo
Proposto MBC via FFT de Quasidensidade Espectral (w) Yao

L

Suavizacio de (w) sob as
restri¢des de Bochner

!

Retrotransformagéo

Tabela de g

Covariancia

Retrotransformacéo

Figura 1 — Comparacao entre o método proposto nesta dissertacao e o método proposto
por Yao. GSCM do inglés Gridded Sample Covariance Map.

1.1 Meta

Essa dissertagao de mestrado tem como meta o desenvolvimento de uma metodologia
automatica para a obtencao de uma tabela de covariancia como substituto do modelo
de covariancia explicito, amplamente adotado pela academia e pela industria. Portanto,

contribui na rapidez de aquisicado de uma tabela descritiva de um fené6meno espacial.

1.2 Objetivos especificos

A fim de atingir a meta proposta os seguintes objetivos foram delineados:

1. O trabalho visa estabelecer uma metodologia automatica para construir a tabela de

covariancia.
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2. Desenvolver o método e implementa-lo no software geoestatistico de cédigo aberto

AR2GeMS, desenvolvendo um plug-in funcional em Python@®);

3. Conduzir um estudo de caso em um banco de dados sintético e verificar a qualidade
das estimativas e das realizagoes por simulacao geoestatistica gerado pela metodologia

proposta, comparando-os a modelos gerados por variografia tradicional.

1.3 Metodologia

O método proposto ¢é dividido em trés partes. O primeiro passo é construir um mo-
delo base para extrair covariancia considerando os dados experimentais, aqui denominado
de modelo base para covaridncia (MBC). O objetivo deste primeiro passo é preparar os
dados para a transformada de Fourier presente nas etapas subsequentes. A transformada
de Fourier necessita de um MBC em grid completamente estimado e regular construido a
partir dos dados experimentais. O segundo passo é a auto convolu¢ao do modelo via FFT.
O terceiro passo, por fim, é retrotransformar a tabela de covariancia do dominio espectral
para o dominio de dados. A figura 2 ilustra o fluxo de trabalho do método proposto,
partindo de um conjunto de dados até a obtencao de uma tabela de covaridncia seguido

de aplicagoes geoestatisticas como estimativa e simulagao baseadas em variogramas.

Tabela de
Covaridncia Estimativa

Bando de
Geoestatistica

Dados

Simulacao

) Geoestatistica
Modelo Base para Autoconvolugo via FFT

Extrair Covariancia e Retrotransformacéo

m—

Figura 2 — Fluxograma da metodologia deste estudo. Imagem meramente ilustrativa.
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1.4 Estrutura da dissertacao

O capitulo 2 é dedicado a revisdo de conceitos fundamentais e a apresentar o estado
da arte sobre geracao de tabelas de covariancia para analise de continuidade espacial.
Portanto, é feita uma breve revisao de transformada de Fourier, dada sua importancia

para o assunto, e os dois principais artigos no tema da dissertagao.

O capitulo 3 apresenta a metodologia proposta, explorando o denominado modelo
base para extrair covariancia e o tipo de tabela obtida a partir deste. Apresenta também o
plug-in desenvolvido para o software AR2GeMS e os resultados da validacao do algoritmo
proposto tendo como referéncia resultados gerados para a modelagem tradicional via

variografia.

O capitulo 4 discute os resultados do estudo de caso conduzido em um banco de
dados sintético. Avalia a aplicabilidade do método como substituto ou método auxiliar a
metodologia tradicional de modelagem explicita variografica, comparando estimativa e

simulagao geoestatistica a partir da metodologia proposta a tradicional.

O capitulo 5 encerra o estudo com as conclusoes desta dissertacao e sugerindo

trabalhos futuros relacionados.
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2 Revisao bibliografica

2.1 Transformada de Fourier

Grande parte dos trabalhos e artigos desenvolvidos em processamento de imagens,
de sinais, e tantas outras areas que tratam de transformada de Fourier, o fazem apresen-
tando algoritmos e formulas de maneira densa. Assim, é facil perder-se diante de tanta
matematica aparentemente incompreensivel. Entretanto, o conceito béasico por tras de
toda complexidade é, de fato, simples: é possivel obter qualquer fungao f(z) através de
uma somatéria de séries de senos e cossenos de frequéncias crescentes (YOO, 2001). Ou
seja, qualquer dado que varie no espaco ou tempo pode ser transformado para um dominio

denominado de frequéncia.

O termo frequéncia pode ser entendido como a descricdo de uma caracteristica de
comportamento periddico, como cores em uma imagem ou teores em um grid. Ja o dominio
de frequéncia coleta e agrupa informacoes de tal forma que torna-se facil a utilizacao de
filtros ou medigoes, que de outra forma seriam de dificil implementag¢ao no dominio dos
dados. Esta é uma grande vantagem no processamento de imagens ou som (YOO, 2001).
Para ilustrar a transformada de Fourier e algumas de suas propriedades, um brilhante
matematico da Universidade de Stanford chamado Grant Sanderson produziu uma cole¢ao
de videos (SANDERSON, 2018). Alguns conceitos e imagens foram adaptados para esta

revisao de forma a esclarecer termos e fundamentos na obtencao da tabela de covariancia.

O exemplo, que sera desenvolvido, estd apresentado na figura 3: trés ondas (2Hz, 3Hz
e a soma de ambas) e suas respectivas transformadas de Fourier. A primeira constatagio a
ser feita é o agrupamento de informacao possibilitado pela transformada, anteriormente
comentado. Para a onda de 2Hz, o pico no dominio de frequéncia acontece em 2.0
ciclos/segundo; para 3Hz, em 3.0 ciclos/segundo; por fim, para a soma de 2Hz e 3Hz o
pico acontece em ambos ciclos/segundo. Os filtros e as medigoes possiveis no dominio de
frequéncia acontecem em funcao desta caracteristica. Por exemplo, digamos que seja de
interesse isolar a onda de 3Hz da onda 2Hz 4 3Hz. Basta realizar a transformada para a
onda 2Hz + 3Hz, reduzir o pico evidente em 2.0 ciclos/segundo e realizar a transformada

inversa, resultando precisamente na onda de 3Hz.

A segunda constatacao é a de que a soma de ondas no dominio tempo também é
vélida no dominio de frequéncia. Portanto, para chegar na fungao 2.0 + 3.0 ciclos/segundo
no dominio de frequéncia, dois caminhos sdao possiveis. O primeiro é transformar individu-
almente a onda de 2Hz e 3Hz e somé-las no dominio de frequéncia. Ja o segundo caminho

é soma-las no dominio tempo e posteriormente transformar a onda resultante.
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Transformada de
Fourier

Frequéncia

Intensidade

Transformada de
Fourier

Transformada de
Fourier

g

Figura 3 — Ilustracao de trés ondas (2Hz, 3Hz e a soma de ambas) e suas respectivas
transformadas de Fourier. Adaptado de (SANDERSON, 2018).

Sanderson traca um paralelo para explicar o que seria a onda transformada no
dominio de frequéncia. Similar ao centro de massa de um corpo em rotagao, haveria um
ponto analogo ao “centro de massa” de uma onda em rotacao. A figura 4 apresenta trés
pontos de leitura (0.2, 2.0 e 3.0 ciclos/segundo) do “centro de massa” da onda 2Hz + 3Hz

rotando em torno de um eixo imaginario.

2 Hz 4+ 3 Hz

0 1 p) 3 4
0.2 ciclo/segundo 2.0 ciclos/segundo 3.0 ciclos/segundo

Figura 4 — lustragdo (em duas dimensoes) da transformada de Fourier. Adaptado de
(SANDERSON, 2018).
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Inicia-se a rotagao da onda entorno do eixo imaginario fixando o primeiro valor
de tempo x intensidade (circulo vermelho). A onda é entao estendida (seta amarela) e
rotaciona em torno do eixo imaginario. Conforme isto ocorre, é verificado o deslocamento
do “centro de massa” em relagdo ao eixo (ponto rosa). Assim, é possivel determinar uma
nova funcao, que nada mais é do que a transformada de Fourier da onda original. A
figura 5 apresenta a onda original 2Hz + 3Hz, sua rotagao em 2.0 ciclos/segundo e a onda
transformada no dominio frequéncia. E, uma vez que todo o estudo trata de andlise de
continuidade espacial, pode-se entender a onda original como covariancia ¢ em funcao
de um espagamento h na forma de c(h), e sua transformada de Fourier serd a densidade

espectral s(w).

Intensidade

) 1 . Tempo
2.0 ciclos/segundo

Frequéncia

Figura 5 — [lustracao (em duas dimensoes) da transformada de Fourier. Adaptado de

(SANDERSON, 2018).

Uma vez que estamos trabalhando com transformacoes e rotacoes que envolvem
parte real e parte imaginaria, serd necessaria a apresentacao de algumas defini¢oes mate-

maticas. Um nimero complexo pode ser escrito na forma:

R+il, (2.1)

onde R e I sdo ntmeros reais e i é igual ay/—1. R denota a parte real e I denota a parte
imaginaria de um nimero complexo. Ntimeros reais, portanto, podem ser entendidos como
um subconjunto dos nimeros complexos, com I = 0. Do ponto de vista geométrico, todos
os numeros reais podem ser encaixados uma linha infinitamente longa em um espacgo de

1 dimensao. Se adicionarmos uma dimensdo, entao sera possivel representar ainda mais
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numeros. Assim, os niimeros complexos podem ser entendidos como um plano ao invés de
uma linha. O eixo horizontal desta representacao ¢ chamado de eizo real e o eixo vertical
de eizo imagindrio. Dessa forma, qualquer niimero R + il possui uma coordenada (R, I)
no plano (YOO, 2001). A mesma representacao de uma coordenada em um plano, pode

ser feita em coordenada polar, ou seja, uma distancia da origem e um angulo na forma:

r(cosf + isinf), (2.2)

onde r =vR?+I? ¢ = tan™! (I/R). J4 a formula de Euler:

e = cosf +isind), (2.3)

onde e = 2.71828... e # é o angulo.

Por fim, podemos definir a equacao da transformada de Fourier de uma funcao

z(x) na forma:

“+oo

Z(€) = / 2(2)e 2wy, (2.4)
—00

onde ¢ é a chamada varidvel frequéncia e a fungdo Z(§) é a transformada de z(z),

pertencente ao espacgo frequéncia, portanto. A somatoria de senos e cossenos nao é ébvia

na equacao 2.4, mas aplicando a equacao de Euler teremos:

“+o00

Z(€&) = / z(x)(cos 2m€x + i sin 2wéx)dz, (2.5)

—00

Ja a transformada inversa de z(z) é dada por:

—+00

z(x) = / Z(€)e?™ " du, (2.6)
—c0

As equagoes 2.4 e 2.6 sao chamados de pares da transformada de Fourier e somente
sao possiveis caso a fungao z(x) seja continua e integravel, e caso a fungao transformada Z (&)
seja integravel (YOO, 2001). E, justamente em func¢do desta condigdo, que a transformada
de Fourier da covaridncia obtida diretamente das amostras nao é possivel, pois a fungao
c(h) nao serd continua. E, o artificio usado para satisfazer essa condigao sera estimar os
dados para todo os nés do grid, o que sera explorado no capitulo Capitulo 3. Uma vez que,
na pratica, dificilmente trabalharemos com funges continuas de z(x). Por este motivo,

trabalha-se na pratica com transformadas discretas de Fourier.
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2.1.1 Transformada Discreta de Fourier

Para aplicar as transformadas de Fourier na pratica, é necessario a utilizagdo do
artificio matematico chamado transformada discreta de Fourier, que basicamente substitui
uma integral por uma somatéria (YOO, 2001). Dado N amostras discretas de uma funcao

z(zx), temos:

1 N-1 )
Z2(&) = > z(w)e N, (2.7)
N =0
para § =0,1,2,... N —1,¢e
N-1 '
2x) = Y Z(€)eN, (2.8)
=0

parax =0,1,2,.... N — 1, e

2.1.2 Transformada Rapida de Fourier

Embora a transformada discreta de Fourier nos permita calcular a transformada de
Fourier utilizando programacao, esta nao ¢é eficiente. O niimero de multiplica¢cdes complexas
e adicoes requeridas nas equacoes 2.7 e 2.8 ¢ igual a O(N?), onde N o tamanho do vetor e

O o nimero de operagoes.

O algoritmo transformada rdpida de Fourier (FFT) pode acelerar o processo
através de uma decomposigao apropriada da equagao 2.7 para O(N log, N) operagoes.
A diferenca entre Nlog, N e N? é imensa. Com N = 10° por exemplo, a diferenca é
de aproximadamente 30 segundos de processamento para 2 semanas (PRESS, 1992) H4
diversas maneiras de implementar esta decomposicao, por exemplo, explorando a simetria
da definicao discreta de transformacao de Fourier. Entretanto, estas maneiras nao serao

exploradas nesta dissertacao.

2.1.3 Teorema da Convolucao

Uma das propriedades mais importantes da transformada de Fourier é o teorema

da convolucao que mapeia a convolugao entre duas fungdes como:

Z @) e u@)] = F | [ syl —)da'| = ZEW(E). (29
onde z(x) e w(x) sdo fungdes continuas periddicas. Z(§) é usado para representar a fungao
transformada z(z), W(§) para w(z). .Z|-] ¢ o operador para a transformada de Fourier e

® ¢ o simbolo para convolugao.
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Até aqui a revisao foi estritamente matematica, de maneira a ambientar e padronizar
os termos e simbolos que serao utilizados na metodologia proposta nesta dissertacao. Além
das duas principais revisoes que seguem. A primeira revisao geoestatistica, propriamente
dita, sera feita do artigo de 1996 de Denit Marcotte intitulado Computacdo Rdpida de
Variogramas via FFT. Marcotte introduziu o algoritmo de transformada rapida de Fourier
as funcgoes de continuidade espacial na geoestatistica. Preocupou-se com a eficiéncia
computacional ao calcular variogramas experimentais, trazendo a técnica ao campo do
conhecimento de seus pares. Por este motivo, seu artigo foi de grande importancia a

geoestatistica.

2.2 Computagao Rapida de Variogramas via FFT

Em 1996, Denis Marcotte publicou seu artigo intitulado Computacio Rapida
de Variogramas via FFT, buscando uma maneira moderna para computar fungoes de
continuidade espacial. A abordagem classica para a computacao de variogramas é considerar,
de preferéncia, todos os pares possiveis de dados. Para cada par, é computado uma
distancia, uma orientagao e a diferenca quadratica entre os valores. Quando os dados estao
em um grid regular, o método mais eficiente é considerar somente algumas dire¢oes e um
determinado valor de espagamento. A computacao dos dados pode ser feita a um custo
menor simplesmente deslocando a matriz de dados. O par é formado pela sobreposicao dos
pontos originais, e dos mesmos deslocados. Essa abordagem, pressupondo um grid regular

(N x M), possui uma complexidade computacional dada por:

E};;(N — k) (M =), (2.10)

onde k e 1 representam a diferenca entre os deslocamentos na direcao x e y.

A seguir, é apresentada a abordagem computacional via dominio espectral, que
¢ a chave do artigo de Marcotte e foi utilizada diretamente nos estudos desenvolvidos
nesta dissertagdo. Considere duas fung¢oes randomicas f(x,y) e g(x,y). No caso continuo,
a covariancia cruzada nao centrada entre f(x,y) e g(x,y) a uma dada distancia h, e h,, é

dada pela seguinte expressao:

Clhwsty) = [~ [ Fla)gw+hoy+ hy)dady, (21)

A partir de uma transformada de Fourier, nés obtemos:

F [Clhay hy)] = Fl(z,y)] - G[(z,y)], (2.12)
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onde . é o operador transformada de Fourier, F[(z,y)] é o conjugado complexo de F(x,y),

sendo F(x,y) a transformada de Fourier de f(x,y), da mesma forma, G(x,y) para g(x,y).

Uma covariancia nao centrada pode assim ser obtida computando a transformada
de Fourier de f(x,y) e g(x,y), multiplicando ambas, e por fim, fazendo a transformada
inversa. O resultado é diretamente transposto para forma discreta, dado que f(x,y) e g(x,y)
sao preenchidas por zeros até o tamanho de 2N-1 por 2M-1. Marcotte afirma que este
acréscimo deve ser feito para viabilizar a condigao de periodicidade das fungoes f e g (figura

6)), a fim de evitar a retroprojecdo (em inglés “wrapraround”).

Sinal
Original

AN
AN

—
Deslocamento

Sinal Estendido
Original com zeros

RN N
AN N

—
Deslocamento

Figura 6 — Ilustracdo (em uma dimensao) da retroprojegdo como resultado por assumir
a natureza peridédica de f e g na analise de Fourier. Aumentando o sinal com
zeros elimina-se a contribuicao de fora da janela espacial observada. Adaptado
de (MARCOTTE, 1996).

Cabe aqui chamar a atencao para este passo do acréscimo de zeros nas fungoes
discretas f(x,y) e g(x,y). Um dos pontos cruciais no método proposto nesta dissertagao é o
preenchimento das fungoes discretas por outros valores que nao zero. O preenchimento

com outros valores sera descrito em maiores detalhes no capitulo no capitulo Capitulo 3.
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De toda forma, FFT é um algoritmo eficiente para computar transformadas discretas
de Fourier. A partir de uma matriz retangular de tamanho N x M e acrescentando zeros

para (2N — 1) x (2M — 1) - assumindo que M < N - a complexidade computacional é:

(2M —1) - (2N — 1)log,(2N — 1), (2.13)

A tabela 1 apresenta os valores obtidos de complexidade de operagoes para uma
matriz quadrada de tamanho N x N utilizando a abordagem tradicional, a abordagem
espacial de grid customizado e FFT. Para a equacgao 2.10, oito dire¢oes foram consideradas
e um espacamento méaximo de N/2. Verifica-se na tabela 1, que o algoritmo FFT é mais
rapido que ambos métodos para tais valores de N. Por exemplo, dado N igual a 128, FFT
é 8 vezes mais rapido do que o método espacial (de oito diregoes). Para uma imagem de
512 x 512, FFT pode ser de 30 a 300 vezes mais rapido do que a abordagem espacial
dependendo do nimero de diregdes e espagamento escolhido (MARCOTTE, 1996).

Tabela 1 — Complexidade das operagoes (Adaptado de (MARCOTTE, 1996)).

Abordagem espacial Abordagem espacial com oito
N(N x M) para todos os pares diregdes, com espagamento maximo Abordagem espectral
’ (2M-1)x(2N-1)log(2N-1)
(N x M)x(NxM-1)/2 de N/2 lags 5,51 (N-k)x(N-I)

2 6 6 14
4 120 90 138
8 2,016 868 879
16 32,640 7,560 4,761
32 523,776 62,992 23,724
64 8,386,560 514,080 112,720
128 134,209,536 4,153,408 519,833
256 2,147,450,880 33,390,720 2,349,353
512 34,359,607,296 267,780,352 10,463,815
1024 549,755,289,600 2,144,862,720 46,089,347

Marcotte foi essencial para introduzir o uso da transformada rapida de Fourier
no campo da analise de continuidade espacial na geoestatistica. Seu objetivo era uma
computacao eficiente de variogramas, correlogramas, entre outras estatisticas. Entretanto,
a referéncia fundamental desta dissertagdo é o trabalho desenvolvido por Yao (YAO;
JOURNEL, 1998). Este trabalho, por sua vez, foca diretamente na descrigdo do fendémeno
espacial e ndo somente em uma computacao eficiente. Resumidamente, Yao propoem
transformar a tabela de covarincia (direta ou cruzada) experimental em uma tabela de
quasi-densidade espectral utilizando a transformada réapida de Fourier (FFT). Esta tabela
de quasi-densidade espectral é entao suavizada sob a condigao de ser positiva definida e
somatoéria igual a um; o produto é entao retro-transformado via FF'T para obter a tabela

de covariancia (YAO, 1998a). A seguir, serd feito uma revisao detalhada de seu trabalho,
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para comentar as principais contribuigoes, fragilidades e como o método se compara ao

estudo proposto e desenvolvido nesta dissertacao.

2.3 Modelagem Automatica de Tabelas de Covariancias (Cruzadas)

utilizando Transformada Rapida de Fourier

Em 1998, Tingting Yao propdem uma metodologia para a obtengao “automatica”
de uma tabela de covaridncia em seu artigo intitulado Modelagem Automdtica de Tabelas
de Covariancias (Cruzadas) utilizando Transformada Rapida de Fourier, um dos produtos
de sua tese de doutorado. O termo “automatico” foi posteriormente retratado, pois os
autores reconheceram seu mau uso. O algoritmo requer que o usuario defina um certo
numero de parametros, como diversos tamanhos de janelas, similar aos parametros de
tolerancia para o célculo do variograma experimental (YAO, 2000). De toda forma, o seu
trabalho contribuiu de maneira expressiva para o tema; por este motivo, uma revisao

detalhada de seu artigo foi feita e sera apresentada a seguir.

Yao argumenta que uma alternativa nao paramétrica para modelar analiticamente a
covaridncia poderia ser baseada no Teorema de Bochner (BOCHNER, 1939). A simplificagéo
do Teorema feita por Yao, em seu artigo, afirma que uma fun¢ao C(h) é positiva definida
se e somente se esta pode ser expressa como uma transformada de Fourier de uma medida

limitada S(w) positiva ndo-decrescente:

O(h) = /m s (w), (2.14)

onde h é um vetor distdncia em um espaco 3% de d dimensoes e w é o vetor frequéncia no
dominio correspondente de frequéncia. Caso a fungdo estacionaria randémica (RF) possua
um modelo Z(u) com uma varidncia unitaria, isto é, C(0) = VarZ(u) = 1, entdo S(w) pode
ser visto como uma fun¢ao de distribuicdo cumulativa (cdf), na forma dS(w) = s(w)dw.
O teorema de Bochner necessita entdao que a densidade espectral s(w) = dS(w)/dw seja a

funcao de probabilidade de densidade (pdf), isto é, de forma que:

s(w) > 0,Vw (2.15)

/md s(w)dw =1, (2.16)

s(w) é a densidade espectral da RF Z(u). A integral descrita pode ser aproximada em
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uma somatoria discreta:

C(h) = i I Ms(w) k=1,.., K (2.17)

k=1
Em (REHMAN;, 1995), é proposto uma solugao para determinar as séries s(wy).
Entretanto, para casos anisotréopicos, cujo niimero de casos reais é a grande maioria,
o algoritmo proposto por Rehman requer uma discretizacdo na ordem de k* termos, o
que leva a problemas de convergéncia. Por este motivo, solugoes analiticas sao evitadas,

conforme Yao nos apresenta em seu trabalho.

A ideia fundamental de Yao é ainda baseada no teorema de Bochner, mas nao
requer ajustar uma longa série de valores de s(wy) descrito em 2.17. O resultando final é
uma tabela de covaridncia permissivel para a construcao de sistema de krigagens a ser
usada durante uma estimativa ou simulacao. Esta tabela de covariancia deve ser positiva
definida e a chave para tal ajuste “automatico” é a transformada réapida de Fourier (FFT),
pois este é feito no espaco de frequéncia. Uma primeira FFT transforma a pseudo ! tabela
ou mapa de covariancia experimental em uma quasi-densidade espectral, um algoritmo de
suavizagao é entao aplicado para se obter uma tabela de densidade espectral licita. Esta
densidade espectral pode ser usada diretamente para simulagoes espectrais ou pode ser
inversamente transformada pela FF'T em uma tabela licita permissivel de covariancia para

estimativas ou simulagoes no dominio espacial dos dados.

A tabela de covarincia experimental (obtida diretamente dos pares de amostras
disponiveis) é normalmente nao positiva definida, pois os valores foram gerados a partir
de um processo que nao teve como prioridade a criacao de dados em que houvesse uma
inversao de matriz sem instabilidade numérica. Caso utilizada, pode acarretar em matrizes
singulares de krigagem ou ainda estimar variancias negativas. Além disso, nem todos
os valores de covariancia necessarios estao disponiveis, por este motivo Yao argumenta
que valores amostrais de covariancia devem ser interpolados para preencher toda tabela

necessaria.

Uma importante diferenca entre o estudo de Yao e o método proposto nesta
dissertacao esta em calcular a tabela de covariancia experimental e interpolar as covariancias
faltantes. O custo computacional para calcular a tabela experimental sem o uso da FFT
utilizando somente os dados disponiveis é enorme, conforme visto em (MARCOTTE, 1996)
na tabela 2.13. Por isso, é proposto o preenchimento de todo grid com valores estimados
do atributo em questao, para ser posteriormente transformado via FFT. Novamente, a
interpolagao proposta por Yao pode somente prover o que é chamado de pseudo tabela de

covariancia, pois nao necessariamente obedece a condi¢ao de ser positiva definida.

L Por “pseudo” tabela de covaridncia, Yao et al. referem-se a uma tabela que talvez ndo cumpra todas

as condicOes de ser positiva definida. De maneira similar, uma tabela de “quasi” densidade espectral
pode nao cumprir a condicao 2.16.
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Através da transformada rapida de Fourier, uma pseudo tabela de covaridncia C'(h)
pode ser transformada em uma pseudo tabela espectral s(w). Em 2D esta tabela espectral

é definida pela integral:

1 “+o00 “+o0
s(wr,ws) = / dh, / C(hy, ho)expl—i(wihy + waho)|dha, — (2.18)

471'2 — —00

Em sua versdo discreta:

N1—1 N2—1

s(j1,J2) = Z Z C(ky, ko)exp[—2mi(kij1 + k2j2)], (2.19)

k1=0 ko=0
=0, Ny —1,jo=0,.. Ny — 1

De acordo com o teorema de Bochner, a forma geral de uma funcao real positiva
definida de C(hq, hy), continua em h = 0 é:

+o00 +oo
C(hl, hg) = /_ /_ cos(w1h1 -+ w2h2) : dS(wl, CUQ) (220)

onde dS(wy,ws) é uma medida limite positiva.

Em funcao da tabela de covariancia amostral nao ser definida positivamente, a
tabela de densidade espectral amostral pode nao ser licita e, dessa forma, resultar em
valores para s menor do que 0 e a soma destes valores ser diferente de 1. Para assegurar
a positividade de uma tabela 2D s(wy,ws) e soma unitaria, é possivel uma suavizagao
dos valores originais de s sob estas duas condi¢oes. E tal suavizagao também remove
valores de flutuagoes nao desejadas. O resultado é agora uma pdf espectral licita. A retro

transformada FFT desta pdf espectral serd uma tabela de covaridncia suavizada e positiva
definida.

Yao resume o método de obtencao da tabela de covaridncia final como uma ida-e-
volta via FFT mais um processo de suavizagao intermediaria. Diferente da aproximacao
por série de Fourier para com os valores originais de covariancia descrito na relagao 2.17.
Yao afirma que o algoritmo proposto é mais répido e flexivel (e mais préximo dos valores
de covariancia amostral) do que o algoritmo de Rehman, dado o contexto da década de
90. Porém, mesmo hoje com niveis de processamento muito maiores, observa-se que sao
algoritmos lentos e custosos computacionalmente, acarretando em inviabilidade para a

grande maioria dos banco de dados observados nas ciéncias da Terra.

Apés discorrer sobre as preposicoes iniciais para a utilizacdo do método, o passo
inicial é o calculo da tabela covaridncia experimental. A partir das amostras, em grid ou
ponto, a tabela de covariancia discreta pode ser calculada para todos os espagamentos
disponiveis (CHU, 1993). Como para qualquer calculo desse tipo, uma tolerdncia apropriada

deve ser escolhida para um dado vetor A a fim de evitar uma estimativa de valores com
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poucos pares. O mapa (ou tabela) é posteriormente interpolado para todas as distancias.
O tamanho e discretizacao da tabela de covariancia depois da interpolacao deve ser tal,
que seja possivel encontrar valores de covariancia necessarios para os futuros sistemas de

krigagem.

A féormula para o calculo do mapa de covariancia:

N(h)
Cp(h) = éh) > Z(u)Zloa ) = ms s, (2.21)

onde m,_p ¢ a média dos pares da cauda do vetor e m,; da cabeca do vetor. Vale lembrar

que a auto-covariancia é simétrica em h e —h.

Ja, a formula para o calculo do mapa de covariancia cruzada é:

1 N(h)

CZY(h) = W Z(UQ)Y(UQ + h) — mzihijLh, (222)
a=1
R

Cyz(h) == W Y(ua)Z(ua + h) - my_hmz+h, (223)
a=1

Por sua vez, para a covariancia cruzada, Czy (h) # Czy(—h) e Czy(h) = Cyz(—h).

Por mais que seja possivel gerar as tabelas de covaridncia cruzada no método
proposto nessa dissertagao, a possibilidade sera meramente comentada. E possivel verificar
nas equacgoes 2.22 e 2.23, que a tabela gerada nao é simétrica e a ordem dos fatores altera

produto.

O programa Varmap do GSLIB pode ser utilizado para calcular o mapa de covari-
ancia (DEUTSCH; JOURNEL, 1997). E uma técnica vélida, porém bastante limitada e
computacionalmente custosa. Em funcdo do baixo niimero de dados, o niimero de pares
utilizado para certas células do mapa de covariancia pode ser muito pequeno e assim
introduzir ruido ao mapa. Por isso, a importancia em permitir tolerancia sobre a aquisi¢ao
de dados para o célculo dos valores de covaridncia amostral e fornecendo uma suavizagao
preliminar (CHU, 1993).

Em func¢ao dos dados serem esparsos, podem haver grandes flutuagoes e valores
faltantes para o calculo da tabela de covaridncia original. Yao propoem que a tabela
deve ser completada e suavizada antes de ser transformada via FFT. Em seu estudo, Yao
utilizou um programa chamado intpmap que permite o preenchimento dos valores faltantes
ao mesmo tempo que os valores originais do mapa de covariancia sao suavizados. Para
cada entrada, o valor suavizado ¢ uma média ponderada dos valores originais através de

uma janela moével.



2.8. Modelagem Automdtica de Tabelas de Covariincias (Cruzadas) utilizando Transformada Rdpida de
Fourier 37

O peso associado a cada valor original é proporcional ao nimero de pares utilizados
para origina-lo e decai com a distancia em relagao ao centro da janela. Para cada covariancia
de entrada na fileira k; e coluna ks com coordenadas polares (p, ), a janela de suavizagao
¢ um circulo com angulo 6 + A 6 e seu raio (1+w) p. O valor para a covarincia suavizada

é:

N

=1

onde o N é o nimero total de valores originais de entrada encontrados pela janela de

suavizagao, C; é o valor para ¢ covariancias e \; os pesos correspondentes definidos por:

Ai = np(i)/dist(i), with : i Ai=1 (2.25)

i—1

onde np(i) é o numero de pares utilizado para o cédlculo para o valor de covariancia
experimental original C;, dist(i) é a distdncia entre os ¢ valores de covaridncia e a entrada

C'(ky, ko) é entdo suavizada.

O raio da janela (1 +/— w) p aumenta com a distancia p, da mesma forma, o
aumento da suavizagao com a distancia lag. De fato, normalmente hd uma flutuacao
indesejada experimental para grandes lags e era necessaria sua remocao. Os parametros
w e A # devem ser escolhidos tais que incluam dados suficientes para cada circulo de
suavizagao. E, uma vez que tabelas de autocovariancia sao simétricas, ou seja, C'(h) =

C(—h), é somente necesséario calcular metade do mapa de covariancia.

Uma vez que a tabela de covaridncia amostral estd completa, a FFT fornece o
mapa de pseudo densidade espectral correspondente. A expressao 2.19 considera uma
ponderagao igual para todos os valores amostrais de covariancia C'(kq, k2). Entretanto,
como a confianga dos valores de covariancia C'(ky, ko) decrescem conforme cresce ki, ks, é
mais apropriado dar mais peso de forma a favorecer os valores de maior confianga e menor

lag k1, ko, ou seja:

M1 Mo

5(j1,72) = Z Z N ko C (K1, ko) exp[—2mi(ky gy + kaja)), (2.26)
k1=0 ko=0

jl = 0, ...,Nl - 1,j2 = 0, ...,NQ - 1

onde M;, M, sao os limites truncados definindo a somatoéria dada pela janela e A, g,

sao pesos a serem aplicados pela janela. Dois tipos de pesos sao frequentemente usados
(CHATFIELD, 1996) e sao eles:
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e Janela de Turkey-Hanning:

DN | —

by by =

k1 ko
1 — + — 2.2
( +cos7r<Ml—|—M2>>, (2.27)
kl - O, ceey Ml, k’g - 0, ) Mg

e Jancla de Parzen:

k ko \ 2 k k 3
Akl,k2:1—6<Mll+MQ2> +6<1+ 2) (2.28)

0< ki < M;/2,0<ky < My/2

My/2 < ky < My, M;/2 < ky < My/2

Os resultados para dois primeiros métodos estimam valores similares de densidade
espectral. De toda forma, o tamanho da janela (M; e M) é dificil de determinar e Yao
admite em seu artigo que a melhor estratégia é por tentativa e erro. Este fato evidencia a
importancia de uma técnica automatizada; pois, ao errar o valor do tamanho da janela,
faz-se necessario uma nova tentativa e o dobro de tempo computacional gasto, sem saber

em que valor cessar as tentativas.

De toda forma, uma janela mével simples também pode ser utilizada:

1 mi/2 ma/2

S s+ hge + 1), (2.29)
m1m2 l1=—m1/2 l2:—m2/2

§<j17j2) -

onde m; e my definem uma janela de suavizagao simétrica em torno das células (ji, ja2).

Resumindo: o algoritmo de suavizacao processa os dados da seguinte maneira:

i. Através da FFT, um mapa amostral de covaridncia em grid é transformado em um

grid de quase-densidade espectral pdf s(w) utilizando a expressao 2.19;

ii. E feita uma suavizacio de s(w) através de médias méveis do tipo 2.29 sob as condigoes
de positividade e soma unitaria para assegurar uma pdf espectral licita e suavizada;

As condigoes para o mapa de densidade espectral sao:

e Os valores de densidade espectral sao reais e nao-negativos;

e A integral para toda a densidade espectral em todas as frequéncias w deve ser
igual a C'(0), portanto, se o mapa de covariancia for estandardizado para uma

varidncia unitdria, entdo em R%: Sp, Yr2 ) s(kr, ko) = 1;
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e Além disso, a densidade espectral deve ser simétrica na frequéncia zero para
assegurar que a transformada reversa de Fourier resulte em valores de covariancia
reais (ndo imaginarios). A razao pela qual Yao afirma a necessidade de passar
para o dominio espectral é a de que se torna mais simples obter uma condicao
de positividade para a densidade espectral em oposi¢ao ao fazé-lo no dominio

espacial.

iii. E possivel utilizar o espectro s(w) licito e suavizado no dominio de frequéncias para
simulagoes espectrais, seja nao condicional (PARDO-IGUZQUIZA; CHICA-OLMO,
1993) ou condicional (YAO, 1998b), ou ainda pode ser retro transformado para o
dominio espacial e utilizado como uma tabela de covariancia licita e permissivel para

sistema de krigagens ou simulacoes condicionais.

Ao capturar diretamente os valores da tabela de covaridncia licita e permissivel, é
possivel construir os sistemas de krigagem sem a necessidade de utilizar qualquer tipo de
modelo analitico de covaridncia. Todos os programas tradicionais de estimativa e simulacgao
podem ser modificados para lerem diretamente desta tabela de covariancia. Os parametros
para os modelos de variogram ou covariancia nos arquivos de parametros para estimativa
e simulacao no programa GSLIB, por exemplo, podem ser substituidos por um arquivo
impute de dados contendo o mapa de covariancia licito em 2D ou um cubo nos casos 3D.
Yao ressalta que, mesmo para os casos 3D, nao haveria uma preocupacao com o tamanho
do cubo de covariancia, pois na pratica, os dados utilizados pela krigagem estarao limitados

pela vizinhancga de busca centrada no ponto a ser estimado e a uma maxima distancia h.

O método proposto por Yao foi, de fato, inovador e ousado. Sua abordagem foi
apresentada como uma modelagem automatica da tabela de covariancia, de forma a entregar
uma tabela definida positiva. Entretanto, conforme foi apresentado na revisao, este método
¢é bastante complexo e nao automatico. Diversos parametros sao necessarios e ainda ha
o risco de uma suavizagao excessiva, de modo a comprometer inclusive uma possivel
anisotropia dos dados. Por fim, vimos até aqui uma breve revisao sobre as transformadas
de Fourier, na teoria e na pratica, o método proposto por Marcotte e uma densa revisao
bibliografica do método Yao. Seguimos para o capitulo em que a metodologia proposta é

apresentada.
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3 Tabela de covariancia: um mapeamento ra-

pido e automatico de continuidade espacial

Uma vez que todas as técnicas e conceitos fundamentais foram apresentados, é
possivel descrever o fluxo de trabalho proposto. O primeiro passo é preencher o grid com
valores estimados para construir um modelo base para a extrair a covaridncia (MBC)
aceitavel para executar o algoritmo de FFT. Este algoritmo precisa de um grid regular sem
nos ausentes para gerar a tabela de covariancia. O primeiro passo representa a proposta
fundamental deste estudo. Ao invés de interpolar os valores de covaridncia faltantes
do conjunto de dados - e ainda por cima suaviza-los - conforme descrito por Yao em
(YAO; JOURNEL, 1998), é proposto usar um MBC que reproduza satisfatoriamente as

caracteristicas espaciais dos dados, preenchendo por completo os nés do grid.

O segundo passo consiste em realizar a convolucao do MBC via transformada
de Fourier através do algoritmo FFT e obter a densidade espectral. Foi mencionado
anteriormente, que a densidade espectral pode ser usada para simulacao espectral, como
por exemplo via método Integral de Fourier (PARDO-IGUZQUIZA; CHICA-OLMO, 1993),
ou pode ser retrotransformada de volta para o dominio dos dados como uma tabela de

covariancia licita para imputa-la em métodos de krigagem ou simulacao geoestatistica.

Este método é um mapeamento automatico de continuidade espacial e nao suprime
passos anteriores, como a escolha de dominios estacionarios, ou ainda posteriormente na
andlise quantitativa de vizinhanga de krigagem (QKNA) (VANN; JACKSON; BERTOLI,
2003) e na otimizagao dos parametros de krigagem localizada (LKPO) (RUBIO et al.,
2018). Serd apresentado neste capitulo a importancia da vizinhanga de krigagem - ou
elipsoide de busca - descrito em QKNA e LKPO para o método proposto. A seguir, cada

passo descrito acima sera explicado e explorado.

Por fim, o uso da tabela de covariancia exige que os algoritmos de krigagem e
simulacao sejam modificados. Além disso, a incorporacao da tabela de covariancia foi feita
migrando os dados para o grid com mesma resolucao. Dessa forma, todos os dados estao

nas distancias em que as covariancias estao tabeladas.

3.1 Modelo Base para Extrair Covariancia

E importante, primeiramente, apresentar a definicdo de modelo base para extrair
covariancia (MBC) no contexto deste trabalho. A continuidade espacial, ou a falta dela, é

uma caracteristica intrinseca de atributos das ciéncias da Terra. Portanto, um modelo que
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carrega uma continuidade espacial semelhante poderia ser um modelo base para extrair
uma tabela de covaridncia. Este trabalho concentra-se na estimativa de um MBC usando
uma Unica varidvel, mas é possivel usar dados correlacionados secundarios, exaustivos ou

nao, e até mesmo uma imagem de treinamento para obter uma tabela de covariancia.

Embora questionavel quanta similaridade é necessaria entre o modelo que desejamos
e seu MBC para obter uma boa tabela de covariancia, o ponto crucial deste trabalho
¢é entender que mesmo um modelo construido com algum método muito simples pode
conter caracteristicas similares de continuidade espacial em comparacao com a tabela de
covariancia que desejamos. Foi escolhido o método do vizinho mais préximo (NN) apds
uma extensa investigacao sobre diversos possiveis modelos, dentre eles: inverso da distancia
linear e quadratico, k-vizinhos mais proximos (KNN) com diversos valores de k. Obtéve-se
tabelas de covariancia via NN, ou KNN para k£ = 1. Além de sua simplicidade e estar
contido na grande maioria dos softwares geoestatisticos, seu sumario estatistico tende a
ser representativo dos dados desagrupados, preservando sua variancia. De toda forma, é
importante ressaltar que o MBC via NN pode distorcer a tabela de covariancia caso haja

grandes extrapolacoes.

A figura 7 ilustra a comparacao de dois modelos muito diferentes em termos de
resolugao. O primeiro é o modelo exaustivo Walker Lake (a) e o segundo é um modelo
estimado via vizinho mais préximo (b), obtido a partir do conjunto de 470 dados (veja
(ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989)). A figura 8 mostra duas tabelas de covaridncia, a primeira
foi obtida utilizando o modelo exaustivo (a) e a segunda através do MBC (b). A diferenca
entre ambas tabelas de covariancia é bastante sutil, especialmente no centro da imagem,

que sera realmente capturada pelo elipsoide de busca ao executar métodos de krigagem.

300 East 300 East 1500
1125
S s
£ £ 750
= =
375
0 0 0.00

0 S e 260

Figura 7 — Modelo exaustivo (a) e MBC (b).
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300 300 60000
32500
= =
S P 5000
= =
-25500
-300 -300 -50000
260 (a) 260 -260

Figura 8 — Tabela de covariancia do modelo exaustivo (a) e do MBC (b).

Nesta etapa do estudo, serao apresentadas duas estimativas via krigagem ordinaria
(OK) para fins ilustrativos, e, no Capitulo 4, o tema sera aprofundado. A figura 9 apresenta
dois mapas estimados através de krigagem ordinaria, ambas com os mesmos parametros,
com excecao do modelo de continuidade espacial, para um grid de 1 x 1 - mesma dimensao
de bloco da tabela de covaridncia. O primeiro mapa estimado (a) utilizou a tabela de
covariancia extraida do MBC via NN, ja o segundo mapa utilizou a variografia tradicio-
nalmente calculada e modelada (b) para os 470 dados. As diferencas entre as estimativas
feitas podem ser devido a tabela de covariancia nao considerar o efeito pepita, ou seja,
para h = 0, a variancia é 0 e covariancia a maxima. Dessa forma, a tabela atribui maior
peso a amostra mais proxima. O modelo variograma, por outro lado, tem o efeito pepita e

distribui melhor os pesos entre as amostras, o que pode gerar uma maior suavizacao.

Para estimar em grids de diferente resolugao da tabela de covariancia, blocos de
5 x 5 dada uma tabela de blocos de 1 x 1, por exemplo, é possivel utilizar a operacao
de upscaling, ou seja, extrair as médias para os blocos pertencentes ao bloco maior. Os
mapas presentes na figura 10 exemplificam a operacao para um grid com blocos 5 x 5.
E notével a semelhanca do mapa estimado via tabela com o modelo exaustivo e isso se
da, pois, a tabela de covariancia pode conter diversas subestruturas extraidas do MBC,
que serao reproduzidas em todas as estimativas e simulagoes decorrentes dessa tabela.
Além da questao ja comentada dado efeito pepita. Da mesma forma, nota-se significativas
diferencgas entre os mapas estimados (a) e (b), principalmente nas regides marcadas de

alto teor (elipse vermelha) e de baixo teor (elipses amarelas).



44  Capitulo 3. Tabela de covariincia: wm mapeamento rapido e automdtico de continuidade espacial

300 East 300 East

1500

1125
S S
g g 750
= =
375
0 - 0 : 0.00
0 (a) 260 0 (b) 260
Figura 9 — OK via tabela de covaridncia (a) e via variograma (b) em grid 1x1
300 cost 300 co<t 1500
1125
s E=]
£ 2 750
= =
:—\l 375
0 L = 0 L A.k 0.00
0 (a) 260 0

(b) 260

Figura 10 — OK via tabela de covariancia (a) e via variograma (b) em grid 5x5, com elipses

)
vermelhas destacando diferencas em areas de alto teor e amarelas para baixos
teor.

3.2 Gerando a Tabela de Covariancia

Conforme foi visto no capitulo anterior, a tabela de covaridncia (CT) consiste em

literalmente calcular valores de covariancia para todos os espacamentos hs, definida na
forma:

N(h)
CZW Z Ua + h)

mz_ ,Mw,,, (3'1)
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onde mz_, e myy,, indica respectivamente os valores médios da cauda e cabega do par de
vetores de dados Z e W, N(h) indica o niimero de pares que podem ser encontrados em
um intervalo h. Utilizando a correspondéncia dada pelo teorema de convolucao aplicando

uma transformada de Fourier, temos:

F [Cow(h)] = F[Z] - F|W], (3.2)

é possivel obter a tabela de covaridncia desejada aplicando o retrotransformacao na equagao

3.2, resultando em:

Cow(h)=F |7 (2] Z W] (3.3)

A definicao da tabela de covaridncia na equagao 3.3 usa apenas transformacoes de
Fourier e retrotransformacao, tornando esta definicio adequada para usar as vantagens
numéricas da FFT. Embora a transformacao de Fourier seja computacionalmente cara,
cada transformacao requer O(N?) multiplicagdes complexas ou operagoes (N o tamanho
do vetor), a Transformada de Fourier Discreta (DFT) pode acelerar o processo para
O(Nlog N) operagoes, conforme visto no capitulo anterior. Isto é possivel devido ao
algoritmo de Transformagcao de Fourier Rapida (FFT) que, dependendo da forma com que

foi implementada, explora a simetria da defini¢ao discreta de transformacao de Fourier.

A densidade espectral s ZW(E) é definida como a transformada de Fourier da fungao

de covariancia de Z e W:

sow(k) = F[Cow(h)],
sow(k) = F|Z]- FIW). (3.4)

A equagao 3.4 define, portanto, a densidade espectral S(E) Esta equacgao pode ser
calculada como O(nlog(n)), com n = n,, n, e n,, sendo n o nimero de células para cada
dimensao. A densidade espectral pode ser usada para realizar simula¢oes espectrais, ou

pode ser retrotransformada novamente através da FFT.

Como esse trabalho foca em uma continuidade espacial global de uma tinica variavel,

a convolucao via FFT pode ser entendida como uma autocorrelagdo descrita na forma:

F (Coz(h) = Z 2]+ F 2] = |7 2],
Azz(h) =774 ||Z 12)P]. (3.5)

onde Az z(h) denota a autocorrelagao para a variavel Z.
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Conforme foi visto em (YAO; JOURNEL, 1998), modelos de covariancia devem ser
positivos definidos, provendo valores licitos de covariancia para qualquer espagamento e
direcao. O método aqui proposto ndo garante uma tabela de covaridncia definida positiva.
Entretanto, uma vez que todas as tabelas de covariancias geradas neste estudo vieram de
um modelo de base estimado a partir de um conjunto de dados, sempre foi encontrada
uma regiao central licita. Ainda assim, o método nao garante que sempre havera esta
regiao. Essa area central licita pode ser identificada e esta diretamente relacionada ao
fendmeno espacial. Portanto, ela pode ser utilizada uma vez limitada pelo elipsoide de

busca em métodos de krigagem.

A figura 11 apresenta quatro tabelas de covaridncia utilizadas no estudo com suas
respectivas areas centrais licitas, limitadas pelo elipsoide de busca. A primeira imagem (a)
é a CT de um MBC com uma anisotropia zonal, e segunda (b) é uma CT de um MBC
de efeito pepita puro. Ambos sdo casos extremos particulares, afim de ilustrar o método
proposto em condi¢bes em que poderia haver uma instabilidade quanto a licitude dos
valores, ou ainda uma dificuldade na identificacdo da regiao a ser utilizada pelo elipsoide
de busca. A imagem (c) é a CT do Walker Lake e a tltima imagem (d) é a CT utilizada

no estudo de caso do Capitulo 4.

Ambos casos particulares, anisotropia zonal (a) e efeito pepita puro (b), foram
postos a prova e o resultado pode ser visto na figura 12. O fluxo de trabalho comeca
gerando uma realiza¢do nio condicionada através da simula¢ao sequencial gaussiana (SGS)
com uma estrutura de covariancia inserida. O modelo resultante foi um MBC para a CT.

Entao, uma segunda SGS nao condicional foi executada usando o CT para obter o modelo
final.

Assim, é possivel afirmar que o método de obtencao da tabela de covariancia
proposto é um mapeamento automatico rapido de continuidade espacial. Com, literalmente,
um aperto de botao e cerca de 90 segundos de tempo de processamento em um laptop
com processador Intel i7, é possivel gerar uma tabela de covariancia para dois milhoes de

nos de grid.
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60000

32500

5000

-25500

-50000

Figura 11 — CT de um MBC com uma anisotropia zonal (a), CT de um MBC de efeito
pepita puro (b), CT do Walker Lake (c) e CT utilizada no estudo de caso no
Capitulo 4 (d). Os elipsoides na regiao central de cada CT séo as elipses de
busca para as krigagens e simulagoes subsequentes.
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Figura 12 — Casos ilustrativos: (a) um modelo efeito de pepita puro, a realizagdo de SGS
como um MBC, a CT extraida dele e uma realizacdo de SGS condicionada
pela CT; (b) uma realizagdo SGS de anisotropia zonal como MBC, a CT
extraida e uma realizagdo de SGS condicionada pela CT.
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3.3 Algoritmo e Plug-in

O céddigo implementado executa a convolucao via FFT de um grid MBC, resultando
em uma tabela de covariancia associada e, portanto, necessita da criagao prévia de um
MBC (via NN nos casos aqui apresentados). Apesar de ser um assunto denso e complexo,
o cddigo é relativamente simples. Em poucas linhas, o pseudocédigo para a implementacao
do plug-in esta descrito abaixo.

Require: d é o banco de dados. Construir um MBC m utilizando uma técnica de
interpolagao a partir do banco de dados d.
M < FFT {m}
for all (i, 7, k) in index(M)
s(iyj, k) = M(4, j, k)*
end for
C < FFT ' {s}

C é a tabela de covariancia associada com o banco de dados d.

O plug-in é de facil utilizacao, bastando entender poucos parametros é possivel
gerar uma tabela de covaridncia. A figura 13 apresenta a janela do plug-in implementado
no software AR2GeMS para geracao da CT, descrevendo os parametros utilizados. Ha duas

entradas para MBC (pardmetro A e B), possibilitando a geracao de tabelas de covariancias

cruzadas.

Y

| onet> M — MBC de entrada

B:

| < None > T — MBC de entrada

Output n 3

I e — ‘ » Nome da CT na memoria RAM
O a=s ‘@ Cov(A B) * Convolugdo do MBC

D Centered covariance

‘[:I Output resultin 2 cartesian grid i * Opcdo para gerar CT em grid

Grid name
» Nome da CT em grid de saida

Figura 13 — Plug-in do software AR2GeMS para geragao da CT.
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4 Estudo de caso

Para a discussao de resultados, é proposto um estudo de caso. Foi escolhido
demonstrar a técnica sob ambiente controlado, ou seja, gerando um depédsito sintético em
trés dimensoes e amostrando este em diferentes proporgoes. De modo que serd possivel
a comparacao dos resultados utilizando a técnica contra o método tradicional e ambos
contra o depdsito sintético. Também, se estuda como a baixa densidade amostral afeta a

geracao da tabela de covaridncia, novamente, em comparagao com a variografia.

4.1 Geracdo do Depdsito Sintético e Banco de Dados

Uma realizacao nao condicional foi criada através da técnica de simulacao sequencial
gaussiana (SGS) que honra a estrutura de covaridncia de entrada, conforme descrito na
tabela 2. A variavel V foi criada e preenche por completo um grid de dimensoes 200 blocos
na direcao Norte-Sul, 200 na dire¢do Leste-Oeste e 50 blocos na direcao vertical, e cada

bloco possui dimensoes de 1x1x1.

Estrutura  Contribuicado Azimute Maior Intermediario Menor

Efeito Pepita 0.10 - - - -
Esférica 0.30 0 30 20 10
Esférica 0.60 0 60 40 25

Tabela 2 — Estruturas e parametros de continuidade espacial usados para gerar a realizacao

via SGS.

Foram gerados trés conjuntos de dados similares a furos reais com diferentes
densidades amostrais: 1,0%, 0,5% e 0,1% do total de dados V no grid exaustivo. Os
sumarios estatisticos para os trés conjuntos de dados representam estatisticamente os
dados exaustivo. Isto foi feito para investigar a influéncia da densidade amostral sobre a
técnica proposta em comparagao com a modelagem tradicional do variograma. A figura 14
apresenta o modelo exaustivo em vista isométrica (a) e o banco de dados cobrindo 0.1%
do total dos nés do grid (b). A figura 15 apresenta uma se¢ao em plano horizontal para z
igual a 1 (em 50 se¢bes possiveis) em ambos, modelo exaustivo (a) e V' 0.1% (b). Todas as
secoes para fim de comparacao neste estudo de caso serao feitas para este valor de z. Uma
vez que todos os furos comegam em z igual a zero e terminam em 50, nao havera diferenca

na escolha da se¢ao para comparagao.
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0.00
Figura 14 — Modelo exaustivo (a) e V' 0.1% (b).
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Figura 15 — Se¢ao em plano horizontal para z igual a 1 do modelo exaustivo (a) e V' 0.1%

(b).

A figura 16 mostra o histograma dos dados exaustivos em comparac¢ao com o
histograma das amostras. A informacao mais relevante para o estudo nos histogramas é a

variancia total dos dados, que estara representada no centro da tabela de covariancia para
todos os casos.
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Figura 16 — Histograma do modelo exaustivo e dos dados com 0.1%, 0.5% e 1.0% de V
(b).

4.2 Geracao das Tabelas de Covariancia

Conforme mencionado no capitulo anterior, o tempo para a geragdo da tabela
de covariancia para 2 milhoes de nés é de aproximadamente 90 segundos em um laptop
com processador Intel i7. As tabelas de covaridncia resultantes para este grid possuem 16
milhdes de nés, pois, para descrever fendmenos tridimensionais, é necessario uma tabela
8 vezes maior do que o grid que contém o fenémeno. Isso ocorre em fungao da simetria
necessaria para a tabela representar o fendmeno para a mesma direcao e em ambos sentidos.

Da mesma forma que a variografia ao gerar um modelo simétrico, tal que C'(h) = C'(—h).

Para fins ilustrativos, a figura 17 apresenta a tabela de covariancia do modelo
exaustivo com duas se¢des isométricas que se cruzam em z e z igual zero. O elipsoide
que envolve a parte da CT que serd incorporada no calculo de krigagem, no canto
superior direito da imagem, representa o elipsoide de busca. As dimensoes da regiao sao de
aproximadamente 60 no maior alcance, 40 no alcance intermediario e 25 no menor alcance,

dada a tabela que descreve o fenémeno 2.
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200

-200
-200

Figura 17 — CT para o modelo exaustivo em sec¢ao isométrica com x e z igual zero. O
elipsoide que envolve a parte da CT que serd incorporada no calculo, no canto
superior direito, representa o elipsoide de busca da krigagem.

A figura 18 mostra a CT para o modelo exaustivo em comparagao com CT para
todos os conjuntos de dados (V01, V05 e V1) em z igual a zero. Valor escolhido para
apresentar a direcao de maior continuidade espacial do fenomeno. A diferenca entre a CT
gerada a partir do modelo exaustivo e do MBC de 1.0% ¢ imperceptivel. Para o MBC
de 0.5% e 0.1%, uma estrutura em forma de cruz é verificada no centro da CT. Este
artefato esta provavelmente ligado a forma regular do MBC via NN e da baixa densidade
da malha amostral. Entretanto, o alcance para todas as dire¢oes de continuidade espacial
estd corretamente representado em todas as CTs. Ao seccionarmos as quatro tabelas de
covariancia, é possivel extrair graficamente variogramas na orientacao desta secgdo (linha
pontilhada da figura 18). A figura 19 apresenta os variogramas destas tabelas, para a

direcao de maior e menor continuidade espacial.

A figura 20 apresenta o mapa exaustivo e os trés MBCs, modelos utilizados para
geracao das 4 CTs na figura 18 para z igual a 1. Caso a malha amostral fosse um pouco
mais desordenada, como é observado no MBC da figura 7, seria possivel obter mais pares
de diferente valor em todos espacamentos. O que é normalmente verificado na pratica da

mineracao, devido a sobreposicao de diferentes campanhas de sondagem.
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Figura 18 — CT para o modelo exaustivo em comparacao com CT para todos os conjuntos
de dados (V01, V05 e V1) em z igual a zero. A linha pontilhada referencia a

secgao para a diregdo de maior continuidade espacial.
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Figura 19 — Variogramas extraidos das seccoes nas dire¢oes de maior e menor continuidade
espacial das quatro tabelas de covariancia da figura 18. Em verde, o variograma
da tabela do modelo exaustivo, em vermelho, rosa e azul, sdo os variogramas
gerados a partir das tabelas de V' 0.1%, 0.5% e 1.0%, respectivamente.
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Figura 20 — Modelo exaustivo em comparagao com os MBCs para todos os conjuntos de
dados (VO1, V05 e V1) para z igual a 1.
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4.3 Estimativas

A krigagem ordindria (OK) foi realizada para V' 1.0%, 0.5% e 0.1% via CT e
variograma (Var) utilizando os mesmo parametros. A figura 21 abaixo apresenta os mapas
resultantes de estimativa em plano horizontal com z igual a 1. O circulo amarelo sobre
os mapas CT V01 e CT V05 destaca os artefatos em forma de cruz gerados pelas suas

respectivas CTs da figura 18, em contraste aos circulos vermelhos, via variografia.

200 East ‘ 200
| H |
5 5
(=] (=]
=2 =2
0 0
0 CT Vo1 200 0 Var Vo1 200
200 East 200 1500
v -
1125
B B
£ £ 750
=2 =2
375
0 0 0.00
0 CT VO5 200 0 Var V05 200
200 200 East

North
North

e O
t

0 CT V1 200 0 Var V1 200

Figura 21 — OK via CT e variograma para V01, V05 e V1, em secao horizontal em z igual
al.
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O coeficiente de correlagdo para ambas estimativas OK (via CT e variograma)
em comparacao com o modelo exaustivo foram 0.81 para V 1.0%, 0.76 para 0.5% e 0.62
para 0.1%. Assim, para ambas as técnicas, a baixa relacao de densidade de amostragem
compromete a qualidade do modelo igualmente, para esta valida¢do. E mostrado na tabela
3, a varidncia para todos casos. Observe que os modelos estimados via CT tendem a gerar

mais variancia e menos suavizagao do que modelos gerados via variograma tradicional.

V01% V0.5% V 1.0%
OK via CT 27,351 31,491 35,004
OK via Var 22,972 30,310 34,322

Tabela 3 — Variancia dos modelos de OK via CT e variograma para V 1.0%, V 0.5% e V
0.1%.

Foi escolhido para ilustrar a diferenca de varidncia encontrada entre os modelos
estimados, a funcao de probabilidade acumulada e a andlise de deriva vertical para V' 0.1%.
A escolha foi feita em funcdo da maior diferenca apresentada em ambas analises para
esta densidade amostral. As fung¢oes de probabilidade acumulada (CDF) dos teores dos
modelos podem ser verificadas na figura 22, que apresenta a CDF do modelo exaustivo em
comparagao com OK via CT e variograma para V 0.1%. Esta diferenca foi verificada ao
longo de todo estudo feito: CDFs das estimativas via CT mais préximas da CDF do modelo
exaustivo para todas densidades amostrais em comparagao com as CDFs das estimativas

via variografia tradicional.
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Figura 22 — CDF do modelo exaustivo em comparacao com OK via CT e variograma para
V 0.1%
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A diferenca encontrada nas curvas CDFs pode ser atribuida a variagao vertical
local verificada nos modelos estimados via CT. A figura 23 apresenta a andlise de deriva

vertical do modelo exaustivo em comparac¢ao com OK via CT e variograma para V' 0.1%.
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Figura 23 — Analise de deriva do modelo exaustivo em comparagao com OK via CT e
variograma para V 0.1%.

A figura 24 evidencia, através uma se¢ao vertical dos dados de V' 0.1% com x igual
a 200 e de seu respectivo MBC, a grande variagao nos teores nesta direcao. Esta variacao
nao ¢ verificada nas se¢ao horizontais por nao haver dados, e, portanto, o MBC possui

baixa variabilidade (figura 20).
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Figura 24 — Secao vertical em z igual a 200 de V' 0.1% e de seu respectivo MBC.
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4.4  Simulacoes

Foram também geradas simulagoes geoestatisticas utilizando a técnica de simulagao
sequencial gaussiana (SGS). Da mesma forma, os parametros foram os mesmos para ambas,
com exce¢do do modelo de covariancia utilizado, resultando em 50 realizacoes. A figura 25

apresenta uma realizagao utilizando para cada caso, via tabela de covariancia e variograma.
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Figura 25 — Conjunto de realizagoes via CT e variograma para V 0.1%, V 0.5% e V 1.0%.
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E possivel verificar que a principal diferenca nas realizacoes estd no curto alcance.
Este é mais continuo para as SGS via CT. Evidenciando, novamente, que a CT reproduz
as caracteristicas de seu MBC e, apesar da simulagao via CT ser mais rapida, a SGS
via variograma apresentou melhores resultados. A figura 26 apresenta as funcgoes de
probabilidade acumulada para todos os casos em comparacao com o modelo exaustivo.

Nao ha significativa diferenca entre as técnicas para este resultado.

A figura 27 encerra o estudo de caso, e, talvez, seja a mais importante e represen-
tativa do mesmo. Esta apresenta os variogramas para todas as 50 realizagoes SGS via
tabela de covaridncia e utilizando a variografia classica nas dire¢bes de maior e menor
continuidade espacial. A figura também apresenta o variograma experimental para todos
os casos de V, os modelos variograficos gerados e a curva variografica extraida das tabelas
de covariancia (dada pela relagao v(h) = C(0) - C'(h)).

Conforme discutido ao longo do estudo de caso, a notavel diferenga nos resultados
obtidos pela variografia e pela CT é verificada no curto alcance. Quando o modelo
variografico é obtido a partir do variograma experimental, extrapolamos o curto alcance
verificado ao longo do furo para todas as diregoes. Este é um passo natural, dado que
sempre havera mais dados ao longo do furo em relagdo aos dados espacados furo a furo. A
tabela de covariancia, por sua vez, extrai seus valores do MBC gerado via NN. Portanto, a
CT ira replicar as caracteristicas do MBC. Neste estudo, por haver uma malha regular, o
curto alcance sempre apresentou baixa variabilidade no plano horizontal (em destaque no

circulo azul), ao contrario do plano vertical.
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Figura 26 — CDF para 50 realiza¢oes SGS via CT e variograma para V 0.1%, V 0.5% e V
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Figura 27 — Flutuagoes ergddicas apresentadas pelo variograma orientado na diregao de
maior e menor continuidade espacial para SGS via CT e variograma para V'
1.0%, 0.5% e 0.1%.
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4.5 Conclusao

O desenvolvimento do presente estudo demonstrou a eficiéncia da técnica proposta.
Esta ¢ baseada na extracdo de uma tabela de covariancia (CT) a partir de um modelo
conceitual, denominado neste estudo de modelo base para extrair covariancia (MBC). A
técnica provou sua eficacia tanto por meio da validagao estatistica quanto pela velocidade
de obten¢ao de uma anélise continuidade espacial. Verifica-se que ¢ um método dependente
do MBC e, portanto, os resultados serdao tao bons quanto o MBC possibilitar. Esta tabela
de covariancia ¢é obtida através de um fluxo de trabalho de trés etapas: interpolando o banco
de dados para preencher todos os nés do grid regular (MBC), aplicar uma auto convolugao
por meio do algoritmo de transformada rapida de Fourier (FFT) e retrotransformar de
volta para o dominio original. O MBC representa uma solugdo simples para um problema
complexo, comparando com métodos anteriores que propuseram o uso da tabela de
covariancia. Entretanto, a geragdo do MBC através do método vizinho mais préximo (NN)
pode aumentar artificialmente o curto alcance no plano zy, para os casos em que ha efeito

pepita significativo.

O método proposto é um mapeamento automéatico rapido de continuidade espacial,
mas nao suprime passos anteriores de modelagem como escolher dominios estacionérios,
nem a analise quantitativa da vizinhanca da krigagem. Ainda, é importante definir um
elipsoide de busca de krigagem como no método tradicional via variografia, pois uma tabela
de covariancia positiva definitiva nao é garantida pelo método. Por outro lado, todas as
tabelas de covariancias geradas através deste estudo apresentaram uma regiao central que
pode ser identificada e esta diretamente relacionada com o fenémeno espacial. Krigagem
ordinaria via tabela de covariancia tende a gerar mais varidncia e menos suavizagao
do que via variografia tradicional. Ja a simulagao sequencial gaussiana replicou a baixa
variabilidade horizontal e alta vertical, verificada na tabela de covaridncia extraida do

MBC via NN para este estudo de caso.
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5 Consideracoes finais

Essa dissertacao propos como meta investigar a aplicabilidade da tabela de covari-
ancia como método substituto ou auxiliar aos métodos classicos de modelagem variografica.

Para tanto, foram apresentados dois objetivos especificos:

1. Operacionalizar o método no software geoestatistico de cédigo aberto AR2GeMS,

desenvolvendo um plug-in funcional.

2. Conduzir um estudo de caso em um banco de dados sintético e verificar a qualidade
dos modelos estimados e simulados pela metodologia proposta em comparagao com

a tradicional.

Ambos objetivos foram cumpridos e validados. Resultando em um plug-in intuitivo
e de facil utilizacdo. Uma alternativa mais agil, e passivel de gerar melhores resultados. E
evidenciado no Capitulo 4, é possivel concluir que a geracao da tabela de covaridncia é um
método simples para um mapeamento automatico de continuidade espacial. Apesar de
nao substituir completamente os passos anteriores e posteriores a modelagem, os quais

nao eram os objetivos, o método gerou modelos semelhante ao modelos tradicionais.

5.1 Recomendacdes para trabalhos futuros

Como recomendacgao para trabalhos futuros:

e Verificar se a tabela de covariancia gerada é definida positiva e, caso necessario,

investigar métodos de corregao, como os descritos na tese de Yao (YAO, 1998a);

e Estudar em quais situagdes o método vizinho mais préximo nao seria o MBC reco-
mendado para obter a tabela de covaridncia, e/ou encontrar formas para incorporar

o efeito pepita nesta tabela;

e Repetir o estudo de caso em banco de dados real, com uma malha amostral complexa

e nao regular;

e Investigar a viabilidade em fenémenos estacionarios nao claros, com uma continuidade

espacial complexa;

e Investigar o uso da densidade espectral gerada para simulagoes espectrais como o
método integral de Fourier (PARDO-IGUZQUIZA; CHICA-OLMO, 1993);

e Estudar casos multivariados, em que serd necessario covariancias cruzadas.
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