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Reificacdo de Objetos Concorrentes

Resumo

AutOmatos o-seqaenciais constituem urn dominio sema ntico categorial do
tipo o-intercalaccio para sistemas reativos, comunicantes e concorrentes. E
baseado ern sistemas de transicoes etiquetados, inspirado em "Redes de Petri
sac. MonOides" de Meseguer e Montanari, onde as operacOes de sincronizacao
e encapsulacdo sac) funtoriais e as reificacoes constituem uma classe de
morfismos especiais. Do que se tern conhecimento, é o primeiro modelo de
concorr'Cricia a satisfazer a composicionalidade diagonal, ou seja, onde as
reificacoes compOem (verticalmente) e distribuem-se sobre a composicao
paralela (verticalmente). Adjuncoes entre autOmatos ncio-seqiienciais, redes
de Petri e autOmatos seqiienciais sac) introduzidas estendendo a abordagem de
Winskel, Nielsen e Sassone onde e proposta uma classificacao formal para
modelos de concorréncia. Dos passos que envolvem a passagem de um modelo
para outro, pode-se inferir que os autOmatos net- o-seqiienciais sao mais
concretos do que as redes de Petri e os autOmatos seqiienciais. Para
experimentar o dominio sema ntico proposto, C dada sema ntica a uma
linguagem concorrente, baseada nos objetos, denominada Nautilus. Trata-se
de uma versa- o simplificada e revisada da linguagem de especificacao
orientada aos objetos GNOME, onde seio introduzidos algumas facilidades
especiais, inspiradas no dominio semantic°, como a reificagdo e a agregaga o.
Neste contexto, a composicionalidade diagonal é uma propriedade essencial
para dar a sema ntica.
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Reification of Concurrent Objects

Abstract

Nonsequential automata constitute a non-interleaving categorial semantic
domain for reactive, communicating and concurrent systems. It is based on
labeled transition systems, inspired by Meseguer and Montanari's "Petri Nets
are Monoids", where synchronization and encapsulation operations are
functorial and a class of morphisms stands for reification. It is, for our
knowledge, the first model for concurrency which satisfies the diagonal
compositionality requirement, i. e., reifications compose (vertical) and
distribute over the parallel composition (horizontal). Adjunctions between
nonsequential automata, Petri nets and sequential automata are provided
extending the approach of Winskel, Nielsen and Sassone where a scene for a
formal classification of models for concurrency is set. The steps of abstraction
involved in moving between models show that nonsequential automata are
more concrete than Petri nets and sequential automata. To experiment with
the proposed semantic domain, a semantics for a concurrent, object-based
language named Nautilus is given. It is a simplified and revised version of the
object-oriented specification language GNOME, introducing some special
features inspired by the semantic domain such as reification and aggregation.
The diagonal compositionality is an essential property to give semantics in this
context.
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1 Introducao

1 .1 Contexto e Objetivos

Esta dissertacao prossegue as investigacOes dos fundamentos maternaticos da orientacao aos
objetos concorrentes e originou-se da necessidade de mostrar que o problema da reificacao de
sistemas reativos, concorrentes e comunicantes tem solucao.

Trabalhos como [Sernadas & Ehrich 90], [Ehrich & Sernadas 90], [Ehrich et al 91], [Costa 91],
[Costa et al 92], [Costa & Sernadas 92], [Costa et al 93] e [Costa et al 94], entre outros, fornecem
meios para urn adequado entendimento do que é urn objeto e de como podem ser interconectados de
forma a construir objetos mais complexos. Entretanto, em relacdo a reificacdo, os resultados
atingidos nao foram plenamente satisfatOrios. Assim, esta dissertacao foi proposta corn os
seguintes objetivos:

construir um dominio semantic° para sistemas distribuidos reativos e comunicantes o qual
deve satisfazer a uma propriedade especial em relacdo a reificacao denominada
composicionalidade diagonal;

comparar a expressividade do dominio semantic° proposto corn outros dominios conhecidos e
representativos;

c) aplicar o dominio semantic° proposto a uma linguagem orientada aos objetos.

Em um sistema dito reativo, o comportamento é determinado por um relacionamento de
estimulos e respostas e nao em termos de uma fungal° corn entradas e saidas. Por
composicionalidade diagonal entende-se ambas as composicionalidades (ou modularidades)
vertical e horizontal, como segue ([Gorrieri 90]):

a) Composicionalidade vertical: é uma metodologia de especificacdo hierarquica a qual permite
adicionar estruturas a urn sistema concorrente, em diferentes nIveis de abstracao. Seria a
generalizacao da abordagem "top-down" de sistemas seqUenciais para sistemas concorrentes.
Neste caso, um sistema (possivelmente complexo) pode ser definido em urn nivel mais alto, 
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Figura 1.1 Composicionalidade vertical
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1	 Introducao	 2

31orizontal
Figura 1.2 Composicionalidade horizontal

abstraindo detalhes que sao posteriormente especificados em niveis subsequentes, como
entidades mais complexas. Adicionalmente, a abstracdo entre os diversos niveis deve ser

composicional, como ilustrado na Figura 1.1.
b) Composicionalidade horizontal: um sistema complexo e uma entidade estruturada o qual pode

ser melhor entendido e desenvolvido se for possivel considerar as suas diversas partes
componentes separadamente. Assim, o comportamento conjunto da reificacao das partes deve

ser equivalente a reificacao do sistema como urn todo, como ilustrado na Figura 1.2, onde o
simbolo II representa uma composicao de sistemas.

Deve-se destacar que, do que se tern conhecimento, model° de concorrencia algum satisfaz
composicionalidade diagonal, incluindo, por exemplo, traps ("traces") de Mazurkiewicz
[Mazurkiewicz 88], estruturas de eventos ("event structures") [Winskel 87b], sistemas de
transic6es assincronos ("asynchronous transition systems") [Bednarczyk 88] e redes de Petri
[Reisig 85].

1.2 Abordagem e Estruturacdo

Nos trabalhos referenciados no inicio desta introducao bem como em outros, houve urn
gradativo consenso de que um objeto e, basicamente, um processo juntamente corn atributos
dependentes de estados. Considerando-se os desenvolvimentos recentes relacionados as redes corn
destaque para [Winskel 87], [Meseguer & Montanari 90] e [Sassone et al 93], conclui-se que
modelos baseados em redes seriam bons candidatos para o dominio semantic° a ser proposto.
Entretanto, a maioria destes modelos como redes de Petri no sentido de [Reisig 85] e sistemas de

transicties etiquetadas ("labeled transition systems") em [Milner 89] nao possuem mecanismos de
composicao e de abstracdo em suas definicoes originais. A auséncia destes mecanismos a uma
forte justificativa para o use de teoria das categorias, considerando-se que:

em [Winskel 87] e proposto que as construcOes categorias de produto e coproduto sejam vistas
como as operapies de composicdo paralela e de escolha, respectivamente;
em [Meseguer & Montanari 90] e proposto que urn morfismo especial de redes represente a
implementacao de uma rede em computactles de uma outra;

Adicionalmente, a teoria das categorias prove tecnicas para comparar a expressividade das
diferentes categorias de modelos (classes de modelos categorialmente estruturados) atraves de
adjuncOes (geralmente reflexoes e co-reflexOes) expressando a relacao entre as suas semanticas,
como em [Sassone et al 93] onde e proposta uma classificacao formal para modelos de
concorrencia.

Assim, para atingir os objetivos propostos, urn novo model° semantic° categorial denominado
autOmato nao-sequencial a introduzido. Resumidamente, a abordagem proposta e sua
estruturacao e como segue.
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Capitulos 2 a 4 - Authmatos SeqUenciais

Inicialmente sdo introduzidos diversos conceitos relacionados corn grafos, grafos reflexives e
categorias, corn destaque para a nocdo de nodos distinguidos, inspirados em [Menezes 95], onde
sae apresentadas formas gerais de tratar nodos corn significados especiais. Adicionalmente, sao
provados resultados gerais para que as categorias de grafos e de categorias resultantes sejam
completas e cocompletas.

Urn autOmato seqiiencial e, basicamente, urn sistema de transicoes etiquetado. E definido como
urn grafo reflexive corn nodos distinguidos e arcos etiquetados. Os nodos distinguidos sae
interpretados como estados iniciais e finais e os arcos etiquetados come transicOes. A categoria
resultante e completa e cocompleta, sendo o produto interpretado como a composicao paralela.

As operacOes de sincronizacao e de encapsulacäo de autOmatos seqiienciais sae
categorialmente explicadas usando as tecnicas de fibracdo e de cofibraca.o, respectivamente,
inspiradas em [Winskel 87] e baseadas em [Menezes & Costa 93] e [Menezes et al 95].

A sincronizacdo determina o comportamento conjunto de automates seqUenciais. E uma
operacao funtorial e consiste, basicamente, de uma restricao da composicao paralela, induzida
por urn tabela de sincronizacOes ao nivel das etiquetas dos autOmatos componentes. Uma
construcäo categorial da tabela de sincronizacOes tambem é introduzida, baseada em [Menezes et
al 95b], generalizando as ideias propostas em [Menezes & Costa 93].

A encapsulacao extrai uma visao de urn automate. E definida como uma operacdo funtorial e
consiste, basicamente, de uma reetiquetacdo das transicOes usando urn simbolo especial para
indicar as transicOes que nao podem ser acessadas externamente e, portanto, que nao podem ser
sincronizadas. Note-se que, a encapsulacao de urn autOmato introduz urn ride-determinism()
interno.

Uma reificacao de um autOmato seqiiencial é definida como um morfismo que implementa um
autOmato nas computacOes de outro, inspirado ern [Meseguer & Montanari 90] e [Menezes & Costa
95]. As computacOes de urn autOmato s eao facilmente obtidas em urn contexto categorial,
considerando que urn autOmato 6, basicamente, urn grafo reflexive que, quando enriquecido corn
uma operacdo de composicao nas transicOes, resulta em uma categoria. Assim, cada composicao
de transicOes representa uma possivel computacdo ou transapo do autOmato. A construcao e,
resumidamente, a seguinte a qual é ilustrada na Figura 1.3:

considere um funtor que enriquece os aut6matos seqUenciais corn uma operacao de composicao
nas transicOes, originando uma categoria;
considere um funtor que esquece sobre a operacdo de composipo de categorias;
a composicao dos dois funtores determina um endofuntor denominado fecho computacional o
qual enriquece um aut6mato corn todas as suas computacOes (sequenciais) possiveis;
urn morfismo cujo autOmato destino é enriquecido corn o seu fecho computacional é UM
morfismo de reificacao.

Destaque-se que, pela tecnica de fibracdo usada, uma restricao do fecho computacional de urn
autOmato pode induzir urn morfismo de reificacao. Na realidade, morfismos de reificacao

Figura 1.3 Morfismo de reificacao de aut6matos
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induzidos por restricOes seguidos de reetiquetacOes sao usados para dar semantica a linguagem
Nautilus, introduzida adiante.

Para atingir a composicionalidade vertical, o problema e compor morfismos onde o objeto
destino e enriquecido por um funtor. A solucdo e inspirada nas categorias Kleisli. Por exemplo,
para as reificacties (I): Ai --> fecho A 2 e	 A2	 f echo A 3 onde fecho denota o funtor fecho
computacional, a composicao yI °KT: A i	 fecho A 3 e como na Figura 1.4. Note-se que todo o
morfismo 1V e enriquecido corn o seu fecho computacional. 0 achatamento e induzido pela
adjuncdo e consiste, basicamente, na associacao de computacijes de computacties a computacOes.

A 
Nf 09(9

fecho A3

achatamento

111. fecho2 P3  feciwA2
fechow 

Figura 1.4 Composicdo de morfismos de reificacäo

Embora a composicionalidade vertical seja atingida, a construcdo nao satisfaz a
composicionalidade horizontal poise facil verificar que a composicao paralela de reificac6es nao 6,
em geral, uma reificacao.

Capitulos 5 a 7 - Autematos Nao-Seqiienciais

Os diversos conceitos relacionados aos grafos (reflexivos) e categorias sat) generalizados para
grafos (reflexivos) e categorias internos onde arcos, nodos e morfismos podem ser objetos e
morfismos de uma categoria base qualquer (e, portanto, nao sao necessariamente conjuntos e
func6es totais). Adicionalmente, sao provados os seguintes resultados gerais referentes aos limites

colimites (e estendidos para os nodos distinguidos) e, ao que se sabe, sao originais:

condiciies para que a completude e cocompletude de uma categoria de grafos internos seja
herdada da categoria base, ou seja, condicoes para que, se a categoria base for completa ou
cocompleta, a categoria dos grafos internos tambem o seja;
condicOes para que a completude de uma categoria de categorias internas seja herdada da
categoria base;

Urn autOmato na.o-seqUencial 6, basicamente, urn grafos reflexive) interno aos monOides
comutativos corn etiquetacdo nos arcos. Portanto, e definido sobre um grafo cujos arcos e nodos sae)
elementos de um monnide, inspirado em [Meseguer & Montanan 90]. Os arcos etiquetados e os
nodos sao denominados transicOes e estados, respectivamente, e o significado da estruturacao
monoidal e como segue:

estado estruturado: e interpretado como uma colecao de estados locais representando recursos
a serem consumidos ou produzidos, analog° aos "tokens" de uma rede de Petri;
transicao estruturada: e uma forma de explicitar que as transicOes componentes sac)
independentes, ou seja, uma transicao estruturada especifica que as transiciies componentes
sao concorrentes entre si, analogamente a relacao de independencia dos sistemas de transiciies
assincronos ou dos tracos de Mazurkiewicz.

Portanto, trata-se de urn modelo do tipo nao-intercalacao ("noninterleaving"). Os a Autómatos
nao-seqUenciais foram originalmente apresentados em [Menezes & Costa 95], [Menezes & Costa
95b] e [Menezes et al 95].

A categoria de autOmatos nao-seqiienciais resultante e completa e cocompleta corn produtos
isomorfos aos coprodutos. 0 produto (ou coproduto) categorial e interpretado como a composicao
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paralela. As construcOes referentes a sincronizacdo, encapsulacdo e reificacao dos autOmatos
seqUenciais sax) estendidas para os ndo-seqUenciais.

Neste contexto, a composicionalidade horizontal é satisfeita, ou seja, para reificacOes 9: N 1 —>
fechorsA i e w: N2 --->fecizoM2 , tem-se que:

(pN i II kvN2	141(N1 II N2)

onde II representa a composicdo paralela ou uma sincronizacdo de autennatos nao-sequenciais e
onde a reificacao 9 11 w é induzida pelas reificacOes componentes. Na realidade, do que se tem
conhecimento, os authmatos nao seqiienciais constituem o primeiro modelo de concorrencia a
satisfazer a composicionalidade diagonal.

Adicionalmente, as operacOes de sincronizacdo e encapsulacdo sdo estendidas para os
morfismos de reificacao, conforme proposto em [Menezes et al 95b]. Destaque-se que, para a
abordagem proposta, a composicionalidade diagonal é fundamental para que a sincronizacdo de
reificacOes seja bem definida.

Capitulos 8 e 9 - Redes de Petri e o Relacionamento Entre os AutOmatos e as Redes

Os grafos estruturados generalizam os grafos internos onde os arcos e os nodos podem
pertencer a categorias distintas desde que sejam considerados funtores das categorias dos nodos e
dos arcos para uma categoria base. Adicionalmente, sdo provados resultados gerais (e estendidos
para os nodos distinguidos) para que as propriedades referentes aos limites e colimites sejam
herdadas das categorias dos nodos e dos arcos. Estes resultados, ao que se sabe, sac, originais.

Assim, uma rede de Petri e uma grafo estruturado onde os nodos sac) elementos de urn
monnide comutativo e os arcos pertencem a um conjunto (apontado). Corn o objetivo de facilitar a
comparacao corn os autOmatos, as categorias de redes de Petri sac) estendidas corn etiquetapo nas
transicties e corn estados distinguidos. As categorias de redes resultantes sac, completas e
cocompletas, o que é um resultado expressivo quando comparado corn [Winskel 87] e [Meseguer &
Montanari 90] cujas categorias corn marcacdo inicial possuem restricaes para garantir a
existencia de coprodutos. Neste contexto, o produto de redes e interpretado como a composicao
paralela e, analogamente aos authmatos, a sincronizacdo e a encapsulacdo säo operaciies
funtoriais.

0 relacionamento entre autematos seqiienciais, nao-seqiienciais e redes de Petri é realizado
usando funtores e säo baseadas em [Menezes & Costa 95] e [Menezes & Costa 95b], estendendo a
abordagem em [Sassone et al 93]. Assim, tem-se que:

dos passos que envolvem a passagem de um modelo para outro, pode-se inferir que os
authmatos ndo-seqiienciais säo mais concretos do que as redes de Petri e, como esperado, do
que os autemaatos seqUenciais. Comparativarnente corn as redes, os autiimatos nao-seqUenciais
sac, capazes de expressar informacOes sobre alguns objetos e relacionamentos entre os objetos
que sac), de certa forma, perdidas quando da passagem para as redes. De fato, prova-se que a
categoria das redes de Petri e isomorfa a uma subcategoria dos autOmatos ndo-seqUenciais;
compondo-se a adjuncao das redes para os autOmatos ndo-seqUenciais corn a adjuncao usada
para a reificagdo de authmatos, define-se a reificacao de redes de Petri. E facil verificar que as
redes nao satisfazem a composicionalidade horizontal.

Portanto, entre os modelos relacionados, os autOmatos ndo-seqUenciais constituem o modelo
menos concreto que satisfaz a composicionalidade horizontal e, conseqUentemente,
composicionalidade diagonal. Este é um resultado importante, principalmente em relacdo as
redes de Petri, considerado um dos modelos mais gerais de concorrencia.

Capitulos 10 a 11- Linguagem Nautilus e sua Semantica.

Uma linguagem de especificacdo baseada nos objetos, originalmente introduzida em [Menezes
et al 95b], denominada Nautilus, e apresentada. Nautilus é baseada na linguagem orientada aos
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objetos GNOME [Sernadas & Ramos 94] e [Ramos & Sernadas 95] que, por sua vez, e uma
simplificacao e revisao da linguagem OBLOG [SernadasC et al 92], [SernadasC et al 92b],
[Sernadas et al 92] e [SernadasC et al 91]. Trata-se de uma linguagem textual, de alto nivel, corn
facilidades de abstracdo, a qual objetiva a especificacao de sistemas concorrentes e comunicantes.
As principais diferencas em relacao ao GNOME referem-se a simplificacOes como o fato de nao
suportar classes e heranca e a extensties inspiradas no dominio semantic° proposto como
reificacao e agregacao. As principais caracteristicas da linguagem Ndutilus sao as seguintes:

objetos podem interagir atraves de chamadas;
objetos podem ser agregados de forma a compor um objeto mais complexo;
urn objeto pode ser reificado em computacties seqiienciais ou paralelas de outro objeto;
pode-se extrair uma visa() de um objeto;
interacOes, agregacaes e reificacOes podem ser condicionadas a diversas alternativas, ou seja,
podem ser dependentes de estados;
as cldusulas de uma acao em urn objeto podem ser compostas de forma seqUencial ou

A principal diferenca entre uma interacao e uma agregacao a que, no primeiro, o
relacionamento entre os objetos e especificado dentro de cada objeto componente enquanto que, no
segundo, o relacionamento e especificado a parte, em urn objeto agregador. Uma composicao
mdltipla a uma composicao especial de cldusulas concorrentes a qual pode ser vista como uma
generalizacao da nocao de mdltipla atribuicao.

A semantica de urn objeto em Nautilus, introduzida em [Menezes et al 95b], e dada por um
morfismo de reificacao de autOmatos nao-seqUenciais onde, a cada acao do objeto corresponde uma
transicao implementada como uma computacao (indivisivel, finita e determinista). A principal
justificativa para o use de urn morfismo de reificacao e o fato das cldusulas de uma acao de urn
objeto poderem ser compostas de forma seqUencial, a qual pode ser vista como uma reificacao
interna. Adicionalmente, a semantica de objetos resultantes de construcOes sobre outros objetos
como interacao, agregacao, encapsulacao ou reificacao e a aplicacao das correspondentes
construcaes sobre autiimatos nao-seqUenciais reificados. Trata-se de uma semantica operacional,
mas que pode ser considerada como uma semantica denotacional funtorial ate ao nivel de objeto.
Resumidamente, a semantica proposta a como segue:

objeto cuja especificacao nao depende de outros objetos: e urn morfismo de reificacao construido
como uma implementacao de um autiamato nao-seqiiencial sobre outro, denominado base. 0
autOmato base reflete todas as valoracOes possiveis sobre todos os atributos componentes do
objeto;
reificacao de urn objeto origem sobre urn objeto destino: e a composicao das semanticas dos
objetos, ou seja, das reificaciies do origem sobre o destino e do destino sobre a sua base.
interacao ou agregacao de objetos: a uma sincronizacao das semanticas dos objetos
componentes, ou seja, dos correspondentes autOmatos nao-seqiienciais reificados;
visa° de urn objeto: e uma encapsulacao da semantica do objeto, ou seja, do correspondente
autOmato nao-seqUencial reificado;

Como a interacao e a agregacao sao relacionadas corn a sincronizacao de reificac -Oes a qual,
como foi dito acima, depende da composicionalidade horizontal para que seja bem definida, tern-
se, como conseqUencia, que as redes de Petri e os autOmatos seqUenciais nao sao dominios
semanticos adequados para a abordagem proposta.

Apenclices

Conceitos basicos de Teoria das Categorias e Semantica Formal sao introduzidos em apéndices.
Os conceitos introduzidos sao baseados em bibliografias amplamente aceitas e objetivam permitir
uma rapida referencia aos conceitos, principais resultados e nomenclaturas (em portugues)
usados ao longo da dissertacao.
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1.3 Sumario das ContribuicOes

Um sumdrio das principais contribuicOes é como segue:

urn novo dominio semantic° é introduzido, denominado autOmatos nao-seqiienciais, do tipo
nao-intercalacao, para sistemas reativos, concorrentes e comunicantes e que satisfaz
composicionalidade diagonal, ou seja, onde as reificaciies sao composicionais e distribuem-se
sobre a composicao paralela. Do que se tern conhecimento, é o primeiro modelo de concorrència
a satisfazer a composicionalidade diagonal;
os autOmatos nao-seqtienciais sao enquadrados em relacao as redes de Petri e aos autOmatos
seqiienciais, estendendo a classificacao formal proposta em [Sassone et al 93] e mostrando que
os autOmatos nao-seqiienciais constituem o modelo menos concreto que satisfaz
composicionalidade diagonal;
uma linguagem de especificacao baseada nos objetos denominada Nautilus é introduzida, a
qual e uma revisao da linguagem orientada aos objetos GNOME, simplificando alguns aspectos
e introduzindo outros, inspirados no dominio semantic° proposto, como a reificacao e a
agregacao.

As seguintes contribuicEies tambem devem ser destacadas:

apresentacao dos autOmatos seqiienciais e das redes de Petri equipados corn operaciies de
sincronizacao e encapsulacao, bem como reificacOes verticalmente composicionais. As
categorias de autOmatos e redes sao bicompletas, corn destaque para a cocompletude das redes
corn marcacOes, principalmente quando comparadas corn [Winskel 87] e [Meseguer &
Mont anari 90];
uma construe -do categorial das tabelas de sincronizacOes para chamada, compartilhamento ou
ambos os casos;
condicOes gerais para a bicompletude dos grafos (reflexivos) internos e estruturados, bem como
para a cornpletude das categorias internas.



2 Grafos e Categorias corn Elementos Distinguidos

Neste capitulo, sao introduzidos os conceitos de diversos tipos de grafos e as correspondentes
categorias. Excetuando-se os grafos corn nodos distinguidos, todos os demais sao os tradicionais.
Os grafos corn nodos distinguidos sao inspirados em [Menezes 95] e sac) propostos como uma
forma de tratar estruturas baseadas em grafos onde alguns nodos possuem significado especial.
Os tipos de grafos introduzidos sao os seguintes:

grafo (direto): e constituido de nodos e arcos. A cada arco e associado um nodo origem e um
nodo destino;
grafo reflexivo: e urn grafo onde cada nodo possui um arco identidade, ou seja, urn arco
distinguido corn origem e destino no mesmo nodo;
grafo reflexivo de um so nodo: a urn grafo reflexivo cujo conjunto de nodos e urn conjunto fixo de
urn Unico elemento;
grafo corn nodos distinguidos: sao grafos (reflexivos ou nao) que possuem alguns nodos
especialmente identificados. A interpretacao de urn nodo distinguido depende da aplicacao. No
caso de autOmatos seqUenciais, sac) interpretados como estados iniciais ou finals.

Considerando que categorias sao grafos reflexivos corn uma operacao de composicao nos arcos,
o conceito de grafos reflexivos corn nodos distinguidos e facilmente estendido para categorias.

No texto que segue, sao usados os conceitos e resultados referentes a categoria das setas
("comma category") e ao funtor diagonal, sendo ambos introduzidos em apendice. Para a categoria
das setas, as principais referencias sao [Casley 91] e [Asperti & Longo 91] e, para o funtor
diagonal, [Mac Lane 71] e [Barr & Wells 90].

2.1 Grafo

Em urn grafo, cada arco possui exatamente urn nodo origem e um destino. Entretanto, urn
nodo pode ser origem ou destino de zero ou mais arcos. Tradicionalmente, urn grafo e definido
como uma quadrupla (V, T, ao, a i ) onde V e urn conjunto de nodos, T e urn conjunto de arcos e

T - V sao fungi:5es totals denominadas origem e destino, respectivamente, as quais associam a
cada arco os correspondentes nodos de origem e destino. A seguir, e introduzida uma abordagem
equivalente, a qual consiste em considerar um grafo como urn elemento de uma categoria das
setas. A categoria resultante e completa e cocompleta. No texto que segue, Set denota a categoria
dos conjuntos e funcoes.

Definicdo 2.1 Categoria dos Grafos. Considere o funtor diagonal A: Set -* Set2. A categoria dos
grafos, denotada por Gr, e a categoria das setas A I A.

Portanto, um grafo e uma tripla G = (T, a, V) onde a = (a 0 : T	 V, a i : T - V). A notacao
normalmente usada e a tradicional, ou seja, G = (V, T, ap, al).

Em um grafo, um arco cujos nodos de origem e destino coincidem e denominado ciclo (local) ou
endoarco e dois ou mais arcos corn os mesmos nodos origem e destino sao denominados paralelos.
Um nodo que nao a origem nem destino de qualquer arco e denominado nodo isolado. Urn arco t tal
que ao(t) = X, a i m = Y e denotado por t: X —> Y. A representacao grafica de grafos adotada e andloga
a normalmente usada para as redes de Petri (como em [Reisig 85]) onde os nodos sac)
representados por circulos e os arcos por quadrados. Adicionalmente, nodos sem arcos associados
(se existir) sao omitidos, como ilustrado na Figura 2.1.

8



	 Set
ao,	 alT1 --IP" V1	 T1 ----111n V1
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0 é abreviado por 

Figura 2.1 Nodos isolados sdo omitidos na representacdo grafica de grafos

Como esperado, um morfismo em gr preserva os nodos origem e destino de cada arco. Assim,
para os grafos G1 = (V 1, T i, all) e G2 = (V2. T2, a02, a12), urn morfismo de grafos h: G1 —> G 2 é
um par de funcOes totais (hv: V i --> V2, hT: Ti	 T2) tal que o diagrama ilustrado na Figura 2.2
comuta.

Figura 2.2 Diagrama comutativo para morfismos de grafos

Proposicdo 2.2 A categoria Car é completa e cocompleta.
Prova: Como Gr é a categoria das setas	 A e como A preserva limites e colimites (pois possui
adjunto esquerdo e direito - veja, por exemplo, [Mac Lane 71, p.85]), Gre bicompleta. 	 q

Os grafos resultantes do produto e do coproduto de G1 = (V1, T1, ao, , all) e G2 = (V2, T2, a02, a12)
sdo como segue:

G 1 x G 2 = (V 1 x V2, T1 x T2 , a01 x a02, all xa12)
G 1 + G2 = (V 1 + V2 , T i +T2, ao1 +a02, a ll +a 12)

onde ao, X a02, a il X ai2, do, +a02, ail +a 1 2 sao os morfismos univocamente induzidos pelo produto e
coproduto em Set. Sempre que possivel, o nome da categoria é omitido nos simbolos de produto e
coproduto. Por exemplo, G 1 x G 2 e V 1 + V 2 acima representam G 1 x GrG 2 e V 1 + Set V 2
respectivamente. A seguinte notacdo e usada para pares de nodos e arcos, a qual é conveniente no
contexto dos autOmatos:

VD)/ para o nodo (X, Y);
t i I t2 para o arco (t 1 , t2).

Em Gr, a representacao grafica de um objeto resultante de urn coproduto e urn grafo distribuido
representando a justaposicao, lado a lado, dos grafos componentes e a representacao de urn objeto
resultante de urn produto é um grafo cujos arcos e nodos sdo todos os pares de arcos e nodos dos
grafos componentes.

Exemplo 2.3 Considere a Figura 2.3. Os grafos G 1 + G 2 e G 1 x G2 representam os objetos resultante

0 0 0 O                           

n   
aix                  

0 • 0 •         

Gi G2 G1+G2 G, xG2

Figura 2.3 Coproduto e Produto de grafos
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do coproduto e do produto de G 1 e G2 em Gr, respectivamente.	 q

22 Grafo Reflexive

A categoria dos grafos reflexivos e completa e cocompleta. A categoria dos grafos reflexivos de
urn so nodo e uma subcategoria plena dos grafos reflexivos e e isomorfa a categoria dos conjuntos
apontados e, portanto, tambem e completa e cocompleta. No texto que segue, para urn objeto V, idv:
V V denota o morfismo identidade em V.

Grafo Reflexivo

Definiedo 2.4 Categoria dos Grafos Reflexivos.
Um grafo reflexivo G e uma quintupla G = (V, T, ap, Di, t) onde (V, T, ao, a i ) 6 urn grafo e t: V	 T
e uma funcho total denominada (arco) identidade, a qual associa a cada nodo o correspondente
endoarco identidade e e tal que o diagrama ilustrado na Figura 2.4 comuta.
Sejam G1 = (V1, T i , -01, a l 1 , li), G2 = (V2, T2, a02 , a 12 , t2) grafos reflexivos. Urn morfismo de
grafos reflexivos h: Gi - G2 6 um morfismo de grafos (hv: V1 - V2, hT: T1 —> T2) tal que o
diagrama ilustrado na Figura 2.5 comuta.

c) Grafos reflexivos e os correspondentes morfismos constituem a categoria RGr.	 q

Figura 2.4 Diagrama comutativo para a funcao identidade

Set
11Vi-110- T1

12V2-1.- 12

Figura 2.5 Diagrama comutativo adicional para morfismos de grafos reflexivos

Para urn nodo X o correspondente arco identidade e denotado por tx: X X ou X: X	 X. Na
representacdo grafica de grafos reflexivos, os arcos identidade sho, em geral, omitidos, como
ilustrado na Figura 2.6.    

abreviado por     

Figura 2.6 Arcos identidade sao omitidos na representacdo grafica de grafos reflexivos
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Exemplo 2.5 Seja G = ({A, B, C, D}, {a, b, c, d, 1A, 113,1C,	 ao, al , urn grafo reflexivo onde ao, al
sdo tais que a: A —> B, b: B 	 C, c: C	 B, d: B —> D. A representando grdfica de G e ilustrada na
Figura 2.7.	 q

Figura 2.7 Representacâo grafica de urn grafo reflexivo

Proposicao 2.6 A categoria RCre completa e cocompleta.
Prova: RGr e a categoria das precategorias como definida em [Bednarczyk 88, p. 22] (ndo confundir
corn a categoria das precategorias como definida em [Mac Lane 71, p. 49]), o qual prova que e uma
categoria bicompleta.	 q

Os grafos resultantes do produto e do coproduto de Gi (il, T1, a01, all ,1,1) e G 2 = (V2, T2, a02,

a12, 12) sdo como segue:

G xG2 = (V1 X V2 , T 1 X T2, ao, xao2, all x ai2, 11 xt2)
G 1 +32 = (V 1 + V2, T1 + T2, ao, +a02, all +a12, t, +12)

onde a01 xa02 , all x a i2, t 1 x t2 , ao, +a02, a, 1 + a 12 , t 1 +12 sdo morfismos univocamente induzidos pelo
produto e coproduto em Set. Por simplicidade, quando o contexto nao deixar dUvidas, os pares de
arcos da forma t tx ou tx I It sdo denotados simplesmente por t.

Em Rgr, a representando grdfica de urn objeto resultante do coproduto é um grafo distribuldo
representando a justaposicao, lado a lado, dos grafos componentes e o produto resulta em urn
grafo corn todas as combinacOes entre os arcos e os nodos dos grafos componentes.

Exemplo 2.7 Considere a Figura 2.8. Os grafos G i +G2 e G i x G2 representam os objetos resultante
do coproduto e do produto de G 1 e G 2 em ItGr, respectivamente (compare corn o correspondente
exemplo em Gr).	 q       

0

0 

0 co                           

0 0            

G1
	 G2	 G1 +G2	 G1 xG2

Figura 2.8 Coproduto e produto de grafos reflexivos

Graf° Reflexivo de um so Nodo

No texto que segue, Set' denota a categoria dos conjuntos apontados e os correspondentes
morfismos e, para uma categoria C, !: X —+ 1 denota o tinico morfismo de urn objeto X para urn
objeto terminal 1. Lembre-se que urn conjunto corn um Unico elemento e objeto terminal em Set.

Definicao 2.8 Categoria dos Grafos Reflexivos de um so Nodo.
a) Urn grafo reflexivo de urn so nodo E é urn grafo reflexivo E = (1, T, !, !, 1.) tal que 1 é um conjunto

fixo de um Unico nodo.
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Sejam E 1 = (1, Ti, !, !, t) e E2 = (1, T2, !, !, 1) grafos reflexivos de urn so nodo. Um morfismo de
grafos reflexivos de urn so nodo e urn morfismo de grafos reflexivos h (!, hT): E1 - E2.

Grafos de um so nodo e os correspondentes morfismos constituem a categoria

Em urn grafo reflexivo de um so nodo, o arco identidade do tinico nodo determinado pela funcao
total 1: 1 —> T e denotado por T.

Exemplo 2.9 A representacdo grafica do grafo reflexivo de urn so nodo E = (1, {'t, inic, fim, flip, flop}, !,
!, t) e ilustrada na Figura 2.9.	 q

Figura 2.9 Representacdo grafica de urn grafo reflexive de urn so nodo

A categoria RGri a qual e uma subcategoria plena de _RGr e e isomorfa a Set como
demonstrado na proposicdo seguir.

Proposicao 2.10 RGri e completa e cocompleta.
Prova: Considere:

o funtor esquecimento s: Rgri Set' tal que, para todo o Rgri-objeto E = (1, T, !, !, 1), sE = T onde
arco identidade 'C a associado ao elemento distinguido de T e, para todo o Rgri-morfismo h = (!: 1

1,	 Ti —> T2), sh	 h-r. Como h 6 urn morfismo de grafos reflexivos, hT preserva T;

o funtor g: Set' ---> ff(Gri tal que, para todo o conjunto apontado T, gT = (1, T, !, !, t) onde o arco
identidade do tinico nodo determinado pela funcao t e o elemento distinguido de T e, para todo o
Set'-morfismo hT:	 T2, ShT = (!, hT): (1, T1, !, !, 1) - (1, T2, !, !, I).

facil verificar que go s = idp. r1 e s°,8 = icfSet•. Como Set' e bicompleta, entdo W,Gri e bicompleta.
q

Considerando que as categorias RGri e Set' sdo isomorfas, urn grafo reflexivo de urn so nodo (1,
T, !, !, pode ser denotado pelo seu correspondente conjunto apontado de arcos T, ou seja, T = (1, T, !,
!, t). 0 mesmo raciocinio e valid° para um Rgri-morfismo (!, hT), ou seja, hT = (!,	 Por
simplicidade, quando o contexto nao deixar dtividas, a seguinte notacdo e adotada para pares de
arcos:

t para T t ou t I T;
T para 'C I T.

Exemplo 2.11 Sejam Ti = {T, a, b} e T2 = {'t, x} grafos reflexivos de um so nodo. Entán, Ti +T2 = {T, a,
b, x} e T 1 x T2 = {T, a, b, x, alx, blx}.	 q

2.3 Grafo Com Nodos Distinguidos

Em um grafo, nodos distinguidos sao nodos corn urn significado especial, cuja interpretapo
depende do contexto ou da aplicacao. Exemplos tfpicos de nodos distinguidos sa.o nodos iniciais,
finais, coloridos, etc, em representacOes de sistemas na forma de grafos. Nodos distinguidos sdo
definidos de forma andloga para grafos e grafos reflexivos. Assim, no texto que segue, G

representa as categorias Gr ou RGr indistintamente.

Definicao 2.12 Categoria dos Grafos com Nodos Distinguidos. A categoria dos grafos corn nodos
distinguidos 6 a categoria das setas	 nodes, denotada por Gd onde:

d: D - Set e urn funtor;
nodos: G -* Set e o funtor esquecimento que associa a cada grafo G o correspondente conjunto de
nodos V e a cada morfismo de grafos h = (hv, h T) o morfismo hv.	 q
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Portanto, um grafo corn nodos distinguidos M é uma tripla M = (G, D, d) (por conveniéncia, nao
é usada a seqiiéncia usual dos componentes determinada pela categoria das setas) onde G é urn
grafo de G, D é um objeto da categoria dos elementos distinguidos D e d: dD —> nodosG é uma
fling -do total que associa os elementos distinguidos aos nodos de G. Dependendo do significado
desejado para os nodos distinguidos, a categoria D e o funtor d podem ser definidos de diversas
formas, como ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.13 Uma aplicacdo tipica dos grafos corn nodos distinguidos é a representacdo de
sistemas na forma de diagramas do tipo estado/transicao, onde os nodos distinguidos assurnem
interpretacOes como estados iniciais, finais ou coloridos. A seguir sdo exemplificados a categoria
D e o funtor dpara alguns casos:

Conjunto de estados iniciais. Sejam D = Set e	 inset. Neste caso, a escolha de qual estado
inicial a ser efetivamente considerado em tempo de execucao pode ser um nao-determinismo
externo.
Conjuntos de estados iniciais e finals. Sejam D = Set2 e 6= ll : Set2 --> Set onde 11 é o funtor
canonicamente induzido pelo coproduto categorial em Set. Assim, urn par (I, F) de Set2
representa os conjuntos dos nodos iniciais e finals e a fungdo total i +f: I+ F	 nodosG, ilustrada
na Figura 2.10, associa os elementos distinguidos aos nodos de G. Note que, neste caso, urn
nodo pode ser simultaneamente inicial e final.

c) Estados coloridos. Considere a categoria das coloraciies Cafe a categoria das cores Cor = Setca.
Sejam D = SetC°I- e d SetC°1- -> Set onde d e o funtor que reflete a combinacdo das inclusbes das
cores.

Note-se que, em qualquer caso, a instanciacdo d: dD 	 nodosG nao necessariamente é mono. Por
exemplo, dois ou mais elementos do conjunto de estados inicias associados a urn mesmo nodo
interpretado, simplesmente, como sendo um nodo inicial (o qual é a instdncia dos seus
correspondentes estados iniciais). 	 q

Set
injF

I	 I+F -411111-- F
N	 r

	

N	 i+f

	

i = (i+f) = inji	
/*/

/ f = OA . injF

V = nacfosG

Figura 2.10 Instanciacao dos nodos iniciais e finais

A representacdo de urn grafo corn nodos distinguidos M = (G, D, d) como um diagrama possui a
forma de G, onde os nodos distinguidos sdo representados por circulos corn urn traco diferenciado.
Por exemplo, na Figura 2.11, os nodos X e Y sào distinguidos, como no Exemplo 2.13 item b), onde X
e Y säo elementos de I e F, respectivamente.

Figura 2.11 Representacdo grafica de nodos distinguidos

Urn morfismo de grafos corn nodos distinguidos é um morfismo na categoria das setas
(anodes, ou seja, dados os grafos M = (G1, D1, d i) e M 2 = (G 2, D2, d2), urn morfismo h: M1	 M2 e
uma tripla h = (hv, hT, hp) onde (hv, hT): G 1	 G2 é um G-morfismo e hp: D 1 —> D2 é urn
D-morfismo, tal que o diagrama ilustrado na Figura 2.12 comuta.

Proposicao 2.14 Considere o funtor cf: D —> Set e a categoria Gd Entdo:
a) Se D e completa, entäo Gee completa.



Set
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Figura 2.12 Diagrama comutativo adicional para morfismos de grafos corn nodos distinguidos

b) Se D e cocompleta e dpreserva colimites, entdo Gd e cocompleta.

Prova: Como Gee a categoria das setas 	 nodes, e suficiente provar que o funtor nodes: G--> Set

preserva limites. Considere o funtor g: Set	 Gtal que, para todo conjunto V, gV e o grafo (V, { }, !, !)
(no caso de Grepresentar a categoria Gr) ou (V, V, idv, idv, idv) (no caso de Grepresentar Rgr).
facil verificar que g e adjunto esquerdo de nodes onde a unidade	 tal que, para todo o conjunto V,

= V.	 q

Os grafos resultantes do produto e do coproduto de Mi = (G1, D1, d1) e M2 = (G2, D2, d2) em Gesao
como segue:

M i x M 2 = (G 1 >< G G2, D 1 X EID 2, CI1Xd2)
M 1 + M 2 = (G 1 +G G2, D 1 +D D2, d 1 +d2)

onde d 1 x d2 e d 1 + d2 sac) os morfismos univocamente induzidos pelo produto e coproduto em Set,
respectivamente.

No contexto dos autOmatos seqiienciais, sdo considerados somente os grafos reflexivos cujos
nodos distinguidos sae pares de conjuntos os quais sdo interpretados como conjunto de estados
iniciais e finals, como no Exemplo 2.13 item b). Por esta razdo, a seguinte notacdo simplificada
adotada.

Notacao 2.15 DRGr denota a categoria dos grafos reflexivos cujos nodos distinguidos sdo elementos
de Set2, isto e, Mgr = .11 L nodes onde 11: Set2 - Set 6 o funtor canonicamente induzido pelo
coproduto categorial em Set e nodos: Rgr—> Set 6 o funtor esquecimento que associa a cada grafo o
seu correspondente conjunto de nodos. Neste caso, urn grafo corn nodos distinguidos M = (G, (I, F),
i+f) onde G = (V, T, ao, a, , I) e denotado por M = (G, I, F, i+f) ou M = (V, T, ao, a 1 , t, I, F, i +f).	 q

Exemplo 2.16 Considere a Figura 2.13. Os grafos M 1 + M2 e Mix M2 representam os objetos
resultante do coproduto e do produto de M 1 e M2 em DRGr, respectivamente (compare corn o
correspondente exemplo em RGr). 	 q

M1
	 M2
	

MixM2

Figura 2.13 Coproduto e produto de grafos reflexivos corn nodos distinguidos
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2.4 Categoria corn Objetos Distinguidos

A definicao de objetos distinguidos para categorias é uma simples extensdo da definicao de
nodos distinguidos para grafos.

Definicäo 2.17 Categoria das Categorias corn Objetos Distinguidos. A categoria das categorias
(pequenas) corn objetos distinguidos é a categoria das setas cat* denotada por Catd, onde:

cf: D —> Set e urn funtor;
ad: Cat —> Set é o funtor esquecimento que associa a cada categoria C o correspondente conjunto
de objetos Obc e a cada funtor h= (hv, hT) a fungal total hv. 	 q

Portanto uma categoria corn objetos distinguidos Ci e uma tripla Ci= (C, D, d) onde C e uma
categoria de Cat, D é urn objeto de D, representando os objetos distinguidos e d: 6D —> Obc e uma
funpo total que instancia os objetos distinguidos em C.

Um morfismo de categorias corn objetos distinguidos é urn morfismo na categoria das setas
/lob, ou seja, dados as categorias	 (CI, D1, d1) e Ci2 = ( C2, D2,	 urn morfismo h: Cd-1 —> Ci2e
uma tripla h = (hv, hT, hp) onde (hv, hT): CI —> C2 e urn funtor e hp: D1 ---> D2 é um D-morfismo, tal
que o diagrama ilustrado na Figura 2.14 comuta.

6D1

dib

6D2

d1

d2 

Figura 2.14 Diagrama comutativo adicional para morfismos de categorias corn objetos distinguidos

Proposicao 2.18 Considere o funtor d D-* Set. EntaTo:
Se D e completa, entao Cattle completa.
Se D é cocompleta e dpreserva colimites, entdo Cattle cocompleta.

Prova: Como Cati e a categoria das setas 6106, é suficiente provar que o funtor ob: Cat —> Set
preserva limites. Considere o funtor c: Set Cat tal que para todo conjunto V, cV é a categoria (V,
V, idv, ids, idv,	 (categoria cujos tinicos morfismos sal° os identidade). E facil verificar que c
adjunto esquerdo de ob onde a unidade 11 é tal que, para todo o conjunto V, 'qv = V. 	 q

No contexto dos autOmatos seqiienciais, sdo consideradas somente as categorias cujos objetos
distinguidos sdo pares de conjuntos. Assim, analogamente aos grafos reflexivos, a seguinte
notacdo simplificada e adotada.

Notacào 2.19 DCat denota a categoria das categorias pequenas cujos nodos distinguidos sac) pares
de conjuntos, ou seja, DCat =	 onde 11: Sett —> Set é o funtor canonicamente induzido pelo
coproduto categorial em Set e ob: Cat —> Set é o funtor esquecimento que associa a cada categoria o
seu correspondente conjunto de objetos.	 q
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Urn autOmato sequencial e uma maquina de estados onde cada transicao representa uma acdo
atOmica. Somente uma transicao pode ser executada a cada momento, ou seja, nao existe
concorrencia entre awes em um mesmo autOmato. Este fato justifica o nome sequencial. Uma
transicao so pode ser executada quando o autOmato encontra-se no estado de origem da transicao
e, neste caso, o autOmato assume o estado destino.

Um autOmato seqiiencial e visto como urn grafo reflexivo corn nodos distinguidos e arcos
etiquetados. Os arcos etiquetados, os nodos e os nodos distinguidos representam as transicOes, os
estados, e os estados iniciais ou finals do autOmato, respectivamente.

A categoria dos autOmatos seqiienciais e completa e cocompleta sendo o coproduto categorial
interpretado como a escolha e o produto como a composicao paralela refletindo simultaneamente a
intercalacao e a composicao sincrona entre as transicOes dos autOmatos componentes. As
operagOes de sincronizacao e de encapsulacdo sac) funtoriais e sao construidas usando a tecnica de
fibracao e cofibracao, inspiradas em [Winskel 87] e baseadas em [Menezes & Costa 93] e
generalizadas em [Menezes et al 95]. Ambos os funtores sao induzidos a partir de morfismos ao
nivel das etiquetas.

Para uma dada tabela de sincronizacOes ao nivel das etiquetas, a construcao do autOmato que
reflete o comportamento conjunto desejado a realizada a partir da composicao paralela, onde as
transicOes que nao satisfazem a tabela sao apagadas. Adicionalmente, para o caso de
sincronizacOes do tipo chamada ou compartilhamento (ou ambos) e apresentada uma construcao
categorial para a tabela de sincronizacOes, baseada em um colimite.

A operacao de encapsulacao extrai uma visa() de um autOmato, tornando visivel ao exterior (do
autOmato) somente algumas transicOes, escondendo as demais. A encapsulacdo de urn autOmato
realizada reetiquetando as transicOes, onde uma transicOes etiquetada pelo simbolo especial I e
considerada escondida e, portanto, nao pode ser especificada na tabela de sincronizacOes.

3.1 Autiimato

Tradicionalmente, a etiquetacdo dos arcos de um grafo G e determinada por uma funcao total
lab: T L onde T e o conjunto de transicOes de G e L e o conjunto de etiquetas. Considerando que os
grafos de urn so nodo sao isomorfos aos conjuntos apontados, a etiquetacao de urn grafo pode ser
vista como um morfismo de grafos onde o grafo destino 6 de um so nodo. Portanto, urn aut6mato
pode ser definido como urn objeto da categoria das setas determinada pelo funtor identidade na
categoria dos grafos reflexivos corn nodos distinguidos e o funtor inclusao da subcategoria dos
grafos de urn so nodo na categoria dos grafos reflexivos corn nodos distinguidos.

Lembre-se que DRGr denota a categoria dos grafos reflexivos cujos nodos distinguidos sao pares
de conjuntos, isto e, Mgr = 11 Intmfos onde 11 : Sete Set 6 o funtor canonicamente induzido pelo
coproduto categorial ern Set e nodos: g(gr Set 6 o funtor esquecimento que associa a cada grafo o
seu correspondente conjunto de nodos.

Definicdo 3.1 Categoria dos Auteomatos Seqiienciais. A categoria dos autOmatos seqiienciais ou
simplesmente categoria dos autOmatos 6 a categoria das setas id.Linc, denotada por glut, onde:

a) id. DRGr DRGr e o funtor identidade;

16
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Figura 3.1 AutOmato como um morfismo de grafos reflexivos corn nodos distinguidos

b)	 Rgri	 Dff(gre o funtor inclusdo tal que, para cada (gri-objeto E	 (1, T, !, !, t), incE = (E, 1, 1,
l i+i ) onde a funedo total 	 1+1 -4 1 é dnica e, para cada RGri-morfismo h: E 1	 E2, inch = (h,
!l, !1): ( E 1, 1, 1, !1+1)	 (E2, 1, 1, li+i) onde a funedo total : 1 —> 1 e dnica.

Portanto, urn autOmato A e uma tripla A = (M, E, etiq), tal que (veja a Figura 3.1):

M	 (G, I, F, +f) é urn objeto de DRGr onde o grafo reflexivo G representa a forma do autOmato, I e
o conjunto dos estados iniciais, F e o conjunto dos estados finals e a funcao total i + f: I + F ->
nodosG instancia os nodos iniciais e finals nos nodos da forma do autOmato;
E é um grafo reflexivo de um so nodo representando as etiquetas das transieOes do autOmato;
etiq = (!v, etiq-r, !t, !F): idM	 incE é um morfismo de grafos reflexivos corn nodos distinguidos o
qual associa uma etiqueta a cada arco (da forma) do autOmato;

Urn autOmato A = (M, E, etiq) onde M = (V, T, ao, a i , 1, I, F, i+ f) pode ser denotado por A: idM ->
incE ou simplesmente A: M	 E ou ainda por uma 10-upla A = (V, T, ao, a 1 , t, I, F, i +f, E, etiq). Os
nodos (da forma) sdo denominados estados e os arcos etiquetados sdo denominados transicOes. A
etiquetaedo a ndo extensional, no sentido em que podem existir dois ou mais arcos paralelos corn
uma mesma etiqueta. A etiquetacdo nao-extensional é importante na semántica de reificacdo a
linguagens, como sera visto adiante. Urn arco etiquetado por 't representa uma transiedo
encapsulada (escondida), ou seja, uma transiedo que nao pode ser referenciada externamente ao
autOmato. Como a forma de um autOmato é urn grafo reflexivo, cada estado possui uma transiedo
identidade associada a qual é interpretada como uma transiedo do tipo sem operacdo ("no
operation" ou "idle" - ndo hd mudanca de estado). Repare que toda transiedo identidade é
etiquetada por 't. No caso do conjunto de estados iniciais do autOmato possuir mais de um
elemento, a escolha de qual estado inicial é efetivamente considerado no momento da execuedo do
autOmato é um ndo-determinismo externo. Urn autOmato pdra quando nenhuma transiedo pode
ser executada a partir do estado corrente. Diz-se que um autOmato pdra normalmente, se o
autOmato para ern urn estado final. Urn conjunto de estados iniciais (e ndo urn Unico estado
inicial) é uma soluedo jd anteriormente adotada como, por exemplo, em [Jonsson 90].

A representacdo gralica de um aut6mato A: M 	 E possui a forma de M, sendo as transit es
etiquetadas por E, de acordo corn o morfismo de etiquetaedo. Uma transiedo t etiquetada por a e
denotada por a[t] ou simplesmente por a.

Considere um autOmato A = (M, E, etiq) onde M = (V, T, ao, a l , 1, I, F, +f). Por simplicidade, se i +f:
I + F	 V e uma inclusao, entdo M e denotado simplesmente por M = (V, T, ao, a 1 , 1, I, F ).
Adicionalmente, quando o conjunto de arcos é representado por extensdo, os arcos identidade sdo
omitidos. Por exemplo, o grafo M = ({A, B, C, D}, {a, b, c, d, tA, tg, tc, 	 ao, a 1 , t, {A}, {D}, inc{A,D})
representado simplesmente por M = ({A, B, C, 	 {a, b, c, d}, ao, a 1 , t, {A}, {D}).

Exemplo 3.2 Considere os grafos reflexivo corn nodos distinguidos M = ({A, B, C), {a, b, c, d, e}, ap, a1,
1), {A}, {D}) onde ao, a 1 sdo tais que a: A -> B, b: B -> C, c: C -> B, d: C -> B, e: C	 D e o grafo
reflexivo de urn so nodo E = {T, inic, flip, flop, fim}. A representacdo grafica do autOmato Flip-2FIop: M

-> E corn a etiquetacdo determinada por a .4 inic, b - flip, c -' flop, d - flop, e 	 fim e ilustrada
na Figura 3.2.	 q
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fim 

Figura 3.2 Representacao grafica de um autOmato

Urn morfismo de autelmatos e um morfismo na categoria das seta id inc, ou seja, dados os
autOmatos Ai: M 1 —> El e A2: M2 --> E2 onde M1 = (Vi, Ti, alp, a 11, tl, 1 1 , F 1 , i 1 +f1) e M2 = (V2, T2, a20,
a21, 1 2, 1 2, F2, i2+f2), urn morfismo h: A l —> A2 e um par de morfismos de grafos (hM: M 1 —> M2, hE:

E1 --> E2) tal que o diagrama ilustrado na Figura 3.3 comuta. Adicionalmente, h: Al —> A2 tambem
pode ser visto como uma quintupla (hv: Vi ---> V2, hT: Ti —> T2, hi: 11 --> 12, hF: F1 —> F2, hE: E1 --> E2). 

Ai
	 DRGr

incEi

1inch E

incE2 
A2  

Figura 3.3 Diagrama comutativo para morfismos de autOmatos

Proposicao 3.3 A categoria Aute completa e cocompleta.
Prova: A categoria RGri e bicompleta. Para verificar que D.RGr = Gil e bicompleta, e suficiente
verificar que 11: Set2 Set preserva colimites. De fato, 11 e adjunto esquerdo do funtor diagonal A:
Set --> Set2. Como Aut = id.L inc e como itf• DRGr —> DI(gr trivialmente preserva colimites, para
verificar que 54ut e bicompleta, e suficiente verificar que 	 RGri	 DRGr preserva limites.
Considere o funtor rgi : DRGr —> Rgri tal que:

para todo o EIRGr-objeto M = (V, T, ao, a i , t, I, F, i+f), rgi M = (1, TT, !, !, it) tal que TT e it : 1 —> TT Sä0

determinados pela soma amalgamada ilustrada na Figura 3.4 onde denota o elemento
distinguido do conjunto apontado TT e 1T associa o Unico elemento de 1 a T;

para todo o DRGr-morfismo h = (hv, hT, hl, h F), rgi h = (!v, hTt) onde h Ti e canonicamente
induzida por hT.

Logo, para todo o DRGr-objeto M = (V, T, ao, a l , L, I, F, i+f), inc .° rgi M (1, TT, !, !, 1T, 1, 1, !). E facil
verificar que rgi e adjunto esquerdo de inc onde a unidade 11: id inc° rip e tal que = ( ! v, P, ! I, !F)
sendo p determinado pela soma amalgamada da Figura 3.4. Portanto, Aut e bicompleta.	 q

Figura 3.4 Soma amalgamada
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Em tut, o coproduto representa a escolha entre autOmatos e o produto a composicao paralela
refletindo simultaneamente a intercalacao e a composicao sincrona entre as transicOes dos
autOmatos componentes. Note-se que ambas as operacOes sao comutativas e associativas. Os
autOmatos resultantes do produto e do coproduto de A l = (M 1 , E 1 , etiq i ) e A2 = (M2, E2, etiq2) sal()
como segue:

A l xA2 = ( M 1 xDkGrM2, E 1 xy(Gri E2 , etiq i xDRGretiq2)
A l + A2 = ( M 1 +EIRGi- M 2 , E 1	 etiqi DRG r et i c12)

onde os morfismos etiqi xDRGretiq2 , etiq i +DRGretiq2 sao univocamente induzidos pelo produto e
coproduto categoriais, respectivamente.

Exemplo 3.4 Considere a Figura 3.5. 0 autOmato A l x A2 representa o objeto resultante do produto
de A l e A2 em Aut.	 q

Al kixA2

Figura 3.5 Produto de automates seqtienciais

Observacao 3.5 Autiimato Seqiiencial Nao-Reflexivo. Caso seja considerada a categoria dos
autOmatos seqiienciais ncio-reflexivos, o produto categorial reflete a operacao de composicao
(totalmente) sincrona, ou seja, nao reflete a intercalacao. 	 q

3.2 Sincronizacao

A sincronizacdo de aut6matos é uma operacdo funtorial induzida como ilustrado na Figura 3.6
e e como segue (no texto a seguir, e omitido que i e I, onde I é um conjunto):

seja {A I : Ali -4 Ei} um conjunto de autOmatos a serem sincronizados;
seja Tabela uma tabela de sincronizacOes (de etiquetas) que reflete a sincronizacao desejada
entre os autOmatos componentes;
seja sinc: Tabela —> X Ei um morfismo de sincronizacao o qual instancia as etiquetas da tabela
de sincronizacOes no produto das etiquetas dos autOmatos componentes;
seja u: Aut 1(gri o funtor esquecimento que associa a cada autOmato o seu corresponde grafo
de etiquetas. 0 funtor u é uma fibracao e as fibras u-/ Tabela, u.-1 X Ei sao subcategories de Alit;

e) o morfismo de sincronizacdo sinc e a fibracao u induzem um funtor sinc: Lc1 X Ei —> u-1 Tabela. 0
funtor sinc aplicado ao produto dos autOmatos componentes, resulta no autOmato que reflete a
sincronizacao desejada.

Portanto, a sincronizacdo e obtida a partir da especificacao da sincronizacao ao nivel das
etiquetas dos autOmatos componentes. Adicionalmente, no texto que segue, e apresentada uma



DRGr
incE2

etiq2	 \tcf

M2	 incEi
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wm	 etiq3

M3

V
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Figura 3.6 Inducao do funtor de sincronizacao

construcdo categorial da tabela de sincronizacties e do correspondente morfismo de sincronizacdo
para os casos de chamada e compartilhamento.

Os conceitos e propriedades usados referentes a fibracdo e ao funtor produto fibrado sdo
introduzidos em apendice. As principais referencias sdo [Barr & Wells 90] para fibracOes e
[Johnstone 77] para o funtor produto fibrado.

Fibracao

Proposicâo 3.6 0 funtor esquecimento u: Aut—> g(gri que associa a cada autOmato A: M -+ E o
correspondente grafo reflexivo de um so nodo E, e uma fibracao.
Prova: Seja f: E 1 - E2 um morfismo em Itgri e A 2 = (M2, E2, etiq 2) um autOmato. Considere o
produto fibrado representado na Figura 3.7. Entdo, A l = (M 1 , E 1 , etiq i ) e um autOmato por
construcao e u = (um, f): A l -4 A2 e morfismo cartesiano de f e A2.

Para verificar que u e morfismo cartesiano de f e A2 , considere o autOmato A3 = (M 3 , E3 , etiq3), o
Aut-morfismo v = (vm, vE): A3 —) A2 e o Rgri-morfismo h: E 3 —) E 1 tal que uv = vE = f o h. Pela
propriedade universal dos produtos fibrados, existe um morfismo univocamente induzido wm: M3

M 1 tal que v M = um 0 wm e inch 0 etiq3 = etiqi wm. De fato, w = (wm, h) A3 - A l e o Unico Auto
morfismo tal que v=u o we uw = h.	 q

Observacao 3.7 Funtor Produto Fibrado Induzido. Na prova da proposicdo acima, o morfismo f: E1
- E2 induz urn funtor produto fibrado, como segue:

f*: id-Rgrle2—> id2Z,G1-Lei

vm

Figura 3.7 Produto fibrado e morfismo univocamente induzido
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tal que, para k em {1, 2}, ek: Ek--> RGr é o funtor inclusdo onde Ek é a subcategoria determinada
pelo objeto Ek e o morfismo identidade em Ek. Neste caso, f*etiq 2 = etiqi

No texto que segue, considere o Ngri-morfismo f: E 1	 E2 da proposicao anterior. Entao, o
produto fibrado usado na prova possui as seguintes propriedades:

se f: E 1	 E2 é urn isomorfismo, entdo A l é simplesmente uma reetiquetacdo das transicOes de
A2 e, portanto, a forma do autOmato nao é alterada;
se f: E 1	 E2 é urn monomorfismo, entdo A l é uma restricdo das transicOes de A2, ou seja, o
conjunto das transicbes de A l é urn subconjunto (reetiquetado) das transicOes de A2;

se f e tal que, para alguma etiqueta e de E 1 , f(e) T, entao uma endotransicdo distinta da
identidade e etiquetada por e é introduzida em cada estado de Al;
se f e tal que para duas etiquetas distintas a e b de E 1 , f(a) = f(b) = x, entdo as transiciies de A2

etiquetadas por x säo substituidas em A l por duas transicOes paralelas etiquetadas por a e b
corn os mesmos estados origem e destino de x.

0 exemplo a seguir ilustra cada urn dos casos acima.

Exemplo 3.8 Considere a Figura 3.8. 0 autOmato A2 : M 2 --> E2 onde E2 = {t, a, b} é transformado no
autOmato A l pelo produto fibrado usado na prova da proposicdo anterior, de acordo corn o

AutOrnato a ser transformado:

a b     

a) Reetiquetacao   

x   

b) Restriodo  

z  

c) Adiodo de endotransicOes

d) Substituiodo de transig.do por transigOes paralelas

Figura 3.8 AutOmatos original e os correspondentes transformados
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morfismo f como especificado em cada um dos ftens abaixo:

Suponha que f: E 1 -p E2 e urn isomorfismo onde E 1 = {'t, x, y} e x ti a, x	 b;
Suponha que f: E 1	 E2 e um monomorfismo onde E 1 = {T, z} e z -, a;
Suponha o morfismo f: E i	E2 onde E i = {t, r, s, t} e t	 T, r	 a, s	 b;
Suponha o morfismo f: E 1 - E2 onde E 1 = {T, u, v, w} e u a, v 	 a, w	 b.

No caso de sincronizacdo de autOmatos, o morfismo f considerado para a elevacdo cartesiana
sempre um monomorfismo.

Funtor de SineronizacAo

0 comportamento conjunto dos aut6matos e determinado pelo operador funtorial de
sincronizacdo induzido pela fibracao e pelo morfismo de sincronizacdo, aplicado ao produto dos
autOmatos componentes.

Definicao 3.9 Tabela de Sincronizaciies, Morfismo de Sincronizacao. Sejam {A,: M, ----> E,} um
conjunto de autOmatos a serem sincronizados. Ent-do:

uma tabela de sincronizacOes de {A i }, denotada por Tabela, e um .RGrp-objeto que reflete a
sincronizacdo desejada entre os autOmatos;
um morfismo de sincronizacdo sinc: Tabela -> X E i e um Rgri-monomorfismo.	 q

Definicao 3.10 Funtor de Sincronizacao. Sejam {A i : M, ---> E i } um conjunto de autOmatos a serem
sincronizados e sinc: Tabela -> X E, um morfismo de sincronizacdo. Considere a fibracao u: Aut -*
1(gr1, a construe -do dos correspondentes morfismos cartesianos como na prova da Proposicao 3.6 e
as fibras u-/ Tabela, u--/ X E,. Entao sinc: u-1 X E i ---> u-l Tabela e o funtor de sincronizacdo induzido
por u e sinc e o autOmato resultante da sincronizacdo de {A,}, denotado por II sinc A i , e sincX A i .	 q

Portanto, o autOmato resultante de uma sincronizagdo e uma restrigdo da composiedo paralela
dos autbmatos componentes.

Exemplo 3.11 Considere os aut6matos produtor e consumidor corn as etiquetas E 1 = {'t, envia, prod)
e E2 = {T, rec, cons}, respectivamente, bem como o correspondente autOmato resultante do produto,
ilustrados na Figura 3.9 (por simplicidade, as etiquetas envia, prod, rec, cons sdo abreviadas por e,
p, r, c, respectivamente).

a) Suponha a sincronizacdo envia compartilha rec, representando uma comunicacdo sem "buffer",

Produtor X Consumidor

Produtor Consumidor

Figura 3.9 Aut6matos produtor e consumidor e a correspondente composicdo paralela
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envia compartilha rec intercalacdo

Figura 3.10 Sincronizacdo dos aut6matos produtor e consumidor

como em CSP [Hoare 85] ou CCS [Milner 80]. Entao, a tabela de sincronizacOes é Tabela = {'t,

prod, cons, envia I rec} e o autOmato resultante é ilustrado na Figura 3.10 (esquerda).
b) Suponha que nao e desejada qualquer sincronizacdo entre as transicOes dos autOmatos

componentes. Entao, a tabela de sincronizaceies é Tabela = {T, prod, envia, rec, cons) e o autOmato
resultante é como ilustrado na Figura 3.10 (direita) e representa a intercalacdo das transicOes
dos autOmatos componentes. 	 q

Tabela de SincronizacOes

A seguir, é apresentada uma construcao categorial da tabela de sincronizacOes bem como de
urn morfismo de sincronizacdo para sincronizacOes do tipo chamada, compartilhamento ou
ambos os casos. A tabela de sincronizacOes é determinada por urn colimite cujo diagrama possui
uma forma espacial que lembra urn diamante, como ilustrado na Figura 3.11 onde a seta central
possui como origem urn objeto denominado canal, e como destino a tabela de sincronizacOes.

Definiedo 3.12 Tabela de SincronizacOes. Seja {A,: M, EJ urn conjunto de autOmatos a serem
sincronizados. Entao:

a) seja Canal o menor subgrafo de X E, que representa as etiquetas a serem sincronizadas;

Figura 3.11 Tabela de sincronizacOes determinada por um colimite corn a forma de urn diamante



{t,a,b}	 {ti,Y}
a	 a/ \a	 alx
b	 b	 b	 bly
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para cada i, Ei' e o menor subgrafo de Ei que contem todas as etiquetas das transieOes de Ai as
quais chamam alguma transiedo de outro aut6mato;
para cada i, o morfismo chamai: E l '	 Canal e tal que se a em	 chama as transicOes ,...,xn,
entdo chamai(a) = a I xi ..• Xn.

Seja D o diagrama representado na Figura 3.12 onde, para cada i, sub,: E,' ---> Ei e um
monomorfismo que caracteriza E l ' como subobjeto de Ei. A tabela de sincronizacoes denotada por
Tabela e o objeto resultante do colimite do diagrama D.	 q

RGrl —
Ei'

sub i	 chamai

E i	Canal

\olimite

Tabela

Figura 3.12 Tabela de sincronizacoes determinada por urn colimite

A construed() categoriai acima nao deve ser confundida corn as construcOes baseadas em
diagramas de sincronizaedo como propostas em [Costa 91] e [Costa & Sernadas 92] (usando
limites) e em [Sernadas et al 90] (usando colimites). A principal diferenca e que estes consideram
uma tabela de sincronizacoes previamente fornecida e objetivam determinar o objeto resultante da
sincronizacdo.

Da definicao acima (item c), pode-se concluir que, para todo I, chama e um monomorfismo. 0
diagrama D tambem e denominado diagrama de #I-picos onde #1 e o cardinal de I. A construe -do da
tabela de sincronizacoes proposta possui as seguintes propriedades:

se Ei' = Ei, entdo todos os elementos de Ei estdo sincronizados e, conseqiientemente, na tabela
resultante, estdo presentes somente uma vez e como componente de alguma upla;
se a Unica etiqueta do canal for T, entdo a tabela de sincronizacoes resulta no coproduto das
etiquetas dos autOmatos componentes. Neste caso, o autOmato resultante da operacdo de
sincronizacdo, representa a intercalacdo pura das transigOes dos autOmatos componentes.

Exemplo 3.13
a) Considere E1 = {T, a, b, c} e E2 = {T, x, y}. Suponha que a chama x, b chama y e y chama b (ou seja,

b compartilha y). Entao, Canal = {T, a I x, b I y} e a tabela de sincronizaeOes Tabela e determinada

ft,a,b,c1	 {t,alx,bly}	 {t,x,y}

colimite

P1
	 P2

{ti ,c,x,alx,bly}

Figura 3.13 Exemplo de tabela de sincronizacoes para dois autOmatos
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como ilustrado na Figura 3.13.
Considere Ek = {T , Pk, ck} para k corn valores em (1, 2, 3). Suponha o compartilhamento de C1, C2
e c3. Entao, Canal = {t, Cl 1c21 C3} e Tabela = {T, P1, P2, P3, Ci	 C2 I c3}.
Considere o Exemplo 3.11. No caso em que envia compartilha rec, a construcao da tabela de
sincronizacees possui Canal = {t, envia I rec}. No caso da intercalacao, Canal = (T).

Proposicào 3.14 Considere o diagrama D cujo colimite determina o grafo Tabela juntamente corn
os morfismos pi: Ei 	 Tabela. Entao, para todo i, pi e q possuem retrace°.
Prova: Os morfismos sub; e chama l sao mono e o colimite do diagrama D pode ser determinado por
somas amalgamadas, como ilustrado na Figura 3.14 para o caso #1 = 2 (diagrama de 2-picos).
Logo, todos os morfismos do diagrama das somas amalgamadas sdo mono (em um diagrama da
forma •-<	 •, os morfismos da soma amalgamada tambem sdo mono). Considerando que a
composicdo de monomorfismos e mono, entdo, para todo i, pi e q tambem sdo mono. Portanto, para
todo i, existem retrace- es para pi e q tais que, para todo a em Tabela, se existe a l em E, tal que [Ma i ) =
a, entdo pi R (a) = al , caso contrario, pi R(a) = T e, se existe c em Canal tal que q(c) = a, entdo q R (a) = c,
caso contrario, q R(a) = T.

•

•	 •

\ • q 1	 •	 /

P2

Figura 3.14 Determinacdo de um colimite de urn diagrama de 2-picos usando somas amalgamadas

Na definicdo abaixo, lembre-se que Xgri é isomorfa a Set • e que, em Set • , X Ei é isomorfo a
(+ Set E r)+ Set ( X Set E ;') Set { T } onde E i ' a E i sem o elemento distinguido e, portanto, existem
monomorfismos inji: E1 -4 X E, canonicamente induzidos pelo coproduto categorial.

Definicao 3.15 Morfismo de Sincronizacao. Seja s: Canal -4 X E 1 urn monomorfismo que
caracteriza Canal como subobjeto de X E. Sejam inji: E i X E1 monomorfismos canonicamemte
induzidos pelo coproduto categorial. 0 morfismo de sincronizacdo determinado por urn diagrama
D e sinc: Tabela —> X E i tal que sinc(T) = t e, para todo a # T em Tabela, se q R (a) # T, enter) sinc(a) =
s q R (a), caso contrario existe um linico k em I tal que pk R(a) #	 e sinc(a) = inj k - Pk

E facil verificar que o morfismo sinc definido acima e, de fato, um monomorfismo.
 . pkR(a).(a

3.3 Encapsulacdo

Tradicionalmente, em teoria da concorrencia, uma transicdo encapsulada é uma transiceo
etiquetada por um simbolo especial, normalmente denotado por t ([Winskel 87]). As transicOes
encapsuladas, nao podem ser usadas para comunicacdo corn o exterior do autOmato e, portanto,
nao podem ser sincronizadas. A encapsulaceo de transicees de um autOmato e uma operaceo
funtorial induzida como ilustrado na Figura 3.15, a qual consiste de uma reetiquetacdo especial,
como segue:

seja A: M	 E 1 urn autOmato a ser encapsulado;
seja caps: E 1	 E2 um morfismo onde as etiquetas das transicOes a serem encapsuladas sac)
associadas ao simbolo t;
seja u: Aut —> RGri o mesmo funtor esquecimento usado na sincronizaceo. 0 funtor it e uma
cofibraceo (e portanto, é uma bifibracao) e as fibras u-1 E 1 e Li-1 E2 seo subcategorias de Aut;
o morfismo caps e a cofibraceo u induzem o funtor caps:	 El —> u--1 E2. 0 funtor caps aplicado
ao autOmato A resulta no aut6mato que reflete a encapsulacao desejada.
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Figura 3.15 Inducao do funtor de encapsulagdo

Portanto, a encapsulacao de urn autOmato e obtida a partir da especificacdo de quais etiquetas
devem ser encapsuladas.

Proposicâo 3.16 0 funtor esquecimento u: Aut RGri que associa a cada autOmato A: M 	 E o
correspondente grafo reflexivo de um so nodo E, e uma cofibracao.
Prova: Considere o morfismo f: E 1 —> E2 em ItGri e o autOmato A t = (M 1 , E 1 , etiq i ). Sejam A2 = (M1,
E2 , f 0 etiq i ) urn autOmato e u =(id M1 ,f): A l —> A2 urn morfismo de autOmatos. Entdo u e cocartesiano
em relacao ao f e Ai.

Para verificar que u e cocartesiano, considere o autOmato A3 = (M 3 , E3 , etiq3), o Aut-morfismo v
(vm, vE): A l —> A3 e o Qgri-morfismo h: E2 	E3 tal que uv = vE = h o f. Entao, w = (vm, h) e o iinico

morfismo tal que v = w u. Para verificar que w e de fato urn morfismo de aut6matos, considere o
diagrama ilustrado na Figura 3.16 (esquerda). Como vE = h o f e A2 : M 1 	E2, o diagrama pode ser
reescrito como ilustrado na Figura 3.16 (direita). Portanto, como T comuta, w e um morfismo de
autOmatos.	 q

idvmidm i ---1.- idM3	 idMi
A illr	 ilr A3 	Ai

inc vE
incE i 	incE3	 incE1  

idvm  
► av13

111,A3

incE3   

T  

incf incE2 inch    

Figura 3.16 Diagramas comutativos

Observacao 3.17 Bifibracao e Adjunto Esquerdo do Funtor Produto Fibrado. A cofibracao uusada
na proposicao acima, tambem e a fibracdo usada na sincronizacao de autOmatos. Portanto, u
uma bifibracao. Adicionalmente, o funtor produto fibrado f*:

—9Z.Gr e2 
—> 	(ver Observacao

3.7) possui adjunto esquerdo, como segue:

f+: id9zgr si-ei —> idxgrie2

o qual e a composicao usada na prova de que u e uma cofibracao.

Se o morfismo f: E 1 —> E2 usado na prova da proposicao anterior e bijetivo, entao o morfismo
cocartesiano referente a f e simplesmente uma reetiquetacdo do autOmato origem. Para
encapsulacao de transicOes, sac) considerados os morfismos de encapsulacao, os quais sao
injetivos exceto para as etiquetas a serem encapsuladas, as quais sac) reetiquetadas corn o simbolo
especial T.

Definicâo 3.18 Morfismo de Encapsulacao. Seja E 1 as etiquetas do autOmato considerado.
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 sub

ft }	 E1
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E2

caps

flip

AutOmato Flip-Flop:

inic

Transica- o Flop é encapsulada:

inic

fim

flop

flip

fim
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Dado o subobjeto de etiquetas E2 a serem exportadas. Seja sub: E2 ---> E 1 urn monomorfismo que
caracteriza E2 como subobjeto de E 1 . Entao caps = subR : E1 --> E2 onde subR é a retracdo de sub
tal que, para todo al em E1, se existe a2 em E2 tal que sub(a2) = al, entdo sub R(ai) = a2, caso
contrario, subR (ai) = t.
Dado o subobjeto E de etiquetas a serem encapsuladas. Seja sub: E --> E 1 urn monomorfismo que
caracteriza E como subobjeto de E 1 . Entdo o morfismo de encapsulacao caps: E1 —> E2 induzido
por sub e determinado pela soma amalgamada ilustrada na Figura 3.17, onde o morfismo

Figura 3.17 Morfismo de encapsulacdo determinado por uma soma amalgamada

Exemplo 3.19 Sejam E = { 't, flop}, E 1 = {'t, inic, flip, flop, fim} e sub: E —> E 1 tal que	 flop	 flop.
Entao, E2 = { 't, inic, flip, fim} e caps: E 1 —> E 2 e tal que	 inic	 inic, flip — flip, flop —	 e fim
fim.	 q

Definicao 3.20 Funtor de Encapsulacao. Considere o autOmato A: M —> E1, o morfismo de
encapsulacao caps: E 1 —> E2 , a cofibracdo u: slut-* RGri, a construcdo dos correspondentes
morfismos cocartesianos como na prova da Proposicdo 3.16 e as fibras u 1 E 1 , u-1 E2 . Entdo, caps:

u-l E / --> it-1 E 2 e o funtor de encapsulacdo induzido por u e caps e o autOmato resultante da
encapsulacdo de A, denotado por A\caps, e capsA.	 q

Portanto, para urn morfismo de encapsulacao caps: E 1 —> E 2 e urn autOmato A = (M, E 1 , etiq),
capsA = (M, E2, capsoetiq)

Exemplo 3.21 Considere a Figura 3.18. Suponha a encapsulacdo do autOmato Flip-Flop: M ---> E 1 de
acordo corn o morfismo caps: E 1 —> E2 do exemplo anterior. Entao, a transipo etiquetada por flop e
encapsulada.

Figura 3.18 Encapsulacdo de urn autOmato
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Uma reificacao implementa urn autOmato sobre as computacOes de um outro autOmato.
definida como urn morfismo especial de autOmatos onde o objeto destino (mais concreto)
enriquecido corn o seu fecho computacional (fecho transitivo nas transicOes) representando todas
as computacOes (sequenciais) possiveis que podem ser obtidas a partir das permutacOes das
transicOes componentes, respeitando os estados de origem e destino. Urn fecho computacional e
facilmente obtido no contexto categorial pois, um grafo reflexivo estendido corn uma operacdo de
composicao nos arcos determina uma categoria. Assim, a substituicao dos grafos reflexivos por
categorias na definicao de autOmatos seqtienciais, define uma nova estrutura denominada
categoria computacional (sequencial). Categorias computacionais e os correspondentes morfismo
determinam a categoria denominada Comp. 0 funtor esquecimento ca: Comp -4 Aut que esquece
sobre a operacao de composicao, possui adjunto esquerdo ac: Aut - Comp o qual gera livremente a
composicao de transicOes. Assim, o funtor fecho computacional e obtido pela composicao dos
funtores, ou seja, fc = cao ac: Aut -4 Aut.

Aut6matos e reificacOes constituem a categoria NeifAut, cuja definicao e induzida pela
adjuncao (ac, ca): Aut	 Comp, baseada nas categorias Kleisli. Portanto, a composicionalidade
vertical 6 satisfeita. Entretanto, esta construe -do nao satisfaz a composicionalidade horizontal pois,
em geral, o fecho computacional do produto de autOmatos e diferente do produto dos fechos
computacionais dos autOmatos componentes e, portanto, a composicao paralela de dois morfismos
de reificacao nao 6, em geral, urn morfismo de reificacao.

No contexto dos autOmatos seqiienciais, e considerada a categoria das categorias pequenas
cujos nodos distinguidos sao pares de conjuntos, isto 6, DCat = 11 Slab onde 11: Set2 Set 6 o funtor
canonicamente induzido pelo coproduto categorial em Set e ob: Cat Set 6 o funtor esquecimento
que associa a cada categoria o seu correspondente conjunto de objetos. No texto que segue sdo
usados conceitos e resultados referentes as mOnadas e as categorias Kleisli, os quais sac,
introduzidos em apèndice. As principais referencias usadas sdo [Mac Lane 71], [Barr & Wells 90] e
[Asperti & Longo 91]. Adicionalmente, a operacdo de composicao de uma categoria tambem
representada pelo simbolo ";" e, neste caso, a composicao de morfismos e denotada em ordem
inversa. Por exemplo, f;g representa g c f. Esta notacao a usada para enfatizar que a composicao
categorial representa a composicao seqtiencial de computacOes.

4.1 ComputacOes

A categoria das categorias computacionais a uma extensao da categoria dos autOmatos onde os
grafos reflexivos, grafos reflexivos de um so nodo e grafos reflexivos corn nodos distinguidos sac)
estendidos corn a operacao de composicao nos arcos, resultando em categorias, categorias corn urn
unico objeto e categorias corn objetos distinguidos, respectivamente. Ou seja, uma categoria
computacional e, basicamente, urn autOmato sequencial estendido corn uma operacao de
composicao nas transicOes. Note-se que, qualquer monOide pode ser visto como uma categoria corn
urn dnico objeto onde a composicao e a operacao do mon6ide (veja, por exemplo, [Barr & Wells 90,
p. 23]). De fato, a categoria Mon dos monOides a isomorfa a categoria das categorias (pequenas)
corn um nnico objeto, denotada por Cati.

Definicao 4.1 Categoria das Categorias Computacionais. A categoria das categorias
computacionais, denotada por Comp, 6 a categoria das setas idlinc, onde:

28
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id: DCat —> DCat é o funtor identidade;
inc: Cati —> DCat é o funtor inclusao tal que, para cada Cati-objeto E, incE = (E, 1, 1, ! 1+1) onde a
funcdo total !1.4.1: 1 +1	 1 e Unica e, para cada Cati-funtor h:	 E2, inch= (h, ! 1, ! 1) : (E1 , 1, 1,

! 1+1)	 (E2, 1, 1, !i+i) onde a funcdo total !i: 1	 1 é Unica.	 q

Portanto, uma categoria computacional é uma tripla A = 	 E, etiq), tal que Me um DCat-
objeto, E é urn Cati-objeto e etiq:	 incE é urn DCat-morfismo.

As categorias Aut e Comp sax) relacionadas por uma adjuncao (ac, ca): Aut —> Comp onde o
funtor ac enriquece urn dado autOmato com uma operacdo de composicao nas transicOes e o funtor
ca esquece sobre a composicao.

Definicfio 4.2 Funtor ca. 0 funtor esquecimento ca: Comp —> Aut e tal que, para cada Comp-objeto A

= (X E etiq) onde	 (C, I, F, i+f), C= (Obc, Morc, ao, a 1 ,1, e E= (1, MorE, !, !, t, a), tem-se que

para o DCat-objeto 1M cable o DRGr-objeto M = (C, I, F, +f) onde C = (Obc, Morc, ao, al, 1.);
para o Cati-objeto E, came o RGri-objeto E = (1, MorE, !, !, 1);

para o Comp-objeto A, caA é o Aut-objeto A = (M, E, etiq) onde etiq: M --) E é o DRGr-morfismo
canonicamente induzido por etiq: M—)

E, para cada Comp-morfismo h= (hM, hE) :	 512 onde him= (hv, hT, h i, hF): M.1 M2 e hi = (!, hE):
EI —> E2, tem-se que ca hm é o DRGr-morfismo hM = (hv, hT,	 hF) : M 1 —> M2, ca hE é 0 RG711-
morfismo hE = (!, hE): E 1	E2 e ca p e o Aut-morfismo h = (hM, hE): A l —÷ A2 .	 q

Definicâo 4.3 Funtor ac. 0 funtor ac: Aut —> Comp e tal que, para cada Aut-objeto A = (M, E, etiq)
onde M = (G, I, F, +f), G = (V, T, do, a l , t) e E = (1, L, !, !, 	 tem-se que:

acM e o DCat-objeto	 (G, I, F, i+f) onde G= (V, Tc , ao, a?, I C , ;) sendo tc : V —> Tc canonicamente
induzido por t: V -3 T e sendo Tc, ao, a.; e a operagdo parcial de composicao _;_: T c x Tc	Tc
definidos pelas seguintes regras de inferencia:

t:A—)BET
	

t:ABETc u:B—)CETc

t:A—)Ber
	

t;u: A —) C E TC

sujeitas as seguintes regras equacionais:

t: A	 B ETC	t:A---)BETc	 u:B---)CeTc v:C--) D E TC

1A ;t =t & t;tA =t	 t;(u;v) = (t;u);v

ac E e o Cati-objeto E = (1, L c , !, !, ! I , ;) onde Lc e a operacao de composicao sdo definidos como
acima;
acA e o Comp-objeto A = (M, E, etiq) onde etiq = (!v, etiq9r , !I, !F): 514- -) E e o DCat-morfismo
indutivamente definido a partir de etiq = (!v, etiq -r, !i, !F): M	 E, tal que:

para t em T, etiq--(t) = etiq-r(t)
para t;u em TC , eti4(t;u)= etiq9r(t); etici9r(u)

E, para cada Aut-morfismo h = (h M , h E): A l —> A2 onde h M = (hv, hT , h1, hF): M 1 —÷ M 2 é urn DRGr-
morfismo e h E = (!, hE): E 1 —) E2 é um RGri -morfismo, tem -se que:

achM é o DCat-morfismo ham= (hv, h-cr, h1, hF): MI —> 1/12 onde hT é definido como acima;
achE e o Cati -morfismo hq = (!,	 —> E2 onde hE é definido como acima;
ache o Comp-morfismo h= (him, hE): AI ---> A2.	 q

Proposicdo 4.4 0 funtor ace adjunto esquerdo de ca.
Prova:

Considere a transformagao natural 11 = (11m, T IE): idAut--> ca° ac a qual e uma inclusao nos arcos
de cada grafo componente. Entao, para cada autOmato A = (M, E, etiq), para cada categoria
computacional A = (9v(, E, etiq), para cada Aut-morfismo f: A —> ca A, existe urn Unico Comp-
morfismo g: acA —> A tal que f = cag 0 T1A. De fato, g é acf restrito ao objeto destino
De forma dual, E = (EM, EE): ac , ca —> idcomp é a transformacao natural que associa a cada
transicao composta (t) ; (u) a transicao (t ; u) e, a cada etiqueta composta (a) ; (b) a etiqueta (a ; b).

Portanto, (ac, ca, 11, E): Aut Comp e uma adjuncao.	 q
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0 enriquecimento de urn autOmato com as transicOes que refletem todas as suas computacOes
(sequenciais) possiveis, e realizado por uma operacdo funtorial denominada fecho computacional,
determinada pela composicdo dos funtores ac e ca definidos acima.

Definicâo 4.5 Fecho Computacional. 0 fecho computacional 6 a operacdo funtorial fc: Aut —> Aut
onde fc = cac

Exemplo 4.6 Na Figura 4.1, 6 ilustrada a representacdo grafica de um autOmato (esquerda) e o seu
correspondente fecho computacional (direita), onde as transicOes incluidas pelo fecho estno
representadas corn urn traco diferenciado. Considerando que as transicOes etiquetadas b e c
constituem urn ciclo (ndo atOmico) no autOmato original, o correspondente fecho computacional
possui infinitas transicOes as quais sdo representadas usando o expoente i o qual assume valores
em {1, 2, 3,...}. Por exemplo, a;(b;c)' represents as transicOes a;b;c, a;b;c;b;c, a;b;c;b;c;b;c...

Figura 4.1 Authmato seqUencial e o seu correspondente fecho computacional

4.2 Composicionalidade Vertical

A adjuncao	 ca, 11, E): Aut —> Comp determina uma mOnada T = (fc,	 1.1) tal que fc e o
endofuntor ca , ac: Aut —> Aut e 6 a transformacdo natural caE ac: fc2 —> fc, onde ca: ca —> ca e ac: ac
—> ac sdo transformacOes naturais identidade e ca E ac e a composicdo horizontal de
transformacOes naturais, como ilustrado na Figura 4.2. A mOnada T e iitil na compreensnio das
computacOes de urn autOmato. Assim, para cada aut6mato A:

Figura 4.2 Composicao horizontal de transformapfies naturais
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fcA resulta no fecho computacional de A, ou seja, no enriquecimento de A corn as transicOes que
refletem todas as suas computacOes possiveis;
TI A : idAutA —> fcA é a inclusao de A no seu correspondente fecho computacional;
[LA: fc2A ---> fcA é a operacao denominada achatamento, a qual especifica como duas aplicacOes
sucessivas do fecho computacional ao autOmato A é instanciada em uma Unica aplicacao do
fecho computacional.

Na definicao da reificacao como um morfismo de autOmatos onde o objeto destino e enriquecido
corn as suas computacOes, dois problemas necessitam ser resolvidos:

Etiquetacao. TransicOes distintas mas corn mesmas etiquetas podem ser implementadas em
computacOes distintas e corn etiquetacdo tambem distintas. Ou seja, um morfismo de reificacao
nao necessariamente deve preservar a etiquetacdo.
Operacdo de composicao. Dados duas reificacOes (I): A ---> fcB e	 B ---> fcC é necessario definir a
reificacdo composta yl 0 q): A —> fcC. Note-se que a origem de iv é diferente do destino de (p.

Uma solucao natural para o problema da composicao seria definir os autOmatos e reificacOes
como uma categoria Kleisli determinada pela mOnada T = (fc, T1,	 Entretanto, neste caso, as
reificacOes obrigatoriamente preservariam as etiquetacOes. Assim, a solucdo proposta a seguir
baseada nas categorias Kleisli mas exclusivamente para a forma dos aut6matos. Na categoria
resultante, os morfismos representam reificacOes de autOmatos e a operacao de composicao
garante a composicionalidade vertical.

Por simplicidade, nos diagramas que seguem, os funtores id: DRGr --> DRGr e	 RGri DRGT
usados na definicao da categoria slut sac) omitidos. Por exemplo, em diagramas, etiq: M ---) E
denota etiq:	 incE.

Definicdo 4.7 Categoria dos AutOmatos e Reificaclies. Seja T = (fc,	 onde 71 = (TIM, TIE) e = (1.1m,
1..t E) a mOnada determinada pela adjungdo (ac, ca, E): slut —> Comp. A categoria dos autOmatos e
reificacOes, denotada por *Out, é tal que (suponha os Aut-objetos Ak = (Mk, Ek, etiqk), para k corn
valores em (1, 2, 3)):

os objetos sac) os mesmo de Aut;
os morfismos sdo construfdos como segue:

cp = (pm: A l A2 é um ReifAut-morfismo onde (P M : M1 -fcM 2 e um DRGr-morfismo;
para cada Aut-objeto A, cp = rim: A —> A e o ReifAut-morfismo identidade de A;

c) sejam (p: A l 	 A2, Nf: A2 —4 A3 Reiplut-morfismos. A composicao w . cp é o morfismo wm ogc(pm: Al
—> A3 onde 1VM 02c(iim é determinado como ilustrado na Figura 4.3.

Figura 4.3 Composicao de reificacOes é a composicdo na categoria Kleisli restrita a forma dos autOmatos

Portanto, os morfismos e a composicao de morfismos em ReifAut sao os morfismos e a
composicao na categoria Kleisli referente a forma dos autOmatos, induzida pela mOnada T. Cora o
objetivo de distinguir os ReifAut-morfismos dos Aut-morfismo uma reificacao (p do autOmato A nas
computacOes de B e denotada por c: A —>fcB ou cp: A B.

Exemplo 4.8 A Figura 4.4 ilustra urn morfismo de reificacao. Repare que o morfismo nao preserva
as etiquetas das transicOes y do aut6mato origem.
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Figura 4.4 Reificacao de autOmatos nao necessariamente preserva a etiquetacOo

Como ReifAut-morfismos sao morfismos exclusivamente na forma dos autOmatos, estes nao
sdo slut-morfismos. Entretanto, urn morfismo na forma pode induzir urn morfismo nas etiquetas
determinando uma categoria de aut6matos e reificacOes cujas reificacOes sdo Aut-morfismos,
como na categoria introduzida a seguir.

Deftnicdo 4.9 Categoria dos AutOmatos e Reificaciies corn Etiquetacao Induzida. Seja T = (fc, Ti, t)
onde 11 = (11m, 11E) e = (P-M, p.E) a mOnada determinada pela adjungdo (ac, Ca, 11, E): gut-, Comp. A
categoria dos autOmatos e reificacOes com etiquetacdo induzida, denotada por Reipluts e tal que
(suponha os Aut-objetos Ak = (Mk, Ek, etiqk), para k corn valores em {1, 2, 3}):

os objetos säo os mesmo de Aut,
os morfismos sdo construidos como segue:

seja (PM: M 1 —> fcM2 um DRGr-morfismo. Entao cp = ( (PM, (PE) : Al - A2 e urn ReifAut-
morfismo onde (p E e determinado pela soma amalgamada ilustrada na Figura 4.5;
para cada Aut-objeto A, y = 	 (PE): A A e o ReifAut-morfismo identidade de A onde (PE

como definido no item anterior;

c) sejam A i -* A2 , v: A2 A3 ReifAut-morfismos. A composicao yr o y e o morfismo (Wm ogo.pm,
WE D E(PE) : A i -f A3 onde y1M °K(Pm e WE 0ETE sa.o determinados como ilustrado na Figura 4.6. q

E facil verificar que o objeto resultante da soma amalgamada na definicdo acima e, de fato, um
grafo de etiquetas. Como 6 mostrado na proposicao a seguir, NeifAut e ReiplutE sdo isomorfas.
Portanto, todo morfismo de reificacao pode ser visto coma urn morfismo especial de aut6matos.

Proposican 4.10 As categorias ReifAut e ReifAutE sdo isomorfas.

Figura 4.5 Reificacao de autennatos corn etiquetacdo induzida
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Figura 4.6 Composicäo de reificacOes de autemaatos corn etiquetacdo induzida

Prova: Considere:
o funtor re: ReifAut	 ReipLutE tal que, para todo o ReifAut-objeto A, reA = A e, para todo o
ReifAut-morfismo (p = (pm: A l —> A2, rap = ((PM , (PE);

o funtor er: ReifAutE—> ReifAut tal que, para todo o ReifAutE-objeto A, reA = A e, para todo o
ReifAutE-morfismo = ((pm, (PE) : A l 	 A2, rap = (PM.

facil verificar que er° re = iciReifAut e re . er = idReifAutE-

Como ReifAut e 1(cifAutE sao isomorfas, no texto que segue, ReifAut denota qualquer das duas
categorias.

4.3 Composicionalidade Horizontal

Embora a composicionalidade vertical seja satisfeita, a construe -do proposta nao satisfaz
composicionalidade horizontal. A proposicao a seguir mostra que o funtor fecho computacional
nao preserva limites.

Proposicfio 4.11 0 endofuntorfc:Aut—> Autndo preserva limites.
Prova: Para provar que fc nao preserva limites, é suficiente mostrar um contra-exemplo.
Considere os autOmatos A 1 , A2 e o produto A l x A2 ilustrado na Figura 4.7. As representacOes

Al	 A2	 At xA2

fcA2 fcAixfcA2 fc (AixA2)

Figura 4.7 0 funtor fecho computacional nao preserva limites
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graficas referentes a Ai, A2 e A i x A 2 tambem representam fcA l , fcA2 e fc A i xfcA2,
respectivamente. Entretanto, fcA i xfcA2 nao representa fc(Ai x A2).	 q

Portanto, para as reificacbes (p: A i	 A2 e lif : B 1	 B2, o morfismo cp x A i x B i —>fcA 2 xfcB2
univocamente induzido pelo produto, como ilustrado na Figura 4.8, nao e, necessariamente, um
morfismo de ReifAut, pois, em geral, fc(A2 x B 2 ) e fcA2 xfcB 2 nao sdo isomorfos.

Aut

AiXBi	 B1

(Pnf
	

W
fck	 fcA2xfcB2-411. fcB2

Figura 4.8 A composigdo paralela de reificacoes nao 6, em geral, uma reificacao



5 Grafos e Categorias Internos

Urn grafo G = (V, T, ao, a i ) pode ser considerado como um diagrama na categoria Set onde V, T
sac) conjuntos e ao, a 1 sao funcOes totais. Adicionalmente, os morfismos de grafos sac) diagramas
comutativos na categoria base Set. Portanto, pode-se afirmar que grafos sao definidos
internamente a Set e, analogamente, o mesmo pode ser afirmado para os grafos reflexivos e
categorias pequenas. A generalizacao desta ideia, usando como base uma categoria arbitraria
qualquer é conhecida como internalizacao (veja, por exemplo, [Corradini 90] e [Asperti & Longo
91]).

No texto que segue sac, usados conceitos e resultados referentes as categorias concretas, os
quais sac) introduzidos em apendice. A referencia usada e [Adamek et al 90].

5.1 Grafo Interno

A categoria dos grafos internos herda, da categoria base, as propriedades referentes aos limites
e colimites.

Definicao 5.1 Categoria dos Grafos Internos. Considere a categoria Ce o funtor diagonal A: C—>
C2. A categoria dos grafos internos, denotada por Gr(C), é a categoria das setas A A. 	 q

Portanto, urn grafo interno a C pode ser visto como uma quadrupla G = (V, T, ap, a 1 ) onde V, T
sao C-objetos e a0, a 1 : T —01 sao C-morfismos. Para os grafos internos G = (V1, T , a01 , ail) e G2 =
(V2 , T, a02 , a1 2), um morfismo de grafos internos h: G1 - p G2 é urn par de C-morfismos h = (hv: V1 --->
V2, hT : T 1	 T2) tal que o diagrama ilustrado na Figura 5.1 comuta.

C
ao,	 a1,

T 1	 ,. V 1	 T1 -1.- V1

h-1-1„ 	Ilr hv	 hi-Ilr	 Ilr hv

,	 ao2	 ._	 ,	 a12 __	 ,,1 2 --pp. v 2	 T2 -1.- v 2

Figura 5.1 Diagramas comutativos para morfismos de grafos internos

Proposicao 5.2 Considere a categoria C:
se C e completa, entao Gr(C) e completa;
se C e cocompleta, entao Gr(C) é cocompleta.

Prova: Como Gr(C) é a categoria das setas	 e como A preserva limites e colimites Gr(C)
bicompleta.	 q

5.2 Grafo Reflexivo Interno

35

A categoria dos grafos reflexivos internos é uma extensao da categoria dos grafos internos,
onde o morfismo identidade de cada objeto tambem é um morfismo da categoria base.
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Analogamente aos grafos internos, as propriedades referentes aos limites e colimites sdo
herdadas da categoria base.

Grafo Reflexivo Interno

Deflnicfio 5.3 Categoria dos Grafos Reflexivos Internos. Considere a categoria C

Urn grafo reflexivo interno e uma quintupla G = (V, T, ao, al, onde (V, T, ao, al) 6 um grafo
interno e t: V - T e urn C-morfismo tal que o diagrama ilustrado na Figura 5.2 (esquerda)
comuta.
Urn morfismo de grafos reflexivos internos e urn morfismo de grafos internos tal que o
diagrama ilustrado na Figura 5.2 (direita) comuta.

c) Grafos reflexivos internos e os correspondentes morfismos constituem a categoria denotada por
R_Gr(C).	 q

Figura 5.2 Diagramas comutativos para a categoria dos grafos reflexivos internos

Proposicao 5.4 Considere a categoria C:
se C e completa, entdo RCr(C) e completa;
se C e cocompleta, entdo RGr(C) e cocompleta.

Prova: Seja u: RGr(C)--> Gr(C)o funtor esquecimento tal que, para todo RGr(C)-objeto, G = (V, T, ao,
al,	 uG = (V, T, do, al) e, para todo RGr(C)-morfismo h = (hv, hT): G 1 --> G 2,	 uh = (hv, hT) : uG i -*
uG2. Como u 6 urn funtor fidedigno, (Rgr(C), u) a categoria concreta sobre Gr(C). Adicionalmente,
se C e bicompleta, entdo Gr(C) e bicompleta. Portanto, para provar que R_Gr(C) e bicompleta,
suficiente provar que, para cada diagrama de .RGr(C), o limite (colimite) do diagrama em Gr(C)
pode ser elevado como uma fonte inicial (sumidouro final) em RGr(C). Suponha I urn conjunto
arbitrario de indices, i corn valores em I e k corn valores ern (0, 1 }. Por simplicidade, no texto que
segue, a expressäo ia le omitida.

Elevacdo de produtos. Considere urn conjunto indexado e arbitrario de Rgr(C)-objetos {G, = (Vi,
T,, ao,, a 11 , t,)} e o correspondente Gr(C)-produto X uG, = (XV,, XT,, Xao,, xa l ,), juntamente corn o
conjunto indexado de morfismos {ic i : X uG, --> uG,}. Entao, XG, = (XV,, XTi, xao„ xaii,
juntamente corn o conjunto de morfismos trc,: XG, 	 Gil, e fonte inicial de {G,} onde Xi, e
univocamente induzido pelo produto categorial, como ilustrado na Figura 5.3.
Para provar que XG, e um grafo reflexivo interno, e suficiente provar que o diagrama externo
da Figura 5.3 comuta. De fato, Xidv, e o Unico C-morfismo tal que ® comuta. Adicionalmente,
como 0, 2 e 2 comutam, icy; Xidv, = idvi cnVi =	 aki Dic-r,. xt, 	 xa ki )(Li. Logo,
pela unicidade de Xidv, em ®, Xidv, = xak,cxt,.
Para verificar que XG, (juntamente corn {ni}) e fonte inicial, considere a 9(Gr(C)-fonte (G, {fi: G -
G,}). Como X uG, e produto em Gr(C), entdo existe urn Unico Gr(C)-morfismo h: uG --> X uG, tal
que, f, = n t,G i o h. A elevacao de h e o prOprio h.

Elevacdo de igualadores. Considere os RGr(C)-objetos G 1 = (V i , T i , a01, a11, t1), G 2 = (V2, T2, ao2,
a12, 1-2), os RGr(C)-morfismos paralelos fi = (vi, 	 f2 = (v2,	 G1 -* G2 e o correspondente
gr(C)-igualador (ev, eT): (V, T, do, al) 	 uGl. Entao G = (V, T, ap, al,	 juntamente corn o
morfismo e = Key, el): G --> G 1 e fonte inicial em ftGr(C), onde t e univocamente induzido pelos
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Figura 5.3 Morfismos univocamente induzidos pelo produto categorial

Figura 5.4 Morfismos univocamente induzidos pelos igualadores

C-igualadores, como ilustrado na Figura 5.4. A verificacao de que G juntamente corn e é uma
fonte inicial, a andloga a realizada para produtos.

Elevacao de coprodutos. Considere urn conjunto indexado e arbitrario de RGr(C)-objetos {G, = (Vi,
T,, ao,, a lp	 e o correspondente Gr(C)-coproduto +uG, = (+V I , +1-,, +ao,,	 juntamente corn o
conjunto indexado de morfismos {inji: uG, —> + uG,}. Entao, +G, = (+V,, +T 1 , +ao,, +a 1 ,, +t,),
juntamente corn o conjunto de morfismos {inji: G, 	 +G i }, é fonte inicial de {G1} onde +I, é
univocamente induzido pelo coproduto categorial. Os detalhes da prova sac) andlogos aos da
prova para produtos arbitrarios.

Elevacao de co-igualadores. Considere os RGT(C)-objetos Gi = (V1, T1, aol, a 11 , 1 1), G 2 = (V2, T2,

a02, a12, 12), os Rgr(C)-morfismos paralelos f 1 = (vi, t1), f2 = (v2, t2): G1	 G2 e o correspondente
Gr(C)-igualador (cv, CT): uGi ----> (V, T, ao, al). Entao G = (V, T, ao, a 1 ,	 juntamente corn o
morfismo c = (cv, CT): G1 —> G e fonte inicial em RGr(C), onde t e univocamente induzido pelos
C-co-igualadores. Os detalhes da prova sao andlogos aos da prova para igualadores. 	 q

Grafo Reflexive Interne de urn so Nodo

A categoria dos grafos reflexivos internos a C e corn somente urn nodo, denotada por .1(gri(C), é
uma subcategoria plena de RGr(C). Se a categoria base C possui objeto zero, entao Xgri(C)
isomorfa a C.

Definicao 5.5 Categoria dos Grafos Reflexivos Internos de um so Nodo. Considere a categoria C
corn objeto terminal.
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Urn grafo reflexive) interno de urn so nodo L 6 urn grafo reflexive) interno L (1, T, !, !, 	 tal que 1
um objeto terminal fixo de Ce !: T 1 6 Unice).

Considere os grafos internos L1 = (1, T1, !, t1) e L2 = ( 1 , T2,	 !, t2). Um morfismo de grafos
reflexivos internos de um so nodo 6 urn morfismo de grafos reflexivos internos h = (!, hT): L1 -
L2 onde !: 1 -p 1 e Unice).

c) Grafos reflexivos internos de um so nodo e os correspondentes morfismos constituem a
categoria Rgri(C).	 q

Proposicdo 5.6 Considere a categoria Ccom objeto zero. Entao, RGri(C)6 isomorfa a C.
Prova: Como C possui objeto zero, entdo qualquer RGri(C)-grafo L = (1, T, !, !, 	 tal que, 1 e
simultaneamente objeto inicial e terminal e, portanto, t = !: 1	 T e unico. Considere o funtor
esquecimento c: Rgri(C)—> Ctal que c(1, T, !, !, !) = T e o funtorgi: C—> RGri(C)tal quegiT = (1, T, !, !,
!). IJ facil verificar quegi o c= e Cgi = L/C.	 q

No caso da categoria C possuir objeto zero e considerando que RGri(C) e C sao isomorfas, urn
grafo (1, T, !, !, !) pode ser representado pelo correspondente C-objeto T, ou seja, T = (1, T, !, !, !). 0
mesmo raciocinio e valid° para urn Y(Gri(C)-morfismo (!, h-r), ou seja, hT = (!, hT)•

5.3 Grafo Interne Com Nodos Distinguidos

A nocao de internalizacao de grafos pode ser facilmente estendida para os nodos distinguidos,
lido so para a categoria de dominio dos nodos, como tambem para a categoria onde sao
instanciados no grafo. Nodos distinguidos sae) definidos de forma andloga para grafos internos e
grafos reflexivos internos. Assim, no texto que segue, G(C) representa as categorias Gr(C) ou
RGI-(C) indistintamente.

Definicao 5.7 Categoria dos Grafos Internos corn Nodos Distinguidos. A categoria dos grafos
internos com nodos distinguidos 6 a categoria das setas 4nodos, denotada por G d(C), onde:

d. D - A e um funtor onde D 6 a categoria de dominio dos nodos distinguidos eA6a categoria
de instanciagao dos nodos distinguidos no grafo;
nodos = c o v: G(C) -p A e urn funtor tal que:

v: G(C) C e o funtor esquecimento que associa a cada grafo o correspondente C-objeto
de nodos e a cada morfismo de grafos internos h = (hv, hT) o C-morfismo hv;
c:C—> gle urn funtor que relaciona a categoria onde os grafos sac) considerados

	

internamente corn a categoria onde os nodos distinguidos sao instanciados. 	 q

Portanto, urn grafo interno corn nodos distinguidos M e uma tripla M = (G, D, d), onde G e um
G(C)-grafo, D e um D-objeto representando os nodos distinguidos e d: dD --> nodosG e urn
A-morfismo que instancia os nodos distinguidos em G.

Urn morfismo de grafos corn nodos distinguidos 6 urn morfismo na categoria das setas
dlnodos, ou seja, dados os grafos M 1 = (G 1 , D i , d i ) e M2 = (G2, D2, d2), urn morfismo h: M 1	 M2 e
uma tripla h = (hv, hT, hp) onde (hv, hT): G1	 G 1 6 um G (C)-morfismo e hp: D 1 	D 1 6 urn
D-morfismo, tal que o diagrama ilustrado na Figura 5.5 comuta.

A
di

	

crn i 	 cV1

	

cfhp lly	 chv

d2

	

dD2 	  cV2

Figura 5.5 Diagrama comutativo para morfismos de grafos internos corn nodos distinguidos

Proposicao 5.8 Considere os funtores	 A, c: C—> Ae a categoria G d(C)
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caso	 Gri(C): se C e D sao completas, c preserva limites e C possui objeto inicial, entao
G d(C) é completa;
caso e(c) = RGrd(C): se Ce D sao completas e c preserva limites, entdo G	 completa;

c) se Cc D sao cocompletas e dpreserva colimites, entdo 6(06 cocompleta.
Prova: Como G	 é a categoria das setas canodos onde nodes = c° v, e suficiente provar que o
funtor v: G(C) --> C preserva limites. Para G e(C) = Gre(C), considere o C-objeto inicial 0 e funtor 3: C

Gre) tal que para o C-objeto V, 3V é o grafo (V, 0, !, !). Para Ger(C) = RGre(C), considere funtor
C —> Gr cf(C) tal que para o C-objeto V, 3V e o grafo (V, V, idv, idv, idv). iJ facil verificar que, nos dois
casos, g é adjunto esquerdo de V.	 q

No contexto dos aut6matos ndo-seqUenciais, sao considerados somente os grafos reflexivos
internos cujos nodos distinguidos sac) pares de objetos de C, interpretados como estados iniciais e
finals. Por esta razao, a seguinte notacao simplificada e adotada.

Notacao 5.9 Categoria Elgr(C). Considere C uma categoria corn todos os coprodutos binarios.
Entao DRGr(C) denota a categoria dos grafos reflexivos internos cujos nodos distinguidos sao
objetos de C2, isto é, DRGr(C) = 11 clnodos onde IL C: C2 --> C e o funtor canonicamente induzido pelo
coproduto categorial em C e nodos: ItGr(C)—> C e o funtor esquecimento que associa a cada grafo o
seu correspondente C-objeto de nodos. 	 q

5.4 Categoria Interim

A definicao das categorias internas é mais complexa comparativamente corn a dos grafos
internos, pois a operacdo de composicao de uma categoria e uma funcao partial. A composicao
definida para {(f, g) I a l (f) = ao(g)}, o qual pode ser determinado pelo produto fibrado ilustrado na
Figura 5.6. Seguindo esta ideia, a generalizacao do conceito de internalizacao para categorias
requer uma categoria base finitamente completa.

T	 T

Pp
TxvT

Figura 5.6 Domini° da operacdo de composicäo determinado por urn produto fibrado

Definicdo 5.10 Categoria das Categorias Internas. Seja Cuma categoria finitamente completa.

Uma categoria interna a C é uma 6-upla B = (V, T, ap, a i , t, 0) onde (V, T, ap, a 1 , é urn grafo
reflexivo interno a C e 0 : T X  T T é um morfismo de C tal que os diagramas ilustrados na
Figura 5.7 comutam, onde os morfismos denotados por t XV idT e XV idT sao univocamente
induzidos como ilustrado na Figura 5.8 (idT X V 1 e analog° ao tXv idT e idT xv 0 e isomorfo ao
o xv idT).
Considere as categorias internas BI = (V1, T1, a01 , all, 11, cl) e g32 = (V2, T2, a02, a12, 12, 02). Urn
funtor interno f: B1 —> B2 é um par de C-morfismos (fv: V1 —> V2, fT: T 1 —> T2 ) onde f e um
morfismo de grafos reflexivos internos tal que o diagrama ilustrado na Figura 5.9 (esquerda)
comuta sendo fT XV2 fT é univocamente induzido pelos produtos fibrados, como ilustrado na
Figura 5.9 (direita).

c) As categorias internas a C e os correspondentes funtores internos constituem a categoria
Cat(C).	 q

As propriedade da categoria base C em relacao aos limites sao herdadas por Cat(C).
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Figura 5.7 Domini°, codominio, associatividade e identidade da composicdo

Figura 5.8 Morfismos univocamente induzidos

Figura 5.9 Diagramas comutativos para funtores internos
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Proposicäo 5.11 Considere a categoria C. Se C e completa, entao Cat(C) e completa.
Adicionalmente, se C possui todos os coprodutos os quais sän isomorfos aos produtos, entao Cat(C)
possui todos os coprodutos os quais sao isomorfos aos produtos.
Prova: Considere o funtor esquecimento u: Cat(C) -* l(Gr(C)tal que, para todo Cat(C)-objeto, B = (V,
T, ao, al, i, a), uB = (V , T , ao, al, 1.) e, para todo Cat(C)-morfismo f= (fv, fT): B1 -> B2, uf = (fv, fT) : uB1
—> u B2. Como u é urn funtor fidedigno, (Cat(C), u) a categoria concreta sobre .RGr(C).
Adicionalmente, se C é completa, entao RGr(C)e completa. Portanto, para provar que Cat(C)
completa, é suficiente provar que, para cada diagrama de Cat(C), o limite do diagrama em 1(gr(C)
pode ser elevado como uma fonte inicial em Cat(C). Suponha I um conjunto arbitrario de indices, i
corn valores em I e k corn valores em {0, 	 Por simplicidade, no texto que segue, a express -do iE I é
omitida.

a) Elevacdo de produtos. Considere urn conjunto indexado e arbitrario de Cat(C)-objetos {Bi= (Vi,
Ti, ao i , al	 ci)} e o correspondente RGr(C)-produto XuBj= (XV i , XTi, xao,,	 juntamente
corn o conjunto indexado de morfismos {ni: XuBi—> uBi}. Entao, XBi = (XV i , XT i , xaoi,

juntamente corn o conjunto de morfismos 	 XBi—› Bi}, e fonte inicial de {Bi} onde Xci
univocamente induzido pelo produto categorial, como ilustrado na Figura 5.10 (esquerda).
Para verificar que X(Ti Xv i T1) é produto fibrado, ou seja, X(T i xv i T i ) = XT i xxv i XTi, considere o
diagrama na Figura 5.10 (direita) onde Xpo i e Xpi i sdo univocamente induzidos pelo produto
XTi (por simplicidade, Pi e XPi denotam Ti Xv; Ti e X(Ti Xv; T i ), respectivamente). Sejam P um
C-objeto e po: P XT i , [3 1 : P —> XT; C-morfismos tais que Xaoi c Po = xal p i . Entdo:

para cada i, existe um Unico morfismo fi: P —> P i tal que pki o f; = itT i ° pk• Logo, existe urn
tinico morfismo g: P —> XPi tal que, para cada i, fi = 7rp i c g e para cada k, existe urn tinico
morfismo qk: P —> XT; tal que, para cada i, ItTi° q k = Pk; °fi. Adicionalmente, irT i °qk = Pki ° fi =
Pki' n P, -9 = TcT i ° X Pk i - g. Assim, pela unicidade de qk, q k = Xpki . g. Como rc-r i 0 pk = Pki fi,
entao, pela unicidade de q k, Pk = qk e, portanto, Pk = XPki- g;
suponha g': P —> XPi tal que pk = X pk i g'. Assim, Pki' fi = IrTi°Pk = nTi' X Pki°9 ' =

pk i o np, c g'. Logo, pela unicidade de fi, fi = icp i c g' e, pela unicidade de g, g = g'.
Para verificar que XBi (juntamente corn {ni}) a fonte inicial, considere a Cat(C)-fonte (B, {bi: B —>
Bi}). Como X u93i é produto em g(Gr(C), entao existe um tinico /(Gr(C)-morfismo h: uB —> X uBi
tal que bi = rruz p h. A elevapo de h é o prOprio h.

Figura 5.10 Morfismos univocamente induzidos
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Figura 5.11 Morfismos univocamente induzidos

Coprodutos. Para coprodutos isomorfos aos produtos, usando a prova do item anterior 6 fãcil
verificar que Cat(C) possui todos os coprodutos e que sdo isomorfos aos produtos.

Elevac eao de igualadores. Considere os Cat(C)-objetos Bi = (Vi, Ti ,	 11,	 B2 = (V2, T2,

ao2, a12, 12, -2) e os Cat(C)-morfismos paralelos f = (fv, fT ), g = (9V, 9 -1) : By —> B2 e o
correspondente	 r(C)-igualador (ey, eT): (V E , TE, ROE, aiE, LE) -3 uBl. Entdo E = (VE, TE, A-OE,

LE, E) juntamente corn o morfismo e= (ev, eT):	 Bi e fonte inicial em Cat(C), tal que °E 6
definida pelos C-igualadores, como ilustrado na Figura 5.11 - superior (por simplicidade, P i e
P2 denotam Ti xv i Ti e T2 XV2 T2, respectivamente) onde fp e gp sào univocamente induzidos
pelo produto fibrado P2, como ilustrado na Figura 5.11 - inferior (por simplicidade, os morfismo
fT e gr sax) omitidos na figura). Os morfismo PO E e p iE sal° univocamente induzidos pelo
igualador eT.
Para verificar que PE e um produto fibrado, ou seja, PE = TE Xv, TE, considere o C-objeto P e os
C-morfismo Po, p i : P	 TE tais que a0E PO = a1 E 3 Pl . Entdo:

existe um tinico morfismo h: P 	 P 1 tal que pk, h = eT pk e existem uf, ug: P -* P2
morfismos tinicos tais que pk2 °Uf = fT 3 p k ,	 e Pk2 Ug = gT pk i h, respectivamente.
Adicionalmente, pk2 °Uf = fT : pk i o h = fT eT °pk e pk2 °Ug = gT°pk i h = gT°eT°pk. Como
eT e igualador de fT, gT, entdo pk2 o uf = pk2 o ug. Pela unicidade de of e ug, of = ug. Seja u = of
= ug. Portanto, Pk2' u = fT Pki oh = Pk2° fP ° h e pk2 °U = gl.° PO h = Pk2 C gP h. Pela
unicidade de u, u = fp o heu= gp h. Logo, fp - h = gp 0 h. Como PE juntamente corn ep
igualador, entdo existe urn Unico morfismo v: P ---> PE tal que h = ep v. Adicionalmente,
eT ° pk = pk i ° ep ° V = eT°PkE V. Como eT e igualador, p k e o tinico morfismo tal que e-r°pk
= eT p kE 0 V. Portanto, Pk = PkE°V;
Suponha v': P --> PE tal que pk = pkE o v'. Assim, Pki h = eT - Pk = eT°PkE' v ' = pk,°eP°v'.
Entdo, pela unicidade de h, h = ep o v' e, pela unicidade de v, v' = v.

A verificacdo de que e uma fonte inicial e andloga a realizada para o produto arbitrario.

5.5 Categoria Interim coin Objetos Distinguidos

A definicao de objetos distinguidos para categorias internas a uma simples extensdo da
definicao de nodos distinguidos para grafos internos.



5	 Grafos e Categorias Internos	 43

Definicao 5.12 Categoria das Categorias Internas corn Objetos Distinguidos. Considere a categoria
Cat(C). A categoria das categorias internas corn objetos distinguidos e a categoria das setas 6106,
denotada por Catd(C), onde:

tf: D —> A e um funtor;
oh = v: Cat(C)—> A é um funtor tal que:

v: Cat(C) -> C e o funtor esquecimento que associa a cada categoria B = (V, T, ao, a l , 1, c) o
correspondente C-objeto V e a cada funtor h = (hv, hT) o C-morfismo hv;
c: C —> A e um funtor.	 q

Portanto, uma categoria interna corn nodos distinguidos Bde uma tripla Bd= (B, D, d), onde Be
uma categoria de Cat(C), D é urn objeto de D representando os objetos distinguidos e d: dD —> °dB e
um A-morfismo que instancia os objetos distinguidos em B.

Um morfismo de categorias internas corn objetos distinguidos e um morfismo na categoria das
setas dlob, ou seja, dados os Catd(C)-objetos Bdi = (B1, D 1, di) e Bd2 = (B2, D2, d2), urn Catd(C)-
morfismo h: Bdi	Bd2 é uma tripla h = (hv, hT, hp) onde (hv, hT):	 B2 e urn funtor e hp: D i --->
D1 e urn D-morfismo, tal que o diagrama ilustrado na Figura 5.12 comuta.

dDi

dhp

dD2

d1
	 A

cVi

Iry

cV2
d2 

Figura 5.12 Diagrama comutativo para morfismos de categorias internas corn objetos distinguidos

Proposicao 5.13 Considere a categoria Cat(C) e os funtores cf:D —> A, c:C —> A. tais que Cat(C) =
tac o v. Entao:

se Cat(C)e D sdo completas e C —> A preserva limites, entdo Catd(C) e completa;
se Cat(C) e D sdo cocompletas e tf preserva colimites, entdo Catd(C) e cocompleta.

Prova: Como Catd(C) é a categoria das setas 	 ob e oh = co v e suficiente provar que o funtor v:
Cat(C) —> C preserva limites. Considere o funtor ct: C —> Cat(C) tal que para C-objeto V, ctV é a
categoria interna (V, V, idv, idv, idv, c)) (os tinicos morfismos sao os identidade). E facil verificar que
at e adjunto esquerdo de v.	 q

No contexto dos authmatos na- o-seqUenciais, sdo consideradas somente as categoria internas
cujos nodos distinguidos sa".o pares de objetos de C. Assim, analogamente aos grafos reflexivos
internos, a seguinte notacao simplificada e adotada.

Notacâo 5.14 Categoria DCat(C). Considere C uma categoria corn todos os coprodutos binarios.
Entao DCat(C) denota a categoria das categorias internas cujos nodos distinguidos sdo objetos de
C2, isto e, DCat(C) = 11 ci oh onde	 C2 —> C é o funtor canonicamente induzido pelo coproduto
categorial em C e oh: DCat(C) --> C e o funtor esquecimento que associa a cada Cat(C)-objeto B = (V,
T, ap, a i , t, o) o correspondente C-objeto V. 	 q



6 Autiimatos Nao-Seqiienciais

Um autOmato nao-seqiiencial 6 um autOmato especial onde os estados e as transicoes possuem
estrutura monoidal comutativa. Uma transicao estruturada especifica uma relacao de
independencia ou de concorrencia entre as transicOes componentes como em [Bednarczyk 88] e
[Mazurkiewicz 88]. Comparando corn os sistemas de transigOes assincronos (introduzidos em
[Bednarczyk 88]), a relacao de independencia em urn autOmato nao-seqiiencial e explicita na
representacao grafica. Urn estado estruturado pode ser visto como uma soma de recursos locais a
serem consumidos ou produzidos pelas transicOes, analogamente a nocao de "token" para redes
de Petri. Comparando corn as redes de Petri como em [Reisig 85], todos os estados atingiveis por
urn autOmato sao explicitados na representacao grafica enquanto que, ern uma rede, as
marcacOes atingiveis sac, implicitas.

AutOmatos nao-seqiienciais e os correspondentes morfismos constituem uma categoria a qual
completa e cocompleta, corn produtos isomorfos aos coprodutos (e uma decorrencia dos produtos
serem isomorfos aos coprodutos na categoria dos mon6ides comutativos). 0 produto (ou coproduto)

visto como a composicao paralela. A sincronizacao e a encapsulacao de autOmatos nao-
sequenciais a uma extensao da sincronizacao e da encapsulacao de autOmatos seqUenciais. Os
autOmatos nao-seqiienciais sao introduzidos em [Menezes & Costa 95], [Menezes et al 95] e
[Menezes & Costa 95b].

Por simplicidade e para evitar redundancias, as partes cujas construcOes sac) andlogas as
usadas para os autOmatos seqiienciais sao somente referenciadas como tal. AutOmatos nao-
seqiienciais sao definidos sobre grafos monoidais comutativos, os quais sao grafos reflexivos
internos aos monOides comutativos. Assim, pode-se afirmar que, autOmatos nao-seqiienciais sao
aut6matos internos aos mon6ides comutativos. Os grafos monoidais comutativos sao introduzidos
a seguir.

6.1 Grafos Monoidnis Comutativos

Grafos monoidais comutativos sao grafos reflexivos internos a categoria dos monOides
comutativos. Grafos monoidais comutativos de urn so nodo sao grafos monoidais onde o monOide
referente aos nodos possui um tinico elemento (o neutro). A categoria dos mon6ides comutativos,
denotada por CMon, a completa e cocompleta, corn produtos isomorfos aos coprodutos e onde urn
monOide corn urn iinico elemento (o neutro) e um objeto zero. A seguinte notacao e usada para
CMon-objetos:

um C)%4Ton-objeto M e denotado como uma tripla M = (M, G, e) onde M e o conjunto suporte,
_e_: M x M —> M e a operacao eee M e o elemento neutro;
um monOide comutativo livremente gerado por um conjunto gerador S e denotado por So =
(So , G, e);
urn CMon-objeto zero 6 denotado por e = ({e}, e, e).

Grafo Monoidal Comutativo

44

A categoria dos grafos monoidais comutativos e completa e cocompleta, corn produtos
isomorfos aos coprodutos.
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n i t.' II	 nktk

Figura 6.1 Representacdo grdfica de nodos e arcos estruturados    

é abreviado por    

Figura 6.2 Simplificacdo da representacdo grafica de grafos monoidais

Definica,o 6.1 Categoria dos Grafos Monoidais Comutativos. A categoria dos grafos (reflexivos)
monoidais comutativos é a categoria interna RGr(CMon).	 q

Portanto, urn grafo monoidal comutativo G e uma quintupla G = (V, T, do, d i , I) tal que V = (V, e,
e) é um monOide comutativo de nodos e T= (T, II, t) é um monOide comutativo de arcos.

Como urn nodo é urn elemento de um mon6ide, pode ser representado como uma soma de
nodos locais n	 e...e n kA k onde, para cada i em {1,..., k}, n i representa a multiplicidade de A,.
Como o monOide é comutativo, a ordem dos termos na soma é irrelevante. A representacdo dos
areas como somas e analoga. Quando o contexto nä.° deixar thividas, para urn nodo A e para urn
arco t: X ---> Y, o arco estruturado tlItA: XeA Y®A é denotado simplesmente por t: XeA 	 YeA.

No caso de monOides livremente gerados, quando o conjunto gerador do monOide dos arcos
dado por extensdo, os areas identidade sa- o omitidos. Por exemplo, o grafo G = ({A, B, C, M E) , { a, b, c,
d, tA , LB, 1C, 1 1:)} 11 , ao, al, t) é denotado simplesmente por G = ({A, B, C, D} e, {a, b, c,	 , ao, al, 1).
Adicionalmente, urn arco do conjunto suporte é denominado arco local ou gerador.

Em diagramas de grafos, o nodo n A i e...e n kA k e o arco	 II...II n ktk sdo representados como
ilustrado na Figura 6.1. Por simplicidade, em diagramas de grafos reflexivos monoidais, os areas
identidade sdo omitidos. As simplificacOes referentes a representacdo grafica sdo ilustradas na
Figura 6.2.

Exemplo 6.2 A representacdo grafica do grafo monoidal ({X, Y} (9 , {x,	 ao, a l ,	 (monOides
livremente gerados) determinado pelos areas locais x: 2X —> Y e y: 2X Y é ilustrado na Figura 6.3.

•••

Figura 6.3 Representacdo grafica de um grafo monoidal
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Note-se que a representacdo grdfica e distribuida e infinita. 	 q

Proposicao 6.3 A categoria Rgr(Cgdon) e completa e cocompleta. Adicionalmente, os produtos sdo
isomorfos aos coprodutos.
Prova: Como Olen e bicompleta, entdo RGr(CMon) e bicompleta. Como produtos e coprodutos sdo
isomorfos em Cgdon, e facil verificar que o mesmo ocorre em RGr(C9Idon).	 q

Exemplo 6.4 Considere os RGr(CMon)-grafos G1 e G2 corn monOides livremente gerados nos nodos
e arcos, onde:

Gi e determinado pelo arco local a: A -* B;
G2 e determinado pelos arcos locais x: 2X - Y e y: 2X —* Y.

Entdo a representacdo grafica do grafo resultante do produto bem como do coproduto de G1 e G2 e
como ilustrada na Figura 6.4.	 q

• •

Figura 6.4 Produto ou coproduto de grafos monoidais

Grafo Monoidal Comutativo de um so Nodo

Grafos monoidais comutativos de urn so nodo sdo grafos reflexivos de urn so nodo internos
Clion. 0 Unico nodo e o elemento neutro do monOide de nodos. A categoria resultante e isomorfa
Cgifon e, consequentemente, e completa e cocompleta, corn produtos isomorfos aos coprodutos.

Definicáo 6.5 Categoria dos Grafos Monoidais Comutativos de urn so Nodo. A categoria dos grafos
(reflexivos) monoidais comutativos de urn so nodo e a categoria interna Gri (CMon).	 q

Portanto, urn grafo monoidal comutativo de urn so nodo G e uma quintupla E = (e, T, !, !,	 tal
que e e urn CMon-objeto zero, T = (T, II, T) e urn monOide comutativo de arcos e os Clfon-morfismos
!: T—> e e	 e	 T sdo tinicos.

Exemplo 6.6 A representacdo grafica do grafo monoidal de um so nodo E = (e, {u,	 , !, !, ! I) e
ilustrada na Figura 6,5. Note-se que possui infinitos arcos. 	 q

Figura 6.5 Representacdo grafica de um grafo monoidal corn um imico nodo

Proposicao 6.7 A categoria RGri(Cgdon)e isomorfa a categoria C9kfon,
Prova: Como CMon possui objeto zero, Rgri(C3fon)e isomorfa a CMon.	 q
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De fato, a categoria • ri(Cgt,fon) e subcategoria plena de •Gr(Cgtfon). Como ItGri(CMon) e Cliten
sao isomorfas, entao Rgri (CMon) é completa e cocompleta sendo os produtos isomorfos aos
coprodutos. Adicionalmente, urn I(Gri(CMon)-grafo (e, T, !, !, ! t) e um Rgri(CMon)-morfismo (!, hT):
(e, T 1 , !, !, ! t ) —> ( e, T2, !, !, 1 1 ) podem ser representados simplesmente por T e hT: T 1 —> T2,

respectivamente.

Grafo Monoidal Comutativo corn Nodos Distinguidos

Grafos monoidais comutativos corn nodos distinguidos sac, definidos como grafos reflexivos
internos a Cndon e corn nodos distinguidos tambem em CMon. Lembre-se que, D • r(CMon) denota
a categoria interna corn nodos distinguidos 11 cmoninodos onde 11 Cmon: CMon2 CMone o funtor
canonicamente induzido pelo coproduto categorial em CfMon e nodos: RGr(Cgvfon) —> C9t,fon é o funtor
esquecimento que associa a cada grafo monoidal o correspondente monOide de nodos.

Definicao 6.8 Categoria dos Grafos Monoidais Comutativos corn Nodos Distinguidos. A categoria
dos grafos (reflexivos) monoidais comutativos corn nodos distinguidos é a categoria interna
DRGr(CMon).	 q

Portanto, urn grafo monoidal comutativo corn nodos distinguidos M é uma tripla M = (G, /, F, i+ f)

onde G = (V, T, ap, a, , é um Rgr(Cgdon)-grafo, I e F sao monOides comutativos de nodos
distinguidos e k- f: cmonF—> V ê um CMon-morfismo que instancia os nodos distinguidos em G.
0 grafo M tambem pode ser denotado como uma 8-upla M = (V, T, ap, a,, 1, /, F, i +f).

Corolario 6.9 DRGr(CMon) é completa e cocompleta.
Prova: 2 conseqaencia direta do funtor Jl Mon: afon2 —> C9vIon preservar colimites, pois é adjunto
esquerdo do funtor diagonal Amon: Cgidon —> C7don2.	 q

A representacdo grafica dos nodos distinguidos em DRgr(CMon) a andloga a adotada para
TIRGr.

Exemplo 6.10 Considere os DI(Gr(CMon)-grafos (monOides livremente gerados) como segue:

M 1 e determinado pelo arco local a: A —> B e por l i = {A)s e F 1 = {B}s;

M2 a determinado pelos arcos locais x: 2X --> Y, y: 2X -+ Y e por 12 = {X}e e F2 = } e).

A Figura 6.6 ilustra o grafo resultante do produto (ou coproduto) de M 1 e M 2 (compare corn o
correspondente exemplo para RGr(CMon)).	 q   

• •  

Figura 6.6 Produto ou coproduto de grafos monoidais corn nodos distinguidos

6.2 AutOmato Nao-Seqiiencial

A definicao de autamato nao -seqiiencial é uma extensdo da definicao de autamato seqiiencial,
onde os grafos sac, substituidos por grafos internos a categoria dos monOides comutativos.

Definicao 6.11 Categoria dos Auteimatos Nao-Seqiienciais. A categoria dos autOmatos nao-
seqiienciais é a categoria das setas 	 denotada por Mut, onde:

a) id: DR,Gr(Cgvfon)—> Dl<gr(CNIon) é o funtor identidade;
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b) inc: RGri (CMon)—> DRGr(CMon) e o funtor inclusao tal que, para cada RGriKlionjobjeto E = (e,
T, !, !, ! I), incE = (E, e, !e) onde o morfismo !e: e	 e e unico e, para cada RGr/(C?ldon)-morfismo h:
E i	 E2, inch = (h, !e): (Ei, e, ! e	 (E2, e, ! e) .	 q

Portanto, urn aut6mato nao-seqiiencial N e uma tripla N = (M, E, etiq), tal que:

M = (G, I, i+f) 6 urn DRGT(Cidon)-objeto onde o grafo reflexive G representa a forma do autOmato,
I e o CMon-objeto dos nodos iniciais, F e o Cgtdon-objeto dos nodos finais e o Ofon-morfismo i + f:
I+ F —› nociosG instancia os nodos iniciais e finais nos nodos da forma do aut6mato;
E e um grafo monoidal de um so nodo representando as etiquetas das transicOes do autOmato;
etiq = (Iv, etiqT, !I, !F): idM - incE e um morfismo de grafos monoidais o qual associa uma
etiqueta a cada arco (da forma) do autOmato;

Um autOmato nao-seqUencial N = (M, E, etiq) onde M = (V, T, ao,	 /, F, i+f) pode ser denotado
por N: idM —4 incE ou simplesmente por N: M 	 E ou ainda por uma 10-upla N = (V, T, do, a, , t, /, F,
i+f, E, etiq). A interpretacao e representacao dos componentes de urn autOmato nao-seqiiencial sao
andlogos aos do seqUencial.

Exemplo 6.12 A representacao grafica do autOmato nao-seqiiencial N = ({A, B, C, X, Y}e , {a, b, 01,
ao, a,, t, {A, X} ED , {C, Y} D , {u, v} 11 , etiq) (monOides livremente gerados) determinado pelas transicOes
locais a: A	 B, b: B	 C, x: 2X -* Y e pela etiquetacao local a 	 u, b	 u, x	 v e ilustrado na
Figura 6.7. Note-se que:

o autOmato possui infinitos estados distinguidos possiveis, pois estes sao elementos de
mon6ides livremente gerados;
a escolha de qual estado inicial sera efetivamente considerado no moment() da execucdo do
autOmato 6 urn nao-determinismo externo. Por exemplo, para AG2X somente a parte
sombreada na Figura 6.7 necessita ser considerada;
se uma parte conexa da representacao grafica de um autOmato nao-secitiencial nao possui
estado inicial, entao esta parte pode ser omitida. Por exemplo, para o autOmato N, se / = {W} e e
/ {A, B, C, X, Y} 5 e induzido por W AGs2X, entao somente as partes do diagrama referentes
aos estados iniciais AG2X, 2AG4X,... necessitam ser representadas.	 q

Observacao 6.13 Transicaes Estruturadas X Quadrado de Independencia. Considere a Figura 6.8.
Suponha um autOmato corn as transicOes etiquetadas a: A ---> B e x: X -4 Y. Entao, a II x: AGX -* BGY,
a: AGX BGX, a: AOY BeY, x: AGX AGY e x: B®X BEDY tambem sao transicOes etiquetadas
do autOmato, determinando o quadrado de independencia associado a transicao estruturada allx,       

•  •                       

O     
• •                            

Figura 6.7 Representacao grafica de urn autemato nao-seqUencial
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Figura 6.8 Quadrado de independéncia

ou seja:

se duas transicOes podem ser executadas independentemente a partir de urn mesmo estado
origem, entdo podem ser executada concorrentemente e, neste caso, atingem o mesmo estado
destino;
se duas transicOes independentes podem ser executadas uma imediatamente apOs a outra,
entdo podem ser executadas em ordem invertida.	 q

Observacao 6.14 AutOmato Nao-Seqiiencial X Mon(Side Comutativo Petri. 0 conceito de autOmato
ndo-seqUencial nao deve ser confundidos corn o de mon6ide comutativo Petri ("Petri commutative
monoid") introduzido em [Meseguer & Montanari 90], estendido corn etiquetas nas transicOes e
corn estados distinguidos. Enquanto que o significado de uma transicdo estruturada nos
autOmatos é o de explicitar que as transicOes componentes sac) independentes, em um monOide
comutativo Petri, e o de introduzir uma nova transicdo na rede, correspondendo a uma execucdo
sincrona de transicOes concorrentes.	 q

Proposicdo 6.15 A categoria NCLut é completa e cocompleta. Adicionalmente, os produtos sao
isomorfos aos coprodutos.
Prova: As categorias DRGr(CMon)e RGri(CMon) sao bicompletas. Como NAut é a categoria das
setas	 inc e como id: DRGr(CMon)—* DRGr(CMon) trivialmente preserva colimites, e suficiente
verificar que inc: RGri (CMon)—> DRGr(CMon) preserva limites. Considere o funtor
DRGr(CMon)-- RGri (CMon)tal que:

para todo o DRGr(CMon)-objeto M = (V, T, ao, a i , 1, /, F, i + f), g1 M = (e, T, !, !, !I);
para todo o DRGr(CMon)-morfismo h = (hv, hT, hi, hF), rg/ h = ( ! e, hT)•

E facil verificar que rgi e adjunto direito de inc onde a unidade 11: id—, inci rg1 e tal que = (!v, idT , ! 1,
!F) onde id-r é o CMon-morfismo identidade. Portanto, NAut é bicompleta. Como produtos e
coprodutos sao isomorfos em DRGr(CMon)e em RGri (CMon), o mesmo ocorre em NAut.	 q

0 produto (ou coproduto) categorial em NAut é interpretado como a composicdo paralela. 0
produto de dois aut6matos nao-seqUenciais N 1 = (M 1 , E 1 , etiq i ) e N2 = ( M 2 , E2 , etiq 2) é como segue:

N 1 x N 2 =	 ><DRGr(Cgdon) M 2, E 1 x Rgri(ofon) E2, etiqi xDRGr(Cgifon)etiq2)
onde o morfismo etiqi x D7(grximon)etiq2 e univocamente induzido pelo produto em DRGr(CMon).

Observacdo 6.16 Conjunto de Estados Iniciais e Finais. perfeitamente possivel definir uma
categoria de autOmatos nao-seqUenciais cujos estados iniciais e finais sao conjuntos (e nao
monOides). Neste caso, os nodos iniciais e finais sao instanciados em Set, ou seja, a categoria dos
aut6matos n eao-seqUenciais é definida sobre a categoria dos grafos internos corn nodos distinguidos
RGrii set(CMon) = 11 Set u onde .11 Se t e o funtor canonicamente induzido pelo coproduto em Set e u:
RGr(CMon) -4 Sete o funtor esquecimento que associa a cada grafo reflexivo interno G = ((V, e, e),
( r , II, t), ao, al, o conjunto suporte V. E facil verificar que u possui adjunto esquerdo e, portanto,
preserva limites. Logo, RGra set(C611) é completa e cocompleta e, conseqUentemente, a categoria
dos autOmatos na- o-seqUenciais cujos estados iniciais e finais sao conjuntos, tambem é completa e
cocompleta. Entretanto, nesta categoria de autOmatos, produto e coproduto nao sac, isomorfos. A
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principal conseqnencia deste fato no estudo da reificacdo por fecho transitivo que segue, e que esta
construe -do nao satisfaz a composicionalidade horizontal. 	 q

6.3 SincronizacAo

A sincronizacao de autOmatos nao-seqiienciais e uma extensao da sincronizacao para
autOmatos seqiienciais. No texto que segue, e omitido que i E I, para algum conjunto de indices I.

Proposicdo 6.17 0 funtor esquecimento u: NAut--4 Rgri(CMon)que associa a cada aut6mato nao-
seqiiencial N: M —> E o correspondente grafo monoidal de urn so nodo E e uma fibracao.
Prova: Seja f: E 1	E2 urn morfismo em RGr1 (C9tfon) e N 2 = ( M 2 , E 2 , etiq 2 ) urn autOmato nao-

seqiiencial. Considere o produto fibrado representado na Figura 6.9. Entao, N 1 = (M i , E 1 , etiqi)
um autOmato nao-seqtiencial por construcao e u = (um, f): N i -* N 2 e morfismo cartesiano de f e N2.

Os detalhes omitidos sao andlogos aos da prova referente aos autOmatos sequenciais. 	 q

T(gr(Cgtfon)—
inc E2

etiq2	 \tcf

M2	 incEi

P
\ Jium	 etiqi

M1

Figura 6.9 Produto fibrado

0 produto fibrado usado na prova da proposicao anterior, possui as seguintes propriedades, as
guars sat) andlogas as do aut6mato sequencial excetuando-se a Ultima:

se f: E 1 - E2 e urn isomorfismo, entao N i a uma reetiquetacao das transicOes de N2;

se f: E 1	 E2 e um monomorfismo, entao N i a uma restricao das transicOes de N2;

se f e tal que, para alguma etiqueta a de E 1 , f(a) = T, entao uma transicao local etiquetada por a
(e as correspondentes somas) e introduzida em cada estado de Ni;
se f e tal que para duas etiquetas distintas a e b de E 1 , f(a) = f(b) = x, entao as transicOes locais de
N 2 etiquetadas por x (e as correspondentes somas) sao substituidas em N 1 por duas transicOes
locais paralelas etiquetadas por a e b (e as correspondentes somas) corn os mesmos estados
origem e destino de x;

e) se uma etiqueta a e associada a uma soma x i II...11 x k , entao as transicOes de N 2 etiquetas por
xk (e as correspondentes somas) sao substituidas em N i por transicOes etiquetadas por a

(e as correspondentes somas) corn os mesmos estados de origem e destino de x i II...11 x k (e as
correspondentes somas). Este caso e ilustrado no exemplo adiante.

Definicao 6.18 Tabela de Sincronizaciies, Morfismo de SincronizacAo. Seja {N i : M, E i} um
conjunto de autOmatos nao-seqUenciais a serem sincronizados. Entao:

uma tabela de sincronizacOes de {N i ), denotada por Tabela, e urn RGri (Cldon)-objeto que reflete a
sincronizacao desejada entre os autOmatos ao nivel das etiquetas;
um morfismo de sincronizacdo sinc: Tabela —> X E i e um RGQ(Cgtdon)-monomorfismo.	 q

Definicao 6.19 Funtor de Sincroruizacao. Sejam {N i : M i -* E i } urn conjunto de autOmatos nao-
sequenciais a serem sincronizados e sinc: Tabela --> X E i urn morfismo de sincronizacao.
Considere a fibracao u: Nut RGri (CMon), a construe -do dos correspondentes morfismos
cartesianos como na prova da Proposicao 6.17 e as fibras u- / Tabela, u-1 X E i . Entao:

a) sinc: u-1 X E i	tri Tabela e o funtor de sincronizacao induzido por u e sinc;
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b) o autOmato nao-seqiiencial resultante da sincronizacdo de (N i}, denotado por II sinc NJ; é sincX Ni.
O

Portanto, o aut6mato resultante de uma sincronizacao é uma restricdo da composicdo paralela
dos autOmatos componentes. A seguir, é apresentada uma construcdo categorial da tabela de
sincronizacOes bem como do	 morfismo de sincronizacdo univocamente induzido para
sincronizacOes do tipo chamada, compartilhamento ou ambos os casos.

Definicao 6.20 Construcao Categorial da Tabela de SbicronizacOes. Seja	 M i —> E 1} urn conjunto
de autOmatos ndo-seqiienciais a serem sincronizados. Entao:

seja Canal o menor subgrafo de X Ei que representa as etiquetas a serem sincronizadas;
para cada i, Er é o menor subgrafo de Ei que contem todas as etiquetas das transicOes de NI; as
quais chamam alguma transicdo de outro automato;

c) para cada i, o morfismo chama;: Ei' —> Canal e tal que se a em E1' chama as transicOes x1,...,xn,
entao chamai(a) = alx 1 I ...1xn.

Seja D o diagrama representado na Figura 6.10 onde, para cada i, sub;: E 1 ' —> E 1 é um
monomorfismo que caracteriza	 como subobjeto de Ei. A tabela de sincronizacOes denotada por
Tabela e o objeto resultante do colimite do diagrama D.	 q

RGri(CMon)—

sub,	 chamai

E i	 Canal

\zlimite

Tabela

Figura 6.10 Tabela de sincronizacOes determinada por um colimite

Proposicao 6.21 Considere o diagrama D cujo colimite determina o grafo Tabela juntamente corn
os morfismos pi: E1—> Tabela. Entao, para todo i, p i e q possuem retragdo.
Prova: Os morfismos sub; e chama; sdo mono e o colimite do diagrama D pode ser determinado por
somas amalgamadas. Logo, todos os morfismos do diagrama de somas amalgamadas sax) mono.
Entao, para todo i, p i e q tambem sat) mono. Portanto, para todo i, existem retracOes para p i e q tais
que, para todo a em Tabela, se existe ai em Ei tal que pi(ai) = a, entdo pi R(a) = ai, caso contrario, piR(a)
= T e, se existe c em Canal tal que q(c) = a, entdo q R (a) = c, caso contrario, q R (a) =	 Os detalhes
omitidos sdo andlogos aos da correspondente prova para aut6matos seqiienciais. 	 q

Na definicao abaixo, lembre-se que RGri(Clion) é isomorfa a CMon e que, em CMon, produtos
sdo isomorfos aos coprodutos. Assim, sejam inji: E1 —> X E i monomorfismos determinados pelo
coproduto categorial.

Definicao 6.22 Construcdo Categorial do Morfismo de Sincronizacao. Seja s: Canal -4 X Ei urn
monomorfismo que caracteriza Canal como subobjeto de X Ei. Sejam inj i : E i —> X E 1 monomorfismos
determinados pelo coproduto categorial. 0 morfismo de sincronizac eao determinado por um
diagrama D é sinc: Tabela —> X Ei tal que sinc(T) = 't e, para todo a # em Tabela, se q R (a) # ti, entdo
sinc(a) = s o q R (a), caso contrario existe urn tinico k em I tal que pkR(a) # e sinc(a) = injk . pk R(a).	 q

facil verificar que o morfismo sinc definido acima é, de fato, urn monomorfismo.

Exemplo 6.23 Considere os aut6matos nao-seqiienciais produtor e consumidor corn as transicOes
etiquetadas determinadas por prod: A -4 B, envia: B —> A para o produtor e rec: X —> Y, cons: Y —> X
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para o consumidor (monOides livremente gerados) e com os estados iniciais {A} E) e {X}ED,
respectivamente, andlogos aos do correspondente exemplo para autiimatos seqiienciais. Entao:

Suponha que e desejada a sincronizacao envia compartilha rec. Entao, o canal e Canal =
{envia I recP , a tabela de sincronizacOes e Tabela = {prod, cons, envia 	 e o autOmato
resultante a como representado na Figura 6.11 (por simplicidade, na representacao grafica, as
etiquetas envia, prod, rec, cons sac) abreviadas para e, p, r, c, respectivamente). Repare que as
transicOes envia e rec (e as correspondentes somas) sdo substituidas pela transicao (e as
correspondentes somas) envia rec. Comparando corn o correspondente exemplo para
autiimatos seqiienciais, nota-se que a transicao prod II cons nao a apagada, poise necessaria
para refletir a ndo-seqiiencialidade do autOmato.
Suponha que nao e desejada qualquer sincronizacdo entre as transicaes dos autOmatos
componentes. Entao, o canal e urn Cgdon-objeto zero, a tabela de sincronizacOes e Tabela = {'r,
prod, envia, rec, consP e o autemaato resultante representa a composicao paralela (transicao
alguma e apagada).	 q   

• • •  

Figura 6.11 Sincronizacao dos auttomatos produtor e consumidor

6.4 Encapsulacäo

A encapsulacao de autOmatos nao-seqiienciais a uma extensdo da encapsulacao para
autamatos seqiienciais.

Proposicao 6.24 0 funtor esquecimento u: NAut--> RGri (Cglfon) que associa a cada autOrnato ndo-
seqiiencial N: M	 E o correspondente grafo reflexivo de urn so nodo E, e uma cofibracao.
Prova: Considere o RGri(Cgdon}morfismo f: E i —> E2 e o NCLut-objeto N i = (M i , E l , etiq l ). Sejam N 2 =
(M 1 , E2 , f o etiq l ) um NAut-objeto e u = (idm i , f): N 1 —> N2 urn NAut-morfismo. Entao, u e cocartesiano
ern relacao ao f e N i . Os detalhes omitidos sao andlogos aos da prova referente aos autOmatos
seqiienciais.	 q

Definicao 6.25 Morfismo de Encapsulacao. Seja E 1 as etiquetas do autelmato considerado.

Dado o subobjeto de etiquetas E2 a serem exportadas. Seja sub: E2 E 1 urn monomorfismo que
caracteriza E2 como subobjeto de E 1 . Entao caps = sub R : E 1 —> E2 onde sub R e a retracao de sub
tal que, para todo al em E1, se existe a2 em E2 tal que sub(a2) = al, entao sub R (ai) a2, caso
contrario, subR (ai) = 't.
Dado o subobjeto E de etiquetas a serem encapsuladas. Seja sub: E —> E i urn monomorfismo que
caracteriza E como subobjeto de E 1 . Entao o morfismo de encapsulacao caps: E 1 —> E2 induzido
por sub e determinado pela soma amalgamada ilustrada na Figura 6.12, onde 1 e urn
Rgr/(Cgdon)-objeto terminal e o morfismo !

Definicao 6.26 Funtor de Encapsulacao. Considere o auteimato N: M —> E 1 , o morfismo de
encapsulacao caps: E 1	a cofibracdo u: NAut	 RGri(CMon), a construcao dos
correspondentes morfismos cocartesianos como na prova da Proposicao 6.24 e as fibras u-1 E 1,

u-1 E 2 . Entao, caps: u-l E i	u-1 E 2 e o funtor de encapsulacao induzido por ue caps e o autiimato
resultante da encapsulacao de N, denotado por N\caps, e capsN.	 q
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Figura 6.12 Morfismo de encapsulacdo determinado por uma soma amalgamada

TransicOes encapsuladas sdo omitidas em transicOes resultantes de somas. Por exemplo, uma
transicdo etiquetada por u II t é denotada por u.

Exemplo 6.27 Considere o autemaato nao-seqtiencial introduzido no Exemplo 6.12. Suponha que
desejada a encapsulacdo da etiqueta u. Entao, E = {u} II , o correspondente morfismo de
encapsulacdo é determinado por	 T, U	 U, V	 T e o autelmato ndo-seqiiencial resultante da
encapsulacdo desejada é ilustrado na Figura 6.13.	 q        

0                   

•  •                       

• • • •                         

Figura 6.13 Encapsulacâo de um autOmato ndo-seqiiencial



7 Reificacao de Aut8matos Nao-Seqiienciais

Analogamente aos autOmatos seqUenciais, a reificacdo de aut6matos ndo-seqUenciais 6 vista
como urn morfismo especial onde o objeto destino a enriquecido corn o seu fecho computacional
ndo-seqiiencial. A principal diferenca e que o fecho computacional nao-seqUencial representa
todas as computacOes possiveis que podem ser obtidas a partir das permutacOes seqiienciais e new-
seqiienciais das transicOes componentes, respeitando os estados de origem e destino. A
substituicao dos grafos monoidais pelas correspondentes categorias monoidais na definicao dos
autOmatos ndo-seqiienciais define uma nova estrutura denominada categoria computacional ndo-
seqtiencial. Portanto, uma categoria computacional nao-seqUencial e, basicamente, uma categoria
interna aos mon6ides comutativos com objetos distinguidos e morfismos etiquetados. As
categorias computacionais ndo-seqiienciais e os correspondentes morfismos determinam uma
categoria denominada Vomp. 0 funtor cn: Vow, -* NAut que esquece sobre a operacdo de
composiedo e introduz alguns requisitos sobre a concorrencia, possui adjunto esquerdo nc: Vlut —>
Vamp o qual gera livremente a composiedo nas transicOes. 0 fecho computacional nao-sequencial

obtido pela composiedo dos dois funtores, ou seja, nfc = cnc nc: NAut --> Vtut.
AutOmatos ndo-seqiienciais e reificacOes constituem a categoria ReifNAut, definida de forma

analoga a categoria ReifAut. Logo, a composicionalidade vertical 6 satisfeita. Adicionalmente, esta
construe -do tambem satisfaz a composicionalidade horizontal, pois a composiedo paralela de dois
morfismos de reificacdo resulta em um morfismo tambern de reificacdo. As operacOes de
sincronizacdo e encapsulacdo sdo estendidas para os autOmatos nao-sequenciais reificados.

A abordagem proposta nesta dissertacdo pode ser comparada como segue:

a reificacdo proposta e inspirada nos morfismos de implementacdo introduzidos em [Meseguer
& Montanan 90]. Note-se que, em [Meseguer & Montanan 90], nao sdo tratadas questOes como
composicionalidades horizontal e vertical, sincronizacdo, encapsulacdo, etiquetacdo e estados
distinguidos;
o fecho computacional de autOmatos ndo-seqiienciais e definido sobre categorias internas aos
monOides e nao sobre categorias monoidais (veja, por exemplo, [Mac Lane 71]) como em
[Meseguer & Montanari 90]. 0 uso de categorias internas permite construcOes mais gerais e
provas mais simples referentes aos limites e colimites. Desta forma, os monOides podem ser
facilmente substituidos por outra estrutura (como, por exemplo, grupos), herdando, da nova
estrutura, as propriedades referentes aos limites e colimites. Para a reificacdo de autOmatos
ndo-seqUenciais usando categorias monoidais, veja [Menezes et al 95];
o uso de categorias internas na reificacdo foi originalmente proposta em [Menezes & Costa 95] e
[Menezes & Costa 95b]. A abordagem foi modificada e estendida em [Menezes et al 95b],
possibilitando que morfismos de reificacdo nao preservem etiquetacdo e introduzindo a
sincronizacdo e encapsulacdo para autOmatos reificados (ou seja, morfismos de reificacdo).
Esta dissertacdo estende a abordagem para estados distinguidos, conforme [Menezes 95].

Note-se que, no texto que segue, o termo categoria monoidal comutativa usado para denotar
categoria interna aos monOides comutativos nao deve ser confundido corn o termo categoria
monoidal como em [Mac Lane 71].

54
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7.1 Categorias Interns a Categoria dos MonOides Comutativos

A seguir sdo introduzidas as categorias internas as categorias monoidais usadas no contexto
dos auttimatos ndo-seqUenciais. Os resultados referentes aos limites e colimites sdo facilmente
obtidos a partir dos resultados do capftulo referente aos grafos e categorias internos.

Definicao 7.1 Categoria das Categorias Monoidais Comutativas. A categoria das categorias
monoidais comutativas é a categoria interna Cat(CMon).	 q

Portanto, urn Cat(CMon)-objeto é uma 6-upla C= (V, T, ao, a i , L, ;) onde V, T sao Cgtfon-objetos e ao,
al, t sdo Cgdon-morfismos.

Proposicao 7.2 A categoria Cat(CMon) é completa e possui todos os coprodutos os quais sdo
isomorfos aos produtos.
Prova: E conseqiiéncia direta de Cgdon ser bicompleta e dos coprodutos serem isomorfos aos
produtos.	 q

Defmicâo 7.3 Categoria Monoidal Comutativa corn um so Objeto.
Uma categoria monoidal comutativa corn so objeto E = (e, T, !, !, ! t , o) é urn elemento da categoria
Cat(CMon) onde e = (f a}, e, e) é urn CMon-objeto zero fixo e os Cgdon-morfismos !: T e, ! t : e --> T
sdo Unicos.
Urn morfismo de categorias monoidais comutativas de um so objeto é urn Cat(Cgdon)-morfismo
( ! e, hT) : (e, T1, !, ! I) —> (e, T2, !,	 ! t) onde o Cgtdon-morfismo !e: e	 e, a anico.

c) As categorias monoidais corn urn so objeto e os correspondentes morfismos constituem a
categoria Cati(CMon).	 q

A categoria Cati(Cgdon) e subcategoria plena de Cat(CMon).

Proposicao 7.4 A categoria Cati(CMon) é completa e possui todos os coprodutos os quais sdo
isomorfos aos produtos.
Prova: Considere o funtor inclusdo 	 Cati(CMon) —> Cat(CMon) o qual e fidedigno. Portanto,
(Cati(CMon), inc) a uma categoria concreta sobre Cat(CMon). Suponha D um diagrama arbitrario
em Cati (Cgdon). Pela prova da completude para as categorias internas, pode-se inferir que o objeto
resultante do limite de D em Cat(CMon) é da forma (e, T, !, !, o). Como todo morfismo entre
categorias monoidais comutativas de um so nodo em Cat(Cgifon) tambem é urn morfismo em
Cati(CMon), e conseqUencia direta que o limite de D e fonte inicial em Cati(CMon). Como
coprodutos sao isomorfos aos produtos em Cat(CMon), o mesmo ocorre em Cati (CMon).	 q

Definicfio 7.5 Categoria das Categorias Monoidais Comutativas corn Objetos Distinguidos. A
categoria das categorias monoidais comutativas corn objetos distinguidos é a categoria
DCat(CMon) = 11 CMon •l- 06 onde 11 CMon : C9ifon2 —> CMon e o funtor canonicamente induzido pelo
coproduto categorial ern C7vfon e	 Cat(C911-on)--> CMon e o funtor esquecimento que associa a cada
categoria monoidal o seu correspondente monOide de objetos.	 q

Portanto, um DCat(Cgdon)-objeto e uma quddrupla 9lf = (C, I, F, i + f) onde C e urn Cat(CMon)-
objeto, I e F sdo Cldon-objetos e i+ f é urn CMon-morfismo.

Proposicfio 7.6 A categoria EICat(Cgdon) e completa e possui todos os coprodutos os quais sdo
isomorfos aos produtos.
Prova: iJ conseqtiencia direta das categorias CMon e Cat(CMon) serem completas e possuirem
todos os coprodutos os quais sdo isomorfos aos produtos.	 q

7.2 ComputacOes Nao-Seqiienciais

A definicdo das categorias computacionais ndo-seqUenciais estende a definicdo das categorias
computacionais para o contexto das categorias monoidais comutativas. No texto que segue,
considere e = ((el, e, e) um CIMon-objeto zero fixo. Note-se que o objeto resultante do coproduto e+ e
e o morfismo univocamente induzido pelo coproduto !e+e: e+ e -+ e sdo isomorfos a e e !e: e	 e,
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respectivamente. Assim, por simplicidade, e + e e !e i.e sdo identificados corn e e !e,
respectivamente.

Definicao 7.7 Categoria das Categorias Computacionais Nao-Seqiienciais. A categoria das
categorias computacionais nao-sequenciais, denotada por 9sLComp, 6 a categoria das setas
onde:

id DCat(CMon) —> DCat(CMon) e o funtor identidade;
inc: Cati (CMon) DCat(CMon) e o funtor inclusdo tal que, para cada Cat/(CMon)-objeto E, inc

(E, e, e, !e) e, para cada Cat/(CMon)-morfismo h:	 E2, inch= (h, !e, !e): incE1 --> incE2.	 q

Portanto, uma categoria computacional ndo-seqnencial e uma tripla N.	 E, etiq) onde M e
um DCat(CMon)-objeto, E e urn Cat/(Cnfon)-objeto e etiq: icIM --> incEe urn DCat(CMon)-morfismo.

Proposicao 7.8 A categoria Comp e completa e possui todos os coprodutos os quais sdo isomorfos
aos produtos.
Prova: As categorias DCat(CMon) e Cati(CMon) sdo completas. Como NComp 6 a categoria das
setas icf.Linc, a suficiente verificar que inc: Cati (CMon)---> DCat(CMon) preserva limites. Considere o
funtor	 DCat(CMon)---) Cati (CMon) tal que:

para todo o DCat(Cgdon).objeto M = (V, T, ao, D i , t, ;, 1, F, i+f), cti M (e, T, !, !,	 ;);
para todo o DCat(CMon)-morfismo h = (hv, hT , h i , h F), cti h = ( le, hT)•

facil verificar que ct1 e adjunto esquerdo de inc onde a unidade	 inc° cti e tal que = ( ! v, idT,
!i, !F) onde idT e o CMon-morfismo identidade. Portanto, NComp e completa. Como produtos e
coprodutos sdo isomorfos em DCat(CMon) e em Cati(CMon), o mesmo ocorre em NComp.	 q

Definicfio 7.9 Funtor en. 0 funtor esquecimento cn: NComp —> NAut e tal que, para cada Vamp-
objeto	 (X E, etiq) onde M= (C, I, F, i +f), C= (V, T, ao, a i , 1, ;) e E = (e, T,!,!, l t , 0), tern-se que:

para o DCat(CMon)-objeto X cnlif e o DR_Gr(CMon)-objeto M = (C, /, F,i+f) onde C = (V, Ta , aoa , a1 ,

la) tal que Ta e T sujeito a regra equacional abaixo e a oa , a la eta sdo os morfismos ao, al 6
restritos a Ta;

t: A —> B E Ta u: B ----> C E Ta t': A'- B' e Ta u': B'-->	 E	 Ta

(t; u)II(t'; u') = (tilt.);(14')

para o Cati(CMon)-objeto E, cnE e o Rgri(CMon}-objeto E = (e, Ta , !, !, !t) onde Ta e definido como
ac im a ;
para o NComp-objeto N cnNe o NAut-objeto N = ( M, E, etiq) onde etiq: M —> E e o DRGr(Clion)-
morfismo canonicamente induzido por etiq: M —* E.

E, para cada NComp-morfismo h= (him, hi): NI -->	 onde hM = (hv, hT, hi, hF): Mi —> M2 e hE = (!,
hE): E1 —) E2, tem-se que cn	 o DRGr(Clfon)-morfismo hM = (hv, hT, hl, hF): M 1 —> M2, cnhEe o
Rgri(CgIfon)-morfismo hE = (!, hE): E 1 —> E2 e cn h e o 9Vaut-morfismo h = (h M , h E) :	 N2.	 q

0 funtor cn independentemente de esquecer sobre a operacdo de composiedo introduz o seguinte
requisito referente a concorréncia:

(t;u)11(t';u') =	 t');(u 11 u')

Ou seja, a composiedo paralela de duas computaeães independentes t;u e t';u' possui o mesmo
efeito que a composiedo seqiiencial das computacOes paralelas tilt' e u 11 u'. Como ilustracdo,
considere as transieeles etiquetadas t: A —* B e u: C —> D. Entao, para tliu: AeC —> BeD, tem-se que
(para urn melhor entendimento, as transieOes etiquetadas por T possuem o arco da forma
explicitados):

t 11 u = (T[1,0) II (u;T[ID]) = (T[lA] u);(t II T[ID]) = u;t

tll u = ull t = (t[t.c];u)11(t;t[te]) = (T[tC] It);(u 11 T[tB]) = t;u

Portanto, a execucao concorrente de duas transicOes independentes e equivalente a execucdo
seqiiencial, em qualquer ordem, das transicees componentes. Como conseqiiencia, qualquer
transiedo t resultante de somas t = tillt211-11tn pode ser vista como uma composicao seqiiencial, em



t E TC u E Tc	 t E Tc

l u = u l

	
= t

lA E Tc tg E TC 

11 113 = l'AeB

t a Tc U e Tc v a Tc

( u ll v ) = (tIlu)11v
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qualquer ordem, das transicOes locais componentes. Por exemplo (suponha t i : A l -4 B1, para i corn
valores em {1,...,n}):

t =	 II t2 II...II tn = (t1 t [1,Ai ]); (t2 II tRA2l);...; (tn II t [lAn]) = t1;t2;---;tri

Definicao 7.10 Funtor nc. 0 funtor	 NAut —> Vamp é tal que, para cada NAut-objeto N = (M, E,
etiq) onde M = (G, 1, F, i+ f), G = (V, T, ao , a 1 , i) e E = (e, L, !, !,	 tern-se que:

ncM é o DCat(CMon)-objeto M= (G, I, F, i+ f) onde G = (V, Tc, a0C , a iC , L C , ;) sendo l c : V —> Tc
canonicamente induzido por is V —> T e sendo Tc, ag ,	 e a operagdo parcial _;_: Ta x Tc	Tc
definidos pelas seguintes regras de inferencia (t é o elemento neutro de T):

t: A -4 B a T 

t: A-4B E Tc

t: A--> B E Tc u: B C E Tc

t;u: A —> C E Tc

t:A—>E3 E Tc u:C—>D E TC

tilu: AGC—>BEDD a Tc

sujeitas as seguintes regras equacionais:

t a Tc t: A B E Tc	 t: A B a T c u: B --> C E Tc v: C —) D E Ta          
't;t = t & t;'t = t	 L A ;t	 t & to.B = t	 t;(u;v) = (t;u);v

ncE e o Cati(CMon)-objeto E= (e, La, !, !, ! t , ;) onde Lc e a operacdo de composicdo sac, definidos
como acima;
ncN e o WComp-objeto 	 E, etiq) onde etiq= (!v, etiqT, !i, !F): 	 E e o DCat(CMon)-
morfismo indutivamente definido a partir de etiq = (!v, etiqT, !i, !F): M ---> E, tal que:

para t em T, etiq .(t)= etiqT(t)
para t;u em Tc, etiq-cr(t;u)= etiq-(t); etig(u)
para tll u em Tc ,	 = etiq -(t) II etici.-(u).

E, para cada NAut-morfismo h = (h M , hE): N 1 —> N2 onde h M = (hv, hT, hi, hF): M 1 —> M2 é um
DRGr(CMon)-morfismo e hE = (!, hE): E 1 ---> E2 é um RGr/(CMon)-morfismo, tern-se que:

nchM é o DCat(CMon)-morfismo hm= (hv, hT, hi, hF): Mi —> M2 onde hT é definido como acima;
nchE e o CatiPtdon)-morfismo (tt (!,	 —> E2 onde hE é definido como acima;
nch é o Vomp-morfismo h= (ham, hiE):

Proposicao 7.11 0 funtor nc e adjunto esquerdo do funtor an.
Prova:

A unidade da adjuncao é a transformacdo natural 11: ichout —> cn o nc a qual, para cada grafo
componente, é a inclusdo nas transicOes geradoras do fecho transitivo.
De forma dual, a co-unidade da adjuncao é a transformacdo natural E: nc o cn —> ikcomp a qual,
para cada grafo componente, associa os arcos compostos (t);(u) e (t)I1(u) aos arcos (t;u) e (nu),
respectivamente.

Portanto, (nc, cn,t1, E): Viut NComp é uma adjuncao.	 q

Definicdo 7.12 Fecho Computacional. 0 fecho computacional (nalo-seqiiencial) é a operacdo
funtorial nfc: NAut ---> NAut tal que nfc en° nc.	 q

Exemplo 7.13 Considere o autOmato ndo-seqUencial N i determinado pelas transiceles locais
etiquetadas a: A	 B e b: B	 C (monOides livremente gerados). 0 correspondente fecho
computacional nao-seqUencial é como ilustrado na Figura 7.1 onde as transiciies adicionadas
estäo representadas por um traco diferenciado. Note-se que as transiciies adicionadas e que sa-o
resultantes de somas sao, de fato, classes de transicOes. Por exemplo, para a transic eao etiquetada
a;2b: A®B 2C tern-se que:

a;2b = a;(b II b) = (T[113] a);(b11 b) = (T[113];b) II (a;b) = b II (a;b) =
(b;t[tc]) II (TDA;(a;b)) = (blITRAD;(T[tc]Il(a;b)) = b;a;b =
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Figura 7.1 AutOmato nao-seqUencial e o seu correspondente fecho computacional

7.3 Composicionalidade Vertical

Analogamente aos autemaatos seqtienciais, a adjuncao (nc, cn, T1, E): NAut NComp definida
anteriormente induz uma mOnada T = (nfe, T1,j.1.) em NAut, onde nfc = cn o nc: NAut N.Aut e um
endofuntor e p. = cnE nc: nfc2 - nfc e uma transformacao natural. Usando a mOnada T e introduzida
uma categoria de autelmatos nao-seqUenciais baseada nas categorias Kleisli, onde os morfismos
sao interpretados como reificacOes e a operacao de composicao garante a composicionalidade
vertical.

Por simplicidade, nos diagramas que seguem, os funtores id. DRGr(CMon)—> DRGr(Cgdon) e
inc: RGri (Crtfon)—> DRgr(CMon)usados na definicao da categoria NAut sac) omitidos. Por exemplo,
em diagramas, etiq: M —> E denota etiq: idM ---> incE.

Definiedo 7.14 Categoria dos AutOmatos Nao-Seqiienciais e ReificacOes. Seja T = (nfc, T1, 1.1) onde Tl =
( 11M, E) e j_i =	 !..tE) a mOnada determinada pela adjungdo (nc, cn,	 E): N.Aut	 NComp. A
categoria dos autOmatos nao-seqUenciais e reificacOes, denotada por ReifNgiut, e tal que (suponha
os NAut-objetos Nk = (Mk, Ek, etiqk), para k corn valores em {1, 2, 3}):

os objetos sac, os mesmo de Vlut,
os morfismos sac) construidos como segue:

= (PM : N i - N2 e urn ReifNAut-morfismo onde (PM: M 1 	 nfcM2 e urn DRGr(CMon)-
morfismo;
para cada NAut-objeto N, =	 N N e o ReifNAut-morfismo identidade de N;

c) sejam N 1 -* N 2, 11/: N2 - N3 ReifNAut-morfismos. A composicdo lif c 9 e o morfismo WM '2(9M:
Ni -* N3 onde	 cK(pm e determinado como ilustrado na Figura 7.2.

Corn o objetivo de distinguir os ReifNAut-morfismos dos NAut-morfismo uma reificapo (1) do
autOmato Ni nas computacOes de N2 e denotada por q): Ni -4 nfcN 2 ou q): N 1	 N2.

Exemplo 7.15 Considere N 1 do exemplo anterior e o autOmato ndo-seqUencial N 2 determinado
pelas transicbes locais etiquetadas x: X - Y e y: Y X coin monOides livremente gerados. Entao (p:
N 1	 N2 determinado como abaixo e urn morfismo de reificacao:

A	 2X	 a	 xllx
B	 2Y	 b	 (ylly);(x;y)2;(xllx)
C	 2Y
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Figura 7.2 Composicao de reificacties é a composica- o na categoria Kleisli restrita a forma dos autOmatos

Um morfismo na forma pode induzir um morfismo nas etiquetas determinando uma categoria
de autOrnatos nao-seqUenciais e reificacties cujas reificacoes sao NAut-morfismos, como na
categoria introduzida a seguir.

Definicdo 7.16 Categoria dos Autkimatos Nao-Seqiienciais e Reificaciies corn Etiquetacao Induzida.
Seja T = (nfc,	 onde = (11M, TIE) e [1. = (f-tm, 11E) a mOnada determinada pela adjuncdo (nc,
E): NAut NComp. A categoria dos autOmatos ndo-seqUenciais e reificacties corn etiquetagdo
induzida, denotada por ReifNAutE, é tal que (suponha os NAut-objetos Nk = (Mk, Ek, eti qk), Para k
corn valores em {1, 2, 3}):

a) os objetos sdo os mesmo de NA.u4

Figura 7.3 Reificacdo de aut6matos nao-seqiienciais corn etiquetacdo induzida

Figura 7.4 Composicdo de reificacOes de aut6matos na- o-seqiienciais corn etiquetacdo induzida
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b) os morfismos sao construidos como segue:
seja (PM: M 1 --> nfcM2 um D.Rgr(CMon)-morfismo. Entao cP = (9m, (PE): N i —> N2 6 um
ReifNAutE-morfismo onde (PE e determinado pela soma amalgamada ilustrada na
Figura 7.3;
para cada NAut-objeto N, =	 M nfcM, (PE: E —>	 N —> N e o ReifNAutE-morfismo
identidade de N onde (PE a como definido no item anterior;

c) sejam	 Ni —> N2, NJ: N2 —> N3 ReifNAutE-morfismos. A composicao	 e o morfismo
(Wm c gc(pm, WE 0 E9E): Ni —> N3 onde qfm c gc(pm e y1E 0ETE sao determinados como ilustrado na
Figura 7.4.	 q

E facil verificar que o objeto resultante da soma amalgamada na definicao acima e, de fato, um
grafo de etiquetas. Como e mostrado na proposicao a seguir, ReifNAut e ReifNAutE sao isomorfas.
Portanto, todo morfismo de reificacao pode ser visto como um morfismo especial de autOmatos
nalo-seqUenciais.

Proposican 7.17 As categorias ReifNAut e ReifNAutE sao isomorfas.
Prova: Considere:

o funtor re: ReifN5Lut ---> ReifNAutEtal que, para todo o .ReifNAut-objeto N, reN = N e, para todo o
ReifNAut-morfismo = (pm: N i —> N2, re(P =	 (PE);
o funtor er: ReifN9LutE—* ReifNAuttal que, para todo o ReipOutE-objeto N, reN = N e, para todo o
ReifNAutE-morfismo tp = (pm (pE): Ni —> N2, rep = (prvi.

E facil verificar que ero re = id-ReifNAut e re° er = --ReifgOut.
Como ReifNAut e ReifNAutE sao isomorfas, no texto que segue, NcifNAut denota qualquer das

duas categorias de reificacoes.

Observacao 7.18 Morfismo de Reificacao Induzido por urn Morfismo nas Etiquetas. Dado um
autOmato nao-seqUencial N corn as etiquetas E, considere o seu fecho computacional nfcN e as
correspondentes etiquetas nfcE. Seja fE: E'	 nfcE urn morfismo de etiquetas. Entao, fE possui uma
elevacao cartesiana (definida na sincronizacao) fN: N' —> nfcN ao nivel dos autemaatos, o qual 6 urn
morfismo de reificacao. Esta tecnica e utilizada adiante na definicao da semantica da linguagem
Nautilus. Note-se que a mesma abordagem pode ser adotada para os autemaatos sequenciais. 	 q

7.4 Composicionalidade Horizontal

A seguir, prova-se que os auteimatos nao-seqUenciais satisfazem a composicionalidade
horizontal, ou seja, que a reificacdo se distribui sobre a composicao paralela dos autOmatos
componentes. Inicialmente, prova-se que o endofuntor fecho computacional nao-seqiiencial
preserva a composicao paralela. Por simplicidade, no texto que segue, 6 omitido que i E I, para urn
conjunto de indices I.

Proposicâo 7.19 0 endofuntor nfc Mut	 NAut preserva produtos (ou coprodutos).
Prova: Seja {N i } uma familia arbitraria de autOmatos ndo-seqUenciais. Como nfc = cn° nc e como
X NJ, e + N, sao isomorfos, tem-se que, a menos de isomorfismo:

nfcx N, = cn° nc(+

Como nc preserva colimites (poise adjunto esquerdo), entao, a menos de isomorfismo:

nfcx N, = cn(+ ncN,)

Como cn preserva limites (poise adjunto direito), tern-se que, a menos de isomorfismo:

nfcx	 = X (cno nc

Logo,

nfcx N, = x (nfcN,)	 q

Exemplo 7.20 Considere os autOmatos nao-seqiienciais N3 e N4 (monnides livremente gerados)
determinados pelas transicOes locais a: A	 B para N3 e x: X Y para N4. 0 diagrama ilustrado



x

X (pm,

DRGr(Cgdon)

x Et,

etigl
M 1,	 ► E1,

itic(x etiq2,)	 4
II' X (nfc E2,) 	x (nfc M2) 	 	 ,9

(Pm,
Li)
„<PE4, x q)E,

nfcetiq 2 ,	 Pi
nftM2;	 nftE2,	 E2,,9

7	 Reificacao de AutOmatos Mio-Seqiienciais 	 61

• •

Figura 7.5 Fecho computacional ndo-seqUencial preserva a composicdo paralela de aut6matos

na Figura 7.5 representa igualmente nfcN3 X nfcN4 e nfc(N 3 X N 4). Compare corn o contra-exemplo
apresentado na prova da nao composicionalidade horizontal para authmatos seqUenciais.

Proposicio 7.21 Seja {(p i : N1;	 N2 i ) uma familia arbitraria de reificaciies de autOmatos när o-
seqUenciais. Entdo X (pi: X Ni	 X N2 i é uma reificacao.
Provo: No que segue, lembre-se que produtos e coprodutos sac, isomorfos em DRGr(CMon).
Suponha k corn valores em {1, 2} e Nk, = (Mk ' , Ek i , etiqk i). Considere o morfismo x 	 x N i , -*
X (nfcN2 i ) onde X (p i = (x (MA, X (P E ;) é univocamente induzido pelo produto categorial, como ilustrado
na Figura 7.6 (lembre-se que nfc preserva produtos).

Para verificar que x (p i e de fato uma reificacdo, é suficiente mostrar que o objeto x
juntamente corn os morfismos q e X (1)E i é soma amalgamada de nfc(x etiq2) 0 x9m i e X etiqi i . Entao:

Sejam u: x (nfcE2 i ) —> S e v: XEl i --> S morfismos tais que u nfc(x etiq 2i) . x (pm, = v o X etiqii.

Como + (nfcE2 i) juntamente corn ininfcE2, é coproduto, entdo existe um tinico morfismo u':
+ (nfcE2i) —> S tal que u' ininfcE2 1= u ' ininfcE2; e, portanto, u = u'. Analogamente, como +iE-11

juntamente corn injE i umé coproduto, entdo existe u dnico morfismo v': 	 S tal que	
inE

= v 0 injE ii e, portanto, v = v'.
Como 0 é soma amalgamada, para cada i, existe um tinico morfismo hi: E21 ,9 	S tal que hi pi
= u ' ini nfc E2; e h i • TE, = v 0	 ,. Como + E2i 9 juntamente corn os morfismos	 coproduto,
entdo existe um tinico morfismo h: +E2i,9 —> S tal que, para cada i, hi = h'iniE2i,9-
 Como h i TE; = v o injE ii tern-se que, hi (PEi = h ° ihj Ezi,9 (PEi = h ' X TEi = inj Eli =	 inj Eli•

unicidade de v, h 0 X (f)E i = v. Analogamente, como hi 0 pi = u° ininfcE2; tem-se que, h i 0 p i =
h c injE2im , pi = h o q 0 in infc E2i = U 0 ininfcE2,. Pela unicidade de u, h o q = u.
Seja h': + E2 i,c, -4 S tal que h' c X TE; = v e h' z q = u. Enta.o, v injEii = h' x TEi 9iniEli =
h' - iniE2i 9 3(PEi = hi o (pE i . Pela unicidade de hi, h' 0 irfj

	

._2i = hi e, pela unicidade de h, h = h'. 	 q

Pela

Figura 7.6 Morfismos univocamente induzidos



	 DRGr(C91an)—
etiq i	 caps

Ei	 Ei'

1(PE\caps

etiq2,0caps

M1

(PM I

s.a.
nfcetici2

nft M 2	 nfc E2	 E2,(p\CaPS

7	 Reificacao de AutOrnatos Ncio-Seqiienciais	 62

7.5 Sincronizacao

A sincronizacao de aut6matos nao-seqiienciais reificados e um autOmato que reflete a
sincronizacao desejada juntamente corn uma reificacao induzida pelas reificacOes dos autelmatos
componentes. Na construcdo proposta, a composicionalidade horizontal e um resultado
necessario. No texto que segue, suponha i corn valores em I onde I e urn conjunto de indices e k corn
valores em {1, 2}. Por simplicidade, e omitido que i E I. Lembre-se que o endofuntor nfc preserva
produtos e que todo morfismo de sincronizacao (ao nivel das etiquetas) possui uma elevacao
cartesiana, ao nivel dos autOmatos.

Definicao 7.22 Sincronizacao de AutOmatos Ndo-Seqiienciais Reificados. Considere a Figura 7.7.
Sejam {cpi: N i ,	 N2,} uma familia arbitraria de reificacbes onde Nk, = (Mk,, Ek,, etiqk,), x (p i : X N i , --->
nfcX N2, o correspondente morfismo de reificacao induzido pelo produto categorial, sinc E : Tabela -->
x El, um morfismo de sincronizacao e sinc N : II N 1, —> X Ni, a correspondente elevacao cartesiana.
Entao, a reificacao do autOmato sincronizado II Ni i e o morfismo II (pi: II N 1 i - nfc(x	 e e tal que
II (pi = X (pi o sinc N onde X (p i e univocamente induzido pelo produto categorial. 	 q

Portanto, uma transicao sincronizada a implementada na atomizacdo da composicao paralela
das implementacbes das transicOes componentes no nivel mais concreto.

Ant
II N1

SMCN1

Ni, 41111-- x N ii	 I (Pi

(Pi1	 x (pi

nfcN2 1 4111— nft(x N2i)

Figura 7.7 Sincronizacdo de autOmatos ndo-seqUenciais reificados

7.6 Encapsulacdo

0 efeito da encapsulacdo em um aut6mato nao-seqiiencial reificado a somente na etiquetacdo.
No texto que segue, suponha k corn valores em {1, 2).

Definicao 7.23 Encapsulacdo de Aut6matos Nfio-Seqfienciais Reificados. Considere a Figura 7.8.
Seja cp: N i	 N2 uma reificacdo onde Nk = ( M k, Ek, etiqk) e cp = ((pm, (PE). Seja caps: E 1	El ' um
morfismo de encapsulacdo e capsN i = (Mi, El', caps 3 etiqi) o autOmato encapsulado. Entao, o
morfismo de reificacao do autOmato encapsulado e capsq)= (p\caps = ((pm (pE\caps). 	 1:1

Como a encapsulacdo de um autOmato reificado nao depende da composicionalidade
horizontal, uma definipo andloga pode ser feita para os autOmatos sequenciais.

Figura 7.8 Encapsulacdo de aut6matos ndo-seqUenciais reificados



8 Redes de Petri

Redes de Petri, no texto que segue, sdo consideradas como o caso geral de redes do tipo
lugar/transicdo. Inicialmente é introduzida a definicdo de rede de Petri vista como urn grafo e a
correspondente categoria, denotada por Petri, a qual é completa e cocompleta. Intuitivamente, o
coproduto em Petri pode ser visto como a escolha entre as redes componentes e o produto como a
composicdo totalmente sincrona, no sentido em que as transicOes da rede resultante sdo pares de
transicOes das redes componentes. Entretanto, na pratica, normalmente e desejdvel sincronizar
algumas e nä.° todas as transicOes componentes. Isto determina uma segunda categoria,
denominada categoria das redes de Petri apontadas a qual e denotada por Petri', onde o conjunto
de transicOes de cada rede possui urn elemento distinguido representado por t. Quando um
morfismo de redes associa uma transicdo da rede origem a transicdo da rede destino, possui o
efeito equivalente ao de esquecer ou apagar esta transicao. A categoria Petri' tambem e completa e
cocompleta e, embora o coproduto possua a mesma interpretacdo que em Petri, o produto
interpretado como a composicdo paralela, da mesma forma que nas categorias dos autörnatos.

Entretanto, para que o estudo do relacionamento entre redes de Petri e autOmatos seja mais
efetivo, é desejdvel modificar algumas caracteristicas das redes, sem modificar seus principios
bdsicos. Assim, o conceito de rede de Petri e estendido como segue:

rede de Petri marcada: estende a rede apontada com urn conjunto de estados iniciais bem como
um conjunto de estados finais. Analogamente aos aut6matos, a escolha de qual estado inicial é
efetivamente considerado no momento de execucdo da rede é um ndo-determinismo externo.
Uma rede para quando transicdo alguma pode ser executada a partir do estado corrente. Diz-se
que a rede para normalmente, se para em um estado final;
rede de Petri etiquetada: estende a rede marcada corn uma etiquetacdo nas transicOes.

A categoria resultante e completa e cocompleta. A abordagem proposta nesta dissertagdo pode
ser comparada como segue:

a cocompletude é um resultado expressivo principalmente quando comparado corn [Winskel 87]
e [Meseguer & Montanari 90], cujas categorias possuem restricOes para garantir a existencia
de coprodutos. A principal diferenca estrutural é que, na abordagem proposta, os estados
iniciais (e distinguidos, em geral) constituem urn conjunto (e ndo urn Unico estado);
as redes de Petri sdo vistas como grafos, inspirado em [Meseguer & Montanari 90]. Sao
definidas como grafos estruturados, generalizando o conceito de grafos internos, onde os nodos
e os arcos podem pertencer a categorias diferentes. Analogamente aos grafos internos usados
na reificacao, as categorias estruturadas permitem construcOes mais gerais e provas mais
simples referentes aos limites e colimites;
analogamente aos authmatos, as operacOes de sincronizacdo e encapsulacdo sdo introduzidas
para as redes de Petri marcadas e etiquetadas;
a sincronizacao de redes usando a tecnica de fibracao, o use de conjuntos de estados
distinguidos e a definicdo de redes usando categorias estruturadas foram originalmente
proposto em [Menezes & Costa 93], [Menezes 95] e [Menezes & Costa 95], respectivamente. Esta
dissertacdo estende a abordagem para a encapsulacdo de redes, conforme [Menezes & Costa
95b].

No texto que segue, considere a categoria dos conjuntos apontados (conjuntos corn urn elemento
distinguido), denotada por Set', a qual e completa e cocompleta.
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8.1 Grafos Estruturados

Grafos estruturados generalizam o conceito de grafos internos onde os nodos e os arcos podem
ser objetos de diferentes categorias dados funtores das categorias dos nodos e arcos para a
categoria base. Os morfismos de origem e destino sào morfismos na categoria base.

Grafo Estruturado

Definicao 8.1 Categoria dos Grafos Estruturados. Considere a categoria base Ce os funtores v: V
-4 C e t: T-4 C. A categoria dos grafos estruturados (internos a C) em relacao aos funtores v e t,
denotada por Gr(v, t), e a categoria das setas AC 3 tlAco V onde Ac: C-> C2 e o funtor diagonal. q

Portanto, urn Gr(v, t)-objeto G e uma quadrupla G = (V, T, ao, ao onde V 6 urn N-objeto, T e um
T-objeto e ao, a l : tT --> vV sdo C-morfismos e urn Gr(v, t)-morfismo h: G1	 G2 6 uma dupla h (hv,

hT) onde hv: V1 -4 V2 e um `V-morfismo e h T : Ti -* T2 6 um Tmorfismo, tais que os diagramas
ilustrados na Figura 8.1 comutam.

Figura 8.1 Diagramas comutativos para morfismos de grafos estruturados

Proposicdo 8.2
Suponha que V, Tsao completas. Se v: -4 C preserva limites, entdo Gr(v, t) e completa;
Suponha que `12, Tsdo cocompletas. Se t: T-* C preserva colimites, entdo Gr(v,	 cocompleta.

Prova: E conseqUencia direta de Gr(v, t) ser definida como a categoria das setas Ac o tlAco v.	 q

A categoria de grafos (ndo-estruturados) Gr pode ser considerada como a categoria estruturada
Gr(id-Set, id-set). Como esperado, Gr(icise t, idset) e bicompleta, pois idse t: Set -4 Set trivialmente
preserva limites e colimites. Analogamente, a categoria dos grafos internos Gr(C) pode ser
considerada como a categoria estruturada Gr(idc, ids).

Grafo Estruturado corn Nodos Distinguidos

A definicao de grafo estruturado corn nodos distinguidos a uma simples extensdo da definicao
de grafo interno corn nodos distinguidos.

Definicfio 8.3 Categoria dos Grafos Estruturados corn Nodos Distinguidos. Considere a categoria
base C e os funtores v:	 C e t: T -4 C. A categoria dos grafos estruturados corn nodos
distinguidos 6 a categoria das setas dlnodos, denotada por Gri(v, t), onde:

cf..9.)-4A6 urn funtor onde D e a categoria de dominio dos nodos distinguidos e A e a categoria
de instanciacdo dos nodos distinguidos no grafo;
nodes = n: Gr(v, t)-4 A e um funtor tal que:

n: Gr(v, t) - N e o funtor esquecimento que associa a cada grafo o N-objeto de nodos e a
cada morfismo de grafos h = (hv, hT) o N-morfismo hv;
c: I	 A e urn funtor que relaciona a categoria onde os grafos sdo considerados
internamente e a categoria onde os nodos distinguidos sa.o instanciados. 	 q

Portanto, urn grafo estruturado corn nodos distinguidos M e uma tripla M = (G, D, d) onde G
urn Gr(v, t)-grafo, D 6 urn D-objeto representando os nodos distinguidos e d: dD -* nodosG
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A-morfismo que instancia os nodos distinguidos em G. Urn morfismo de grafos estruturados h: Mi
—> M2 é uma tripla h (hv, hT, hp) onde (hv, hT): G 1 ---> G2 6 urn GI-iv, 0-morfismo e hp: Di ---> D2 e
urn D-morfismo, tal que o diagrama ilustrado na Figura 8.2 comuta.

601

rihr) 4,

rID2

di
	 A

cVi

c\I2
d2 

Figura 8.2 Diagrama comutativo para morfismos de grafos estruturados corn nodos distinguidos

No contexto das redes de Petri, sao considerados somente os grafos estruturados cujos nodos
distinguidos sao determinados por pares de conjuntos apontados, interpretados como estados
iniciais e finais. Por esta razdo, a seguinte notacdo simplificada d adotada.

Notacâo 8.4 Categoria DCr• (v, t). A categoria denotada por DGr* (V, t) 6 a categoria cujos nodos
distinguidos sao objetos de Set' 2, isto e, DGr' (v, t) = 11 set . L nodos onde 11. Set.: Set* 2 Set' é o funtor
canonicamente induzido pelo coproduto categorial em Set' e nodos: Gr • (0, t) -* Set' é o funtor que
associa os nodos de um grafo ao seu correspondente conjunto apontado. 	 q

8.2 Rede de Petri

Inicialmente e introduzida a definicao de redes do tipo lugar/transicao como em [Reisig 85] e,
posteriormente, as redes de Petri consideradas como grafos inspiradas em [Meseguer &
Montanan 90].

Definicao 8.5 Rede LugarlTransicao. Uma rede (do tipo) lugar/transicao é uma tripla (S, T, F) tal
que S é um conjunto de lugares, T é urn conjunto de transicOes e F: (S X T) + (T X S) N é a relacdo
de dependencia causal onde N representa o conjunto dos ndmeros naturais. 	 q

A relacao de dependencia causal especifica quantas marcas ("tokens") sao consumidas ou
produzidas em cada lugar quando uma transicao e executada. Por exemplo, (A, a) 	 3 e (a, B) —.
5 representadas na Figura 8.3, especificam que, quando a transicao a e executada, 3 marcas sao
consumidas no lugar A e 5 marcas sao produzidas no lugar B.

0
Figura 8.3 Representacdo grafica de transicries de redes

Considere a Figura 8.4. Uma transicao pode ser:

fonte: nao consome marcas e, neste caso, a transicao pode sempre ser executada;
sumidouro: nao produz marcas em lugar algum;
isolada: é simultaneamente fonte e sumidouro.

fonte	 sumidouro
	

isolada

Figura 8.4 Tipos de transicOes

Por simplicidade, em diagramas de redes do tipo lugar/transicao, o valor 1 é omitido quando
uma transicao consome ou produz uma marca, como ilustrado na Figura 8.5.
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0  

v. 0
e abreviada por 0 •1__-0   

Figura 8.5 Simplificacdo na representacao grafica de redes

Exemplo 8.6 A rede Prod_Cons = (S, T, F) onde S = {A, B, C, D, E}, T = { p i, P2, Cl, c2} e F e como na
tabela abaixo, simula um processo produtor e um consumidor que se comunicam atraves de um
"buffer". A representacdo grdfica da rede Prod_Cons e ilustrada na Figura 8.6.

(A, pi)	 1	 (Pi, B)	 1	 (Pi, C) ti	 2	 (B, P2) ti	 1	 (p2 , A)	 1
(C, ci)	 3	 (ci, D)	 1	 (D, c2 )	 1	 (c2, E)	 1	 (E, ci)	 1

produtor	 buffer	 consumidor

Figura 8.6 Representacdo grafica de uma rede de Petri

Para definir uma rede de Petri como urn grafo, considera-se que os nodos sdo elementos de urn
mon6ide comutativo. Neste caso, nodos e arcos sao considerados como estados e transicOes de uma
rede, respectivamente, onde:

n marcas consumidas ou produzidas em urn estado A e representado por nA;
para i corn valores em {1, ..., 	 a producdo ou o consumo simultdneo de ni marcas no estado Ai,
e representado por n i Ai e n2A2 E9 e nkAk onde G e a operacdo aditiva do monOide. Como o
monOide e comutativo, a ordem dos termos na soma e irrelevante.

Como ilustracdo, no exemplo anterior, as transi(Oes da rede de Petri vista como urn grafo
seriam as seguintes:

p i : A —> B G 2C	 p2: B A	 ci: 3CGE D	 c2: D —> E

Portanto, uma rede de Petri pode ser definida como urn grafo estruturado onde os nodos sdo
objetos de C9v[on e os arcos sdo objetos de Set.

Definicao 8.7 Categoria das Redes de Petri. A categoria das redes de Petri (do tipo
lugar/transicdo), denotada por Petri, 6 a categoria dos grafos estruturados GI* iffsed onde v: Cgdon
—> Sete o funtor que esquece sobre a estrutura do monOide e idset: Set —> Set 6 o funtor identidade. q

Portanto, uma rede de Petri pode ser vista como uma quddrupla N = (V, T, ao, ai) onde V = (V, e,
e) e um monOide comutativo de estados, T e urn conjunto de transignes e an, al: idset T —> v V sac>
funcães totais. Uma transicdo cujo estado de origem ou destino e o elemento neutro do monOide
uma fonte ou urn sumidouro, respectivamente. Um morfismo de redes de Petri h: N i —> N2 e uma
dupla h = (hv, h T) onde hv: Vi —> V2 e urn CMon-morfismo e hT: T 1 ---> T2 e urn Set-morfismo tal que
os estados de origem e destino das transicOes sac, preservados.

Proposicdo 8.8 A categoria Petri 6 completa e cocompleta.
Prova: Como Petri 6 a categoria dos grafos estruturados Gr(y, id:9a) e suficiente verificar que v:
CMon —> Set preserva limites. De fato, o funtor fawn: Set —* CMon que, para cada conjunto, gera
livremente o correspondente mon6ide comutativo e adjunto esquerdo de v.	 q

Em Petri, o coproduto representa a composicdo assincrona e o produto a composigdo sincrona
das redes componentes. Os objetos resultantes do produto e do coproduto das redes N i =	 Ti,
al l ) e N2 = (V2, T2, a02 , a1 2) sac, como segue:
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N 1 x N 2 = ( V i xodonV2, T1 xsetT2 , ao, xseta02, ail xseta12)
N 1 + N 2 = ( V1+CMon V2, T 1 + SetT2, do, +setao2, all +Setal2)

onde os morfismos ak i xsetak2, aki + Set a k2, Para k corn valores em (0, 1}, sac, univocamente
induzidos pelo produto e coproduto em Set, respectivamente. Lembre-se que, em Cgdon, produtos e
coprodutos sdo isomorfos. Um par de transicOes da forma (ti, t2) e denotado por t1 I t2.

Exemplo 8.9 Considere as Figuras 8.7 e 8.8.

As redes N 1 + N 2 e N 1 x N 2 representam os objetos resultantes do coproduto e do produto de N 1 e
N 2 , respectivamente.
A rede N3 x N4 representa o objeto resultante do produto de N3 e N 4 .	 q

0 0 0 0

00
N1 N2 Ni +N2 N 1 x N2

Figura 8.7 Coproduto e produto de redes de Petri                

0  0 0 •              

co         

0      

N4  

Figura 8.8 Produto de redes de Petri

8.3 Rede de Petri Apontada

A categoria das redes de Petri apontadas é tal que o conjunto das transiciies de cada rede possui
um elemento distinguido e e definida como uma categoria de grafos estruturados internos a Set • .

Um Set'-objeto denotado na forma Se explicita que e e o elemento distinguido. Urn C.Mon-objeto
livremente gerado por urn conjunto apontado See denotado por 	 = (Se+ , +, e).

Definicdo 8.10 Categoria das Redes de Petri Apontada. A categoria das redes de Petri apontadas,
denotada por Petri • , é a categoria dos grafos estruturados Gr(z), idset .) tal que v: Cgtdon —> Set' e o
funtor que esquece sobre a estrutura do monOide onde o elemento neutro e associado ao elemento
distinguido e	 Set' ---> Set' é o funtor identidade.	 q
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Portanto, uma rede de Petri apontada pode ser vista como uma quadrupla N = (V, TT, ap, a l ) tal
que V = (V, e, e) e urn monOide comutativo de estados, TT e um conjunto apontado de transicdes e
ao, al: idset •Tt	 v V sao fur-10es totais apontadas onde	 associado ao e. 0 elemento distinguido
de TT e denominado transicao unidade ou sem operacao ("no operation"). Note-se que	 uma
transicao isolada. Por simplicidade, na representacdo grafica de redes de Petri apontadas, a
transicao	 omitida, como ilustrado na Figura 8.9.    

0       

Figura 8.9 Simplificacäo na representacão grafica de redes apontadas

Urn morfismo de redes de Petri apontadas h: Ni - N2 a uma dupla h = (hv, hT) onde hv: V / 	 V2

e urn Ca/ion-morfismo e hT: Tti - TT2 6 urn Set • -morfismo tal que os estados de origem e destino das
transigiies sao preservados. Portanto, para que uma transicao seja "esquecida" em urn morfismo
de redes, e necessario que os seus estados de origem e destino sejam associados ao elemento
neutro do monOide de estados da rede destino.

Proposicâo 8.11 A categoria Petri' e completa e cocompleta.
Prova: Como a Petri' e a categoria dos grafos estruturados Gr(v, idset • ) e suficiente verificar que v:
CNIon —> Set' preserva limites. De fato, o funtor fcmon • : Set' - C9tfon tal que, para cada conjunto
apontado, gera livremente o correspondente monOide comutativo onde o elemento distinguido
associado ao elemento neutro do monOide, e adjunto esquerdo de V.	 q

Como o coproduto em Set' e em Set sao isomorfos, o coproduto em Petri' e em Petri sao andlogos
e possuem a mesma interpretacao. Entretanto, a interpretacdo do produto em Petri' e diferente e
reflete a composicdo paralela, onde o conjunto das transiciies da rede resultante possui todas as
combinacOes possiveis das transiciies das redes componentes (lembre-se que, para os conjuntos A e
B, Aexset• Bee isomorfo a A +set (A xse t B)+se t B, onde Ae, Be sao A, B canonicamente estendidos
como conjuntos apontados). Os objetos resultantes do produto e do coproduto das redes N 1 = (V1,
Tti , ao 1 , ail ) e N2 = (V2, TT2 , a02 , a 12) sao como segue:

N i x N2 = V t xcMon V2, Tti xSet • TT2, ao, xSet • a02, all x set. a 2)
N i + N2

onde os morfismos a ki x Set • 42, a k1 + Set • a k2	 corn valorespara k co valores em {0, 1}, sao univocamente
induzidos pelo produto e coproduto em Set', respectivamente. Os pares de transiciies da forma (t, 't)
ou (T, t) sao denotados simplesmente por t.

Exemplo 8.12 Considere a Figura 8.10. A rede N i x N2 representa o objeto resultante do produto de
N l e N2 em Petri'.	 q

8.4 Rede de Petri Marcada

Uma rede de Petri marcada (ou corn marcacao initial e final) 6 uma rede de Petri apontada
juntamente corn um dois conjuntos apontados de estados distinguidos e e definida como urn grafo
estruturado corn nodos distinguidos. Caso seja necessario definir uma categoria de redes de Petri
nao-apontadas e marcadas o procedimento a analog°.

Definicao 8.13 Categoria das Redes de Petri Marcadas. A categoria das redes de Petri marcadas,

denotada por MPetri", e a categoria dos grafos estruturados corn nodos distinguidos Dgr• (v, idset•)
onde v: C9vIon - Set' e iarset • : Set' -* Set' sao os mesmos funtores usados na definicao da categoria
Petri' = GO, iri—Set•

Note-se que, na definicao acima, o funtor nodos: Petri' —* Set' a tal que associa a cada rede de
Petri apontada N = ((Ve, e, e), TT, ao, a l ) o seu correspondente conjunto apontado Ve onde o
elemento neutro a associado ao elemento distinguido. Uma rede de Petri marcada M e uma
quadrupla M = (N, le, Fe, i+ f) onde N = ( V, TT, a0, a i ) a uma rede de Petri apontada, le e Fe sao os

= K V CMon V2,	 Set. TT2, a01 + Set . ao2, a ll + Set . al2)
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0                

0
m
0      

0                  

N2

N1 x N2

Figura 8.10 Produto de redes de Petri apontadas

conjunto apontado de estados (marcacOes) iniciais e finais, respectivamente, e i + f: le+ Fe --> v V é a
funcao total apontada que instancia os estados iniciais e finais na rede. A rede M tambem pode ser
vista como uma 7-upla M = (V, TT, ao, a l , le, Fe, i + f). Por simplicidade, se i+ f é uma inclusdo, entdo
M e denotada simplesmente por M = (V, TT, ao, a i , le, Fe). Urn morfismo de redes de Petri marcadas
h: M 1	 M2 e uma quadrupla h = (hv, h T , hi, hF) onde hN = (hv, hT): N1 —> N2 é urn Petri • -morfismo e
h 1 : le i —> 1e2 , hF: Fe i 	Fe2 sdo Set •-morfismos e e tal que os estados iniciais e finais sdo preservados

Proposicao 8.14 A categoria MPetri* é completa e cocompleta.
Prova: Como MPetri • é a categoria das setas 	 nodes, é suficiente provar que o funtor nodes:
Petri*	 Set' preserva limites. Considere o Set'-objeto inicial (T) e funtor p: Set'	 Petri' tal que para
todo o conjunto apontado Ve, pVe é o grafo (Vet {T}, !, !). E facil verificar que p e adjunto esquerdo de
nodos.	 q

0 produto e o coproduto em MPetri • possuem a mesma interpretacdo que em Tetri • , ou seja, a
composicao paralela e a composicdo assfncrona, respectivamente. Os objetos resultantes do
produto e do coproduto das redes M 1 = ( N 1, 'el, Fe l , i1+f1) e M2 = (N2, 'e2, Fe2 , i242) sdo como segue:

M1 x M 2 = ( N 1 X Petri • N2, l ei xSet • 1 e2, Fei xSet • Fe2, ( 0 1 141) xSet • ( i2442))
M 1 + M 2 = ( N 1 +Petri • N2, l el +Set • l ee Fei +Set' Fe2, ( i i+f i)+set • ( i242))

onde os morfismos (ii+fi)xse t • ( i2-42) e (ii+fi) +Set • ( i 2+f2) sdo univocamente induzidos pelo produto e
coproduto categorial, respectivamente.

Em diagramas de redes de Petri marcadas, cada possivel marcacdo inicial ou final é associada
a urn simbolo de marcacdo especifico. No texto que segue, nUmeros corn a forma 0, 0, 0,...
representam marcacties iniciais e 0, ®, ©,... representam marcacOes finais.

Exemplo 8.15 Considere a Figura 8.11. As redes M 1 + M 2 eM i x M 2 representam os objetos
resultantes do coproduto e produto de M 1 e M2 em MPetri • , respectivamente. Nos diagramas, os
conjuntos dos estados iniciais e finais sdo os seguintes:

let = {e, A)
	

lei + le2 = {e, A, X, XVI}
lee = {e, X , X0Y}
	

le i x le2 = {e, A, X, XI:DIY, A6DX, AexeY)
Fe i = {e, B)
	

Fe i + Fe2 = {e, B)

Fe2 = {e}
	

Fe i x Fe2 = {e, B)

Para cada marcacdo, o simbolo associado é como segue:
O A

XEDY

0
0
T
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M l
	

M2
	

+ M2

Figura 8.11 Coproduto e produto de redes de Petri marcadas

Observacfio 8.16 Conjunto de Estados Iruiciais X Um Unico Estado Inicial. Uma importante
vantagem em adotar um conjunto de estados iniciais (ou conjuntos de estados distinguidos em
geral) comparativamente corn urn Unico estado inicial como em [Winskel 87] ou em [Meseguer &
Montanan 90] 6 a existencia dos coprodutos bem como dos colimites arbitranos. Corn o objetivo de
garantir a existencia de coprodutos, Winskel restringiu suas categorias corn (um) estado inicial as
redes seguras ("safe nets" - ver, por exemplo, [Olderog 91, p. 30]). Meseguer e Montanan proptiem
uma solucdo menos restritiva: um estado inicial pode possuir, no maxim°, uma marca em cada
lugar. A categoria resultante possui todos os coprodutos. Entretanto, como ilustrado na Figura
8.12, o coproduto de redes reflete uma especie de "escolha total", corn aplicacOes muito restritas na
definicao de semanticas. Para mais detalhes sobre redes de Petri corn conjuntos de marcacties, ver
[Menezes 95]. 	 q

M 1 	M2	 m 1 ± m2

Figura 8.12 Coproduto de redes em Meseguer e Montanan

8.5 Rede de Petri Etiquetada
Uma rede de Petri etiquetada a uma rede de Petri marcada corn etiquetacao nas transicties. A

etiquetacao e andloga a realizada para os autOmatos, ou seja, 6 urn morfismo de redes onde o
objeto destino e uma rede de urn so estado. Caso seja necessdrio definir etiquetacdo para as demais
categorias de redes de Petri o procedimento a analog°.

No texto que segue, inicialmente e introduzida a categoria das redes de Petri corn urn so estado.
Lembre-se que um conjunto de urn iinico elemento 6 urn objeto zero de Set'.

Rede de Petri Apontada de um so Estado

Definicao 8.17 Categoria das Redes de Petri Apontada de um so Estado. A categoria das redes de
Petri apontadas de um so estado, denotada por Petrii* , e uma subcategoria da categoria Petri' onde
o monOide comutativo dos estados e um CM°n-objeto zero fixo denotado por e = ({e}, 8, e).	 q
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Portanto, uma rede de Petri apontada de urn so estado pode ser vista como uma quadrupla E =
(e, TT, !, !) onde !: TT --> {e} e tinico. Urn Petri'-morfismo h =	 hT): (e, Tt l ,	 (e, TT2, !, !) é urn
morfismo de redes apontadas onde o Cgdon-morfismo !e: e	 e é tinico. A categoria 	 é
subcategoria plena de Petri'.

Proposicao 8.18 As categorias Petri' e Set' sdo isomorfas.
Prova: Considere os funtores:

s:	 —> Set' tal que, para todo Petri' -objeto E = (e, TT, !, !), sE = TT e, para todo Petrii '-
morfismo ( ! e, hT): E1 --> E2, 5( ! e, hT) = hT;
pi: Set' —> Petrie' tal que, para todo o conjunto apontado TT, pi TT = (e, TT, !, !) e, para toda a fungdo
total de conjuntos apontados hT: TT1 —> TT2, pi hi =	 hT): (e, Tt l ,	 -p (e, TT2,	 !).

facil verificar que pi° s = irIpet,u e s o =

Como Petrii' e Set' sao isomorfas, entdo 	 completa e cocompleta. Adicionalmente, urn
Petrii '-objeto (e, TT, !, !) e um Petrii '-morfismo	 hT) podem ser representados simplesmente por TT
e hT, respectivamente.

Rede de Petri Etiquetada

Definicfio 8.19 Categoria das Redes de Petri Etiquetadas. A categoria das redes de Petri
etiquetadas, denotada por EgtiPetri • , é a categoria das setas	 onde:

id. NiPetri • —> MPetri • e o funtor identidade;
inc:	 —> NIPetri' e o funtor inclusdo tal que:

b.1) para cada Petrii '-objeto E = (e, TT, !,	 incE = (E, 1, 1, !i + i) onde ! i+i : 1 +1 —> {e} é tinico;
b.1) para cada	 -morfismo h = (!e, hi): E1 ---> E2, inch = (!e, hT , !1, ! i ): incE —> incE 2 onde

1 —> 1 e unico.

Portanto, uma rede de Petri etiquetada P é uma tripla P = (M, E, etiq) tal que M = (N, le, Fe, i+ f) é
urn MPetri'-objeto onde a rede N representa a forma de M, E é urn 	 -objeto representando as
etiquetas de P e etiq: idM —> incE é urn gdPetri • -morfismo que representa a etiquetacdo das
transicbes de P.

Analogamente aos autOmatos, uma rede de Petri etiquetada P = (M, E, etiq) tambem é denotada
por P: idM —> incE ou simplesmente por P: M —> E ou ainda como uma 9-upla P = ( V, TT, ao, a l , le, Fe,
i + f, E, etiq). Uma transicao etiquetada por T é dita encapsulada (escondida), ou seja, uma
transicao que nao pode ser acessada externamente a rede. 0 diagrama de uma rede etiquetada P:
M —> E possui a forma de M, corn as etiquetas de E, determinadas pelo morfismo de etiquetacdo.

Exemplo 8.20 Considere a rede de Petri apontada M = ({A, B, C, X, Y} (9 , {'t, a, b, x}, ao, a l , (e, AEB2X},
{e, Cen Y}) (monOide livre) determinado pelas transicOes locais a: A —> B, b: B —> C, x: 2X —> Y, as
etiquetas {t, u, v} e a etiquetacdo dada por a	 u, b	 u, x	 v. A representando grafica da rede
etiquetada P e como ilustrado na Figura 8.13 (compare corn o correspondente exemplo para
autOmatos ndo-seqUenciais):

•
.1.

q    

V      

Figura 8.13 Rede de Petri etiquetada

Proposicdo 8.21 A categoria EMPetri' é completa e cocompleta.
Prova: As categorias gifTetri • e	 sac' bicompletas. Como EMPetri' é a categoria das setas
ica inc, entdo é suficiente provar que o funtor inc preserva limites. Considere o funtor	 MPetri* —>
Petrii" tal que:
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para todo o M.Petri'-objeto M = (V, TT, ao, al, le, Fe, + f), pi M = (e, TT, !, !);
para todo o M.Petri •-morfismo h = (hv, hT, hi, hF): M 1 -4 M2, P/ h =	 hT) : (e, TT1, !)	 (e, TT2, !, !).

E facil verificar que pie adjunto esquerdo de inc. Portanto, EgdPetri• e bicompleta.	 q

A interpretacdo do produto e do coproduto em EMPetri* e andloga a interpretapo em gfriPetri • . 0
produto e coproduto de duas redes de Petri etiquetadas P 1 = (M 1 , E 1 , etiq i ) e P2 = (M 2 , E2 , etiq2) sdo
como segue:

P 1 x P2 : (M1 xmpetri• M 2 , E1 xpetri• E2, etiq i x.mpetri•etiq2)
P 1 + P2 : (M1 +mpetri• M2, E1 +Tetri• E2, etiqi +Myetri• etiq2)

onde os morfismos etiqi xmpetri• etiq2 e etiqi +9,fpe tri•etiq2 sdo univocamente induzidos pelo produto
e coproduto em MPetri* , respectivamente.

8.6 Sincronizac.io e Encapailacao

A sincronizacdo e encapsulacdo para redes de Petri sdo andlogas as dos autOmatos. Portanto,
para evitar redunddncias, os conceitos e resultados sdo introduzidos com brevidade e somente
para as redes etiquetadas. Para mais detalhes sobre sincronizacdo em redes de Petri, ver
[Menezes & Costa 93]. No texto que segue, e omitido que i e I, para algum conjunto de indices I.

Bifibracgto

Proposicao 8.22 0 funtor esquecimento u: EMPetri • -+ Petrii • que associa a cada rede P: M	 E a
correspondente rede de urn so nodo E e uma bifibracao.
Prova:

Seja f: E 1	 E2 um Petrii *-morfismo e P2 = (M 2 , E 2 , etiq2 ) um EMPetri • -objeto. Considere o
produto fibrado representado na Figura 8.14. Entao, P 1 = (M 1 , E 1 , etiq i )e urn EMPetri'-objeto e u
= (um, f): P 1 —> P2 e morfismo cartesiano de f e P2.

Considere o Petrii *-morfismo f: E 1 -+ E2 e o EMPetri' -objeto P 1 = (M 1 , E 1 , etiq i ). Sejam P2 = (M1,
E 2 , f 0 etiq i ) urn EMPetri • -objeto e u = (idm , f): P 1 -* P2 urn EMPetri • -morfismo. Entao, u
cocartesiano de f e P 1 .	 q

M.Petri•
inc E2

eti92	 1P\tcf

M2	 inc Et

P
\ i/um	 etiqi

M1

Figura 8.14 Produto fibrado

Sincronizacao

Definicao 8.23 Tabela de SincronizacOes, Morfismo de Sincronizacao, Funtor de Sincronizacao.
Seja {P,: M, —> E i} urn conjunto de EMPetri'-objetos a serem sincronizados. Entao:

Uma tabela de sincronizacOes de {P,}, denotada por Tabela, e um Petrii '-objeto que reflete a
sincronizacdo desejada ao nivel das etiquetas.
Um morfismo de sincronizacdo sinc: Tabela X E i e urn Petrii • -monomorfismo.
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c) sinc: u-1 X E, —> u--/ Tabela e o funtor de sincronizapo induzido pelo funtor u, pela construpo dos
correspondentes morfismos cartesianos como na prova da Proposipo 8.22 e pelo morfismo de
sincronizapo sinc. 0 EMPetri'-objeto resultante da sincronizapo de {P i }, denotado por II sinc P1 é
sincXP i .	 q

Na deflnipo abaixo, lembre-se que Petrii • e isomorfa a Set* e que, em Set', X E i e isomorfo a
(+ Set E i') + Set ( X Set E i') +Set {T} onde Ei' é Ei sem o elemento distinguido e, portanto, existe um
monomorfismo inji: Ei —> X Ei canonicamente induzido pelo coproduto categorial.

Definicdo 8.24 Construcâo Categorial: Tabela de Sincroniz,acifles, Morfismo de Sineronizacdo. Seja
{P i : M i -+ Ei} um conjunto de EMPetri'-objetos a serem sincronizados. Entao:

a) Sejam:
Canal a menor sub-rede de X Ei que representa as etiquetas a serem sincronizadas;
para cada i, Er a menor sub-rede de Ei que contem todas as etiquetas das transicOes de Pi
as quais chamam alguma transipo da outra rede;
para cada i, o morfismo chamai: 	 —> Canal e tal que se a em Ei' chama as transipes
x 1 ,...,xn , enta.o chama i (a) = a I x 1 I ... I xn;
D o diagrama representado na Figura 8.15 onde, para cada i, sub,: E i ' —> E, e urn
monomorfismo que caracteriza Ei' como subobjeto de E.

Entdo, a tabela de sincronizacOes denotada por Tabela é o objeto resultante do colimite do
diagrama D.

b) Sejam s: Canal -4 X Ei urn monomorfismo que caracteriza Canal como sub-rede de X Ei e inji: El
--4 X E i monomorfismos canonicamente induzidos pelo coproduto categorial. 0 morfismo de
sincronizapo determinado por D é sinc: Tabela —> X Ei tal que sinc(t) = e, para todo a = T em
Tabela, se q R (a) 't, entdo sinc(a) = s o q R (a), caso contrario existe urn iinico k em I tal que pkR(a)
# ti e sinc(a) = injk c pkR(a).

Na definipo acima, as provas de que, para cada i, pi R e q sdo retracbes de p i e q,

Petri' —

E,'

sub,	 chama,

E,	 Canal

colimite/
Pi

Tabela

Figura 8.15 Tabela de sincronizacOes

Produtor Consumidor envia compartilha rec

Figura 8.16 Sincronizacao de redes
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respectivamente, e analoga a correspondente prova para os authmatos.

Exemplo 8.25 Considere a Figura 8.16. onde as etiquetas envia, prod, rec, cons sdo abreviadas para
e, p, r, c, respectivamente. Suponha que e desejada a sincronizacdo envia compartilha rec entre as
redes Produtor e Consumidor. Entao, o canal e Canal = {'t, envia I rec}, a tabela de sincronizaedo
Tabela = {t, prod, cons, envia I rec} e a rede resultante e como representada na Figura 8.16 (direita).
Compare corn os correspondentes exemplos para autOmatos.	 q

EncapsuLacào

Definicdo 826 Morfismo de Eneapsulacfio, Funtor de Encapsulacdo.
a) Seja E 1 as etiquetas da rede considerada.

Dado o subobjeto de etiquetas E2 a serem exportadas. Seja sub: E2 ---> E 1 urn

monomorfismo que caracteriza E2 como subobjeto de E 1 . Entao caps = sub R : E 1 	E2

onde sub R e a retracdo de sub tal que, para todo al em E 1 , se existe a2 em E2 tal que
sub(a2) = a l , entdo sub R (a i ) = a2 , caso contrario, sub R (a i ) =
Dado o subobjeto E de etiquetas a serem encapsuladas. Seja sub: E —> E 1	urn
monomorfismo que caracteriza E como subobjeto de E 1 . Entao o morfismo de
encapsulaedo caps: E l —> E2 induzido por sub e determinado pela soma amalgamada
ilustrada na Figura 8.17, onde 1 e urn Petrii '-objeto terminal e o morfismo !

b) Considere o EMPetri'-objeto P: M —> E 1 , o morfismo de encapsulacdo caps: E 1 —> E2 , a cofibracdo
u: EMPetri' --> Petrii', a construed° dos correspondentes morfismos cocartesianos como na
prova da Proposiedo 8.22 e as fibras u-1 E i , u-1 E 2 . Entdo, caps: u-l E i —> u-1 E 2 e o funtor de
encapsulacdo induzido por u e caps e a rede resultante da encapsulacdo de P, denotado por
P\caps, e caps P.	 q

Figura 8.17 Morfismo de encapsulacäo determinado por uma soma amalgamada



9 Relacionamento entre Autennatos e Redes de Petri

O relacionamento entre autOmatos seqiienciais, nao-seqiienciais e redes de Petri etiquetadas é
realizado usando funtores, inspirado em [Sassone et al 93]. Para comparar a expressividade entre
os autOmatos nao-seqiienciais e as redes de Petri, é introduzida uma subcategoria dos autOmatos
nao-seqiienciais, denotada por NAut • onde o monOide das transiVies e os correspondentes
morfismos sac) livremente gerados por objetos e morfismos em Set', respectivamente. Os funtores
entre as diversas categorias sac) ilustrados na Figura 9.1, sendo as adjuncOes representadas por
setas sombreadas onde o sentido da seta é o mesmo do adjunto esquerdo. Note-se que N.Aut*
isomorfa a EMPetri* e, portanto, a categoria das redes de Petri e subcategoria dos autematos nao-
seqUenciais. Assim, pode-se afirmar que os autOmatos nao-seqUenciais sdn mais concretos que as
redes de Petri, no sentido em que Viut é capaz de expressar objetos e morfismos os quais nao sac,
possiveis em EMPetri* , sem que alguma informapo seja perdida. De fato, nem todo NAut-objeto
imagem de alguma rede e o funtor de EM.Petri • para NAut nao é pleno.

Compondo adjuncties, define-se a reificagdo para redes de Petri etiquetadas, onde o fecho
computacional nao-seqUencial é obtido em N. Comp. Entretanto, é facil verificar que as redes de
Petri nao satisfazem a composicionalidade horizontal. Entre os modelos relacionados (bem como
entre os modelos que se tern conhecimento), N. 	 é a categoria menos concreta (ou a mais
abstrata) que satisfaz a composicionalidade diagonal, considerando reificacães como morfismos de

75

NComp 

na
	 		 horizontal 	

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111L.r ...T1U11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111'

Figura 9.1 Relacionamento entre as diversas categorias
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implementacao em fechos computacionais. 0 relacionamento entre redes de Petri e autOmatos
na- o -seqiienciais e introduzido em [Menezes & Costa 95] e [Menezes & Costa 95b]. Esta dissertacao
estende o relacionamento para os autOmatos seqiienciais.

As unidades e co-unidades das adjunciies (an, na): Aut —› Mute (int o pn • , np): EMPetri* ---> Mut
nao sao isomorfismos naturais e, portanto, as adjuncOes nao sal) reflexaes nem co-reflex -6es. Os
funtores ap e pa nao constituem uma adjuncao. A obtencdo da adjuncao respeitando a nocdo
intuitiva de traducao entre os modelos, requer alteracOes basicas ou nos autOmatos ou nas redes,
descaracterizando as categorias apresentadas.

No texto que segue, suponha k corn valores em {0, 1) e i corn valores em {1, 2). Adicionalmente,
a seguinte notacao e adotada (algumas ja foram introduzidas anteriormente):

urn CMan-objeto Me denotado por M = ( M, ED, e);
para urn conjunto S, See o Set'-objeto canonicamente gerado por S e Ss = (Se , ED, e) e See =
(See , @, e) sao os Cldon-objetos livremente gerados por S e Se, respectivamente;
para uma fling -do total f: A B o morfismo fe: Ae ---> Be denota o dnico Set'-morfismo que estende
f. Adicionalmente, fe : A s -* Bs e fee : Aes —> Bes denotam os nnicos CMon-morfismos que
estendem f e fe, respectivamente;
para um determinado estado X, a correspondente transicao identidade e denotada por X: X - X;
uma transicao t etiquetada por a 6 denotada por a [t].

9.1 Autiimatos Seqiienciais e Redes de Petri Etiquethrias

Uma justificativa para que os funtores ap e pa nao constituam uma adjuncao e o
enriquecimento de estruturas nos dois sentidos, como segue: a estrutura monoidal dos estados na
passagem para as redes e a reflexividade dos grafos na passagem para os autiimatos. Uma
solucao seria definir as redes de Petri sobre os grafos reflexivos. Entretanto, a interpretacao do
produto na categoria resultante seria inadequada para a abordagem proposta.

Embora os funtores ap e pa nao constituam uma adjuncao, refletem adequadamente a
interpretacao do comportamento. 0 funtor ap e, basicamente, uma inclusao. De fato, qualquer
autOmato seqUencial pode ser facilmente simulado por uma rede. 0 funtor pa associa a cada rede

correspondente autOmato que reflete a intercalacao seqUencial das transicaes concorrentes.
Portanto, o funtor ap c pa: EgdPetri s Egidl'etri • aplicado a uma rede resulta em uma segunda rede
onde as transic5es concorrentes sao substituidas por intercalacOes seqiienciais. Adicionalmente, a
rede resultante a segura ("safe"), pois as marcaciies atingiveis a partir da marcacao inicial
possuem, no maxim°, uma marca em cada lugar. Isto e conseqiiencia direta da definicao de
autOmato seqiiencial onde, a cada momento, no maxim° uma transicao pode ser executada.

0 funtor ap: Aut EMPetri* definido a seguir 6, resumidamente, como segue:

estende o conjunto de estados corn estrutura monoidal comutativa livremente gerada;
estende o conjunto de transicaes corn um elemento distinguido;
esquece a funcao total 1, embora mantenha as transicöes identidade;
os morfismos origem, destino, instanciacao dos estados distinguidos e etiquetacao de uma rede
sao univocamente induzidos pelas correspondentes funcOes totais considerando o monOide dos
estados e o conjunto apontado de transicOes;
um morfismo de redes a univocamente induzidos considerando os monOides nos estados e o
conjunto apontado nas transicOes.

DefinicAu 9.1 Funtor ap. 0 funtor ap: Aut--> EMPetri* e tal que:

a) seja A = (M, E, etiq) urn Aut-objeto onde M = (G, I, F, i+f) e G = (V, T, a°, 41). Entdo:
a.1) o RGr-objeto G e associado ao Petri'-objeto G' = (Vee, TT, do . , a i . ) onde o Set'-morfismo ak':

T T —) Vee e a funcao total ak: T -f V canonicamente estendida em relacao ao elemento
distinguido e ao monOide gerado;
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o DRGr-objeto M e associado ao M.Petri°-objeto M' = (G', le, Fe, i'+ f') onde os Set•-morfismos
i': le 4 Ve €B e f': Fe 4 Ve e sao as extensOes canOnicas de i: 1 -4 Vet F --> V,
respectivamente;
o Aut-objeto A é associado ao EMPetri •-objeto P = (M', ET, etiq') onde etiq': T2 -4 ET e o Unico
Set • -morfismo que estende etiq: T 	 E.

b) Sejam Ai = (Mk Ei, etiqi) Aut-objetos onde Mi = (Gi, 	 114) e Gi (Vi, Ti, ap, a,,, i i ) e Pi EglifTetri•-
objetos construidos a partir dos correspondentes Ai como no item anterior. Seja h = (hM, hE): Al
-4 A2 um Aut-morfismo onde hM = (hG, hi, hF): M 1 —> M2 e hG = (hv, hT): G1 —> G2. Entao:

b.1) o RGr-morfismo hG é associado ao Petri • -morfismo hG' = (hv', hf): G 1 ' —> G2' onde hv':
Ve l e 4 Vet® e o Unico Ofon-morfismo que estende hv: V1 -4 V2 e	 T-c1 ---> TT2 é o Unico
Set • -morfismo que estende hT: Ti	 T2;

b.2 o DRGr-morfismo hM é associado ao MPetri • -morfismo hM' = (hG', hr, hF . ): M 1 ' -4 M2' onde
h i ': le i —> le 2 e hF': Fe i	Fe2 sao os tinicos Set • -morfismos que estendem h i : 1 1 -4 12 e hF: F1

—> F2, respectivamente;
b.3) o Aut-morfismo h e associado ao EMPetri • -morfismo h' = (hM', hE'): P1 —> P2 onde hE': ET1

--> ET2 e o Unico Set • -morfismo que estende hE: E1 --> E2.

Exemplo 9.2 A Figura 9.2 ilustra o funtor ap aplicado a um autOmato seqUencial. Para facilitar o
entendimento, as transicOes identidade do autOmato nao sao omitidas na representacao grafica. q

Figura 9.2 Um autOmato sequencial e a correspondente rede de Petri etiquetada

0 funtor pa: EMPetri • Aut definido a seguir é, resumidamente, como segue:

esquece a estrutura monoidal dos estados;
o conjunto de transicOes do autOmato é o objeto resultante do produto em Set entre o conjunto
das transicOes e o conjunto suporte do monOide de estados. As funciies de origem, destino e
etiquetacao sao definidas considerando o mesmo produto. A etiquetacdo considera somente a
componente referente a transicao da rede (ou seja, nao considera a componente referente ao
estado). Assim, por exemplo, para as transicOes etiquetadas de uma rede a:A--Bex:X--Y as
transicOes etiquetadas a: AGX	 BGX, a: AGY —> BeY, x: AGX --> AGY e x: BGX --> BGY
pertencem ao autOmato correspondente. Note-se que estas transicties formam uma especie de
"quadrado de independencia" refletindo a intercalacao das transicijes concorrentes para uma
marcacao AGX na rede;
introduz a funcao total identidade.

Definicao 9.3 Funtor pa. 0 funtor pa: EMPetri • —> Aut e tal que:

a) seja P = (M, ET, etiq) urn Egeetri • -objeto onde M = (G, le, Fe, i +f) e G = ((Ve i ED, e), TT, ap, a l ). Entao:
o Petri • -objeto G é associado ao RGr-objeto G' = (Ve, TT xsetve, ao', al', I) onde t: Ve -->
TT XSetVe e tal que, para todo v em Ve, t(v) = (T, v) e onde	 e o (ak x dye): TT xSet Ve Ve
e tal que a k x idv e é univocamente induzida pelo produto em Set, como ilustrado na
Figura 9.3;
o MPetri • -objeto M e associado ao DRGr-objeto M' = (G', le, Fe, i +f);

a.3) o EMPetri • -objeto P e associado ao Aut-objeto A = (M', ET, etiq') onde etiq': TT XSet Ve —> ET é
tal que, para todo (t, v) em T-c xse t Ve, eticAt, v) = etig(t).
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Figura 9.3 Funcees totais de origem e destino

b) Sejam Pi = (Mi, Er i , etiqi) EMPetri • -objetos tais que Mi = (Gi, le,, Fe,, + fi) e Gi = (Ne i , ®,	 TT!, aoi,
e Ai os ut-objetos construidos a partir dos correspondentes 	 como especificado no item
anterior. Seja h = (hM, hE): P 1 --> P2 urn Egd.Petri • -morfismo onde hM = (hG, h i , h F) : M i —> M2 e hG =
(by, hT): G i	 G2. Ent-do:

b.1) o Petri •-morfismo hG e associado ao RGr-morfismo hG' = (hv', hT'): Gi' ---> G2' onde hv': Vei
---> Ve2 e a funcao total canonicamente induzida pelo CMan-morfismo hv: (Ve i , ED, e) -
(Ve 2 , ED, e) e onde hT' = hT x hv: Tti x Ve i	TT2 x Ve 2 e o Set-morfismo univocamente
induzido pelo produto categorial;

b.2 o MPetri'-morfismo hM e associado ao DRGr-morfismo hM' = (hG', hi, h F) : M i' —> M2';
b.3) o EM.Petri*-morfismo h = (hM, hE): P1 - P2 e associado ao .ut-morfismo h' = (hM', hE): Al

—> A2.	 J

Exemplo 9.4 Considere as Figuras 9.4 a 9.6. Em cada figura, e apresentada a representacdo
grafica de uma rede de Petri etiquetada e o correspondente autOmato seqUencial, de acordo corn o
funtor pa. Somente na primeira figura as transicOes identidade do autOmato resultante sdo
representadas. Note-se que, na construcao de um autOmato correspondente a uma rede, os estados
distinguidos nao sdo importantes para determinar a forma resultante. Assim, nas figuras, a

Figura 9.4 Escolha

Figura 9.5 Concorréncia
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Figura 9.6 Ciclo

representacdo grdfica dos aut6matos omite as transicOes que nao sdo atingiveis a partir dos
estados iniciais. Por exemplo, na Figura 9.4, é omitida a transigdo etiquetada a [t I V]: UEDV —> 2V do
autOmato resultante. 	 q

9.2 AutOmatos Seqiienciais e Nao-Seqiienciais

Na adjungdo (an, na): Aut —> NAut, o funtor an quando aplicado a urn Aut-objeto resulta em urn
NAut-objeto gerado livremente a partir do aut6mato sequential. 0 adjunto direito na simplesmente
esquece sobre as estruturas monoidais e, portanto, as transicOes independentes do NAut-objeto
determinam, no correspondente Aut-objeto, uma intercalacdo seqiiencial juntamente corn uma
sincronizacdo simetrica das transicOes componentes.

Definicfio 9.5 Funtor an. 0 funtor an Aut—> Mitt é tal que:

a) seja A = (M, E, etiq) um Aut-objeto onde M = (G, I, F, i+f) e G = (V, T, ao, a l , t). Entao:
o RGr-objeto G é associado ao RgrICMonfobjeto G' = ( V69, 71 , ao', a l . , I') onde ak': T11 -4	 e
t': V69 —> T11 sdo os nnicos C.Mon-morfismos que estendem a k : T —> V e 1: V —> T,
respectivamente;
o DRGr-objeto M é associado ao DICCr(CMon)-objeto M' = (G', / 69, F0, i'+f') onde / 69	 V	 e
f': F0 —> Ve sdo os tinicos CMon-morfismos que estendem	 is I —> V e f: F —> V,
respectivamente;

a.3) o Aut-objeto A e associado ao NAut-objeto N = (M', E il , etiq') onde etiq': T 11 —> E ll é o nnico
C.Mon-morfismo que estende etiq: T —> E.

b) Sejam A l = (M 1 , E l , etiq;) Aut-objetos tais que M, = (G,, 1,, F,, i,+f,) e 	 = (Vi,	 ao;, a li , 1,) e sejam	 os
Viut-objetos construidos a partir dos correspondentes A, como no item anterior. Seja h = (hM,
h E): A l —> A2 urn Aut-morfismo tal que h M = (hG, h i , hF): M 1 —> M2 e hG = (hv, hT): G 1 —> G2. Entao:

b.1) o RGr-morfismo hG a associado ao RGr(CMon)-morfismo hG' = (hv', hf): G i ' —> G2' onde
hv': V1 0 —> V20 e	 T1I1	 T211 sdo os tinicos CMon-morfismos que estendem hv: V 1 --> V2

e hT : T 1 —> T2, respectivamente;
b.2 o DRGr-morfismo hM é associado ao DRGr(CMon)-morfismo h M ' = (hG', hi', hF'): M 1 ' --> M2'

onde hi': lie 12e e hF': F1 0 -4 F20 sdo os tinicos CMon-morfismos que estendem hi: 1 1 —>
1 2 e hF: F 1 —> F2, respectivamente;

b.3) o Aut-morfismo h e associado ao NAut-morfismo h' = (h M ', hE'): N 1 --> N2 onde h E ': E 1 69 -+
E2® e o nnico adon-morfismo que estende hE: E 1 —> E2.	 q

Definicio 9.6 Funtor na. 0 funtor na: NAut--> Aute tal que:

a) seja N = (M, E, etiq) um NAut-objeto onde M = (G, /, F, i+f) e G = (V, T, ao, a l , t). Entao:
o RGr(CMon)-objeto G e associado ao Rgr-objeto G' = (V, T, 	 a i . ,	 onde a k': T —0/ e t': V
—> T sdo as funcOes totais canonicamente induzidas pelos CMon-morfismos ak: T —> V e
V —> T, respectivamente;
o DI(gr(CMon)-objeto M é associado ao DRGr-objeto M' = (G', I, F, i'+ f') onde e f' sào as
funcOes totais canonicamente induzidas pelos C.Mon-morfismos i e f, respectivamente;
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a.3) o N.Aut-objeto N e associado ao Aut-objeto A = (M', E, etiq') onde etiq' e a fungdo total
canonicamente induzida pelo CMan-morfismo etiq.

b) Sejam Ni = (Mk E,, etiq;) NAut-objetos tais que M I =	 Fi, ii+f l) e Gi = (Vi, Ti, aoi,	 ti) e sejam Ai
os NAut-objetos construidos a partir dos correspondentes Ni como no item anterior. Seja h = (hM,
hE): N i -4 N2 um Viut-morfismo tal que hM = (hG, h i , h F): M i -* M2 e hG = (hv, hT): G1	 G2.

Entao:
b.1) o RGr(C9tdon)-morfismo hG e associado ao Ngr-morfismo hG' = (hv', hT'): Gi' 	 G2' onde

V i	 V2 e	 Ti —> T2 sa- o as funciies totais canonicamente induzidas pelos CMon-
morfismos hv:	 V2 e hT: T1 --> T2, respectivamente.

b.2 o DRGr(C9lion)-morfismo hM e associado ao DRGr-morfismo hm' = (hG', hi', hF'): M i ' - M2'
onde hi':	 12 e	 F1 -4 F2 säo as funcOes totais canonicamente induzidas pelo CNion-
morfismo hi: 1 - 12 e hF: F 1 -* F2, respectivamente;

b.3) o NAut-morfismo h e associado ao Aut-morfismo h' = (hm', hE'): Al —> A2 onde hE': E1	 E2
e a funcao total canonicamente induzida pelo C glfon-morfismo hE: E 1 E2.	 q

Exemplo 9.7 A Figura 9.7 ilustra os funtores an: Aut - NAut e na: NAut - Aut bem como a
composicao na° an: Aut - Aut. Note-se que o authmato seqiiencial resultante da aplicacao do funtor
na possui a mesma forma do ndo-seqiiencial original, mas corn interpretac eao diferente, pois a
relacdo de independencia e substituida por uma transicdo que representa a composicao sincrona
das transicães componentes.	 q  

an     

• • • 

na                   

Figura 9.7 Um autOrnato seqiiencial e as passagens para ndo-seqiiencial e, novamente, para seqUencial

Proposicao 9.8 0 funtor an: Aut—> fN ute adjunto esquerdo do funtor na: NAut—> Aut.
Prova:
a) Considere o Aut-objeto A = (VA, TA, BOA, aiA, LA , 1A, FA, iA+fA, EA, eticiA) e o Vlut-objeto N = ( VN, TN,

aoN, aiN, IN, IN, FN, i N+fN, EN, etiqN). Entao:

anA= (VA 69, TA B , a0A . , aiA,	 IAS, FA G,	 EA", efiqA')
na o anA= (V Ae, TA 11 , aoA", alA", 1,A%	 FAe,	 eticIA")
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naN= (VN, TN, 	 IN', IN, FN, iN'+fr\l ` , EN, elk:IN')

a unidade da adjuncdo é a transformacdo natural 11A = (11v, 11+, 111, 11F, 11E) A —> nac anA onde Tiv:
VA —> VA®, TIT: TA —> TA I 111: IA	 TIF: FA	 e	 EA —> EA® sdo inclusbes.
Suponha f = (fv, fr, fi, fF, fE): A —> naN. Entdo, f e) = (fve, fTe, fie, fFe , fE®): anA —> N é o
morfismo que estende f.

De fato, f® e o unico morfismo tal que f = anf®OTIA.

Observacao 9.9 Autilmatos Nao-Seqiienciais sâo mais Concretos que os Seqiienciais. A adjuneäo
(an, na): Aut NAut caracteriza que os autOmatos nao-seqiienciais sdo mais concretos que os
seqiienciais. Por "mais concreto em relacdo a uma adjunedo", entende-se uma medida de
expressividade que considera um ou mais dos itens que seguem:

capacidade de expressar diferentes caracteristicas dos diversos objetos;
capacidade de expressar diferentes objetos;

c) capacidade de expressar diferentes morfismos.

Assim, os autOmatos n -do-secitienciais sdo mais concretos que os seqiienciais pois (a) seus objetos
podem expressar independencia de transicOes, (b) qualquer NAut-objeto corn algum monOides nao
livre nao a imagem de qualquer Aut-objeto e (c) morfismos entre monOides livres nao sdo
necessariamente gerados por morfismos nos correspondentes conjuntos geradores e, portanto,
NAut-morfismos nem sempre sdo imagem de Aut-morfismos, mesmo que os objetos origem e
destino sejam.

9.3 AutOmatos Ndo-Seqiienciais e Redes de Petri Etiquetadns

A adjuncao (pn, np): EMPetri •	VLut onde pn inc o pn • estabelece uma comparacao da
expressividade entre as categorias de redes e de autOmatos ndo-seqUenciais, permitindo situar os
autOmatos nao seqiienciais em relacao a outros modelos conhecidos. 0 funtor pn quando aplicado a
uma rede resulta em um autemato nao seqUencial o qual explicita as concorrencias implicitas da
rede original. 0 adjunto direito np ao esquecer sobre a estrutura monoidal nas transicOes nao so
preserva a independencia das transicOes do autOmato origem, como explicita todas as composicOes
sincronas possiveis entre as transicOes componentes. Assim, o funtor composto np o pn resulta em
uma especie de fecho sincrono. Como esperado e contrariamente a composicao ap c pa, o funtor
np o pn quando aplicado a uma rede nao resulta necessariamente em uma rede segura.

A subcategoria dos aut6matos nao-seqiienciais apontados, denotada por 9V9Lut • é introduzida
para facilitar o entendimento da categoria EMPetri'. Como as categorias NAut • e EMPetri • sdo
isomorfas, obviamente os resultados e construe -6es referentes a EMPetri • como a bicompletude,
sincronizacdo, etc, podem ser considerados para NAut*

Autiimatos Nao-Seqiienciais Apontados

Na definicao da categoria NAut • a seguir, a restricao de que as transicOes sac> elementos de um
monOide livre nao é valida para as transicOes identidade, pois o monOide de estados pode nao ser
livre.

Definicao 9.10 Categoria dos AutOmatos Nao-Seqiienciais Apontados. A categoria dos autOmatos
nao-seqUenciais apontados, denotada por N.Aut • e uma subcategoria de Vtut onde:
a) Considere a Figura 9.8. Um NAut'-objeto N = ( V, T+, ao+, a i +, 1, 1e®, Fe®, i ®-Ffe , Er®, etiq+) é um

NAut-objeto tal que os morfismos De: T+ -> V, 1: V -> T+ sac, univocamente induzidos pelo
coproduto Tre +cm„ V onde a k : TT -> V sao Set s -morfismos, etiq+ : T+ -> ET® é univocamente
induzido pelo produto Tro xcmonV (isomorfo ao coproduto Trs +cmon 1/) onde etiq: TT 	ET é um
Set' -morfismo e	 le® —> V e f® : Fe® —> V sac, os CMon-morfismos canonicamente induzidos
pelos Set'-morfismos i: le —> V e f: Fe —> V, respectivamente.
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Figura 9.8 Diagramas comutativos para autOmatos nao-sequenciais apontados

9	 Relacionamento entre AutOrnatos e Redes de Petri 	 82

b) Considere a Figura 9.9. Urn NAut*-morfismo h = (hv, hT+ , hie , hFe , h Ee): N i —> N2 e um Vut-
morfismo tal que hT+ : Tr i + ---> Tr2+ e univocamente induzido pelo coproduto em CMon onde hT:
Tti —› TT2 6 urn Set*-morfismo e onde hE ED : Er ie —> Er?, hie: let° —> le269 e hFe : Fe le —> Fe2e sao
os Unicos afon-morfismos que estendem os Set-'-morfismos hE: Ec i 	Ec2 , hi: l ei	 l ee e h F : Fei

Fe2 , respectivamente. 	 q

Figura 9.9 Diagrama comutativo para morfismos entre autOmatos ndo-seqnenciais apontados

Definicdo 9.11 Funtores pn • e np • Considere a notacao usada na definicao da categoria dos
autOmatos nao-seqUenciais apontados. Entao:
a) o funtor	 : EgtdPetri* —> Vut* e tal que:

para cada EMPetri • -objeto P = (V, TT, a0, al, le, Fe, i+f, ET, etiq), pn • P = (V, T+, ao+, a l +, 1,
/es, Fee, ie+fe , Ere, etiq+);
para cada EMPetri'-morfismos h = (hv, hT, hi, hF, hE), pn • h = (hv, 11 T+ , h I EBC	 hEe);

b) o funtor	 :	 —> EMPetri* e tal que:
para cada Vut-'-objeto N = (V, T+, ao+, al+, lee, Fee, ie+fe, Ere, etiq+), np • N =	 TT, ao,
al, le, Fe, i+f, Er, etiq);
para cada N.que-morfismo h = (hv, h-r +, hie , hFe , hEe), np • h = (hv, hT, h i, h F, hE).	 q

Proposicdo 9.12 As categorias EMPetri* e Vut* sao isomorfas.
Prova: E facil verificar que np • o pn • = idEMPetri • e	 0 np • = idNAut•-

Autinnatos Ndo-Seqiienciais

0 relacionamento entre redes de Petri e aut6matos nao sequenciais e construido usando o fato
de que EMPetri' e NAut* sao isomorfas.

Definicâo 9.13 Funtores pn e np.

Considere o funtor pn* : EMPetri' —> NAut' definido anteriormente. Seja inc: Vitt' —> ALAut urn
funtor que caracteriza Vut* como uma subcategoria de Vut. Entao,

pn = inco pn • : EMPetri • —> NAut

o funtor np: NAut —> EMPetri' e tal que:
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para cada NAut-objeto N = (V, T,	 a i , 1, I, F, k-f, E, etiq), npN = (V, T, ao°, a i °, I, F, i'+f', E,

etiq') onde ao', ai°, I', e etiq' sao os See-morfismos canonicamente induzidos pelos Clifon-
morfismos do', ai°, I', e etiq', respectivamente;
para cada Vlut-morfismo h = (hv, hT, hi, hF, h E), mp h = (hv, hT°,	 hF% hE') onde	 hi', hF
e hE' sao os See-morfismos canonicamente induzidos pelos C gdon-morfismos hT, hi, hF e
hE, respectivamente.	 q

Proposicao 9.14 0 funtor	 EM Petri* ---> NAut e adjunto esquerdo do funtor np: NAut —> EgV_Petri•
Prova:	 idEmpetri• —> np o pn a transformacdo natural tal que, para cada EMPetre-objeto P =
(V p, Ttp, ap p , alp, lep, Fep, ip+ fp, Etp, etiqp), Tip = ( idvp, inCTP, ihciP, incFp , inCEp) onde inc-rp, incip, iricFP
e incEp sao inclusOes. Seja N = (VN, TN, aoN, ai IV , IN, IN, FN, iN+fN, EN, eliq N) um NAut-objeto e h = (hv,
hT, h i , hF, hE): P —> npN um EMPetri • -morfismo. Entdo g = (hv, h-r+ , hi', hF', hE'): pnP ----> N é o Unico
NAut-morfismo tal que h = np g p onde hi': lep69 IN, hF': Fepe —> FN e h E ': Eepe	 EN sac) as
Unicas extensOes de hi: lep —> IN, hF: Fep -p FN e h E : Eep ---> EN, respectivamente, e onde hT+ é
univocamente induzido pelo coproduto categorial em Cldon como ilustrado na Figura 9.10.	 q

Figura 9.10 Morfismo univocamente induzido

Exemplo 9.15

Considere as Figuras 9.11 a 9.13. Em cada figura, é apresentada a representacao grafica de
uma rede de Petri etiquetada e o correspondente autOmato nao-seqiiencial, de acordo corn o
funtor pn. Somente na primeira figura as transicOes identidade do autOmato resultante sac)

representadas. Compare corn os correspondentes casos referente ao funtor pa.
A Figura 9.14 ilustra o funtor np aplicado a urn aut6mato ndo-secifiencial. Para urn melhor
entendimento, as transicao identidade do autOmato nao sao omitidas na representacao grafica.
Note-se que a rede resultante possui infinitas transicOes e que os conjuntos apontados de
estados iniciais e finais sac) {'t, U, 2U, 3U,...} e {t, V, 2V, 3V,...}, respectivamente.

Figura 9.11 Escolha
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• •

Figura 9.12 Concorrëncia

• •

Figura 9.13 Ciclo

c) Note-se que a Figuras 9.11 juntamente corn a Figuras 9.14 ilustram o funtor composto npcpn
aplicado a uma rede.	 q

Observacao 9.16 Autamatos Nao-Seqiienciais sao mais Concretos que as Redes de Petri. Os
autOmatos nao-seqiienciais sao mais concretos que as redes de Petri pois:

qualquer NAut-objeto corn algum monOides nao livre nas transicOes nao e imagem de EMPetri•-
objeto algum. Um exemplo seria considerar um autOmato nao-seqiiencial onde as transicbes
sao elementos de um grupo comutativo (todo grupo e um monOide) onde, para cada transicao a
existe uma transicao a tal que alla = 't, significando que nao sao independentes, refletindo
algum criterio de sincronizacao;
morfismos entre monOides livres de transiciies nao sao necessariamente gerados por
morfismos nos correspondentes conjuntos geradores e, portanto, NAut-morfismos nem sempre
sao imagem de EMPetri'-morfismos, mesmo que os objetos origem e destino sejam. 	 q

9.4 Reificacdo de Redes de Petri Etiquetadas

A reificacao de redes de Petri e obtida a partir da composicdo das adjunceies (pn, np): EMPetri•
—> Nut e (nc, cn): NAut —> Comp. Lembre-se que a composicao de adjuncOes e uma adjuncao (ver
apendice).

Composicionalidade Vertical

A categoria das redes de Petri e reificacOes e construida de forma andloga a dos autOmatos. Por
simplicidade, nos diagramas que seguem, os funtores id gtf.Petri • --> gif.Petri • e inc: Petrii • —> geetri•
usados na definicao da categoria EM_Petri • sao omitidos. Por exemplo, em diagramas, etiq: M	 E

denota etiq: icfM --> incE.

Definicao 9.17 Fecho Computacional. Considere as adjuncoes (pn, np, Tip, Ep): EMPetri • —> NAute
(nc, cn, 71N , E N ): NAut	 NComp. Entao (pc, cp, 71, E): EMPetri •	NComp denota a adjuncao
resultante da composicao das adjuncOes onde pc = nc o pn, cp = np , cn, Ti = Ti p o pnfl N np e E =

nap Cn o EN. 0 fecho computacional (nao-secitiencial) e a operacdo funtorial pfc: E91,1Petri' -->
EMPetri • tal que pfc = cp o pc.	 q
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• •

Figura 9.14 Una autOrnato ndo-seqUencial e a correspondente rede de Petri etiquetada

Exemplo 9.18 Considere uma rede corn as transicOes etiquetadas a [u]: A —> B, b [v]: B —> C e x [t]: X —>
Y. Entdo, as seguintes transicOes (entre outras) pertencem ao fecho computacional da rede:

[A]: A —> A
a;b [u;v]: A —> C
a II x [u II v]: AEDX —> BEDY
(a;b) II x Ru;v)	 AGA --> C®Y

Note-se que algumas transicOes sao, de fato, classes de transicOes. Por exemplo para a transican
(a;b)11x [(u;v)II t] tern-se que (por simplicidade, excetuando-se para as transicOes identidade, as
transicOes säo identificadas somente pela sua etiqueta):

(a;b) II x = (a;b) II (x;t [Y]) = (a II x);(b II [Y]) = (a II x);b
(a;b) II x = ((a;b);T [C]) II (T [X];X) = ( (a;b)11T [X]);(t [C]llx) = a;b;x

Definicdo 9.19	 Reificacâo. Seja T = (pfc,	 onde = (ri m, ri E) e =	 1-1E) a mOnada
determinada pela adjuncao (pc, cp, T1, E): EMPetri •	NComp. A categoria das redes de Petri
etiquetadas e reificaciies, denotada por 1(eifEMPetri • , é tal que (suponha os EMPetri'-objetos P k =

(M k, Ek, etiqk), para k corn valores em {1, 2, 3)):
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Figura 9.15 Composicao de reificacoes e a composicao na categoria Kleisli sem considerar as etiquetas

os objetos sao os mesmo de EMPetri*;
os morfismos sao construidos como segue:

= (pm: P 1 -> P2 e urn ReifEMPetri • -morfismo onde (pm: M1 --> pfcM 2 e um MPetri • -
morfismo;
para cada MPetri'-objeto P, =	 P P e o ReifEM.Petri*-morfismo identidade de P;

c) sejam (p: P1 -* P2, IV: P2 ---> P3 ReifEMPetri • -morfismos. A composicao l41 c q) e o morfismo
WM 3gC(PM : P i - P3 onde 111m 92((pm e determinado como ilustrado na Figura 9.15.	 q

Um morfismo de redes sem considerar as etiquetas pode induzir urn morfismo nas etiquetas
determinando uma categoria de redes etiquetadas e reificacties cujas reificacOes sao EMPetri • -
morfismos. A construcao e andloga a realizada para os authmatos e e facil verificar que a
categoria resultante e isomorfa a ReifEMPetri'

Composicionalidade Horizontal

As redes de Petri nao satisfazem a composicionalidade horizontal.

Proposicao 9.20 0 endofuntor pfc: EMPetri' -4 EMPetri' nao preserva limites.
Prova: Considere as redes P i e P2 ilustradas na Figura 9.16. Os diagramas das redes pfc(P x P2) e

P1 P2

O      

P 1 X P2 pfc(PixP2)•        

Figura 9.16 0 funtor fecho computacional na) preserva produtos
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pfcP i xpfcP2 possuem infinitas transicOes as quais sao representadas genericamente, para n i , n2,
n3 corn valores em {0, 1, 2,...). Note-se que pfc(Pi x P2) nao é isomorfos a pfcP i xpfcP2 . Por exemplo,
a transicao 2a 13x 14(a 1 x): 6AED7X	 6BED7Y em pfc(Pi x P2) nao possui correspondencia em
pfc P i x pfc P2.	 q



1 0 Linguagem Nautilus

A linguagem Nautilus, originalmente introduzida em [Menezes et al 95b], e baseada nos
objetos e foi inspirada na linguagem GNOME [Sernadas & Ramos 94] que, por sua vez, e uma
simplificacao e revisdo da linguagem orientada aos objetos OBLOG [SernadasC et al 92],
[SernadasC et al 92b], [Sernadas et al 92], [SernadasC et al 91]. Trata-se de uma linguagem
textual, de alto nivel e corn facilidades de abstracdo. Para evitar que detalhes nao relevantes
desviem a atenedo dos principais objetivos propostos por este trabalho, a linguagem foi definida de
forma relativamente simples e compacta. Assim, Nautilus pode ser considerada como uma parte
representativa de uma linguagem mais complexa. Comparativamente corn a linguagem GNOME,
as seguintes caracteristicas gerais de Nautilus devem ser destacadas:

nao suporta classe, heranca, criacdo e delecao dinamica de objetos, evento ("event
broadcasting"), regido (definida sobre classes, possibilita especificar outras classes, tipos, etc,
os quais sari encapsulados) e biblioteca parametrizada;
como em GNOME, existem aches externas (ptiblicas) e internas (privadas). As aches internas
nao podem ser referenciadas externamente e podem ocorrer sempre que ativas. Entretanto, em
relaedo as aches externas, enquanto que em GNOME estas podem ocorrer somente quando
chamadas, em Nautilus, dependendo do relacionamento especificado, estas podem ocorrer
sempre que ativas;
em Nautilus, as cldusulas componentes de uma acao podem ser especificadas de forma
seqtiencial ou mUltipla. Uma composiedo mtiltipla e uma composicao especial de cldusulas
concorrentes a qual pode ser vista como uma generalizacao da nocao de mtiltipla atribuicao
(onde as clausulas de valoracao ado avaliadas antes da atribuiedo dos valores resultantes aos
correspondentes atributos);
alem das interaches no estilo GNOME, em Nautilus 6 possivel especificar agregaches. A
principal diferenca e que, em uma interacao, o relacionamento entre os objetos componente
especificado internamente, na forma de chamadas, enquanto que, em uma agregacao, o
relacionamento e especificado a parte, em um objeto agregador. A seguinte analogia corn a
eletrOnica pode auxiliar no entendimento da ideia geral de uma agregacdo: diversos
componentes (objetos) podem ser agregados em uma Unica unidade funcional atraves de uma
placa (objeto agregador) onde as portas (aches exportadas) sao interligadas por trilhas
(composicoes), respeitando as caracteristicas dos sinais (entradas I saidas);
em Nautilus, objetos podem ser reificados, ou seja, urn objeto pode ser implementado sobre
transaches de outro. Um exemplo tipico de reificacao seria um compilador onde uma acao de
uma linguagem de alto nivel 6 implementada como uma transacao de uma outra linguagem
de urn nivel mais baixo;
em Nautilus 6 possivel extrair uma visa() de urn objeto restringindo (encapsulando) ou
eventualmente renomeando as aches que podem ser acessadas externamente;
a nocdo de alternativa, presente em GNOME para interaches, e estendida em Nautilus para
reificaches e agregaches. A nocao de alternativa, objetiva garantir que uma mesma acao possa
corresponder a diversos metodos, de acordo corn diferentes condiches de ativacdo. Ou seja, em
Nautilus, interaches, agregaches e reificaches podem ser dependentes de estado.
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Como curiosidade, o nome Nautilus, originalmente sugerido por A. Sernadas, foi escolhido por
ser uma palavra corn sonoridade agradavel, de facil memorizacao, comum a diversas linguas e
que lembra NLut, a categoria dos autlimatos nao-seqUenciais.

A linguagem Nautilus é introduzida gradativamente. Inicialmente, é apresentada a
gramatica e, posteriormente, sac' introduzidos diversos exemplos. A cada momento, as principais
caracteristicas da linguagem sac) discutidas.

10.1 Graniatica

A linguagem Nautilus é apresentada em uma notacao estilo BNF (Backus-Naur Form veja,
por exemplo, [Hoperoft & Ullman 79, p. 78]), onde a seguinte convene -do é adotada:

normal : simbolos nao-terminais;
carregado : simbolos terminais (palavras reservadas da linguagem);
i tdlico: simbolos nao terminais cuja estrutura nao é detalhada;
para um simbolo x, x . ..x especifica que x ocorre pelo menos uma vez.

Definicao 10.1 Gramatica da Linguagem Nautilus.

unidade =
spec id_spec	 obj_inter =
[objeto...objeto]	 id objeto	 [ interacao]
end spec

interagao =
interaction

objeto =	 id objeto
object id objeto	 id objeto...id objeto
complemento	 end interaction
end id objeto

ent_sai =
[entrada...entrada]
[saida...saida]

entrada =
in id_ent: tipo

compl_visdo =	 saida =

view of obj_inter	 out id_sai: tipo

[export_der]	 tipo =
[categoria]	 boolean 1 natural	 posint
[corpo_visao]	 integer 1 string 1 enumeragdo

compl_agregacao =
aggregation of obj_inter
obj_inter...obj_inter
[export_der]
[categoria]
[corpo_agr]

compl_reificacdo =
over obj_inter
[export_der]
[categoria]
[corpo_reif]

export =
export [agao_exp...acao_exp]

acao_exp =
id acao ent_sai

categoria =
category [cat_acao...cat_acao]  

import =
complemento =	 import
compl_simples	 [id_acdo_compl...id_agdo_compl]
compl_visdo I id_acao_compl =
compl_agregacao I	 id_acdo ent_sai [of id objeto]
compl_reificagao

compl_simples =
[import]
[export]
[categoria]
[corpo]
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cat_agao =
cat id_agOo...id_agOo

cat =
birth 1 death
[birth	 death] request

export_der =
export
[acao_exp_der...acao_exp_der]

acao_exp_der =
id agOo ent_sai_der

ent_sai_der =
[entrada_der...entrada_der]
[saida_der...saida_der]

entrada_der =
der in ident: tipo
by id agOo.id ent [ of id objeto]

saida_der =
der out id_sai: tipo
by id agOo.id_sai [of id objeto]

corpo =
body
[atributo...atributo]
[acdo...acdo]

atributo =
slot id atrib: tipo

acdo =
act id_acOo metodo

mêtodo =
metodo_trans
metodo_alt

metodo_trans =
[ativacao...ativagao]
[chamada...chamada]
[agregacao_arg...agregacdo_arg]
[transacao]
[resposta...resposta]

ativagdo =
enb condicOo

chamada =
call id cacao [of id objeto]
[argumento...argumento]

argumento =
arg id agdo.id ent = expressão

agregacdo_arg =
agg [agr_arg...agr_arg]

agr_arg =
id agdo.id sai = expressOo

resposta =
ret id_acOo.id sai = expressOo

transacao =
seqUencial
mdltipla
[valoracao]

seqUencial =
seq
transacao...transacao
end seq

mdltipla =
cps
transacao...transacao
end cps

valaracdo =
val id atrib « expressOo

metodo_alt =
alternativa...alternativa

alternativa =
alt [id aft] metodo_trans

corpo_visao =
body
[acdo_visdo...acdo_visao]

acao_visao =
act id acao as acao_obj

acao_obj =
id_acao_obj I inter_agao_obj

id_acao_obj =
id_agOo [of id_objeto]

inter_acao_obj =
int
id_acao_obj...id_acao_obj
end int

corpo_agr =
body [acao_agr...acdo_agr]

acdo_agr =
act id_acdo
composed by acao_obj...acao_obj
[equ...equ]

equ =
match ent_obj sai_obj
match sai_obj ent_obj...ent_obj

ent_obj =
id_agdo.id_ent [of id_objeto]

sai_obj =
id acOo.id sai [of id objeto]
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corpo_reif =
body [acao_reif...acao_reif]

acao_reif =
act id acao metodo_reif

metodo_reif =
transacao_reif
metodo_alt_reif

transacdo_reif =
seqUencial_reif
maltipla_reif
agao_obj

seqUencial_reif =

seq
transacao_reif transacao_reif
end seq

multipla_rei f =
cps
transacdo_reif...transacao_reif
end cps

metodo_alt_reif =
alternativa_reif...alternativa_reif

alternativa_reif =
alt [id_alt] transacao_reif 

Os seguintes comentarios sao importantes para um entendimento geral da linguagem
Nautilus:

a) Sobre uma unidade e os seus objetos componentes:
uma unidade especifica uma comunidade de objetos;
objetos podem ser construidos sobre outros objetos atraves de reificaciies, agregagOes e
visOes. Adicionalmente, objetos podem interagir corn outros objetos atraves de chamadas
de awes;
reificaciies, agregaVies, visties e interacOes sao construcOes composicionais e podem ser
especificadas em qualquer seqiiencia;
objetos que interagem corn outros objetos constituem, na realidade, urn Unico objeto corn
especificacdo distribufda. Neste caso, a referencia ao objeto resultante, e a referencia aos
objetos componentes (compreendidos entre os simbolos terminais interaction e end
interaction);

urn objeto nao pode interagir consigo prOprio, direta ou indiretamente;
uma reificacao implementa um objeto sobre transacties de um outro objeto denominado
base de reificacao. Transaciies sac awes complexas, especificadas como composicOes de
awes seqiienciais ou mtiltiplas do objeto base;
uma agregacao especifica o comportamento conjunto de objetos sendo possivel definir o
relacionamento entre as awes dos objetos componentes bem como renomear as awes do
objeto resultante;
um objeto nao pode agregar consigo prOprio, direta ou indiretamente;
ern uma visa), as awes exportadas no objeto original e nao exportadas no resultante, sao
consideradas encapsuladas;
urn objeto usado em uma construcao de reificapo, agregacao ou visa() nao mais pode ser
usado em qualquer outra construcao e nao pode ser ativado;
a ativacao de uma unidade é a ativacao de todos os objetos que podem ser ativados e que
possuem awes birth;
a ativacao de um objeto e sempre por uma acao da categoria birth;
um objeto pode ativar outro objeto chamando uma correspondente acao birth;

b) Sobre as awes (lembre-se que uma acao pode ser composta por transacOes):
as categorias que podem ser associadas a uma acao sao as seguintes:

request: so e executada quando chamada/agregada e se estiver ativa. Uma acao
desta categoria so se justifica se for referenciada em uma interacao ou agregacao;
birth: pode ser executada, no maxim°, uma vez e determina a ativacao do objeto;
death: pode ser executada uma Unica vez e determina a desativacao do objeto;
uma acao pode ser simultaneamente birth/request e death/request;

uma acao esta ativa se:
todas as condicaes de ativacao sao satisfeitas;
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todas as chamadas podem ser efetuadas;
uma acao corn alternativas esta ativa se pelo menos uma alternativa estd ativa;

uma acao pode ser especificada como:
export: somente as awes exportadas podem ser referenciadas por outros objetos;
import: acao exportada de outro objeto a qual pode ser chamada por este;
encapsulada: nao exportada. Uma acao originalmente exportada pode ser
encapsulada quando da extracao de uma visa° do objeto;

a execucao de uma acao e:

indivisivel: ou executa todas as transacOes componentes, ou a acao nao e executada;
finita: a execucao termina em um tempo finito;
determinista: para os mesmos valores de atributos e entradas, sempre atinge os
mesmos resultados. No caso de uma acao corn alternativas, cada alternativa e
determinista. Pode-se considerar que, awes corn alternativas sao, na realidade,
diversas awes (uma para cada alternativa) corn a mesma identificacao;

entre as awes ativas, a escolha de qual e executada e um nao-determinismo interno. Em
uma acao corn alternativas, somente uma entre as alternativas ativas e escolhida para
ser executada e, neste caso, a escolha tambem e urn nao-determinismo interno;
a execucao de uma acao pode ser como segue:

por solicitacao: a acao e da categoria request e e chamada ou e usada em uma
agregacao. Neste caso, a acao so pode ocorrer quando ocorrer a aedo
chamadora/agregada;
espontanea: a acao nao e da categoria request e nao e chamada/agregada;
mista: a acao nao e da categoria request e e chamada/agregada. Neste caso, a
acao pode ocorrer independentemente da ocorrencia da acao chamadora/agregada;

a seguinte tabela resume as combinacoes para a execucao de uma acao em Nautilus
comparativamente corn GNOME:

Espontanea
Por

Solicitacao
Mista

Exportada Nautilus
Nautilus
GNOME

Nautilus

Encapsulada
Nautilus
GNOME

nao nao

como objetos que interagem constituem urn objeto corn especificacao distribuida, a
identificacao de uma acao resultante da composicao de awes e a identificacao das awes
componentes, compreendidas entre os simbolos terminais int e end int;
as avaliacOes das cldusulas em uma transacao do tipo mliltipla sao executadas
simultaneamente. Adicionalmente, a parte direita das expressOes e avaliada antes de
eventuais atribuicties;
em uma acao sem alternativas ou em uma alternativa, so e possivel especificar mais de
uma atribuicao a urn mesmo atributo se estas forem seqUencialmente dependentes.
quando de uma reificacao, agregacao ou interacao, a informacao de que uma acao de
um objeto componente pertence a da categoria request nao e herdada para a
correspondente acao no objeto resultante;
em urn objeto resultante de uma interacao, agregacao ou reificacao:

uma acao resultante e da categoria birth se for composta exclusivamente e por,
pelo menos, uma acao birth. Logo, e suficiente ativar urn dos objetos componentes
para ativar o objeto resultante (e, neste caso, as awes dos demais objetos so podem
ser referenciadas apOs a ativacao dos mesmos). No caso de uma acao birth
reificada, a primeira acao da correspondente transacao deve ser birth;
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uma acao resultante e da categoria death se for composta exclusivamente e por,
pelo menos, uma acao death e se, apOs a sua execuedo, nenhum objeto
componente permanecer ativo. Note-se que a possivel desativar alguns objetos
componentes permanecendo o resultante ativo embora, neste caso, a acao nao seja
considerada death. Adicionalmente, no caso de uma acao reificada, a Ultima acao
da correspondente transacao deve ser death.

c) Sobre as entradas ou saidas:
em uma interaedo, uma acao chamadora:

fornece os valores das entradas da acao chamada;
pode referenciar as saidas da acao chamada;

em uma agregacao:
as entradas ou saidas de um objeto representam as informaeOes a serem
compartilhadas corn outros objetos;
o compartilhamento entre os objetos é especificado atraves de match's,
identificando entradas (saidas) de um objeto corn saidas (entradas) de outro;

relativamente a uma resposta (ret) em uma acao sem alternativas ou em uma
alternativa:

o valor e associado a saida depois da execuedo das diversas clausulas da
acao/alternativa;
nao pode existir mais de uma resposta associada a uma mesma saida;

relativamente a urn argumento de agregacao (agg) em uma acao sem alternativas ou
em uma alternativa:

o valor é associado a saida antes da execuedo das diversas clausulas da
acao/alternativa;
nao pode existir mais de um argumento de agregaeao associado a uma mesma
saida;
na especificacdo do objeto agregador, a expressao referente a um argumento de
agregaedo nao pode conter qualquer entrada identificada corn alguma saida do
objeto ao qual foi associado o argumento em questao.

10.2 Exemplos

A seguir e apresentada uma serie de exemplos usando a linguagem Nautilus.
Exemplo 10.2 Especifica uma pessoa que compra urn relOgio e passa a consultar o tempo. Os
objetos sdo Pessoa e RelOgio. 0 objeto Pessoa, ao executar a acao compra, determina o
nascimento do objeto RelOgio e, ao executar a aedo Consul ta, chama uma acao do RelOgio.

spec Pessoa_Reldgio

object Pessoa

act Compra
enb Comprou = /Tao
call Novo of RelOgio
cps

import val Tanterior « 0
Novo of RelOgio val Tatual « 0
Obs out Tempo: natural of RelOgio val Comprou « Sim

category end cps
birth Nasc act Consulta

enb Comprou = Sim
body

slot Tatual: natural
call Obs of RelOgio
cps

slot Tanterior: natural val Tanterior « Tatual
slot Comprou:	 (Nao,	 Sim) val Tatual « Obs.Tempo
act Nasc

val Comprou « Não
end cps

end Pessoa
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object RelOgio

export
Novo
Obs out Tempo: natural

category
birth request Novo
request Obs

body
slot Tempo: natural
act Novo
val Tempo « 0

act Tic
val Tempo « Tempo + 1

act Obs
ret Obs.Tempo = Tempo

end RelOgio

end spec 

No exemplo acima, tem-se que:

apOs o nascimento do RelOgio, a acbio Tic esta sempre ativa e a acdo abs so esta ativa quando
chamada;

como Consult a chama Obs, pode referenciar diretamente a saida Obs . Tempo;

lembre-se que as avaliacOes das clausulas em uma transacdo do tipo mdltipla sdo executadas

simultaneamente e que a parte direita das expressOes e avaliada antes de eventuais

atribuicOes. Assim, na acao Consulta, os valores resultantes dos atributos Tatual e
Tanteri or e sempre o esperado.

Exemplo 10.3 0 objeto Pilha a implementado sobre a agregagdo dos objetos Tabela e Apontador.

Note-se que, a tabela possui um ntimero de celulas limitado enquanto que o apontador pode variar

livremente. Veja os comentarios ap6s o exemplo.

object Pilha over Apontador_Tabela

export
Nasc
Empilha der in Valor: integer

by Atribui.Valor
Desempilha der out Valor: integer

by Consulta.Valor

category
birth request Nasc
request Empilha Desempilha

body
act Nasc
Novo

act Empilha
seq
Mais_um
Atribui

end seq
act Desempilha

seq
Consulta
Menos_um

end seq

end Pilha

object Apontador_Tabela

aggregation of
Apontador
Tabela

export
Novo
Atribui der in Valor: integer

by Atribui.Valor of Tabela
Consulta der out Valor: integer
by Consulta.Valor of Tabela

Mais_um
Menosum

category
birth Novo

body
act Novo composed by
Novo of Apontador
Novo of Tabela

act Atribui composed by
Posicdo of Apontador
Atribui of Tabela
match

Posicdo.Pos of Apontador
Atribui.Ind of Tabela

act Consulta composed by
Posicdo of Apontador
Consulta of Tabela
match

Posicao.Pos of Apontador
Consulta.Ind of Tabela

act Mais_um composed by
Mais_um of Apontador

act Menos_um composed by
Menos_um of Apontador

end Apontador_Tabela
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object Apontador
export

Novo
Mais_um
Menos_um
Posicao out Pos: natural

category
birth request Novo
request Posicao

body
slot Pos: natural
act Novo

val Pos « 0
act Mais_um

val Pos « Pos + 1
act Menos_um

val Pos « Pos - 1
act Posicao

ret Posicao.Pos = Pos
end Apontador

object Tabela
export

Novo
Atribui

in Valor: integer
in Ind: natural

Consulta
out Valor: integer
in Ind: natural

category
birth request Novo
request Atribui Consulta

body
slot Tab: integer [1..100]
act Novo
act Atribui

enb Atribui.Ind � 100
enb Atribui.Ind > 1
val Tab[Atribui.Ind] «

Atribui.Valor
act Consulta

enb Atribui.Ind � 100
enb Atribui.Ind > 1
ret Consulta.Valor =

Tab[Consulta.Ind]
end Tabela

No exemplo acima, tem-se que:

entre os objetos especificados, Pilha é o nnico que pode ser ativado;
Valor das awes Atribui e Consulta do objeto Tabela sac) derivados para Apontador_Tabela
e, posteriormente, para Pilha;
como Pos é do tipo natural, a acdo Menos_um so e possivel para valores de Pos maior que zero;
Tab possui um nUmero limitado de celulas e Pos pode assumir qualquer valor natural.
Entretanto, as awes Atribui e Consul ta do objeto Apontador_Tabela ficam ativas somente
para os valores para os quais foi possivel realizar o match dos argumentos, ou seja, para Pos
compreendido entre os valores 1 e 100. Para os demais valores, a acdo Posicao do objeto
Apontador nao é integrante do objeto agregado e, portanto, nao existe a possibilidade de urn
valor invalid° para o indice de acesso a tabela;
as awes Empilha e Desempilha sdo possiveis somente para valores de Pos validos para
Atribui e Consulta, respectivamente.

Exemplo 10.4 Jantar dos filOsofos. Cinco filOsofos jantam em uma mesa redonda onde existem
cinco garfos, urn entre cada dois filOsofos, como ilustrado na Figura 10.1. Cada filOsofo necessita
de dois garfos para corner, um situado a direita e outra a esquerda. Quando um fildisofo nao ester
comendo, ester pensando ou caminhando. Em qualquer dos casos, deixa os garfos na mesa. 0
objeto Jantar é o resultado da agregacdo dos cinco filOsofos com os cinco garfos e e tal que nunca
ocorre um abraco mortal ("deadlock"). Antes de realizar a agregacdo, a acdo Caminha dos filOsofos
é encapsulada.
spec Jantar_FilOsofos	 category

birth Inicio
object Jantar
aggregation of

Fl F2 F3 F4 F5
G1 G2 G3 G4 G5

body
act Inicio composed by

all birth  
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act Flcome composed by
Come of Fl
Levanta of G1
Levanta of G2

act F5come composed by
Come of F5
Levanta of G5
Levanta of G1

act Flpensa composed by
Pensa of Fl
Abaixa of G1
Abaixa of G2

act F5pensa composed by
Pensa of F5
Abaixa of G5
Abaixa of G1

act Come
enb Acao = Comer
val Acao « Pensar

act Pensa
alt Co

enb Acao = Pensar
val Acao « Comer

alt Ca
enb Acao = Pensar
val Acdo « Cam

act Caminha
enb Aga- 0 = Cam
val Acao « Comer

end Fildsofol

---
object F5

end Jantar

object Fl view of FilOsofol

export
Nasce Come Pensa

category
birth request Nasce
request Come Pensa

end Fl

object FilOsofol

export
Nasce Come Pensa Caminha

category
birth Nasce

body
slot Acao: (Comer, Pensar, Cam)
act Nasce
val Acao « Comer

object G1

export
Novo Levanta Abaixa

category
birth request Novo
request Levanta Abaixa

body
slot Em_uso: boolean
act Novo
val Em_uso	 false

act Levanta
enb Em_uso = false
val Em_uso « true

act Abaixa
enb Em_uso = true
val Em_uso « false

end G1

---

object G5

end spec

No exemplo acima, note-se:

na visdo, as aches Caminha nao sdo exportadas e, portanto, nao podem ser referenciadas
externamente. Note-se que, em uma visa°, as aches exportadas e nao renomeadas, nao
necessitam ser especificadas no corpo do objeto;
no objeto resultante da agregacdo, as aches encapsuladas Caminha de cada filOsofo sdo as
tinicas que podem ser ativadas independentemente de qualquer outra acdo.

Exemplo 10.5 A especificacdo de uma Fabrica e o resultado da agregacao dos objetos Produtor e
Consumidor. 0 objeto Produtor e implementado sobre a Linha_Producao o qual, por sua vez, e
uma visao da interacdo dos objetos Producao e CQ (controle de qualidade). 0 objeto Consumidor e
implementado sobre Linha_Consumo. 0 relacionamento entre os diversos objetos componentes
ilustrado na Figura 10.2.
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Figura 10.1 Jantar dos cinco filOsofos

Fabrica

Figura 10.2 Relacionamento entre os objetos componentes de uma fabrica
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spec Fabrica

object Fabrica_Raiz

aggregation of
Produtor
Consumidor

category
birth Nasc

act Envia
Envia

end Produtor

object Linha_Producdo view of
interaction

Producao
CQ

end interaction

export
Inic Passagem
Procl Proc2
Montagem ProcCQ
Envia

der in Fator: natural
by Envia.Fator of CQ

der out Msg: natural
by Envia.Msg of CQ

category
birth Inic

body
act Inic as

int
Inic of Producelo
Inic of CQ

end int
act Passagem as

int
Saida of Produce:0
Entrada of CQ

end int

end Linha_Producdo

body
act Nasc composed by

Novo of Produtor
Novo of Consumidor

act Comunica composed by
Envia of Produtor
Recebe of Consumidor
match

Envia.Fator of Produtor
Recebe.Fator of Consumidor

match
Envia.Msg of Produtor
Recebe.Msg of Consumidor

end Fabrica_Raiz

object Produtor over Linha_Producao

object Produce:0

import
body	 Inic of CQ

act Novo	 Entrada in CodProd: natural of CQ
Inic

act Prod_A	 export

seq	 Inic Procl Proc2

Procl	 Montagem Saida

Montagem	 category
Passagem	 birth Inic
ProcCQ	 body

end seq	 slot P1: boolean
act Prod_B	 slot P2: boolean

seq	 slot NumProd: natural
cps	 act Inic

Procl	 call Entrada of CQ
Proc2 cps

end cps	 val P1 « false
Montagem	 val P2 « false
Passagem	 val NumProd « 0
ProcCQ	 end cps

end seq	 act Procl
enb P1 = false
val P1 « true

export
Novo
Envia

der in Fator: natural
by Envia.Fator of Linha_Producao
der out Msg: natural
by Envia.Msg of Linha_Producelo

category
birth request Novo
request Envia
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act Proc2
enb P2 = false
val P2 « true

act Montagem
alt Mont_P1

enb P1 = true and P2 = false
val NumProd « NumProd + 1
val P1 « false

alt Mon_P2
enb P2 = true and P1 = false
val NumProd « NumProd + 1
val P2 « false

alt Mont_Pl_P2
enb P1 = true and P2 = true
val NumProd « NumProd + 1
val P1 « false
val P2 « false

act Saida
enb NumProd > 0
call Entrada of CQ

arg Entrada.CodProd =
val NumProd « NumProd - 1

end Producao

object CQ

export
Inic ProcCQ
Entrada

in CodProd: natural
Envia

in Fator: natural
out Msg: natural

category
birth Inic

body
slot NumCQ: natural
slot NumOK: natural
act Inic

cps
val NumCQ « 0
val NumOK « 0

end cps
act Entrada
val NumCQ « NumCQ + 1

act ProcCQ
enb NumCQ > 0
val NumOK « NumOK + 1
val NumCQ « NumCQ - 1

act Envia
enb NumOK > 0
val NumOK « NumOK - 1
ret Envia.Msg = Fator * .

end CQ

object Consumidor over Linha_Consumo

export
Novo
Recebe

der out Fator: natural
by Recebe.Fator

der in Msg: natural
by Recebe.Msg

category
birth request Novo
request Recebe

body
act Novo

Inic
act Recebe

seq
Prepara_Rec
Recebe

end seq
act Consome

Consome

end Consumidor

object Linha_Consumo

export
Inic
Prepara_Rec
Recebe

out Fator: natural
in Msg: natural

Consome

Category
birth Inic

body
slot St: 1..3
act Inic
val St « 1

act Prepara_Rec
enb St = 1
val St « 2

act Recebe
enb St = 2
agg Recebe.Fator =
val St « 3

act Consome
enb St = 3
val St « 1

end Linha_Consumo

end spec
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No exemplo acima, tem-se que:
a referencia a uma acao resultante de uma interacdo e a referencia as awes componentes,
compreendidas entre os simbolos terminais int e end int, como especificado no objeto
Linha_Producao;

em Produtor, as awes Prod_A e Prod_B referenciam a acao Montagem do objeto Producao.
facil verificar que tratam-se de referencias a diferentes alternativas de Montagem, ou seja,
Mont_Pl e Mont_P1_P2, respectivamente;
em Linha_Consumo, na acao Recebe, a atribuicao ao Fator e realizada antes das demais
clausulas. 0 mesmo ocorre nas construciies subseqiientes, incluindo a acao agregada
Comunica em Fabrica_Raiz.



1 1 Semantica da Linguagem Nautilus

Uma semantica formal para a linguagem GNOME, baseada em lOgica temporal, é definida em
[Ramos 95], baseada em OSL - "Object Specification Language" [Sernadas et al 92b] e [Sernadas &
SernadasC 94]. Um compilador é disponivel para uma parte representativa da linguagem [Carmo
& Penedo 94]. Alem dos autOmatos nao-seqUenciais, outras semanticas alternativas estao
correntemente em estudo para a linguagem GNOME e suas diversas variaVies, como estruturas
de eventos ("event structure") [Caleiro 95], quantales [Resende 95], calculo de objetos tipados
[Ravara 95], algebra de objetos [Aiguier et al 95] e, como objetivo em urn futuro prOximo, cdlculo de
situagOes. Os autOmatos nao-seqiienciais podem ser usados para dar semantica a linguagem
GNOME, na sua forma original, embora alguns estudos adicionais sao, provavelmente,
necessarios para tratar questOes como classes e eventos.

No que se refere a linguagem Nautilus, a semantica de uma unidade é dada por um morfismo
de reificacao de autOmatos nao-seqtienciais onde, a cada acao corresponde uma transicao e sua
correspondente implementacao (indivisivel, finita e determinista). A principal justificativa para o
use de urn morfismo de reificacao é o fato das clausulas de uma acao de um objeto poderem ser
compostas de forma seqtiencial, a qual pode ser vista como uma reificacao interna. A
apresentacdo da semantica que segue foi originalmente introduzida em [Menezes et al 95b] e
dividida nos seguintes casos:

objeto simples (objeto cuja construcao nao depende de outros objetos): a semantica é urn
morfismo de reificacdo onde o autOmato nao-seqUencial destino, denominado base, e construido
a partir de todas as alteracbes de valores possiveis sobre os atributos do objeto;
reificacao de urn objeto ob sobre o objeto ob i : a semantica e a composicdo das semanticas dos
objetos componentes, ou seja, o morfismo de reificacao induzido por Ob (sobre ob i ) composto
corn o morfismo de reificacao correspondente ao obi;
interacao ou agregacao de objetos: em ambos os casos a semantica e uma sincronizacao das
semanticas dos objetos componentes, ou seja, uma sincronizacao de morfismos de reificacao;
visao de urn objeto: a semantica é uma encapsulacao da semantica do objeto, ou seja, uma
encapsulacao de urn morfismo de reificacao;
unidade em Nautilus composta por dois ou mais objetos terminais (objetos que nao sac, usados
na construcao de outros objetos): a semantica é a composicao paralela das semanticas dos
objetos componentes, ou seja, a composicao paralela de morfismos de reificacao.

Embora considere-se a semantica proposta como operacional, tambem pode ser vista como
denotacional ate ao nivel de objeto simples. Corn algum esforco adicional, e possivel estender a
semantica denotacional a todos os niveis, analogamente a abordagem funtorial para sistemas de
transicOes apresentada em [Winskel & Nielsen 95]. As semanticas operacional e denotacional,
bem como alguns aspectos pertinentes a semantica formal, sao introduzidos em apendice.

Os detalhes da semantica de uma unidade em Nautilus sac) introduzidos gradativamente
incluindo exemplos e discussOes sobre os exemplos. No texto que segue, para um determinado
atributo a de urn objeto, Oa denota o valor inicial (de nascimento) do atributo. Assim, por exemplo,
para urn atributo a do tipo boolean, os seus valores possiveis sao {Oa, Fa, Ta). Para evitar possiveis
confusOes, na definicao de uma reificacao em Nautilus, os objetos de origem e destino sac) tambem
denominados de partida e de chegada, respectivamente.

101
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11.1 Objeto Simples

Definicao 11.1 Objeto Simples. Um objeto simples em Nautilus 6 urn objeto que nao e o resultado de
reificacOes, interaciies, agregaciies ou visOes.	 q

A semantica de urn objeto simples em Nautilus 6 urn morfismo de reificacao de autOmatos nao-
seqUenciais, construido como segue:

a) 0 objeto base 6, essencialmente, urn autOmato nao-sequencial livremente gerado, onde:
o CMon-objeto de estados e gerado livremente a partir do conjunto de valores possiveis de
todos os atributos do objeto;
a cada dois valores de um mesmo atributo, e definida uma transicao. 0 CMon-objeto de
transiciies a livremente gerado a partir do conjunto de todas as transicOes definidas.

Portanto, o fecho computacional nao-seqtiencial do autOmato base 6 capaz de simular qualquer
computacao sobre os atributos do objeto em Nautilus.

b) 0 auteimato origem 6, basicamente, uma restricao reetiquetada do fecho computacional ndo-
seqUencial do base, onde:

um morfismo de restricOes definido ao nivel das etiquetas e determinado pelas cldusulas
das awes do objeto em Nautilus. Este morfismo possui uma elevacao cartesiana ao nivel
dos autOmatos (determinado pela tecnica de fibracao definida na sincronizacao),
resultando em um morfismo de reificacao;
um morfismo de reetiquetacties especificado ao nivel das etiquetas a determinado pelos
nomes das awes exportadas do objeto em Nautilus. Este morfismo induz urn funtor de
reetiquetacao de morfismos de reificacao (determinado pela tecnica de cofibracdo
definida na encapsulacao de autOmatos reificados);

c) A reetiquetacdo do morfismo de reificacao determina o morfismo de reificacao correspondente
a semantica desejada.

Na realidade, na construcao do morfismo de restriciies ao nivel das etiquetas, uma acao
depende de alguma entrada, saida ou argumento de agregacdo, e associada a uma familia de
etiquetas, indexada pelos possiveis valores correspondentes, como segue:

acao que possui entradas ou que chama awes as quais possuem saidas: a indexacao da familia
de etiquetas e documentacional, no sentido em que cada etiqueta identifica uma computacao.
Esta etiquetacao indexada a necessaria, posteriormente, na semantica das interacOes ou
agregagOes.
acao que possui saidas, ou que chama awes as quais possuem entradas ou, ainda, que possui
argumentos de agregacao: diferentes etiquetas indexadas podem identificar uma mesma
computacdo. Neste caso, a tecnica de fibracao substitui transicOes por transiciies paralelas.

No texto que segue, lembre-se que as categorias RGri (CMon) e CMon sdo isomorfas.
Adicionalmente, relativamente a construcao de um conjunto de etiquetas, uma concatenacao de
conjuntos de simbolos, representada pela justaposicao dos conjuntos, resulta no conjunto de
simbolos concatenados ao nivel dos componentes. Uma concatenacao entre urn simbolo e um
conjunto, representada pela justaposicao do simbolo corn o conjunto, e uma concatenacao de
conjuntos onde o simbolo e visto como urn conjunto unitario. Na definicao abaixo, corn o objetivo de
tornar clara a identificacao de uma transicao (ou, eventualmente, da sua correspondente
etiqueta), o seguinte criterio e adotado: para urn atributo a e para os valores Ai e A2 de a, uma
transicao que parte de A i e chega em A2 e identificada (ou etiquetada) por a(A i , A2).

Definicâo 11.2 Semantica de um Objeto Simples. Seja ob um objeto simples em Nautilus. Seja i
corn valores em I =	 onde n e o ntimero de atributos de ob e, para cada atributo a i onde i E I,
seja Va, o conjunto de todos os valores de a i incluindo o correspondente valor inicial Oa, (no que
segue, a expressao iE I 	 e omitida). Considere urn atributo adicional (nao especificado
explicitamente no objeto e que objetiva indicar a ativacao do mesmo) o qual possui urn tinico valor,



11	 Semeintica da Linguagem Nautilus	 103

denotado por	 alêm do valor de inicial 0,'. A semantica de Ob e urn ReifVtut-morfismo Ob: N1
—> nfcN2 onde o ReifVlut-objeto base N2 = ( V2, T2, a02, a 12, 12, /2, F2, i2+ f2, E2, etiq2) e tal que:

/2 = {03 }e e F2 = Me)

V2 = (4-Vai)e+CMon { 3 } EB + CMon l2 + CMon F2
i 2 , f2 sao os morfismos canonicamente induzidos pelo coproduto categorial
T2 = {a(A 1 , A2) a é atributo de Ob, A1, A2 e Va e, se A2 = Oa entao A l = Oa}e + C.Mon inasc(04/,
Oa l e...eoanesire -f- CgvIon{ morte ( A i e...GA neV ,	 I Ai E Vai)e

a02 , a 12 sao canonicamente induzidos por morfismos nos conjuntos geradores dos monOides
onde, para cada a((3i, 32) em T2, a02(a (13 1, 132)) = Pi e a12(0 (Q1, 132)) = P2
E2 = T2 e etiq2 = id T2

0 gyifNAut-objeto de partida N1 e o ReifNAut-morfismo Ob: Ni nfcN2 sao obtido a partir do
nfcN2 através de uma restricao, seguida de uma substituicao de transicees (por transicOes
paralelas), seguida de uma reetiquetacao do morfismo de reificacao resultante. No que segue,
para algum x = x1,...,xu e X = X1,...,Xu, x = X denota x i = X 1,..., xu = Xu.
Restrict-to. Em Ob, cada acao (no caso de uma acao sem alternativas) ou cada alternativa de cada
acao (caso contrario) induz um conjunto de etiquetas as quais distinguem-se entre si dependendo
dos valores dos atributos considerados. 0 conjunto de etiquetas correspondente a uma
acao/alternativa a recursivamente definido como segue:

seja a o conjunto cujo tinico elemento é a transacao especificada na acao/alternativa em Ob
se a acao é birth, entao a = nasc(0,,,, Oale...e0ane 3);a
se a ac ed') é death, entao a = cq{morte(Aie...GAne 3 ,	 Ai E Vai}
se a acao possui entradas x =	 . . . , x, ou possui chamadas que, por sua vez, possuem
saidas z = z 1 ..... zv, entao a = a{(;_< = X, z = 	 1 X1,..., Xu, Z1,..., Zv sao valores de	 xu, zi,••.,
zv, respectivamente}
se as etiquetas em a possuem uma clausula composta da forma seq al ...ap end seq, entao a
cldusula e substituida nas etiquetas por (al ;...;ap)
se as etiquetas em a possuem uma cldusula composta da forma cps ai...ap end cps, entao a
cldusula e substituida nas etiquetas por (a l	 ap)
se as etiquetas ern a possuem uma cldusula de validacao da forma val a « expressao,
entao, para cada etiqueta an(x = X, z = Z_) em a, a cldusula de validacao é substituida pelo
conjunto {a(A, expressdo(B, X, Z)) A E Va, B = B1,...,Bp sac, valores em b1,...,bp, respectivamente}
onde expressao(B, X, Z) denota o valor resultante (vdlido) do cdlculo da expressao para os
valores de atributos B, de entradas X e de saidas de chamadas Z.

0 conjunto de etiquetas a deve ser sujeito as seguintes condicOes:

uma etiqueta deve representar uma computacao possivel: assim, cada a04 = X, z = em a deve
ter correspondencia em alguma classe de etiquetas de nfcN 2 diferindo, eventualmente, no
simbolo " I " (substituido por "II" em nfcN2) e desconsiderando o sufixo = X, z = Z). Caso nä°
tenha correspondencia, a etiqueta deve ser desprezada;
se a acao/alternativa possui condicao de ativacao dependente de algum atributo, entao
considera-se somente as etiquetas que tern correspondencia em alguma classe de etiquetas (e,
conseqiientemente de transicees) em nfcN 2 como em a) acima e cuja correspondente transicao
parte de um estado que satisfaz a condicao de ativacdo.

El' é o monOide livremente gerado a partir do coproduto dos conjuntos de etiquetas
correspondentes as awes/alternativas de Ob construidos em acima. 0 morfismo de etiquetas restrE:

—> nfcE2 é o canonicamente induzido pela correspondencia em a). 0 morfismo restrE possui
uma elevacao cartesiana restrN: restro nfcN2	 nfcN 2 ao nivel dos autematos onde restr e o funtor
induzido pela tecnica de fibragao e restro nfcN 2 é a restricao de nfcN2.

Substituicao de transiNes por transicOes paralelas. 0 conjunto de etiquetas é recursivamente
definido como segue:

para cada acao/alternativa de Ob, seja o conjunto de etiquetas a definido na restricao acima
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se a acdo possui resultados para as saidas Y = Yi , 	 Yr tal que y = exp y onde expy =
expyi ,	 , expyr , entdo cada (304 = X, z = Z) em	 substituido pelo conjunto de etiquetas (130(x
= X, y = expy(B, X, Z), z = Z)} onde expy(B, X, Z) denotam os valores resultantes (validos) do calculo
das correspondentes expressOes para os valores B, X, Z e onde B B i ,...,Bn a obtido a partir do
estado de chegada Bie...eBn da transicdo correspondente a Po em nfcN2;
se a acdo possui chamadas que, por sua vez possuem entradas w = w i ,,,,, ws tal que w =
expw onde expw = expwi , . . . , expws , entdo cada {130(2_,; = X, y = expy(B, X, Z), z = Z)} em r3
substituido pelo conjunto de etiquetas {1304 = X, y = expy(B, X, Z), w = expw(A, X, Z), z = Z)} onde
expw(A, X, Z) denotam os valores resultantes (validos) do calculo das correspondentes
expressOes para os valores de atributos A, de entradas X e de saidas de chamadas Z e onde A =
Ai ,...,An e obtido a partir do estado de partida Ai e...EDAn da transicdo correspondente a 130 em
nfcN2;
se a acdo possui argumentos de agregacdo, o procedimento e analog° ao adotado para entradas
de chamadas.

E 1 " e o mon6ide livremente gerado a partir do coproduto dos conjuntos de etiquetas
correspondentes as acOes/alternativas de Ob construidos acima. 0 morfismo de etiquetas subsE:
E i "—> nfcE i ' e o canonicamente induzido como na restricdo (note-se que subsE ndo 6 urn
monomorfismo). 0 morfismo subsE possui uma elevacdo cartesiana subsN: subs° restr o nfcN 2 -+
restr° nfcN 2 ao nivel dos autOmatos onde subs e o funtor induzido pela tecnica de fibracdo e
subs° restro nfcN 2 substitui as transicoes em restr° nfcN 2 que dependem de saidas, entradas de
chamadas e argumentos de agregacdo por familias de transicOes paralelas indexadas pelos
correspondentes valores.

Reetiquetacdo. Ei 6 um CMon-objeto livremente gerado a partir do conjunto E 1 o qual e construido
a partir dos nomes das acOes exportadas de Ob. Uma acdo (exportada) a qual possui entradas,
saidas, chamadas ou argumentos de agregacdo induz uma familia de etiquetas indexadas pelos
correspondentes valores. 0 conjunto E 1 e o menor conjunto tal que, para cada acdo exportada de
nome 4), corn entradas x, saidas v, entradas de chamadas ou argumentos de agregacdo w e saidas
de chamadas z, 4)(x = X, y = expy, w = expw, z = Z_) e elemento de E 1 , onde X, W sdo valores de x , w,
respectivamente e expy e expw sdo expressOes validas como resultados de y e w, respectivamente,
como na substituicdo.

0 morfismo de reetiquetacdo reetiq: E i "—> E i e canonicamente induzido pelo morfismo
apontado nos geradores dos monOides (estendidos como conjuntos apontados), onde cada etiqueta
130(x = X, y = expy, w = expw, z =	 associada ao elemento distinguido, se a acdo e encapsulada (e,
neste caso, x e y sdo seqii6ncias vazias) ou ao correspondente nome da acao 0(x = X, y = expy, w =
expw, z = Z), se a acdo e exportada. 0 morfismo reetiq induz um funtor de reetiquetacdo de
aut6matos reificados reetiq.

Assim, Ob = reetig(subsN 0 restrN: subs° restro nfcN2 -^ nfcN2) = (subsN o restrN ) \ reetiq: N i	nfcN2
onde Ni = reetig c subs.° restro nfcN2. Entre os estados iniciais, e escolhido o referente ao valor Ov. q

No caso em que um objeto simples ndo possui saidas nem chamadas corn entradas, a etapa
referente a substituicdo ndo possui qualquer efeito e, conseqiientemente, pode ser desconsiderada,
como no exemplo que segue:

Exemplo 11.3 Considere a especificacdo do objeto Obj	 em Nautilus abaixo (inicialmente,
desconsidere a coluna a direita).

object Obj
export

Inic
Atu
Fim
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category
birth Inic
death Fim

body
slot a: boolean
slot b: boolean
act Inic

alt I1	 to: Ov —> oaeobe 3
seq
val a << false	 Oa Fa
val b << false	 12: Ob -4 Fb

end seq
alt 12	 to: O3 —> OaelObe3

cps
val a « false	 ti: Ca —>
val b « true	 13: Ob --> Tb

end cps
act Atu

enb a = false
cps
val a « true	 14: Fa Ta
val b « true	 13: Ob Tb, t5 : Fb —> Tb, 1 6 : Tb Tb

end cps
act Fim

enb a = true and b = true	 17: TaeTb

end Obj

A semantica de Obj e urn morfismo de reificacao Obj: N 1 —> nfcN2 onde N2 e tal que:
estados iniciais: /2 = (0v) ®

estados finais: F2 = 01')®
estados: V2 = VaE9 adon Vb8 +Crtfon I2+06n F2 onde Va = {Oa, Fa, Ta} e Vb = (0b, Fb, Tb};
transicaes: um CMon-objeto T2 determinado pelas seguintes transicaes locais onde, para k corn
valores em {1, 2), Ak e Bk sac) valores dos atributos a e b, respectivamente:

nasc(O 3 , Oae r ObEB 3 ):	 —> OaEBObe 3

a ( Oa, Oa): Oa —> 0a

a ( Oa, Fa): Oa —> Fa
a(Ca, Ta): ©a —> Ta
a(Fa, Fa): Fa —> Fa

a(Fa, Ta): Fa —>Ta
a(Ta, Ta): Ta # Ta

a(Ta, Fa): Ta 4 Fa
morte(Ai@BiEB 3 ,	 AieBi -->

3 (3 , 3): 3 --> 3
b ( O b, Ob): Ob	 Ob
b ( Ob, Fb): Ob --> Fb

b ( Ob, Tb): Ob	 Tb
b(Fb, Fb): Fb —> Fb
b(Fb, Tb): Fb	 Tb
b(Tb, Tb): Tb	 Tb
b(Tb, Fb): Tb —> Fb

para simplificar a representacdo grafica deste exemplo, a seguinte etiquetacao e adotada, a
qual possui correspondéncia no objeto (veja a coluna a direita de obj ). Considere que as
etiquetas das demais transicaes coincidem corn as identificac edes das transicbes (como na
definicao acima). Deve-se destacar que o criterio usado para a etiquetacdo nao e importante
para a construcdo proposta;

nasc(0,,,, OaGO b ED 3 )	 to
a ( Ca, Fa) — t1
b ( O b, Fb)	 t2

b ( Ob, Tb)	 t3
a(Fa, Ta)	 t4
b(Fb , Tb)	 t5
b(Tb, Tb)	 is
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morte(TaeTb) t7

Como Obj nao possui saidas nem chamadas corn entradas, a etapa referente a substituicao nao
e necessaria. Assim, o autOmato nao-seqiiencial N1 a simplesmente uma restricao reetiquetada de
nfcN2, como segue:

restr o nfcN2 e o authmato resultante da restricao onde o funtor restr e induzido por urn
monomorfismo de etiquetas restrE que, por sua vez, e induzido como abaixo a partir das
clausulas de cada acao. 0 morfismo restrE possui uma elevacdo cartesiana restrN: restr nfcN2
- nfcN2 ao nivel dos autamatos;

to;t1;t2	 totti;t2
to;(t1 Its)	 to;(ti ts)
t4 I t3	 t411t3

t4 I t5	 t411t5

t4 1 t6	 t411t6
t7	 t7

N1 = reetiqc rests nfcN 2 e o autOrnato resultante da reetiquetacao onde o funtor reetiq e induzido
por urn morfismo de etiquetas reetiq que, por sua vez, e induzido como abaixo, a partir das
identificacaes das awes exportadas:

totti tt2	 Inic
tot(ti I ts)	 Inic
t4 I t3 ti Atu
LI I t5	Atu
t4 I t6	Atu
t7	Fim

Portanto, N 1 possui os mesmos estados, estados iniciais e estados finais de N2 sendo as suas
transiciies determinadas pelas seguintes transicties locais etiquetadas:

Inic: O/	 FaeFbe3
Inic: Ov -> FaEDTbe 3
Atu: FaeObEi33 TaeTbG3
Atu: FaEiWbE133 Ta@TbEE 3
Atu: FaEDTbEE3 TaeTbEi 3
Fim: TaeTbED3 i•

0 morfismo Obj: N1	 nfcN2 e determinado como segue, onde somente as etiquetas estao
representadas:

Inic	 to;tittz
Inic	 to;(ti II t3)
Atu	 t411t3
Atu	 H	 t411t5
Atu	 t411t6
Fim	 t7

No momento da execucdo, e escolhido o estado inicial referente ao valor Ov. A representacao
grafica dos autOmatos considera esta escolha de estado inicial. 0 morfismo de reificacao Obj: N i -
nfcN 2 e ilustrado na Figura 11.1, onde a representacao de nfcN2 e parcial sendo o valor 3 omitido
nas somas. Note-se que:

a restricao de nfcN2 que origina Ni e representada corn urn traco diferenciado;
as alternativas zi e 12 da acao Inic determinam duas transicOes em N i , ambas corn a mesma
etiqueta Inic e correspondem as transicOes tott 1 tt2 e to;(t 1 Ilt3) de nfcN2, respectivamente;
a acao Atu determina duas transiciies em Ni, corn diferentes estados origem. Por simplicidade,
a terceira implementacdo t4 11t3 de Atu nao a representada pois, em N i , nao e atingivel a partir
do estado inicial.
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Figura 11.1 Semantica de urn objeto em Nautilus como urn morfismo de reificacdo

11.2 Reifi.cacao

A semantica de uma reificacao é a composicao das semanticas dos objetos de partida e de
chegada, ou seja, o morfismo de reificacao correspondente ao de partida (sobre o de chegada)
composto corn o morfismo de reificacao correspondente ao de chegada. A semantica do objeto de
partida é urn morfismo de reificacao construido de forma andloga ao de um objeto simples: é uma
restricao reetiquetada do fecho computacional de urn authmato. Note-se que, a etapa de
substituicao nao é necessaria, pois, contrariamente ao objeto simples, todas as informacOes
referentes as entradas/saidas sac) herdadas do objeto de chegada.
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Uma reificacan pode ser dependente de estado, ou seja, uma acao do objeto de partida pode
possuir implementaciies alternativas, especificadas como segue:

explicitamente: as alternativas de implementacao sac) especificadas no objeto de partida;
implicitamente: uma ou mais awes componentes da computacao do objeto de chegada que
implementa a agar, do objeto de partida possuem alternativas.

Em ambos os casos, na semantica do objeto de partida, cada alternativa determina uma transicao
no autamato origem (mas todas corn a mesma etiqueta) e a sua correspondente implementacao no
autamato destino. Referente as implementacoes alternativas de uma acao, note-se que:

no caso a), as correspondentes transacaes no autamato destino podem possuir diferentes
etiquetas: o morfismo de reificacao nao necessariamente preserva a etiqueta da acao;
no caso b), as correspondentes transacaes do autamato destino possuem a mesma etiquetas: o
morfismo de reificacdo preserva a etiqueta da acao.

Definicao 11.4 Semantica de uma Reificacdo. Seja Ob urn objeto reificado sobre urn objeto ob i . Seja
Ob i : N i 	nfcN2 a semantica de ob i . A semantica de Ob reificado sobre ob i e a composicao das
correspondentes semanticas (morfismos de reificacao), ou seja, Obi - Ob tal que Ob: M - nfcN
onde o ReifNAut-objeto origem M e uma restricao reetiquetada de nfcNi:

Restrigeto. Em Ob, cada acao (no caso de uma agar, sem alternativas) ou cada alternativa de cada
acao (caso contrario) induz urn conjunto de etiquetas, recursivamente definido como segue:

seja a o conjunto composto pela transacao especificada na acao/alternativa
se as etiquetas em a possuem uma clausula composta da forma seq ai...ap end seq, entao a
cldusula e substituida nas etiquetas por (a l ;...;ap)
se as etiquetas em a possuem uma cldusula composta da forma cps al...ap end cps, entao a
clausula e substitufda nas etiquetas por (al I ...lap)
se as etiquetas em a referenciam alguma etiqueta 	 importada de ob i , entao (00 e substituido
pelo conjunto de etiquetas {00(x = X, y Y, w 	 W, z Z)E Ei}

Cada etiqueta do conjunto resultante acima deve ter correspondencia ern alguma classe de
etiquetas de nfcN i , diferindo, eventualmente, no simbolo " I " (substituido por "II" em nfcN ). Caso
nao tenha correspondencia, a etiqueta deve ser desprezada. Adicionalmente, uma etiqueta ao em
a composta por etiquetas (01(xi = X i, Y1 = Xi, wi = Ai, zi = Zi),..., $1<(.>.4( = Xk, Yk = yk,	 = y_vk, zk = Zk) de
E i , e substituida pela etiqueta cco41k = Xi k, Yik = Y1 k, wi k	 w l k, Z 1 k Zik) onde xik =	 Xk e assim
sucessivamente.

E' e o monnide livremente gerado a partir do coproduto dos conjuntos de etiquetas
correspondentes as awes/alternativas de Ob construidos acima. 0 morfismo de etiquetas restrE: E'
-* nfcE 1 e o canonicamente induzido pela correspondencia acima. 0 morfismo restrE possui uma
elevacao cartesiana restrN: restr o nfcN i —> nfcN i ao nivel dos autamatos onde restre o funtor
induzido pela tecnica de fibracao e restro nfcNi e a restricao de nfcNi.

Reetiquetacao. E e o CgliOn-objeto livremente gerado a partir do conjunto E o qual e construido a
partir dos nomes das awes exportadas de Ob. 0 conjunto E e o menor conjunto tal que, para cada
agar, exportada de nome 4), corn entradas x, saidas y, entradas de chamadas ou argumentos de
agregacao w e saidas de chamadas z, (1)(1: = X, y = Y, w = W, z = Z) e elemento de E, onde X, Y, Z, W
sao valores (validos) de x , y , z w, respectivamente, como na restricao.

0 morfismo de reetiquetacao reetiq: E' E e canonicamente induzido pelo morfismo apontado
nos geradores dos monciides, estendidos como conjuntos apontados, onde cada etiqueta ao(x = X, y =
Y, w = W, z = Z) e associada ao elemento distinguido, se a acao e encapsulada (e, neste caso, x e y
sao seqUencias vazias) ou ao correspondente nome da acao 	 = X, y = Y, w = W, z = Z), se a acao
exportada. 0 morfismo reetiq induz urn funtor de reetiquetacao de autamatos reificados reetiq.

Assim, Ob reetig(Ob i restrN: restr, nfcN i	nfcN2) = (Ob i - restrN )\reetiq: M - nfcN 2 onde M =
reetiqc restrc nfcNi. Entre os estados iniciais, e escolhido o referente ao valor Ov. 	 q
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Exemplo 11.5 0 objeto Abstr e implementado sobre o objeto Concr, onde:
Abstr especifica implementacties alternativas para uma mesma agar);
Concr possui uma acdo corn alternativas a qual a referenciada na reificacao de Abs tr;

object Abstr over Concr 	 object Concr

export	 export
Nasc X	 ABCNM

category	 category
birth Nasc	 birth N
death Morte	 death M

body
slot state: 1..4
act N
val state « 1

act A
alt Al

enb state = 1
val state « 2

alt A2
enb state = 1
val state « 2

alt A3
enb state = 1
val state	 3

act B
enb state = 2
val state « 4

act C
enb state = 3
val state « 4

act M
enb state = 4

end Concr

body
act Nasc

alt N1
N

alt N2
seq
N
A
C

end seq
act X

seq
A
B

end seq
act Morte
M

end Abstr

0 morfismo que implementa o objeto Abs tr sobre Concr é ilustrado na Figura 11.2 (os
parénteses nas etiquetas das transicOes objetivam auxiliar na identificacdo de quais alternativas
originaram as transicties). Deve-se destacar que:

as transicties etiquetadas por X em Abstr e A em Concr (para as alternativas Al e A2) ilustram a
etiquetacOo nao-extensional;
as duas transicOes etiquetadas por X sdo implementadas em computacOes distintas, mas
ambas etiquetadas por A;B;
as duas transicOes etiquetadas por Nasc sao implementadas por computacOes distintas e com
etiquetas tambem distintas;
como a acdo Morte nao é exportada, a correspondente transicOo no automata origem
encapsulada, ou seja, é etiquetada pelo simbolo especial 'r.
A composicdo da reificacdo ilustrada na Figura 11.2 corn a reificacdo de Concr sobre a sua base

define a semdntica de Abstr sobre Concr.
0 exempla a seguir ilustra a semantica de reificacdo de um objeto como a composicao de

reificacOes de automates nOo-seqiienciais.
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nfc Concr co

Figura 11.2 Representacdo grafica da semantica de uma reificacao

Exemplo 11.6 0 objeto High_Obj e implementado sobre o objeto Obj do Exemplo 11.3:

object High_Obj over Obj

export
All Part End

category
birth All Part
death All End

body
act All

seq
Inic
Atu
Fim

end seq

act Part
seq

Inic
Atu

end seq
act End

Fim

end High_Obj 

a) o morfismo que implementa o objeto High_Obj sobre o objeto Obj a como segue, onde somente as
etiquetas das transiciies sdo explicitadas. Deve-se reparar que, como o autOmato origem
referente ao Obj possui duas transicties distintas para as etiquetas Inic e Atu, existem duas
transicties compostas distintas etiquetadas por Inic;Atu:
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All	 -.	 Inic;Atu;Fim
All	 Inic;Atu;Fim
Part	 Inic;Atu
Part	 Inic;Atu
End	 Fim

b) o morfismo que implementa o objeto High_Obj sobre a base de Obj é como segue, onde somente
as etiquetas das transicOes sdo explicitadas:

All	 t0;t1;t2;(t41It5);t7
All	 to;(ti Ilt3);(tallts);t7
Part	 -	 to;t1;t2;(t411t5)
Part	 ti	 to;(ti Ilta);(tallts)
End	 -n 	 t7 	 1:3

11.3 Visiio

A semantica de uma visa() de urn objeto em Nautilus é, simplesmente, uma encapsulacao do
correspondente autOmato nao-seqiiencial reificado.

Definicdo 11.7 Semântica de uma Visa°. Seja ob2 uma visa() de urn objeto obi . Seja Obl: N1
nfcM i a semantica de ob 1 onde E 1 é o afen-objeto de etiquetas de N 1 . A semantica de ob 2 é uma
encapsulacao de Ob1 onde o morfismo de encapsulacao caps: E 1 ---> E2 e o CMon-morfismo
canonicamente induzido pelo morfismo apontado caps: E1 -> E2 sendo E2 o CMon-objeto de
etiquetas construido a partir das awes exportadas de ob2 . 0 morfismo caps = sub R onde sub: E2 -->

E 1 e definido a partir da especificacdo da visao, como segue:

se ob2 exporta a acao 4)2 a qual a uma visao da acao 0 1 de Ob l , entao:
para todo	 = elemento de E1, 02(m =11) é elemento de E2

sub($2L=U))=$1L=U)
adicionalmente, E2 é o menor conjunto apontado que satisfaz acima. 	 q

Exemplo 11.8 Considere o objeto Obj do Exemplo 11.3. Suponha a encapsulacao da acao Atu como
especificado no seguinte trecho adicional em Nautilus:

object Janela_Obj view of Obj

export
Inic
Fim

end Janela_Obj

Entao o morfismo de encapsulacao ao nivel das etiquetas é determinado como abaixo e o
correspondente morfismo de implementacao é ilustrado na Figura 11.3.

Inic	 Inic
Atu	 -. t
Fim	 Fim	 q

11.4 Interacdo ou Agregacdo

A semantica de uma interacao ou agregacao de objetos em Nautilus é dada por uma
sincronizacao dos correspondentes aut6matos nao-sequenciais reificados. Uma agregacao
determina, adicionalmente, uma reetiquetacao do autOmato reificado resultante da sincronizacao.
Uma interacao ou agregacao de awes que dependem de entradas, saidas ou argumentos de
agregacao determina uma sincronizacdo de familias indexadas de transicOes onde as transicOes
sac) identificadas sempre que os valores dos correspondentes indices coincidem.
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Figura 11.3 Representacdo grafica da semantica de uma visao

Corn o objetivo de simplificar o entendimento do que segue, urn ponto de interrogacao que
precede a etiqueta de uma transicdo indica que a correspondente acdo a da categoric request. No
texto que segue, e omitido que i E I para algum conjunto I = {1,..., n} onde n > 1 e, uma etiqueta corn
a forma cp(x_ = X, y = Y, w = W, z = Z) abreviada para 4)(u = 	 onde IJ = X, y, w, z e U = X, Y, W , Z,
respectivamente.

Dermicau 11.9 Semantica de uma Interacao. Seja (Obi ) um conjunto de objetos em Nautilus e seja
{Obi: N i , - nfcN2,} o conjunto das correspondentes semanticas. A semantica da interacao de (Obi)
6 a sincronizacao das semanticas {Ob i }, ou seja, II Ob i : II N 1,	 nf cX N2,, onde a tabela de
sincronizacOes e determinada a partir da especificacdo dos objetos componentes em Nautilus,
como segue:
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seja Canal o Mfon-objeto livremente gerado por Canal o qual é o menor conjunto apontado tal
que para todo o objeto Obk em {Obi} e para toda a acdo 0 de Ob k, se 0 chama as acifies ,si,•••,	 (lIsr
em Obs i ,..., °los, e se para toda a etiqueta (I)(u = 	 da semantica de Ob k, existem as etiquetas
4)si( u 	(1)sr(u =	 nas semanticas de Obs i ,..., Obs r , entdo a etiqueta 0(u = U) 0s 1 (u =
11) ... 1 ePsr(u = U) é elemento de Canal;
para cada Obk em {Obi} , seja Eki ' o CMon-objeto livremente gerado por Ek i ' e seja chamak: Eki'

Canal o CMon-morfismo canonicamente induzido pelo morfismo apontado chamak: Eki
Canal tais que, para toda a acdo 4) de Obk:

se chama as acOes (Ps i	 Os r em Obs	 Obsr e se para toda a etiqueta 4)(u =11) da
semantica de obk, 0(m =	 OsiOA = U)	 I 0s,(L.J = U) é elemento de Canal, entdo 4 i = é
elemento de Eki ' e chama(4)(1-1 = U)) = 0(11 = U)	 Osi(LJ =	 I ... 0sr(L.1 = U)
caso contrario, se 0 é da categoria request, entdo, para toda a etiqueta 4)(u = U) da
semantica de Ob, 4)(Lj = 	 é elemento de Ek i ' e chama(4)(u = 11)) = 't, onde T é o elemento
distinguido;
adicionalmente,	 o menor conjunto apontado que satisfaz acima.

Entre os estados iniciais, é escolhido o referente ao valor 01 e...e0n onde 0 1 ,..., On sao os
estados iniciais escolhidos para	 Obn, respectivamente. 	 q

A semantica de uma agregacdo é uma sincronizacdo, construida de forma andloga a da
interagdo, seguida de uma reetiquetacdo. No objeto agregador, uma acdo composta por uma Unica
acdo a tratada exclusivamente como uma reetiquetacdo.

Definiedo 11.10 Semantica de uma Agregaedo. Seja {Obi ) um conjunto de objetos em Ndutilus e
seja {Obi: N 1 , --> nfcN 2 ,} as correspondentes semanticas. A semantica da agregacdo de {Ob i } é a
sincronizacdo reetiquetada das correspondentes semanticas (morfismos de reificacdo), ou seja,
reetig(II Obi: II N 1 , —› nfcXN 2i ), onde:

Sincronizaceio. A tabela de sincronizacOes é determinada a partir de:

seja Canal o CMon-objeto livremente gerado por Canal o qual e o menor conjunto apontado tal
que, para toda a acdo 0 do objeto agregador, para r > 1, se 0 é composta pelas acties 0s i ,..., cps, de
Obs,,..., Obs, e, para todo L = Li), se existem as etiquetas Os i (u =	 0sr(1.1=	 nas semanticas
de Obs i ,..., Obs r , entdo a etiqueta Os i (Li = LI) I ... (OsrLu =II) é elemento de Canal;
para cada obk em {ob i ), seja Ek i ' o Mfon-objeto livremente gerado por Ek i ' e seja chamak: Eki'
—> Canal o CMon-morfismo canonicamente induzido pelo morfismo apontado chamak: Eki
Canal tais que, para toda a acdo 0 de obk:

se 0 é da categoria request, entdo, para toda a etiqueta 4)(Li = (J) da semantica de obk,
=	 elemento de Ek i ' e chama(o(Li = tj)) = t, onde é o elemento distinguido;
adicionalmente, Ek i ' e o menor conjunto apontado que satisfaz acima.

Reetiquetagdo. Suponha // El o CMon-objeto de etiquetas de II Ob,. Seja E' o CMon-objeto livremente
gerado por E' e seja reetiq: 11 EI ---> E'o CMon-morfismo canonicamente induzido pelo morfismo
apontado reetiq: II E l	E' tais que, para toda a acdo 0 do objeto agregador (suponha T o elemento
distinguido de E'):

se 4) é composta pelas acties 	 ,..., 0s, de Obs i ,..., Obs r , respectivamente, para r > 1, entdo, para
todas as etiquetas 4)s i (u =	 I ...	 os r(m = ) de Canal, se 4) é exportada, entdo 4)(u = (1) é elemento
de E e reetig (4)s1W =11)	 •••	 4sr(11 = U)) = 4)(g = ID; caso contrario, reeti g (cOs i (m =	 ••• I Ihr(Li U))
=T

se é composta pela acdo 4)s de Obs, entdo, para todas as etiquetas 0s(u = 	 na semantica de
Ob 5 , se 4) é exportada e nao é da categoria request, entdo 4)(y= U) é elemento de E' e reetig(osCu =
V)) = 4)(m = V); caso contrario, reetig(0s(u = U)) = T
adicionalmente, E' e o menor conjunto apontado que satisfaz acima.

Entre os estados iniciais, e escolhido o referente ao valor 019...G 1 On onde 0 1 ,..., On sdo os
estados iniciais escolhidos para Obi ,..., Obn, respectivamente. 	 q
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Exemplo 11.11 Suponha a agregacao de dois objetos, urn Produtor e urn Consumidor, os quais
compartilham uma mensagem. 0 objeto Produtor e uma visa. ° da interacdo de Prod corn

Part_Number. A especificacao em Nautilus a como segue:

object Prod_Cons	 object Prod

aggregation of	 import
Produtor	 Aleatário
Consumidor	 in Fator: natural

export	 out PN: natural

Prod_Aleat	 of Part_Number
Morte of Part_Number

export
Produz Fim
Envia out Pmsg: natural

body
act Prod_Aleat composed by 	 category

Prod_Aleat of Produtor	 birth Produz

act Comunica composed by 	 death request Fim

Envia of Produtor	 body
Recebe of Consumidor	 slot pr: 1..2
match	 slot num: natural

Envia.Pmsg of Produtor	 act Produz
Recebe.Cmsg of Consumidor	 call AleatOrio of Part_Number

act Fim composed by	 arg AleatOrio.Fator = 3
Fim of Produtor	 cps
Fim of Consumidor	 val num « AleatOrio.PN

end Prod_Cons	 val pr « 1
end cps

act Envia
object Produtor view of 	 enb pr = 1
interaction	 val pr « 2

Prod	 ret Envia.Pmsg = num
Part_Number	 act Fim

end interaction	 enb pr = 2

export	 call Morte of Part_Number

Prod_Aleat Fim	 end Prod
Envia der out Pmsg: natural
by Send.Pmsg of Prod

category
birth Prod_Aleat	 export

request Envia	 AleatOrio
ideath request Fim	 in Fator: natural
out PN: natural

body	 Morte
act Prod_Aleat composed by

int	 category

Produz of Prod	 birth request Aleatario

AleatOrio of Part_Number 	 death request Morte

end int	 body
act Envia composed by 	 act AleatOrio

Envia of Prod	 alt
act Fim composed by	 ret Aleatdrio.PN = Fator

int	 alt
Fim of Prod	 ret AleatOrio.PN = 2 * fator
Morte of Part_Number 	 act Morte

end int

category
birth Prod_Aleat
death Fim

object Part_Number

end Part_Number
end Produtor



object Consumidor

export
Consome Fim
Recebe in Cmsg: natural

category
birth request Recebe
death request Fim

body
slot cs: 1..2
slot inf: natural

act Recebe
cps
val inf « Recebe.Cmsg
val cs « 1

end cps
act Consome

enb cs = 1
val cs = 2

act Fim
enb cs = 2

end Consumidor

ConsumidorProdutor visào da interacao
Prod e Part_Number

Ft=3 PN-3 Cm=3
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Note-se que, como Produz chama AleatOrio, os finicos valores possiveis do atributo num sdo 3 e
6. Conseqiientemente, os Unicos valores das mensagens que necessitam ser considerados sdo
somente os associados a estes valores, como ilustrado na Figura 11.4 (somente os autOmatos
origem estdo representados e os identificadores estdo abreviados).

A interacao entre Prod e Part_Number é associada a uma sincronizacao onde a tabela de
sincronizacties é determinada como abaixo. Note-se que, na interacao, a acäo Envia ocorre
independentemente, pois esta so é da categoria request quando da extracdo da visao de Produtor.

Produz I AleatOrio
Envia
Fim Morte

A extragdo da visa() de Produtor é associada a uma reetiquetacdo, induzida como segue:
Produz I AleatOrio	 Prod_Aleat

Figura 11.4 Relacionamento entre autOmatos componentes de uma interacao e de uma agregacdo
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0 = OPnEDOPre0Cs

Al = (1prED3riu)ED(OcsEDOif)

A2 = (2pre3nu)e (lnsED3i()

A3 = (2pre3nue(2cse3if)

B1 = (1 pre6 u)ED (Oose0i()

B2 = (2prED6ou)e(lcse6i()

B3 = (2pre6nu)(1)(2cse6if)

t = tPnetPretCs 

•                  

(Consome)    (Consome)           

•     •                     

(Fim)    (Fim) •                            

Figura 11.5 AutOmato (origem) resultante de uma interacdo e de uma agregacao

Envia	 Envia
Fim I Morte	 Fim

A agregacao entre Produtor e Consumidor a associada a uma sincronizacdo onde a tabela de
sincronizacties e determinada como segue:

Prod_Aleat
Envia I Recebe
Consome
Fim Fim

Adicionalmente, a agregacao e associada a uma reetiquetacdo, induzida como segue:
Prod_Aleat	 Prod_Aleat
Envia I Recebe	 T

Consome T

Fim I Fim

0 autOmato nao-seqUencial resultante da sincronizacao e ilustrado na Figura 11.5 onde as
etiquetas das transicOes componentes que originaram as transicifies reetiquetadas estdo entre
parenteses. Novamente, somente o autOmato origem e representado.	 a

11.5 Unidade

A semantica de uma unidade em Nautilus e a composicao paralela das semanticas dos objetos
terminais componentes. No texto que segue, e omitido que i e I para algum conjunto I = 	 nl.

Definicfio 11.12	 Objeto Terminal. Um objeto terminal em Nautilus e um objeto que nao
referenciado na especificacao de reificaciies, interacOes, agregacries ou visbes de qualquer outro
objeto.	 q



11	 Serncintica da Linguagem Nautilus	 117

A semantica de um objeto terminal é a semantica da construcao que resultou no objeto em
questao, ou seja, dependendo do caso, é a semantica de um objeto simples, de uma reificacao, de
uma interacao ou de uma agregacdo.

DefinicAn 11.13 Semantica de uma Unidade. Seja {ob i } o conjunto de objetos terminais de uma
unidade em Nautilus e seja {Obi: N1	 nfcN2,} o conjunto das correspondentes semanticas. A
semantica da unidade composta por {Ob i } é o produto categorial das semanticas {Obi}, ou seja,
X Obi: X N1,	 nfcX Na. Entre os estados iniciais, e escolhido o referente ao valor 01 ED...e0n onde
01,..., On sao os estados iniciais escolhidos para Obi,..., Obn, respectivamente. 	 q



1 2 Conclusao

Os principais objetivos propostos por esta dissertacao, quais sejam, construir urn dominio
semantico que satisfaca a composicionalidade diagonal, enquadrar relativamente a outros
dominios e aplicar a uma linguagem, sao atingidos. As principais contribuicOes apresentadas
sao, resumidamente, as seguintes:

Um novo dominio semantic° a introduzido, denominado autOmatos nao-seqiienciais, do tipo
nao-intercalacao e baseado em [Meseguer & Montanari 90], para sistemas reativos,
concorrentes e comunicantes e que satisfaz a composicionalidade diagonal, ou seja, onde as
reificacOes sao (verticalmente) composicionais refletindo uma metodologia de especificacao
hierdrquica a qual permite adicionar estruturas a um sistema concorrente, em diferentes
niveis de abstracao e distribuem-se (horizontalmente) sobre a composicao de sistemas,
significando que o comportamento conjunto da reificacao das partes e equivalente a reificacdo
do sistema como um todo. Do que se tern conhecimento, e o primeiro modelo de concorrOncia a
satisfazer a composicionalidade diagonal. Neste contexto, as operacOes de sincronizacao e de
encapsulacdo de autOmatos seqiienciais sao funtoriais e sao definidas usando as tecnicas de
fibracao e de cofibracao, respectivamente.
Os autOmatos nao-seqiienciais sao enquadrados em relacao as redes de Petri e aos autOmatos
seqiienciais, estendendo a classificacao formal proposta por [Sassone et al 93]. Dos passos que
envolvem a passagem de urn modelo para outro, pode-se inferir que os autOmatos nao-
seqiienciais sao mais concretos do que as redes de Petri e do que os autOmatos seqiienciais.
Comparativamente corn as redes, os aut6matos nao-seqiienciais sao capazes de expressar
informagOes sobre alguns objetos e relacionamentos entre os objetos que sao, de certa forma,
perdidas quando da passagem para as redes. Entre os formalismos considerados, mostra-se
que os autOmatos nao-seqiienciais constituem o modelo menos concreto que satisfaz
composicionalidade diagonal.
Uma linguagem baseada nos objetos, denominada Nautilus, a introduzida. Trata-se de uma
revisao da linguagem GNOME, simplificando alguns aspectos como classes e heranca e
introduzindo outros, inspirados no dominio semantic° proposto, como a reificacao e a
agregacao. A semantica de um objeto em Ndutilus e dada por urn morfismo de reificacao de
autOmatos ndo-seqiienciais onde, a cada acao do objeto corresponde uma computacao. Assim, a
semantica de uma reificapo e uma composicao (vertical) de reificagOes. A semantica de objetos
resultantes de construcOes como interacao, agregacao ou encapsulacao e a aplicacao das
correspondentes construcOes sobre autOmatos nao-seqiienciais reificados. Como a interacao e a
agregacao sao relacionadas corn a sincronizacdo de reificacties de autOmatos, a qual depende
da composicionalidade horizontal para que seja bem definida, tem-se que as redes de Petri e os
autOmatos seqiienciais ndo sac) dominios semanticos adequados para a abordagem proposta.

Ao longo da dissertacao, sao apresentados diversos resultados adicionais aos objetivos
propostos, corn destaque para os seguintes:

Sao introduzidos os autOmatos seqiienciais e as redes de Petri os quais tambem sao equipados
corn as operacOes de sincronizacao e de encapsulacao, bem como corn reificacees verticalmente
composicionais, estendendo as abordagens em [Meseguer & Montanari 90] e [Winskel &
Nielsen 95]. Note-se que, embora os morfismos de reificacao sejam inspirados em [Meseguer &
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Montanari 90], este nao trata a composicionalidade horizontal e vertical bem como a
sincronizacao e a encapsulacao.

5) Os diversos dominios semanticos sao construidos sobre estruturas baseadas em grafos e
categorias. Inicialmente, sao introduzidos os grafos (reflexivos) internos e as categorias
internas onde os objetos e os morfismos podem pertencer a uma categoria base qualquer. A
seguir, os grafos internos sao generalizados como grafos estruturados onde os objetos e os
morfismos podem pertencer a diferentes categorias, dados funtores destas categorias para
uma categoria base. Por fim, sao verificadas condign- es gerais para a bicompletude dos grafos
(reflexivos) internos e estruturados, bem como para a completude das categorias internas, os
quais, ao que se sabe, sao originais. Destaque-se, ainda, a extensdo das construgOes e dos
resultados considerando nodos distinguidos. Neste contexto, tem-se que:

autOmatos seqUenciais sac, definidos sobre os grafos reflexivos;
autOmatos ndo-seqiienciais sao definidos sobre os grafos reflexivos internos aos
monOides comutativos;
redes de Petri sac) definidos sobre os grafos estruturados onde os nodos sao elementos de
monOides comutativos e os arcos sao elementos de conjuntos (apontados);
computagnes nao-sequenciais sao definidas sobre categorias internas aos monOides
comutativos.

As categorias de autOmatos e redes resultantes sao bicompletas onde o produto categorial é
interpretado como a composigao paralela. Destaque-se que a cocompletude das categorias de
redes de Petri marcadas corn interpretagOes adequadas para os colimites, e um resultado
expressivo quando comparado corn as categorias propostas em [Winskel 87] e [Meseguer &
Montanari 90], as quais possuem restrigOes para garantir a existencia de coprodutos.

6) E introduzida uma construgao categorial das tabelas de sincronizacnes para o tratamento de
relacionamentos do tipo chamada, compartilhamento ou ambos os casos. A construgdo
baseada em urn colimite, cujo diagrama possui uma forma espacial similar as arestas de urn
diamante e e definida para os aut6matos seqiienciais, nao-seqiienciais e as redes de Petri.

Em relagdo aos trabalhos futuros, destacam-se os seguintes:

Uma evolugao natural desta dissertagdo, seria a reintrodugdo, na linguagern Nautilus, das
simplificacnes adotadas em relagao ao GNOME, incluindo classes, eventos, etc, e, neste
contexto, desenvolver estudos adicionais no entomb dos autOmatos nao-seqiienciais.
Um trabalho que julga-se de grande interesse seria estudar o relacionamento dos autOmatos
nao-seqnenciais corn as lOgicas, seguindo um caminho andlogo ao proposto em [Fiadeiro &

Costa 94]. Na seqiiencia deste trabalho, urn dos principais objetivos seria construir lOgicas de
reificacao.

3) Durante o desenvolvimento desta dissertacdo, foi explorado, durante um consideravel periodo
de tempo, uma forma alternativa de definir reificagao, usando conceitos relacionados as
gramaticas de grafos (corn morfismos parciais), tendo sido atingido alguns resultados
representativos como os apresentados em [Menezes 94]. Uma comparacao entre as abordagem
baseadas em gramaticas de grafos e a proposta nesta dissertacdo promete ser interessante e
clarificante.
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Apendice: Semantica Formal

0 texto que segue é baseado em [Stoy 77], excetuando-se onde destacado.

1 Sintaxe e Semantica
Historicamente, no estudo do entendimento das linguagens de programacdo, o problema

sintatico foi reconhecido antes do problema semantic° e, corn a aceitaedo generalizada da BNF
(Backus-Naur Form - veja, por exemplo, [Hoperoft & Ullman 79, p. 78]), foi o primeiro a receber
urn tratamento adequado. Adicionalmente, os problemas sintaticos sao de tratamento mais
simples que os semanticos. Como conseqaencia, foi dada uma grande enfase a sintaxe, ao ponto de
levar a ideia de que as questhes das linguagens de programaeao resumiam-se as questdes da
sintaxe e da gramatica. Atualmente, a teoria da sintaxe possui construedes matematicas bem
definidas e universalmente reconhecidas como, por exemplo, as gramaticas de Chomsky.

Uma linguagem de programacao (bem como qualquer modelo matematico) pode ser vista de
duas formas:

como uma entidade livre, ou seja, sem qualquer significado associado;
como uma entidade juntamente corn uma interpretacao do seu significado.

A sintaxe trata das propriedades livres da linguagem como, por exemplo, a verificaedo
gramatical de programas. A semantica objetiva dar uma interpretacao para a linguagem como,
por exemplo, urn significado ou valor para urn determinado programa. Consequentemente, a
sintaxe basicamente manipula simbolos sem considerar os seus correspondentes significados.
Note-se que, para resolver qualquer problema real, é necessario dar uma interpretacao semantica
aos simbolos como, por exemplo, "estes simbolos representam os inteiros".

Sintaticamente falando, nao existe uma nocdo de programa "errado": neste caso,
simplesmente nä° é urn programa. Por outro lado, urn programa sintaticamente valid°
("correto"), pode nao ser o programa que o programador esperava escrever. Assim, a questao de
considerar urn programa "correto" ou "errado" deve considerar se o mesmo modela
adequadamente o comportamento desejado.

Nem sempre os limites entre a sintaxe e a semantica sax) claros. Urn exemplo é a ocorrència de
urn nome em um programa o qual pode ser tratado de forma igualmente facil como um problema
sintatico ou semantic°. Entretanto, a distilled° entre sintaxe e semantica ern linguagens
artificiais é, em geral, Obvia para a maioria dos problemas relevantes.

2 Semantica Formal e Linguagens de Programacâo
0 calculo e a algebra de matrizes sac) exemplos tipicos de notacties formais para especificar

operaebes especializadas. Tratam-se de notaciies desenvolvidas durante urn periodo de tempo
relativamente longo, sem pressiies comerciais, onde as variacaes e modificaeaes foram (e
eventualmente sdo) gradativamente incorporadas. Consequentemente, sdo notaedes
universalmente aceitas para as quais nao existe a necessidade de dar uma semantica formal.
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Em relaedo as linguagens de programacao, uma grande quantidade e variedade de notacOes
foram e sao constantemente introduzidas em periodos de tempo relativamente curtos e, em geral,
nao sao naturalmente aceitas. Assim, e comum que uma mesma notacao tenha significados
distintos em diferentes linguagens. Por exemplo, o significado da expressdo f(x) depende dos
criterios de passagem de parametros de cada linguagem. Note-se que nem sempre uma notacao
reflete adequadamente a sua correspondente estrutura matematica podendo, inclusive,
contradizer algumas nocOes intuitivas. Por exemplo, embora a expressao x x possua o valor
intuitivo verdadeiro, alguma linguagens podem permitir expressOes da forma random = random
cujo valor resultante nao 6, em geral, verdadeiro. Logo, quando diferentes convencOes sao
adotadas, a necessario considerar um formalismo.

As notacOes matematica freqiientemente sao tratadas corn uma consideravel informalidade,
pois referem-se a uma comunicacdo homem-homem, onde a pessoa que recebe a informacao
capaz de aceitar e interpretar adequadamente algumas inconsistencias. Por outro lado, em uma
comunicacdo homem-maquina, pelo menos ate o momento, e necessario que os programas
fornecidos satisfacam a urn conjunto bem definido de regras. Como a descried° precisa de regras
nao e trivial, e necessario que o formalismo seja desenvolvido cuidadosamente.

Tres objetivos podem ser destacados para o use de descricOes formais:

fornecer uma descried° suficientemente precisa da linguagem para que o implementador
possa construir urn compilador correto;
fornecer uma descried° suficientemente precisa para permitir ao programador provar
sentencas sobre o seu programa;

c) sugerir meios ou formas para o projetista desenvolver linguagens melhores, mais elegantes
(''limpas") e corn descriciies formais mais simples.

0 primeiro objetivo pode ser considerado como a motivacao inicial da descried° formal. Note-se
que a comum uma linguagem sem uma descried° semantica formal ser definida em termos de
uma implementagao completa como, por exemplo, definida "por um determinado compilador". 0
segundo objetivo caracteriza-se como a principal enfase atual onde e possivel verificar, por
exemplo, se uma implementacao a correta (no sentido acima). Note-se que a ideia nao e,
necessariamente, associar uma prova a cada programa. 0 objetivo e construir as regras de forma
suficientemente simples e universalmente aplicaveis para que sejam adequadamente seguidas
mesmo em uma argumentacao informal. 0 terceiro objetivo seria a principal tendencia futura. A
reificacao na linguagem Nautilus e urn exemplo desta tendencia.

3 Metodos para Semantica Formal
Os metodos para descrever semanticamente as linguagens de programacao podem ser

classificados como segue:

Abordagem Operational. Define-se uma maquina abstrata, eventualmente denominada
maquina de valoracdo, baseada em urn estado, possivelmente corn diversas componentes, em
instrucOes primitivas e na especificacao de como cada instrucao modifica as componentes do
estado. Uma maquina abstrata deve ser suficientemente simples para nao permitir dUvidas
sobre a execucao de seu codigo. Uma descried° semantica de uma determinada linguagem de
programacao e a especificacdo de sua traducao em urn codigo desta maquina. Assim, para
determinar o efeito exato de urn programa e suficiente analisar os passos do correspondente
codigo.
Abordagem Denotacional. Tambem e denominada abordagem matematica ou funcional.
Definem-se funcOes, normalmente denominadas funcOes de valoracao semantica, as quais
associam construcOes sintaticas do programa a valores abstratos como ntimeros, valores
lOgicos, funcOes, etc. As funcOes de valoracdo sac), em geral, definidas recursivamente: o valor
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denotado por uma construcao é especificado em termos dos valores denotados por suas
subcomponentes sintaticas.

c) Abordagem Axiornatica. Associam-se regras as componentes da linguagem. As regras
permitem afirmar o que sera verdadeiro apOs a ocorrencia de cada cldusula considerando o que
era verdadeiro antes da ocorrencia.

Originalmente, uma linguagem de alto nivel era, basicamente, uma forma simplificada para
escrever o codigo de maquina onde as computacOes eram analisadas ao nivel do codigo de
maquina. De certa forma, a abordagem operacional pode ser considerada como uma evolucao
natural desta nocao de linguagem de alto nivel. Seu desenvolvimento foi motivado, em grande
parte, pelos sistemas reativos. Exemplos tipicos sao [Milner 89] e [Hoare 85]. Os seguintes aspectos
podem ser destacados na abordagem operacional:

podem existir diversas maquinas capazes de valorar ou ate de definir uma determinada
linguagem. Excetuando-se eventualmente por razOes hist6ricas, aparentemente nao existe
qualquer razao para considerar uma determinada maquina como canOnica. Adicionalmente, a
prova de que duas maquinas sao equivalentes pode nao ser trivial;
uma descricao formal da semantica da maquina abstrata é necessdria. Assim, de certa forma,
a abordagem operacional transfere o problema da semantica para outro nivel;
uma definicao operacional da semantica tende a indicar tecnicas de implementacao da
linguagem, o que pode ser uma vantagem. Entretanto:

como destacado acima, a verificacao de equivaléncia de implementacOes pode nao ser
trivial;
detalhes de implementacao podem complicar ainda mais uma area que jd nao é simples
por natureza;

e desejdvel considerar a classe de todas as computacOes que podem ser realizadas por urn
determinado programa (ou classe de programas). Neste caso, a abordagem operacional
aproxima-se da denotacional, no sentido em que considera-se a funcao induzida pelas
computacOes do programa (ou classes de programas) e a correspondente implementacao. Note-
se que, seguindo este caminho, a necessdrio questionar se tal funcao existe e se é bem definida.
Isto pode ser fdcil para um determinado programa, mas a verificacao da existencia de uma
funcao bem definida para todos os possiveis programas de uma linguagem é uma tarefa
fundamental de qualquer teoria da semantica;
nao necessariamente existe uma correlacao entre as subcomponentes sintdticas e seus
operadores corn o correspondente codigo da maquina abstrata e, portanto, nao necessariamente
existe uma correlacao entre a forma do programador estruturar o seu programa e a
correspondente semantica operacional.

Como afirmado em [Abramsky 94], a semantica denotacional é o mais influente e bem
sedimentado paradigma para a semantica de computacao sendo o que melhor se aproxima dos
principios da teoria matematica da computacao no sentido de [McCarthy 63] ou [Scott 70].
Relativamente a abordagem denotacional, os seguintes aspectos destacam-se:

em geral, a abordagem denotacional induz funcOes canOnicas de valoracao semantica dos
programas da linguagem. Obviamente, para urn determinado programa (ou classe de
programas) podem existir mas de uma formulacdo da semantica denotacional, mas todas
definem a mesma funcao. Portanto, para verificar se duas formulacOes sao equivalentes, é
suficiente verificar a identidade de duas funcOes;
uma definicao denotacional da semantica nao necessariamente sugere tecnicas para a
implementacao da linguagem. A verificacao de que uma determinada implementacao é
fidedigna nao 6, em geral, uma tarefa simples;
considerando-se que urn valor denotado por uma construcao é especificado em termos dos
valores denotados por suas subcomponentes, tem-se que:

contrariamente a abordagem operacional, existe uma correlacao entre a forma do
programador estruturar o seu programa e a correspondente semantica denotacional;
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e facil restringir a andlise a uma determinada parte do programa a qual desej a-se
examinar. Assim, o projeto de linguagens e o desenvolvimento de provas sobre
programas tendem a ser facilitados;

em [Abramsky 94], 6 destacado que, apesar da sua pretensa universalidade, a abordagem
denotacional pende para a computacao funcional, no sentido em que o comportamento de um
programa e abstraido como a computacao de uma funcao (incluindo, obviamente, a
programacao funcional). Entretanto, para paradigmas como sistemas distribuidos, em tempo
real ou reativos, o sucesso da semantica denotacional e bem mais limitado. Como
conseqUencia, a sua capacidade de sugerir meios ou formas para o projetista de linguagens
parcialmente perdida.

A abordagem axiomatica desenvolveu-se a partir de [Floyd 67]. A aplicacao as linguagens de
alto nivel como em [Hoare 69] resultaram em importantes contribuicOes na prova da correcao de
programas. Em uma abordagem axiomatica, tem-se que:

as assercaes sao expressas em termos da linguagem de programacdo corn pouca notacao
adicional como, por exemplo, quantificadores. Como conseqUencia, a mais facil para o prOprio
programador provar a correcao de seus programas;
nem sempre e claro em que condicOes os axiomas sao aplicdveis como em situacOes de efeito
colateral ("side effect");
em geral, a semantica axiomatica nao define completamente uma linguagem bem como nao
Obvio que existe uma linguagem que satisfaca aos axiomas. Por outro lado, o programador pode
concentra-se nas propriedades que the interessam especialmente.



Apendice: Teoria das Categorias

Este apendice é baseado em [Barr & Wells 90], [Mac Lane 71], [Adamek et al 90] e [Asperti &
Longo 91] e introduz os principais conceitos e resultados usados ao longo desta dissertacao. 0
principal objetivo é permitir uma rapida referencia bem como uma normalizacdo das
nomenclaturas usadas. Portanto, nao sdo apresentadas introducOes e explicaceies didaticas e, nas
demonstracoes das proposieOes, somente sdo indicadas as referencias e as correspondentes
paginas. No texto que segue, "se e somente se" é abreviado por "sse".

1 Construciies Basicas

1.1 Categoria

Definicao 1.1 Categoria. Uma categoria Ce uma cinco-upla C= (Obc, Morc, ao, a,, t, onde:

Obc e uma colecao de objetos tambem denotada por Co;

Morc e uma colecao de morfismos, setas ou flechas, tambem denotada por C1;

ao, al: Morc Obc sac) opera lies denominadas dominio ou origem e codominio, contradomfnio
ou destino, respectivamente. Urn morfismo f tal que ao(f) A e a 1 (f) = B é denotado por f: A —> B;
1: Obc —> Morc é uma operacdo denominada identidade tal que cada objeto A é associado a urn
morfismo tA : A —> A;
0 : (Morc) 2 —> Morc é uma operaedo partial denominada composted° tal que cada par de
morfismos (f: A -4 B, g: B C) a associado a urn morfismo g o t A —> C;

Adicionalmente, as operacties identidade e composted° devem satisfazer as seguintes
propriedades:

para todos o morfismo f: A —> B em Morc, f 0 1•A =1B°f;
para todos os morfismos f: A --> B, g: B C e h: C —> D em Morc, (h o g) o f = h o (g o f)

E usual representar a operacdo de composted° por ";". Neste caso, g o f é denotado em ordem
inversa, isto e, f;g. A colecao de todos os morfismos da categoria C corn domfnio em A e codominio
em B e denotada por C[A, B] ou Homc(A, B).

Definicao 1.2 Categorias Pequena, Grande. Uma categoria C6 pequena se Obc e Morc constituem
conjuntos. Caso contrario, a categoria é grande. 	 q

Definicâo 1.3 Subcategoria, Subcategorias Plena/Cheia, Ampla/Larga. Considere a categoria C

a) D é uma subcategoria de C se
Obi) c Obc;
para todos os D-objetos A e B, Homv(A, B) c Homc(A, B);
as operaeOes origem, destino, identidade e composted° em D coincidem corn as em C;

b) D é uma subcategoria plena ou cheia de C se, para todos os D-objetos A e B, Homif (A, B) =
Homc(A, B);

c) D e uma subcategoria ampla ou larga de C se ObT) = Obc.	 q

Note-se que uma subcategoria plena pode ser completamente determinada pelos seus objetos.
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1.2 Objetos 'Uncial, Terminal e Zero

Definicao 1.4 Objetos Inicial, Terminal, Zero. Considere uma categoria C Entao:

Sejam 0 e 1 C-objetos.

um C-objeto a inicial em C, denotado por Oc, sse para todo o C-objeto A, existe urn Unico
morfismo em C[0, A], denotado por !o: Oc --> A;
urn C-objeto e terminal em C, denotado por 1 c, sse para todo o C-objeto A existe urn Unico
morfismo em C[A, 1] denotado por h: A --> 1 c;

c) urn C-objeto 6 zero em C sse for simultaneamente inicial e terminal em C. 	 q

Proposicao 1.5 Seja Cuma categoria. Entao:

se Oc e Oc' sao objetos iniciais, entao sao isomorfos;
se 1c e 1c' sao objetos terminais, entao sao isomorfos.

Prova: Veja [Barr & Wells 90, p. 38]. 	 q

1.3 Morfismos Especiais

Definicâo 1.6 Morfismos Paralelos. Dois morfismos de uma determinada categoria sac, ditos
paralelos sse possuem os mesmos dominio e codominio. 	 q

Definicâo 1.7 Retracao, Co-Retracao, Inverso. Considere uma categoria C. Sejam f: A -* B e g: B -
A C-morfismos tais que g f = lA. Entao:

g e uma retracao ou urn morfismo inverso a esquerda de f;
f e uma co-retracdo, seccdo ou urn morfismo inverso a direita de g.

c) g e inverso de f sse g e simultaneamente uma retracao e co-retracao de f. 	 q

Se urn morfismo possui inverso, entao este 6 Unice, ([Mac Lane 71, p. 19]). A retracao e o inverso
de um morfismo f sac, denotados por f R e f- 1 , respectivamente.

Definicao 1.8 Monomorfismo, Epimorfismo, Isomorfismo. Considere uma categoria C. Urn C-
morfismo h: A —> B 6 urn:

monomorfismo ou mono, tambem denotado por h: A >-) B, sse para todos os C-morfismos f, g: X
—> A, se h = h g, entao f g;
epimorfismo ou epi, tambem denotado por h: A -0 B, sse para todos os C-morfismos f, g: B —> X,
se f , h =g , h, entao f = g;

c) isomorfismo ou iso sse existe urn C-morfismo f: B --> A inverso de h, isto e, f o h = LA (inverso a
esquerda) e h o f = rg (inverso a direita). 	 q

Note-se que:

toda retracao 6 urn epimorfismo ([Mac Lane 71, p. 19]);
toda co-retracao 6 um monomorfismo ([Mac Lane 71, p. 19]);
em Set, todo monomorfismo e injetivo e todo epimorfismo e sobrejetivo;
todo isomorfismo 6 mono e epi. Entretanto, o inverso nao a necessariamente verdadeiro, o que
contrasta com a intuicao da teoria dos conjuntos.

Definicao 1.9 Relacao. Considere a categoria C. Sejam A, B e D C-objetos. Uma relacao em A e B
um monomorfismo rel: D )-* A x B. 	 q

1.4 Fatoracdo de Morfismo e Subobjeto

Definicdo 1.10 Fatoracao de morfismos. Considere a categoria C. Sejam f: X --> A e g: Y -4 A C-
morfismos. Entao, g fatora f (ou f e fatorado por g) sse existe um C-morfismo h: X —> Y tal que o
diagrama ilustrado na Figura 1.1 comuta.	 q

Se f e g sao monomorfismos e g fatora f, entao h 6 mono e
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Figura 1.1 Diagrama comutativo para fatoracao de morfismos

Definicao 1.11 Subobjeto. Considere a categoria C. Sejam A urn C-objeto e uma relagdo de
equivalencia de monomorfismos tal que f- g se e somente f e g se fatoram mutuamente. Urn
subobjeto de A é uma classe de equivalencia em

Intuitivamente, um subobjeto é determinado pela imagem de qualquer monomorfismo da
classe de equivalencia. Normalmente, urn subobjeto é representado por um elemento
representativo da classe em urn diagrama da forma Ao )-) A. Neste caso, é normal se referir a A0
como subobjeto de A.

2 Funtores

Definicao 2.1 Funtor. Considere as categorias Ce D. Um funtor (covariante) f 	 De urn par de
operagOes f= (fo: Obc —> ObD, fm: Morc —> MorD) tal que:

para todo o C-morfismo f: A --> B, fm(f): fo (A) fo(B) é urn El-morfismo;
para todo o C-objeto A, fm(1A) = tio (A);
para todos os C-morfismos f: A B e g: B —> C, fm(g o f) =fm(g)cfm(f).

usual omitir os parenteses e os subscritos de urn funtor. Por exemplo, fm(g) e abreviado por
fg. 0 funtor identidade ern Ce denotado por idc.

Definicao 2.2 Funtores Fidedigno/Fiel, Pleno/Cheio. Urn funtor f. C -4 De:

fidedigno ou fiel sse para todos os C-morfismos paralelos f, g: A B se ff = fg, entdo f = g;
pleno ou cheio sse para todos os C-objetos A, B e para todo o D-morfismo g:fA —> fB existe um C-
morfismo f: A B tal queff = g.	 q

Definicao 2.3 Funtor Inclusao. Urn funtor inc: D --> C e inclusdo se D é subcategoria de Ce é tal que
cada objeto e cada morfismo em D säo mapeados em suas correspondentes identidades em C. 	 q

Note-se que todo funtor inclusdo é fidedigno.

Definicao 2.4 Isomorfismo Entre Categorias. As categorias Ce D sac) isomorfas sse existem
funtores C D, g:	 C tais que gof = idc e fog = frig).	 q

Figura 2.1 Fibra
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Definicao 2.5 Fibra. Considere o funtor f A—) B. Sejam B um B-objeto, 1B o seu correspondente B-
morfismo identidade e B' a subcategoria de B constituida exclusivamente por B e 1.B. A fibra
definida por f e B, denotada por P B, 6 a maior subcategoria de A tal quef(P B) e a subcategoria
B', como ilustrado na Figura 2.1. 	 q

3 TransformacOes Naturais

Considere os funtores f, g: C-> D. Uma transformacao natural de A em Obc pode ser vista como
uma "translacdo" de fA para gA.

3.1 Transformacao Natural

Definicao 3.1 Transformacao Natural. Considere os funtores f, g: C --> D. a: f —> g e uma
transformacao natural sse para todo o C-objeto A, aA 6 um morfismo em DV A, gA] e para todo C-
morfismo f: A —> B o diagrama ilustrado na Figura 3.1 comuta.	 q

E usual denotar a transformacao natural identidade em f por	 f

Definicao 3.2 Isomorfismo Natural. Considere os funtores f, g: C —> D. A transformacao natural a:
f —> g e um isomorfismo natural se, para todo o C-objeto A, aA em D[fA, gA] e um isomorfismo.	 q

Definicao 3.3 Equivalencia Entre Categorias. As categorias Ce D sdo equivalentes sse existem
funtores f: C-> D, g: D —> C tais que g o f e fo g sao naturalmente isomorfos a idc e idD,

respectivamente. 	 q

3.2 Composicao de Transformaciies Naturais

Definicao 3.4 Composicao Vertical. Considere os funtores f, g, h: C —> D. Sejam a: f —> g e 13: g ---> h
transformacOes naturais. A composicao vertical de transformacOes naturais e determinada pela
composicao de morfismos em D, ou seja, para todo o C-objeto A, 03. a),c1/4 = f3A 0 aA, como ilustrado na
Figura 3.2.	 q

Os funtores de C para D como objetos e as correspondentes transformacOes naturais
constituem a categoria de funtores de C para D, denotado por Fun(C, D) ou CD onde a operacao de
composicao e a composicao vertical de transformacOes naturais e a transformacao identidade
definida de maneira Obvia.

Definicao 3.5 Composicdo Horizontal. Considere os funtores f, B —> Ce h, k C—> D. Sejam a: f—>
g e 13: h —> ktransformacOes naturais. A composicao horizontal 13a: f —> kog e tal que para todo o
B-objeto B, o diagrama ilustrado na Figura 3.3 comuta em D.	 q

Notacâo 3.6 Composicâo Vertical x Horizontal. Em relacao a composicao de transformacties
naturais, 6 normal usar notacdo 13 a para a composicao vertical e fia para a composicao
horizontal.	 q

fA	
aA	

gA

ft

fB	 C<I310. gB

Figura 3.1 Diagrama comutativo para transformacOes naturais
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Figura 3.2 Composicdo vertical de transformapies naturais

Figura 3.3 Composicao horizontal de transformacOes naturais

4 Produtos e Coprodutos

4.1 Produto

Definicfio 4.1 Produto. Considere a categoria C. Sejam A e B C-objetos. Urn produto (categorial) de
AeBe urn C-objeto denotado por A x B juntamente corn doffs C-morfismos rc i : A x B- A e 1c2 : A x B->
B tais que para todo o C-objeto C e para todos os C-morfismos f: C —> A e g: C —> B existe um tinico C-
morfismo h: C —> A x B que comuta o diagrama ilustrado na Figura 4.1. 	 q

Na definicao acima, o objeto C juntamente corn os morfismos f, g é denominado pre-produto dos
objetos A, B.

Definicao 4.2 Produtos Finito, Arbitrario. Considere a categoria t uma colecdo finita (arbitraria) I

Figura 4.1 Diagrama comutativo para produtos binarios
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Figura 4.2 Diagrama comutativo para produtos finitos/arbitrarios

e uma colecdo indexada de objetos {Ai}i,i (ndo necessariamente distintos). Um produto de {Ai};,
urn C-objeto denotado por XiE 1 Ai ou TT ; E l Ai (ou simplesmente X Ai ou 1T Ai) juntamente corn a colecdo
indexada de C-morfismos {rc i : X A, -> Ai };, I tais que para todo C-objeto C e para toda a colecdo
indexada de C-morfismos {fi: C - A l},, I existe urn tinico morfismo h: C -* X Ai que comuta o
diagrama ilustrado na Figura 4.2.	 q

Proposicao 4.3 Se um produto existe, entdo e Unico, a menos de isomorfismo.
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p. 118]. 	 q

Definicao 4.4 Categoria Cartesiana. A categoria C e cartesiana sse possui todos os produtos
finitos.	 q

Proposicao 4.5 A categoria Cê cartesiana sse possui objeto terminal e todos os produtos bindrios.
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p. 131]. 	 q

4.2 Coproduto

Coproduto e a nocdo dual de produto.

Definicao 4.6 Coproduto. Considere a categoria C. Sejam A, B C-objetos. Urn coproduto ou soma de
AeBe urn C-objeto denotado por A +B juntamente corn os C-morfismos qi: A - A+ B e 42: B A+ B
tais que para todo o C-objeto C e para todos os C-morfismos f: A C e g: B ---> C existe somente urn
C-morfismo h: A+ B - C que comuta o diagrama ilustrado na Figura 4.3. 	 q

Na definicdo acima, o objeto C juntamente corn os morfismos f, g e denominado pre-coproduto
dos objetos A, B.

Definican 4.7 Coprodutos Finito, Arbitrario. Considere a categoria C. Sejam I uma colepo finita
(arbitraria) e ()V I , I uma colecdo indexada de C-objetos (ndo necessariamente distintos). Urn
coproduto de {Ai}i, I e urn C-objeto denotado por ±IE I Ai ou 11 iE I Al (ou simplesmente Ai ou 11 Ai)
juntamente corn a colecdo indexada de C-morfismos {qi: Ai -4 -F Ai}i, I tais que para todo C-objeto C e
para toda a colecao indexada de C-morfismos 	 Al - C)iel existe urn tinico C-morfismo h: A i	C
que comuta o diagrama ilustrado na Figura 4.4.	 q

Figura 4.3 Diagrama comutativo para coprodutos binarios
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Figura 4.4 Diagrama comutativo para coprodutos finitos/arbitrarios

Proposicâo 4.8 Se urn coproduto existe, entdo é Unico, a menos de isomorfismo.
Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 18].	 q

5 Limites e Colimites

5.1 Igualador e Co-Igualador

0 igualador e o co-igualador dos morfismos paralelos f, g: A —> B podem ser interpretados como
segue:

igualador: o "subobjeto maximal" de A para o qual f e g sac) iguais;
co-igualador: o "menor objeto quociente" de B que forca a igualdade de f e g.

Definicao 5.1 Igualador. Considere a categoria C. Sejam f, g: A —> B urn par de C-morfismos
paralelos. Urn igualador de f e g é urn C-objeto E juntamente corn urn C-morfismo e: E —> A tais que
f c e = g e e e, para todo o C-morfismo h: D —> A tal que f = g c h, existe urn tinico C-morfismo k: D -->
E tal que e k = h, como ilustrado na Figura 5.1.	 q

Na definicao acima, o morfismo h é denominado pre-igualador dos morfismos f, g. Co-
igualador é a nocdo dual de igualador.

Definicao 5.2 Co-Igualador. Considere a categoria C. Sejam f, g: A --> B urn par de C-morfismos

C

—=-110- _10,.B

k

Figura 5.1 Diagrama comutativo para igualador

C

A
	

CB cop. c

-;* s k
D

Figura 5.2 Diagrama comutativo para co-igualador
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paralelos. Urn igualador de f e g e um C-objeto C e urn C-morfismo c: B —> C tais que c o f = c o g e
para todo o C-morfismo h: B	 D tal que h o f = h o g existe um Unico C-morfismo k: C —> D tal que
k o c = h, ilustrado, como ilustrado na Figura 5.2. 	 q

Na definicdo acima, o morfismo h e denominado pre-co-igualador dos morfismos f e g.

Proposicao 5.3
Todo igualador 6 urn monomorfismo.
Todo co-igualador 6 urn epimorfismo.

Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 31] para a) e [Barr & Wells 90, p. 213] para b) 	 q

5.2 Produto Fibrado

Definicao 5.4 Produto Fibrado. Considere a categoria C. Sejam f: A —> C e g: B —> C urn par de C-
morfismos corn o mesmo destino. Urn produto fibrado de f e g 6 urn objeto A xc B juntamente corn
urn par de C-morfismos p: A xc B —> A e q: A xc B —> B tais que f o p = g a g e, para todos os C-
morfismos u: P —> A e v: P -p B tais que f o u =g o v, existe um unico C-morfismo k: P —> A xc B tal que
p o k = u e q o k = v, como ilustrado na Figura 5.3. 	 q

Proposicao 5.5 Considere a categoria Ce o diagrama comutativo ilustrado na Figura 5.4:

se os diagramas O e OO sdo produtos fibrados, entdo o diagrama externo tambem 6 urn produto
fibrado;
se os diagramas externo e OO sdo produtos fibrados, entdo o diagrama O tambem 6 um produto
fibrado.

Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 33]. 	 q

Proposicao 5.6 Considere a categoria C, os C-morfismos f: A —> C, g: B —> C e o produto fibrado
ilustrado na Figura 5.5:

se g e mono, entdo p tambem 6 mono;
em Set, se g e epi, entdo p tambem e epi.

Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 33] para a) e [Barr & Wells 90, p. 211] para b). 	 q

Proposicâo 5.7 Considere a categoria Ce o diagrama comutativo ilustrado na Figura 5.6:

se o diagrama externo a um produto fibrado, entdo o diagrama CD tambem 6 urn produto
fibrado;
se o diagrama O e um produto fibrado e h 6 um monomorfismo, entao o diagrama externo
tambem 6 urn produto fibrado.

Prova: Veja [Adamek et al 90, p. 182].	 q

Figura 5.3 Diagrama comutativo para produto fibrado
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Figura 5.4 Diagrama comutativo

Figura 5.5 Produto fibrado

Figura 5.6 Diagrama comutativo

5.3 Soma Amalgamada

Soma amalgamada é a nocao dual de produto fibradoe E uma forma de somar dois objetos
identificando "partes comuns".

Definicao 5.8 Soma Amalgamada. Considere a categoria C. Sejam f: A —> B e g: A —> C um par de C-
morfismos com a mesma origem. Uma soma amalgamada de f e g é um objeto B +AC juntamente
corn um par de C-morfismos p: B --> B +A C e q: C 	 B +A C tais que f = q g e, para todos os C-
morfismos	 B	 S e v: C —> S tais que u o f =v o g, existe urn Unico C-morfismo k: B +A C --> S tal
que k o p=uek o q = v, como ilustrado na Figura 5.7. 	 q
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Proposicdo 5.9 Considere a categoria C e o diagrama comutativo ilustrado na Figura 5.8. Se os
diagramasO e OO sdo somas amalgamadas, entdo o diagrama externo tambem a uma soma
amalgamada.

Prova: Veja [Rydeheard & Burstall 88, p. 77].	 q

Proposicao 5.10 Considere a categoria Set e o diagrama comutativo ilustrado na Figura 5.9. Entdo
o diagrama a simultaneamente soma amalgamada e produto fibrado.

Prova: Veja [Barr & Wells 90, p. 215].

Figura 5.7 Diagrama comutativo para soma amalgamada

Figura 5.8 Diagrama comutativo

Set-

•fL •
•

Figura 5.9 Diagrama comutativo
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5.4 Limites e Colimites Finitos e Arbitrarios

Urn diagrama de uma categoria C é, basicamente, um grafo etiquetado nos nodos e arcos por C-
objetos e C-morfismos, respectivamente, respeitando as operacOes de origem e de destino de C.
Portanto, urn diagrama pode ser visto como um morfismo de grafos, onde o objeto destino é uma
categoria esquecendo as operacdes de identidade e composted°.

Definicdo 5.11 Diagramas Finito, Arbitrario. Considere as categorias CATe GRA (dos grafos
largos e diretos). Sejam I um GRA-objeto denominado indite e	 CAT-4 GRA o funtor
esquecimento que esquece sobre as operacOes de identidade e de composted°. Entdo, urn diagrama

de urn CAT-objeto C com a forma I é um GRA-morfismo D: I -4 uC. Se os nodos e os arcos de I sdo
conjuntos finitos, entdo o diagrama D é finito. 	 q

Em uma representagdo textual de um diagrama D: I —> uC, urn arco (nodo) e denotado por ci ou
simplesmente por c, quando o contexto nao deixar thivida de qual arco (nodo) e referido.
Analogamente, a colecao dos nodos (arcos) do diagrama sdo denotados por {ci}i, Ern uma
representacdo grafica de urn diagrama, é normal explicitar a forma de I mas corn as etiquetas em
C, de acordo corn o morfismo D. Da definiedo acima, pode-se inferir que:

em um diagrama, mais de um nodo ou arco podem possuir uma mesma etiqueta;
diagramas corn diferentes formas podem possuir as mesmas etiquetas nos nodos ou arcos.

Definicao 5.12 Cone, Cocone. Considere a categoria C. Seja D: I --> uCum diagrama de C. Entdo:

um cone em D é urn C-objeto P, juntamente corn uma familia de C-morfismo {pi: P -f D i } i , I tal
que, para todos os D-nodos Du, Dv e, para todo o D-arco d: Du -p Dv, d o pc = pv, como ilustrado na
Figura 5.10;
urn cocone é definido de forma dual. 	 q

	

Du	 Dv

•••
1\1	 I/

Figura 5.10 Cone

Dado uma categoria C e urn diagrama D, os cones em D formam uma categoria onde um
morfismo h: (P, {pi: P	 —> (0, {q 1 : 0	 DWE I) é urn C-morfismo h: P — Q tal que, para todo i e I,

diagrama ilustrado na Figura 5.11 comuta.

Pi	 4i

	 Ob.	 Q

Figura 5.11 Diagrama comutativo para morfismos de cones

Definicâo 5.13 Limite Considere a categoria C. Seja D: I —> uC um diagrama de C. Entao:

urn limite de D é urn cone (P, {Pi : P —> Di}iEl) tal que, para qualquer outro cone (Q, {qi: Q --> Di}i,i),
existe urn Unico morfismo h: Q —> P como ilustrado na Figura 5.12;
um colimite é definido de forma dual.	 q

Dermicdo 5.14 Categorias Completa, Cocompleta, Bicompleta. Considere a categoria C
se todo o diagrama em C possui urn limite entdo C e completa;
se todo o diagrama em C possui urn colimite entdo C e cocompleta;

c) C e bicompleta sse e completa e cocompleta. 	 q

• •
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Du 	 110- Dv

••• • • •

Figura 5.12 Limite

Proposicalo 5.15 Se a categoria Cpossui objeto terminal (inicial), produto (coproduto) para todo par
de objetos e igualador (co-igualador) para todo par de morfismos paralelos, entdo C possui todos os
limites (colimites) finitos.
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p.206].

Proposicdo 5.16 Se a categoria Cpossui objeto terminal (inicial) e todos os produtos fibrados (somas
amalgamadas), entäo C possui todos os limites (colimites finitos).
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p.206]. 	 q

Proposicdo 5.17 Se a categoria C possui produtos (coprodutos) arbitrarios e igualador (co-
igualador) para todo o par de morfismos paralelos, entdo C possui todos limites (colimites).
Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 131]. 	 q

6 Adjunciies
Uma adjuncäo pode ser vista como uma medida da expressividade de uma categoria em

relacao a outra.

6.1 AdjuncAo

Definicao 6.1 Adjungfio. Considere os funtores i:A—>Ber:B--->AeaFigura 6.1. 0 funtor 46
adjunto esquerdo de r ou r e adjunto direito de i se existe uma transformacäo natural II: idA -> ro
denominada unidade tal que para todo morfismo f: A - rB em A, existe um tinico morfismo g: 4A
--> B tal que f = rg	 Ou, de forma dual, se existe uma transformacdo natural E: ro r —>
denominada co-unidade tal que para todo morfismo v: 	 Y em	 existe urn nnico morfismo u:
X —3 rY tal que v = Ey c 4u.

Normalmente, uma adjungäo e denotada por (f, r,	 E): .A	 B ou nas seguintes formas
abreviadas: (4 r, I]), (4 r, E), ou (4 r). Considere a adjuncäo (4 r,	 A	 B, urn objeto B em ObB e
idrg: rB --> rB urn morfismo em A. 0 tinico morfismo g:	 rB -* B em B tal que f = rg 0 11 T B e a co-
unidade no objeto B, ou seja, g = EB: 10 rB - ido (veja, por exemplo, [Barr & Wells 90, p.276]).

Proposicfio 6.2 0 adjunto esquerdo de urn funtor, se existe, e tinico, a menos de isomorfismo.
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p.282]. 	 q

Adjuncao sac, componlveis, como mostrado a seguir.

Proposicao 6.3 Sejam (4 r, T1, E): A B e	 r',	 --* C duas adjungOes. A composicao das
adjuncties pode ser definida como (Po 4	 r, o	 r,	 r' o E'): A -* C.
Prova: Veja [Rydeheard & Burstall 88, p. 152]. 	 q

Proposicfio 6.4 Considere a adjungdo (4 r). Entao, rpreserva limites e 4preserva colimites.
Prova: Veja [Barr & Wells 90, p.283]. 	 q
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Figura 6.1 Adjuncao

6.2 Reflexdo e Co-Reflexâo

Definiedo 6.5 Reflexao, Co-Reflex -do. A adjuncdo (1 r, 11, E): A—> Be dita uma:
reflexao, se E. (co-unidade) é urn isomorfismo natural;
co-reflexao, se 11 (unidade) é urn isomorfismo natural.

Intuitivamente, os conceitos de reflexao e co-reflexao significam que as composicöes f o r e ro
(no caso de reflexao e co-reflexao, respectivamente), quando aplicadas a urn objeto, resultam nele
prOprio ou em urn isomorfo. Ou seja, a "passagem de ida e volta" entre as categorias ndo modifica
urn objeto na sua essëncia. Em geral, o seguinte ocorre em relacdo aos funtores, o que induz a
notacdo abaixo:

no caso de reflexao, o adjunto direito é urn funtor inclusdo;
no caso de co-reflexao, o adjunto esquerdo é urn funtor inclusdo.

Notacao 6.6 Considere a adjuncdo	 r, T1, E): A ---> B. E normal usar a seguinte notacdo para
relacionar as categorias A e B:

A "4 B, se a adjungdo é uma reflexao;
A ► B, se a adjungdo é uma co-reflexao. 	 q

7 Construciies sobre Funtores

7.1. Funtor Diagonal

Definiefio 7.1 Funtor Diagonal. Considere a categoria C. Seja C2 a categoria onde os objetos e os
morfismos sdo pares de C. 0 funtor diagonal A: C—> C2 associa a cada C-objeto A o C2-objeto (A, A) e
a cada C-morfismo f: A B o C2-morfismo (f, f): (A, A) -4 (B, B). 	 q

Proposiedo 7.2 Considere a categoria Ce o funtor diagonal A: C —> C2. Entdo:

a) suponha C corn produtos bindrios. Entdo, o funtor IT : C2 —> C é adjunto direito de A, onde
associa a cada C2-objeto (A, B) o C-objeto resultante do produto AxB e a cada C2-morfismo (f, g) o
C-morfismo f x g univocamente induzido pelo produto ern C;

a) suponha C corn coprodutos bindrios. Entdo, o funtor 11: C2 —> Ce adjunto esquerdo de A, onde 11
associa a cada C2-objeto (A, B) o C-objeto resultante do coproduto A+B e a cada C2-morfismo (f, g)
o C-morfismo f + g univocamente induzido pelo coproduto em C.

Prova: Veja [Mac Lane 71, p. 85]. 	 q
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Figura 7.1 Diagrama comutativo para as categorias das setas

Figura 7.2 Categoria das setas

41.

7.2 Categoria das Setas

Definicao 7.3 Categoria das Setas. Considere os funtoresf:A—> Ce g: B -4 C. A categoria das setas
fig e tal que:

os objetos sao triplas S = (A, f, B) onde A e um A-objeto, B e um B-objeto e f:fA gB e urn C-
morfismo;
um morfismo entre dois objetos Si = (Ai, fi, Bi) e S2 = (A2, f2, B2) e" urn par h = (hA: Ai —> A2, hB:
Bi	 B2) onde hA e hg sao morfismos ern A e B, respectivamente, e sao tais que o diagrama
ilustrado na Figura 7.1 comuta;
o morfismo identidade de um objeto S (A, f, B) e Is = (IA: A - A, tg: B B);
a composicdo de dois morfismos f = ( fA, fB) : S i 	S2 e g = (gA, gE3): S2 -4 S3 e g ° f = (gAcfA,
913' f B : Si -4 S3.	 q

A Figura 7.2 ilustra a construcao de objetos e de morfismos em uma categoria das setas.

Proposicao 7.4 Considere os funtores f: A -* C, g: B—> Ce a categoria das setas

se A, B sao completas e g preserva limites, entdo	 completa;
se A, B sao cocompletas e f preserva colimites, entdoPg e cocompleta.

Prova: Veja [Casley 91, p. 46]. 	 q

7.3 Funtor Produto Fibrado

Definicao 7.5 Funtor Produto Fibrado. Considere uma categoria C corn todos os produto fibrados.
Sejam f: A —> B urn C-morfismo eAeB subcategorias de C induzidas por A e B as guars possuem
um Unico objeto (A e B, respectivamente) e um Unico morfismo (o identidade). Sejam cl a e
categorias das setas onde	 - Ce b: B -f C sao funtores inclusdo e c: C—> Ce o funtor identidade.
0 funtor produto fibrado induzido pelo morfismo f: A —> B ef*: c.L6 - c.La e tal que, para todos os
objetos g: D	 B, g': D' —> B em c.L6 e para todo o morfismo k: D 	 D' em c.14, f* e descrito pelo
diagrama ilustrado na Figura 7.3, onde f*k e univocamente induzido pelos produtos fibrados. 	 q



Figura 7.3 Funtor produto fibrado

Figura 7.4 Adjunto esquerdo do funtor produto fibrado
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Proposicao 7.6 0 funtor f* tern como adjunto esquerdo o funtor f+: cl a -4 c Ld onde, para todo h: C
—> A, f+ h = f 0 h: C —> B, como ilustrado na Figura 7.4.
Prova: Veja [Johnstone 77, p. 35].

8 FibracOes

Definicâo 8.1 Morfismos Cartesiano e Cocartesiano. Considere as categorias pequenas T, B e o
funtor u: T—> B. Seja f: B 1 —> B2 urn B-morfismo.

Seja T2 um T-objeto tal que uT2 = B2. Um T-morfismo u: T 1 --> T2 é cartesiano em relac eno ao f e T2,
se uu = f e, para cada T-morfismo v: T3 —* T2, para cada B-morfismo h: uT 3 --> B i tal que f 0 h =
uv, existe urn tinico T-morfismo w: T3 —> T1 tal que u c w = v e uw = h, como ilustrado na Figura
8.1.
Seja T 1 um T-objeto tal que uT 1 = B 1 . Urn T-morfismo u: T 1 —> T2 é cocartesiano em relacdo ao f e
T 1 , se uu = f e, para cada T-morfismo v: T 1 --> T3, para cada B-morfismo h: B2 —) uT3 tal que h o f =
uv, existe um Unica T-morfismo w: T2 T3 tal que w o u=ve uw = h.

Definicao 8.2 Fibracao, Cofibracdo. Considere as categorias pequenas T, Be o funtor 7-4 B.

0 funtor u e uma fibracdo se, para cada B-morfismo f: B 1 --> B2, existe urn T-morfismo u: T 1 —> T2
onde uT2 = B2, cartesiano em relacdo ao f e T2.
0 funtor u e uma cofibracdo se, para cada B-morfismo f: B 1 —> B2, existe um T-morfismo u: T1 -->
T2 onde uT, = B 1 , cocartesiano em relacnn ao f e T1.
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Figura 8.1 Morfismo cartesiano

Em uma fibracao (cofibracao) u: T- B, e usual afirmar que Te a categoria total, B e a categoria
base e T e fibrado (cofibrado) sobre B. Urn funtor que e simultaneamente uma fibracao e uma
cofibracao e denominado bifibracao.

A escolha de uma determinada elevacdo cartesiana (cocartesiana) induz uma fungdo
denominada fenda (cofenda).

Definicao 8.3 Fenda, Cofenda. Considere a fibracao (cofibracao) T-4 B.

Uma fenda da fibracäo u e uma fungdo que associa a cada B-morfismo f: B 1	 B2 e a cada
T-objeto T2 tal que uT2 = B2 um Tmorfismo u: Ti -* T2 cartesiano em relacdo ao f e T2.
Uma cofenda da cofibracao u e uma funcao que associa a cada B-morfismo f: B 1 - B2 e a cada
Tobjeto T i tal que uT i = B 1 um Tmorfismo u: T i -4 T2 cocartesiano em relagdo ao f e T2.	 q

Proposiodo 8.4 Considere uma fenda da fibracao u T-> Be o B-morfismo f: B 1 -* B2. Entdof*: u-1 B2

u-1 B 1 definido como abaixo e ilustrado na Figura 8.2 onde u-1 B 1 e 1.1-1 B2 sac) fibras determinadas
por B 1 e B2, respectivamente, 6 urn funtor induzido pela fenda da fibracdo u e pelo morfismo f:

para cada u-1 B 2 -objeto T 1 , seja f*T i = D T I onde fT / : DT I ---> Ti e o morfismo cartesiano
determinado pela fenda para f e Ti;
para cada u-1 B 2-morfismo u: T i - T2, f* u e o nnico u-1 B 1 -morfismo tal que o diagrama
ilustrado na Figura 8.3 comuta.	 q

Proposicao 8.5 Considere uma cofenda da cofibracao u: T- B e o B-morfismo f: B 1 -* B2. Enta.of+:
u-1 B 1 - u-1 B2 definido como abaixo onde u-1 B 1 e u-1 B2 sao fibras determinadas por B 1 e B2,
respectivamente, e um funtor induzido pela cofenda da cofibracdo u e pelo morfismo f:

para cada u-1 B -objeto T i , seja f+	= CT / onde f-r i : Ti -4 CT 1 e o morfismo cocartesiano
determinado pela cofenda para f e Ti;
para cada u-1 B 1 -morfismo u: Ti -* T2, f+ u e o Unico morfismo w dado na definic -ao de morfismo
cocartesiano tal que o diagrama ilustrado na Figura 8.4 comuta.

Prova: Veja [Barr & Wells 90, p. 256]. 	 q

Figura 8.2 Funtor induzido por uma fibracdo



Figura 8.3 Diagrama comutativo para funtor induzido por uma fibracdo

Figura 8.4 Diagrama comutativo para funtor induzido por uma cofibracao
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9 Categorias Concretas
Considere uma categoria abstrata cujos objetos estruturados e os correspondentes morfismos

säo definidos sobre os objetos e morfismo de uma categoria base. Se a categoria resultante for
tratada puramente como uma categoria abstrata, algumas informacoes sobre os objetos e os
morfismos da categoria base podem ser perdidas. Adicionalmente, muitas das propriedades da
categoria abstrata sao, de fato, propriedades da categoria base. A generalizacdo desta ideia
conhecida como categoria concreta sobre uma categoria base, considerando a existencia de urn
funtor fidedigno (ern geral, urn funtor esquecimento) da categoria abstrata para a base. Desta
forma, estruturas complexas podem ser decompostas em estruturas mais simples, em diferentes
niveis de abstracao, de forma compositional. 0 texto que segue é baseado em [Adamek et al 90].
Por simplicidade, para uma colecdo de indices I, é omitido que i E I.

9.1 Categoria Concreta

Definicao 9.1 Categoria Concreta. Considere as categorias C e B. Seja u: C B um funtor
fidedigno. Ent -do (C,	 uma categoria concreta sobre a categoria base B.	 q

Considerando que o funtor e fidedigno, é usual usar a mesma identificacao para os morfismo
de C e os correspondentes morfismos em B.

9.2 Fonte e Sumidouro

Definicâo 9.2 Fonte, Sumidouro. Considere a categoria C
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Figura 9.1 Fonte inicial

Seja (C,	 C Cip tal que C e urn C-objeto e {f,} a uma colecao indexada de C-morfismos. Entao,
(C, (f i }) e uma fonte de C onde C e {C,} sac, denominados dominio e codominio da fonte,
respectivamente.
Seja ({f,}, C) tal que C 6 urn C-objeto e {f,: C,	 C} e uma colecao indexada de C-morfismos. Entao,
({f i }, C) e um sumidouro de C onde {C,} e C sac denominados dominio e codominio da fonte,
respectivamente.	 q

Definicao 9.3 Fonte Inicial, Sumidouro Final. Considere a categoria concreta (G u: C --> B).

Uma C-fonte (C, {f,: C -* C,}) e dita inicial se, para cada C-fonte (X, {g i : X —> C,}) e para cada
B-morfismo f: uX —> uC tal que, para todo i em I, g i = f; o f: uX —> uC; em B, existe o C-morfismo f: X
-* C tal que, para todo i em I, g, = f i a t X —> C i em C, como ilustrado na Figura 9.1.
Urn C-sumidouro ({f,: C,	 C}, C) e dito final se, para cada C-sumidouro ({g,: C i -* X), X) e para
cada B-morfismo f: uC - uX tal que, para todo i em I, g, = f f i : uC, -* uX em B, existe o C-
morfismo f: C - X tal que, para todo i em I, g, = t o t: uC, —> uX em C.	 q

Observacao 9.4 Fonte Inicial e Sumidouro Final X Morfismos Cartesianos e Cocartesianos. As
definicoes fonte inicial e sumidouro final sac, similares as definicoes de morfismos cartesiano e
cocartesiano, respectivamente, excetuando-se que a categoria considerada e concreta e as
definicoes sao em relacdo a fonte e sumidouro (e nao morfismos).	 q

9.3 Limite e Colimite Concretos

No texto que segue, o limite (colimite) de um diagrama D e denotado simplesmente por limp
(colimp), representando a objeto limp (colimp) juntamente corn a correspondente colecao de
morfismos.

Defunicao 9.5 Limite, Colimite Concretos. Considere a categoria concreta (C, u).

a) Um limite de urn diagrama em (C, u) a dito concreto se e preservado por u.
a) Urn colimite de um diagrama em (C, u) e dito concreto se 6 preservado por U. 	 q

Proposicao 9.6 Considere a categoria concreta (C, u: C —> B). Seja D um diagrama em C. Entao:

limp 6 um limite concreto de D em Csse ulimp 6 um limite de uD em B e limp e uma fonte inicial
em (C, u);
colimp 6 um colimite concreto de D em C sse ucolimp e um colimite de uD em B e colimp 6 urn
sumidouro final em C.

Prova: Veja [Adamek et al 90, p. 210).	 q

Portanto, a construcao de urn limite (colimite) concreto pode ser determinada, como segue:

determinacao do limite (colimite) do diagrama correspondente na categoria base;
elevacao do limite (colimite) da categoria base como uma fonte inicial (um sumidouro final) na
categoria concreta.

Definicdo 9.7 Elevacao de Limites e Colimites. Considere o funtorfi C —> B.

J
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f eleva os limites (univocamente) se, para cada diagrama D em C e para cada limite limp em B,
existe um (nnico) limite limp em C tal que flimp = limp.
f eleva os colimites (univocamente) se, para cada diagrama D em C e para cada colimite colimp
em B, existe um (nnico) colimite colimD em C tal que fcolinn D =

Proposicao 9.8 Considere o funtorf: C -p B.

Se f eleva limites e B é completa, entao Ce completa.
Se f eleva colimites e B é cocompleta, entao Ce cocompleta.

Prova: Veja [Aclamek et al 90, p. 210].	 q

Corolario 9.9 Considere a categoria concreta (C, u: C-* B).

Se B e completa e se para cada diagrama D em C o limite de uD em B pode ser elevado como
uma fonte inicial em C, entao (C, u) e completa.
Se B e cocompleta e se para cada diagrama D em C o colimite de uD em B pode ser elevado como
um sumidouro final em C, entao (C, u) é cocompleta.	 q

CorolArio 9.10 Considere a categoria concreta (C, u: C —> B).

a) Se B é completa e, para toda a colecao de C-objetos {C i}, para todo B-objeto B e para toda B-fonte
(B, {f,: B —> C,}), se (B, {f 1 }) pode ser elevada como uma fonte inicial em C, entao (C, u) é completa.

b) Se B é cocompleta e, para toda a colecdo de C-objetos {C,}, para todo B-objeto B e para todo
B-sumidouro (B, {f,: C, —> B}), se ({f 1), B) pode ser elevado como urn sumidouro final em C, entao
(C, u) é cocompleta. 	 q

10 MOnadas e Categorias Kleisli

Urn monOide (A, •, e) corn suporte A, operacdo binaria e associativa • e elemento neutro e (a
esquerda e a direita em relacao a operac edo •) pode ser considerado como uma tripla (A, j.t, 	 onde
pi.: A 2 -4 A descreve a operacao e	 1 —> A, onde 1 é um conjunto de um so elemento, identifica a
identidade em A. A associatividade e a unidade sac) determinadas pelos diagramas comutativo
ilustrados na Figura 10.1. A generalizacao desta abordagem considerando urn endofuntor como
suporte e transformacCies naturais como e 11, define uma mOnada.

Definicfio 10.1 MOnada. Uma mOnada ou tripla sobre uma categoria C e uma tripla T = (t,
onde t: C —> C é um endofuntor, t2 t é uma transformacao natural denominada multiplicacao
ou operacdo interna e	 idc —> t é uma transformacao natural denominada unidade ou neutro tal
que os diagramas ilustrados na Figura 10.2 comutam, onde

t2 e t3 denotam to t e to to t, respectivamente. Considerando que a operacao é associativa, t o (to t)
e (to	t sdo identificados;
t: t —> to a transformacao natural identidade;
p.t,	 t, e t1l representam composicOes horizontais de transformacOes naturais. 	 q

Proposicao 10.2 Seja r, E): A —> B uma adjuncao. Entao T = (t, 4) é uma mOnada onde t=
ro 1.:A—>Aeg.= rEk t2 —> t tal que rEie a composicdo horizontal de transformaciies naturais, como
ilustrada na Figura 10.3.

Figura 10.1 Diagramas comutativos para monOides
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Figura 10.2 Diagramas comutativos para menadas
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Figura 10.3 Construgdo da multiplicacdo de uma monadas

Figura 10.4 Composicdo de morfismos em uma categoria Kleisli

Prova: Veja [Asperti & Longo 91, p. 109]. 	 q

Definicao 10.3 Categoria Kleisli. Seja T = (t, 1.1) uma meinada sobre a categoria C. A Categoria
Kleisli gc=	 tal que os objetos sdo os mesmos de C, para cada C-morfismo f: A - tB, f: A -4 B
um K-morfismo, para cada C-objeto A, TIA: A A e o correspondente K-morfismo identidade
(determinado por Thek : A --> tA) e a para os 103aorfismos 	 C, a composicdo g DKf: A -3
C e determinada em C, como ilustrado na Figura 10.4. 	 q
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