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Resumo

Neste trabalho desenvolve-se um estudo sobre os Espagos Coerentes Gerados por
Conjuntos Basicos, dotados de uma estrutura adicional. Por estrutura adicional entende-
se uma estrutura algebrica, de ordem pontual, de medidas, topologica e logica. Estes
espacos, denotados por -, constituem uma subcategoria dos Espacos Coerentes, cujos
objetos, ordenados pela inclusao, sdo conjuntos coerentes constituidos por subconjuntos
do conjunto basico, os quais estdo relacionados pela relagdo de coeréncia induzida, que
estrutura a teia deste espa¢o. Os morfismos desta categoria sdao as fungdes de objetos
geradas por fungdes basicas. As propriedades algébricas e relacionais destas fungdes
basicas, externas ao processo de construgdo, ao se propagarem, passam a influenciar na
verifica¢do das propriedades internas das fungdes de objetos.

Contudo, este trabalho ndo € um estudo categorico. A metodologia adotada utiliza
a linguagem simples e intuitiva da Teoria dos Conjuntos, que possibilita a visualiza¢do e
a analise dos relacionamentos existentes, ndo apenas entre os morfismos que envolvem
0s objetos totais ou parciais desta categoria, mas também das estruturas ou pré-
estruturas externas que os formam, representados pelas fungdes de tokens e fungdes
basicas. Mostra-se que as fungdes de objetos sdo totais e bem definidas, além de serem
monotonas e continuas neste espago. Entretanto a analise da estabilidade, e
consequentemente da linearidade esta associada a injetividade das fungdes basicas.

Uma das caracteristicas mais importantes da construgdo proposta € o
desenvolvimento de um sistema de representagdo linear para fungdes localmente lineares,

com a defini¢do do espago coerente «*, gerado pelo produto de subteias. Neste espaco,
as fungdes de objetos sdo lineares e coincidem com os morfismo da categoria dos

espagos coerentes. Além disso, mostra-se que <* ¢ isomorfo ao espago coerente gerado
pelo produto direto dos sub-espagos, [14 . Desta forma, toda transformagio definida

para um tipo de dado estruturado a partir de um conjunto basico enumeravel tem uma
representagao linear, constituida pelos morfismos da categoria dos espagos coerentes. A
existéncia da representagdo linear para as fungdes elementares garante a existéncia da
representagdo linear para outras fungdes derivadas destas.

Apresenta-se ainda uma especificagdo desta construgdo, introduzindo-se o Espago
Coerente de Intervalos Racionais, //Q. Na busca de uma aplicagdo compativel com uma
abordagem computacional, em especial para Analise Real, mostra-se que, em //Q, cada
fungdo real elementar esta identificada com uma fung¢do de objetos linear, definida a
partir da correspondente fung¢do elementar racional. Dentre as fungdes que foram
analisadas destacam-se: a exponencial, a logaritmica, a poténcia, a poténcia estendida, a
raiz n-ésima, as fungbes trigonométricas como seno, cosseno e tangente e suas
correspondentes fung¢des inversas, como também a fungdo polinomial. Verificou-se que
todas estas fungdes de objetos sao totais, bem definidas, ou pertencem ou possuem uma
representagdo linear na categoria COSP-LIN dos espagos coerentes, além de serem
fechadas para os objetos totais e quasi-totais deste espago, sendo possivel estabelecer o
correspondente par-projegdo para cada uma delas.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria dos Intervalos, Computagdo Cientifica, Teoria dos
Dominios, Espagos Coerentes, Constru¢io de Numeros Reais, Fungdes Lineares,
Categorias.
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THE COMPUTABLE CATEGORY OF THE COHERENCE SPACES
GENERATED BY BASIC SETS WITH AN APPLICATION IN REAL
ANALYSIS

Abstract

In this work the Coherence Spaces Generated by Basic Sets with additional
structure are studied. By additional structure one means an algebraic, topological and
logical structure with a punctual order and a measure system. These spaces, indicated by

., are a subcategory of the category of Coherence Spaces. whose objects. ordered by
inclusion, are coherent sets formed by the induced web coherence relation. The
morphisms of this category are the functions of objects generated by basic functions. The
algebraic and relational properties of these basic functions - external to the construction
process - are propagated and cause important influences in the verification of the internal
properties of the functions of objects.

However, this research is not a categorical study. The methodology uses the simple
and intuitive language of the Set Theory, which allows the visualization and the analysis
of the existing relationships, not only among the morphisms of the total and partial
objects of this category, but also among their structures or pre-structures. represented by
the functions of tokens and basic functions. It is shown that the functions of objects are
total and well defined. They are also monotone and continuous. However the stability
and the linearity of the functions of objects depend on the fact if the basic functions are
injective or not.

One of the most imporiant features of this construction is the development of a
linear representation system for the local linear functions, by the definition of a coherence

space +*, which is generated by the subweb product. In this space the functions of
objects are linear and therefore they are the morphisms of the category of Coherence

Spaces. Moreover, it is proved that - * is isomorphic to the coherence space generated
by the directed product of the subspaces, denoted by [I¢ . Then, for each

transformation defined for a structured data type considering a denumerable basic set
there exists its related linear representation. The existence of a linear representation for
elementary functions guarantees the existence of a linear representation for others
derived functions.

As an application of this construction, the Coherence Space of Rational Intervals,
denoted by //Q, is introduced. In order to show an application which is compatible to a
computational approach, specially for the real analysis, each elementary real function is
identified with a linear function of objects, defined considering the related elementary
rational function. Some of the analyzed functions are the exponential, the logarithmic,
the power , the extended power, the root, the trigonometric (sine, cosine and tangent and
their relates inverses), and the polynomial functions. It is proved that all of these
functions of objects are total and well defined. Moreover, either they belong to the
category COPS-LIN of the coherence spaces or they have a linear representation in the
same category. It is also possible to define a related projection pair for each one of them.

KEY WORDS: Interval Theory, Scientific Computation, Domain Theory, Coherence
Spaces, Construction of Real Numbers, Linear Functions, Categories. UFRGS
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1 Introducio

Nesta primeira unidade sera apresentada uma visdao global do trabalho realizado,
incluindo a motivagao para realizagdo do mesmo, as alternativas encontradas, os objetivos
propostos e uma breve descrigao de como o texto foi organizado.

1.1 Os Espacos Coerentes como Fundamentacdo da Computacio Cientifica

Considerando que a Teoria dos Dominios ¢ atualmente a area da Matematica da
(Computagdo consolidada como uma das mais empregada pela /nformatica Teorica [STO
94], sdo varios os tipos de dominios existentes na literatura, assim como sao varias as teorias
encontradas [SMY 87][ACI 91][DIM 91][STO 94][BON 95][RUT 95][ZHA 96]. Dentre
esta diversidade de abordagens, salientam-se os Espagos (oerentes, que constituem um tipo
de dominio que apresenta algumas particularidades que o distinguem dos demais, como, por
exemplo, as propriedades de fungdes em Espacos Coerentes, que vao além da continuidade,
como a da estabilidade e a da linearidade.

Este trabalho de pesquisa se desenvolveu no sentido de fundamentar a Analise das
Fungdes Elementares, a partir da Teoria dos Dominios, especificamente, pelo estudo de uma
categoria especial, a dos Espagos Coerentes Gerados por Conjuntos Basicos. Entretanto
este trabalho ndo se caracteriza por ser um estudo categorico, mas como um estudo que
utiliza a linguagem da Teoria dos Conjuntos, seja pela sua simplicidade de formalismo ou
pela forma como foi definida a analise interna dos objetos e morfismos que estruturam a
construgao que se esta propondo.

[sto tem um sentido intuitivo importantissimo, primeiro porque buscou esta
fundamentagdo através de um processo construtivo baseado em estruturas, ou pré-
estruturas, gerados a partir de conjuntos basicos, parcialmente ordenados e enumeraveis sob
ponto de vista matematico, sendo portanto totalmente computaveis. E segundo porque
sendo os espagos coerentes um tipo especial de dominio, ¢ também uma estrutura que
modela a nogdo de aproximacgdo e sobre o qual se pode definir modelos apropriados de
computagao.

Além disso, os Espagos Coerentes surgem como uma alternativa no sentido de se obter
uma fundamenta¢do computacional simples e intuitiva para a Matematica Intervalar e
Computagdo Cientifica, tendo em vista a complexidade apresentada por outras teorias,
como, por exemplo, a Teoria dos Dominios Continuos [ACI 91], [DIM 91], [BED 93] e
[BED 94].

Considerando as muitas aplicagdes da 7eoria dos Espagos Coerentes como uma teoria
de dominios natural e de facil compreensdo, com particularidades especialmente
interessantes, veja [GIR 86] [GIR 87] [GIR 89] [TRO 92][COS 94] [DIM 95], a partir dos
trabalhos de [DIM 96b] e [SEL 96] ja se pode dispor de textos que, além de introduzi-la
formalmente como uma teoria matematico-computacional, apresentam também um estudo
detalhado sobre o processo construtivo relativo aos objetos desta categoria, ou seja, os
conjuntos coerentes.

A construgdo proposta em [DIM 96b], resumida no proximo capitulo, desenvolveu-se
no sentido de se obter uma nova metodologia, e mostrou que a estrutura de corpo ordenado
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completo que caracteriza o conjunto dos reais pode ser sistematicamente construida de
estruturas denominadas de pre-estruturas, que ja estavam presentes nos conjuntos basicos,
no caso os racionais, a partir dos quais a construgdo tem inicio. Esta estrutura foi
identificada com o conjunto dos objetos totais do Espago Coerente de Intervalos Racionais,
0.

1.2 Motivacio

Motivados por esta construgdo e pelos resultados alcangados sentiu-se a necessidade da
realiza¢do de um trabalho no sentido ndo somente de estudar as fungdes aritméticas, como ja
havia sido feito em [DIM 96a], mas também de todas as outras fungdes que sdo
imprescindiveis para a estruturacdao da Analise, entre elas as mais imediatas sdao as fung¢des
elementares: fun¢ao exponencial, fungdo logaritmica, a radiciagdo, a potenciagao, as fungdes
trigonometricas, veja [REI 96b], e por fim a fungdo polinomial.

Neste trabalho, restringiu-se o estudo para o caso especifico de fungdes definidas a
partir de suas correspondentes fungdes basicas, e aplicou-se esta construc¢ao para as fungdes
elementares em //Q, citadas no paragrafo anterior, por apresentavam este mesmo tipo de
definigao.

Baseado nisso, a proposta inicial deste trabalho de pesquisa era a identificagdao das
fungdes elementares reais com suas correspondentes fungdes de objetos no Espago
Coerentes de Intervalos Racionais, sendo estas gerados no processo de construgao, a partir
das correspondentes fungdes racionais.

Entretanto, por consequéncia dos resultados parcialmente alcangados, aprofundou-se
os estudos e buscou-se a generalizagdo deste processo de construgdo. Desenvolveu-se
entdo, além dos conceitos de teia e de espagos coerentes gerados a partir de conjuntos
basicos e parcialmente ordenados, uma definicdo analoga para fungdo de tokens, de pré-
fun¢do e de fungdo de objetos entre estes espagos, também geradas a partir das respectivas
fungdes basicas, buscando-se uma analise da construgdo deste dominio.

1.3 Objetivo

Este trabalho tem como objetivos:

(i)estudar a linearidade das fungdes de objetos definidas a partir de fungdes basicas
utilizando a Teoria dos Espagos Coerentes ;

(ii)desenvolver uma aplicagdo a Analise Real, ou seja, a construgdo das fungdes reais
elementares utilizando as fungdes de objetos dos Espagos Coerentes de Intervalos Racionais,
sendo estas, geradas a partir das fun¢des elementares racionais;

(ii1) desenvolver um texto cientifico e formal, de caracter introdutorio, onde se possa
utilizar todas as vantagens desta teoria, caracterizando os Espagos Coerentes como
fundamento para Analise, sobre a qual se estrutura o Calculo, uma das ferramentas basicas
para o estudo de Sistemas Dinamicos .

1.4 Organizacio do Texto

A seguir faz-se uma breve descrigdo das unidades que compdem este trabalho.
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No capitulo 2 apresenta-se uma nogdo resumida de toda a fundamenta¢do necessaria
para o desenvolvimento deste trabalho, com énfase nas caracteristicas mais importantes da
Teoria dos Espago Coerentes e na construgdo dos reais computaveis proposta por Dimuro,
em [DIM 96b]. Sdo ainda introduzidos os conceitos, defini¢des e resultados considerados
essenciais para compreensao dos proximos capitulos.

Trata-se nos capitulos 3 e 4 da construgdo dos espagos coerentes gerados por um
conjunto basico e dos Espacos Coerentes de Intervalos, respectivamente. Apresenta-se
ainda, em particular, o Espago Coerente dos Intervalos Racionais.

Embora uma das mais importantes hipoteses fosse de que a partir das fungdes basicas
pudessem ser construidas as correspondentes fun¢des de objetos lineares, coincidindo desta
forma com os morfismos da categoria dos Espagos Coerentes, isto so foi alcangado com
algumas condi¢des impostas aos conjuntos basicos. Estas condi¢des sao decorrentes da
verificagdo de propriedades que a fungdo basica devem satisfazer, como a injetividade,
externas ao processo de construgdo, mas que se propagam e sdo determinantes para
verificagdo das propriedades internas, como a estabilidade e a linearidade. Isto €
demonstrado no capitulo 5

Contudo, no capitulo 6 propde-se uma alternativa para esta restri¢gio, com a defini¢do
de espaco coerente gerado pelo produto de subteias, que por sua vez € isomorfo ao espago
coerente gerado pelo produto direto dos espagos coerentes gerados por cada uma destas
subteias. Mostra-se que € possivel obter uma representagao linear para as fun¢des de objetos
localmente lineares.

No capitulo 7 aplica-se a construgdo ao Espago Coerente de Intervalos e ao Espago
Coerente de Intervalos Racionais, e analisa-se as fungdes relacionadas com o mesmo e
todas as proposigdes e teoremas que comprovam os resultados alcangados nos capitulos
anteriores.

As fungdes elementares em //Q) como a fungdo exponencial, fungdo logaritmica, a
radiciagdo, a potenciagdo, as fungdes trigonométricas, e a fun¢do polinomial sio
apresentadas no capitulo 8, onde sdo também ressaltadas as caracteristicas de cada uma
relativas as propriedades analisadas nos capitulos anteriores.

E finalmente o capitulo 9 constitui-se das conclusdes finais deste trabalho, incluindo
uma avaliagdo geral, sugestdes e contribuigdes para futuros trabalhos de forma a dar
continuidade a pesquisa aqui apresentada.
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2 Revisdo da Literatura

Neste capitulo apresenta-se um breve estudo da literatura basica sobre Espagos
Coerentes necessario para a compreensao dos conceitos, proposigoes e teoremas que
fazem parte desta dissertagao.

Para alcangar os objetivos propostos foram fundamentais os resultados alcangados
por Dimuro, [DIM 96b], na construgdo dos reais computaveis, utilizando os Espagos
Coerentes de Intervalos Racionais, cujos aspectos principais foram selecionados, em
resumo a seguir, visando com isso ressaltar a continuidade desta construgdo agora
estendida para as fungdes reais elementares.

Salienta-se por ultimo, alguns resultados importantes sobre a Teoria dos Espagos
Coerentes, que embora ja constem na literatura especifica, foram aqui evidenciados, quer
pela reconstrugdo de sua prova. quer pela generalizagdo das estruturas ou pré-estruturas
envolvidas, a partir dos quais fundamentam-se as provas das principais proposi¢oes e
teoremas atraves dos quais atingiu-se os objetivos previstos.

2.1 Os Espacos Coerentes - Dominios de Girard

Girard [GIR 87] [GIR 89] introduziu o estudo de espagos coerentes visando dar um
modelo para sua logica linear. Existem varias discussdes em torno de estudos realizados
em semdntica denotacional de calculos formais. Segundo Girard [GIR 89], a idéia
fundamental de semdntica denotacional é permitir interpretar redugdo de expressdes
(uma nogdo dinamica) por igualdade de valores (uma nogao estatica). Em outras
palavras, sao modelados os invariantes do calculo. A semantica denotacional é feita com
a utilizagdo da 7Teoria dos Dominios [STO 77] [PLO 81] [DAV 91] [STO 94] [DIM 91]
[ACI 91] [ESC 93] [SMY 77].

O objetivo da Teoria dos Dominios € tomar, literalmente, a interpreta¢do ingénua
(simples) de que um objeto do tipo {/ — }* € uma fungdo de I/ para V', e ver se € possivel
fornecer um significado computacional razoavel a palavra "fun¢ao". Segundo este ponto
de vista, tenta-se evitar a obsessao pela completeza, procurando por idéias geométricas
simples.

A primeira idéia que se tem € a seguinte: tipo = conjunto e [/ — }” € o conjunto de
todas as fungdes (no sentido conjunto-teorético) de [/ para J. Esta interpretagdo €
aceitavel, mas nada é acrescentado a nog¢do intuitiva. Os objetos interessantes
computacionalmente estdo submersos em um mar de fungdes conjunto-teoréticas. Kreisel
[GIR 89] complementou esta idéia onde: tipo = relagao de equivaléncia parcial em N e
U—V é o conjunto de (codigos de) fungdes recursivas parciais f tais que, se xUy,
entdo f(x)Vf ( y), respeitando a relag@o de equivaléncia.

Observa-se que a idéia de Kreisel € a da compatibilidade de operagdes com relagoes
entre objetos. Esta idéia foi assumida da 7eoria dos Dominios na forma da
monotonicidade das operagdes admissiveis para a relagao de ordem de informagio entre
objetos. Esta abordagem se aproxima mais do paradigma computacional pesquisado por
Girard [GIR 89].

Anteriormente, Scott [SCO 72] tinha apresentado uma idéia que foi considerada
superior as outras anteriormente discutidas onde: tipo = espago topologico e U — V' =
funcgdes continuas de {J para V. A particularidade da idéia de Scott estava em que o tipo



de espago topologico que adotou (espagos T,) permitiu compatibilizar a estrutura
topologica com a estrutura de ordem dos objetos.

Para obter esses resultados, Scott [SCO 72] [SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82] foi
conduzido a impor restrigdes drasticas a seus espagos topologicos.afastando-os do
espirito geometrico tradicional da topologia. De fato, seus espagos sao realmente apenas
conjuntos parcialmente ordenados com existéncia de supremos de conjuntos dirigidos,
onde a topologia € uma caracteristica casual. Salienta-se, entretanto, que existe uma
visdo logica da topologia, que foi estabelecida em um contexto cientifico computacional,
[ABR 87] [SMY 83] [VIC 87].

Como ndo existe ainda um consenso sobre quais os espacos que atendem todas as
exigéncias, € fundamental que pesquisas nesta area continuem buscando solugdes. Neste
sentido, Girard [GIR 86] [GIR 87] introduziu a nogdo de espacos coerentes, que € um
tipo especial de dominio de Scott, onde os objetos sdo conjuntos construidos a partir de
uma relagdo reflexiva e simétrica, denominada relagdo de coeréncia, ¢ a ordem de
informagao, ou de aproximagao, € a relagao de inclusdo entre conjuntos.

Os objetos totais de um espago coerente, assim como Scott, na construgdo do limite
inverso, sdo interpretados como supremos de aproximagdes de objetos ou dados
parciais. Estes objetos parciais possuem relagdes estritas e bem definidas de interagdo e
comunicagdo, € para os quais pode-se aplicar as fungdes lineares, que se constituem nos
morfismos desta categoria. No caso dos espagos coerentes de intervalos racionais,
busca-se uma linguagem para falar sobre aproximagdes em analise real que preserve
vantagens computacionais como a analise automatica e rigorosa do erro de resultado,
das técnicas intervalares [ALE 68][ALE 83][MAR 81].

Esta abordagem tem a vantagem de ser de "logica construtiva" e "computacional"
(prové uma teoria para falar de fungdes lineares e computaveis), aléem de unificar as
teorias das semdnticas de linguagens de programagdo e a Matematica Intervalar
(Analise Numerica). Ela prové uma logica (logica linear) para raciocinar sobre
programas em Matematica Computacional.

Torna-se interessante neste momento a apresenta¢do de algumas propriedades dos
espagos coerentes, que o caracterizam como uma teoria de dominios natural e de facil
compreensdo. Neste sentido salienta-se:

(1) a propriedade do fecho interior, que garante que qualquer subconjunto de um
conjunto coerente € também um conjunto coerente,

(i) a completeza binaria, onde para qualquer que seja a subfamilia de conjuntos
coerentes, se todo subconjunto formado por dois conjuntos coerentes quaisquer, tem
como supremo um conjunto coerente, entdo o supremo de toda a subfamilia ¢ também
um conjunto coerente;

(iii) a propriedade de fechamento em relagdo a unides dirigidas (relativaa <), e

(iv) a propriedade de fechamento em relagdo a intersegdes arbitrarias.

Assim, um espago coerente pode ser considerado como um dominio (ordenado
parcialmente pela inclusdo), algébrico (todo conjunto € a unido dirigida de seus
subconjuntos finitos) [DAV 91] que satisfaz a propriedade de completeza binaria.

O principal objetivo da teoria dos espagos coerentes € interpretar tipos de dados
através de um espago coerente, e as computagdes por certas fungdes de um espago
coerente em outro, que serdo definidas unicamente por suas aproximagdes, e portanto
continuas. Observa-se que na analise, a monotonicidade se caracteriza por preservar
aproximagdes enquanto a continuidade, por preservar limites. Em um contexto onde o
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resultado de uma computagdo ¢ modelado como o supremo (limite) de conjuntos
dirigidos. € natural que continuidade seja compativel com a formagdo de tais supremos.
Assim. a teoria de Scott, [SCO 72] [SCO 76] [SCO 82] [SCO 90], e em particular a
Teoria dos Espagos Coerentes, caracteriza-se pela preservagdo de supremos dirigidos
[JUN 89].

Entretanto, as fungdes entre espagos coerentes além de serem continuas sdo
estaveis e lineares. A estabilidade € a propriedade que garante a existéncia de uma menor
aproximagdo em certos casos, simplesmente tomando-se a intersegdo de conjuntos
limitados superiormente, enquanto a linearidade especifica ainda mais esta menor
aproximagao, identificando-a com um elemento finito e atomico deste espago.

O estudo destas propriedades sera detalhado nos proximos capitulos, pois sdo o
fundamento deste trabalho.

2.2 Uma Construcio dos Reais Computiveis Usando o Espaco Coerente de
Intervalos Racionais

Dimuro, [DIM 96b], estudou a Teoria dos Espagos Coerentes e como aplica¢do
desta teoria propds a construgdo dos reais computaveis utilizando Espagos Coerentes. O
metodo utilizado possibilita que a estrutura de corpo ordenado completo do conjunto de
numeros reais seja, sistematicamente, construida a partir de um conjunto inicial,
transmitindo a definigao de suas operagdes aritmeticas, relagdo de ordem e propriedades
topologicas, as outras estruturas ou quasi-estruturas que vao sendo obtidas no decorrer
do processo construtivo.

Tomando como estrutura inicial o conjunto dos racionais (J, munido da relagao de
ordem padrdao e das usuais operagdes aritméticas, obteve o Conjunto dos Intervalos
Racionais /(. O Espago Coerente dos Intervalos Racionais, denotado por //Q, foi obtido
a partir da definigdo de uma teia de intervalos racionais, estabelecida sobre /Q, onde €
definida uma relagao de coeréncia. As defini¢des das operagdes algéebricas e da relagdo
de ordem parcial em //Q, sdao caracteristicas herdadas do conjunto inicial (). Assim,
pode-se interpretar o Espago Coerente dos Intervalos Racionais como um tipo e
qualquer subconjunto coerente de intervalos racionais da teia deste espago € interpretado
como pontos deste espago. Estes pontos podem ser parciais ou totais.

Dimuro mostrou ainda, que o Espago Coerente dos Intervalos Racionais € uma
estrutura algébrica e ordenada, de tal forma que a definicdo das operagdes algébricas e
da relagdo de ordem para os objetos parciais sdo herdadas da propria estrutura algébrica
e ordenada do Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tem suas operagoes e
relagdes de certa forma herdadas dos racionais.

Destacam-se os pontos quasi-totais, que, munidos de uma estrutura algébrica e
ordenada adequada e de uma relagdo de equivaléncia, permitem representar
aproximagdes (denominadas de indexadas) de dados incertos, com o objetivo de
"resolver" equag¢des com dados e parametros incertos (equagdes intervalares). Salienta-
se que esta nogdo de indice fornece uma nogdo de todos objetos dos quais o conjunto
coerente referido € uma aproximagao.

Esta familia de conjuntos coerentes de intervalos racionais tem uma caracteristica
especial, no sentido que sdo maximais para um determinado indice, ou seja, contém
todas as suas aproximagdes indexadas, mas ndo sdo objetos totais do espago coerente.
Dimuro estabeleceu, também, que a familia dos objetos quasi-totais, denotada por
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quasito(IIQ), € uma importante parte, estavel e linear do Espago Coerente dos
Intervalos Racionais, //Q. Pode-se, a partir disto, estabelecer um isomorfismo entre a
quasitot(11Q) e o conjunto dos intervalos reais IR

Assim, Dimuro introduziu o conjunto de intervalos reais, obtendo a definicdo de
intervalo real a partir da definicdo de pre-intervalo real. Salienta-se que, um intervalo real
definido desta forma constitui, exatamente, o intervalo real definido por Moore [MOO
66] na Teoria de Intervalos.

Em [DIM 96b], e, tambem definido o indice real de um conjunto coerente de
intervalos racionais, de maneira analoga a definigdo de indice de um conjunto coerente.
Foi observado ai, que, o indice real sempre resulta em um intervalo real se tal conjunto
coerente € ndo-vazio. Considerando o conjunto coerente vazio, o indice real sera o
proprio conjunto dos reais K. Desta forma, foi estabelecido um isomorfismo entre a
familia dos objetos quasitot(IIQ) e o conjunto dos intervalos reais estendido com R.

A familia z01(7I0), dos objetos totais do Espago Coerente de Intervalos Racionais
110 é entdo, identificada com o conjunto dos numeros reais . Isto significa que todo
numero real w € R pode ser representado por um conjunto enumeravel de intervalos

racionais, X, etor(ﬂ(_)), com x, = {[p,q] elQlpsws< q}. Dentre suas caracteristicas,

destacam-se algumas:

(i) todo conjunto majorado e toda cadeia de roi(//Q), tem supremo, o que
caracteriza sua completude e sua consisténcia,

(i1) além disso, todo elemento de tof(/IQ) € supremo de cadeias de elementos que
sdo menores que ele;

(ii1) e finalmente, cada numero real € dado por um conjunto coerente maximal de
intervalos racionais, e portanto cada numero real pode ser identificado por um
conjunto enumeravel de intervalos racionais.

A metodologia que caracteriza o processo de construgdo se divide na construgdo
interna, obtendo os objetos parciais e totais do espago coerente € a construgdo externa,
que obtém a estrutura algébrica, relacional e topologica correspondente.

No presente trabalho, busca-se, além da construgao das fungGes reais elementares, a
partir dos objetos de //Q, um estudo criterioso das propriedades algébrica e relacionais
herdadas no processo de constru¢do e uma analise abrangente da propagagdo das
mesmas neste processo. Primeiramente, generalizam-se essas propriedades e defini¢des
para espagos coerentes quaisquer, e posteriormente, busca-se uma especificagdo das
mesmas em //Q. Para tal, alguns conceitos, definigdes e resultados observados serdo
considerados neste capitulo.

2.3 Conceitos Elementares

Os conceitos a seguir sdo considerados fundamentais para a compreensdo da
construcdo que se esta propondo, e referem-se a construgdo do espago coerente v .

2.3.1 Definigdo. Teia

Uma teia, A=(A4,~,), é um par formado por um conjunto 4 sobre o qual é
definida uma relagdo reflexiva e simétrica, denotada por ~ ,, denominada de relagdo de
coeréncia em A.
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Do ponto de vista da Teoria dos Grafos, toda teia e um grafo reflexivo e simetrico.
2.3.2 Defini¢do. Conjuntos coerentes

Um subconjunto x de uma teia A e coerente se 7X Yex, X~ V. O conjunto de
todos os subconjuntos coerentes de A e denotado por ('oA(A). Portanto,
Con(A)=Coh( A=, )={xc4 | 7X Yex, X~}
Os conjuntos coerentes da teia sao chamados pontos. Os pontos de uma teia sao
também chamados objeros, e classificados em objetos parciais ou totais. Os objetos totais

sao aqueles que contém toda informagdo disponivel. Na terminologia da Teoria dos
Grafos um ponto da teia € um clique, isto €, um subgrafo completo.

2.3.3 Defini¢ao. Espago coerente

Um espago coerente (ou dominio de Girard [TRO 92]) ~ =(I(.'oh(A,x l*),g] € a

colegao dos subconjuntos coerentes de uma teia A, parcialmente ordenados pela
inclusao.

Segundo [GIR89], os elementos de 4 sdo chamados tokens ou atomos do espago
coerente »~ . Os tokens de um espago coerente representam bits atomicos de
informagao, enquanto que um conjunto coerente € um parte consistente de informagao.
De forma analoga, pode-se dizer que coeréncia entre tokens € interpretada como sendo
uma relag@o entre bits de informagdo referentes a pelo menos um mesmo objeto deste
dominio.

Além disso, a ordem de informagao € representada pela inclusdo, e se x C y entdao
pode-se afirmar que y possui mais informagdo (no minimo tanto quanto) do que x, isto €,
x € uma aproximagdo de y. Se x e y ndo sdo comparaveis, x Z youy Zx, eles ndo
constituem informagdo sobre um mesmo objeto.

Define-se o foken vazio como sendo aquele que ndo possui informagdo, ou ndo

informa, e indica-se por { } . Por definigdo, ele e coerente com todos os outros tokens

do dominio. Indica-se o conjunto coerente vazio por &. Os subconjuntos coerentes desta
teia s3o os objetos parciais ou totais. Os objetos totais sdo aqueles que contém toda
informagdo disponivel, veja [DIM96].

2.3.4 Defini¢do. Objeto parcial

Todo conjunto coerente, xe = , € um objeto parcial. Assim, todos os pontos de
" (cliques da teia) sd3o objetos parciais.

2.3.5 Defini¢do. Indice de um conjunto coerente

Chama-se indice de um conjunto coerente o conjunto i(x):ﬂ{ XcAX ex} .

O indice do conjunto coerente vazio é i(D)=4 .

Se i é o indice de um conjunto coerente x entdo diz-se que x é um conjunto
indexado por /. Para todo conjunto coerente € possivel estabelecer seu indice e usar o
indice como uma propriedade intrinseca deste conjunto. Pode-se também definir classes
de indice-equivaléncia, conforme € proposto em [DIM 96].
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A defini¢do de indice de um conjunto coerente fornece a nogdo de todos objetos, ou
pontos, os quais tal conjunto coerente € uma aproximagao. Além disso, como para cada
conjunto coerente € possivel estabelecer seu indice, € intuitivo pensar em completar estas
aproximagdes de forma a se obter um objeto que apresente todos os tokens que
contenham este indice. Surgiu assim a nog¢@o de objeto quasi-total, que sera apresentada
a seguir.

2.3.6 Definigdao. Objeto quasi-total

Diz-se que um conjunto coerente ye. € um objeto quasi-total do Espago
Coerente =~ =((.‘0h(A,==,.),g) se, sempre que existe yc =z tal que xcy e i(x)=i(y)
entdo, x=y.

A familia de objetos quasi-totais de .~ ¢ indicada por quasitot( ) .

Observa-se que o objeto quasi-total € maximal para um indice. Entretanto nao € um
objeto total. Esta nogdo € importante. pois mostra-se neste trabalho que, a fungdo de
objetos que sera definida e analisada nos proximos capitulos, ¢ fechada e estavel sobre
objetos quasi-totais.

2.3.7 Defini¢do. Objeto total

Diz-se que um conjunto coerente x< € um objeto total do Espago Coerente
W =(C oh(A,z ,‘),g) se, sempre que existe ye» talque xCy, entdo x=y.

Isto significa que um objeto total x contém todas suas aproximagdes. Assim,
x C y significa, também, que ndo existe nenhum token de .~ que seja coerente com
todos os tokens de x e ndo pertenga a x.

Salienta-se, ainda, que um objeto total € um clique (subconjunto coerente) maximal
na teia AE(A,Q,‘)_

A familia de objetos totais de .~ € indicada por fof( ) .

2.3.8 Defini¢do. Fecho indexado de um conjunto coerente

O fecho indexado de um conjunto coerente x€ . , denotado por x, € definido por:
2=U{devixcdri(x)=i(d))

Pode-se dizer, entdo, que o fecho de um conjunto coerente ¢ uma operagdo de
completagdo que, quando aplicada sobre objetos parciais, resulta em objetos quasi-
totais, conforme sera mostrado no proximo capitulo. Entretanto, o fecho nem sempre €

um objeto total. Por exemplo, seja x’ €.+~ com i(x’) <i(x). Neste caso pode ocorrer
que existam X, X’ ex com X' < X e portanto X'e X sdo coerentes, mas x'x .
Em particular, o fecho indexado do conjunto coerente vazio € o proprio conjunto

N
coerente vazio, ou seja, J=0 .
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3 Espacos Coerentes Gerados por Conjuntos Basicos

Os conceitos apresentados a seguir referem-se a construgdo de um espago coerente = ,
gerado a partir de um conjunto basico. indicado por 4’  Os elementos de 4’ sdo chamados
de elementos basicos.

3.1 Teia Gerada a Partir de Um Conjunto Basico

3.1.1 Defini¢do. Relagdo de coeréncia induzida por um conjunto basico

Seja A" um conjunto basico. enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagido de

ordem "<". Entdo, V.X.}Y < 4’ define-se a relagdo de coeréncia induzida por A' como:
X=,YoVaeX,Vela,, <B,.€ B <.,
onde a,, emin(X), o =max(X), B, smin(Y)ep,  <max(Y).

max min

3.1.2 Proposigao

VX, Yc A',se XnY =T ,entdo X =, Y.

Prova:
Se XnY=+0@, VX.YC A’, entdo por definicdo Jac X e JBet tal que

B..<a<a,.ea, <a<pf,.  Logo X=,Y.,

3.1.3 Proposigdo

Seja A" um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagdo de ordem
"<". Entdo arelagdo definidapor X~ . VY & Vae XVl o, <B,u€ B <O

¢ uma relagdo de coeréncia .
Prova:
De fato, tem-se que esta relagao é:
(DReflexiva: X~ . X oo, =B, €% =B €
(ai)Simeétrica: X m ;, Y >t SBosc © B S0, OB St .. SB_... Portanto
Y =, X . Mostrou-se, assim, que a relagdo de coeréncia induzida por 4’, ~,, € uma

relagdo de coeréncia.,
3.1.4 Defini¢do. Teia gerada a partir de um conjunto basico A4’

Sejam A’ um conjunto basico. Define-se teia gerada a partir do conjunto basico A4’
como sendo a teia, A = (A',::_,), cujos tokens sdo subconjuntos X < ¢(A4’) e onde ~,. €

a relagdo de coeréncia estabelecida entre estes tokens, induzida por 4’, conforme defini¢do
3.1.1

Um subconjunto x da teia A = (A’,as‘ i ) , gerada a partir do conjunto basico A’, € um
conjunto coerente se, V.X,¥ €x, X =, V. O conjunto de todos os subconjuntos coerentes
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da teia Az(A'.x‘..]. gerada a partir do conjunto A'. e dado por

Co(A) = Coh(4",~ )= {xc A|VX.Y ex, X =, T}.

3.1.5 Defini¢ao. Rela¢do de ordem na teia A = ('4": ‘-).

Seja A’ um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagdo de ordem

"<" Define-se a relagdo "<." na teia AE(A'.::_,.), que possibilita comparar dois

conjuntos ordenados .X,..X. = A’ tokens desta tela. como segue:
4 X,=4X,,ou

X<, X,
I C)[v‘a,e‘(,,‘?’a:e.k},aﬁaj.

3.1.6 Proposigdo.

1]

A relagdo "<," . nateia A =(4'.~, ) . € uma rela¢do de ordem sobre A.

Prova:

Arelagdo "<." nateia A = ( A= ),é:

(1)Reflexiva , V XCA tem-seque X<, KX pois X = X.

(i1)Anti-simetrica, sejam X ,.X,CA.se X,<, X, e X,<, X, entdo por defini¢do tem-
seque Vo, € X,,Va, e X,,a,<a,e a,<a, <a, =d, logo X,=X,.

(in)Transitiva, VX X, X.cA.se X <, X, e X,<, X, entdo por definicdo tem-se
que Vo, € X,,Va, e X,,Va, € X,,a, <a,, a,<a, <a, <a, logo X, <, X,.

Portanto,"< " € uma relagdo de ordem. ,

Entretanto, "<," ndo € uma relagdo de ordem total, pois se X, . X,CA tais que
X nX,#zQDetaisquea,a,c X,NnX,ea <a, Entdoexistema, € X,,a, € X, , mas
o, <a, e, portanto .X',, X, ndo sdo comparaveis por essa rela¢do.

3.2 Espaco Coerente Gerado a Partir de Um Conjunto Basico

3.2.1 Defini¢ao. Espago coerente gerado a partir de um conjunto basico A4’

O espago coerente gerado a partir da conjunto basico A4’, indicado por
a—(( oh(A ~_.) ) ¢ a cole¢do de subconjuntos coerentes de uma teia, A = (A',:-._i.),

parcialmente ordenados pela inclusdo. Salienta-se, aqui, que cada subconjunto X do
conjunto basico, X < ((A4’), determina conjuntos coerentes unitarios ou atomos do espago

coerente « , ou seja, VX < (4", {X}ed.
Analisa-se, a seguir, algumas propriedades do fecho indexado de um conjunto coerente.

UFRGS
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322 Lema

Seja X o fecho indexado de x= .. Entdo. X< .

Prova:

Mostrar-se-a que o conjunto {de I_\'f;dr-f(x):.i(d)} ¢ dirigido para a relagdo de
inclusdo. De fato, dados d,.d, = tal que xcd, ~i(x)=i(d,) e xcd:ni(x)=i(d,) segue
que xcd,nd, e i(x)=i(d,)=i(d,)=i(d, wd,). Portanto xcd, nd, e i(x)=i(d,d,).
Logo o conjunto {d edxcdni(x)=i(d )} ¢ dinigido para a inclusdo e consequentemente

.{’:U{d edlxcd M’(x):i(d)} €., pois . €uma conjunto coerente. ,

323 Lema

Seja X o fecho indexado de x <. . Entdo tem-se que i(X)=/(x).

Prova:

E imediata pois f’(f)=:’(_U{de-ngdM(x):f(d)}):f'(x) e

Observe que o lema anterior nos diz que todo conjunto coerente xe<. € indice-
equivalente ao seu fecho indexado x <. . Segundo [DIM 96b], a relagdo de indice define
uma relagdo de equivaléncia.

3.2.4 Teorema

Para todo x ., x e« € um objeto quasi-total de :. .
Prova:
Pelo lema 3.2.3, acima, x<« . O conjunto coerente x <« € um objeto quasi-total do

Espago Coerente se, e somente se, sempre que existe yed tal que xCy e i(x)=i(y),
entdo x=y. Suponha que x<. ndo € um objeto quasi-total. Logo existe y e« tal que
¥xcy e i(X)=i(y). Entretanto x=y. Logo existe Y ey tal que, Ygr, mas i(X)cY e
Y~ X.VX ex. Seja, entdo, d'=xU{Y} . E imediato que @’ ¢ um conjunto coerente, pois
F~X,vXex. Como xcx, € um conjunto coerente, entaio }=~ X VX ex. Sabe-se,
também, que /(X)=i(x) e como /(X)Cx, entdo i(d')=i(x)=i(x). Além disso, sabe-se que
d’ e{deﬂxgdx\i(x):f(d)} ., ou ainda d'=xull} gU{de«:lxgdAi(x):i(d)} =%,
Assim, conclui-se que Y €x, o que € uma contradi¢do. Logo x <+ € um objeto quasi-total
de 4 .,

3.2.5 Corolario

Para todo x equasitot ( 1| ) tem-se que x=X.

Prova:

Por deﬁnir.:ﬁo,xc_:f:U{d edlxcd ni(x) =i(d)} . Para mostrar que X< x, considere-se
Y ex. Entdo existe d’ € {, com xcd'ei(d")=i(x), tal que Yed'. Portanto i(x)c=V e
consequentemente Y ex . Logo x=%. ,
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Esta proposi¢do salienta que a operagdo fecho e fechada, também, para os objetos
quasi-totais do espago coerente

3.2.6 Defini¢do. Conjunto de tokens ligados a um elemento basico

Seja A" o conjunto dos elementos basicos. a partir do qual se gera a teia
A E(A’xc_{.). Para cada o' €4 diz-se que x,_,_,:{."i'EAkl'EX} € o conjunto de tokens
ligados a o', ou, o conjunto coerente ligado a o' A familia dos conjuntos de tokens

ligados a o' € denotada por X, ou seja, X I.:f{x,x.,oc'exl'},

3.2.7 Proposi¢do

i(x, )=i({ X Al ex})=fa’} .
Prova:
Segue imediatamente da defini¢do.

3.2.8 Proposigao
X, €tor ().

Prova:
Prova-se por contradigdo. Suponha que x_efof(+). Logo, existe y<. tal que

x,Cy, mas x,#y. Existe, entdo, YcA4’, tal que Yey,Yex .. Entretanto isto leva a uma
contradi¢do, pois forcosamente '€l . Logo Ycx,.. Provou-se, assim, que x . €70f (1 ).+

3.2.9 Proposigao

Prova:

Primeiramente, x, < X,., por definicdo de fecho indexado de um conjunto. Mostrar-

se-a que X, cx, . De fato, seja Y ¥, . Entdo, existe d' €+, com x,cd’e :‘(d’)=f(xa.),
tal que Y ed’. Logo, {a'}c) e consequentemente Yex,.. Portanto x,.= X, ..

Esta proposi¢do nos diz que o fecho de um total, além de ser um objeto quasi-total, €,
também, um objeto total.

Mostrou-se, na proposi¢do 3.2.8, que os pontos da familia X A.={xa.k1'<—:A‘} sdo
(objetos) totais, ou seja, dado a'€4’, x,. concentra toda informag@o sobre o.’. Assim todo
subconjunto proprio xCx, € uma aproximagdo de x_ . Existem, entretanto, objetos totais

em ¢ que ndo pertencem a importante familia X_q:{xa.bz’eA'}, isto €, que ndo estdo

ligados a algum elemento basico de A’. Portanto, o indice de tais conjuntos coerentes,
embora constituidos de tokens, ndo constituem um token. Tal estrutura sera analisada a
seguir .
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1.2.10 Defini¢ao. Conjunto de tokens nio-ligados a um elemento basico

Sejam A" o conjunto dos elementos basicos a partir do qual se gera a teia
A= (..4 B, ) Chama-se conjunto de tokens nao-ligados a um elemento basico todo objeto
total de . cujo indice € um conjunto unitario formado por um elemento que nao pertence ao
conjunto basico 4’. Denota-se por x ={XeAEaI,a3 X com q, <a'<a:} 0 conjunto dos
tokens ligados a o’ A familia dos conjuntos de tokens ligados a o’ é denotada por X,
ou seja, X_-t_z{xu- pt_'e—T'}_ Pode-se dizer, ainda, que X ~tof(+)-X ,, ou seja, X éo0

complemento de X, .

1.2.11 Proposi¢ao

f'(x 1}@4

Prova:

Segue imediatamente da defini¢do.
1.2.12 Proposig¢ao

x_etot ().

Prova:
Prova-se de forma analoga a proposigdo 1.2.8. 4

1.2.13 Proposi¢io

X; =0 =X,.

Prova:
Analoga a proposigao 1.2.9. ,

1.3 Funcdes no Espaco Coerente Gerado por Conjunto Basico

Define-se, a seguir, os trés tipos de fungdes de um espago coerente gerado a partir de
um conjunto basico. Além disso, pode-se dispor de uma visdo geral do processo de
construgdo destas fungdes, a partir da representagdo grafica apresentada ao final deste
capitulo.

1.3.1 Defini¢do. Fung¢do de Tokens
Sejam A’',B' conjuntos basicos, a fungdo basica A" A’—>B’"e as teias A = (A’,"-r-A.) e

B= (B',-. B.) geradas a partir de 4’ e B'. Define-se a fungdo de tokens, \:A—B , por
AX={L"(a)eB | aeXx}.
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2 Definigao. Pre-funcao de objetos

Sejam os espagos coerentes - = (('uh(A' x ) ci e &= (('oh(B’ % ) ) g,erados a

<
partir dos conjuntos basicos A'.B’ respectivamente. Define-se a pre-funcdo, R . , por
Ax={MXei|Xex}

3.3.3 Defini¢do. Fun¢io de objetos
Sejam os espagos coerentes « = ((‘oh(A'.::_ P )g) e = ((.‘oh(B"xﬁ. )g) gerados a
partir dos conjuntos basicos A’,B’', respectivamente. Define-se a funcdo de objetos,
R:.—>, por:

|7Ur {7&.’(’ €:|Xex } se x & quasitot(:),

2 =1 - o |
| Ax = U{d e - i(Ax) :(d)x\b:f;d}, caso contrario,

A
onde Ax corresponde ao fecho indexado da imagem da pré-fungao A .Pode-se considerar as

restrigdes da fungado de objetos em relagao aos ro1( - ) e aos quasitot( -, ).
3.4 Relacio de Ordem em

Finalmente, pode-se estender a defini¢do de relagao de ordem para um espaco coerente
= (( ‘oh(A’.a‘.),g), gerado a partir de A', e estabelecer comparagdes entre 0s pontos

x,,X,CA , objetos deste espago coerente.
3.4.1 Defini¢do. Relagdo "<,", no espago coerente

A relag@c “menor ou igual” em -, indicada por "<,", € definida da seguinte forma:
|x, =x, ou

X; &) X0
T A Ixiéix_,c:ElX, €x,; X, e%,; X; <, X;

3.4.2 Proposi¢do

A relagdo "<," no espago coerente, 1 = (( oh(A ’ ) ) € uma rela¢do de ordem.

Prova:

De fato, a relagdo "<," em « é€:

()Reflexiva: Vxc 4 e, x=x.Logo, x<, x.

(i))Anti-simétrica: Sejam x,,x,C d, se x, <, X, € X, <, x,, entdo, por definigdo,
x,=x, ou 3X,, X/ ex,,3X,,X;ex,, X, <, X,e X, <, X/. Logo, pela relagio de
coeréncia induzida da teia A E(A',z_t.), tem-se X=X, < XX, #0 e da mesma
forma X)~X, o X;nX,20. Seja XnX, =X e X;nX,=X}. Isto é uma
contradigdo pois X,'<, X, <, X,'e X;'<, X/ <, X/".Logo x, = x,.
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(iii) Transitiva: Suponha que 7x,.x..x,Z ., X, <, x, e X, <, x,. Entdo. por defini¢do,
que 31X, ex,,3X,, X, €x,,3X, ex,, X, <, X, e X] <, X,.

Como X]=X, entio X!~ X,=O. Seja, entdo, X!~ X.= X", assim tem-se
3X, ex;, X, ex;, X, <, X;'<, X,. Portanto x, <, x,. o

Observa-se, entretanto, que esta relagdo de ordem ndo e total. De fato, suponha que
.r,:{.‘c]}_r::{X:} tal que X,~X,=X.z0, com x,,x.< .. Entdo x x, ndo sdo
comparaveis por esta relacao de ordem.

Por fim, encerrando este capitulo. apresenta-se uma representacao grafica composta de
todas as fungdes envolvidas neste processo de construgdo. de forma a se obter uma

visualizagdo da estrutura que se esta propondo. No proximo capitulo analisar-se-a essas
fungdes. bem como suas propriedades internas, sejam elas algebricas ou relacionais.

im:( ) Fungado de Objetos
tol( ) tot( ~) Restrita aos tot( )
o “ Y, X7

i quasitot(+) Fungao de Objetos
quasitot( -, ) - quasitot( ) Restrita aos quasitol( )
I x T Fungao de Objetos
4= ((10}1(.4',:_;.),;) i :((bh(B'__zH, ),g)
A Funcdo de tokens
AE(A',"—»";) " BE(B',:::B)

A’ Fungdo Basica

A’ E— B’

FIGURA 3.1 - Construgdo das fun¢des de objetos entre espagos coerentes.
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4 Espacos Coerentes de Intervalos

4.1 Teia de Intervalos

4.1.1 Defini¢ao. Pre-Intervalo

Em [DIM 96b] define-se pre-intervalo como a estrutura .-k’:(X _\) onde
X'c A", denominado de alcance X, € qualquer subconjunto de A’ para o qual sempre
que a,a) €X', entdo todo o €4’ tal que o] <, o<, o) tem-se que a €X' A
relagdo de ordem, <, , € uma restri¢ao da relagdo de ordem < , em A"

Se X'=0C entdo ( )z(@,s,) ¢ a notagdo para o pre-intervalo vazio. Se

X'=A4" entdo A’ = (A',ﬁ . ) € a notagao para o pre-intervalo improprio.

4.1.2 Defini¢ao. Intervalo

Seja A’ um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagao de
ordem "<". Um intervalo € uma estrutura composta de um subconjunto X < 4’ que
verifica as seguintes condi¢des:

()inffX=pesupX =g,
(1) Vo, ,a, € X tem-se que Va € 4’, sea, <<, entd o € X.
Neste caso p e ¢ sao chamados extremos do intervalo X denotado por:
X= [p,q] = ([p,q],sip_ql) = {a eA'lg<as< az}
Se p=q=a o intervalo X = [a,a] ¢ denominado intervalo pontual e pode ser

denotado simplesmente por o .
/A" é definido como o conjunto de todos os intervalos basicos de A’

4.1.3 Definigao. Teia sobre 14

Seja /4’ o conjunto de todos os intervalos basicos de A’ A teia A= (4"~ ,) ¢

construida tomando-se cada token como um intervalo basico X e a relagdo de coeréncia
induzida, definida em 3.1.1, neste caso € expressa por:
[p.ql~,[P".q' 1> VaelpqlVa' €lp’.q'lp<q'e p'<q=[p.qln[p'.q1# D
Todo subconjunto coerente x desta teia € um conjunto de intervalos. O conjunto de
todos os subconjuntos coerentes de A é denotado por Coh(A). Tem-se entdo:

Con(A)=Coh(14'~ , }={xc4 | [p.qlLpg7lex, [p.al~ [pa"]}
4.1.4 Definigdo. Relagdo de ordem na teia A.

Seja A" um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagdo de
ordem "<". Define-se assim uma relagdo "<," na teia A= (IA’,:-'A) que possibilite
comparar dois intervalos [ p,q],[p',q’};IA ', tokens desta teia, da seguinte forma:
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[pak. [p'_q']c;"-[P"fHPZq’], ou

)
{[p,q]<[p’,q']<::q<p’.
onde pg.p'.q’'eA" .
Em [DIM 96b] esta demonstrado que esta relagdo € uma relagdo de ordem.
4.1.5 Defini¢ao

Se X ¢ A' étal que X =, define-se entdo [ ]=(®,£®) onde a relagdo <, €
uma restri¢ao da relagao "<, ".

4.2 Espacos Coerentes de Intervalos

4.2.1 Definigao. Espag¢o Coerente de Intervalos

O espago coerente «, = (( 'uh(fA o, ) g) ¢ a colegao de subconjuntos coerentes de

intervalos de uma teia A = (!A’. eF ) , parcialmente ordenados pela relagao de inclusao.

4.3 Funcdes no Espacos Coerentes de Intervalos

4.3.1 Definigdo: Fungao de tokens

Sejam A’.B’ conjuntos basicos e a fungdo A"A'—>B’. Sejam também
Acp(A"),BCp(B") e as teias As(!A',::_,,) e BE(]B',&B) geradas a partir de
A’ e B' . Define-se a fungdo de tokens A:A — B por:

min A'a,max i'a} se min A'a, max A'a € B’ e

Alp.q]= { adpa]  adpa] adpa]  adpa]

[ ], caso contrario.

4.3.2 Definigdo. Pré-fung¢dao no Espago Coerente dos Intervalos

Sejam /A’,IB’ o conjunto de todos intervalos basicos de A’, B’ respectivamente, € a
fungdo basica A" A’ — B’. Sejam Ac o(A'),Bc ©(B’). Sejam também as teias
A= (IA ',==_4) e Bs=s (IB & 3) e os correspondentes espagos coerentes

d = (Coh(lA g ),;) e B= (Coh(]B’,m B),g). Define-se a pré-fungégo de objetos
A:4 — B por:

i ={Mp,qlet|[p,qlex ]
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4.3.3 Defini¢do. Fun¢ao de objetos no Espago Coerente dos Intervalos

Sejam /A4’,IB' o conjunto de todos intervalos basicos de A’, B’ respectivamente, ¢ a
fungdo basica A" A"—> B’ Sejam Ac ((A'),Bc ¢(B'). Sejam também as teias

As(lA'.t‘,) e Bz(!h".x B] e 0s correspondentes espagos coerentes

=(Conl14' = ,).c) e - =(Coh(IB' ~,).c) Define-se a fungdo de objetos A:i—>:

por :

B il Kx:{k[p,q]e- |. [p,q]a’ } se xgquasitol( ),

A(x)={ .
[K.x:U{de» i(Xx)- f(d)A?l.rgd} caso contrario.

A
onde Ax corresponde ao fecho indexado da imagem da pré-fungdo X .
Salienta-se que todas as proposi¢oes e definigdes apresentadas na primeira se¢ao
deste capitulo sdo validas no Espago Coerente dos Intervalos, considerando-se para tal
que cada token e um intervalo de elementos basicos do conjunto A"

4.4 O Espaco Coerente de Intervalos Racionais

4.4.1 Defini¢ao. Teia sobre /Q

Seja o conjunto dos Racionais, (), e a relagdo de ordem em (), <,. Seja /Q o

conjunto de todos os intervalos racionais. A teia IQE([Q,:: ) ¢ construida tornando-se

cada token como um intervalo racional e a relagdo de coeréncia induzida, definida em
4.1.4, neste caso € expressa da mesma forma por:
(PP q'k=>Vadpglva'dp'.q'lr<q'e p'<sq={pglp'.q'FO
Todo subconjunto coerente x desta teia € um conjunto de intervalos. O conjunto de
todos os subconjuntos coerentes de IQ € denotado por CoA(IQ). Tem-se entdo:

Coh(10)=Cohl10.~)={x<10 | Y[ p.q1lp"q'lex, [palklp'q'l}
4.42 Defini¢ao. O Espago Coerente de Intervalos Racionais

Seja (IQ,z) a teia de intervalos racionais. Denomina-se Espago Coerente de
Intervalos Racionais, /10, o dominio de Girard constituido pela colegdo de subconjuntos
coerentes da teia (IQ, ::) ordenados pela inclusdo, isto €, IIQE(Coh{IQ,z),;).

Em [DIM 96b], o Espago Coerente dos Intervalos Racionais esta definido como
uma estrutura algebrica ordenada, de tal forma que a definicdo das operagdes algebricas
e da relagdo de ordem para os objetos parciais sdo herdadas da propria estrutura
algébrica e ordenada do Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tem suas
operagdes e relagdes de certa forma herdadas dos racionais. Algumas destas definigdes e
consideragdes sdo necessarias para o desenvolvimento deste trabalho, e sdo apresentadas
a seguir.
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4.4.3 Definigao. Conjunto de intervalos racionais ligado a um numero racional.

Sejam () o conjunto dos racionais e /) o conjunto dos intervalos racionais. Para
cada racional reQ) diz-se que ¥, :{[;J,q]dgy)ﬂ'sq} € o conjunto dos intervalos
racionais ligados a r.

A familia dos conjuntos de intervalos racionais ligados a » € denotada por .\'Q_. ou
seja, .‘(Q={x,p‘€(__)}_

Como os pontos desta familia sdo objetos totais, dado r<(), x, concentra toda
informagdo sobre 7, assim como todo subconjunto proprio xCx, € uma aproximagdo de
*

Existem entretanto objetos totais em //() que ndo pertencem a importante familia
X, . isto €, que ndo estdo ligados a algum racional. O indice de tais conjuntos coerentes,

embora constituidos de intervalos racionais, ndo constituem um intervalo racional.
Dimuro, definiu este indice como sendo o pré-intervalo racional vazio. Como exemplo,

seja ;={[p,q]efg(p30v[p>0x\p:<2})A(q>0x\qz>2)}. Tem-se que xaor(//Q) mas

xeX,.

4.4 4 Definigdao. Conjunto de intervalos racionais ndo-ligado a um numero racional.

Chama-se //Q o Espago Coerente de Intervalos Racionais. Define-se conjunto de
intervalos racionais ndo-ligado a um numero racional ao conjunto formado por todos os
objetos totais de //Q cujo indice ndo € um numero racional ou um intervalo pontual
racional.

A familia dos conjuntos coerentes nao-ligados a racionais , denotada por X@, €
dada pelo conjunto .X; :{xaor(_HQ)li(x)e{_)} .

Pode-se dizer que o conjunto X ,crof(/IQ) esta identificado com o conjunto dos
nameros racionais (), e da mesma forma que o conjunto X@ =tot(lIQ)-X, esta

identificado com o conjunto dos numeros irracionais.

As proposigdes demonstradas nas primeiras se¢des para os objetos totais e quasi-
totais de um espago coerente, 3.2.2, 3.2.3,3.2.4 e 3.2.5 como também 3.2.8 € 3.2.9, em
particular, sdo validas em //0.

4.4.5 Defini¢do. Intervalo Racional Positivo

Chama-se de intervalo racional positivo todo intervalo racional [p,q]e[Q tal que
p>0. Se g<0 entdo o intervalo € negativo, e se Oe[p,q], isto €, p<0<q, diz-se entdo
que [p,q] € um intervalo racional que contém o “zero”. O conjunto dos intervalos

racionais positivos de /0 é dado por 10,..={[ p.g]elOp>0}ciO .



4.4.6 Definicao. Ponto Positivo

Seja /Q,,, o conjunto dos intervalos racionais positivos de /(). Chama-se de ponto
positivo ou conjunto coerente positivo todo conjunto coerente de intervalos racionais
xellQ tal que existe xe//Q tal que existe [p,q}a com [p,q]e]Qm. Quando existe
[p,q]er tal que [p,q] e intervalo racional negativo, diz-se entdo que o ponto xe//Q €

negativo; e se x//() ndo € ponto positivo nem negativo diz-se que x € um ponto que
“aproxima” o numero racional zero. O conjunto dos pontos positivos de //Q ¢ dado por

1no,, :{xEHQE![ p,q]ex tal que [ p,q]e!Qm }QHQ :

4.4.7 Definicdo. Espago Coerente de Intervalos Racionais Positivos

Seja o conjunto dos racionais positivos, (J_, e a relagdo de ordem em (), retrita ao
conjunto (), <, . Seja /O o conjunto de todos os intervalos racionais positivos. A
teia A, E(!Q_ X ) ¢ construida tomando-se cada token como um intervalo racional e a

restri¢do da relagdo de coeréncia induzida, definida em 4.4.1 .
O conjunto de todos os subconjuntos coerentes de A € denotado por Coh(A).
Analogamente, o conjunto de todos os subconjuntos coerentes de intervalos racionais

positivos ¢ indicado Coh(A | J=Coh(I0, ~)={xcA., | V[p.gllp'q'lex, [p.alp'q']}.
Denomina-se Espago Coerente de Intervalos Racionais Positivos, //Q_, o dominio

de Girard constituido pela colegdio de subconjuntos coerentes da teia A+E(1Qr = )

ordenados pela inclusao, isto €, //Q. E(C oh(IQ* ,z),g).

4.5 Funcdes no Espaco Coerente dos Intervalos Racionais

4.5.1 Defini¢do. Fungdo de tokens em //Q

Sejam HQE(('oh(]Q,z),c_:), o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e a fungdo
basica nos racionais,A”. O — Q. Define-se a fungdo de tokens A: /Q — IQ por:

minA'a max/?,'a:} se miniA'a, mniA'a €Q, e

},,[p’q]: ]V ae{p.q] G’dp.q] a{p.q] ne[p‘q]

[ ], caso contrario.
4.5.2 Defini¢ao. Pré-fun¢ao em //Q

Sejam HQE(Coh(IQ,z],g), o Espago Coerente dos Intervalos Racionais , a fung@o

basica nos racionais,A”. 0 — () e a fung¢do de tokens A:/Q — IQ. Define-se a pré-fun¢do
de objetos A: IIQ — IIQ por:

Rx={M p.q1eliO | [p.alex }.
UFRGS
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452 Defini¢ao. Pré-fungao em /70

Sejam HQE((‘uh( IQ_zz_l,-;)_ o Espago Coerente dos Intervalos Racionais , a fungdo

basica nos racionais,A” () — () e a fungdo de tokens A. /O — /(). Define-se a pre-fun¢@o
de objetos A: /IQ — 110 por:

Kx={M p.qIellQ | [paler |
4.5.3 Definicdo. Fungao de objetos em //Q

Sejam HQE(( ohl 10 ~) = ) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais , a fungao
basica nos racionais,A" ) — () e a fungdo de tokens A: /O — /0. Define-se a fungdo de
objetos A:/1Q0—110) por -

_ jkx:{?\[p,q]eﬂg ‘ [p,q]ex } se xgquasitot (),
k‘(x):“. A

| Ax. caso contrario.

T4
onde Ax corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fungao A .



S Funcdes em Espacos Coerentes

Como dominios, os Espagos Coerentes sdo as estruturas mais simples e intuitivas
para modelar a nogdo de aproximagao e sobre a qual pode-se definir modelos
apropriados de computacdo. Busca-se assim representar os tipos de dados como
conjuntos  coerentes,  (‘'oh(A), parcialmente  ordenados pela inclusdo,

0= (( ‘ohl 4, J],g) . € as fung¢Oes computaveis por certos morfismos de um dominio em

outro.

Estes morfismos sdo fun¢des que satisfazem trés propriedades importantes: além de
serem continuas no sentido de Scott,[SCO 82], preservam (intersecdes) conjungdes
limitadas superiormente (“pullbacks™) e também comutam com unides arbitrarias. O
estudo destas propriedades definidas como continuidade, estabilidade e linearidade, bem
como seu inter-relacionamento com as propriedades algébricas e relacionais do conjunto
basico que gera a teia, constituem o principal objetivo deste trabalho.

Define-se a seguir as fun¢des envolvidas no processo de constru¢gdao bem como sua
analise expressa em proposig¢oes e propriedades.

5.1 A Construcio das Funcoes em Espacos Coerentes Gerados por Conjunto
Basico

Sejam os conjuntos basicos A'.B’ e a fungdo A" A" —> B’. Seam
Acp(A").BCp(B'). Sejam tambeém as teias A:—(A,z_{) e BE(B,A-B) e 0S
correspondentes  espagos coerentes =(( 'oh(A,x {),g) e =((‘ah( B,kg),g).
Considere-se também:

A fungdo de tokens A:4—B onde AX={A'aeB|aecX}.

A pré-fungdo A:l — 7 onde ix = {AX € /| X e x }.

A fun¢ao de objetos A:1— onde

M:{AXG | Xex } se xgquasitot(+);

i(x): A
xe=U{deli(kx)-i(d)rkxcd} caso contrario,

sendo {x o fecho indexado da imagem da pré-fungdo X .
Pode-se observar que:
e A restrigdio de A’ a um subconjunto X' 4’ tem como conjunto imagem, a imagem
de X aplicado a fung@o A, isto €, A X]=AX.
e A restrigdo de A a um subconjunto xcA4 tem como imagem, a imagem de x pela
fungdo X, isto €, A[x] = Ax.
e A pré-fungdo A:{ — £ ndo é total quando restrita aos objetos totais de « , entretanto
sua composi¢do com a fungdo fecho € uma fungdo total para quasiror( d) .
A prova de que estas fungdes estdo bem definidas em seus respectivos dominios €
apresentada nas proximas proposigdes desta se¢ao.
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5.1.1 Proposigdo

Sejam os espagos coerentes -~ =|Cohl A.x |,c) e :((.‘oh( B.~,).c). A funcdo

fecho. ::—: étotal.

Prova:

Esta fungdo esta bem definida e e total, e sua prova decorre imediatamente das
proposi¢des 3.2.2 e 3.2.4 anteriormente demonstradas.

Observa-se entretanto que esta fun¢do ndo € sobrejetora, pois apenas 0s objetos
quasi-totais de - serdo imagens de objetos do dominio.

5.1.2 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes . = (Cohl A=~ )g} ed= ((‘oh(_ B.z,,),c;]. A fungao de
tokens A: A — B é total.

Prova:

Se A A" — B' ¢é total entdo {a € A'[M(a) 4} = A’, ou seja, todos os elementos de
A’ sao definidos. Portanto qualquer que seja a restrigdo sobre A’, onde X < A4’,
AM[X]=AX esta bem definido, ou seja, {.X € AIAM(X)¥}=A. Assim A:A — B definida
por: X ={AMa e B|a e X| ¢ também total. Se agora A" A’ — B’ ndo ¢ total entdo

Ga e ')A (@), ouseja, A'(a) e B’ Assim, X ={a} e AY={A(a)aex}={ }, isto
é, A X]:)\.X:{ } e portanto AY € B, ou {X e AIA,(X)Jf} = A. Mostrou-se entao que
A:A — B é sempre total. ,

5.1.3 Proposi¢ao

Sejam o0s espagos coerentes - ={('0h{ A,*—_.;],Q) e §= {Coh( B,zg},g). A pré-
fungio A:« — /, definida por ix = {AX € - | X € x } é total.
Prova:

Se x#O entao 31X € x tal que AX esta, ou ndo, definida em B, isto e,
AXY & AX € Ax ou AXT < AX ¢ Ax. Se VX € x,AX T, entdo Ax = @, caso contrario,
se X € x,AX { entdo kx ={AX € ‘| X € x }. Portanto, Vx € {,3AX € /, o que prova
que X:4 — £ étotal. o

5.1.4 Proposigao

Sejam os espagos coerentes « = {Coh{ A,::A] c) el= (Coh( B,~ 3] c). A fungdo de

objetos A:4—># definida por:
- xx={AX¢&! | Xex } se xequasitot(),
M- ?Lr=U{d e’i(Xx)=i(d)rkxcd } caso contrario.
¢ total.
Prova:
UFRGS
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A prova ¢ imediata a partir do lema 1.2.2 e proposi¢do 5.1.3. Em particular, se

- A
x = O, pela defini¢do 3.2.16, A(x)=A0=0c ' .,

5.1.5 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes -'.:(('oh(A,:: ‘),f;} e i :(('oh(B,zB),g), e a pre-
fungdo A:. — , definida por ix={AX € : [ X e x| (.={xe Ax =) = (D)} se, e
somente se, A" A" — B’ ¢ total.

Prova:

Suponha-se que A" A’— B' ndo é total, ou seja,Ja € X|A'aT. Entdo, por
definicio, A{a} =0 e logo {a} e, ={rxeihe=0} o que implica . = {D}.
Portanto, provou-se, pela contra-reciproca, que se <. ={x € { Ax =0} ={J} entdo
L. A" — B’ é total. Por contradi¢do prova-se a seguir que, se A" A" — B’ ¢ total entdo
i.={xe . Kx=0}={D} Suponha-se que A A’ —> B’ ¢ total e <. # {D}, logo
dxeihe=0Arx#D queimplica 3X ex|]AX T, ou ainda, 3a € X|A'a T, o que é
uma contradi¢do pois por hipotese A" A" — B' ¢ total.,

Analisa-se agora a imagem da fungdo de objetos A:<— quando aplicada sobre os
objetos totais do espago coerente, e busca-se uma generalizagdo de que a fungdo

K:i—> restrita aos totais € fechada. Observa-se que esta analise € importante para este

trabalho, tendo em vista que um dos objetivos deste trabalho € a construgao das fungoes
elementares reais a partir das fungdes de objetos no Espagos Coerentes de Intervalos
Racionais.

5.1.6 Teorema

Para todo x=ot(+), K etot ( d).
Prova:
Se xaot(lIQ) entdo pode ocorrer duas situagdes: xeX . ou xeX . Mostra-se

que ambas tem imagem nos fot(<), quando ¢ aplicada, sobre estes, a fungdo A:{—> .
Suponha-se primeiramente que x€X ,., logo x=x_,ae0 . Entdo tem-se que:

Ax=Kx_, =_7€{ X eAjmino<a smam}
= O?L{X eApnina<o. ’Smaxa}
=(x{x eAlmingLsa'Smaxa})
—{AX cA i (@)<\ (o )smaxh (o)}

Ax—, seA(a)ed". |Xpg.Sed/(a)ed’

a'?

{ix;_.a. ,se A'(a)ed’, {xl.a. ,se A'(a)ed’

Assim, para todo x€X ., Axetot(4) .
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Seja agora xeX_ . logo tem-se da mesma forma que x=x_ a'¢A" . Entdo:
Ax=Ax =% { XeAlmino<a'<maxa }
= 0}1{ X eAlmina<a '<maxa}

(k¥ cAmina<a’ <maa)

={RX cAlmini. '('a)d (o) <maxh. ’(a)}
X, se M (a)ed’, er’-'“' ,seL'(o)ed’

Ax ., seA'(a)ed’ B | X5 » S€ A'(o)ed’

Assim, se xeX  entdo também obtém-se que anor(-,') , pelas proposigoes 3.2.8 e

3.2.12 e pelos lemas 3.2.9 e 3.2.13, ficando demonstrado o teorema.

5.1.7 Proposicao

Sejam os espagos coerentes . = ((‘oh{ A=, );} e = ((’oh( B,::H),(;), e a fungao

de objetos A:+—> - definida por:
xx={AX e | Xex } se x gquasitol(+.);

x(x): A
Xx:U{d e i(kx)-i(d)rixcd } caso contrario.
do ={xed Kx = D} ={D} se, e somente se, A= A" — B’ ¢ total.
Prova:
Aplicando-se a defini¢do da fungdo objeto A , deve-se considerar duas situagdes:
(1) x,.x, €quasitoi(+), e neste caso pela proposi¢do 5.1.5 completa-se a prova.

— N
(i) x,,x, equasitot(+) . Assim 7L(x)={ }<:>7L(x)={ } e pela definicdo 2.3.8 tem-se

ix)= { } . A proposi¢ao 5.1.5 completa a prova.,

Analisa-se a seguir como algumas das propriedades externas das fungdes basicas,
como a injetividade, que se propagam no processo de construgdio e determinam
propriedades internas das fungdes de objetos entre espagos coerentes, bem como das
demais fungdes envolvidas, como a pré-fungdo e a fungdo de tokens.

5.2 Injetividade no Processo de Construcio das Funcdes entre Conjuntos

Coerentes

5.2.1 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes -« :(Coh(A,zA],g] e (8 =(Coh(B,==B],g}, e a pré-
fungdo A:d — #, definida por ix={AX € 5| X e x }. Se A:{ — £ ¢ injetora entdo

do={xedlke=0}= (D).



Prova:
Usando-se a contra reciproca. se . = {X € Ax =0} # (D} entdo tem-se que

Ixelkx={D}=AD o que prova que A: —> - ndo ¢ injetora. Logo a proposi¢do
5.2.1 é valida.,

5.2.2 Proposig¢do
Sejam os espagos coerentes « = (Coh( A,x ,).c| e * =(Cohl B,x,).c), e a fungdo

de objetos A:i— - definida por:
Xx:{?LXe | Xex } se xequasitot(+),

X x): A
M:U{de*i(kx) f’(d)x\k.rgd} caso contrario.
Se X:d—> € injetora entdo « . = {x € %z@}z{@},
Prova:
Usando-se a contra reciproca, se xenhx= entdao tem-se que
Ixeix2Din={D}=AD o que prova que i nao € injetora. Logo fica

provada a proposi¢ao.
5.2.3 Proposi¢ao

Sejam A" A’ — B’ e a fungdo A:A—B definida por: AX={A'aeB|aecX}. A é
injetora se, e somente se, A’ € injetora e total.

Prova:

Demostra-se a ida, usando a contra-reciproca. SeA’ ndo € injetora entdo
Jda,,a, €A’, com @, #a,, mas A'(a,)=A'(a,). Logo X ={a,}#{a,} =Y mas
/X = AY , e portanto A:A—B ndo € injetora. Da mesma forma, se A" 4" — B’ nao €
total, 3a € A’|(A'a) T, e portanto k{a}:{ }:l{ }, e assim A:A—B também ndo é
injetora.

Para provar a volta, deve-se mostrar que se A’ € injetora e total, V.X,, X, € 4 tem-
se MX,)=AMX,) entdo X, = X,. Prova-se por contradigdo, ou seja, suponha-se que A’
¢ injetora e total, e tal que 3X,, X, €4, X, # X, e tais que AX,)=A(X,). Entdo,
existem o, € X, - X,,a, € X, - X,, tais que duas situagdes pode ocorrer: ou
A'(e,) = A'(at,), o que € uma contradigdo, pois por hipotese A’ € injetora; ou entdo ndo
possuem imagem em B, isto ¢, ou A'e, T, ou A'a, T, ou ambas sdo indefinidas, o que
também ¢é contraditorio pois A’ € total. Portanto A € também injetora. o

5.2.4 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes =l=(C0h(A,zA),g) e -'E=(C0h(B,xB),;), A pré-
fungdo A:d — £, definida por Ax={AX € #|X e x| ¢ injetora se, e somente se,
A" A" — B’ é uma fungdo total, injetora.

Prova:
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Mostra-se primeiramente, por contradi¢do, se A" A’ — B’ ¢ uma funcdo total,
injetora entdo A:. — - ¢ injetora. Para tal, seja .. A’ — B’ ¢ uma fungao total, injetora.
E suponha-se que A:. —> -, definida por Ax = {AX € /| X € x | ndo ¢ injetora. Entdo
existem x,,x, € «,Xx, # x. tais que A(x,)=A(x,). Neste caso podem ocorrer duas
situagdes, e ambas levam a uma contradi¢do. De fato, na primeira, tem-se que
X, e x,,3X, = x,, X, = X, tais que AX, = AX,, ou seja, LA — B ndo ¢ injetora.
Portanto, pela proposi¢ao 5.2.3 . anterior, A" A’ — B’ também ndo € injetora, 0 que
contraria a hipotese. No segundo caso, 31X, € x,|AX,T. o que implica em que
Ja.e X,[M(a) T, portanto A" A’ — B’ ndo ¢é total. Agora, para mostrar a volta, isto €,
se A:i— ¢ ¢ injetora entdo A" A’ — B’ é uma fungdo total e injetora, aplica-se a
contra-reciproca. Se A" 4" — B’ ndo ¢ uma fungdo total entdo pela proposi¢do 5.1.7,
tem-se que .={xelAx=0}#{D}, ou A:4i—> ndo ¢ injetora pois

Axeikx={O} =B ex=D..,

5.2.5 Proposigdo

A fungao fecho indexado, R , definida por E:U{de.-;|xc;df\f(x)=f(d)} :

restrita aos objetos quasi-totais de ., € injetora .
Prova:
Suponha-se que x,.x, sguasitot (| ), entdo ¥, =x, X, =x,. Assim, se X=X, entdo

x, =x, consequentemente a fun¢do fecho € injetora. o
5.2.6 Proposi¢ao

Seja a pré-fungdo A:—> ¢ injetora. Entdo tem-se que {i(?t(x))} :k({i(x)})A

Prova:

Sabe-se que k({f(x)})=k(ﬂ{)( c A'lX ex}). Como a pré-fungao A:dl—i: €
injetora, pelas proposi¢des 5.2.3 e 5.2.4 tem-se que a fungdo de tokens A:A — B ¢
injetora, portanto K({:‘(x)})=7u({ﬂ{X;A’|X ex}})z{ﬂ{ng B'|X ex}}:{i(?{.(x))} .

5.2.7 Proposi¢do

Seja a pré-fungdo A:/— [ injetora. Se i(x,):ti(xz) entdo ."(?L(JcI )):tr'(?\(xz )).
Prova:
Suponha-se  que f(xl);ti(xl), pela injetividade de A tem-se que

k({i(x, )}):t?f.({f’(x2 )}) e pela proposi¢do 5.2.6 i(k(x[ )):ti(k(x, )) N

5.2.8 Proposi¢do

A
A fungdo composta A:4—># restrita aos objetos quasi-totais de < ¢ injetora se,
somente se, a pré-fungdo A:{—> ¢ ¢ também injetora.
Prova :
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Sejam x,.,x, equasitot (.) entdo se x,=x, tem-se que z(xi)t:{x:). Da

injetividade da pré-fungao A:<— . tem-se k({i(x, )}):?L({i(xz)}), e pela proposi¢do
N A a R
52.1. i(h(x,))ii(l(r: )). Logo, por defini¢ao R(x,)ﬂ(.(xz) ou (?LXx,)=(7L)(x2)_

Portanto A:»—> restrita aos objetos quasi-totais de - ¢ injetora. Prova-se a volta por
contradigdo, supondo-se que A:—>/ ndo ¢ injetora. Entdo existem

A AN A
X,,X, equasitot (1), x, #x, tais que Ax, =Ax,, portanto Ax, =Ax, e A4/ restrita
aos objetos quasi-totais de - ndo € injetora. Provou-se entdo a validade da proposi¢ao. ,

5.2.9 Proposicao

Sejam os espagos coerentes ¢ =[ Cohl A~ ,'_],g) e :(('oh('B,aB],g), A funcdo

R:i—» 1, definida por
- M:{M'E‘ | Xex } se xgquasitot(+),
x_(x): A
| M:U{d e i(kx)=i(d)rkxcd } caso contrario.
€ injetora se, e somente se, A" A’ — B’ é uma fungao total, ou a pre-fungdo fungio X ¢
injetora.
Prova:

Aplicando-se a defini¢ao da fungdo objeto x , tem-se que considerar duas situagdes:

(i) x,,x, gquasitot (/) . Neste caso tem-se que a fungdo objeto % coincide com a
pré-fun¢do X, e pela proposi¢do 5.2.4, xé injetora se, e somente se, a pré-funcao A €
injetora, ou seja, se, e somente se A A’ — B’ € uma fung¢do total, injetora.

(i)ou x,,x, equasitot(+). Agora X coincide com a fungdo i logo tem-se que

i(x)=?£?x)_ Assim pela proposicdes 5.2.8 A ¢ injetora se, € somente se, a pré-fungdo
fungdo A € injetora, ou ainda, pela proposi¢do 5.2.4 se, e somente se, A" A" — B’ ¢ uma
func¢do total, injetora . Ou seja, quando a fungdo composta, construida a partir da fungao
fecho e da pré-fungdo de objetos, € injetora.,

5.2.10 Proposigao

Sejam os espagos coerentes =(Coh(A,m_,),g) e :(Coh(B,zB),g), e a pré-
fungdo A:4{ — 4, definida por Ax = {AX € 5| X € x }. X:d — # ¢é injetora se, e somente
se, d, = {x € {|Ax =} = {O} e A A’ — B’ é injetora .

Prova:

Aplicam-se as proposi¢des 5.1.7 e 5.2.9. ,
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5.3 A Linearidade das Funcdes entre Conjuntos Coerentes

As proposigdes apresentadas a seguir, que completam este capitulo, tem por objetivo

analisar a linearidade da fungdo objeto A:.—> , tendo em vista serem estas os morfismos
da categoria em estudo. Segundo Girard, [GIR 96], uma fungao objeto ¢ linear se € estavel e
verifica a condigdo de linearidade, portanto, também o conceito de estabilidade € importante
para este trabalho. Sendo assim, analisam-se nesta se¢do as condi¢des necessarias e, se
possiveis suficientes, para garantir que as fungdes envolvidas preservem supremos de
conjuntos dirigidos (sejam continuas no sentido de Scott), as conjungdes limitadas
superiormente (“pullbacks’) como também comutem com unides arbitrarias .

5.3.1 Proposigdo

Sejam o0s espagos coerentes -'.:(('oh(A,z__;],g) e '=((‘oh{B‘==5),c_:). Entdo

K.« — : € monotona.

Prova:

Segundo [TRO 92], a fungdo A« — - € monodtona se x'C x & « implica em
Ax'c Ax € ©. Supor entio ' x. Tem-se que A(x)={AX/Xex'}c{lX/Xex}=A(x) e,

portanto, A € monotona.,

5.3.2 Proposi¢ao
Sejam os espagos coerentes .\ = (('oh(A,t_J,g} e (: :(('oh( B,'—rﬁ),g)_ Entdo A:r.'.-m\ ;

restrita aos objetos quasi-totais de 1 , verifica a condigdo de monotonicidade.
Prova:

Y

Segundo [TRO 92], a fungdo :.— verifica a condigdo de monotonicidade se

x'cx e « implica em x'Cxe:. Supor entdio x'Cx e x',x equasitot() . Tem-se que
N

x'=x'Cx=x e, portanto, :—>/ € monotona.,
5.3.3 Proposi¢dao . Monotonicidade da fungdo de objetos

Sejam o0s espagos coerentes r}:(Coh(A,r-:A),g) e :7=(Coh{B,=-=B),g). Entdo

i:d—>F ¢émonotona.
Prova:
Decorre imediatamente das proposi¢des 5.3.1 € 5.3.2.,

5.3.4 Proposi¢ao

Sejam o0s espagos coerentes ri:(Coh{A,xA),g) e ;-=(Coh{B,z3),;). Entdo
A4 —># écontinua.
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Prova:

Seja entdo ={xr x < } , um subconjunto dirigidos de « com relagao a inclusdo. A
fungdo A:« — : € continua, segundo [TRO 92], se sempre que | <. € um subconjunto
dirigido com relagdo a inclusdo, entdo tem-se que A /|< ' também é dirigido e

MUs x) =Uk Al x)
ou seja, A{U 1) =U {k(x)|x € ' | Suponha-se entdo que '+ ¢ um subconjunto dirigido
com relagdo a inclusdo. Logo para Vx ,x, e [, dx €/ talque x, Cx, e x, Cx,. Pela
proposigdo 5.3.1, anterior, tem-se que A € monotona logo A(x, ) CA(x,) e A(x,) CA(x,) e
portanto x[1] ¢é dirigido. Além disso, como | ¢ fechado para unides dirigidas, entdo
U L e «, veja, logo tem-se
KU =AU, {xIx ei})={APeBIPU;,, x, ed}=U] {Ax x,ed}=U"R1

e. portanto, A € continua.,

5.3.5 Proposigdo

Sejam os espagos coerentes « = ((‘uh(A.a- ,.],r;) ein= ((_'oh( B,zg)sg). Entédo A: =i,
restrita aos objetos quasi-totais de - , verifica a condigdo de continuidade.

Prova:

Seja entdo ! :{x, |x, Equasi!of(rl)}“_! um subconjunto dirigidos de < com relagdo a

N

inclusdo. Segundo [DIM 96b], a fungdo :<—> verifica a condigdo de monotonicidade se,
sempre que / C quasitot() é um subconjunto dirigido com relagdo a inclusdo, entdo tem-se

que [ /]c’ também é dirigido e (U{ gx=)=U;;(x,)0U seja, (UJ):U{(;;]L‘-@ },Suponha-
se entdo que [  quasitot(+) é um subconjunto dirigido com relagdo a inclusdo. Logo para
Vx,,x, € | Cquasitor({), 3x, €/ tal que x, Cx, e x,cx,. Pela proposicio 532,

N

anterior, tem-se que :1—> restrita aos objetos quasi-totais ¢ monoétona logo x Cx, e

x,Ccx, e portanto [I] é dirigido. Além disso, como « ¢ fechado para unides dirigidas,

entdio U1 € 4, veja , logo tem-se (U 1)=U_ {%Ix ei}=U"7 e, portanto, :A—5 é
continua. ,

5.3.6 Proposigdo. Continuidade da fungdo de objetos

Sejam os espagos coerentes -I=(Coh(A,z_4),g) e 555':(6'0}!(8,*3),(;), Entdo

A:d—F € continua.
Prova;
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Considerando-se que a composi¢ao de fun¢des continuas € também continua, [DIM
96b], pelas proposigdes 53 3. 534 e 53.5 prova-se que a funcdo objeto A:n—7 ¢€
também continua ,

5.3.7 Proposigdo

Sejam os espagos coerentes - = | Cohl 4.~ , ]f;) e = ((‘Uh{ B.zg),g). AA"—> B e
A« — ¢ . K verifica a condigdo de estabilidade xux' e » = A(x)nA(x')=A(xx’)

se, e somente se, 4" ¢ injetora.

Prova:

Mostra-se a ida, usando-se a contra reciproca, ou seja, se A’ ndo € injetora entdo A
nao verifica a condi¢ao de estabilidade. De fato, se a fungdo A’ nao ¢ injetora, entdo pela
proposi¢ao 5.2.3 A também € injetora. logo existem X, X'c A taisque Y = X', X exe
Xex', X'ex' e X'¢xmas AX =AY’ Assim AX € A(x)nA(x’) no entanto, X ¢ xx’
e portanto AX & A(xMx’).

Para provar a volta, deve-se mostrar que se A' € injetora e xux’e { entdo
Ax)nA(x')=Axnx'). Seja xnx'#C, entdo para todo X e xnx' tem-se
AX € A(xnx'). Mas se X € x, supondo-se A bem definida, entdo AX € Ax e da mesma
forma, se Xex entdo AXeAx’, o que mostra que AX €AxrnAx’. Portanto
AMxnx)c A(x)nA(x"). Agora, seja V' € A(x)nA(x"), e vamos supor que Y & A(xx’).
Entdo existe X € x tais que tal que X ¢ x’ e AX =V, e existe X' € x’ tais que tal que
X'e¢x e AX'=Y. Conclui-se que .X # X’ 0 que € uma contradi¢do pois 1’ € injetora por
hipotese entdo pela proposi¢do 5.2.3, A também ¢ injetora. Logo Y € A(xx’) e portanto
K(x)NA(x) S K(xNX').

5.3.8 Proposigdo

Sejam 0s espagos coerentes « = ((.’oh( A=, ),;] el = (('oh(B,:». » ),g]‘ A fung¢ao fecho
indexado, :/—>, restrita aos objetos quasi-totais de / verifica a condigdo de estabilidade,
xux'e quasitot({) = xmx'=(xnx’).

Prova:

Sejam x,x’ € quasitot(+) e tais que xux’e {<i(x)ni(x’)=D. Logo tem-se que

A

Fat \
xMx'=ye quasitot({) e tal que i(y)=i(x)u:’(x')A Assim xNx'=y=y=xnx'=xNx’ e
portanto a fungdo fecho restrita aos totais verifica a condigdo de estabilidade, ou seja,

xrx'=(x"x’) ¢
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5.3.9 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes .:l('oh[A_.:: ,],;) e :(('oh( B~ ];) A fungdo de

objetos A — - verifica a condigdo de estabilidade xux'e . =5
A(x)NA(x")=A(xx') se, esomente se, A" € injetora.
Prova:

Decorre imediatamente das proposigdes 5.3.7,5.3.8,538¢53.9 ,

5.3.10 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes -, :(('ohlA._*-_J],Q) e :((‘oh{B.zB],c_:) e MVA' > B
uma fungdo basica e A: © — / uma pré-fun¢do de objetos. X ¢é estavel se, e somente se, A’
¢ injetora.

Prova:

Pelas proposi¢des 5.3.10 , 534 e 537, A € continua, verifica a condi¢gdo de
estabilidade. logo satisfaz o pullback da figura abaixo. portanto € estavel .,

xux’ AxUix’
X . x' /‘) 7Lx. : Ax!

’
XMX K‘xmxxr

FIGURA 5.1 - Pullback para fungdes entre espagos coerentes.

5.3.11 Proposi¢do. Estabilidade da fung@o de objetos

Sejam 0s espagos coerentes « = ((..’oh{ A=, ):g} el= (Coh{ B,= B],g) ‘A fungdo objeto

K.« —># ¢é estavel se, e somente se, A’ € injetora.
Prova:
Pelas proposi¢oes 5.3.3, 5.3.6 € 5.3.9 & € continua, verifica a condi¢do de estabilidade,

logo satisfaz o “pullback™ da figura 5.3, acima apresentada, sendo portanto estavel .o
5.3.12 Proposi¢do

Sejam ri=((..‘oh(A,z_4),g) e =(Coh(B,za),;) espagos coerentes. A pre-fungdo
X:{ —# satisfaz a condi¢do de linearidade, isto €, se 14 e Vx,x' e d{ > xux'ed
entao, tem-se que
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AUT) =U{R(x)|x € 1}.
Prova:
Suponha-se que e Vx,x' € . = xux’ € . Além disso, U/ € . Assim tem-se que

KMUN=(AXeBXL 1} = MtBHEUx} iR eBlY ex j=U{R(x )i e 3=U(x

conforme se desejava demonstrar .,

,-..-m..-..\

5.3.13 Proposigdo

Sejam i = (( ‘oh{ A )C] e '*((oh (B,~ B c:) espacos coerentes. A fungdo fecho

.=, satisfaz a condi¢do de linearidade, isto €, se < { e Vx,x' € « = xux’ € « entdo,
tem-se que

(U--]=U{(f)lxe: }.

Prova:
Suponha-se que ' = « e que Vx.x’ € « = xux’ € «. Neste caso deve-se considerar

trés possibilidades: (i) ou x:{ } (i) ou x'={ } e (iii) ou i(x)ni(x) =D . Em todos os
casos tem-se que U/ € «. De fato, nos dois primeiros casos ¢ imediato, e no terceiro caso
tem-se que xux'=ye . e tal que i(y)=i(x)ni(x’). Assim tem-se que

FAY
{U_‘f.} =U{d Ul cdnri(U! )=:'(d)}=U{dEr,'|U{xix el }gd;xﬂr‘(x)::’(d)}

=U(U{dellxcdni(x)=i (d)})=u{x“|xef_f}=U{i(x)1x e}

conforme se desejava demonstrar. ,

5.3.14 Proposigao

Sejam -»l=(Coh(A,=:_I),g} (( ‘oh(B,~,), ) espagos coerentes. A funcdo de

objetos XA:{—# satisfaz a condicdo de linearidade, isto é, se Icd e
Vx,x' e 4 = xuUx’ € { entdo, tem-se que

MUD)=UK(x)xer} .
Prova:
Decorre imediatamente das proposigoes 5.3.12 € 5.3.13.,

5.3.15 Proposi¢do

Sejam os espagos coerentes =(Coh{A,r= A),;) e =(Coh(B,== B),g). A pré-fungao

A:d — @ é linear se, e somente se, A’ € injetora .
Prova:
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Segundo [TRO 92], a fungdo 4.~ — - ¢€ linear, pois € estavel pela proposi¢do 5.3.10 e
verifica a condi¢do de linearidade pela proposigao 5.3.12. ,

5.3.16 Proposi¢do. Linearidade da func¢do de objetos

Sejam os espagos coerentes « = (Cohl 4. =.],f;} e :((T(Jh( B.xal.-;). A fungdo de
objetos A:. — - € linear se, e somente se, A’ € injetora .

Prova:

Segundo a fung¢do objeto A:+ — : € linear, pois € estavel por 5.3.11e verifica a
condig¢do de linearidade pela proposi¢ao5.3.14. ,

Mostrou-se ate aqui que na construgdo proposta, as fungdes entre conjuntos basicos
podem originar fungdes entre espagos coerentes. Entretanto somente as fungdes injetoras
entre conjuntos basicos geram fungdes lineares entre espagos coerentes. Isto quer dizer que
nem todas as fungdes basicas podem gerar morfismos na categoria dos espagos coerentes,
pois nesta os objetos s3o0 0s conjuntos coerentes mas os morfismos sao as fungoes lineares

entre conjuntos coerentes. No proximo capitulo apresenta-se uma solugdo para esta
restri¢ao. A seguir define-se par proje¢ao para os espagos coerentes . .

5.4 Par Projecdo para

5.4.1 Definigao. Par projegdo para pre-fun¢ao

Sejam os espagos coerentes « = (('()h(A,g4 ),g),.: = (Cah( B,xp ),g). Um par projegdo
para 4/ ¢ um par de pré-fungdes (X,%), onde A:sl > ¢ e hF — 4 sdo pre-fungdes de
objetos, tais que, ficX =id , e Aoh(y) < y, paracada y €.

5.4.2 Definigdo. Par proje¢do para fungdes de objetos

Sejam os espagos coerentes « = (Coh{ A,~,).c).’ =(Coh( B,~,),c). Um par projegio
para { € um par de fungdes lineares (i,ﬁ), onde X i—( e hi—4 sdo funcoes de

objetos, tais que. hok=id , e Koh(y)c y, paracada y €7 .

5.4.3 Proposigao

Sejam 0s espagos coerentes « = ((_.’oh{ A,e:d],g),ii = (Coh(B,tE),g]‘ Se (A,h) € um
par proje¢do para 4.(), onde A:{— ¢ e A — { sdo pre-fungdes lineares, entdo suas
correspondentes fungdes basicas sao injetoras.

Prova:
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Como A+ — : e h:. — . sdo pre-fungdes de objetos, lineares, sio também estaveis.
Entao pela proposicdo 5.3.7 as correspondentes fun¢des de tokens A:A—B e hB—A
devem ser injetoras. E pela proposigdo 5.1.7. 4’,h’sdo injetoras. ,

5.4.4 Proposigdo

Sejam os espacos coerentes - =|Cohl 4.~ (.]_.g),: :((‘oh( B,*—_g],f;). Se a fungdo
basica A" 4" — B’ ¢ inversivel entdo existe um par proje¢do para {.:

Prova:

Seja A" A" —> B’ inversivel e h": B' — A" sua correspondente inversa. Supondo-se por
hipotese que A', A" sdo injetoras, A ./ sdo lineares pela proposigao 5.3.15. Definindo-se #
por:

_ [n)={n(x)eBX e}, se xequasiton(1),
hix)=
h(x), caso contrario.

e onde /nA—B tal que h(.’('):{(h') ’(a}}ae.’(} e h a correspondente pre-fungdo. Tem-se
assim que, hoX =id e Koh(y)C y, para cada y €/ . Portanto (X,h) € um par proje¢ao

para (4.2). «
Baseados na relagdo de ordem pontual, pode-se verificar a variagao do crescimento das
fungoes de objetos, conforme € apresentada na proxima se¢ao.

5.5 Funcdes Crescentes e Decrescentes em Espacos Coerentes

Sejam A’, B’conjuntos € A" 4’ — B’ uma fungdo basica . Sejam A c ((A’),B c ¢(B’).
Sejam também as teias A E(A,:-:_J e B=(B.~,) e os correspondentes espagos coerentes
’ = (C()h(AJH":.J )ag) € ‘I- = (COh{ B‘-':"'B Lg) .
5.5.1 Defini¢dao

A funcdo de tokens A: A — B definida por: AX = {}a € B|a € X}, é crescente (ou

decrescente) se, e somente se, tem-se:
VX, X,€d, X, S, X, DA < AX, (ouVX X, ed, X, <, X, 20X, 2, \X, ).

5.5.2 Defini¢do

A pré-fungdo objeto A:il — 7, definida por: Ax={AX € #| X € x | € crescente (ou
decrescente) se, e somente se, tem-se
Vx,,x, € 4, x, <, x, > kx, <, Xx, (ou Vx,,x, € 4, x, <, x, = Kx, 2, Ax, ).

5.5.3 Defini¢do

A fungio objeto A:{—>5 , definida por:
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B (R = {M' e | Xex } se x gquasitol(+),

K(x)=1 . : |
(Xoh)(x): Ax = U{d =, i(b‘):f(d)f\ix;d} caso contrario.

€ crescente (ou decrescente) se, € somente se,
Vx, X, €, x,<,x,=2kx,<,Ax, (ou Vx,,x, i, x,<,x, 2Ax, 2,Ax, ).

5.5.4 Proposigdo

A fungdo basica A" A" — B’ é crescente(ou decrescente) se, e somente se, A:A—B ¢
também crescente (ou decrescente).

Prova:

Suponha-se inicialmente que A" A’ — B’ ¢é crescente ¢ que VX, X, e 4, X, <, X,
Entdo por defini¢do tem-se que Vo, € X, Va, e X,,a, <a,, € como L' € crescente,
Ya, € X,,Va, € X,,Ma, < Aa,. Logo conclui-se que ALY, = {l’a‘. B | a, € X, } <R
{K'Gt: eB ‘ a, € X, } = WX, Portanto AX, <, X, e tem-se que A:A — B ¢é crescente.

Agora tomando-se como hipotese que AMA — B ¢ crescente. Entdo
VX,,X,e i, X, <, X,entdo AX, <, AX,. Pela defini¢do de relagdo de ordem, se :

) _ )X, =X, ou

A5 Sy RO {Vaf € X,,Va,e X,,a,<a,

€ 0 mesmo para :
_JAX, =AX, ou

A, S A et {V?ch e MX,,VNa, € AX,,MNa, <Na,
portanto se, VX, X, € A, tem-se Va, € X,,Va, € X,,a, <a, =>ANa, <A'a,, entdo
A" A’ — B’ é crescente. ,

Da mesma forma se mostra para fung¢des decrescentes.

5.5.5 Proposig¢ao

A fun¢do de tokens A:A—B é crescente(ou decrescente) se, e somente se, a pré-
fungdo objeto A:/l —  é também crescente (ou decrescente).

Prova:

Suponha-se primeiramente que A:A—>B ¢ crescente ¢ Vx,,x,e 4, x, <, x, . Por
definigdo ou x,=x, ou x, <, x, < 3X, ex,,3X, € x,, X, <, X,. No primeiro caso
conclui-se que Ax, = Ax,. E no segundo caso, como A € crescente, tem-se entdo que
IAX, € Ax,, 30X, € Ax,,AX, <, X, < Ax, <,Ax,. Portanto Vx,x,€4,x <, x,
= Ax, <, Ax, 0 que prova que A ¢é crescente.

Tomando-se como hipotese que A:{ — £ € crescente. Entdo Vx,,x, € 4, X, <, x,
entdo AX, <, AX,. Pela definigdo de relagdo de ordem, se :

X, =%, 0

Xy SX;
¥ Sty S0 {VX, ex,,VX, € x,, X, < X,



€ 0 mesmo para .

o <y [%x, = kx, ou

, <, Ax, entdo | - ,

L i VAX, € Ax,, VAX, € Ax,,AX, <AX,

portanto se, Vx,,x,€., tem-se VX, ex, VX,ex, X, <X,=>AX, <AX,, entdo

A:A—B é crescente.,

Da mesma forma se mostra para fun¢des decrescentes.

A partir das duas ultimas proposi¢oes e da transitividade da relacdo de ordem pode-se
considerar a proxima proposi¢ao.

5.5.6 Proposi¢ao

A pré-fungdo de tokens A:A—B ¢ crescente(ou decrescente) se, € somente se, a
fungdo A" A" — B’ é também crescente (ou decrescente).

Prova:

E imediata, a partir das proposigdes 5.5.4 €5.5.5. ,

5.5.7 Proposi¢ao

Sejam f'(x,),:'(x:)ew(fl ). Vx,,x,€l, X,<,Xx, se, e somente se, :’(xt)q‘(xz),

Prova:

Suponha-se primeiramente que r'(x, ),Jf(x2 )41@ e tais que x,<,x,. Entdo pela definigao
334 tem-se X, ex, X, ex, X, <, X,. Se i(x,)gX, g i(x,_)ng entao
Vra'(x,),\;‘r'af(xz). Portanto VaeX,VBel,e r<a, <B,..<r' logo i(x,)d(xl). Por
outro lado, suponha que Jr'(x,),,i(x2 );t@, :'(x, )d(xz) mas que Xx,<,x,. Entdo existe
31X, ex,,3X, ex, . X, <, X,. Como i(xl)gX, e i(xz)g}('2 tem-se que r'<a, . <P, .<r o

que € uma contradi¢do pois r<r’. Assim se i(x, )q’(xz) entdo Vx,.,x,€d, x,<,X,.
A igualdade neste caso soO se verifica na ida, pois se Vx, x,ed,x =, x, entdo

i(x, )::'(xz). Entretanto a volta so é valida Vx, x, equasitot({) . «

5.5.8 Proposigdo

A fungdo fecho € crescente, ou seja, Vx,,x,ed, sex, <, x, entdo X\I <, x! :

Prova:

A igualdade € imediata. Suponha-se entdo que i(x,),i(xI ):t@ e Vx,,x,ed, sex,<,x,.
Entdao pela proposi¢gao 5.5.7 anterior tem-se que i(x,)d(rz), logo como :'(Jr,)g:?l e

i(x:)gfz por definigdo tem-se que X,<,X,. s

UFRGS
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5.5.9 Corolario

Vx,x, quasitor()), sex < x, entdo x,<,x, .
Prova:

E imediata e decorre da proposi¢des 5.5.8. Isto quer dizer que a funcdo fecho restrita
a0s quasi-totais ¢ sempre crescente. ,

Pode-se agora também analisar a variagdo da fungdo de objetos, baseando-se na analise
da variacao da fungao fecho e da pre-fungao.

5.5.10 Proposi¢do

A fungdo objeto A:7—>: ¢ crescente (ou decrescente) se, e somente se, Al —> £ ¢
crescente (ou decrescente) se. e somente se, A:A—B ¢é crescente (ou decrescente) se, e
somente se, A" A'— B’ é€ crescente (ou decrescente).

Prova:

A prova decorre das proposi¢des anteriores.5.5.4, 5.5.5, 5.5.6 e corolario 5.5.8.,

Finalizando esta se¢do. deve-se salientar que a construgdo proposta esta ordenada a
partir de duas relagoes de ordem diferenciadas e independentes. A primeira relativa aos
objetos do espago coerente, chamada de ordem de informagdo. Nesta os conjuntos coerentes
estdo ordenados pela inclusdo, e cada um deles ¢ interpretado como uma aproximagao, total
ou parcial, gerada por sucessivas computagoes.

A segunda, refere-se a relagdo de ordem externa a cada uma das etapas do processo de
construgdo e permite que se compare os seus elementos. Esta relagdo de ordem entre os
objetos da categoria possibilitou a analise da variagao das fungdes de objetos quanto ao seu
crescimento ou decrescimento, assim como a definicdo de fungdes de objeto crescentes e
decrescentes.
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6 Funcoes Lineares entre Espacos Coerentes

Analisa-se a seguir a propriedade de linearidade da fun¢do de objeto entre Espagos
Coerentes cuja correspondente fun¢do basica ndo ¢ injetora em todo seu dominio de
definicdo 4’, mas pode ser dividida em regides distintas. subdominios ', nas quais a
correspondente restri¢do passa a ser injetora.

Busca-se com isso a definigdo de uma nova propriedade. denominada linearidade local,
e consequentemente a definicdo de uma funcdo de objetos localmente linear. Assim, uma
fungdo de objetos localmente linear podera estar associada a uma outra fun¢ao de objetos,
linear. se puder ser dividida em partes basicas injetoras .

Isto quer dizer que. da injetividade da fungdo basica restrita aos subdominios 4’ < A’
decorre a linearidade de cada uma das fungdes objetos geradas na teia produto das subteias
definidas sobre estes subdominios.

6.1 Funcoes Localmente Lineares

Sejam os conjuntos basicos A".B'. Ac ¢(A').Bc ¢(B’'). Sejam tambem as teias
A=sld= !) e B= [Br-:) 0s correspondentes espagos coerentes . = ('('oh( A= ‘.].;) e
y = {(_'oh( B~ );) e as fungoes:

1.A" A" — B’ a fungao basica.

2. 1:A — B, fungio de tokens, definida por .Y = {Va e Bla e X§;

3. & — -, pre-fun¢do de objetos. definida por ix = {/LX’ et|Xex }; e

4. X:A>6, fungdo de objetos. definida por:
xx={U{d e i(kx) i(d)nkxcd } se xequasitot( ),

xx={AX<' | Xer } caso contrario

Alx)=

onde Ax corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fungao % .
Considere-se ainda os conjuntos:

(1) A;:{O‘.EA'kI:QCLCGLJ_I}f;A' como subdominios de A’ tais que 4] € injetora,
UA;' =A" e A,’r\AI'_,:{a,};e

]

(it) B! < B' as respectivas imagens de cada A/, ou seja, B/ = /1'[ A,'] onde i eZ .

Deve-se observar que o0s conjuntos .4,’={aeA'k1,¢acu“,}c;A' sd0 subconjuntos

enumeraveis e limitados superior e inferiormente, isto €, com elemento maximo e minimo.
Entretanto nem sempre este elemento maximo ou minimo pertence ao conjunto basico.
Quando estes extremos pertencem ao conjunto basico A', tem-se que
A;:{aeA'[a,SOLSa,_,};A’ e A4'nA/,={a,jcA’. Caso contrario A,':{CLEA'ﬁr ca<6,,,}

cA' mas A'NnA4/, ={a, }tT_A' - Estes casos serdo analisados no item 6.3 deste capitulo.
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6.1.1 Defini¢do. Pre-fungdo localmente linear

Se A" 4" — B’ ndo e injetora em todo seu dominio de definigdo. mas suas resmcoes
L:A'— B! sdo injetoras. entdo a correspondente pre-funcdo de objetos A — ¢ é

chamada localmente linear.
6.1.2  Defini¢ao. Fungdo de objetos localmente linear

Se A" A" — B’ ndo ¢ injetora em todo seu dominio de defini¢do, mas suas restrigoes
Al A — B sdo injetoras, entdo a correspondente fungdo de objetos A:—> - é chamada
localmente linear

A partir dos subconjuntos A’ e de suas respectivas imagens B/ = i’[A,'] , constroe-se

as subteias :

"

(i) A, E(A ] onde 4, = ((A]) e
(i) B, =(4,.~, ) onde B, < ((B)
e onde as relagoes de coeréncia, ~, ,x, , sdo as respectivas relagoes de coeréncia,~ , ,~;,

herdadas de suas correspondentes teias de origem. mas restritas aos elementos de cada um
dos conjuntos, 4/, B/, que as geraram.

A partir destas subteias pode-se optar pela constru¢ao de dois espagos coerentes
diferenciados:

1. -1*—-(( ‘oh(A*.z‘\-),f;) que representa o espago coerente gerado pela teia

[[—[A J construida a partir do produto cartesiano das subteias

A =(4.~,).istoé dateia A E[n A:,t_\_};ou

\
(X nl'IL, \

(S
—
]

cJ que representa o produto direto entre espagos coerentes e onde

d= {U A, ..~‘=L.J . } , € teia construida pela unido disjunta das subteias A, = (A, oR 4, )
i o]

A primeira evidencia a forma intuitiva de construgao das fung¢des lineares que atuam
sobre os objetos deste espago. enquanto a segunda formaliza a homogeneidade de

construgdo das fungdes aplicada sobre o produto categorico deste espago. Entretanto, em

ambas as construgdes busca-se a linearizagdo da fun¢do objeto A:d— 4 definida
anteriormente. Primeiramente se apresenta a definicgdo do espago coerente
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.¥:{('r;h(A*,~. \_),;] ¢ se mostrara que as correspondentes fungdes de objetos. pre-

fungoes. fungdes de tokens e basica estao bem definidas.
—%
Alem disso. se mostrara que a fun¢do de objetos A e continua. estavel e linear.

constituindo um morfismo da categoria em estudo.
6.2 O Espaco Coerente Gerado pelo Produto Cartesiano de Subteias
6.2.1 Defini¢do. Fungao basica (1’)"

Sejam os conjuntos:

(i) A'c A" como subdominios de 4’ tais que A € injetora, e

(i1) B’ < B’ as respectivas imagens de cada A’. ouseja, B’ =4 ’[ .4,’] :
define-se a fungdo basica (L") A] « A/ <...xA'x...— B} x B! x...xB/ ... por:

1q1 * * A r r s T L§ e LA ar
(&) & =Rkl k! o0 Cismasntl) suas) = (Rt s K10 5snas K0, 555)

onde A', = A",

6.2.2 Defini¢ao. Teia produto

A partir das subteias apresentadas acima, A E(AJ.: ,I) e B E(B,,z&) pode-se
construir as teias produto:

i) A z[l—[ Ay | = Ay % Ayxexdyx s ) e

\
'Y

)
‘)

| = (B" X BTX""B Y""tll')

(i) B =[[‘[ B .x,
cuja relagio de coeréncia. 7(.X,..\,...... Y ,...),(Y,, N — L ) A" ¢ definida por:
) (X Xl o) (Bl ) S A Y. 4 il gie X, =, Fse
(i1) (k{,[.’(n],k;[.k',] ..... l,’[.‘sﬂ ])*-z‘ (l{,[]i,],k;[}’,],...,k:[}’,],...) se, € somente se
X ] a [ ] e B tal que alx, ~, Y,

6.2.3 Proposi¢ao
Se ~, ¢é uma relagdo de coeréncia em A entdo > é também uma relagdo de

- . *
coeréncia em A .
Prova:
De fato esta relagio ¢ reflexiva pois VX, €A, X, =, X,, logo tem-se que

(X,,,.- ,‘(’,) ~ x (Xu,-k',,..._.--\f ) Da mesma forma mostra-se que € simétrica,
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pois se (Y,.X ... X .)x . (V.1....F...) entdo ZX.V = 4" tal que X, =, 7V,
logo pela simetria em . lem-se que V.~ X, e conclui-se entdo que
18 - };...)a W (7 0 R (e I
J; seguir dehne se a funcdo de tokens que relaciona os tokens desta noxa teia

1_[ A, x.) com suas correspondentes imagens na teia B ]_[ B .x, )

6.2.4 Definigdo. Fungdo de tokens 2"
\i s AY

Sejam as teias A*EI‘HA ST B*sLnB,.:&/"_ A fungio de tokens

A" 5 B” é definida por
= (M) (a) €[] B @ =X* . ou ainda:

= {(};,’,.}.;‘...,lf,...)(ar..a‘ ..... A, ....)e, € .\',}

={(Aicto, A0ty e, )M 0, €1, X,
([ XA X)X )
= (hoXgs Ay Xpheend X0

Deve-se salientar que A .\ = {}. "(a)eB'laeX c A }: lr’[.-\', ] ;
Pode-se disser que proj, (7*-..--f’~1 R )= 7 T,

6.2.5 Proposi¢ao

* ‘ * \
Sejam as teias A E[\HA"';‘*/' e B = an“"'B.J- A fungdao de tokens

2 AY > B* definida por: 2° X" = (1,.X,, A, X,,....A, X ,...) é total.

Prova:

Se A" A" — B’ ¢ total entdo {QL e AN, (o) J.'} = A!, ou seja, todos os elementos de
A/ sao definidos logo A/: 4’ — B/ € também total. Portanto qualquer que seja a restrigao
sobre A, onde X, c A4/, L, X, = {l’(a) eB'laeX, C A,} = ?L_Q![X,] esta bem definido,
portanto para X" = (Xo, Xiseoos X, ) €A™ tem-se que esta bem definida pois

A=K Wi MO es N0, €0, K Y = (A Xk K ey Xiye) € temcse
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que {(}.[,0’.[,.}.;&, ..... k,’u.....),?.'u. v} = A" Assim a funcdo de tokens A" A" - B*
esta bem definida e e tambem total Se entretanto A" A’ — B’ ndo € total entdo
S e 4|\ () T, ou seja. Lla) e’ Assim. X ={a} e
& X {}L'(a} eBlaeX } =©. isto & A/ [\] =@cB,. e portanto A X" =
(A,-X,. 2\, @....) 2 BT Mostrou-se entdo que 2" A" — B" ¢ sempre total

Define-se a seguir o espago coerente correspondente gerado por esta teia produto. o
6.2.6 Definicao. Espago Coerente

* 2 ' ~ :
Define-se espago coerente :(( nh(A*-t \-).-;] como a cole¢do de subconjuntos
N
coerentes de uma teia A" l_l A .z, parcmlmeme ordenados pela inclusao.

Tem-se agora que cada conjunto coerente. indicado por x . ¢ formado por n-uplas.
infinitas ou ndo. de subconjuntos de ', que sdo os tokens gerados pela teia produto

Fd .,
i1

v | |
‘_\. E:n(.\'t\"j'

N
6.2.7 Defini¢ao. Pré-fungido objeto o

Sejam as teias A" = l\n A.x, | e B'= L]_I B,. je seus correspondentes

espagos coerentes f*:( ( 'uh(A*_z_\_ )g) e :(( 'oh(B', < - )c;) A pré-fungdo de
objetos 1* 1™ — -* & definida por:
Xt c”b’ Pe L

|
T

([ .)(X[,,_\',,....X.....)](Xu, Xy X ) e, ),
(% X0oh X,k X, ) €BY(X,, X X ) ex)

v *

6.2.8 Proposi¢ao

Sejam as teias A*=| [[A, & \ e B*E[HB@: B‘) e seus correspondentes espagos
']

4
-
~—

I *

coerentes -2*=(Coh(A*,z__\.),c) & -*:((_'oh(B*,hB. )g] A pré-fungio KT
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definida por: 7{*.\‘*:{() X, Y. JeB (X, XX )Er} ¢ total. monotona,
continua, estavel e linear.
Prova:

Como a defini¢do da pre-fungao # T se reduz a dehmcao 3.3 1, bastando para
tal tomar cada token X ={.X,..\ ...\ .. n A .x, . tem-seentdo sao validas

as pr0p051¢oe 3.1, 93.4,9.807,:5.3. 10, 83,12 8 5315 con51derando—se que as fungoes
basucas A 4 b’ a0, por deﬁmcao injetoras na constru¢do da teia produto
A
|
Yy

—rl_[—\ N

estavel e linear. ,

x X ® o, : - . ; :
Logo L~ = ¢ uma pre-fungdo objeto monotona. continua,

(=

— K
6.2.9 Defini¢do. Fungdo objeto A

! f \
[ { |
Sejam as teias A" = []A ‘t‘/l e B'= []|B .=, | e seus correspondentes

espagos coerentes 1* = (( ‘uh(A e ) ;) e ¥ = (( wh(B'_ x . )g) A fungdo de objetos

* %k

A* " —>:" ¢ definida por:
A x* :{(xnx” Xk X L)

ll*(r* ) U{d* y i(l*(x* )) :i(d* )AX*(x* )gd* } caso contrario.
N
onde 1* r*) corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fungao x*

* (X,, . SR )ex} sex equasitol( ),

2" (x)=

H}

6.2.10 Proposi¢ao

"

Sejam as teias A’ s[n A=, J —E[l—[B “*J e seus correspondentes
¥ y . D ’ . A :

espagos coerentes :(( ol A ﬁz__\.),g) e :((. oh( B~ . ) g)_ A fungao de objetos

X" ¥ —4™ definida por:
2 =R X A Xk X, ) B
% (x)= ~
x* (x* ):U{de‘,}ii(k* (x* ))fi(d)x\k* (x* )gd} caso contrario.
¢ total, monotona, continua. estavel e linear.
Prova:

#

(Xn N )ex} sex e:;ua.\‘itof( d);

rono

I_‘\. 5' r( k; WJ
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A prova decorre da proposi¢do anterior 6.2.8 e das proposi¢oes 5.3.3. 536, 5.3.11
5314e53.16.,
6.2.11 Proposi¢ao

Sejam 0s espacos coerentes —.({ oh‘ A .x.. ;) e (( nh(B x - ) ) Existe

i * %k . 3T - . e I *
sempre um par proje¢ao para ( ) ou seja, para toda pre-fungao objeto A . =

. = - 3 % : S S : * *
existe sempre uma funcao Tl* 4‘—) .. lais que, K oh = id. e (ﬁ ok )(})g , para

*
cada vy
Prova:
Como todas as fung¢des basicas A" 4" — B’ sdo injetoras por definicdo, tomando-se

4 r ’ ' ' ~ - ¥ y E * A
WA{A ) A" h'=(1") ' tem-se, para 1~ *>3¥ e h** >4, que A" on” =id, e

(ﬁ* o 1*)(.*)';_‘ Vv, para cada y < * Portanto pelas proposigoes 543 e 544, {)L*ﬁ*} €
i EE S
um par proje¢ao para ‘
6.2.12 Proposi¢cao
. S : . * ; . .
Sejam os espagos coerentes . = (( uh{A VX )g) el = (( oh(B - ] g), Existe

e S ; - : O ;
sempre um par proje¢ao para ( SR, ) ou seja, para toda fungdo objeto A 1 rT | existe

Tk . = =
sempre uma funcdo /i F " tais que. A Oh —J’d* e (fl oA ) ) . para cada

*
=

Prova:
Considerando-se a injetividade das fungdes basicas A" 4" — B’ e as proposigoes 6.2.8,
6.2.10, e 6.2.11 como tambem a injetividade da fun¢ao fecho quando restrita aos totais, pela

proposi¢ao 5.2.5, e tomando-se A" B'— A" h' = (L") '. tem-se:

(x") ](y*):{((l{,) Vo) Tre{n) 'Y ) B

ho(x)= Al

=\, X, } se y* gquasitot (1),

(i*) (y*) caso contrario.

Logo tem-se para A6 e n it oAt que X oh =id » ¢ ( ok }(y Cy. para

cada y c+™ Portanto pelas proposi¢oes 5.4.3 e 5.4.4, (K fz ) € um par proje¢do para

k%
L S s .o
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Apresenta-se a seguir a mesma interpretacdo grafica da construgdo das fungoes
apresentada no terceiro capitulo, sendo que agora na categoria LIN, das fungGes lineares
entre espagos coerentes, conforme foi apresentado nesta se¢o.

Lo ff\/ *\‘I Fungao de Objetos Linear
tot( -, ¥ ) tor( ) Restrita ao tol( -, ¥ )
X, X X, X-
Y A A
i* quasitot [/ d *J Fungao de Objetos Linear
quasitor( .*) quasito( ) Restrita ao quasitor( )
L]
A Fungao de Objetos
> :[( ‘oh(A* = ),g] g =[( ‘oh|B* g ),g) Linear
2* Fungdo de tokens
3
A* z(ﬂ A, "‘:-\.] B* E([—[BJ S BJ entre teias produto
A, Fungdo de tokens
A, _(A, =, ) 2 B, E(B; =5 ) entre subteias
A/ Fungdo Basica
Al - — B’ restritaa Al

FIGURA 6.1 - Construgdo das fungdes de objetos lineares entre espagos coerentes.
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. %
6.3 Relaciio entre os espacos coerentes e
Apresenta-se a seguir a relagdo existente entre a familia de conjuntos coerentes de
( 'uh(A_ x ) e a familia dos conjuntos coerentes da teia produto, ( 'uh( AT = . ) provando-
se tambem que toda funcdo localmente linear admite uma representacdo linear na categoria
LIN dos espacos coerentes.

/

Para tal. sejam A'=jaedo, <o<a 1};.4’. subdominios de A’ tais que A} €
injetora. Como ja foi comentado. cada 4" ¢ um conjunto enumeravel e limitado superior e

inferiormente. Deve-se considerar duas situagdes importantes. A primeira e mais trivial €
aquela em que tanto o supremo como o infimo de A’, sdo elementos do conjunto basico

A’ Neste caso, para todo x E('Uf?(A_::_\), tal que x= {_k",..‘(l......‘(’_l‘...}_ , tem-se

{(.\'m,,.\'m ...... ¥ia ....)‘(.\‘,,] B S [)( ¥ by \U]} =Xx*€E ('(JJ?(A* K ) de
tal forma que |JX =Y e Y =Y ~4’.onde .4_'2{(154'&. <a<a, ,} :

Entretanto. existem subconjuntos ,-I_':{ae;l"a; <oL<a I};A'. cujos correspondentes
supremos ¢ infimos nao sao elementos do conjunto basico. Suponha-se. por exemplo, que
ndo existe infimo para 4’'. ou seja. «, ¢4’ Se o conjunto basico € denso. pode-se

nr

determinar um subconjunto enumeravel de elementos de A’. {a_,' oo } . que se
aproximam de o, e tais que o’>a”"2a ... e onde o, é0 supremo deste conjunto. Estes
elementos basicos constituem os infimos para cada um dos correspondentes tokens no
conjunto {-‘(,‘ kk} onde X/cX'&X.. .
Neste segundo caso. se ¥ E('oh(A. = _\). tal que x = {X‘,,X‘ ...... X, } . pode-se
estabelecer a seguinte representagao:
r - ¥ - 5 rr - - 4. r rm
X :}'_>/\‘ 0 ‘_’{( X 00 =-X 10> ---.‘\ io )( X 00 v\‘ 10902 22<2 10 ,—--)-_(Xg.;,,-‘ o** .._‘L i) )* } ’
- ¥ ~ a o .~ r L - o T
X, K (K KoK e W Ko KooKl I K Ky X <
* 7 r 4] r r - r r "
Bs T Al B s W Koo W By Mo e
logo tem-se que :
U{X: ,X,* e .,X_T e .}zx* « 'oh(A* R ) , ou ainda:
G W R\ S BN R N B i

Xy X X (X X X M oy X X e e(_'oh(A *a )
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sendo que, em especial, tem-se :
Xy :U{ X0 X0, X g }
‘Y’.'l :U{ X:’l B‘Y:T‘-‘Y.'FI”.“ x '}

X=U{x, x7.x0
e da mesma forma, UX_._,=X,. e X,=X n4/. Salienta-se que {X;,X,;',.f‘(,_;':...]eA, e sdo
J
coerentes entre si, pois X C X 'CX"C....
Contudo, esta representagdo foi simplificada, utilizando-se para tal, um exemplo de um

caso em que apenas o infimo do subconjunto A'C A’ ndo pertence ao conjunto basico A’ .

Pode ocorrer a mesma situag@o para o supremo, ou até para ambos. E até mais, que em mais
de um dos subconjuntos 4'c A’ ocorram situagdes como estas. Como exemplo. considere-
se o espago coerente //Q e a fungdo polinomial de objetos definida a partir da fungdo
polinomial racional, que possui n-1 pontos de maximo ou de minimo em seu dominio de
defini¢do, mas que nem todos pertencem aos racionais.

Mostra-se a seguir como se estrutura a representagdo dos objetos e morfismos da

familia de conjuntos coerente de «, (.’oh(A;-: i ) , € a familia dos conjuntos coerentes da teia

produto, ( 'oh(A* ’:54“‘) .
6.3.1 Proposi¢do

9=

Sejam :::(Coh(A,z,J),g) e :l*:(Coh(A*,::A_)c} 0S espagos coerentes

construidos sobre as correspondentes teias Az(A,z,\) e A" = [l_[ A,,"«:‘\}] geradas a

partir dos conjuntos basicos 4’ ¢ .4, que sdo parcialmente ordenados e densos. Existe um

f 1 X e
homomorfismo I':i—d  injetivo.
Prova:
Suponha-se primeiramente que o tanto o supremo como o infimo de cada A, sdo

elementos do conjunto basico, ou seja, A,’={0LeA o, <a<a, }gA &
Qualquer que seja x ECoh(A,aA), tal que x= {X{,,XI . } ,» tem-se que x
JE

pode ser decomposto da seguinte forma:
. . . ; . N ; ) 3 W, s *
{(}1 WL, (W B 3 )(\ - x,j)}_x e Coh| A ’"“,\*)

sendo portanto possivel definir uma fungao [:d—d* que para os objetos, € definida por:
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LT[, X, 0K, 5.))
=w%xwmmwugxmmnwpigxwwnij
= (X,,J X sl .)EA*'l X, =4,0X, e UX;=X ex ??:.r*

e aplicada sobre as fungdes, tem-se que
[(ke)=T(R{X,.X,...X ..)
(- ,...}')

17000 O 700V 0 O, 0 O s . b

_Jx ], O ?L_,,\'..,.,...)FJJ*EliX”:A:r‘\k’[XJ—]eUliXij:?L.Y}ekx}

:tm*=x (r(x))

[' € injetora, pois para todo x’, x” e('oh(A,:_—__\ ) se F(x']:l“(r") entao

{(X,’o,.’(,', . 31 ,...)EA,, <A % x4, % )X =X[NA4, e L‘JX{::X_: EX}:

(a7 et A A X=X, e U=, ex)

e portanto (()( LW, ST, ¢, e ) (X" X s X,;',...)) <:>(X}'=XJ_") I._‘ﬂ_‘\_‘l_:g@x':x".

vjeN,ieZ

Além disso, I' € monotona, pois ‘v’x',x"E(.‘oh(A,z_\), se x'cx”, entdo tem-se a
inclusdo {X;.X/....X ...} c{X;x7... X7} logo:

{(X,'Q XX ] e Jedy < Ay xeox A x| X exl e UK =X EA}Q

{(X,'é 0, §ufre Xi,",...)eA‘(| XA % x A x| X ex]'e UX{;’:X;'EA}
e portanto tem-se que I'(x')cI'(x").

Entretanto, a fungio I' ndo ¢ sobrejetora. De fato, existe x e Co A*,a:*,,,),
x*:{(xm Ko Xu)} onde X =4/nX, e a,<minX <maxX 6 <a,.,, de tal forma que se
A’ eA! sdo conjuntos densos e limitados, como no caso dos intervalos, tem-se que
UXy eCoh(A,xA), ou seja, ndo € um token da teia (A,z,‘)‘ Logo x" € Co A*,zA*)

nem sempre € imagem de algum xe(,‘oh(A,z N )

UFRGS

o .--.n‘l‘\ﬂhl‘-rm‘
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Da mesma forma se prova para o caso em que existem subconjuntos
.4,':{:;1&4 ’kx_,<'a<a;_l}g.4 ", cujos respectivos infimos, ou supremos ou ambos, ndo sao

elementos dos conjunto basico. Basta considerar cada token identificado com um conjunto
enumeravel de n-uplas. Assim tem-se que a fungdo I' definida por:

F()=r({X, X, )
:{X;xfpmxfm}

ST D200 S N | 5 S NP GO | 5. N D, ¢/ I
”43@ﬁnwnxgfJixmjﬁfwxgijawxn, b . W8
A X Koo KL M Xy X e XL W K X X o)

%
=X

sendo que {X,',XJ",.’{’,”__'...} ¢ 0 conjunto das aproximagdo para A’ pois X/CX'CX".. e
"!."

(1) minX[>minX"=minX .. e max)(',’ﬁmaxk’ “max.

(i) a ,:ﬂ{mmX,’,mmX_,".mmX__",f..} e a,. 1—U{marX ,maxY ‘maxX ':i..} ;

Portanto pode-se afirmar que existe um monomorfismo Fid=d" .,

6.3.2 Corolario

— — sk - ) .
Sejam as fungdes objetos A:/i—>- e A +* 5™ Se R:/—>: é linear entdo tem-se:
B =T X5 Ksssecinend}

Decorre imediatamente da proposi¢ao anterior.
Salienta-se ainda que neste caso, como

el oo (XD 0 WO X s B Yo (BB s Koee Yoo '8

N (S N . N | 2.8 W5 R 0 O (8, 5. S T
pode-se estabelecer que a relagao entre objetos e morfismos respectivamente por:
{Xﬁ =X, se i=],
X, =0 sei#j.
Ag=A;=...=A/=..=A",pois A’ e injetora, e
\[kuzk, =...=A,=..=A,pois 4/=4".
Apresenta-se a seguir as fungoes objetos definidas sobre o produto direto entre espagos
coerentes e onde a teia € construida pela unido disjunta das subteias A, = (A, "R 4 )
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6.4 O Espaco Coerente Gerado pelo Produto Direto entre Espacos Coerente

Mostra-se a seguir que toda fungdo objeto localmente linear pode ser representada por
uma fungdo produto que ¢ linear. Para tal define-se o espago coerente resultante do produto

direto, [1+ = {{oohfj.{,.x.‘ ];] onde os objetos, denotados por x, sdo conjuntos coerentes

que podem ser representados por n-uplas de conjuntos coerentes X, €, onde

d z((‘oh(A, 4 ),g) , € sobre os quais sao aplicadas fungdes lineares.

6.4 1 Definicdo

Define-se o espago coerente E{( 'oh(A,,::_;r ),g) como a cole¢do de subconjuntos

coerentes gerados a partir da tela A, = (A, = ) parcialmente ordenados pela inclusao.

6.4 2 Definicdao

Sejam os espagos coerentes E((‘oh(Ar;-:AJ ),g) € :(('ol'p(b’r 3 )c;) gerados a
partir das teias A, = (A, . _4') e B, = (B, ,xgl] e a fungdo basica 4,: 4’ — B/, onde tem-se
Al =4, ,logo A, X, =A/[X,] . Define-se entdo :

(1) a fungdo token, A :A —B_, por: 4 X, = {A,-'(a, )eB'| a, X, }
(i) a pré-fungdo objeto, A ,: 4 — ¢ por: K, x, = {)L, X, ed | X, ex, }

(iii)) a fungdo objeto, A:d,—> . por:

B ( ) er':{err e | X, ex, } se x, gquasitot( ),
AAx )= »
X%, :U{d eri(k,x, )=i(d)Ak x, gd} caso contrario.

6.4.3 Proposigdo

As pré-fungdes X .4 —> % e as fungdes de objetos ,:4,— %, estdo bem definidas e sdo
totais em cada um de seus respectivos dominios.

Prova:

Decorre da definigdo anterior e das respectivas restrigdes do conjunto basico, da
subteia e no espago coerente. ,
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6.4.4 Proposicao

As pre-fungdes X ,:,— 7 sdo monotonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:

As pre-fungdes A4, —z sdo restricdes da pré-fungdo A:. — : portanto pelas
proposi¢des 5.3.1, 5.3.4,5.3.7,5.3.10, 5.3.12 ¢ 5.3.15 sdo monotonas, continuas, estaveis e
lineares, pois A € injetora por defini¢do.,

6.4.5 Proposi¢do

As fungdes de objetos %4, — 2, sio mondtonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:

As fungdes de objetos X,:{ —» 5, sdo restrigdes da fungdo objeto A8 portanto,
basta aplicar as proposi¢oes 5.3.2, 5.3.6, 5.3.9, 53.11, 5.3.14 e 5.3.16 e considerar como
hipotese, que as restrigdes da funcdo basica, A, sdo fungdes injetoras por definigdo.

6.4.6 Definigao

Sejam os conjuntos:
(i) A'< A’ como subdominios de A’ tais que 1) € injetora, e

(ii) B/ c B’ as respectivas imagens de cada A/, ou seja, B’ = A ’[ A,’] 2
define-se a fungdo basica (7:'):;,4{' — ;Bf' por:

[i']&:i’{ao,a,,".,ai,.. } {l v P s SRy B }onde l’ =Nl ea,ed.
6.4.7 Defini¢do. Produto direto entre espagos coerentes

Define-se o produto direto entre os espagos coerentes < , indicado por

[14 = [[cmm =, ];] , como sendo o espago coerente gerado a partir da teia

{UA ] que ¢ formada pela unido disjuntas dos subconjuntos A4’ < A’, isto €

A = = {({O}xA ) ({1}xAI)U...U({i}xA,.)U...} e a relagio de coeréncia ¢ dada

por:

o

LX,)=~. (1LX,) & X

U

A XJ': ¢ (il’Xh)xU:(; (iz’XJ.l) ’Vi’j €N

2

Em [TRO 92] afirma-se que este € o produto categorico para a categoria dos Espagos
Coerentes e em [DIM 96b] constroe-se a correspondente prova. Além disso existe um
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isomorfismo entre a familia de conjuntos coerentes do produto direto dos subconjuntos

A'cA, C oh(A,z ] , € 0 produto cartesiano entre as respectivas familias de conjuntos

A
coerentes, Coh A; x Coh A, x...xCoh A, x... . Por isso pode-se usar a seguinte notagao:

Coh(({O} X AO)U({I} x A, )U...U({f} X AE)U...) E(CohAﬂ x CohA, x...xCohA, x) :

Assim todo conjunto coerente que pertenga a esta unido, pode ser representado por uma n-
upla, infinita ou ndo, de conjuntos coerentes, isto € :

. ecgh(({o} x Ay JU({1} x 4, )U...U({n} x A,,)U...) &xs (5, s B, )

E todos os tokens X do conjunto coerente x € Col A~ ) sao indicados por:
A

Xeé@Xe(lﬁ'\,z.JQXz(i,X]:X,.

Entretanto, pelo isomorfismo citado anteriormente, tem-se que:

X, ex, xs(xo,xt,...,x;,...)zX EX,.

!

Define-se abaixo as fungdes de objetos e de tokens neste espago coerente.

6.4.8 Defini¢do

Sejam as fungbes basicas A;:4! > B/. Seja xeCoh(A,,:z ,\,) tal que
o {XO,X, ,...,XJ. } . Entdo tem-se que:

JEN
xeA,c»x,.={X,.D,X,.,,...,X,.j,...}e;\
onde X, =X "A/. Nestecaso x, contém todos os tokens que estdo na subteia A4 e tem
intersegdo com os tokens X, do conjunto x. Portanto cada conjunto coerente

xell d = [(Cohg.ﬁ,aa&_}:] sera indicado por:

X = xn le \_J...le e
3070 (U U 10 DU S 5 S o

(5 M A 1 5N S L W W

= (xo ’x'[ E bl "xl' il ')

Sejam as teias A=[UA,-,‘~=0AJ e B=[UB,-,==OB). A fungdo de tokens

A:A - B, é definida por A X, =1, X, = {A/(@)je € X, }.
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6.4.9 Proposi¢do

Sejam as teias AZ(UA.*""Q\J € P’:[UBNzL}BJ' A funcdo de tokens

lA > il, definida por iX g =MX, = {k; (@)X, } ¢ total e bem definida.

Prova:

Se " A" — B’ ¢ total entdo {a ed/|4; () ¢} = A/, ou seja, todos os elementos de
A! sdo definidos. Portanto qualquer que seja a restrigdo sobre ', onde X, C 4/,

AKX, = {K'(a) eBlaeX; c4 } =\, [X U.] esta bem definido, logo,
{X - ;\li)( ; Jr} = A Assim a fungdo de objetos ?LA —> B esta bem definida e ¢ também

total. Se agora A A’ — B’ nido é total entdo Ja € A'|A'(a) T, ou seja, 1'(a) ¢ B'. Assim,
X,={a} e ?k,)(’,;:{}\.,'((:L)IQL(:J('U }={ }, isto ¢, 1,-'[.1\’,}- ]z?\.,-XU:{ }QBl e, portanto

AX, ={ }:gBA Mostrou-se entdo que A:A — B € sempre total. ,

6.4.10 Defini¢do. Pré-funcdo objeto k

Sejam também os espagos coerentes [ | i = [[Cohl.:J.t-”G. ];] e [13 = [[Cth:JB. ~ ]s:]

A pré-fungio objeto x: T1 1 = H-JS‘_ ¢ definida por:

i&:{ixm,ixn,,...,ixw,in,iX,,,...,AX,J.,...,iX,D,iX,l,...,iX”,...}

ST SO LT VR TR N K SR 5. 0 W (S

o
- ({xuxm,xuxu,,...,xo Xy e hfh Ko Ay Xy X s
oo A XA XA X, )
= (X oxo X Xy e X X, 00
Assim pode-se ainda expressar a pré-fungio objeto % 11 4 - I-[L'EL da seguinte forma:

Ax= (10,7& ppmeniiy ,...)(x,J 0 - ) ,) = (Xoxo,x X1 pne 0ol X, ), onde A, sdo pré-
fung¢des definidas nos espagos coerentes « , gerados a partir dos subconjuntos basicos A4, .
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6.4.11 Defini¢do. Funcdo de objetos i

n
1]

Sejam os espagos coerentes []

“Cth;l.:,.zG ];J (o HA [[CBhL.JB,.ﬂ. J;C}. A

funcdo objeto X: Hrll —>F1.%. ¢ definida por:

lxz(k Ny B S O ) se xgquasitot (1),

hsz{d en(lx] =i(d)/\7.LJ'cgd }=(1 :xn A :\x, o :\x, j , Caso contrario.
VAN

onde Ax corresponde ao fecho indexado da imagem da pré-fungdo ?L ;

6.4.12 Proposi¢ao

Sejam também os espacos coerentes [ { = [[f:th'JA,-.==CI ]c] e [l3 = [[Cnhf)ﬁ..ﬂ.a ]:]
i i o i T

A pré-fungio X: [1 A —> ]_L definida por:

Ax = {ixw,ixm oA Xy A X G A X e A X, e A X g A X, A X, }

0> (RN

é continua, monotona, estavel e linear.
Prova:

Como a definicio da fungdo objeto x: [T¢ >TI8 se reduz a definigdo 3.3.1,
bastando para tal tomar cada token X =(i,.X )EA=[UA;,‘~“GA‘J . Tem-se entdo validas

todas as proposi¢des provada no capitulo anterior, ou sejam, 5.3.1, 5.3.4, 53.7, 5.3.10,
5.3.12 e 5.3.15, considerando-se que as fungdes basicas A): A — B/ sdo injetoras por

defini¢do, na construgdo da teia A=[UA,-,‘~‘= L.m] . Logo 7'(.: [14 =>[I2 ¢ uma fungdo

objeto mondtona, continua, estavel e linear. ,
As mesmas propriedades podem ser estendidas para as fungdes de objetos, conforme
mostra a proxima proposi¢ao.
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6.4.13 Proposi¢ao

\
Sejam os espagos coerentes [14 = [[Cohfm,.e. H e [16 = [[Cth'JBr ~ }_;
1 U4 . UB;

objetos &; [1¢ =[12 definida por:

) i;r:(l 51 Kk avilii X ) se xgquasitor(1);
i[x 8

é continua, monotona, estavel e linear.
Prova:

) i}:U{d au[?&x} =i(d)/\7.u'cgd}=(7£ ;\xo A :\xi _— j\xl - ) caso contrario.

. A fungédo de

Como a defini¢do da func@o objeto % [14 =18 se reduz a definigio 6.4.10 ou ao
fecho aplicado a esta defini¢cdo, e que as fungdes basicas A): A — B/ sdo injetoras por
defini¢do, pelas proposi¢des 6.4.12 € 5.3.2, 5.3.6, 5.3.9, 5.3.11, 5.3.14 e 5.3.16 tem-se que

a fungdo de objetos A: [1 i —[1# ¢ uma monétona, continua, estavel e linear. ,

Tomando-se xz(x,],x,,...,x,,,...) tal que x, = {XJ €A, |X, ex} tem-se que cada um

destes subconjuntos, X, por sua vez, sdo os tokens das correspondentes subteias geradas

pelas restrigdes do conjunto basico a subdominios A/ nos quais a fungdo basica € injetora.

Pode-se entdo definir:
1.a pré-fungdo de objetos A ,:4, = £, na subteia A, = (A,. R 4,) da seguinte forma:
proj:(xﬂ’ll""’xif") = x‘r)

2.a fungdo de objetos A,:{,—>#, na subteia A, = (A, 7 4,) da seguinte forma:
proj, (io ,il - .,i, - .)=i. :

6.4.14 Proposi¢dao

As pré-fungdes projegdes  proj,: [14 =

[Coht]/i,-,z. ]c] — 4 definida

i U4y
i

proj, (7&. P S ..)=k, sd0 monotonas, continuas, estaveis e lineares.
Prova:
Esta proposi¢do esta demonstrada em [DIM 96b].

por
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6.4.15 Proposi¢do

m

As fungdes projegdes de objetos, proj,: [14 “Coh@A,a. }cJ — # definida por

Eug
1

proj, (7&0,7&1 0 ,...)=7L 530 monotonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:
Esta proposicdo segue da proposi¢do anterior 6.4.14 e das proposi¢des 4.2.19, 4.2.22,

4225e4230.,

6.5 Isomorfismo

Mostra-se a seguir que existe um isomorfismo entre os conjuntos coerentes do produto
direto e os conjuntos coerentes gerados a partir do produto cartesiano das subteias. Desta

forma, as fungdes de objetos A:A—># tem uma representagdo linear em cada um destes
espagos produtos, e além disso, estas representagdes sdo isomorfas, de acordo com o que se
apresenta na ultima segdo, 6.6, deste capitulo.

6.5.1 Proposi¢ao

Sejam [[4 = [Cah[ﬁ.zij.g] e A" =(Cah(A*,xA*),c) 0s espagos coerentes
construidos sobre as correspondentes teias A=(UA ,w;] e A‘E(n A m] . A familia de

conjuntos coerente do produto direto, COh[A.%;] , € a familia dos conjuntos coerentes da

teia produto, Coh{A* &, ) , 530 isomorfos, isto €, Coh[ﬁ.m;] ECoh(A“‘ ,zﬁ_)A
Prova:

Seja xeCoh(A.,wA') tal que x:{XU,X,,...,XJ,...}J_;V. Qualquer que seja

i

xe[]d = [Coh[i.ai),;J , tem-se que x=x,Ux,\...ux, ..., logo,

S D IE N N S S . N }

0j»
{{ Koo Xoro-Xo, Koo Xor o X, oo Koo X o, )
i)

Portanto qualquer que seja x €[] 4, pode ser unicamente decomposto como

{(Xon B SO | - )(Xo_, Xy eens X )} =x+xe =Coh(A* ~,.)
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sendo portanto possivel definir uma bijecdo ‘P:('oh(;&.t ;’ - (’oh(A*,t _\.) dada por:
A !

‘P(x] = ‘P(xu & XS ) u]

WX

05>

({XUOSX X 10:‘}(113“'*"’(1_;=“°"X=0 :‘Xalv""X!i ’})

Il

X Xygee X M Xps Koo e Ko X X )[

U’

5
l
{ X I . ..)eAtl xA % x4 %] X ex e UX =X, EA}:X*

De fato, ¥ € injetora, pois para todo x’,x” eCoh(A,z,), se ‘P(x’)z‘l’(x") entao
A

r ’ ! r r
L BLT A O 5 < T

1"

% o om L
S IR T e B X e e Ko K X o))

{(X;,,X;l, X} )y x A e x A x ) X ex, e X! =X, eA}=

Je4
{(X,;;,X;;, XU )edy x Ao x A, x| X e, e Ux;=X, eA}
(R OB o ))WFZ@ (Zp=g)  eontent

A fungdo ¥ também € sobrejetora, pois para todo x* e Co A*,mA*) existe
.;re(foh(z&,zi) tal que ‘P[;r]=x’, Além disso, ¥ ¢é monotona, pois para todo
.\;',x." E(foh(z;,fc.) , Se .;’gx'” entdo:

5 T O A ST =

03 e s K e

|

% o GG B
{(XJ:M il X;; r* )GA(! XAI X"'XAI' )(,,,I X:_: Ex;" € UXx_: =X; EA}Q
(05X X7 YAy x A X e UK =X e |
e tem-se que ‘P(x’)g‘l’(x”] ;

Portanto COh[;\ﬁ,] = Coh(A*,zA,.). i
A
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6.5.2 Proposi¢do

A funcdo ‘P:Coh(A.z ) ~3 (_‘oh(A* .z(\-) dada por:

A

‘P[x] = ‘P(xo Wi Wi W

)
=9({ X X Xy K Koo X o K XX )
= (E.PUE S N 1 . S B I |- N, Kb

:{(XOJ.,XU,....X%,,...)er x A% x4 x| X, €x, eLiJXij =X, eA}:x"=

¢ linear em cada um de seus argumentos.
Prova:

Segundo [DIM96], uma fungdo ¥:( oh[ ) — Co ,\') ¢ linear em cada um
A

de seus argumentos se a fungdo ¥ x, H‘F(x'):‘l’(a,b,...,

x) € linear. Isto sera
mostrado a seguir.

o € monotona pois sejam rexl logo tem-se que
NI e Bt O B, B R
Y(x))= ‘I-'(a,b,. i e )

:=(A07Bo:---:X:':;="')’(A1’B X"" ) ’(A’ X":’ ), }
v Mol e e o
= lP(a,b,. I ) =W(x/)

¥, € continua pois € monotona conforme o demonstrado acima e além disso, suponha-
se Tcd E(CO 4=, )g) um subconjunto dirigido em relagdo a inclusdo. Entdo

U ed e ¥ [1]e ™ ¢ dirigido. Portanto tem-se que:
U, [T U {(ab....x, .. )x, et}
zu{{(A By Kot Byge i) (A Biearfe
B Y B0 )
(B I W B Ji Ko .,(A,. B,..UX, )

~P(Uf(ab...x.. ) < })=,[U1]
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¥ ¢ estavel, pois ja mostrou-se que € continua e além disso verifica a condi¢do de
estabilidade. De fato, suponha-se que x/Uxe entdo tem-se que

o ( rg.'mxf'): ‘P(a,b,. WEL s .o )
(Ao By Xy VX W A By XKoo 4B nxp, )
:{(A0 BosesX ) A BrseXlyre oo 4B X )} s

{(Ao Bsslpes MiBisssXhss Yoo B K i)
=¥(ah...x/..)n¥ah...x"..)=¥,(x ) ¥, (x)

E finalmente pode-se afirmar que ¥

1

¢ linear, pois € estavel e sendo
TcA E(Co 4,,~, ),g) tal que todo x/,x/"e { tem-se que x/Ux/"e { entdo Ul €4 , e

portanto :

U [1]=UP{(as,....x,...)Jx, <1}
0, B s Wi B Mol Bi s
...,{(AC,,BO,...,X,‘I,,...)s(A, By XYoo Ay, B e X )}}
(4, By U X M40 Brrc UKo )48, UK, )
- ‘P(U{(a,b,. X )X, ej:‘}): @ [U1]

Logo provou-se que a fungdo ¥:Coh{ A.~ ) — Coh|A” ,==A.) ¢ linear em cada um de
A
seus argumentos. o

6.5.3 Proposi¢dao

A fungio ‘P:Coh[i‘zi) - Coh(A* »"""'A-) dada por:

‘P(;'] = ‘P(xo UX, L. UX, U )
S £ T U T N AL O N WO i)
STE 0 . SO [N NI S W A S s
:{(XD!,XU oKy o) €l X A i Ay %) Xy iexy e UXg =X, eA}=x*

¢ linear.
Prova:



18

Por [DIM96], ‘P:(_‘thA,z ) - ('oh(A* S {-) ¢ linear se ¢ linear em cada um de seus
e .
argumentos, logo a prova decorre imediatamente da proposigdo anterior. ,

6.6 Relacio entre os espacos coerentes « e [ [

Apresenta-se a seguir a relagdo existente entre a familia de conjuntos coerente,

C‘oh(A,zA), e a familia dos conjuntos coerentes da teia produto, Coh{ A~ J ,
A

6.6.1 Proposi¢ao

Uy
i

Sejam < = (Coh{ A,z_‘;),g] e Il d = [[Cth:JA,.a. ]:] 0s espagos coerentes construidos

sobre as correspondentes teias A:(A,zA) e A=[UA;,"~=0A]. Existe um
I i

homomorfismo T:4—[]4, injetivo.

Prova:

Qualquer que seja x e(,oh(A,zA), tal que x= {XO,X, e ,...}J_EN , tem-se que X
pode ser decomposto da seguinte:
{.\'Uo,xw ...... . W SN SR, W ST u} =x ECoh(A,z;]

sendo portanto possivel definir uma fungdo T:{—[]4, que aplicada sobre os objetos ¢ dada

por:

T)=T({X,.X,...X, .. S5 W TEEE (N TN S N S, Jou

ainda T(x):{UXU e;leU =4,~X; e UX;=X, er} .

E sobre as fungdes:

TA=T(R{X; . X, .. X, ..})
=\ [TV A |
:{laXoo:'-'\'oXlor'"lono"'"lleslenr"‘ltXnw":}"on;'sx': le""'lixlj"'"}
=K(T(x))

Aplicando-se as proposi¢des 6.3.1 e 6.5.1 e tomando-se T=WoI' prova-se a
proposi¢ao. «



79

A seguir tem-se a representagdo grafica desta relacdo.

T

, = ((1()}2‘ A‘_‘:: 1 Lg) —_——— H-‘l " Cm:HlltL.u
¥

r 4 =(Coh(A*,z )g)

A

FIGURA 6.2. - Relagdo entre os espagos « , [[{ e 4%

Este capitulo apresentou uma das caracteristicas mais importantes da construgdo
proposta, o desenvolvimento de um sistema de representagdo linear para fungdes localmente
lineares, com a construgdo e definicdo do espago coerente gerado pelo produto de subteias,

(% . . .
denotado por « . Estas subteias se caracterizam por serem geradas por subconjuntos do
conjunto basico nos quais a correspondente restrigdo da fungdo basica € injetora. Mostrou-

—*
se ainda que as fungdes de objetos A . definidas entre espagos coerentes assim estruturados
sdo lineares e coincidem com os morfismos da categoria dos espagos coerentes. Além disso

correspondem a representagdo linear das fungdes de objetos A, a partir da definicdo do
homomorfismo I" entre os espagos « e "

Mostrou-se ainda que o espago «* ¢ isomorfo ao espago coerente gerado pelo produto
direto dos sub-espagos, sendo este ultimo gerado pelas respectivas subteias e denotado por
[1{ e sobre o qual pode-se determinar também as representagdes lineares da fungio de

objetos x.

Interpretando os resultados alcangados, tem-se que toda transformagdo definida para
um tipo de dado estruturado a partir de um conjunto basico enumeravel tem uma
representagdo linear, constituida pelos morfismos da categoria dos espagos coerentes. Esta
representacgdo linear € justamente a representagdo construida neste capitulo.
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7 O Espaco Coerente dos Intervalos Racionais

7.1 O Espaco Coerente dos Intervalos

Neste capitulo define-se as fungdes objetos para Espagos Coerentes cuja teia ¢
formada por tokens que sdo primeiramente intervalos do conjunto basico, e
posteriormente, intervalos de racionais.

7.1.1 Defini¢do. Pré-Intervalo

Em [DIM 96a], define-se pre-intervalo como sendo a estrutura X = (X ',Sr) onde
X" A", denominado de alcance X, € qualquer subconjunto de A’ para o qual sempre
que o0y €X', entdo todo oo € 4’ tal que a] <, a <, o) tem-se que . € X'. A
relagdo de ordem, <, que € uma restricdo da relacdo de ordem <, em A’

Se X'=0 entdo ( ):(@,g___,) € a notagdo para o pré-intervalo vazio., Se

X'=A"entdio A' = (A',S.,,) € a notagdo para o pre-intervalo improprio.

7.1.2 Defini¢do. Intervalo

Seja A" um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relagdo de
ordem "<". Um intervalo € uma estrutura composta de um subconjunto X < 4’ que
verifica as seguintes condigdes:

)infX=pesupX =g,
(i) Va0, € X tem-se que Vo € A', sea, <a<a,entd o€ X.
E uma relagdo de ordem, <, que € uma restri¢ao da relagdo de ordem <, em A’

Neste caso p e g sao chamados extremos do intervalo X denotado por:

X= [p,q] = ([p,q],ﬁlp_q]) = {a ed'/la<a< az}

Se p=g=a o intervalo X =[o,a| é denominado intervalo pontual e pode ser

denotado simplesmente por o .
IA' € definido como o conjunto de todos os intervalos basicos de A4’

7.1.3 Defini¢do. Teia sobre 14

Seja [A’ o conjunto de todos os intervalos basicos de A’. A teia A = (IA’,rr.‘ 4) é
construida tomando-se cada token como um intervalo basico X e a relagdo de coeréncia
induzida, definida em (1.4.1), neste caso € expressa por:

(p.q]=4[P".q'1=>Yaelp.ql.Va €[p'.q'l,p<q’'e p'<sq=[p.q]1n[p'.q'1# 9D

Todo subconjunto coerente x desta teia € um conjunto de intervalos. O conjunto de

todos os subconjuntos coerentes de A € denotado por Coh(A). Tem-se entdo:

Coh(A) = Coh(I4',~ 1) = {x 4| VIp,ql[p'.q'] ex, p,al =4 [P".4]} .
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7.1.4 Definicdo

Se X'c A’ étal que X =0, define-se entdo [ 1=(2,<,) onde a relagio <, ¢
uma restri¢do da relagdo <

7.1.5 Defini¢do. Espago Coerente de Intervalos

O espago coerente | = (Coh([A’,::A )g) € a colegdo de subconjuntos coerentes de

intervalos de uma teia A = (IA & ) , parcialmente ordenados pela relagdo de inclusao.

7.1.6 Defini¢ao. Fungdo no Espago Coerente dos Intervalos

Sejam /4', /B’ o conjunto de todos intervalos basicos de A’, B’ respectivamente, € a
funcdo basica A" A’ — B’. Sejam AcC @(A’),BC @(B’). Sejam também as teias

A= ([A',:s__,) e B= (IB',x B) € 0s correspondentes espagos coerentes
= (Com(14',~ ,).c) e & = (Conl1B’,~ ;).c). Define-se
1. a fungdo basica A’ A" >B'.
2. a fungdo de tokens A: A — B por:

min A'a,max A a} se minA'a, max A'a € B’,

Alp.ql= { adpa]  adpq] adpa]  adpa] ;
[ ], caso contrario.
3.a pré-fungdo de objetos A:4 — £ por:
Re={Mp.qles
4.a fungdo de objetos A:d—>4 por :

Xx:{k[p,qlaf | [p,q]a } se xequasito!( d);

[p.qle x |.

}_.(X)= A
(iok)(x)zkx:U{d a*’;'(?lx)w‘(d)f\?(xgd} caso contrario.

onde X:d{— & corresponde a fungdo fecho definida por Ke=4% .
7.1.7 Proposi¢ao

Sejam r.i=(Coh(IA’,--' A),g) e & =(Coh(IB’,z 3),g) sdo espagos coerentes de

intervalos. A pré-fungdo objeto A: 4 —> [, a fungdo objeto A:4—>% e a fungdo de tokens
A:A — B estdo bem definidas e sdo totais, em cada um de seus respectivos dominios.
Prova:
Decorre imediatamente das proposi¢des 3.1.3,3.1.4e3.1.5. ,

7.1.8 Proposi¢ao

Sejam =(Coh(IA =y, ),g) e B= (Coh([B’,z B),g) s30 espagos coerentes de
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intervalos. A pre-fungdo A+ —> 1 e a fungdo objeto, A:<—>/. sio monotonas e
continuas, e serdo também estaveis e lineares se, e somente se, A’ ¢ injetora.

Prova:

E imediata a partir dos resultados das proposi¢des 3.3.1, 3.3.4 € 3.3.3, 3.3.6 tem-se

que XL sdo monotonas e continuas. Pelas proposigoes 3.3.10, 3.3.15 ¢ 3.3.11, 3.3.16

serao estaveis e lineares se A’ ¢ injetora. Observa-se entretanto que AL verificam a
propriedade da linearidade, pelas proposigdes 3.3.12 ¢ 3.3.14. ,

7.1.9 Proposi¢ao

Seja o espago coerente de intervalos =(Coh( IA,a:A),g], e a fungdo basica

A A" — B'. Entdo define-se :
(i) afungdo de tokens A:A — B por:

Np.q1=[Mp.vg] (Mp.gl=[rg.np)). e
(ii) a pré-fungdo de objetos A:+ — £ por:
Ax = {[k’p,h’q] € ] [p,q]l € x } (Kx = {[k’q,k’p] €
(iii) a fungdo de objetos oAb por :
lxz{[k’p,k'q]eé ‘ [p,q]ex } se xgquasitot();

[p.qle x ),

i(x)= A
(Xoi)(x)z?(.hU{d b= Ei(I?(.lr)=."(a:1)x\7(.x<;d} caso contrario.
se, e somente se, Va € [p,q] tem-se que A'p < A'a < A'g (l’q <ANa< }\.’p).

Prova:
Se Va € [p,q],A'p < Mo < N'g entdo min L'a=A'pe ma:g },] ‘a=A"q, portanto:

(1) K[p,q]:[mr’r:{ 7\,]’(1 , maxi Ai’a]:[lju,l’q],

(ii) ke={Mp.qles|[p.alex|={{Ap. N gl c|[pqex]e
_ Kx:{[l'p,l’q]e;%’ ’ [p,q]ex } se xequasitot(4);

(iii) K(x)= . A

(Kol)(x):?[x:U{d ebli(xx)=i(d)Akxcd } caso contrario.

Assim pelas proposi¢des 5.2.4, 5.2.5, 5.2.6, 5.2.7, 5.2.8, 5.2.9 e 5.2.10 completa-se

a prova da proposi¢ao. «
Como um caso particular desta proposi¢do, tem-se o corolario a seguir.

7.1.10 Corolario

Seja 0 espago coerente de intervalos A= (Coh(IA,z A],c;), e a fungdo basica
A A" — B’. Entdo, se A’ € crescente (decrescente), define-se :
(i) a fungdo de tokens A: A — B por:

Mp.ql=[Vp. ], (Mp.q1= [V, hp))e
(i) a fungdo de objetos A:{ — & por:
xe = {[Mp,Ng] e 2] [p.ql € x } (ke = {[Ng,1p] € 8| [p.qle x ),
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(ii1) a fungdo de objetos

.}sz{[k’p,l 'q]e.- \ [p,q]ex} (lxz{[k 'P.h 'q]e ‘ [p,q]ex }) se xgquasitol( ),

[(kok)(x Zx Ulde!i(hx)=i(d)akxcd) caso contrario.

X)=

Prova:
De fato, se A" € crescente em [p,q], entio certamente pode-se afirmar que

Vae[p,q], p<a<q implica A’p<A'a<A'q. Portanto a condicdo da proposi¢io
7.1.9 ¢ satisfeita e pode-se aplicar a defini¢do citada anteriormente. ,

7.1.11 Definigao

Seja =(Coh( IA,:A),(;). Se A" A" — B’ ndo ¢ injetora em todo seu dominio de
defini¢do, mas suas restri¢gdes A;: A’ — B/ sdo injetoras, entdo a correspondente fung¢do

de objetos A:4—> 1 e a pré-fungdo X: 4 —> @ sio localmente lineares.
Decorre desta definicdo que as ﬁmq:oes Kd—>F e K:d—> ¢ admitem uma

representagdo linear de -I* = (Co A~ ),g) em 3 = (Coh(B' VR e ),g), conforme

mostra a proxima proposi¢ao.

7.1.12 Proposi¢do

Sejam também as teias A* E[HIA, &, j e B E[HIB‘ ~ E!J e os correspondentes

espagos coerentes =i*:(Coh(1A e ) 4(:’ h\IB™ C). A pre-fungdo de
¥ 4* 56" ea fungdo de objetos 75. —4™ 530 totais e bem definidas.
Prova:

Prova-se aplicando-se os resultados da proposi¢do 3.2.8 € 3.2.10. &

7.1.13 Proposi¢do

Sejam também as teias A™ E(HIA.,z ') e B*E(HIB g ] e os correspondentes

espagos coerentes -‘.i*=(C0 A% ~ - ] ) e § :(Co B, ],g) A pré-funcao de
7&* ¥ — 6* ea funcdo de objetos 7(. A —)EE sdo monotonas, continuas, estaveis e
lineares.

Prova:

Decorre das proposigdes 3.2.8 € 3.2.10. ,

Apresenta-se a seguir o Espago Coerente de Intervalos Racionais, onde o conjunto
basico € o conjunto dos racionais e onde os tokens que formam os conjuntos coerentes
sdo intervalos de racionais.
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7.2 Espaco Coerente de Intervalos Racionais

7.2.1 Definigdo

Seja (IQ, ~) a teia de intervalos racionais. Denomina-se Espagco Coerente de
[ntervalos Racionais, 110, o dominio de Girard constituido pela colegdo de subconjuntos
coerentes da teia ( IQ,:.:) ordenados pela inclusio, isto €, [0 = ((_‘oh( IQ,x),g).

Conforme [DIM96], o Espago Coerente dos Intervalos Racionais é uma estrutura
algébrica ordenada, de tal forma que a defini¢do das operagdes algébricas e da relagdo de
ordem para os objetos parciais sdo herdadas da propria estrutura algébrica e ordenada do
Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tem suas operagdes e relagdes de
certa forma herdadas dos racionais. Seguindo este mesmo tipo de construgdo, busca-se
aqui analisar as fungGes elementares, bem como suas propriedades mais importantes,
durante o processo de construgdo . Portanto algumas defini¢Ges e considera¢des sdo
necessarias, e sao apresentadas a seguir.

7.2.2 Definigdo. Fung¢des em //Q

Seja [I0 = (Coh( !Q,z] ,g_], o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. Define-se:

1. a fungdo basica elementar A" () — () nos racionais;
2. a fungdo de tokens A. /Q — /Q por:

[min Ala , max ﬁ'a} se minA'a, mniA'a €Q, e
Ap.ql= aelpa] adpa] adpq adpq
[ ] caso contrario.
3.a pré-fungdo de objetos A: //Q — /0 por:
re={M p.q1<llQ | [p.alex §.
4.a fungao de objetos X:HQ—>HQ por :

2

_ ?Lx:{l[p,q]eﬂQ ’ [p,q]ex } se xgquasitot(),
i(x)= A
(iok)(x)ﬂix caso contrario.

onde A’A‘.‘.HQ—> [IQ corresponde a fungdo fecho , e ix=.€=U{d eHQ!i(x)=i(d)Axgd} .

7.2.3 Corolario

Seja NQ=(Coh(1Q,~),c) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais,
R 1IQ — 1IQ, a pré-fungdo elementar em Coh(IQ,z), e AJIQ — IQ a correspondente

fungdo elementar nos tokens da teia (!Q,as). Assim, se [ p,q] € x, entdo JL[ P, q] € Ax.
Prova:
Segue imediatamente da defini¢do acima.
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7.2.4 Proposi¢ao

Sejam HQE(C oh(lQ,:),g), A 1IQ — 1IQ, a pré-funcdo elementar e X:HQ—)HQ a

func¢do objeto em Coh(]Q,s:). Se xellQ entdo AxellQ, como também XerQ.

Prova:

Se x=0 entdo AO=0 e IIQ Supor entdo x#J.Para todo [p,.q,],[p,q;] €
tem-se que [p,,q,]z[p,',q{ } Pela proposicdo 3.1.2 em [DIM96], tem-se

psqiepi<q, ou [p,q,]0[p,,q,]1#3. Logo, YMp,,q,1,Np;.q,] € Rx, tem-se

que )\[p,,q;]ﬂmin AQ, marmJ e l{pg,qgl{mr’n AL, maxm}. Existe entdo

aelpra)] ae[ppa)] o[ pq] ae(p,q,)

a' € [p,,q,10[p,.q9,] tal que minAq <Aa'< maxig e minka <Ao'< max Ao

XE|P1q QE|P14 XE|P2 g2 e Pz-‘l:]

Dai tem-se Aa'€ A[p,.q,] e Aa'€ Np,.q,], ou ainda, Ap,.q,1"Ap,,q,]=D e
portanto Ax € /IQ, ou seja , Ax é um conjunto coerente de intervalos racionais.

Mostrou-se assim que Ax € (_‘()h{( IQ,::),Q), *
Do corolario e da proposi¢do anteriores pode-se afirmar que a pré-fung¢do elementar
A esta sempre bem definida em //Q. E consequentemente Axe//Q também.

7.2.5 Proposi¢do

Sejam UQE(("oh([Q,m),g), X [1Q — I1Q, a pré-fungdo elementar e X:/IQ—1IQ a

funcdo objeto em Coh( 10, z_) . A,X sdo mondtonas e continuas, e serdo também estaveis e

lineares se, e somente se, A’ € injetora.
Prova:
Decorre imediatamente da proposi¢do 7.1.8 . o

7.2.6 Definigdo

Se a fungdo basica nos racionais nao € injetora, mas localmente injetora, entdo a
pré-funcdo e a fungdo objeto admitem representagdo linear no Espago Coerente

HQ* =(Coh(IQ* ,::lg,,),g) . Define-se ent@o a fung@o objeto x .HQ* —->HQ* por:

B x*x* se x” gquasitor(4),
X*(x')= A A
(Kok*)(x* )=K* (x*) caso contrario.
como também a pré-fungdo 1* /0™ —>IIQ* por :
* k [ r - « 7T : *
kX ={(?Loﬁ_p0,qu ]’lll‘pl 4 ].....ll [p,. 4, ])GIQ (-[po iy ],{pl,q, -t Ps |)Ex },
onde X corresponde a fungdo fecho em //0.

Assim, sejam a correspondente subteia Q,E(I'Qf ,mg) onde Q,c(0),
10,={[p.q]elOl, ,<p<q<a.;} e onde a relagdo de coeréncia, ~, , ¢ a relagdo de
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coeréncia, ~,, herdada da correspondente teia de origem, mas restrita aos elementos do
conjunto, 0 (), que a gerou.
A partir destas subteias pode-se construir a teia:

Q‘E{H]Qi a}:Q' j :([Qo # [Ql ey IQ‘ ’R:Q- ) ¢

cuja relagdo de coeréncia para todo (Xo,“f’,,...,)i’I ),(K,,Y,,...,Y, )eQ', onde tem-se
X, = [p‘,q, ], Y= [p,’,q,’]g 10, € definida por:

(Koo, Jo o (B Fy o1 J5 X, Y CIQ tal que X, %Y, isto 6, 3X, ¥ IO tal
quer X" #0, Vi=1(I)n.

7.2.7 Proposi¢do

Sejam a teia IQ* E{HIQ; A A) e seu correspondente espago coerente
1 i

HQ*:[(_‘oh[IQ*,le,.jc) A préfungio A*Z10* 110" e a fungdo objeto

=

A 11O 110" sio totais e bem definidas.

Prova;
Segue da proposi¢do 7.1.12 . ,

7.2.8 Proposi¢ao
Sejam a teia IQ*E[[HQ-,m A] e seu correspondente espago coerente
1 i
10" :'-k(f()h(lQ*,zlg,],gj . A fungdo objeto & ZIQ* —1IQ" definida por:

2 x" se x" equasitor(¥),

R (")

(iOK* )(x* )=7&,* (x* ) caso contrario.

€ monotona, continua, estavel e linear.
Prova:

Segue da proposi¢ao 7.1.13. &
E de forma analoga ao que foi construido anteriormente, pode-se definir um par

proje¢do para IIQ* =[Coh[IQ* A [Q,],g] .
7.2.9 Proposi¢ao

Sejam a teia IQ* E[I]IQ-,M A-J e HQ* =(Coh(lQ* ,xlg,],c;) o correspondente
i I



87

espago coerente gerado. Existe sempre um par proje¢ao para (IIQ* _UQ* ), ou seja, para

toda fungdo objeto F.HQ* S0, existe sempre uma fungdo 5*.IIQ* —>!]Q*, tais
que, 1¥on*= id, e (5* oi*)(}-’)gy, para cada y cs*

Prova:
Segue da proposi¢do 4.3.12 . ,

7.3 Objetos Totais e Quasi-totais de /IQ

7.3.1 Representa¢do dos reais como conjuntos coerentes enumeraveis

Estuda-se a seguir as fungdes objetos restritas aos objetos totais e quasi-totais do
Espago Coerente de Intervalos Racionais.

Segundo [DIM96a], conjunto dos objetos totais de //Q é um corpo ordenado
completo e constitui o corpo dos numeros reais. Estes objetos totais sdo os conjuntos
coerentes de intervalos racionais que s3o maximais para a inclusio.

Alguns objetos totais sdo formados por intervalos racionais cuja interse¢do em /0 é
um intervalo racional pontual, e irdo constituir uma subfamilia de objetos totais, a familia
de intervalos racionais ligados a um nimero racional, isomorfa ao corpo ordenado dos
racionais.

7.3.2 Defini¢do. Conjunto de intervalos racionais ligado a um niimero racional

Sejam O o conjunto dos racionais e /Q o conjunto dos intervalos racionais. Para
cada racional re() diz-se que x, :{[p,q]eIQIpSqu} € o conjunto dos intervalos

racionais ligados a r.
A familia dos conjuntos de intervalos racionais ligados a » é denotada por X, ou

seja, X,={x re0}.

Como os pontos desta familia sdo objetos totais, dado re(J, x, concentra toda
informagdo sobre r, assim como todo subconjunto préprio xcx, € uma aproximagdo de
X, .

Existem entretanto objetos totais em //Q que ndo pertencem a importante familia
X, isto €, que ndo estdo ligados a algum racional. O indice de tais conjuntos coerentes,

que embora constituidos de intervalos racionais, ndo constituem um intervalo racional.
Dimuro, definiu este indice como sendo o pré-intervalo racional vazio. Como exemplo,

seja ;={[p,q]e[Q(pSO\/(p>0Apz<2))A(q>0/\q2>2)}. Tem-se que xelot(/IQ) mas
xeX,, veja [DIM 96a].

7.3.3 Definigdo. Conjunto de intervalos racionais ndo-ligado a um namero racional

Chama-se /IQ o Espaco Coerente de Intervalos Racionais. Define-se conjunto de
intervalos racionais ndo-ligado a um niamero racional ao conjunto formado por todos os
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objetos totais de //Q cujo indice ndo ¢ um numero racional ou um intervalo pontual
racional.
A familia dos conjuntos coerentes ndo-ligados a racionais , denotada por X, é

dada pelo conjunto X 6={x€tor(HQ)|i(x)@(_2} .

Pode-se dizer que o conjunto X ,cror(/IQ) esta identificado com o conjunto dos

numeros racionais (), e da mesma forma que o conjunto X;=tot(lIQ)-X, esta

identificado com o conjunto dos nimeros irracionais. As proposi¢des demonstradas no
primeiro capitulo para os objetos totais de um espago coerente, 1.3.14, 1.3.15, ¢ 1.3.16
como também 1.3.18, 1.3.19, e 1.3.20, sdo agora aplicadas em //0.

Analisa-se a seguir a fungdo X:]IQ%HQ restrita aos objetos totais de //0 .

7.3.4 Corolario

Para todo x&ot(/1Q), X(x)aoz(HQ) ,

Prova:
Este corolario € consequéncia imediata do teorema 2.1.7, bastando considerar o

conjunto basico A’ como sendo os racionais, o’ um numero racional € o’ um nimero
irracional.

7.3.5 Proposi¢do

A fungdo objeto restrita aos objetos totais ,A (., € monotona, continua, estavel e

linear.

Decorre das proposi¢des 4.2.10,3.3.12e3.3.13. ,

Na construgdo proposta em [DIM 96b], cada numero real esta identificado por um
conjunto coerente maximal de intervalos racionais, isto €, por um conjunto enumeravel
de intervalos racionais. Motivados pelos resultados alcangados, busca-se a generalizagado
desta construgdo, no caso especial das fungbes elementares de reais, utilizando como
estrutura as fung¢des objetos lineares, que sdo os morfismos da categoria COSP-LIN dos
Espagos Coerentes. Esta construgdo € importante, conforme se mostra no proximo
capitulo, pois permite a utilizagdo da Teoria dos Espagos Coerentes, no caso o Espago
Coerente de Intervalos Racionais, como fundamento para Analise Real.
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8 Funcdes Elementares em 110

Apresenta-se agora a construcdo das fungdes de objetos em //() geradas a partir das
fungdes elementares dos conjuntos basicos.

8.1 Funcio Exponencial

8.1.1 Defini¢do. Fungdo de objetos exponencial

Sejam os espagos coerentes HQE(Coh(IQ,t),g) e 110, E(Cho(IQ, ,z),';) e a

fungdo exponencial nos racionais, e”:(0—Q. . Define-se entdo:
(i) a fungdo exponencial de tokens, ou seja, e:/0— 10, , por:

[e”_.e"] se e’ e,
le7e7]= .
[ ] caso contrario.
(ii) a pré-fungdo exponencial e : /IQ—/IQ_, por:
e ={le” e*]el0. [p.glex}
(iii) a fungdo de objetos exponencial, Z: HO—-1Q ., por:

e’ ={[e ”.e"]eﬁ'g_)mG i [p,q]ex } se xequasirot(HQ);

Lol ||
Il

€ ", caso contrario.

N
e* corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fungdo e .

Como a fungdo logaritmica € também estritamente crescente na base ¢, pode-se
entdo definir a fungdo logaritmica em //() de forma analoga.

8.2 Funcio Logaritmica

Sejam os espagos coerentes HQE(Coh(IQ,z],c;) e 110, 4(1&0(1{3_1+ ,z},g) e a
fung¢do logaritmica nos racionais, In":Q, —Q . Define-se entdo:
(i) a fungdo logaritmica em /Q, ou seja, In:/Q, —1Q , por:

1n[p,q}={[ln(p)Jn(q)] se In(p)n(g)<0:

[ ], caso contrario.
(ii) a pré-fungdo logaritmica In: /IQ. —1IQ , por:
n(x)={[1n(p)1n(q)JLp.q7ex}

(iii) a fungdo logaritmica de objetos, In: 119,,,—~1Q, por :
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JE(X):{[IH( P)'ln(‘f)]d]d [p,q]er } se xequasim((]]Q);

A

In(x)=

In(x), caso contrario.

A
onde In(x) corresponde ao fecho indexado da imagem da pré-fundo In.

8.2.1 Proposi¢ao

Sejam HQE((’oh([Q,z),g) e 110, z((‘ho([Q_ ,::),g) 0s espagos coerentes onde a
e:

fun¢do exponencial e:/[Q—/I0 , e a fungdo logaritmica ﬁ: Q. —I1IQ, estdo

definidas. A fun¢do de objetos ie{ EZ ] € total e bem definida.

Prova;
Segundo o corolario 7.2.1 e a proposi¢do 7.2.2 as fungbes exponencial e

logaritmica de objetos estdo bem definidas e sdo fungdes totais em //Q. ,

8.2.2 Proposi¢ao

Sejam 110=(Coh(10<)<) e 110.=(Cho(IQ. ~).c) os espagos coerentes onde a

fungao exponencial E:HQ—)HQ* , e a fun¢do logaritmica E:HQ—)HQ, estdo

definidas. A fungdo de objetos A E,El € monotona, continua, estavel e linear.

Prova:

Como as correspondentes fungdes basicas sdo injetoras em (), tanto a fungdo
exponencial como a fungao logaritmica sd0 monotonas, continuas, estaveis e lineares no
sentido da definigdo 3.3.1, segundo a proposi¢do 7.2.3. o

8.2.3 Proposi¢do

Sejam o0s espagos coerentes HQE(Coh(IQ,m),g) e Q. E(Cho(IQ* ,z),g), A
func¢do de objetos XE{E;} , a pré-fungdo KE{E,E} e a fungdo token A € {e,ln} ndo sao

injetoras.
Prova:
Como a fungdo basica A Q — Q ¢ parcial, pela proposigdes 5.2.3 ,524e529a

fungdo de objetos ie{ﬁ;} , a pré-fungio ZE{E,E}, assim como a fungdo token

A € {e,In} ndo sdo injetoras. ,

Por defini¢do uma fungdo parcial A:Q0—2—>Q é uma operagio que a cada
elemento de Q pode ou ndo associar um elemento em (). Assim, a seguir apresenta-se
alguns exemplos triviais em que esta associa¢do nao ocorre:

[0,1] € IQ mas el®! = [ ] em /Q, poise ¢Q ;
[12] €1Q mas In[1,2]=[ |em 10, pois In2 Q.
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Em [NIV 5], mostra-se que o numero e € transcendente, portanto irracional. O
mesmo se prova para a funcdo logaritmica, e em especial com base . Portanto, ao se
tomar intervalos cujos extremos racionais sao tais que a funcdo A’ ndo esta definida,
certamente sua imagem correspondente sera indefinida em (. Isto ocorre porque tanto a
fungdo exponencial quanto a fungdo logaritmica, neste conjunto, nio possuem a
propriedade de fechamento, em ().

8.2.4 Corolario

As fungdes (:E) formam um par proje¢do para (//Q,/IQ), onde lnoéza;@ e

(esin| )y yetlO.

Prova:

Como a fung¢do basica e’ corresponde a inversa da fungdo basica In’, pela
proposigdo 5.4.4 tem-se que as fungbes de objetos E:HQ —110 e E:HQ—)HQ‘
formam um par projegdo para (//Q,1IQ.). «

8.3 Funcio Poténcia

Apresenta-se a definicdo da fungdo de tokens de duas formas distintas, segundo
[DIM 91], e por consequéncia, as correspondentes fun¢do de objetos e pré-fungio,
também podem ser definidas de duas formas distintas, entretanto ambas defini¢des
baseiam-se na fun¢do poténcia nos racionais.

8.3.1 Defini¢do. Fungdo poténcia

Sejam HQE(Coh{IQ,x),g) e a fungdo basica poténcia, ( )'l ‘0—0, definida nos
racionais. Define-se entdo:

(i) a fungdo poténcia em /Q, ou seja, pot:I0—1(Q , por:
[1,1] se n=0,
(pql"=\[paHpgl. X pg[p".q"] senzl e

nvezes

[ se [p.aH ]
(ii)a pré-fungdo poténcia ( )H: IIQ—11Q , por ®”={([p,q])"[ p,q]ex}‘

(iii)a fung@o poténcia de objetos, ( )" : IIQ—1IQ, por :
— GF={([p,qD" eliQ| [p.qex } se xequasitot(11Q),
x)": A

(x") caso contrario.

onde a operagdo "*" ¢ a multiplicagdo em /Q, descrita em [DIM 91].
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8.3.2 Defini¢do. Funcdo poténcia estendida

Sejam 110=(Coh(I0.~) <) e a fungdo basica poténcia, ( ) :0—Q ., definida nos

racionais. Define-se entdo:
(1)a fungdo poténcia em /0, ou seja, pot.[0— 10, por:

[p"q"] sep>0 ou n é impar;

pot([pa])=

[¢".p"] seq<0 e n ¢ par;

[0[p.g]"] seOp.gle n é par;

[ ]selpaH |

(ii)a pré-fungdo pot : I0—1IQ , por:
poi()=()"={([.g]) T paex]

(iii)a fungdo de objetos poténcia, pot : ZI0—1IQ , por -

_ E;(xh{([p,q])n E.HQ‘ [p,q]ex } se x@quas:‘rot(HQ);

pot(x)= A

H(x), caso contrario.

A ——
onde pot(x) corresponde ao fecho indexado da preé-fungdo pot(x) .

8.3.3 Proposig¢ao

Seja [IQE( ‘oh(IQ,z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e x € 1IQ.

A fungdo poténcia(estendida) em /70, f;ﬁ IQ—11Q , a pré-fungao 5& HO—-10 e a
fungdo de tokens por:/Q—10 , sao fungdes bem definidas e totais.

Prova:
E imediata, pelo corolario 6.2.3 e as proposi¢des 6.2.4 € 6.2.5. o

8.3.4 Proposi¢do

Seja HQE(Coh(IQ,z),;) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. Entdo

110, ={xellQkx=0}={@} , onde X : IQ—IIQ é a fungdo poténcia (estendida) em //Q.
Como a potenciagdo € fechada em Q, tem-se que Va € Q,A'(a)=a" € 0 com
ne IN , logo pela proposigio 3.1.8 tem-se que /0, ={xellQAx=0}={D} . .

8.3.5 Proposigdo

Seja QE(Coh(IQ,z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A fungdo

pot - [I0—~IIQ dada por ﬁ(x):(x)%:([p,q])" [p,q]ex}é uma pré-fungdo
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monotona e continua entretanto ndo € estavel e nem linear se n € par.

Prova:

Como a potencia¢do ndo € injetora em (J,. tem-se que a correspondente pré-fungdo
de objetos em //(), ndo € estavel pela proposi¢do 6.3.11, portanto ndo € também linear
pela proposicdo 6.3.14, apesar de verificar a condi¢do de linearidade conforme
proposi¢do 6.3.13. As proposig¢des 6.3.9 e 6.3.10 asseguram que a fun¢do poténcia
A: 1O — IIQ ¢ monotona e linear.

8.3.6 Proposi¢do

Seja HQE(Coh(IQ,z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A fung¢do de

objetos pot : [IQ—1IQ ¢ fungdo mondtona e continua entretanto ndo € estavel e nem

linear se n € par.
Prova:
Decorre da proposigdo anterior, 8.3.5 e da proposi¢dao 6.1.8, pois a fungdo basica

em Q na@o € injetora se 1 € par.

8.3.7 Proposigao

Seja HQE(Coh(IQ,m),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A fungao de

objetos pot : I0—>1IQ é localmente linear.

Prova:

Se n € impar, pelas proposigdes anteriores p; [IQ—1IQ ¢ linear, logo €
localmente linear. Para ¥n par, quando a=0€() a fungdo basica nos racionais assume
um maximo ou minimo, logo tem-se Q=0 U (,, onde, conforme defini¢do 6.1.1,
pode-se afirmar que a fung¢do de objetos poténcia € localmente linear. Admite portanto

- . * v - 3
uma representagdo linear no espago coerente //Q = (C.oh(Q ,tQ.),g), construido a

partir do produto das subteias, Q" = (Q- Q. .=, ) , de acordo com a proposigao 4.2.10

c 627 *
Observa-se que, para a fungdo poténcia estendida de objetos, tem-se:

a)x elIQ* = x= {([p,O],[O,qD eQ'} e
{([P" ,0],[0,1? ’ ])EQ } se n impar;

b)(x)" ellQ™ =(x)"= {([O,p"],[ﬂ,qﬂ])d:’.} se n par.

8.3.8 Proposi¢do

Seja HQE(Coh(IQ,z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A pré-

fungao ﬁ: IIQ—1IQ ¢ uma fungdo mondtona, continua, estavel e linear se n € impar.

Prova:
Como a fungdo basica € injetora tem-se que, pela proposicio 6.1.8
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pot: [I0—1IQ é uma fungio monotona, continua, estavel e linear se » € impar. ,

8.3.9 Proposi¢do

Seja H(_)s((_'oh(fg,z]f;) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A fungdo de

objetos pot : [IQ—1IQ ¢ fungdo monodtona, continua, estavel e linear se # € impar.

Prova:
Decorre da proposi¢ao 6.1.8, pois a fun¢@o basica nos racionais € injetora quando »
€ impar.

e * ; o
Neste caso sua representa¢ao linear em /10 =(Coh(Q Ry )g) coincide com

sua defini¢ao em /1Q. o

8.4 Funcio Raiz N-ésima

8.4.1 Definigdo.

Seja HQE(Coh(]Q,x],g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e
considerando-se primeiramente o caso em que » € par, seja a fun¢do basica A"Q, —0,
definida por l’(a)ﬂlﬂ:{BeQ B":a} . Define-se :

(1) fungdo raiz n-ésima de tokens por:
A ,l‘l £l A ’” EQ)
A 10, 10, Yfipal- Wpsfa} sedpila
[ ] , caso contrario.

(ii) a pré-fungdo raiz n-€ésima, como:
VX 110, >11Q, Mx)=Nx={/ipqllpgler}.

(iii) a fun¢@o de objetos raiz n-ésima, KiHQ;m —11Q, por:

T { ’d :p,q: " EIQ! [p,q]a’ } se xequasiror(HQ);

R(x)=4/(x)=

d;), caso contrario.

E sendo n € impar, a partir da fungdo basica A"QJ—(Q definida por

k’(a)=%/§={[3€(_2 B":a} , tem-se que : :
(i) a fungdo de tokens raiz n-ésima, A : /Q — IQ ¢ definida por:

Jm_{[fﬂseffeg

[ ] caso contrario
(i) a pré-fungdo raiz n-ésima, /X : 1IQ—1Q , é definida por:

Vx= ‘{m[m]@r}
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(i) a fung¢do de objetos raiz n-ésima, #— 10— 110, por:

- J{/_;— { m f GJQ‘ [p.q]er } se xequasitot(11Q);
()=

]L(V;) caso contrario.

onde, em ambas defini¢des, tem-se que (@) ¢ o fecho indexado da imagem da pre-

funcdo Wx.
8.4.2 Proposi¢do

Seja [[Qz((‘oh(!(_),z:),;) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e x € [I0Q. A

fun¢ao de objetos raiz n-ésima em /10, Vx : HO—IIQ [? 10, —->HQ] , a pré-funcdo

Vx : 110-11Q (§ 10, -110) ¢ a fungio de tokens ¥x-/0—10 (3 :10,,—10),

estao bem definidas e sdo totais em seus respectivos dominios de definigao.
Prova:
E imediata, pelo corolario 6.2.3 e as proposi¢des 6.2.4e6.2.5. o

8.4.3 Proposigdo

Seja [IQE(C oh(!(_),z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A fungdo de

objetos 3/ : IQ—1IQ [{ /(o) ~+1in, a  préfungio 3/ QIO

(?: 1o, —>HQ) e a fun¢do de tokens { 10—-10 ({ :IQ‘—>IQ) n3o s3o injetoras em

seus correspondentes dominios de defini¢do .
Prova:

Como a fungdo basica { ‘O—Q ¢ parcial, pela proposigoes 5.2.3,524e529a
fungdo de objetos ? MIO-11Q (J‘ 11O, —)HQ] , a pré-fungdo ? AIQ—-11Q

(?:HQanQ), assim como a fung@o token *{f 10—10 (#— :IQ+—>IQ) nao sao

injetoras.
Assim, como a radicia¢@o ndo € fechada nos racionais, a fun¢do raiz n-ésima restrita
a 0, €também, por este motivo, uma fungdo parcial em Q) e consequentemente tem-se

que as correspondentes fungdes de objetos e de tokens em /Q e IIQ, respectivamente,
ndo sdo injetoras. Por exemplo:

[13)[2,5] €10 mas [13]1=[ |=3/[2.5] em 10, pois V3,35 €0 .

8.4.4 Proposi¢do
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Sejam HQE((_“(;h([Q,z),g) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A fungido

= e A
de objetos i - HO-IIQ [;{' Q. —IQ), a préfungio 3 OO

(? O, —>HQ) sd0 monotonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:

Decorre da injetividade da fungdo basica, 3 :0—0Q (VF_Q —>Q], definida por
%/E:{BEQ 1[3”:{1} , € pela proposigdo 7.2.5. 4

Portanto, sua representacdo linear no espago coerente HQ* I(C(}h(Q.,:::Q, );)

construido a partir da teia produto Q* = (Q Q. = ) , coincide com sua representagao

(localmente) linear no espago coerente [IQ = (Coh( [Q,z),g}, constituido pela colegdo de

subconjuntos coerentes da teia ( /0, ~) ordenados pela inclusio.
Em particular, para n = 2, pode-se definir a fungdo raiz quadrada em //Q .

8.4.5 Definigdo. Fun¢ao raiz quadrada

Seja 110, z((‘ah(IQ_ ,z),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais. A funcdo

raiz quadrada J_ JIQ. —1IQ. ¢ definida por:

— Ez{m ' ez’Q| [p,q]ex } se xgquasitot (),

(\/;) caso contrario.
onde /[p.q] € a imagem da fungdo raiz quadrada em /Q, ,f - 10, — IQ ,definida por
\/[p,q]=[JE,JE] sempre que n{n‘nlea = ‘/_, mlaxixfa= J(; e (), ou seja, sejam
aelpg el p.g

elementos da imagem da fungdo basica correspondente A"( —() onde tem-se que

Vo={BeQ B’ =a}.
8.4.6 Corolario

As fungdes poténcia n-ésima e raiz n-ésima definidas acima formam um par

projecao para (HQ* ,JIQ* ).

Prova:

Prova-se ao aplicar defini¢do 7.2.9, pois a fungdo raiz n-ésima é inversa da fungao
poténcia n-ésima em () .

A seguir apresenta-se a definicdo das fungdes trigonométricas e de suas inversas,
em /10, bem como a analise de suas propriedades, da mesma for que foi feito o estudo
das fungdes transcendentes, ou seja, exponencial e logaritmica.
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8.5 Funcdes Trigonométricas
As fungoes trigonometricas em //() sdo definidas a seguir:

8.5.1 Defini¢ao. Fungdes Trigonométricas

Sejam HQE(Coh([Q,z),c_:), o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e

A:Q — 0, L' e{sen’.cos’.tan’} a fungdo trigonométrica definida nos racionais . A
partir da definigdo 7.2.2, define-se:

(i) AI0 - 10, tal que Ae {sen,costan}, como a correspondente fungdo
trigonométrica nos tokens da teia (!Q, %), isto é:

min A'a | max l’a} se min A'a, min A'oeQ),

AMpgl= [ adfpa) adpa] xepq aefpa]
[ ], caso contrario.
(it) K. 7IQ — 1IQ, com X € {se—n,c—os,a} , como a pré-fungdo trigonométrica sobre
o0s objetos do espago coerente (_‘oh{ IQ,ze) ,onde :
x)={Mp.al [[p.alex}

(i) XIIO—1IQ, com ie{g,;::os,tan . como a fungdo de objetos trigonométrica

sobre os objetos do espago coerente Coh{ 10, z) , sendo:
_ ?Lx={l[p,q]eHQ ! [p,q]a } se xgquasitot (1),

MY )=y A
Ax. caso contrario.

e onde ?Lx=U{d ellQli(kx)=i(d) A kxcd } corresponde ao fecho indexado da imagem da
pré-fungdo A .

8.5.2 Corolario

Seja HQE(CUh(IQ,A-.),g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e x,yellQ .
As pré-fungdes trigonométricas em //Q podem ser calculadas explicitamente como:

(1) seno: senx = {sen[p,q] € !Q‘[p,q] - x} = {Ltg(rir;lsen'a,(ﬂ%lsen 'a]][p,q] = x};

(i1) coseno: CoSX = {cos[p,q] - fQ|[p,q] = x} ={[ rgin cos’ o, c{g%]cos' a]][ p.ql € x} :

e pg]

(iii)) tangente: se {90° +180°x} __, [p.q| paratodo [p,q] € x,

tan x = {tan[p,q] e!Q![p,q] = x} ={Lrgigltan'a,arg%]tan’aiil[p,q] ex} ;

Prova:
Segue imediatamente da defini¢do 6.2.2. ,
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8.5.3 Corolario

Sejam HQE((_.'uh(IQ,x],c_:) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais,

Xe{ sen,cos,tan] uma fungdo de objetos trigonometrica em /10, & € {Q,c_c)s,ta_“n} uma

pré-funcdo trigonométrica em //Q e A € {sen,cos,tan{ uma fungdo trigonométrica em
10. Assim, se [ p,q] € x, entdo ?L[ p,q] € Ax, como também l[p,q]&.

Prova:
Segue imediatamente do corolario 7.1.3 e 7.1.4. ,

8.5.4 Proposi¢ao

Seja HQE(Coh(IQ,::),g) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e a fungdo

trigonometrica XE{Q,CO&tan} . Se x<llQ entdo AxellQ como também AxellQ .

Prova:
Segue imediatamente proposi¢do 7.2.1 e 7.2.2.
Estes dois ultimos resultados mostram que a pré-fungdo trigonométrica Aem IIQ e

a fungdo trigonométrica X em //Q estdo bem definidas. o

8.5.5 Proposig¢ao

Sejam HQE(Coh(IQ,z],c;), A € {sen,cos,tan} uma fungdo trigonométrica em /Q,

A E{E,c—os,ﬁ} uma pre-fun¢do trigonometrica e ie{sen,cos,tan uma fungdo de
objetos trigonométrica, ambas definidas em IIQ. Entao a fungdo de tokens A em /Q, a

pré-fungdo A e a fungdo de objetos A em /0 sio totais.
Prova: Decorre imediatamente das proposigdes 7.1.1. o

8.5.6 Proposig¢ao

Sejam HQE(CO}T(IQF),Q) ; ie{ sen,cos,EI uma fun¢do de objetos trigonométrica
e A E{Q,E&,E} uma pré-fungdo trigonométrica ambas definidas em //Q, como
também A € {sen,cos,tan} uma fungdo trigonométrica em /Q. Assim, tem-se que

X% e A ndo sdo injetoras em todo seu dominio de definigdo.
Prova:
Como a fungdo basica 10 — Q ¢ parcial e ndo injetora, logo pelas proposigoes
5.2.3, 5.2.4, 5.2.9 suas correspondentes fungdes de tokens e de objetos ndo sdo injetoras.
Apresenta-se alguns exemplos triviais em que isto ocorre:
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[0°,45"] €10 mas sen[0" 45°] [ ]em 1Q, pois max sen‘a ¢ 0,
aef0’ -“'.

[0°,30°] € /0 mas coq[0",30 ]| = [ ]em 1Q, pois max cos'at O,
00,307

[07,60] € /Q mas tan[0" 60 ]:[ ]em [Q, pois max tan'c Q).
g0 .60

logo sen{0° ,45°]: cos[0°,30°] = tan[0° ,60"} e portanto A ndo € injetora. ,
Em [NIV 82], mostra-se que, com algumas poucas e obvias exce¢des, as fungdes

trigonomeétricas de qualquer arco o igual a um numero inteiro de graus, minutos e
segundos sdo irracionais. Portanto com respectiva imagem A'(c) indefinida em Q. E

estas excegdes aparecem no caso de 0°,30° 45°,60° e para todos os angulos obtidos a
partir destes pela adi¢do ou subtragdo de multiplos inteiros de 90°. Isto ndo quer dizer
que todas as fungdes trigonométricas de 30°, por exemplo, sejam racionais, mas que pelo
menos uma € racional.

Portanto, ao se tomar intervalos de racionais que contém alguns destes arcos, e nos
quais a fungdo A’ assume valor maximo ou minimo, certamente a imagem

correspondente sera igual, para todos estes casos, ao intervalo vazio, [ ]

Além disso, correspondente fung¢@o basica ndo € injetora em (), nem tampouco €
total. Generalizando esta exemplificagdo tem-se que:
e se A=tan, entéo‘d[p,q] el0, 0" < p,g<90°, 3[p+!80“,q+[80°] e 10 onde

tan[ p,q| = tan[ p+ 180" ,q + 180°];
e seA € {sen,cos} tem-se que V[p,q] €lQ, 0" <p,g<90 | 3 [p+360°,q+360°],
[90° - p,90° —q] e [360° — p,360° —q] € IO onde
sen|p,q] = sen[p +360°,g+360°] =[90° - p,90" g, e
cos| p,q] = cos| p+ 360" ,q +360°] = cos|360° — p,360° —¢q|.

8.5.7 Lema

Seja  [p.ql={rcQp<r<qlelQ) e Ae{sencostan} uma fungio
trigonométrica em /(. Entdo a fungdo A s6 é mono6tona se A= tan. Caso contrario, para
A={sen,cos}, a monotonicidade nio € satisfeita.

Prova:
Considere-se a relagdo de ordem parcial “< ” em IQ e suponha-se que A= tan,

deve-se mostrar que A¢ mondtona. De fato, V[p,ql.[p'.q'] € IO se [p.q] <, [P'.q']
entdo pela relagdo de ordem em /Q tem-se que p<, ¢ <, p’'<, q'. Como a tangente €
monétona em Q e definida para todo racional diferente de (90° + ISO“K)KE ,» conclui-se
tan’' p<, tan'q <, tan'p' <, tan'q’, [tan’ p,tan'q] <, [tan’ p’,tan"q'], ou de outra

forma, [min tan' o, max tan’a} <10 [ min tan'a, max tan a] Assim
ad pq] ae pq] a

q4raq) aelpq']
tan[p,q]<,, tan[p’,q'].
Entretanto, para A=seno tem-se que, Vp,q € Q tal que 45" < p'< g’ <60°,

J_/2<sen a<J_/2 e entdo mme{sen 'a > +/2/2. Da mesma forma Vp',q' € Q tal
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que 0< p'<q'<30°,0< §E§p’ﬁ <1/2 eentdo max sen’q < 1/2. Assim, pela relagdo de

]

agp'q’]
ordem em /Q tem-se que sen([p.q] > sen[p’,q’] embora [ p,q]<[p’.q']. Da mesma forma
se pode mostrar para A= C0s. 4

8.5.8 Proposiciao

Seja [p.q]= {r eQlp<r< q} € /0 e A=tan a fungdo trigonométrica tangente
em /(). Entdo a fungdo A € definida por:

ran’p,tan’q] se fan'p, fan'q €(Q), e

tan[p.q] :{ , Caso contrario.
Prova: Decorre da proposicdo 7.1.4 e do lema anterior, pois a fungdo basica

tangente € estritamente crescente . ,

8.5.9 Proposi¢do

Sejam HQE(C oh(lQ,z),;) ie{ sen.cos,tan; uma fung@o de objetos trigonometrica

e Ae {se_n,c?os,ﬁ} uma pré-fun¢do trigonométrica, ambas definidas em //Q . A pré-

funcdo A e a fun¢do de objetos A sd3o monodtonas e continuas, entretanto ndo sao
estaveis e nem lineares em /70 .

Prova:

Pela proposi¢do 7.2.3, a pré-fungdo A € monotona e continua em //Q. Pela mesma

proposi¢do observa-se que fung¢do de objetos A também é monotona e continua em //Q
mas como A::Q — Q ndo € injetora, a pré-fungdo A e a fungdo trigonométrica X, ndo
sdo estaveis e nem lineares.

Esta proposigdo mostra que a estabilidade da fungdo de objetos ndo se verifica se a
fun¢do basica ndo é injetora. Ou seja, 3x,y € [IQ tais que A(xy)# Ax Ay . Como
exemplo, sejam x = {[p,q],[r,s]},y = {[p +360°,q +360°],[u, v]} onde p,q.r.,sc€Q e
tais que x Ny = . Entdo para X = sen, se sen[p,q] € /0 e sen[p,q] # O tem-se que:

sen(x M y) = @ # senx M seny = {sen[p,q]} :
Portanto ndo € linear, embora verifique a condi¢do de linearidade, conforme proposi¢des
53.12e53.14. ,

8.5.10 Proposigdo

Seja HQE(Coh(IQ,m],g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais, a fungdo de

objetos AJIQ—1IQ, ie{sen ,:—o_s,g ¢ uma fungdo trigonométrica localmente linear.

Prova:

Seja a fungdo XAIQ—IIQ  onde Z=sen e sejam os subconjuntos

Q;:{or.eQ| -90°+180°fsas90°+130°i.VieZ}<;Q, tais que (JO/=0 e
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h'[Q,]z [- l,l], Observa-se que ﬂQ, = {90” +180°ili e Z } coincide com os pontos de

maximo e minimos em que a fun¢do A’ =sen’ assume em Q. Logo pela definicao 6.1.2,

k=sen ¢ localmente linear.

Seja a fungdo E:HQ—HIQ onde A=cos. Sejam os subconjuntos

—_ 7

Q,’:{aeQ]0’+180°f5as180‘(!+:‘).V:‘EZ}CO tais  que UQ,’zQ e

l'[QI]:[— l,l]. Observa-se que ﬂQ, = {or. €QlI80°i,VieZ } coincide com os pontos
de maximo e minimos em que a pré-fun¢do A’ = cos’ assume em Q. Logo pela defini¢do
6.1.2, A=cos ¢ localmente linear.

Seja a fungao XIO—110 onde A=tan . Considerando-se

0! = {a €Q| -90° +180°i <t < 90° +180°4, Vi EZ} c @ como os subconjuntos de

racionais tais que UQ,'z {a €O a=9° +180°i,Vi EZ}, ou seja, coincide com o
dominio de definicdo da fun¢do A’ =tan’e cuja imagem coincide com os racionais,
l'[Q,’] =( . Observa-se que {u eQla =90° +180°i,Vi e Z } € o conjunto dos pontos em
que a fungdo € descontinua em (), logo sdo pontos indefinidos. Pela definicdo 6.1.2,

A=tan é localmente linear. ,

Da proposigio 7.2.4 pode-se afirmar que a fungdo de objetos A:JIQ—IIQ,

X €] sen,cos,tan admite uma representacdo linear no espago  coerente

L{Q=l¢ = (Co Q.= Q.),g), construido a partir da teia produto Q" = [HQ. ,zo-) .

A partir da restrigdo da fungdo basica aos subconjuntos (), pode-se construir as
subteias Q, E(Q,,zg) onde O, < 9(Q/) e onde a relagdo de coeréncia, =, , € a
respectivas relagdo de coeréncia, ~, , herdadas de suas correspondentes teias de origem,
mas restritas aos elementos de cada um dos conjuntos, (', que as geram. Para
A’ =sen’ tem-se O = [— 90° +180°1,90° + 180°:'] , e sua correspondente fungdo de tokens

sen;: O,"= ([- 90° +180°,90° + 130°f],-~f.) 10" ([— 1,1],31.), definida  por

seni[p,qlz [miggfg]'a 5 marsen'a} = [sen'p,sen'q], se sen’ p,sen’q €,

adpg

@, caso contrario.



102

Para A'=cos’ tem-se (/= [{1“ +180°1.180° +I80°r’], e sua correspondente fun¢do de

tokens cos: O "= ([oo +180°1.180° + 18(]0,-],%_)—) [[_u] = [[_ 1_1],=~.Q*J , definida por

[ min cos'a. , max co ’OtL cos’ p,cos’ q|, secos'p,cos’ g €0,
C()Si[p,q]= [ e p.a) 'I-{MT | [ P q] P ] eV
IQ. ¢aso contrario.

Para A’ =tan’ tem-se O =(-90° +180°1.90° + 180”:‘) , € sua correspondente fungdo de

tokens tan,: (), "= ((— 90° +180°1.90° + 180°f],t1.] — 1Q, ¢ definida por:

min fan'a , max fan'a | = |tan’ p,tan’q|, se tan’ p.tan’q €0,
tan|[p7q]= [ '-IEfp-qf lx»:'{p.q] ] [ P Q] P q L/

@, caso contrario.

Assim, considerando-se a fungao de objetos X:I]Q—HIQ, 2" €l sen.cos.tan| , no

T

espago  coerente HQ* :((wh(Q-ﬁo_ )g) construido a partir da teia

Q = [H Q,,::Q.] , tem-se que:

x“eHQ’; = x*=|.fonXy X, X, ). ieZ e jeIN] . onde cada  token
X=pnstsle -

Rl > A= (oA Xy M X, A X, ) feZejelN], onde cada
token 1., =[A/p,.hq, | 2[0/]

8.5.11 Proposi¢ao

A funcio de objetos A*:/IQ* >II0™, x* <l sencostan] no espago coerente
HQ* = (Cok(Q‘,ﬂ,c o )g) ,definida por:
A'x"se x" e:quasitot([[Q* );
E*(x*)z A
. (x*) caso contrario.
e construido a partir da teia Q" = [H 0. ,mo.] ¢ monotona, continua, estavel e linear.

Prova:
Decorre imediatamente da proposigdo 7.2.6.

8.6 Funcoes Trigonométricas Inversas

Apresenta-se a seguir as defini¢goes das fungdes trigonométricas inversas.
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8.6.1 Definicao

Seja 0 espago coerente HQ* :(( ‘oh(Q',zQ.),g), construido a partir da teia

( \.
produto Q" = LHQ”}'O‘)I - Sejam tambem as fungdes basicas:

(sen!) [~ 11] > 0’ = { €090 +180°i <o < 90" +180},

(cost) [~ L1] > 0/ = {o €00 +180°i <@ < 180° +180°4} , e

(tan;) -0 > Q) = {0t €090" +180°7 <ot <90" +180'i},
que correspondem as fungdes trigonometricas inversas das fungdes basicas A0 — 0.,
Al e{sen;,cos{,tan:}, e cujas definigdes sdo dadas por (?L.') o) =B kf(B) =a,
onde (1) ' & {(sen{)'[,(cos;)‘I (tan?)" }

Define-se entdo as fungoes de tokens nas subteias Q, = (Q,,zg ) onde
0, < (0)):

(sen, )-"10[ iy =40

(cos ] (O e g (N

=1 ?

(tan,] 10 > 1Q,, por:

(1:)_][!’,‘1]: [mm (H[l] (o) . max(m{;z}l(a)] se m"?( ) (0‘) mm( I)-I(a) €0, e

rM{M] adp.a]

. caso contrario.

() [p.a]= [( ) (w(;) (4)} () (p)( ) () 0.

& caso contrario.

sempre que (7\.,-)_' € {(seni)‘! (cos, )'l ,(tani)" } .
Para definir as pré-fungdes deve-se considerar como o espago coerente formado

ou ainda,

pela familia de conjuntos coerentes da teia produto (]Q{*_“],m !.) ordenados pelas

inclusdo, /1Q"[ 1y E(Coh(l '[_1,1],=-u,,),_c“). As pré-fungdes correspondentes serdo
definidas em:

(sen) - 1107, > 1O,
(cos) 110}, — 11Q" e
(tan) - 110" > 110",
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pord ' (x) = {ft_l[p,q] [p.q € .r} sempre que (1) ' < {(gvcc_n)'] ,(c_os)'] ,(t_éﬁ)'1 } ‘

E finalmente define-se a fungdo de objetos (X)_1 e{(se__g)-l (E_"os)i(z)]} em:;

R
[sen| 2107, 110",
= -1
[cos) :HQ[*_]_]I—HIQ*, e
=\ -]
(tan) 210" 110",
por:
(X ")(x) se xequasitot(1IQ);

@y

[[ ok"j(x):(k ")(x), caso contrario.

onde (X ')(x) é o fecho indexado da imagem da pré-fungéo %'

((* ”

Salienta-se que nesta defini¢do, 8.6.1, omitiu-se o simbolo nas fungdes
A AAeX assim também dos argumentos correspondentes, a’,[p,q] e X, com a

intenc¢do de facilitar a notagdo, embora fique claro o dominio de defini¢do de cada uma
das fungdes envolvidas.

8.6.2 Proposi¢ao

Sejam HQ*E(CO Q',::Q.),c;) e HQ‘[_L:]E(Coh(f*[.l_,],z,),g) 0s espagos

coerentes, entdo as pré-fungdes (x) ' e [(E)J ,(c_os)‘I (tan)!} e as fungdes de objetos

. ; " 5 S _'I I ——= ‘ —_— 1 - , ,
trigonometricas Inversas (7&.) e{(sen} ,(COS) ,[tan } sd40 monotonas, continuas,

estaveis e lineares.
Prova:
Decorre imediatamente da proposi¢ao 7.2.6 € 7.2.7. ,

8.6.3 Proposi¢do

Sejam HQ*E(CO Q',zo_),g) e HQ'[_I_,]E(Coh(f*[_,_,],ns,),g) 0S espacos

coerentes, entdo os pares de fungdes de objetos:

). ()« )

s30 pares projecdo para (HQ' ; HQ[:J])‘

Prova:
Decorre imediatamente da proposigdo 7.2.8. o
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8.6.1 Proposi¢do

A fungdo de objetos tanx pode ser expressa pelo quociente entre as fungdes senx e

COSX, sempre que x:{[ p,q]el(_)]{ 0} ecos{ p,q]} ,
Prova:

Sejam xellQ, [p,glex e as fungdes de objetos senx, cost e tanx como definidas
em 8.5.1. Em [DIM 96b], _mostra-se que a divisdo de conjuntos coerentes ¢ também um

senx , , , '
conjunto coerente, logo =—€ll(), ¢ além disso esta bem definida sendo monotona e

Cosx
continua. Portanto, tem-se que

S min sen’amax sen’a [ p.glex min sen’ ax sen’a
senx {[ adpq] adpg] }pq } { adpg ’mae[p,q] 1

:sx | | [p.q]
min_cosqmax coset [ p,glex l mih 008(]1,!‘"03‘ 00851

adpq] adpg adpgl adpyg
_sen’a sen’o 7 {[ — fan’ J[ ] } —
=3| min———max——— |[ p,glex ;=4 | min tan'q ;max tan’c [ p.glex r=tanx
0s cos adp, od p,
adpg] adpg dpgl adpg]
. — g']x
Assim provou-se que tanx=—=—— .,
cosx

Isto significa que se pode determinar a tangente de um conjunto coerente de
racionais e associa-la de forma unica a divisao de dois conjuntos coerentes de racionais,
respectivamente, seno e coseno do correspondente conjunto coerente.De forma analoga
pode-se definir as fungdes trigonométricas: cossecante, a cotangente e a secante.

8.7 Fungdes Algébricas em 11Q

Considerando-se agora as fungdes algébricas, a fungdo de objetos polinomial em
IIQ ¢ apresentada a seguir, bem como a correspondente analise das suas propriedades
internas, durante o seu processo de construgao.

8.7.1 Defini¢dao. Fungdo de Objetos Polinomial

Sejam HQE(Coh(IQ,m),_C_), o Espago Coerente dos Intervalos Racionais e
A"0—(Q uma fung¢ao basica polinomial nos racionais onde:

A(o)=a,+a,0+a,a’ +...+a,a” , onde a,,a,,...,a, €Q en €N .. Define-se entdo:

(i) a fungdo basica A./Q — IQ como a correspondente fung¢do polinomial nos
tokens da teia ( /0, %), ou seja:
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min A'a , max )JaJ se minA'a, mni'a €Q, e
Alp.ql= a{pa] adpa] aqpaq) adpq

[ ] Caso contrario.
(ii) a pré-funcdo A: 10 — 110, como a fungdo polinomial em Cohl /0, =), onde:

A(x) = {f‘»[p,q] [p.qle x}
(ili) a fungdo de objetos X:ZIQ—IIQ, como a fungdo polinomial em Cohl10,~),
onde:
B J?Lx:{k[p,q]eHQ | [palex } se xequasitot( ),
Kr(x):l A

Ax, caso contrario.

onde Ax={dellQi(kx)=i(d)rkxcd) .
8.7.2 Corolario

Seja HQE((‘U!:(IQ,::),Q) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais,
K110 — 110, a fungdo polinomial nos objetos do espago coerente (.‘oh(IQ,:z), e
A 10 — IQ a correspondente fungdo polinomial nos tokens da teia (/Q,~). Assim, se
[p,q] € x, entdo l[p,q] € Ax.

Prova:
Segue imediatamente da defini¢@o acima. ,

8.7.3 Proposi¢ao

Seja HQE(C oh(IQ,ns],g) o Espago Coerente dos Intervalos Racionais,
x: 110 — 110, a pré-fungdo e A:JIQ—IIQ a fungdo objeto polinomial em Cokl1Q,~) . Se

xellQ entdo XxellQ assim como AxellQ .

Prova:

Segue da proposig¢ao 7.2.4.

Do corolario e da proposi¢ao anteriores pode-se afirmar que as fungdes polinomiais
A.X,L estdo bem definida e sdo totais em //Q. Entretanto isto ndo basta para assegurar
sua linearidade, conforme proposigé@o a seguir. ,

8.7.4 Proposi¢do

Sejam HQE(C'ah(IQ,z),g), A 1IQ — 11Q, a pré-fungdo elementar e A://Q—1IQ a

fungdo objeto em Ci oh( IQ,a), A, A sdo monoétonas e continuas, e serdao também estaveis

e lineares se, e somente se, A’ € injetora.
Prova:
Como a fun¢do polinomial basica em (), para qualquer que seja n € /N, nem

sempre € injetora, pela proposi¢do 7.2.5, XA ndo verificam a condigio de
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estabilidade, portanto ndo sdo estaveis e consequentemente também ndo sdo lineares,
embora pelas proposi¢des 5.3.12 e 5.3.14 verifiquem a condi¢do de linearidade. ,

8.7.5 Proposigao

Sejam HQE((_’oh(fQ,z_],g), k110 — 110, a pré-fungo e AIQ—MQ a funcdo

objeto polinomial em ( ’oh{ 10.~) . A fungo de objetos X:HQ—:»HQ ¢ localmente linear.

Prova:
Sabe-se que A"0—(Q, VnelN , ndo € injetora em todo seu dominio de definigdo,

entretanto a fun¢do polinomial basica A" tera até n-/ pontos de maximo ou de minimos
em todo seu dominio de defini¢do. Sejam entdo os subconjuntos O, < O como os
subdominios de A’ tais que A/ ¢ injetora, isto €, estritamente monotona segundo a

ordem <,, onde n € IN . Tem-se entdo que O, =|a, ,,a,|, onde o, o constituem
Q> =n n-1 n n-1 n

os pontos de maximo e de minimo em todo o dominio de definicdo da fungdo A’.
Portanto pelas consideragdoes do item 6.3 e definigées 6.1.2 fungdo de objetos

RIIQ—1IQ ¢é localmente linear. ,
Em particular, quando X é constante tem-se que i:ﬂ(_)*){a} , i(x):a,\?’xeﬂQ,
existem infinitos subdominios de A’ tais que A/, € injetora, ou seja, O,={a},VaeQ. E

no caso em que =1, X:1IQO—1IQ é linear e coincide com sua representagdo linear.
Decorre desta proposi¢do que as fungdes X:UQ—)HQ e A 1IQ — IIQ admitem

uma representago linear em //Q” :[Coh(!Q*,as - )g] .
8.7.6 Definigdo

Seja o espago coerente HQ"= :[(,‘oh( IQ"= ,zIQ,),g} . Define-se entéo:

(1) a pre-fungao X*.HQ* —>HQ* por :

5t :{(xo_'po 2ol -2 [0 )10 (2ot [P 0a - Lo, )ex}

(ii) a fungdo objeto & ZIQ* —>11Q™ por:

25" se x* gquasitor(+),

() »

* * .
A (x ) caso contrario.

al

onde & (x* ) corresponde ao fecho indexado da imagem da pré-fungéo X (x*) :

8.7.7 Proposi¢do
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\
Sejam a teia !Q*z,\HIQI- A )l e seu correspondente espago coerente
I l

.
IIQ*:((‘oh(l(_)*,xlg*j,gJ. A pré-fungio 1" 10" 0" e a fungio de objetos

\

polinomial x IIQ*—>HQ* 530 totais e bem definidas.
Prova:

Segue da proposi¢do 7.2.7. 4

8.7.8 Proposigdo
)

: : (
Sejam a teia IQ*ELE[IQ,- AL J e seu correspondente espago coerente
i i

N\

HQ* :[( ‘uh( IQ* S [Q*)"EJ . A fungao de objetos polinomial 5 HQ*—#]Q

*

¢ monotona, continua, estavel e linear.
Prova:
Segue da proposi¢ao 7.2.8.

8.7.9 Proposigdo

Seja HQ* :(Coh(lQ* ,zlg*),g)_ Existe sempre um par proje¢io para
(11Q* HQ*), ou seja, para toda fungdo objeto polinomial X~ /IQ* —>IIQ" , existe

sempre uma fungdo n HQ* —>H(_)‘i= . inversa da fun¢do polinomial X" tais que,
xon"=id, e (E* oi*)(y)c;y, para cada yellQ™

Prova:
Segue da proposi¢ao 7.2.8. ,
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9 Conclusdes

Neste ultimo capitulo apresenta-se um resumo dos principais resultados alcancados,
incluindo sugestdes de continuidade do trabalho em pesquisas futuras.

9.1 Principais Resultados Alcancados pela Pesquisa

Neste trabalho desenvolveu-se um estudo sobre os Espagos Coerentes Gerados por
Conjuntos Baésicos, parcialmente ordenados e enumeraveis. Nesta categoria, denotada por
1, 0s objetos estdo ordenados pela inclusdo € sdo conjuntos coerentes constituidos por

tokens. Estes tokens por sua vez, sdo subconjuntos do conjunto basico, os quais estdo
relacionados pela relagdo de coeréncia induzida que estrutura a teia deste espago.

Os morfismos desta categorna sdo as fun¢des de objetos lineares, geradas por fungdes
basicas. As propriedades algebricas e relacionais destas fun¢des basicas, sdo identificadas
como propriedades externas ao processo de constru¢do dos morfismos desta categoria.
Assim a construgdo proposta e apresentada neste trabalho possibilita a visualizagdo e analise
dos relacionamentos existentes, ndo apenas dos morfismos que envolvem os objetos totais
ou parciais desta categoria, mas também das estruturas que os formam, representados pelas
pre-fungdes e fungdes de tokens.

Mostrou-se entdo que a partir da definicio das fungdes basicas obtém-se as
correspondentes fungdes de objetos, e provou-se serem estas bem definidas, totais,
monodtonas e continuas neste espago. Entretanto, concluiu-se que, apesar de verificarem a
condi¢do de linearidade, nem todas as fungdes de objetos sdo lineares, pois nem sempre
verificam a condi¢do de estabilidade, e consequentemente ndo sdo estaveis. Isto so foi
alcangado com algumas condigdes impostas a estas fungdes basicas, conforme mostrou-se
no capitulo 5. Estas condigdes sdo decorrentes da verificagdo de propriedades que as
fungdes basicas devem satisfazer, como a injetividade, externas ao processo de construgdo,
mas que ao se propagarem, tornam-se relevantes para verificagdo de propriedades internas,
como a estabilidade e consequentemente a linearidade.

Como uma solugdo para esta restricdo, no capitulo 6 propde-se um sistema de
representagdo linear para fungdes localmente lineares, baseado na construgio de dois
espagos coerentes isomorfos, dentro categoria COSP-LIN dos espagos coerentes. O
primeiro evidenciou a forma intuitiva de construgdo das fungdes lineares que atuam sobre os
objetos deste espago; enquanto o segundo formalizou a homogeneidade de construgido das
fungdes aplicada sobre o produto categorico deste espago. Entretanto, em ambas as

construgdes buscou-se a linearizagdo da fungao objeto X

O espago coerente {* é construido a partir da teia gerada pelo produto cartesiano das
subteias A, . Estas subteias s3o induzidas pelos subconjuntos A’', do conjunto basico, nos
quais a correspondente restrigao da fungdo basica € injetora. Mostrou-se que as fungdes de

—3% . > -
objetos X , definidas entre espagos coerentes assim estruturados sdo lineares, e portanto
coincidem com os morfismo da categoria em estudo. A partir da determinagao do
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i @ e k i , i i g . ¥
homomorfismo injetivo I":.—>«", foi possivel também identificar as fungdes & como a

correspondente representacdo linear das fungdes de objetos X .
Ao considerar-se os sub-espagos ¢ como sendo aqueles gerados por cada uma das

subteias A, definiu-se também o espaco coerente [I1 , gerado pelo produto direto destes

sub-espagos. Neste caso, tem-se que os objetos sdo os conjuntos coerentes indexados pela
teia formada pela unido disjunta dos subconjuntos A4'. Do isomorfismo determinado pela

-~ ¥ ) . ¥ i .
fungdo linear P:i" — [11 | estabeleceu-se a identificagdo entre os objetos e morfismos de

ambos espagos e obteve-se entdo as fungdes A como uma nova representagdo linear para

A , isomorfo a K* .

Interpretando os resultados alcangados, tem-se que toda transformagdo definida para
um tipo de dado estruturado a partir de um conjunto basico enumeravel tem uma
representagdo, constituida pelos morfismos da categoria dos espagos coerentes. Esta
representagao € justamente a representagdo linear introduzida neste trabalho. A existéncia da
representagdo linear para as fungdes elementares garante a existéncia da representagado linear
para outras fun¢des derivadas destas.

Na constru¢gdo proposta neste trabalho esta implicita duas relacdes de ordem, a
primeira relativa aos objetos do espago coerente, chamada de ordem de informagdo. Nesta
0s conjuntos coerentes estdo ordenados pela inclusdo, e cada um deles € interpretado como
uma aproximagdo, total ou parcial, gerada por sucessivas computagdes. A segunda refere-se
a relagdo de ordem em cada uma das etapas do processo de construgdo e permite que se
compare dois elementos de determinada estrutura que define uma determinada etapa do
processo de construgdo. Esta relagdo de ordem entre os objetos da categoria possibilitou a
defini¢do de fungGes de objeto crescentes e decrescentes, apresentada no capitulo 4.

Apresentou-se ainda uma especificagdo desta construgdo ao introduzir-se uma
subcategoria, a dos Espagos Coerentes de Intervalos, onde cada token passa a ter a estrutura
de um intervalo. E dentro desta subcategoria salienta-se o estudo do Espago Coerente de
Intervalos Racionais.

Em /IQ, cada uma das fungdes reais elementares mostrou estar associada a uma fun¢do
de objetos linear, definida a partir da correspondente fungdo elementar racional. Entre as
fungdes que foram analisadas destacam-se: a fungdo exponencial, a fungdo logaritmica, a
fungdo poténcia, a fungdo raiz n-ésima, as fun¢des trigonométricas seno, cosseno e tangente
e as respectivas inversas, como também a fung¢do polinomial.

Das defini¢des construidas e das proposi¢des demonstradas, verificou-se que todas
estas fungdes de objetos sdo totais, bem definidas, ou pertencem ou possuem uma
representagdo linear na categoria COSP-LIN dos espagos coerentes, além de serem fechadas
para os objetos totais e quasi-totais deste espago, sendo possivel estabelecer o
correspondente par-projeg¢do para cada uma delas.

Em analogia a construgdo proposta em [DIM 96b], deve-se ressaltar que, se cada
numero real esta identificado por um conjunto coerente maximal de intervalos racionais, isto
¢é, por um conjunto enumeravel de intervalos racionais, entdo em correspondéncia, cada
fungdo elementar real esta identificada com uma fung@o de objetos, quando esta se restringe
aos seus objetos totais , que € linear ou admite representagdo linear nesta categoria.
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Assim, o processo de construdo aplicado em //(), teve como objetivo principal
assegurar a computabilidade desta fungdes elementares reais, tendo em vista que os objetos
envolvidos sdo conjuntos coerentes de intervalos racionais, portanto estruturas enumeraveis
sob o ponto de vista matematico.

9.2 Contribuicées e Sugestdes para Continuidade da Pesquisa

Apresenta-se por ultimo, algumas sugestdes de continuidade deste trabalho. Além
disso, a especificagdo de alguns aspectos importantes para esta continuidade foram
restringidos no decorrer deste trabalho, devido ao tempo previsto e as prioridades

estipuladas , mas que devem ser agora lembrados.

9.2.1 Representagdo linear das fung¢des de objetos

No capitulo 6 propde-se um sistema de representagdo linear apenas para as fungdes
localmente lineares, tendo em vista que as fungdes elementares reais verificam esta condigdo.
Entretanto um estudo mais amplo pode ser muito proveitoso, e pode resultar num sistema
de representa¢ao mais abrangente ou até mesmo generalizado para o espago funcional.

9.2.2 Estruturag¢do do Calculo nos dominios dos espagos coerentes

Este trabalho vem consolidar a estruturagdo da Analise nos dominios de Espagos
Coerentes. Portanto o objetivo mais imediato a ser alcangado € a estruturagdo do Calculo
nos dominios de Espagos Coerentes, a partir da fundamentagdo dada por esta referida
Analise. Para alcangar tal construgdo, algumas questdes de pesquisa serdo fundamentais.
Entre estas salientam-se, a seguir, as mais relevantes.

(1) Fungdes Recursivas

A verificagdo e analise de uma construgdo analoga a que foi aqui proposta, para as
fungGes objetos entre espagos coerentes definidas a partir de suas correspondentes fungdes
basicas, pode ser estruturada para as fungdes definidas recursivamente. Busca-se assim,
mostrar que também as fungdes reais definidas recursivamente podem ser construidas, e com
as mesmas garantidas, a partir de correspondentes fungdes recursivas entre conjuntos
coerentes de intervalos racionais.

(i1) Fungdes de Varios Argumentos

Conforme o que foi estudado, assim como as fungdes elementares localmente lineares
possuem sempre representagdo linear correspondente no espago gerado pelo produto
categorico, pode-se pensar numa representagdo linear ainda mais genérica abrangendo as
fungdes de varios argumentos, que também sdo de grande interesse computacional, pois
varios sdo as modelagens a elas associadas em Sistemas Dinamicos, [LUE 79], e a partir das
quais estruturam-se as solugdes associadas as equagdes diferenciais e(ou) equagdes de
diferengas finitas envolvidas.

(iii) Equagdes Diferenciais e Equagdes de Diferengas Finitas

O interesse nas equagdes com diferengas finitas, também como um objeto de pesquisa,
deve-se ao fato de que elas aparecem com freqiiéncia nas aplicagdes e porque surgem em
numerosos métodos de resolugdo aproximada de equagdes diferenciais em que estas sdo
substituidas por equagdes com diferengas finitas.
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A analise das propriedades externas comuns como o numero de solugdes que
satisfazem as condi¢des iniciais, os métodos para determinar as respectivas solugdes, 0
principio da superposicdo para equagdes lineares homogéneas, o calculo de coeficientes
constantes, ¢ outras mais podem ser investigadas e analisadas, verificando se sua propagagdo
no processo de construgdo.

Além disso, a propria natureza de defini¢do das equagdes com diferengas permite obter
como solugdes fungdes recursivas. Conclui-se que estes trés objetos de pesquisa mantém um
relacionamento que deve ser caracterizado também no processo de construgdo que se esta
propondo. Da mesma forma, o estudo das equagdes diferenciais pressupoe um estudo de
conceitos como limites dirigidos, e de operagdes como derivagdo e diferenciagdo nos
dominios dos Espagos Coerentes.

9.2.3 Aplicagdo em Sistemas Dinamicos

Importantes questdes de investigagdo surgem, por exemplo, como a formalizagido dos
relacionamentos entre as equagdes de diferengas finitas, as equagdes diferenciais e as
fungoes recursivas definidas e estruturadas nos dominios dos Espagos Coerentes. Como se
fara a analise da aplicagio das mesma pela teoria dos Sistemas Dinamicos? Este
relacionamento € relevante para o desenvolvimento da Teoria dos Sistemas Dinamicos, que
estuda, entre outras coisas, métodos de analise qualitativa e quantitativa do conjunto de
todas as curvas que sdo solugdes para um sistema de equagdes diferenciais ordinarias, em
determinado estado ou condig¢des iniciais. Além disso, existe o interesse em representar o
comportamento de um determinado sistema de equagdes diferenciais em termos de suas
caracteristicas geomeétricas em determinada fase, ou ainda mais, a analise automatica das
estruturas topologicas envolvidas.

Salienta-se que muitos trabalhos ja relacionaram alguns dos objetos de pesquisa
mencionados, por exemplo, Scott propds a construgdo das fungdes recursivas usando a
estrutura de dominios, veja [SCO72][SCO76]. Entretanto seria interessante, além da
uniformidade de construgdo tanto da Analise quanto do Calculo utilizando especificamente a
categoria dos Espagos Coerentes, servir-se de toda esta fundamentagdo para trabalhar com
Sistemas Dinamicos visando aplicagGes em ciéncia e tecnologia.

9.3 Consideracdes Finais

Quando da elaboragdo deste texto, buscou-se dispor de mais um trabalho de
fundamentagdo sobre espagos coerentes, de caracter introdutorio, que possa servir de
suporte para outros trabalhos em Ciéncia da Computagdo, sejam estes na area da
Matematica da Computa¢do, como também nas areas da Teoria da Computagdo, Logica
Linear, Computagdo Cientifica, Matematica Intervalar, Sistemas Dinamicos, dentre outras,
dando continuidade ndo somente a aplicagdo em estudo, mas também possibilitando a
generalizagdo dos resultados obtidos para outras aplicagdes.
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