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Relacdo de coerência induzida por urn conjunto bdsico A'

A )	 teia de urn espaco coerente
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Resumo

Neste trabalho desenvolve-se urn estudo sobre os Espacos Coerentes Gerados por
Conjuntos Bdsicos, dotados de uma estrutura adicional. Por estrutura adicional entende-
se uma estrutura alebrica, de ordem pontual, de medidas, topolOgica e lOgica. Estes
espacos, denotados por , constituem uma subcategoria dos Espacos Coerentes, cujos
objetos, ordenados pela inclusdo, sdo conjuntos coerentes constituidos por subconjuntos
do conjunto básico, os quais estdo relacionados pela relacdo de coeréncia induzida, que
estrutura a teia deste espaco. Os morfismos desta categoria sdo as funcOes de objetos
geradas por funcOes bdsicas. As propriedades algebricas e relacionais destas funcOes
bdsicas, externas ao processo de construcdo, ao se propagarem, passam a influenciar na
verificacdo das propriedades internas das funcOes de objetos.

Contudo, este trabalho ndo e urn estudo categOrico. A metodologia adotada utiliza
a linguagem simples e intuitiva da Teoria dos Conjuntos, que possibilita a visualizacao e
a andlise dos relacionamentos existentes. ndo apenas entre os mortismos que envolvem
os objetos totais ou parciais desta categoria, mas tambem das estruturas ou pre-
estruturas externas que os formam, representados pelas funcOes de tokens e funcOes
basicas. Mostra-se que as funcOes de objetos sac) totais e bem definidas, alem de serem
monOtonas e continuas neste espaco. Entretanto a andlise da estabilidade. e
consequentemente da linearidade esta associada a injetividade das funcOes bdsicas.

Uma das caracteristicas mais 	 importantes da construc -do proposta e o
desenvolvimento de urn sistema de representacdo linear para funcOes localmente lineares,
corn a definicao do espaco coerente	 gerado pelo produto de subteias. Neste espaco,
as funcOes de objetos sdo lineares e coincidem corn os morfismo da categoria dos

espacos coerentes. Alem disso, mostra-se que ,1* e isomorfo ao espaco coerente gerado
pelo produto direto dos sub-espacos, f . Desta forma, toda transformacdo definida

para urn tipo de dado estruturado a partir de um conjunto bdsico enumerdvel tem uma
representacao linear, constituida pelos morfismos da categoria dos espacos coerentes. A
existéncia da representacdo linear para as funeOes elementares garante a existacia da
representacdo linear para outras funcOes derivadas destas.

Apresenta-se ainda uma especificacdo desta construcao, introduzindo-se o Espaco
Coerente de Intervalos Racionais, 110. Na busca de uma aplicac -do compativel corn uma
abordagem computational, em especial para Andlise Real, mostra-se que, em //O, cada
tuned° real elementar esta identificada coin uma tuned° de objetos linear, definida a
partir da correspondente funcâo elementar rational. Dentre as funcOes que foram
analisadas destacam-se: a exponencial, a logaritmica, a pot6ncia, a poténcia estendida, a
raiz n-esima, as funcOes trigonometricas como seno, cosseno e tangente e suas
correspondentes tune -6es inversas, como tambem a func -do polinomial. Verificou-se que
todas estas funcOes de objetos sdo totais, bem definidas, ou pertencem ou possuem uma
representacdo linear na categoria COSP-LIN dos espacos coerentes, alem de serem
fechadas para os objetos totais e quasi-totais deste espaco, sendo possivel estabelecer o
correspondente par-projecdo para cada uma delas.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria dos Intervalos, Computac -do Cientifica, Teoria dos
Dominios, Espacos Coerentes, Construed° de NUrneros Reais, Func6es Lineares,
Categorias.
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THE COMPUTABLE CATEGORY OF THE COHERENCE SPACES
GENERATED BY BASIC SETS WITH AN APPLICATION IN REAL
ANALYSIS

Abstract

In this work the Coherence Spaces Generated by Basic Sets with additional
structure are studied. By additional structure one means an algebraic, topological and
logical structure with a punctual order and a measure system. These spaces, indicated by

, are a subcategory of the category of Coherence Spaces, whose objects, ordered by
inclusion, are coherent sets formed by the induced web coherence relation. The
morphisms of this category are the functions of objects generated by basic functions. The
algebraic and relational properties of these basic functions - external to the construction
process - are propa gated and cause important influences in the verification of the internal
properties of the functions of objects

However, this research is not a categorical study. The methodolo gy uses the simple
and intuitive language of the Set Theory, which allows the visualization and the analysis
of the existing relationships, not only amon g, the morphisms of the total and partial
objects of this category, but also among their structures or pre-structures, represented by
the functions of tokens and basic functions. It is shown that the functions of objects are
total and well defined. They are also monotone and continuous. However the stability
and the linearity of the functions of objects depend on the fact if the basic functions are
injective or not.

One of the most important features of this construction is the development of a
linear representation system for the local linear functions, by the definition of a coherence

space 4*, which is generated by the subweb product. In this space the functions of
objects are linear and therefore they are the morphisms of the category of Coherence
Spaces. Moreover, it is proved that * is isomorphic to the coherence space generated
by the directed product of the subspaces, denoted by 11.4, . Then, for each

transformation defined for a structured data type considering a denumerable basic set
there exists its related linear representation. The existence of a linear representation for
elementary functions guarantees the existence of a linear representation for others
derived functions.

As an application of this construction, the Coherence Space of Rational Intervals,
denoted by //O, is introduced. In order to show an application which is compatible to a
computational approach, specially for the real analysis, each elementary real function is
identified with a linear function of objects, defined considering the related elementary
rational function. Some of the analyzed functions are the exponential, the logarithmic,
the power , the extended power, the root, the trigonometric (sine, cosine and tangent and
their relates inverses), and the polynomial functions. It is proved that all of these
functions of objects are total and well defined. Moreover, either they belong to the
category COPS-LIN of the coherence spaces or they have a linear representation in the
same category. It is also possible to define a related projection pair for each one of them.

KEY WORDS: Interval Theory, Scientific Computation, Domain Theory, Coherence
Spaces, Construction of Real Numbers, Linear Functions, Categories. 	
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1 Introducäo

Nesta primeira unidade sera apresentada uma visa° global do trabalho realizado,
incluindo a motivacdo para realizacdo do mesmo, as alternativas encontradas, os objetivos
propostos e uma breve descricdo de como o texto foi organizado.

1.1 Os Espacos Coerentes como Fundamentarao da Computaräo Cientifica

Considerando que a Teoria dos Dominios é atualmente a area da Matenwitica da
Computaceio consolidada como uma das mais empregada pela Informcitica TeOrica [STO
94], são vat-los os tipos de dominios existentes na literatura, assim como sao vdrias as teorias
encontradas [SMY 87][ACI 91][DIM 91][ STO 94][BON 95][RUT 95][ZHA 96]. Dentre
esta diversidade de abordagens, salientam-se os Espacos Coerentes, que constituem urn tipo
de dominio que apresenta algumas particularidades que o distinguem dos demais, como, por
exemplo, as propriedades de funcOes ern Espacos Coerentes, que vao alem da continuidade,
como a da estahilidade e a da I inearidade.

Este trabalho de pesquisa se desenvolveu no sentido de fundamentar a Andlise das
FuncOes Elementares, a partir da Teoria dos Dominios, especificamente, pelo estudo de uma
categoria especial, a dos Espacos Coerentes Gerados por Conjuntos Basicos. Entretanto
este trabalho nao se caracteriza por ser um estudo categOrico, mas como urn estudo que
utiliza a linguagem da Teoria dos Conjuntos, seja pela sua simplicidade de formalismo ou
pela forma como foi definida a andlise interna dos objetos e morfismos que estruturam a
construcdo que se esta propondo.

Isto tern urn sentido intuitivo importantissimo, primeiro porque buscou esta
fimdamentacdo artaves de urn processo construtivo baseado em estruturas, ou pre-
estruturas, gerados a partir de conjuntos basicos, parcialmente ordenados e enumeraveis sob
ponto de vista matemdtico, sendo portanto totalmente computaveis. E segundo porque
sendo os espacos coerentes urn tipo especial de dominio, é tambem uma estrutura que
modela a nocao de aproximacao e sobre o qual se pode definir modelos apropriados de
computacdo.

Alem disso, os Espacos Coerentes surgem como uma alternativa no sentido de se obter
uma fundamentacdo computacional simples e intuitiva para a Matematica Intervalar e
Computacclo Cientifica, tendo ern vista a complexidade apresentada por outras teorias,
como, por exemplo, a Teoria dos Dominios Continuos [ACI 91], [DIM 91], [BED 93] e
[BED 94].

Considerando as muitas aplicacOes da Teoria dos Espacos Coerentes como uma teoria
de dominios natural e de fad compreensào, corn particularidades especialmente
interessantes, veja [GIR 86] [GIR 87] [GIR 89] [TRO 92][COS 94] [DIM 95], a partir dos
trabalhos de [DIM 96b] e [SEL 96] já se pode dispor de textos que, alem de introduzi-la
formalmente como uma teoria matemdtico-computacional, apresentam tambêm um estudo
detalhado sobre o processo construtivo relativo aos objetos desta categoria, ou seja, os
conjuntos coerentes.

A construcdo proposta em [DIM 96b], resumida no prOximo capitulo, desenvolveu-se
no sentido de se obter uma nova metodologia, e mostrou que a estrutura de corpo ordenado
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completo que caracteriza o conjunto dos reais pode ser sistematicamente construida de
estruturas denominadas de pre-estruturas, que ja estavam presentes nos conjuntos basicos,
no caso os racionais, a partir dos quais a construedo tern inicio. Esta estrutura foi
identificada corn o conjunto dos objetos totais do Espaco Coerente de Intervalos Racionais,
HO.

1.2 Motivacäo

Motivados por esta construedo e pelos resultados alcancados sentiu-se a necessidade da
realizacdo de um trabalho no sentido nao somente de estudar as funcOes aritmeticas, como ja
havia sido feito em [DIM 96a], mas tambêm de todas as outras funedes que sdo
imprescindiveis para a estruturacao da Analise, entre elas as mais imediatas sdo as funcOes
elementares: funcdo exponencial, funcdo logaritmica, a radiciac -do, a potenciacdo, as funcOes
trigonometricas, veja [REI 96b1, e por fim a timedo polinomial.

Neste trabalho, restringiu-se o estudo para o caso especifico de funcOes definidas a
partir de suas correspondentes funcOes basicas. e aplicou-se esta construedo para as func-Oes
elementares em HO, citadas no parauatb anterior. por apresentavam este mesmo tipo de
definiedo.

Baseado nisso, a proposta inicial deste trabalho de pesquisa era a identificacdo das
funcOes elementares reais corn suas correspondentes funcOes de objetos no Espaco
Coerentes de Intervalos Racionais, sendo estas gerados no processo de construedo, a partir
das correspondentes funcOes racionais.

Entretanto, por conseqUência dos resultados parcialmente alcancados, aprofundou-se
os estudos e buscou-se a generalizacdo deste processo de construcdo. Desenvolveu-se
entdo, alêm dos conceitos de teia e de espacos coerentes gerados a partir de conjuntos
basicos e parcialmente ordenados, uma definiedo analoga para funcdo de tokens, de pi-6-
furred° e de furled° de objetos entre estes espacos, tambem geradas a partir das respectivas
func -Oes basicas, buscando-se uma analise da construedo deste dominio.

1.3 Objetivo

Este trabalho tern como objetivos:
(i)estudar a linearidade das funcOes de objetos definidas a partir de funeOes basicas

utilizando a Teoria dos Espacos Coerentes ;
(ii)desenvolver uma aplicacdo a Analise Real, ou seja, a construcdo das funcOes reais

elementares utilizando as funcOes de objetos dos Espacos Coerentes de Intervalos Racionais,
sendo estas, geradas a partir das funceies elementares racionais;

(iii) desenvolver urn texto cientifico e formal, de caracter introdutOrio, onde se possa
utilizar todas as vantagens desta teoria, caracterizando os Espacos Coerentes como
fundamento para Analise, sobre a qual se estrutura o Calculo, uma das ferramentas basicas
para o estudo de Sistemas Dinamicos

1.4 Organizacio do Texto

A seguir faz-se uma breve descried() das unidades que compOem este trabalho.
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No capitulo 2 apresenta-se uma nocao resumida de toda a fundamentacdo necessaria
para o desenvolvimento deste trabalho. corn enfase nas caracteristicas mais importantes da
Teoria dos Espaco Coerentes e na construcao dos reais computaveis proposta por Dimuro,
em [DIM 96b]. Sao ainda introduzidos os conceitos, detinicOes e resultados considerados
essenciais para compreensao dos prOximos capitulos.

Trata-se nos capitulos 3 e 4 da construcao dos espacos coerentes gerados por um
conjunto basic() e dos Espacos Coerentes de Intervalos. respectivamente. Apresenta-se
ainda, em particular, o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais.

Embora uma das mais importantes hipOteses fosse de que a partir das funcOes basicas
pudessem ser construidas as correspondentes funcOes de objetos lineares, coincidindo desta
forma corn os morfismos da categoria dos Espacos Coerentes. isto so foi alcancado corn
algumas condicOes impostas aos conjuntos basicos. Estas condicOes sao decorrentes da
verificacao de propriedades que a funcao basica devem satisfazer, como a injetividade,
externas ao processo de construcao, mas que se propagam e sac) determinantes para
verificacdo das propriedades internas, como a estabilidade e a linearidade. Isto
demonstrado no capitulo 5.

Contudo, no capitulo 6 propeie-se uma alternativa para esta restricdo, corn a definicao
de espaco coerente gerado pelo produto de subteias, que por sua vez é isomorfo ao espaco
coerente gerado pelo produto direto dos espacos coerentes gerados por cada uma destas
subteias. Mostra-se que é possivel obter uma representacdo linear para as funcOes de objetos
localmente lineares.

No capitulo 7 aplica-se a construcao ao Espaco Coerente de Intervalos e ao Espaco
Coerente de Intervalos Racionais, e analisa-se as funcOes relacionadas corn o mesmo e
todas as proposicOes e teoremas que comprovam os resultados alcancados nos capitulos
anteriores.

As funcOes elementares em 110 como a fungdo exponencial, firncdo logaritmica, a
radiciacdo, a potenciacao, as funcOes trigonometricas, e a finicao polinomial sao
apresentadas no capitulo 8, onde sac) tambern ressaltadas as caracteristicas de cada uma
relativas as propriedades analisadas nos capitulos anteriores.

E finalmente o capitulo 9 constitui-se das conclusaes finais deste trabalho, incluindo
uma avaliacdo aeral, sugestOes e contribuicOes para futuros trabalhos de forma a dar
continuidade a pesquisa aqui apresentada.



")0

2 Revisäo da Literatura

Neste capitulo apresenta-se urn breve estudo da literatura bdsica sobre Espacos
Coerentes necessario para a compreensdo dos concertos, proposicOes e teoremas que
fazem parte desta dissertacao.

Para alcancar os objetivos propostos foram fundamentais os resultados alcancados
por Dimuro. [DIM 96b]. na construed° dos reais computdveis, utilizando os Espacos
Coerentes de Intervalos Racionais, cujos aspectos principais foram selecionados, em
resumo a seguir, visando corn isso ressaltar a continuidade desta construe -do agora
estendida para as func -Oes reais elementares.

Salienta-se por ultimo. al guns resultados importantes sobre a Teoria dos Espacos
Coerentes, que embora ja constem na literatura especifica, foram aqui evidenciados, quer
pela reconstrucdo de sua prova, quer pela generalizacdo das estruturas ou pre-estruturas
envolvidas, a partir dos quais fundamentam-se as provas das principais proposicOes e
teoremas atraves dos quais atingiu-se os objetivos previstos.

2.1 Os Espacos Coerentes - Dominios de Girard

Girard [GIR 87] [GIR 89] introduziu o estudo de e.spacos coerentes visando dar um
modelo para sua lOgica linear. Existem varias discussOes em tomb de estudos realizados
em semcintica denotacional de calculos formais. Segundo Girard [GIR 89], a ideia
fundamental de sem -intim denotacional é permitir interpretar reduedo de expressdes
(uma nocdo dindmica) por igualdade de valores (uma nocdo estatica). Em outras
palavras, sdo modelados os invariantes do calculo. A semcintica denotacional é feita corn
a utilizando da Teoria dos Dominios [STO 77] [PLO 81] [DAV 91] [STO 94] [DIM 91]
[ACI 91] [ESC 93] [SMY 77].

O objetivo da Teoria dos Dominios é tomar, literalmente, a interpretacdo ingénua
(simples) de que urn objeto do tipo	 V é uma funedo de U para ever se e possivel
fornecer urn significado computacional razoavel a palavra ''flokiio". Segundo este ponto
de vista, tenta-se evitar a obsessdo pela completeza, procurando por ideias geometricas
simples.

A primeira ideia que se tern é a seguinte: tipo = conjunto e U---> V é o conjunto de
todas as funcOes (no sentido conjunto-teoretico) de U para V. Esta interpretacdo é
aceitdvel, mas nada é acrescentado	 a nocdo intuitiva. Os objetos interessantes
computacionalmente estdo submersos em um mar de fungi -5es conjunto-teoreticas. Kreisel
[GIR 89] complementou esta ideia onde: tipo = relacdo de equivaléncia parcial em N e
U --> I' é o conjunto de (codigos de) funcOes recursivas parciais f tais que, se xUy, ,
entdo .f (x)Vf (y) , respeitando a relacdo de equivaléncia.

Observa-se que a ideia de Kreisel é a da compatibilidade de operacOes corn relacOes
entre objetos. Esta ideia foi assumida da Teoria dos Dominios na forma da
monotonicidade das operacaes admissiveis para a relacdo de ordem de informacdo entre
objetos. Esta abordagem se aproxima mais do paradigma computacional pesquisado por
Girard [GIR 89].

Anteriormente, Scott [SCO 72] tinha apresentado uma ideia que foi considerada
superior as outras anteriormente discutidas onde: tipo = espaco topolOgico e U—* =
funcOes continuas de U para IT A particularidade da ideia de Scott estava em que o tipo
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de espaco topolOgico que adotou (espacos To ) permitiu compatibilizar a estrutura
topolOgica corn a estrutura de ordem dos objetos.

Para obter esses resultados, Scott [SCO 72] [SCO 72a] [SCO 76] [SCO 82] foi
conduzido a impor restricaes drasticas a seus espacos topolezicos,afastando-os do
espirito geometric° traditional da topologia. De fato, seus espacos sao realmente apenas
conjuntos parcialmente ordenados corn existencia de supremos de conjuntos
onde a topologia é uma caracteristica casual. Salienta-se, entretanto. que existe uma
visa() lOgica da topologia, que foi estabelecida em um contexto cientifico computacional,
[ABR 87] [SMY 83] [VIC 87].

Como não existe ainda urn consenso sobre quais os espacos que atendem todas as
exigencias, e fundamental que pesquisas nesta area continuem buscando solucOes. Neste
sentido, Girard [GIR 86] [GIR 87] introduziu a nocao de espacos coerentes, que é urn
tipo especial de dominio de Scott, onde os objetos são conjuntos construidos a partir de
uma relacao reflexiva e simetrica. denominada relacdo de coerência, e a ordem de
informacdo, ou de aproximacão, e a relacdo de inclusdo entre conjuntos

Os objetos totais de urn espaco coerente, assim como Scott, na construcao do limite
inverso, säo interpretados como supremos de aproximacOes de objetos ou dados
parciais. Estes objetos parciais possuem relaceies estritas e bem definidas de interacao e
comunicacao, e para os quais pode-se aplicar as funceies lineares, que se constituem nos
morfismos desta categoria. No caso dos espacos coerentes de intervalos racionais,
busca-se uma linguagem para falar sobre aproximaceles em andlise real que preserve
vantagens computacionais como a andlise automatica e rigorosa do erro de resultado,
das tecnicas intervalares [ALE 68][ALE 83][MAR 81].

Esta abordagem tern a vantagem de ser de "lOgica construtiva" e "computacional"
(prove uma teoria para falar de funcOes lineares e computaveis), alem de unificar as
teorias das semcinticas de linguagens de programacdo e a Matetnatica Intervalar
(Andlise Numerica). Ela prove uma lOgica (lOgica linear) para raciocinar sobre
programas em Matemdtica Computational.

Torna-se interessante neste momento a apresentacao de algumas propriedades dos
espacos coerentes, que o caracterizam como uma teoria de dominios natural e de facil
compreensdo. Neste sentido salienta-se:

a propriedade do fecho interior. que garante que qualquer subconjunto de urn
conjunto coerente é tambern urn conjunto coerente;

a completeza bindria, onde para qualquer que seja a subfamilia de conjuntos
coerentes, se todo subconjunto formado por doffs conjuntos coerentes quaisquer, tern
como supremo urn conjunto coerente, entao o supremo de toda a subfamilia é tambem
urn conjunto coerente;

a propriedade de fechamento em relacao a uniOes dirigidas (relativa a c ); e
a propriedade de fechamento em relacao a intersecoes arbitrarias.

Assim, urn espaco coerente pode ser considerado como urn dominio (ordenado
parcialmente pela inclusdo), algêbrico (todo conjunto é a unido dirigida de seus
subconjuntos finitos) [DAV 91] que satisfaz a propriedade de completeza bindria.

0 principal objetivo da teoria dos espacos coerentes é interpretar tipos de dados
atraves de urn espaco coerente, e as computaceies por certas funcOes de urn espaco
coerente em outro, que sera° definidas unicamente por suas aproximacOes, e portanto
continuas. Observa-se que na andlise, a monotonicidade se caracteriza por preservar
aproximaceies enquanto a continuidade, por preservar limites. Em urn contexto onde o

::T1TUTO DE INFORMATICA
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resultado de uma computacdo é modelado como o supremo (limite) de conjuntos
diri gidos. e natural que continuidade seja compativel corn a formacdo de tais supremos.
Assim. a teoria de Scott, [SCO 72] [SCO 76] [SCO 82] [SCO 90], e em particular a
Teoria dos Espacos Coerentes, caracteriza-se pela presenucclo de supremos dirigidos
[JUN 89].

Entretanto. as funcOes entre espacos coerentes alem de serem continuas säo
estdveis e lineares. A estabilidade é a propriedade que garante a existencia de uma menor
aproximacdo em certos casos. simplesmente tomando-se a intersecdo de conjuntos
limitados superiormente, enquanto a linearidade especifica ainda mais esta menor
aproximacdo, identificando-a corn um elemento tinito e atOmico deste espaco.

0 estudo destas propriedades sera detalhado nos prOximos capitulos, pois sac) o
fundamento deste trabaiho.

2.2 Uma Construcäo dos Reais ComputAveis Usando o Espaco Coerente de
Intervalos Racionais

Dimuro. [DIM 96b], estudou a Teoria dos Espacos Coerentes e como aplicacdo
desta teoria propós a construcdo dos reais computaveis utilizando Espacos Coerentes. 0
metodo utilizado possibilita que a estrutura de corpo ordenado completo do conjunto de
ntimeros reais seja, sistematicarnente, construida a partir de urn conjunto inicial,
transmitindo a definicdo de suas operacOes aritmeticas, relacdo de ordem e propriedades
topolOgicas, as outras estruturas ou quasi-estruturas que vao sendo obtidas no decorrer
do processo construtivo.

Tomando como estrutura inicial o conjunto dos racionais 0, munido da relacdo de
ordem padrao e das usuais operacdes aritmeticas, obteve o Conjunto dos Intervalos
Racionais IQ. 0 Espaco Coerente dos Intervalos Racionais, denotado por HO, foi obtido
a partir da definicdo de uma teia de intervalos racionais, estabelecida sobre IQ, onde é
definida uma relacdo de coeréncia. As definiciies das operacOes algebricas e da relacdo
de ordem parcial em HO, sào caracteristicas herdadas do conjunto inicial 0. Assim,
pode-se interpretar o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais como urn tipo e
qualquer subconjunto coerente de intervalos racionais da teia deste espaco é interpretado
como pontos deste espaco. Estes pontos podem ser parciais ou totais.

Dimuro mostrou ainda, que o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais é uma
estrutura algebrica e ordenada, de tal forma que a definicdo das operacOes algebricas e
da relacdo de ordem para os objetos parciais sào herdadas da pr6pria estrutura algebrica
e ordenada do Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tern suas operacOes e
relacOes de certa forma herdadas dos racionais.

Destacam-se os pontos quasi-totais, que, munidos de uma estrutura algebrica e
ordenada adequada e de uma relacdo de equivalencia, permitem representar
aproximacOes (denominadas de indexadas) de dados incertos, corn o objetivo de
"resolver" equacOes corn dados e pardmetros incertos (equacoes intervalares). Salienta-
se que esta nocdo de indice fornece uma nocdo de todos objetos dos quais o conjunto
coerente referido é uma aproximacdo.

Esta familia de conjuntos coerentes de intervalos racionais tern uma caracteristica
especial, no sentido que sdo maximais para urn determinado indice, ou seja, contem
todas as suas aproximacOes indexadas, mas ndo sào objetos totais do espaco coerente.
Dimuro estabeleceu, tambern, que a familia dos objetos quasi-totais, denotada por
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quasitot(110), e uma importante parte, estavel e linear do Espaco Coerente dos
lntervalos Racionais. IIO. Pode-se, a partir disto. estabelecer urn isomorfismo entre a
quasitot(H0) e o conjunto dos intervalos reais IR

Assim, Dimuro introduziu o conjunto de intervalos reais, obtendo a definicdo de
intervalo real a partir da definicdo de pre-intervalo real. Salienta-se que, urn intervalo real
definido desta forma constitui. exatamente. o intervalo real definido por Moore [MOO
66] na Teoria de Intervalos.

Em [DIM 96b], é, tambem definido o indice real de um conjunto coerente de
intervalos racionais, de maneira analoga a definiedo de indice de um conjunto coerente.
Foi observado ai, que, o indice real sempre resulta em um intervalo real se tal conjunto
coerente é ndo-vazio. Considerando o conjunto coerente vazio, o indice real sera o
prOprio conjunto dos reais R. Desta forma, foi estabelecido urn isomorfismo entre a
familia dos objetos quasitot(HQ) e o conjunto dos intervalos reais estendido corn R.

A familia tot(II0), dos objetos totais do Espaco Coerente de Intervalos Racionais
HO é entdo, identificada corn o conjunto dos nUmeros reais R. Isto significa que todo
nUmero real w E R pode ser representado por urn conjunto enumeravel de intervalos

racionais,	 etot(II0) , corn .v, = f[p,q] E IOC p w q} . Dentre suas caracteristicas,

destacam-se algumas:
todo conjunto majorado e toda cadeia de tot(I1Q), tern supremo, o que
caracteriza sua completude e sua consisténcia,
alem disso, todo elemento de tot(I10) é supremo de cadeias de elementos que
sdo menores que ele,

(iii) e finalmente. cada ntimero real é dado por urn conjunto coerente maximal de
intervalos racionais, e portanto cada nUmero real pode ser identificado por urn
conjunto enumerdvel de intervalos racionais.

A metodologia que caracteriza o processo de construcao se divide na construed°
interna, obtendo os objetos parciais e totais do espaco coerente e a construed° externa,
que obtem a estrutura algebrica, relacional e topolOgica correspondente.

No presente trabalho. busca-se, alern da construedo das funcOes reais elementares, a
partir dos objetos de HO, um estudo criterioso das propriedades algebrica e relacionais
herdadas no processo de construcao e uma andlise abrangente da propagaedo das
mesmas neste processo. Primeiramente, generalizam-se essas propriedades e definicOes
para espacos coerentes quaisquer, e posteriormente, busca-se uma especificac -ao das
mesmas em HQ. Para tal, alguns conceitos, definicaes e resultados observados serdo
considerados neste capitulo.

2.3 Conceitos Elementares

Os conceitos a seguir sdo considerados fundamentais para a compreensdo da
construcao que se esta propondo, e referem-se a construcao do espaco coerente

2.3.1 Definicdo. Teia

Uma teia,	 é urn par formado por urn conjunto A sobre o qual é
definida uma relacdo reflexiva e simètrica, denotada por 	 denominada de relacdo de
coerencia ern A.
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Do ponto de vista da Teoria dos Grafos, toda teia e urn grafo reflexivo e simetrico.

2.3.2 Definicdo. Conjuntos coerentes

Urn subconjunto x de uma teia A e coerente se VX,Yex,	 . 0 conjunto de

todos os subconjuntos coerentes de A é denotado por Coh(A). Portanto,

Coh(A)=Coh(A,-,,	 A Y1

Os conjuntos coerentes da teia sdo chamados pontos. Os pontos de uma teia sdo
tambem chamados objetos, e classificados em objetos parciais ou totais. Os objetos totais
sdo aqueles que contem toda informacdo disponivel. Na terminologia da Teoria dos
Grafos um ponto da teia é urn clique, isto e, urn subgrafo completo.

2.3.3 Definicdo. Espaco coerente

Urn espaco coerente (ou dominio de Girard [TRO 92]) 	 =(Coh(A,,,, A ),c) e a

colecdo dos subconjuntos coerentes de uma teia A, parcialmente ordenados pela
inclusdo.

Segundo [GIR89], os elementos de A sdo chamados tokens ou atomos do espaco
coerente	 . Os tokens	 de urn	 espaco coerente representam bits atOmicos de
informacdo, enquanto que urn conjunto coerente e urn parte consistente de informacdo.
De forma andloga, pode-se dizer que coerência entre tokens é interpretada como sendo
uma relacdo entre bits de informacdo referentes a pelo menos urn mesmo objeto deste
dominio.

Alern disso, a ordem de informacdo e representada pela inclusdo, e se x c y entdo
pode-se afirmar quey possui mais informacdo (no minimo tanto quanto) do que x, isto 6,
x é uma aproximacao de y. Se x e y ndo sac) compardveis, x czy ou yc4x, eles nab
constituem informacdo sobre urn mesmo objeto.

Define-se o token vazio como sendo aquele que nao possui informacdo, ou ndo

informa, e indica-se por 	 . Por definicdo, ele é coerente corn todos os outros tokens

do dominio. Indica-se o conjunto coerente vazio por o . Os subconjuntos coerentes desta
teia sdo os objetos parciais ou totais. Os objetos totais sdo aqueles que contern toda
informacdo disponivel, veja [DIM96].

2.3.4 Definicao. Objeto parcial

Todo conjunto coerente, 	 , é urn objeto parcial. Assim, todos os pontos de
(cliques da teia) sac) objetos parciais.

2.3.5 Definicdo. Indice de urn conjunto coerente

Chama-se Indice de um conjunto coerente o conjunto i(x)=11{XcAIXex}.

0 indice do conjunto coerente vazio e i(0)= A .
Se i é o indice de urn conjunto coerente x entao diz-se que x é urn conjunto

indexado por i. Para todo conjunto coerente é possivel estabelecer seu indice e usar o
indice como uma propriedade intrinseca deste conjunto. Pode-se também definir classes
de indice-equival6ncia, conforme é proposto em [DIM 96].
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A definicdo de indice de urn conjunto coerente fornece a nocao de todos objetos, ou
pontos, os quais tal conjunto coerente e uma aproximacdo. Alem disso. como para cada
conjunto coerente e possivel estabelecer seu indice, é intuitivo pensar em completar estas
aproximacOes de forma a se obter urn objeto que apresente todos os tokens que
contenham este indice. Surgiu assim a nocao de objeto quasi-total. que sera apresentada
a seguir.

2.3.6 Definicdo. Objeto quasi-total

Diz-se que um conjunto coerente X EV é urn objeto quasi-total do Espaco

Coerente _ri"=(Coh(A,7-t-,A),c) se, sempre que existe y E_r	 tal que xcy e i(x)=i(y)

entdo, x=y. .

A familia de objetos quasi-totais de 	 é indicada por quasitot(.:d .
Observa-se que o objeto quasi-total é maximal para urn indice. Entretanto ndo e um

objeto total. Esta nocao e importante. pois mostra-se neste trabalho que, a funcdo de
objetos que sera definida e analisada nos prOximos capitulos, é fechada e estavel sobre
objetos quasi-totais.

2.3.7 Definicao. Objeto total

Diz-se que urn conjunto coerente X E-Qi é um objeto total do Espaco Coerente

o 1(A A ),E) se, sempre que existe y E.51 tal que xcy , entdo x y

Isto significa que urn objeto total x contern todas suas aproximacOes. Assim,
x y significa, tambern, que ndo existe nenhum token de	 que seja coerente corn

todos os tokens de x e nao pertenca a x.
Salienta-se, ainda, que urn objeto total e urn clique (subconjunto coerente) maximal

na teia	 ).

A familia de objetos totais de	 " é indicada por	 .

2.3.8 Definicao. Fecho indexado de urn conjunto coerente

0 fecho indexado de urn conjunto coerente 	 denotado por z, é definido por:

esilxcd Ai(x)=i(d))

Pode-se dizer, entdo, que o fecho de um conjunto coerente é uma operacdo de
completacclo que, quando aplicada sobre objetos parciais, resulta em objetos quasi-
totais, conforme sera mostrado no prOximo capitulo. Entretanto, o fecho nem sempre
urn objeto total. Por exemplo, seja x' E	 corn i(x') i(x). Neste caso pode ocorrer
que existam X, X' e x corn X' c X e portanto X' e X sac) coerentes, mas x'czi

Em particular, o fecho indexado do conjunto coerente vazio é o prOprio conjunto
A

coerente vazio, ou seja, 0=0 .
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3 Espacos Coerentes Gerados por Conjuntos Bdsicos

Os conceitos apresentados a seguir referem-se a construcao de um espaco coerente u ,
gerado a partir de urn conjunto basico. indicado por A' 	 Os elementos de A' sdo chamados
de elementos basicos

3.1 Teia Gerada a Partir de Um Conjunto Bãsico

3.1 .1 Definicao Relacdo de coer6ncia induzida por urn conjunto basico

Seja A' um conjunto basico, enumerdvel e parcialmente ordenado por uma relacdo de
ordem " �". Entdo, VX,Y c A' define-se a relaccio de coeréncia induzida por A' como:

X	 Y c da E X,Vf3 E Y,a,„„ R mar e	 amax,min

onde a emin(X), ct max emax( X), 13 min emin(Y) e O n. Emax(Y) .min

3.1.2 Proposicdo

VX, Y c A' , se n Y # 0 , entdo X t Y.
Prova:
Se XnY # 0, VX,Y c A' entdo por definicdo	 E X	 e	 i 3 E Y	 tal que

Ann aC amar e a,,,, a )6„,ax . Logo X A , Y

3.1.3 Proposicdo

Seja A' urn conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relacdo de ordem
" �". Entao a relacdo definida por X	 Y <=> 'da c X , Vr3	 emrn	 mar	 min	 mar

é uma relacdo de coerencia
Prova:
De fato, tern-se que esta relacdo é:

(i)Retlexiva: X , X <=> a min =	 emax

(OS imetrica: X	 Y <> a m,„ Rmaz e 13 „„n a „mx b 13 „nn a max e a min	 1" mar .	 Portanto

Y ;Z% A , X. Mostrou-se, assim, que a relacdo de coerencia induzida por A' , A , , e uma

relacdo de coer6ncia..

3.1.4 Definicao. Teia gerada a partir de urn conjunto basico A'

Sejam A' um conjunto basico. Define-se teia gerada a partir do conjunto basico A'

como sendo a teia, A (A' A .), cujos tokens são subconjuntos X c o(A') e onde	 é

a relacdo de coeracia estabelecida entre estes tokens, induzida por A' , conforme definicdo
3.1 1.

Um subconjunto x da teia A (A' A ,), gerada a partir do conjunto bdsico A' , é urn

conjunto coerente se, VX,Y E x, X	 Y . 0 conjunto de todos os subconjuntos coerentes
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da teia	 A .7=.- (A'	 , gerada a partir	 do	 conjunto	 A' , e dado por

Coh(A) = Coh(A'	 )= c A IVX,Y E x, X

3.1.5 Definicdo. Relacdo de ordem na teia A a- (A	 .

Seja A' um conjunto enumeravel e parcialmente ordenado por uma relacdo de ordem

" �". Define-se a relacdo " � 	 na teia A =-(A'	 que possibilita comparar dois

conjuntos ordenados X 1 ,X c A', tokens desta teia, como segue:

Xl = X2 , ou
x1 � X,<=>

Va,	 ,Va ,	 ,a , <a, .

3.1.6 Proposicao.

A relacdo " � ," , na teia A (A'. 	), é uma relacdo de ordem sobre A.

Prova:

A relacdo	 , na teia A E (A'	 ,,) ,e

(i)Reflexiva , VXcA tem-se que X� A X pois X = X .
(ii)Anti-simetrica, sejam X,,X,cA, se	 X2 e X2 A X, entdo por derinicdo tern-

se que Va, E X,,VCC, E X; ,a, a, e a : a, a a, = a : logo X,=X2.
(iii)Transitiva, VX, ,X, ,X, cA , se Xi	 X2 e X2 A X3 entdo por definicdo tem-se

que Va, E X,, Va, E X,, V C:C. 3 E X3,a, �_cc,, a, � a3 a a, �_a 3 logo X, � A X3 .

Portanto,"� A " é uma relacdo de ordem
Entretanto, "� " nao e uma relacdo de ordem total, pois se X I ,X2 c A tais que

X,r-)X, � 0 e tais que a i ,a, E X, in X, e a,	 or : Entdo existem a l E X2 ,a 2 E X, , mas
a, <_ a e, portanto X 1 , X. nao sào compardveis por essa relacdo.

3.2 Espaco Coerente Gerado a Partir de Um Conjunto Basic()

3.2.1 Detinicdo. Espaco coerente gerado a partir de urn conjunto basic° A'

0 espaco coerente gerado a	 partir	 da conjunto basic() A' , indicado por

4 = (Coh(A' A ,),c), é a colecdo de subconjuntos coerentes de uma teia, A (A',  A,),

parcialmente ordenados pela inclusdo. 	 Salienta-se, aqui,	 que cada subconjunto X do
conjunto bAsico, X c p(A9 , determina conjuntos coerentes unitarios ou komos do espaco
coerente , ou seja, VX c 0(24') , {ME 4 .

Analisa-se, a seguir, algumas propriedades do fecho indexado de um conjunto coerente.

UFRGS
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3.2.2 Lema

Seja x o fecho indexado de .v E . Entao. x E
Prova:

Mostrar-se-a que o conjunto It d ElxrdAi(x)=1(d)} é dirigido para a relacdo de

inclusdo. De fato, dados	 E tal que xcd i Ai(x)=i(d i ) e xcd2Ai(x)=i(d 2 ) segue

que xc d,nd, e i(x),i(di)=i(d,)=1(dii-Jd2). Portanto xc di nd, e i(x)=	 vd2).

Logo o conjunto Id E,;IxcdAi(x)= i(d)) é dirigido para a inclusdo e consequentemente

.2= UP E,IxEdni(x)=1(d)}	 , pois e uma conjunto coerente.

3.2.3 Lema

Seja 2 o fecho indexado de x E . Entao tem-se que i(x)=
Prova:

E imediata pois 4.0= i(U{d e 41x dAi(x)= i(d)})-= i(x) .

Observe que o lema anterior nos diz que todo conjunto coerente 	 x E e indice-
equivalente ao seu fecho indexado	 . Segundo [DIM 96b], a relacao de indice define
uma relacdo de equivalência.

3.2.4 Teorema

Para todo x E , x E 4 d um objeto quasi-total de 	 .
Prova:
Pelo lema 3.2.3, acima, .2E4 . 0 conjunto coerente x e.4 é urn objeto quasi-total do

Espaco Coerente se, e somente se, sempre que existe y EA tal que Yc y e i(2)=i(y),
entao 2=y. Suponha que x E .:4 nä° e urn objeto quasi-total. Logo existe y EA tal que
i-s cy e i(50,i(y). Entretanto 2#y. Logo existe Y Ey tal que,	 mas i(.2)c Y e

Seja, entao, d'=xv{ Y} . E imediato que d' é urn conjunto coerente, pois
X,VX e2. Como x c 2-, é urn conjunto coerente, entao Y X,VX ex Sabe-se,

tambem, que i(2)=i(x) e como i(X)cx , entao	 450= i(x) . Alen' disso, sabe-se que

d'	 E,11.vcdAi(x)=i(d)) , ou ainda d' =xvIncUtdef,11xcdAi(x)=i(d)}=2 .
Assim, conclui-se que Y E2 , o que e uma contradicdo. Logo 2 E4 é um objeto quasi-total
de ,4

3.2.5 Coroldrio

Para todo x Equasitot (,,") tem-se que x=2 .
Prova:
Por definicdo, xc 2=U td E41x d Ai(X)=1(d)) . Para :nostrar que 2cx, considere-se

Y Ex . Entdo existe d'	 , corn xc d' e i(d') = i(x) , tal que Y Ed' . Portanto i(x) c Y e
consequentemente Y Ex . Logo x = 2 .
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Esta proposicao salienta que a operacdo fecho é fechada. tambem, para os objetos
quasi-totais do espaco coerente

3.2.6	 Definicdo. Conjunto de tokens ligados a um elemento basic°

Seja A' o conjunto dos elementos basicos, a partir do qual se gera a 	 teia

A L.= (A', A ,) . Para cada a' E A diz-se que xfx,={XEAla'EX) e o conjunto de tokens
ligados a a', ou, o corn/into coerente ligado a a' . A familia dos conjuntos de tokens

ligados a a' 6 denotada por X i ,, ou seja, X 4 , ---{xa.

3.2.7	 Proposicau

i(x„,)=1({XGA}a'EX))=fal .

Prova:
Segue imediatamente da definicdo

3.2.8	 Proposicdo

x,, e lot (

Prova:
Prova-se por contradicdo. Suponha que x,, tot (R1). Logo, existe y E tal que

mas	 Existe, entdo, YcA', tal que YG.),,Yer„, Entretanto isto leva a uma

contradicdo, pois forcosamente a' EY . Logo Ycxa, . Provou-se, assim, que xa, E tot (4).,

3.2.9	 Proposicdo

= x

Prova:
Primeiramente, xa, c i-„, , por definicdo de fecho indexado de um conjunto. Mostrar-

se-a que 2a, xa, . De fato, seja YE	 . Entdo, existe d' E , corn x,,,cd'e i(d9=i(x„,),

tal que Y Ed' . Logo, {a r }cY e consequentemente YEx a , . Portanto xa, =

Esta proposicao nos diz que o fecho de urn total, alem de ser urn objeto quasi-total, 6,
tambern, um objeto total.

Mostrou-se, na proposicdo 3.2.8, que os pontos da familia Xx -Axce	sdo

(objetos) totais, ou seja, dado a' GA' , xa, concentra toda informacdo sobre a' . Assim todo

subconjunto prOprio .rcx	 uma aproximacdo de x„,. Existem, entretanto, objetos totais

em	 que nao pertencem a importante familia XA ,-+,,, EA'}, isto e, que nao estdo

ligados a alguin elemento basico de A' . Portant°, o indice de tais conjuntos coerentes,
embora constituidos de tokens, nao constituem urn token. Tal estrutura sera analisada a
seguir
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1.2.10 Definicdo. Conjunto de tokens nao-ligados a urn element° basic°

Sejam A' o conjunto dos elementos basicos a partir 	 do qual se gera a teia

A =	 Chama-se conjunto de tokens nao-Itgados a um element() basic° todo objeto

total de ; cujo indice é urn coniunto unitdrio formado por um elemento que nao pertence ao

conjunto basic° A' . Denota-se por x	 GAPa,,a, EXcom a, <a'<a 2 } o conjunto dos

tokens ligados a a' . A familia dos conjuntos de tokens ligados a a' e denotada por

ou seja,	 Pode-se dizer, ainda, que 	 ou seja, X7 é o

complemento de X .

1.2.11 Proposicdo

.

Prova:
Segue imediatamente da definicdo

1.2.12 Proposicdo

x– E tot ( ).

Prova:
Prova-se de forma analoga a proposicdo 1.2.8

1.2.13 Proposicdo

Xa = a = x, .

Prova:
Andloga a proposicdo 1.2.9.

1.3 Funciies no Espaco Coerente Gerado por Conj unto Basic°

Define-se, a seguir, os trés tipos de funciies de um espaco coerente gerado a partir de
um conjunto basic°. Alern disso, pode-se dispor de uma visa() geral do processo de
construcdo destas funcOes, a partir da representacdo grafica apresentada ao final deste
capitulo.

1.3.1 Definicdo. Funcao de Tokens

Sejam A' ,B' conjuntos basicos, a funcdo basica	 e as teias A = (A' ,- A ,) e

B (B' „,) geradas a partir de A' e B'	 Define-se a .fiorccio de tokens, X,:A—>B , por

XX={k'(a)EB aGX .
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3.3.2 Definicdo. Pre-funcdo de objetos

Sejam os espacos coerentes =	 e = (Coh(B',B,),c), gerados a

partir dos conjuntos basicos A' ,B' respectivamente. Define-se a pre-faccio, X:	 - , por
Xx=1XXE 1XEx}.

3.3.3 Definicdo. Fungdo de objetos

Sejam os espacos coerentes = (0)11(A' A , ),c) e = (Coh(B'	 ),C) , gerados a

partir dos conjuntos bdsicos A' ,B' , respectivamente. Define-se a fitticilo de objetos,

X: —> , por:

Xx = {XXE-1Xex},sex pasta();

Xx- = U{d E	 i(d) A Xx c d}, caso contrario.
A

onde Xx corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fungdo X .Pode-se considerar as
restricOes da funcdo de objetos em relacdo aos tot( .:) e aos pasitot( ).

3.4 Relaeao de Ordem em

Finalmente, pode-se estender a definicdo de relacdo de ordem para urn espaco coerente

4 = (Coh(A'),c) gerado a partir de A' , e estabelecer comparacOes entre os pontos

x, ,x 2 c A , objetos deste espaco coerente.

3.4.1 Definicdo. Relacdo ".� ,", no espaco coerente A

A relacdo "menor ou igual" em ,, indicada por ",", e definida da seguinte forma:

{x i = x, ou

X I < X <=>3

3.4.2 Proposicdo

A relacdo " �.," no espaco coerente, 	 = (Coh(A' a , ), , e uma relacdo de ordem.

Prova:
De fato, a relacdo	 em é:
(i)Reflexiva: Vx c A e, x =x. Logo, x	 x.
(ii)Anti-simetrica: Sejam x i ,x2 c	 se	 x, �_, x2 e x2 � , x,, entdo, por definicdo,

x,	 ou 3X„ X,' E x 1 ,3X 2 , X. E x, , X, < A X, e X; < A X,' . Logo, pela relacdo de

coeréncia induzida da teia A (A', ,,) , tem-se X; X , a X; n X, # 0 e da mesma

forma X,' X, a X; n X2 # 0. Seja X; n X, = X;' e XZ nX, #	 Isto é uma
contradicdo pois Xi"< A X2 < A X;' e X; ' ‹A X; < A X," . Logo x, x„.

X ( x)

X < X <=>
d	

4 2	 X1 e x 322 e X2 ,X 1 < A X
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(iii)Transitiva: Suponha que t iri ,x„x3 c	 x � , x, e x2 � ,x3 . Entdo. por definiedo,

que JVI E x, ,3X 2 ,	 E x„3X3 E X,	 X, e X; <„ X3.

Como X. X.	 entdo . X; n X2 # 0 . Seja. entdo,	 n X2 =	 assim tem-se

.7(. 1 ,EX3 E X 3 ,	 X, < x X;'< X,. Portanto x, 	 x3.
Observa-se, entretanto, que esta relaedo de ordem nao e total. De fato, suponha que

x,={X, },x 2 #1X 2	tal que Xi nX,=X; #0 ,	 corn .r 1 ,x 2 c	 Entdo .v 1 x 2 ndo sdo

compardveis por esta relaedo de ordem.
Por fim, encerrando este capitulo. apresenta-se uma representaedo gra.fica composta de

todas as funeOes envolvidas neste processo de construed°. de forma a se obter uma
visualizaedo da estrutura que se esta propondo. No prOximo capitulo analisar-se-a essas
funcOes, bem como suas propriedades intemas, sejam elas algêbricas ou relacionais.

FIGURA 3.1 - Construed° das funeOes de objetos entre espaeos coerentes.
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4 Espacos Coerentes de Intervalos

4.1 Teia de Intervalos

4.1.1 Detinicdo. Pr6-Intervalo

Em [DIM 96b] define-se pre-intervalo como a estrutura 	 X = (X',<	 onde

X' c A' , denominado de alcance X, é qualquer subconjunto de A' para o qual sempre
que a;,a,' E X', entdo todo a E A' tal que a; ,, a � ,, cc; tern-se que a E X'. A
relacdo de ordem, � x , é uma restricdo da relacdo de ordem	 em A'

Se X' = 0 entdo O = (0,0 e a notacao para o pre-intervalo vazio. Se

X' = A' entdo A' = (A', A ,) é a notacdo para o pre-intervalo imprOprio.

4.1.2 Definicdo. Interval°

Seja A' urn conjunto enumerdvel e parcialmente ordenado por uma relacdo de
ordem "	 Urn intervalo é uma estrutura composta de um subconjunto X c A' que
verifica as seguintes condicOes:

inf X = p e sup X = q ,
Va i ,cc, E X tem-se que Va E A', se a, a a, ent53 a E X .
Neste caso p e q sào chamados extremos do intervalo X denotado por:

X =[p,q]=([p,q], �1pq1)= {a e A' I al a 	a2

Se p = q = a o intervalo X = [a,a] e denominado intervalo pontual e pode ser
denotado simplesmente por a .

IA' e definido como o conjunto de todos os intervalos basicos de A'.

4.1.3 Detinicao. Teia sobre IA

Seja IA' o conjunto de todos os intervalos basicos de A'. A teia A = (IA' ,,- 4)

construida tomando-se cada token como um intervalo basic° X e a relacdo de coerencia
induzida, definida em 3.1.1, neste caso é expressa por:
[p,q] : A [p' ,q1<=> V a e[p,q],V a' e[p r ,q1,p � q' e p'	 <=>[p,q] n [p' ,q1 � 0

Todo subconjunto coerente x desta teia é um conjunto de intervalos. 0 conjunto de
todos os subconjuntos coerentes de A e denotado por Coh(A). Tem-se entdo:

Coh(A)=Coh(lA,,.--:: 4 )={xcAIV 1p,q1,[p r ,q , loc,	 „[p,,q,]1 .

4.1.4 Definicao. Relacdo de ordem na teia A.

Seja A' urn conjunto enumerdvel e parcialmente ordenado por uma relacdo de

ordem " �". Define-se assim uma relacdo "� A " na teia A = (IA'	 que possibilite

comparar dois intervalos [p,q],[p' 	, tokens desta teia, da seguinte forma:
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[p,cdip t ,q t ], ou

[p,q]<{pt,q' <=>q<pt.

onde p,q,p',ci t e_24 1 .

Em [DIM 96b] esta demonstrado que esta relacdo é uma relacdo de ordem.

4.1.5 Definicao

Se X c A' é tal que X = 0, define-se entdo [ ] — (0, � 0 ) onde a relacao �0 é

uma restricdo da relacdo " � A " .

4.2 Espacos Coerentes de Intervalos

4.2.1 Definicao. Espaco Coerente de Intervalos

0 espaco coerente = (Coh(IA',7 .4 ),C) é a colecdo de subconjuntos coerentes de

intervalos de uma teia A	 (IA'	 ), parcialmente ordenados pela relacdo de inclusdo

4.3 Funciies no Espacos Coerentes de Intervalos

4.3.1 Definicdo: Fungdo de tokens

	

Sejam A',B'	 conjuntos	 bAsicos	 e a	 fungdo	 Sejam tambem

Acp(A t ),Bc(3(B')	 e as teias A	 (IA' ,--	 e	 B	 geradas a partir de

A' eB'. Define-se a fungdo de tokens A.:A —> B por:

min A'a,max A'a se min A'a, max A'a E B', e
cr ek-q i	 . 4P-q ]	 a4P-qi	 cre[P.qi

1,	 caso contrario.

4.3.2 Definicao. Pre-funcao no Espaco Coerente dos Intervalos

Sejam IA',IB' o conjunto de todos intervalos basicos de A',B' respectivamente, e a
funcdo bdsica X.': A' -> B'. Sejam A c p(A'),B c 0(B') Sejam tambern as teias

A L-=_ (IA' A )	 e	 B 2-=	 B)	 e os correspondentes	 espacos coerentes

= (Coh(IAt,,=, A ),c) e l8 = (Coh(lBt,--B),c_). Define-se a pre-funcdo de objetos

X.:A —> 6 por:

Xx = {24p,q1E	 [p,c] x 1.
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4.3.3 Definiedo. Funedo de objetos no Espaco Coerente dos Intervalos

Sejam IA' IB' o conjunto de todos intervalos basicos de A' , B' respectivamente, e a
tuned.° bdsica X': A'	 B' Sejam	 A c .cd(A	 o(B') Sejam tambem as teias

A (IA', A	 e	 B	 B ' B )	 e os correspondentes espacos coerentes

= (Coh(IA' 4 ),c) e = (Coh(IB' B ),C) Define-se a funedo de objetos

por

kx={4p,q1a: [psdav se x Gquasitot(1),

Xx=U{d 04— (d)AXxccil caso contrario.
A

onde Xx corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-tuned° X .
Salienta-se que todas as proposicOes e definicOes apresentadas na primeira seed°

deste capitulo sdo validas no Espaco Coerente dos Intervalos, considerando-se para tal
que cada token e urn intervalo de elementos basicos do conjunto A'

4.4 0 Espaco Coerente de Intervalos Racionais

4.4.1 Definiedo. Teia sobre 10

Seja o conjunto dos Racionais, 0, e a relacdo de ordem em Q,	 . Seja IQ o

conjunto de todos os intervalos racionais. A teia	 ) é construida tornando-se

cada token como urn intervalo rational e a relacdo de coeréncia induzida, definida em
4.1.4, neste caso é expressa da mesma forma por:

[p,q]qp' ,q1<:=>b' ctElp,q],V a' e[p' 	 e p' �cia[p,q]cip' ,q11�0
Todo subconjunto coerente x desta teia e um conjunto de intervalos. 0 conjunto de

todos os subconjuntos coerentes de 10 é denotado por ('oh(IQ). Tem-se entdo:
Coh(10)=C oh(I0	 IO IV[p,q],[p' 	 [p,q]qp ' 41} .

4.4.2 Definiedo. 0 Espaco Coerente de Intervalos Racionais

Seja (.1Q, ,=) a teia de intervalos racionais. 	 Denomina-se Espaco Coerente de

Intervalos Racionais, II0 , o dominio de Girard constituido pela colecdo de subconjuntos

coerentes da teia	 ordenados pela inclusdo, isto é, IIQ4Coh(IQ,4c) .

Em [DIM 96b], o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais estd definido como
uma estrutura algebrica ordenada, de tal forma que a definiedo das operaceies algebricas
e da relacdo de ordem para os objetos parciais sdo herdadas da prOpria estrutura
algebrica e ordenada do Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tem suas
operacOes e relacOes de certa forma herdadas dos racionais. Algumas destas definicOes e
consideracOes sdo necessarias para o desenvolvimento deste trabaiho, e sdo apresentadas
a seguir.
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4.4.3 Definicdo. Conjunto de intervalos racionais li gado a urn numero racional.

Sejam 0 o conjunto dos racionais e /0 o conjunto dos intervalos racionais. Para

cada racional rE0 diz-se que x Ap,q1e1Qp�.1 . �q} e o conjunto dos intervalos

racionais ligados a r.
A familia dos conjuntos de intervalos racionais ligados a r é denotada por Xo , ou

seja, XQ ={x,, EQ}

Como os pontos desta familia sào objetos totais. dado rEQ, xr concentra toda

informacdo sobre r, assim como todo subconjunto prOprio xcx r é uma aproximacdo de

xr

Existem entretanto objetos totais em 110 que rid° pertencem a importante familia
X Q , isto e, que nab estdo ligados a algum racional. 0 indice de tais conjuntos coerentes,

embora constituidos de intervalos racionais, ndo constituem urn intervalo racional.
Dimuro, definiu este indice como sendo o pre-intervalo racional vazio. Como exemplo,

seja x={[p,q]E1Q(1)�0v(p>0Ap 2 <2))n(q>0Aq >2)} Tem-se que retot(110) mas

4.4.4 Definicdo. Conjunto de intervalos racionais nao-ligado a urn numero racional.

Chama-se 110 o Espaco Coerente de Intervalos Racionais. Define-se conjunto de
intervalos racionais nao-ligado a urn numero racional ao conjunto formado por todos os
objetos totais de II0 cujo indice ndo e urn numero racional ou um intervalo pontual
racional

A familia dos conjuntos coerentes não-ligados a racionais , denotada por	 é

dada pelo conjunto X,={.x-etot(I10)1i(x)eQ).

Pode-se dizer que o conjunto X Q ctot(IIO) estd identificado corn o conjunto dos

Q
rnimeros racionais Q, e da mesma forma que o conjunto X -= t ot(110)—X0 esta

identificado corn o conjunto dos nnmeros irracionais.
As proposicOes demonstradas nas primeiras secOes para os objetos totais e quasi-

totais de urn espaco coerente, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.5 como tambem 3.2.8 e 3.2.9, em
particular, sdo vdlidas em IIQ.

4.4.5 Definicdo. Intervalo Racional Positivo

Chama-se de intervalo racional positivo todo intervalo racional [p,delQ tal que

p>0 . Se q<0 entdo o intervalo e negativo, e se 04p,q], isto e, p<-0�q , diz-se entdo

que [19,q] é urn intervalo racional que contêm o 	 0 conjunto dos intervalos

racionais positivos de IQ é dado por /0,={[p,q1E1Olp>01c/0.
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4.4.6 Definicdo. Ponto Positivo

Seja /0„ o conjunto dos intervalos racionais positivos de IO. Chama-se de ponto

positivo ou conjunto coerente positivo todo conjunto coerente de intervalos racionais

xEII0 tal que existe xE110 tal que existe [p,q1ex corn [p,q]E10„.. Quando existe

[p,q]ex tal que [p,q] é interval() racional negativo. diz-se enfalo que o ponto xe110 é

negativo, e se A- E110 ndo e ponto positivo nem negativo diz-se que x e um ponto que
CC aproxima" o numero racional zero. 0 conjunto dos pontos positivos de 110 é dado por

II0,„={xElIOP[p,q]Ex tal que [p,q1E101,051E110

4.4.7 Definicao. Espaco Coerente de Intervalos Racionais Positivos

Seja o conjunto dos racionais positivos, Q , e a relacäo de ordem ern 0, retrita ao
conjunto	 � Q_. Seja IQ , o conjunto de todos os intervalos racionais positivos. A

teia A,	 ) é construida tomando-se cada token como urn intervalo racional e a

restricao da relacdo de coeréncia induzida, definida ern 4.4.1 .
0 conjunto de todos os subconjuntos coerentes de A é denotado por Coh(A).

Analogamente, o conjunto de todos os subconjuntos coerentes de intervalos racionais

positivos é indicado Coh(A,)=Coh(Ia 	 xcA 1V[p,g],[p' 41Er,

Denomina-se Espaco Coerente de Intervalos Racionais Positivos, IIQ+ , o dominio

de Girard constituido pela colecdo de subconjuntos coerentes da teia A 410_ „

ordenados pela inclusào, isto é, HQ,=-4Coh(Q,4c).

4.5 Functies no Espaco Coerente dos intervalos Racionais

4.5.1 Definicao. Fungdo de tokens em IIQ

Sejam110.(Coh(I0,44 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e a fungal()

basica nos racionais,X': 0 —> 0. Define-se a funcdo de tokens k:	 ---> IQ por:

41),g], 
min A'a , max A'a se min A'a, min A'a E 0, e

a 4P,q l	 _

1, caso contrario.   

4.5.2 Definicao. Pre-fungdo em IIQ

SejarnII04Coh(I0,4c), o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais , a funcdo

basica nos racionais,X':0 -+ Q e a fimcdo de tokens A...10 --> 10 . Define-se a pr6-fungdo
de objetos X: IIQ ----> IIQ por:

Xx=tX[p,q]ElIQ I [p,q]ex .

LIFRGS
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A

Xx, caso contrario.
X(x)=---
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4.5.2 Definiedo. Pre-tuned° em 110

Sejam110=-(Coh(10,,--),c), o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais , a tuned°

basica nos racionais,k i:0 —> 0 e a tuned° de tokens X:10 —> 10 . Detine-se a pre-funedo
de objetos X:110 —> II() por:

Xx={24p,q1EII(2 [p,*x }

4.5.3 Definiedo. Funedo de objetos em 110

Sejam1I0=--_(Coh(10,--4c), o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais , a tuned°

basica nos racionais,V: 0 —› 0 e a tuned° de tokens X:10 -+ 10 . Define-se a funedo de

objetos k:110-->110 por :

A
onde Xx corresponde ao fecho indexado da imav,em da pré-funedo X .
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5 Funciies em Espacos Coerentes

Como dominios, os Espacos Coerentes sao as estruturas mais simples e intuitivas
para modelar a noc -ao de aproximacdo e sobre a qual pode-se	 definir modelos
apropriados de computacdo. Busca-se assim representar os tipos de dados como
conjuntos	 coerentes,	 Coh(A),	 parcialmente	 ordenados	 pela	 inclusdo,

= (Coh(A,,-z 4 ),c), e as funcOes computaveis por certos morfismos de um dominio em

outro.
Estes morfismos sdo funcOes que satisfazem trés propriedades importantes: alern de

serem continuas no sentido de Scott,[SCO 82], preservam (intersecOes) conjuncOes
limitadas superiormente ("pullbacks") e tambem comutam corn uniOes arbitrarias. 0
estudo destas propriedades definidas como continuidade, estabilidade e linearidade, bem
como seu inter-relacionamento corn as propriedades algebricas e relacionais do conjunto
basic() que gera a teia, constituem o principal objetivo deste trabalho.

Define-se a seguir as funcOes envolvidas no processo de construcdo bem como sua
andlise expressa em proposic6es e propriedades.

5.1 A Construcäo das Funciies em Espacos Coerentes Gerados por Conjunto
Basic()

Sejam	 os conjuntos basicos A',B' e a	 tune -do X.': A'	 B'. Sejam

Aco(A'),Bco(B').	 Sejam tambem	 as	 teias A	 e B (B,r=z. ․ )	 e os

correspondentes espacos coerentes 	 (Coh(A,;:: 4 ),c) e	 Lc).

Considere-se tambem:
A func -do de tokens X:A-413 onde X.X=IX'ae.BIctEX .

A pre-func -ao	 —>	 onde Xx = {XX E 1XE x

A funcao de objetos X: —* 'B onde

Xx=1XXE031Xax } se x(plasitot();
X(x)=

Xx=U{de',3i(Xx)=
A

sendo	 o fecho indexado da imagem da pre-tune -do X .
Pode-se observar que:

A restriedo de A,' a um subconjunto X c A' tern como conjunto imagem, a imagem
de X aplicado a func -do A., isto 6, AIX] = ?n.X

A restricao de A. a urn subconjunto xcA tern como imagem, a imagem de x pela
tuned() X, isto e, Xix] = Xx.
A pre-funcao X:54 -4 ti3 nao e total quando restrita aos objetos totais de l , entretanto
sua composicao corn a func -do fecho é uma func -do total para quasitotG4).

A prova de que estas tune -6es est -do bem definidas em seus respectivos dominios é
apresentada nas prOximas proposicOes desta sendo.

i(ti)AXxcd} caso contrario.
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5.1.1 Proposicao

Sejam os espacos coerentes	 Coil(	 - =(Coh(	 B),C) . A fungdo
A

fecho,	 é total.

Prova:
Esta funcao esta bem definida e e total, e sua prova decorre imediatamente das

proposicaes 3.2.2 e 3.2.4 anteriormente demonstradas..
Observa-se entretanto que esta fimcdo ndo é sobrejetora, pois apenas os objetos

quasi-totais de	 - sera° imaens de objetos do dominio.

5.1.2 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes	 = (C oh( A ,	 e	 (C oh( B , „),c) . A funcao de

tokens X: A	 B é total.
Prova:
Se X': A' -> B' é total entdo {cc E iVIAACC) •0 = A', ou seja, todos os elementos de

A' sào definidos. Portanto qualquer que seja a restricdo sobre V, onde X c A',

XV() -= XX esta bem definido, ou seja, {X E AI X( X ) = A . Assim X: A —> B definida

por: XX =	 E B a E XI e tambem total. Se agora X': A' —> B' ndo é total então

a E A 'IAA a ) T , ou seja, A' (a) S B'	 Assim, X = {a} e XX={X'(a)IcceX}={ }, isto

e, i'[X]=AX={ e portanto	 e B , ou {X e AIX(X).0 = A. Mostrou-se entdo que

X: A —> B é sempre total. .

5. 1.3 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes	 (Coh( A , ,),c) e N = (Coh(B;&,,),c). A pre-

funcdo X:	 -->	 definida por Xx = {XX E	 Xex}é total.
Prova:
Se x # 0 entdo	 E x tal que XX esta, ou ndo, definida em B, isto é,

A.X•1, p AX E Xx ou X.XT p X.X	 X.x. Se VX	 entaio	 = 0, caso contrario,
se ])( E x,a.X	 entdo Ax = {XX E IXex }. Portanto, Vx E A,3Xx E 3, o que prova
que X: 4 —> (8 é total.,

5.1.4 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes	 = (Coh( A ,),c) e e = (Coh(B B ),c) . A funcao de

objetos	 —>d3 definida por:

Xx={XXet8 I Xex } se x (aprasitot(0;

Xx =UP et8 ni(Xx)=4(.49AXxc_cl) caso contrario.

é total.
Prova:

f ft G S
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X(X)=
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A prova é imediata a partir do lema 1.2.2 e proposicdo 5.1.3. Em particular, se
A

.1( 0, pela definicdo 3.2.16, X(r)= X0= 0 c

5.1.5 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes 	 e	 e a pre-

fungdo X: —> , definida por Xx=1X,XeflXexl., =	 E Xx =	 = {0} se, e

somente se, X': A' -4 B' e total.
Prova:
Suponha-se que	 X.': A' —> B' nao e total, ou	 seja, 3a E	 Entdo,	 por

definicdo, X,{a} = 0	 e logo { a } E,N 0 = {x e Xx	 O} o que implica ,t; 0 # {0} .

Portanto, provou-se, pela contra-reciproca, que se 	 . = {x E AiXx =	 = {25} entdo

X': A' —> B' e total. Por contradicao prova-se a seguir que, se X': A' —> B' é total entdo
= {x E .. 1	 =	 {o}. Suponha-se que hi: A' —> B' é total e y	 # {0) , logo

E Xx = 0 A x# 0 que implica	 ]X e xlAX T, ou ainda, a e XIA	 o que

uma contradicdo pois por hipOtese 	 A'	 B' é total..

Analisa-se agora a imagem da funcdo de objetos 	 quando aplicada sobre os
objetos totais do espaco coerente, e busca-se uma generalizacdo de que a funcdo

X:	 restrita aos totais e fechada. Observa-se que esta andlise é importante para este
trabalho, tendo em vista que um dos objetivos deste trabalho é a construcao das funcOes
elementares reais a partir das funcOes de objetos no Espacos Coerentes de lntervalos
Racionais.

5.1.6 Teorema

Para todo xerot(1), iretot(,.
Prova:
Se rEtot(II0) entao pode ocorrer duas situacaes: reX A , ou .1-EXT Mostra-se

que ambas tem imagem nos tote), quando e aplicada, sobre estes, a fimcdo 	 .

Suponha-se primeiramente que xEX A , , logo x=x„,cte0 Entdo tern-se que:

kx-=kx„, =X{ X GAfrnitia�_a'�maxa}

= ok{XeAlmincc �a.'�_maxa}

4X{XeAlmina�a'�maxa})

A
,InTEAoina.'(a).�X'(a')�_maxA.,'(a))

, se X'(a)EA', 'xx,„,, se X'(a)EA'

Xxx ,a,, se Aja)vl'.	 se i'(a)A'

Assim, para todo xGX,,, Xxetot(4).
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	Seja agora x EX Q- , logo tem-se da mesma forma que x=x-a' ,a'	 Entdo:

-,--	 (
Xx=A.x a , =Xi X E.A lmina<a'<maxa}

= oX{X eAmitia<cc'vnaxa}
A

=_- (x{ X EA onna<a '<maxa})

A

= {XXEAkninX r (a)<A, '(a ')<maxX '(a)}

Xx	 se X'(a)EA',	 .„,, se X.'(a)cA'

se A,	 '	 	  se X, '(a) A '

Assim, se xcX- entdo tambem obtem-se que krctot(41), pelos proposicOes 3.2.8 e. 4'

3 2.12 e pelos lemas 3.2.9 e 3.2.13, ticando demonstrado o teorema.

5 1 7 Proposicdo

	

Sejam os espacos coerentes = (Coh( A, 4 ),c) e = (C oh( B	 ),C), e a funcdo

de objetos X: /, --> .7 definida por: 

Xx={ AX cic I Xcl- se xvquasitotG);
A

Xx=U tcl ei4X4=i(d)Akxc_d} caso contrario.
X(x).= 

= {x c 4kx= 0} = (0) se, e somente se, A' —> B' é total.

Prova:

Aplicando-se a definic:ao da fungän objeto X , deve-se considerar duas situagOes:
(i) x, ,x, cquasitot(.0 , e neste caso pela proposicdo 5.1.5 completa-se a prova.

A
(ii)x,,x, equasi tot (4) Assim k(x)=	 <=> X(4=	 e pela definicão 2.3.8 tem-se

X(x) =	 . A proposicdo 5.1.5 completa a prova..

Analisa-se a seguir como algumas das propriedades externas das funciies bdsicas,
como a injetividade, que se propagam no processo de construcao e determinam
propriedades internas das funcOes de objetos entre espacos coerentes, bem como das
demais funcOes envolvidas, como a pre-funcdo e a fimcdo de tokens.

5.2 Injetividade no Processo de Construcao das FuncOes entre Conjuntos
Coerentes

5.2.1 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes a = (Coh(A,4),c) e (.B = (Coh(B,^ B e a pre-

funcao X:k1 --> , definida por Xx = 	 E 031 X E x 1. Se X:A	 injetora entdo

= {x	 = 0} = 10).
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Prova:

	

Usando-se a contra reciproca. se 	 = {x E fix =	 -� ;01 entdo tem-se que

	

3x EArXx={0} =XØ o que prova que 	 -+ nao e injetora. Logo a proposicdo

5.2.1 6 \Takla..

5.2.2 Proposicdo

CoM B ,),c), e a funcäo

	

Sejam os espacos coerentes	 (Coh( A ,),c

de objetos	 definida por:

Xx={X.Xei I Xex se x,5cptasitot(A),

Xx=U{de i(Xx)—i(d)Akccd} caso contrario.
(x),

— ,	 --
Se	 )3 e injetora entdo	 =	 e,n fix =	 = {0}.

Prova:

Usando-se a contra reciproca, se 	 . = {x e	 = 0} # {0} entdo tern-se que

x	 X.x = {0} = X0	 o que prova que A,: —> c nao é injetora. Logo flea

provada a proposicdo .

5.2.3 Proposicdo

Sejam X': A' —> B' e a funcdo X:A—> B definida por: AX={2,..'aeB aeX	 A. é

injetora se, e somente se, A,' é injetora e total.
Prova:
Demostra-se	 a ida. usando	 a contra-reciproca. Se A! nao é 	 injetora eat-do

E A' , corn a, 7-̀ a, , mas A' (a,) = A '(a2 ). Logo X = ta, I #	 = Y mas

AX = AY , e portanto X.:A— >B nao e injetora. Da mesma forma. se X.': A' —> B' nao e

total, a e il'1(2 'a) T e portanto x{a}={ }=X{ }, e assim X:A— >B também nao é

injetora.
Para provar a volta, deve-se mostrar que se X' é injetora e total, VX,,X, E A tem-

se X( X ,)= ?,(X,) entdo X, = X2 . Prova-se por contradicdo, ou seja, suponha-se que
é injetora e total, e tal que	 X2 E A, X, # X, e tais que k(X1)=X(X2). Entdo,

existem a, e	 X2,a, E X,— X1 ,	 tais que duas situacOes pode ocorrer: ou
?Act, ) = 2C(a 2 ), o que é uma contradicdo, pois por hipOtese A.' e injetora; ou entdo nao

possuem imagem ern B, isto e, ou	 'al	 ou A' a, T , ou ambas são indefinidas, o que

tambem e contraditOrio pois	 é total. Portanto X é tambem injetora.

5.2.4 Proposicao

Sejam os espacos coerentes 	 = (Coh(24,--zi,c) e =	 ,),c). A pre-

funcdo X:54 —>	 definida por Xx = {AX E	 X E x } e injetora se, e somente se,
X,': A' —> B' é uma funcdo total, injetora.

Prova:
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Mostra-se primeiramente, por contradiedo, se X': A' --> B'	 é uma funedo total,
injetora entdo X:	 —> -e injetora. Para tal, seja X': A' -p B' e uma tuned.° total, injetora.
E suponha-se que	 -->	 detinida por Ax {X.X E 	 X E	 ndo é injetora. Entdo
existem

	

	 # x, tais que X(x,) = X(x,). Neste caso podem ocorrer duas
situacOes, e ambas levam a uma contradiedo. De tato, na primeira, tem-se que

X„ tais que AX, = AX2 , ou seja, kA —>B rid° é injetora.
Portanto, pela proposiedo 5.2.3 , anterior, X': A'	 B' tambem ride e injetora, o que
contraria a hipOtese. 	 No segundo caso, ]X, E x ,1AX T , o que implica em que

]cc E X, 1A,'(a)1‘, portanto X': A' —> B' ndo é total. Agora, para mostrar a volta, isto e,
se X: —> - é injetora entdo ?c': A' —> B' é uma tuned° total e injetora, aplica-se a
contra-reciproca. Se X': A' -4 B' ndo e uma funcdo total entdo pela proposiedo 5.1.7,

tem-se que	 = {x c Xx 0} # {0} , ou	 nao e	 injetora pois

E 41tx = {0} =	 ex	 0..

5.2.5 Proposiedo

A funcào fecho indexado,	 , definida por	 2=Utti	 d (X) (d)} ,

restrita aos objetos quasi-totais de	 é injetora
Prova.
Suponha-se que x,,x, Equasitot	 entdo z, =x„.2, =x„ . Assim, se 2 1 =2'2 entdo

x, = x, consequentemente a funedo fecho e injetora.

5.2.6 Proposiedo

Seja a pre-funedo	 injetora. Entdo tern-se que Ii(X,(4)) = X,({/(x)}).

Prova:

Sabe-se que	 X({i(x)})= X(n{iVc A'IX ex}) . Como a pre-funedoX:A—>ri

injetora, pelas proposiebes 5.2.3 e 5.2.4 tern-se que a tuned° de tokens X:A —> B é

injetora, portanto X({i(x)})= x({n{x,241 1 X ex}})= {flfxx,B,Ix.x1}=_-{i(X(x)))

5.2.7 Proposiedo

Seja a pr6-fimedo X:7;	 6 injetora. Se i(x ,) � .(x) entdo i(X(x, )) � .(X,(x 2 )) •
Prova:

Suponha-se	 que i(x 1 )# 	 pela injetividade	 de X	 tem-se que

X({i(x, )}) � 4{i(x2 )}) e pela proposiedo 5.2.6 i(X(x,)) � 4(x2 )) • •

5.2.8 Proposiedo

A

A funedo composta A.:34—>68 restrita aos objetos quasi-totais de A e injetora se,
somente se, a pre-tuned° X:A—>(.8 e tambem injetora.

Prova :
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Sejam x ,x, equasitot ( ) entao se x 1 � x, tern-se que /(x 1 )# i(x 2 ) . Da

injetividade da pre-funedo X:1—*	 tern-se X({i(x,)))=X,({i(x2)}), e pela proposiedo
A	 A

5.2.7, i(X,(x 1 ))# (X(x 2 )) . Logo, por definicdo X(x1 ) � 4x2 ) ou (4x 1 )=( Xx2).

A

Portanto X:)4—> - 	 restrita aos objetos quasi-totais de 	 e injetora. Prova-se a volta por
contradicao,	 supondo-se	 que	 X:	 nab é injetora.	 Entdo existem

A A	 A

x,,x2 Equasitot ( ), x, =x, tais que Xx, = kr : portanto Xx, =Xx, e 	 - restrita

aos objetos quasi-totais de	 ndo é injetora. Provou-se entdo a validade da proposicdo.,

5.2.9 Proposiedo

Sejam os espacos coerentes 	 =	 4),c) e = (Coh(B,	 B ),c). A tuned°

X: —>th , definida por

Xx=tAXE- Xec se xoquasitot(4);
X(x),

Xx=U{dE i(Xx-)=iP)Akxcd} caso contrario.

é injetora se, e somente se, X': A' —> B' é uma funcdo total, ou a pre-funcdo furled° X é
injetora.

Prova:

Aplicando-se a definicdo da furled° objeto X , tern-se que considerar duas situagOes.

(i) x, ,x,	 quasitot(A) . Neste caso tern-se que a funedo objeto X coincide corn a

pre-tuned° X , e pela proposiedo 5.2.4, X é injetora se, e somente se, a pre-funedo X é
injetora, ou seja, se, e somente se X': A'	 B' é uma tuned° total, injetora.

(ii)ou	 Equasitot(.). Agora X coincide corn a tuned° X , logo tem-se que
A

X(x)=X(x). Assim pela proposicOes 5.2.8 X é injetora se, e somente se, a pre-tuned°

tuned° X é injetora, ou ainda, pela proposicdo 5.2.4 se, e somente se, ?\': A'	 B' e uma
funedo total, injetora . Ou seja, quando a tuned° composta, construida a partir da funcdo
fecho e da pre-funedo de objetos, é injetora..

5.2.10 Proposiedo

Sejam os espacos coerentes 4 = (Coh(A, , 4 ),G) e =	 e a pre-

funcão X:A1	 6, definida por Xx {X.X E 031X E x }. X:A —÷ 6 é injetora se, e somente
se, 40 = {x	 Xx = 0} = {0} e X': A'	 B' é injetora .

Prova:
Aplicam-se as proposicOes 5.1.7 e 5.2.9. .
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5.3 A Linearidade das FuncOes entre Conjuntos Coerentes

As proposicOes apresentadas a seguir, que completam este capitulo, tem por objetivo

analisar a linearidade da fungdo objeto	 , tendo em vista serem estas os morfismos
da categoria em estudo. Segundo Girard_ [GIR 96], uma fungdo objeto e linear se é estdvel e
verifica a condicdo de linearidade, portanto, tambêm o conceito de estabilidade é importante
para este trabalho. Sendo assim, analisam-se nesta sec -do as condicOes necessarias e, se
possiveis suficientes, para garantir que as IiincOes envolvidas preservem supremos de
conjuntos diri gidos (sejam continuos 	 no sentido de Scott), as conjuncOes limitadas
superiormente (pullbacks- ) como tambem comutem corn uniOes arbitrarias

5.3 . 1 Proposicdo

Sejam	 os espacos coerentes	 = (Coh( A,- ,),c) e	 (Coh( B,^ B . Entdo

X:	 monotona.
Prova:
Segundo [TRO 92], a funcdo	 X:	 ;: é monotona se	 x' c x E	 implica em

Xx' c Xx E	 . Supor entdo x' c x Tern-se que X(x)=-{XX/Xex'}c{XX/Xex}=X(x) e,

portanto, X e monotona..

5.3.2 Proposicao

A

Sejam os espacos coerentes = (Coh(A,-: 4 ),c) e LB = (Coh(B,,=. B ),c) Entdo :4-*6 ,

restrita aos objetos quasi-totais de ;1, verifica a condicdo de monotonicidade.
Provo:

A

Segundo [TRO 92], a funcão	 verifica a condicdo de monotonicidade se

E tl implica em x'cxe3 Supor entdo x' c x e x' ,x equasitot(A) . Tem-se que
A

x'=x'cx=x e, portanto,	 é monotona..

5.3.3 Proposicdo . Monotonicidade da fungdo de objetos

Sejam os espacos coerentes	 = (Coh(A,- ,),c) e B = (Coh(B,,z,B),c). 	 Entdo

X:4 —> 2 é monotona.
Provo:
Decorre imediatamente das proposicOes 5.3A e 5.3.2..

5.3.4 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes A = (Coh(A,, ,),c) e	 = (Coh(B,-	 Entdo

X: A —> L8 e continua.

UrRGS
•.TITUTO DE INFORMMCA
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Prova:

Seja entdo r = lx, Ix, el	 urn subconjunto dirigidos de 	 corn relacdo a inclusdo. A
1=1

fungdo X: 4 —> é continua, segundo [TRO 92], se sempre que c é urn subconjunto

dirigido corn relacdo a inclusdo, entdo tern-se que X[ r] c tambem é dirigido e

X(LL x, ) =	 X( x,)

ou seja, X(U ) = (X(x)lx E 	 }.Suponha-se entdo que	 é um subconjunto dirigido

corn relac -do a inclus -do. Logo para dx J ,x k E c	 . 3x, E tal que x, c x, e x k c x,. Pela

proposicdo 5.3.1, anterior, tem-se que X é monOtona logo X(x, ) c Mx, ) e X(x, ) c X(x, ) e

portanto XN é dirigido. Alem disso, como	 é fechado para unieies dirigidas, então
U	 veja , logo tem-se

X(U 	 {x,	 E , .})= PSEBIPeU:„x,	 {Xx, eq=l1X1'

e, portanto, X é continua..

5.3.5 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes = (Coh(	 e = (Coh(B,,--	 Entao :	 ,

restrita aos objetos quasi-totais de , verifica a condicdo de continuidade.
Prova:

Seja entdo r = {x, I x Equasitot(:)}	 um subconjunto dirigidos de a9 corn relacdo a
A

inclusào. Segundo [DIM 96b], a funcdo :	 verifica a condicdo de monotonicidade se,

sempre que c quasitot(0 e urn subconjunto dirigido corn relacd- o a inclusd- o, entdo tern-se

A

	

A	 A	 A

	

IT	
x,

/1	 I T 1
	que [X]c2 tambem e dirigido e (u d x i )=U	 , ou seja, ku r)=U Suponha-

se entdo que I c quasitot(,4) e urn subconjunto dirigido corn relacdo a inclusdo. Logo para

Vx ,x k e	 quasitot(4) , 	 E	 tal que x, c x, e x k c xj . Pela proposicdo 5.3.2,
A

anterior, tern-se que	 restrita aos objetos quasi-totais é monOtona logo xi cx, e

x k cx, e portanto [I] é dirigido. Alem disso, como A é fechado para uniOes dirigidas,
A

entdo Ut I E i, veja , logo tem-se (U1')7)=Uti, fi Ix, GO=U'i e, portanto, :A1—>03 é

continua..

5.3.6 Proposicao. Continuidade da func -ao de objetos

Sejam os espacos coerentes 4 = (Coh(A,- A ) ,	 e (8 = (Coh(B,,z ),C) Enfao

X: A —> 6 e continua.
Prova:

A A
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Considerando-se que a composicdo de funcOes continuas é tambem continua, [DIM

96b], pelas proposicOes 5.3 3 5.3.4 e 5.3.5 prova-se que a funcdo objeto X: 	 é
tambem continua

5.3.7 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes • (Cohl 	 e	 Coh(B,B ),c), X': A' —> B' e

X: ---> B . X verifica a condicdo de estabilidade xux' e 	 X(x) n X(x') = X(x n x')

se, e somente se, A: e injetora.
Prova:
Mostra-se a ida, usando-se a contra reciproca, ou seja, se A' nao é injetora entdo X

nao verifica a condiedo de estabilidade. De fato. se  a fimcdo A' nao é injetora, então pela
proposicdo 5.2.3 A tambem é injetora, logo existem X, X' c A tais que X = X', X e x e
X o x', X' e x' e X' o x mas XX = AX' . Assim i,X e X(x)nX(x') no entanto, X	 xnx'
e portanto XX 0 X(x n x').

Para provar a volta, deve-se mostrar que se A' e injetora e xvx' E	 entdo
X(x) n X(x') = X(x n x') . Seja xnx' = 0, entdo para todo X e xnx' tem-se
aX e X(xnx'). Mas se X e x, supondo-se X bem definida, entao AX E Xx e da mesma
forma, se X e x' entdo	 o que mostra que	 a.X e XxnXx'. Portanto
X(xnx') X(x)nk(x'). Agora, seja Y e X(x)nX(x'), e vamos supor que Y X(xnx').
Entdo existe X E x tais que tal que X e x' e XX = Y, e existe	 E x' tais que tal que
X' o x e AX' = Y. Conclui-se que X = X' o que é uma contradicdo pois A' e injetora por
hipOtese entdo pela proposicdo 5.2.3, A tambem é injetora. Logo Y e X(xnx') e portanto
X(x)nX(x')c X(xnx')..

5.3 .8 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes	 (Coh(A, ,),c) e = (Coh(B,,-- ,),c) A funcao fecho
A

indexado,	 , restrita aos objetos quasi-totais de 4 verifica a condicdo de estabilidade,

XUX' E paSii0C)	 xnx'=(xnx') .

Prova:
Sejam x,x' e quasitot(4) e tais que xux' e <=> i(x)ni(x') = o . Logo tern-se que

A	 A A

xnx' = y e quasitot(A) e tal que i(y)=i(x)ui(x') . Assim xnx' = y= y= xnx' = xnx' e

portanto a fungdo fecho restrita aos totais verifica a condiedo de estabilidade, ou seja,

xnx'=(xnx')



xux'	 XxuXx'

x	 x'

xnx' XxnXx'  
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5.3.9 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes = (Coh(A,,=-, A ),c) e =(Coh(B,--:,,),c). A funcdo de

objetos	 X: .,—>	 verifica	 a	 condicdo	 de	 estabilidade	 xur' E

X(x)n X(x') = X(x n r') se. e somente se, 	 e injetora.

Prova:

Decorre imediatamente das proposicOes 5.3.7, 5.3.8, 5.3.8 e 5.3.9

5.3. 10 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes = (C oh( A,- 4 ),c) e = (C011(13, ,- 3 ),c) e A!: A' --> B'

uma timcdo basica e X: --> 	 uma pre-funcdo de objetos. X é estdvel se, e somente se, A'
é injetora.

Prova:
Pelas	 proposicOes 5.3.10 ,	 5.3.4 e 5.3.7,	 X é	 continua, verifica a condicdo de

estabilidade. logo satisfaz o pullback da figura abaixo, portanto e estavel

FIGURA 5.1 - Pullback para funcOes entre espacos coerentes

5.3.11 Proposiedo. Estabilidade da funedo de objetos

Sejam os espacos coerentes = (Coh(A,, ),c) e (8 = (Coh(B,-, ,),c) . A funedo objeto

X: A —÷ 09 	 é estdvel se, e somente se, A' é injetora.
Prova:
Pelas proposicOes 5.3.3, 5.3.6 e 5.3.9 X e continua, verifica a condiedo de estabilidade,

logo satisfaz o "pullback" da figura 5.3, acima apresentada, sendo portanto estdvel

5.3.12 Proposiedo

Sejam A = (roh(A,-	 e - = (Coh(B,B),c) espacos coerentes. A pre-funedo

X: A	 satisfaz a condicdo de linearidade, isto é, se c A e Vx,x' E	 xux'e
entdo, tem-se que



A
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= U1X(x)lx
Prova:
Suponha-se que e Vx,x' E	 X v x' E . Alem disso, U e r, .Assim tern-se que

X( U L )= {XX EB I X ELY} = { XX EB I XEUxi }=U{ k)17 EB I X Ex, } =U{ X ( x ,	 =U(2\-.

conforme se desejava demonstrar..

5.3.13 Proposicdo

Sejam = (Coh(A,, 4 ),c) e	 (Coh(13,, B ),c) espacos coerentes. A funcdo fecho

satisfaz a condicdo de linearidade, isto é, se X c e Vx, E	 XV.X' E entao,
tern-se que

(

\	 I
U=U{CiNX
	

} .

Prova:
Suponha-se que c e que Vx,x' E	 xux'	 Neste caso deve-se considerar

tre's possibilidades: (i) ou x	 , (ii) ou x t =	 e (iii) ou i(x)ni(x') � 0 . Ern todos os

casos tem-se que U X E	 De fato, nos dois primeiros casos e imediato, e no terceiro caso

tern-se que xvx' =y e	 e tal que i(y) = i(x)ni(x-') . Assim tem-se que
(

UX =U{de-AlUIcd ni(UX)=i(d))=U{d	 Ani(x)=i(d))
\

-----U(U{dellxcdni(x)=-/(d)))=Ut2lxe1=41(x)ixe:

conforme se desejava demonstrar..

5 3 14 Proposicdo

Sejam	 i =(Coh(A,	 1 ),c)	 e =(Coh(B,,	 espacos coerentes. A funcdo de

objetos X: yl -->e	 satisfaz a condicdo de	 linearidade, isto e, se X c A
Vx,x' e 4	 xL.,x 1 e A entdo, tern-se que

X(UX)=-U {X(x)lx EY} .

Prova:
Decorre imediatamente das proposicOes 5.3.12 e 5.3.13..

5.3.15	 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes 4 = (Coh(A,=,_	 e (1? = (Coh	 8 ),c). A pre-funcdo

X: )61

	

	 e é linear se, e somente se, A' é injetora .
Prova:



51

Segundo [TRO 92], a fimcdo X: '	 e linear, pois é estdvel pela proposicào 5.3.10 e
verifica a condic -do de linearidade pela proposicdo 5.3.12. ,

5.3.16 Proposicdo. Linearidade da funcdo de objetos

Sejam os espacos coerentes = (Coh(A,z'4),c) e =(Coh(13;;,--3)c). A fun* de

objetos	 é linear se, e somente se, A' é injetora .
Prova:
Segundo	 a funcao objeto X,: —>	 é linear, pois e estavel por 5.3.11 e verifica a

condicdo de linearidade pela proposicdo5.3.14.
Mostrou-se ate aqui que na construcdo proposta, as funcOes entre conjuntos bdsicos

podem originar funcOes entre espacos coerentes. Entretanto somente as funcOes injetoras
entre conjuntos basicos geram funcOes lineares entre espacos coerentes. Ism quer dizer que
nem todas as funcOes basicas podem gerar morfismos na categoria dos espacos coerentes,
pois nesta os objetos sdo os conjuntos coerentes mas os morfismos sao as funcOes lineares
entre conjuntos coerentes. No prOximo capitulo apresenta-se uma solucao para esta
restricdo.A seguir define-se par projecdo para os espacos coerentes 	 .

5.4 Par Projecäo para

5.4.1 Definicd.o. Par projecdo para pre-funcdo

Sejam os espacos coerentes ,61 =	 =	 Um par projecdo

para ;4,03) é urn par de pre-funcOes (X,h), onde	 —› lB e h: C8 —>	 sdo pre-fungi-5es de

objetos, tais que, h a X = id , e X, a h(y)c y, para cada y el.

5.4.2 Definica.o. Par projecdo para funcOes de objetos

Sejam os espacos coerentes 4 = 	 = (Coh(B,,==,,),c). Um par projecdo

para	 é urn par de funcOes lineares	 onde X:A—>6 e	 sdo fiincOes de

objetos, tais que, haX =rd e Xoh(y)cy, para cada y E .
ry

5.4.3 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes = (Coh(A,,,t'A),c),(13 =(Coh(B,-:-.,B),c). Se (X,h) e urn

par projecdo para	 onde X: —> e h: —> 4 sdo pre-funcOes lineares, entdo suas

correspondentes funcOes basicas sào injetoras.
Prova:
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Como	 e h:... --> sdo pre-funcOes de objetos. lineares. sdo tambem estaveis.
Entdo pela proposicdo 5.3.7 as correspondentes funcOes de tokens	 .4:A--A3 e h:B-4A

devem ser injetoras. E pela proposicdo 5.1.7, A' ,h' säo injetoras.

5.4.4 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes = (C oh( A,	 „)	 = (Coh(	 3 ),c). Se a fungdo

basica A!: A' ---> B' é inversive! entdo existe um par projecalo para

Prova:
Seja X P :	 B' inversive! e h': B' ---> A' sua correspondente inversa. Supondo-se por

hipOtese que A' , h' sdo injetoras. X , h sdo lineares pela proposicdo 5.3.15. Definindo-se h
por:

h(r)= 
h(x),{h(X)d31X ex}, se xEquasitot(4),

	

h(x),	 caso contrario.

e onde	 tal que h( X)=-((h') i (a)laeXi e h a correspondente pre-funcdo. Tem-se

assim que, h o X = id e X oh(y)c y, para cada v E (B. Portanto (X„ hi) e urn par projecdo

para
Baseados na relacdo de ordem pontual, pode-se verificar a variacdo do crescimento das

funcOes de objetos, conforme e apresentada na prOxima secdo.

5.5 Funciies Crescentes e Decrescentes em Espacos Coerentes

Sejam A', B'conjuntos e X': A' ---> B' uma funcdo basica Sejam A c OA% B

Sejam tambern as teias A -=	 e B	 e os correspondentes espacos coerentes

4 =	 e tl? = (Coh(B,,„),c).

5.5. 1 Definicdo

A funcdo de tokens A --> B definida por: aX = {X'a eBlae X }, é crescente (ou
decrescente) se, e somente se, tern-se:

VX,,X„ e 4, XI � A X,	 AX, � Es XX, (OUVX„ X2 e X, � A X,	 ?kX, .� B 21.X, ).

5.5.2 Definicao

A pre-fungdo objeto X: yi —› 6, definida por: Xx = {XX e	 IXE x) é crescente (ou
decrescente) se, e somente se, tem-se

	

Vx,,x, E	 X/ � , x2	 Xx, �. 2 Xx2 (ou Vx,,x, E A, x,	 x,	 Xx, _� , XX2 ).

5.5.3 Definicdo

A funcdo objeto 	 , definida por:
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kx = {AX e7: X EX } se x equasitot(00;
A

	

X)(x) = XX = U {d eAi(kr)=i(d)	 Xx d} caso contrario.

é crescente (ou decrescente) se, e somente se,

	

VX 1 ,X, E,, x , <_ ,„ x, X,x,<_ wp Xx 2 (ou Vx,,x,	 x,	 x,	 _� ,Xx, ).

5.5.4 Proposicdo

A fungdo basica X.': A' —> B' e crescente(ou decrescente) se, e somente se, X:A—>B e
tambem crescente (ou decrescente).

Prova:

	

Suponha-se inicialmente que X.': A' --> B' é crescente e que	 X2 E 4, X, � , X,.
Ent -do por definicdo tem-se que Va, e X,, Va, E X2 ,a, � a2 , e como X,' é crescente,

Va, E X,,Va, E X2 ,2Ca, � X'a,. Logo conclui-se que XX, = {X'a, E B a, E X, � A

{Vcc, e B a, c X, } =	 Portanto AX, �_ B XX2 e tern-se que X: A -p B e crescente.

Agora	 tomando-se	 como hipOtese que	 ;VA -+ B é	 crescente. Entdo
VX,, X, e	 X, entdo X.X, �. B 	 Pela definicdo de relacdo de ordem, se :A

X, = X, ou
� A X, entdo	

e X ,,Va, E X2 ,a, � a,

e o mesmo para :
XX, = AX, ou

aX < AX entdoA	 2	 VX'a, E AX ,V X' a, E AX2 ,X'a, X'a,

portanto se, VX,,X, E A, tem-se Va, E X,,Va, E X2 ,a, � a,	 X'a, Va ? , entdo
X': A' —> B' é crescente.

Da mesma forma se mostra para fiincOes decrescentes.

5.5.5 Proposicdo

A funcäo de tokens A.:A-->B é crescente(ou decrescente) se, e somente se, a pre-
timcdo objeto X: ,! —> 03 é tambem crescente (ou decrescente).

Prova:
Suponha-se primeiramente que X:A—>E3 e crescente e Vx,,x2 e 4, x, � ,x, Por

definicdo ou x, x2 ou x,	 x, <=>	 E	 E x„ X, � A X„. No primeiro caso
conclui-se que Xx, = Ax,. E no segundo caso, como A, é crescente, tern-se entdo que

XX , E Xxi ,E XX, E Xx 2 ,XX ,	 A A. X,	 <=> Xx, <, Xx,.	 Portantodx„x2 4, x,

o que prova que X é crescente.
Tomando-se como hipOtese que X: A —> Ch e crescente. Entdo ex,,x, E A, x, � , x2

entdo	 2 AX 2 . Pela definicdo de relacdo de ordem, se :

x, ou
..�4 x2 entao

VX, E x,,VX, E x2 ,X, � X2

X(x),
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e o mesmo para

Xx	 Xx entdo—< 	
XX. =	 ou

VXX, ?.x , VXX, E kr , , /1.11
V

	 X,
portanto se,	 Vx,,x. G ;,, tern-se VX, E x,, VX, 	 S X,	 s	 entdo

crescente.,
Da mesma forma se mostra para funcOes decrescentes.
A partir das dugs Ultimas proposicOes e da transitividade da relacdo de ordem pode-se

considerar a prOxima proposicdo

5.5.6 Proposicdo

A pre-funcdo de tokens X:A--413 é crescente(ou decrescente) se, e somente se, a
fungdo X': A'	 B' é tambêm crescente (ou decrescente).

Prova:
E imediata, a partir das proposicOes 5.5.4 e 5.5.5. ,

5.5.7 Proposicao

Sejam i(x	 (x2)E0(A'). Vx,,x, E$i, x,<, x 2 se, e somente se, i(x,)<i(x2).
Prova:

Suponha-se primeiramente que i(x 1 )Ax 2 )#0 e tail que x, <, x 2 . Entdo pela definicdo

3.3.4	 tem-se^X 1 EX I ,3X2 ec,,X,< A X2 .	 Se	 i(x 1 )cX, ,	 i(x2)cX2 entdo

Vrei(x,),Vr '.j(x 2 ) Portanto VaEX,V0 EY, e	 ' logo i(x,)<i(x2). Por

outro lado, suponha que i(x,),i(x2)�0, i(x1)<i(x,)	 mas que x 2 <, x, . Entdo existe

]X, Ex, ,3X, Ex, „V, < A X i . Como	 )c X, e i(x 2 )c X, tern-se que r	 <13„„,. �r omax

que é uma contradicao pois r<r' . Assim se i(x, )<i(x 2 entdo Vx, ,x2 e4, x,<, x 2 .

A igualdade neste caso so	 se verifica na ida, pois se	 Vx, ,x2 e4, x 1 = 4 x2	entdo

i(x 1 )=i(x 2 ) Entretanto a volta so é valida Vx, ,x 2 equasitotG ) .

5.5.8 Proposicao

A
A fungdo fecho é crescente, ou seja, Vx, ,x 2 e4, se x, s, x2 entdo x <

1 — 4 x 2 •

Prova:

A igualdade é imediata. Suponha-se entao que 4 1 ),i(x2 )�0 e Vx, ,x2 e4, se xl‹,x2.

Entdo pela proposicao 5.5.7 anterior tem-se que 	 i(x,)<i(x2), logo como	 e

por definicdo tem-se que 	 2 1 <,i2 .

UFRGS
TUTO DE INFORMATICA
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5.5.9 Corolario

Vx,,x, Equasitot(,), se x, � x, entdo x, � 4 x, .

Prova:
E imediata e decorre da proposicOes 5.5.8. Ism quer dizer que a funcdo fecho restrita

aos quasi-totais é sempre crescente.

Pode-se agora tambem analisar a variacdo da fun* de objetos, baseando-se na andlise
da variacdo da fun* fecho e da pre-funcdo.

5.5.10 Proposicao

A furled° objeto	 é crescente (ou decrescente) se, e somente se, X:.21 -4 (i
crescente (ou decrescente) se, e somente se, X:A—*B é crescente (ou decrescente) se, e
somente se, X' :A' —>B' é crescente (ou decrescente).

Prova:
A prova decorre das proposieOes anteriores.5.5.4, 5.5.5, 5.5.6 e corolario 5
Finalizando esta seedo, deve-se salientar que a construcdo proposta esta ordenada a

partir de duas relae -Oes de ordem diferenciadas e independentes. A primeira relativa aos
objetos do espaco coerente, chamada de ordem de informaedo. Nesta os conjuntos coerentes
estdo ordenados pela inclusdo, e cada um deles e interpretado como uma aproximacdo, total
ou parcial, gerada por sucessivas computacOes.

A segunda, refere-se a relacdo de ordem externa a cada uma das etapas do processo de
construed° e permite que se compare os seus elementos. Esta relacdo de ordem entre os
objetos da categoria possibilitou a analise da variacdo das fime(5es de objetos quanto ao seu
crescimento ou decrescimento, assim como a definiedo de funcOes de objeto crescentes e
decrescentes.
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6 FuncOes Lineares entre Espacos Coerentes

Analisa-se a seguir a propriedade de linearidade da funcao de objeto entre Espacos
Coerentes cuja correspondente funcao basica não e injetora em todo seu dominio de
definiedo A' , mas pode ser dividida em regiOes distintas. subdominios A :', nas quais a

correspondente restricdo passa a ser injetora.
Busca-se corn isso a definicdo de uma nova propriedade. denominada linearidade local,

e consequentemente a definicdo de uma funedo de objetos localmente linear. Assim. uma
!lined° de objetos localmente linear poderd estar associada a uma outra funcdo de objetos,
linear, se puder ser dividida em panes basicas injetoras

Ism quer dizer que, da injetividade da funcao basica restrita aos subdominios A: c A' ,
decorre a linearidade de cada uma das timcCies objetos geradas na teia produto das subteias
definidas sobre estes subdominios.

6.1 FuncOes Localmente Lineares

Sejam os conjuntos basicos A', B', A c 0( A' ),B	 B') Sejam tambern as teias

A	 e B	 ( B."&), os correspondentes espacos coerentes 	 = (OA	 e

= (C oh( 13	 e as fimcOes.

I. X': A' --> B' a timcdo basica.
2 X:A —> B. funcao de tokens. definida por Lk' = {X'a. E B a E X};

3.X: --> , pre-funcdo de objetos, definida por Xx = tAX E-IXE x 1; e

4. X: ,—> - funcao de objetos, definida por

(x)	
X)C=UICIC i(Xx)---i(d)n.Xx-d} se xaptasitot(-);

Xx-={X.Xe 	 Xex } caso contrario
A

onde Xx corresponde ao fecho indexado da imatzem da pre-funcdo X.
Considere-se ainda os conjuntos:

A:={ccEA	 como subdominios de	 tais que	 injetora,

= A' e A:nA: , Act, ; e

B: c B' as respectivas imagens de cada A: , ou seja, 	 = A r{A:} onde i EZ .

Deve-se observar que os conjuntos	 <a<a,., }c A' sdo subconjuntos

enumerdveis e limitados superior e inferiormente, isto é, corn elemento maxim() e minimo.
Entretanto nem sempre este elemento maxim ou minimo pertence ao conjunto basico.
Quando estes extremos pertencem ao conjunto 	 basic()	 A' , tem-se que
At'-={ a EA	 A' e A: n A: , = { a, }_c_ A Caso contrario A: ={a EA ' <a<i-x- „}

c A' mas A: nA; ={ a, }ctA' . Estes casos serdo analisados no item 6.3 deste capitulo.
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6.1.1	 Defini(do. Pre-funcao localmente linear

Se	 A' -4 B' nao e injetora em todo seu dominio de definicao, mas suas restricOes
X': A i' —> B,' säo injetoras, entdo a correspondente pre-funcdo de objetos 	 e

chamada localmente linear.

6.1.2	 Detinicdo. Funcdo de objetos localmente linear

Se X.': A'	 B' nao e injetora em todo seu dominio de definicão. mas suas restricOes

X.': A:	 B: sào injetoras, entdo a correspondente furled() de objetos 	 é chamada
localmente linear.

A partir dos subconjuntos A,' e de suas respectivas imagens 	 constroe-se
as subteias

A , ==-(A,,'k-:) onde A, c 0(21:) e

(A,	 ) onde B,	 c.)(13:)

e onde as relacOes de coerencia,	 sdo as respectivas relay-5es de coerencia, 	 ,

herdadas de suas correspondentes teias de origem, mas restritas aos elementos de cada urn
dos conjuntos4:,B,' , que as geraram.

A partir destas subteias pode-se optar pela construcdo de dois espacos coerentes
diferenciados:

.*--(Coh(A*

(

),c)	 que	 representa	 o	 espaco	 coerente	 gerado	 pela	 teia

A * H A construida	 a partir do produto cartesiano	 das subteias

A (A, ), isto 6, da teia A* nA, ; ou

n A, CohU

2 (71.41

.c que representa o produto direto entre espacos coerentes e onde
n )

(

= U A
	 , e teia construida pela uniao disjunta das subteias A, 	 Ai) .

A primeira evidencia a forma intuitiva de construe -do das funcOes lineares que atuam
sobre os objetos deste espaco; enquanto a segunda formaliza a homogeneidade de
construcdo das fimcOes aplicada sobre o produto categOrico deste espaco. Entretanto, em

ambas as construeOes busca-se a linearizacdo da furled° objeto k:/  -->	 definida
anteriormente. Primeiramente se apresenta a definiedo do espaco	 coerente
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*_(( ,–	 oh(A
'
	),c) e se mostrara que as correspondentes funcOes de objetos, pre-

funcOes, funcOes de tokens e basica estdo bem definidas.

:Mem disso. se mostrara que a funcdo de objetos X e continua, estavel e linear,
constituindo um mortismo da categoria em estudo.

6.2 0 Espaco Coerente Gerado pelo Produto Cartesiano de Subteias

6.2.1 Definicdo. Funcdo basica (X9*

Sejam os conjuntos-
A: c A' como subdommios de A' tais que A e injetora, e

B' as respectivas imavens de cada	 ou seja.	 = AlAd,

define-se a funcdo basica (X.') * :	 x	 x...x A ,' x... —> B' x B;x...x13:x... por:

(k') a * =(k'0,X,;,....2,'....)(a,„a,,....a.,...)=(X,0a0,k;a,,....X'a ....)

onde	 =

6.2.2 Detinicdo. Teia produto

A panic das subteias apresentadas acima,

construir as teias produto:
(

A *	 n A ,	 = (A 0

B * 	 n13,	 13,

cuja relacdo de coerencia,	 ,...), (Y0 ,	 ,...) EA * , e definida por:

( i )	 (Yo,Y1,...,Yi,–.)<=>	 Y, c A' tal que X, --L- A Yt,e

se, e somente se

]2,JX,1,A,',[Y,}c B' tal que	 B

6.2.3 Proposicdo

Se	 é uma relacdo de coerência em A entdo 	 * é tambem uma relacao de
A

coerência em A*.
Prova:
De	 fato	 esta relacdo	 é reflexiva	 pois VX, eA,X,	 A X1 , logo tem-se que

(X0 ,	 ,...,	 ,...) A* (X0 X/	,	 "	 Da mesma forma mostra-se que é simetrica,

A , ,	 e B,	 pode-se

x A, x...xA,	 k. e

= (B0 x B, x...xB,
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pois se (-Vo	 )	 Yo	 	 ,	 entdo	 A' tal que

logo pela simetria em	 tem-se	 que Y z A X, e	 conclui-se entdo que

(X,,,	 ).,

A seguir define-se a timcdo de tokens que relaciona os tokens desta nova teia 
(

fl A, ,	 j corn suas correspondentes imav,ens na teia B * E fl BA* 

6.2.4 Detinicdo. Fun* de tokens 2..*

Sejam as teias	 = 11 A, ,	 e B*
	

A funcdo de tokens

X* : A * --*B * e definida por:

X* X = qX') * (a.	 jj B,'(a* E.	 ou ainda:

V,	 )

(x:),X n •••••X:,•••)(cL0,0a1 	  ct	 .)*
	

X,}

=	 E	 X

=(X'0[AT , ] , x;[x ,],...,x,'[x, j,...)

=

Deve-se salientar que X, X, = {X.'(a) 	 e X, c A,

Pode-se disser que prof, (X,„ X, ,...	 .

6.2.5 Proposicdo

}--- Al k 1

(
Sejam as teias A *	e

	
B	 A funcdo de tokensB

A,* : A * ----> B * definida por: X* X * = (X 0 X0 , X., X ,,..., X, X,	 6 total.

Prova:

Se X': A' -+ B' e total entdo	 E	 = A: , ou seja, todos os elementos de

A,' sdo definidos logo X:: A: --> B: é tambern total. Portanto qualquer que seja a restricao

sobre X', onde X, c A,', X,,X {2 '(a) EB'ja EX, c A,} =	 [X esta bem definido,

portanto para X * = (X 0 , X ,..., X , ,...) e A *	 tern-se que esta bem definida pois

E A.,X,	 =	 e tem-se
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que {(X,;a„,X;al	 }= A	 Assim a funcao de tokens A. * : A *	B*

esta bem definida e 	 e	 tambem	 total.	 Se entretanto X': A'	 B' ndo e total (milk,
Ea E A' XAct)1‘ ,	 ou	 seja.	 2:(u)	 Assim.	 X, = {a)

= k'(a) e	 e X, f = 0 ,	 isto	 [	 = 0 c B,	 e	 portant° X*X*

(?,„ x0 , X I X,	 Mostrou-se entdo que X* : A * —> B 	e sempre total.

Define-se a seatir o espaco coerente correspondente gerado por esta teia produto.

6.2.6 Definicdo. Espaco Coerente	 *

Define-se espaco coerente 	 =(Coh(A*.--:= ),c) como a colecdo de subconjuntos

coerentes de uma teia	 a parcialmente ordenados pela inclusdo

,	 ,

	

Tern-se agora que cada conjunto coerente, indicado por x *
	

e formado por n-uplas,
infinitas ou ndo, de subconjuntos de	 A', que Sao os tokens gerados pela teia produto

A	 11 A , -	 )

6.2.7 Definiedo. Pre-funcdo objeto

(

	

esB*	
13 

e seus	 correspondentes
`

	

(Coh( B * , B.	 A pre-tuned° de

*
objetos X

* * 
--->	 e definida por:

Sejam as teias
(1-1

A* - IA

espacos coerentes 1 * =(( 'oh(A *	 ),c) e

X,* ,1"-* E H. 13: X * E x*

= {(X„	 ....)(X„ X,	 ....)I(X„ X, ....

'{(2'0 X0 X ..	 ...)EB*j(X„,X,....,	 Ex}

6.2.8 Proposiedo

Sejam as teias

X 
*
x

*

e	 FIB e seus correspondentes espacos
(

13,

coerentes 4* =(Coh(A * A . ),c) e	 *	 o h(	 B. ),c:-.) A pre-funcdo X * zi*
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definida por:	 ...)EW (X0 ,	 X )Ex} , e total_ monOtona,

continua, estavel e linear.
Prova:

Como a definiedo da pre-funeao 4 * * se reduz a detiniedo 3 3 1, bastando para

	

.	 (

	

tal tomar cada token X = (X „„V1,...„Vi ,...) E A	 fl , tem-se entdo sdo validas

as proposicOes 5.3.1. 5.3.4, 5.3.7, 5.3.10, 5.3.12 e 5.3.15. considerando-se que as funcOes

basicas	 A: —4 B, sdo, por definiedo. injetoras na construed° da teia produto

* ( r—F 	 *	 *
A	 Logo 4	 e uma pre-funedo objeto monOtona, continua,

estavel e linear. ,

6.2.9 Definicdo. Fungdo objeto

Sejam as teias	 A
'

espacos coerentes .•;* = 'oh(

e definida por:

k*x* '1(k 0 X  'X I

A

11 B
	 e seus correspondentes

= (Coil( B. B. ), C) A fungdo de objetos

(X 0 ,X	 ,...)e_x} se x * ,Aplasitot(g0;

x,*

x* (x* ) =U{d	 i(X*(x*))=0*)Ax* (x * )d 1 caso contrario.

onde X * (x * ) corresponde ao fecho indexado da imaszem da pre-0o X: */(	 fin-1

6.2.10 Proposicao

Sejam as teias	 A*	 fl A

espacos coerentes	 = (Coh(A * ,

X*:A*--->68* definida por:

ex*={(X0X0,X1)(1,---,,X7,—)GB*
	 ,...)Ex} se x * (4quasitot(,4);

A

(x * )=U{d EThi(X * (.1=i(d)AX* (xd) caso contrario.

é total, monOtona, continua, estavel e linear.
Prova:

UFRGS

X*(x),

e B* H

e 68 = (Coh( B*,

seus correspondentes

A funcao de objetos
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A prova decorre da proposicdo anterior 6.2.8 e das proposicOes 5.3.3, 3.6, 5.3.11,
5.3.14 e 5.3.16

6.2.11 Proposicao

Sejarn os espacos coerentes 	 = (Coh(A*,-.t. x .)	 e	 * (Coh(B* , B . ),	 . Existe

sempre urn par projecao para	 ,
*	 * 

, ou seja, para toda pre-funcdo objeto 	 ,
*	 *

	

.	 *	 .
existe sempre uma funcab	 *	 * . tars que. X	 h	 = id e (h

* 
° X

* 
)( , 1 ' )	 y, para

cada y
Prova:
Como todas as funcOes basicas X.': A' -> B' sdo injetoras por definicdo, tomando-se

> A '	 , tem-se. para X *	 * e It 	 * -*,;* que X * 0 h * = id * e

(h * o X * )( v)c	 para cada .t•
	 * 

Portanto pelas proposicOes 5.4.3 e 5.4.4, (X * ,h * ) e

um par projecao para ,:
* *

6.2.12 Proposicao

Sejam os espacos coerentes 
„* 

= (('oh( A * , t . ), (T) e	 = (Co/7(B*

sempre urn par projecao para ( 	 ), ou seja, para toda funcão objeto X*

Existe

*	 *
—> f) , existe

* 
sempre uma funcdo h 

*	
* , tail que, X oh

*
 = id * e (h * oily)cy, para cada

*

Prova:
Considerando-se a injetividade das funcOes basicas X.': A' ---> B' e as proposicOes 6.2.8,

6.2.10, e 6.2.11 como tambem a injetividade da fungdo fecho quando restrita aos totals, pela

proposicdo 5.2.5, e tomando-se h': B' -> A' ,h' = (X') , tern-se:

(k.* ) 1(Y*)1 ( (k0)- 1 /),(ki) l Y„,. . . ,(X. , ) I Y, ,. . .) EB*

A

caso contrario.

Y, =X., X, se y * vipasitot(A);

Logo tern-se para X 
,*	

* e h
-* *	

* , que X oh m = id * e (h * 0X * )(y)cy, para

-* -*
cada y et/5

*
 Portanto pelas proposicaes 5.4.3 e 5.4.4 (X ,h ) e urn par projecao para

* *,
(A	 ,03	 ).
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Apresenta-se a seguir a mesma interpretacdo grafica da construcdo das funcOes
apresentada no terceiro capitulo, sendo que agora na categoria LIN, das ffincOes lineares
entre espacos coerentes, conforme foi apresentado nesta secdo.

Xtot
( Funcdo de Objetos Linear

tot( ,  )	 Mt( 
* ) Restrita ao tot(.; * ) 

X-	 X	 X-4'  

X quasitot Funcdo de Objetos Linear

	

quasitot(	 quasitot( *) Restrita ao quasitot( 4 )

Funciio de Objetos

oh(A *	 ),c

	

/	 'oh(13*,;:-.B.)'	 )	 Linear

B*=- 11B / f."'Bij

Funcilo de tokens

entre teias produto           

A: B'
Funcdo Basica

restrita a A,'             

131=•(B,

Funceio de tokens
entre subteias 

FIGURA 6.1 - Construcdo das funcOes de objetos lineares entre espacos coerentes.



6.3 Relaciio entre os espacos coerentes

Apresenta-se a setwir a relacdo existente entre a familia de conjuntos coerentes de

e a familia dos conjuntos coerentes da teia produto, 	 'oh(A *	 ), provando-

se tambem que toda ftmedo localmente linear admite uma representaedo linear na cateuoria
LIN dos espacos coerentes.

Para tal, sejam	 A	 subdommios de	 /;,' tais que	 2. A,e

injetora. Como ja foi comentado, cada	 é um conjunto enumeravel e limitado superior e

inferiormente. Deve-se considerar duas situacOes importantes. A primeira e mais trivial é

aquela em que tanto o supremo como o ultimo de A:, sac) elementos do conjunto basico

A' . Neste caso, para todo x E (	 A ), tal que x = {X 0 ,X, ,...,Xj 	, tem-se

	 v , , )	 v1, 	 	 1=	 G Cohk 	 ), de{( v 00 v io	 Y ., 0	 )

tal forma que UX, , =X, e X ] , =X , (-)24: , onde A:=taGA'	 ,	 .

Entretanto, existem subconjuntos A;-= 	 EA	 lc A', cujos correspondentes

supremos e infimos nao são elementos do conjunto basic°. Suponha-se. por exemplo, que

nao existe intimo para 	 A:, ou seja,	 (A,'	 Se o conjunto basic° é denso, pode-se

determinar urn subconjunto enumerdvel	 de	 elementos de	 A', {a:.,a,".a',','...} , que se

aproximam de a, e tais que	 e onde a, e o supremo deste conjunto. Estes
elementos basicos constituem os infimos para cada um dos correspondentes tokens no

conjunto	 onde

Neste segundo caso, se x E Coh(A,	 , tal que x = {X,,X,,...,X J ,...}	 , pode-se

estabelecer a seguinte representacdo:

X0 ->X0X: = {(-V 00, X , •	 • .),(x00	 irO, • .0 00 ,x110 • ' - xfifOf -),. • .}

X i	 ,X1.1	 , X

logo tern-se que :

U{ X: ,X7	 , ou ainda:

{(x00,X10,-,x;0,•••).(X00.-v,

,x11 ,—,-Vfn V0-1	 " " 0, ,A	 ".)" •

)(If	 x* GOA( A *

64

*
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sendo que, em especial, tem-se :

21C=U{X7,x1O,xi'O',...}

=H{ yr y, yr,' 1
511,"/1,-1

x..=uf

x,

7	 Y 7

e da mesma forma. UX =X e X =X nA' . Salienta-se que	 e sac)

coerentes entre si. pois X7;

Contudo, esta representacdo foi simplificada, utilizando-se para tal, um exemplo de urn
caso em que apenas o infimo do subconjunto A,'cA' nao pertence ao conjunto basic° A' .

Pode ocorrer a mesma situacao para o supremo, ou ate para ambos. E ate mais. que em mais
de um dos subconjuntos A;cA' ocorram situacôes como estas. Como exemplo, considere-
se o espaco coerente HO e a funs ao polinomial de objetos definida a partir da funcdo
polinomial racional, que possui n- I pontos de maxim° ou de minimo em seu dominio de
definicdo, mas que nem todos pertencem aos racionais.

Mostra-se a seguir como se estrutura a representacao dos objetos e morfismos da

familia de conjuntos coerente de 1,	 ), e a familia dos conjuntos coerentes da teia

produto, Coh(A * , A*	 .

6.3 . 1 Proposicdo

Sejam 4 = (Coh(A,,=,' ),c) e 4 * = (Coh(A	 * ),c)	 os espacos	 coerentes4

construidos sobre as correspondentes teias 	 e A *	 n	 geradas a

partir dos conjuntos basicos .4' e	 , que sao parcialmente ordenados e densos. Existe urn

homomorfismo F :Q. --> 4 * injetivo.
Prova:
Suponha-se primeiramente que o tanto o supremo como o infimo de cada A,' , sao

elementos do conjunto basic°, ou seja, 24:={aEA	 <a<ert,_„}cA'

Qualquer que seja x E COh(A, A ) tal que x = {X0	 ' X3 ,...} ,G.AT , tern-se que x

pode ser decomposto da seguinte forma:

{(X00 9x10 - -KJ ()	x01 , -X11 "xil -" *)'"'"(x 'xi .}=x* E Coh(A*

sendo portanto possivel definir uma fimcdo	 que para os objetos, e definida por:
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(x)=-F({x0,x,,..., ' ,...0
(X oo ,x10 , • -X :0 ,...),(X0,,X„ ,....Xii,...),...40,,X11,....Xii--.'	 .	 . 

{	
I

= (X0. ,Xi , ,....Xu ,...)EA Xii =A, nX i e UX..=-X, Exf=x

aplicada sobre as funcOes, tem-se que

r(xx),r(x{x0„v1,...,,k7,,...})

--7I(1)70,Yir..,Yp...1)

---{(Y00,Y10,--Yr0, ** *01,1711	 Y J 7 171j 7.. -Yu 7..

f?t,,, (X ,A,,X „ ,....X., X ,,,...)eB*I X,X, / =Az nX,'[Xii

A Xv ) * 'A-*(r(x))

F é injetora, pois para todo x', x" E COh(A, ,--zi A ) , se “x')=F(x") entdo :

X',,,X'„...,X' ,... eA o xA i x...xA x...1 X'.=Vr-)A e UX' =ir ex =

x A,	 X j"n A, e UX,1= X EX}

portanto	
vi.N,iEz<>(X = X ;')	 ,i.z 

ax'=x".

Al6m disso, r é monOtona, pois Vx',x"ECoh(A,;:l A ), se z'cx" , entdo tem-se a

inclusao { X0 ,	 ,...}	 logo:

x A x...x A,x...I X' ex: e UX,i' =Xi' EA c

	xA x...x A	 X ii"Ex," e UX,7=X7EA}

portanto tem-se que F(.0cF(x")

Entretanto, a funcdo r ndo é sobrejetora. 	 De fato, existe x *	 Co/7(A* ,A * )7

	

onde X,i ,A,1nX 	 e a i <minX,i �maxX,,<a,_,, de tal forma que se

A' e A:	 sac) conjuntos densos e limitados, como no caso dos intervalos, tern-se que

UX„,	 oh(A A ) , ou seja, nao 6 urn token da teia 	 ). Logo x * E Coh(A* 
A*

nem sempre é imagem de algum x	 A).

UFRGS
—	 r,r,a • A Tiro.
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Da	 mesma forma	 se	 prova para o caso em que existem	 subconjuntos

A:=-{aE4'4,	 }cA ' , cujos respectivos intimos, ou supremos ou ambos, ndo sdo

elementos dos conjunto basic()	 Basta considerar cada token identificado corn um conjunto

enumeravel de n-uplas. Assim tern-se que a funcdo F definida por:

1-(4=1-({X0 ,X,

= X:  X *	...)

={ (X00	 .) (
	

7x 0 ,• •
	 X X 	 . X177 . ..)77

• 4011-A711)" ..x ift ," )4011/V111'

,X1 ,	 {

=x
*

sendo que	 é o conjunto das aproximacdo para. A: pois	 e :

e maxX,'�maxX

a, ,n{niinX;,ininX ",min X ":..} e a _ 1 =UftnaxX ; ,maxX ",maxX ,",:..1

Portanto pode-se afirmar que existe um monomorfismo F:

6.3.2 Coroldrio

,*
Sejam as funcOes objetos	 e	 —>(„6	 Se X.:A--u-S é linear entdo tem-se:

F(x) = FOX° , X,,..., X ,,...1)

={(0,0,.... X , ,...) E A * I X, e

Prova:
Decorre imediatamente da proposicdo anterior. .
Salienta-se ainda que neste caso, como

x * E.,1 4 <	 )c * ={(X,,,,,0,...,0,...),(0,X„,...„...),...,(0,0,..., X „...),...} , e

X * x * E4 *	X* x * ={(X. 0 X00 ,0,...,0,...),(0,kiXii,•.,0,"-),...(0,0,...k,Xu,...),...

pode-se estabelecer que a relacdo entre objetos e morfismos respectivamente por:
IX„, = X, se i = j,
X,, _0 se i � j.

{

X',)=-X;=...=X;=...=X,',pois X' e injetora; e

X, 0 =X I =...=X, =...=k, pois A,'= A'.

Apresenta-se a seguir as func -Oes objetos definidas sobre o produto direto entre espacos

coerentes e onde a teia é construida pela unido disjunta das subteias A, E:-. (A,,,, ,,‘ ).
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6.4 0 Espaco Coerente Gerado pelo Produto Direto entre Espacos Coerente

Mostra-se a seguir que toda ftmcdo objeto localmente linear pode ser representada por
uma fimcdo produto que e linear. Para tai define-se o espaco coerente resultante do produto        

direto, 
•

,c onde os objetos. denotados por x, sdo conjuntos coerentes        

que podem ser representados por n-uplas	 de conjuntos coerentes x, E	 onde

oh(A 4 ),c) , e sobre os quais são aplicadas funcOes lineares.

6 4 1 Definicdo

Define-se o espaco coerente),c)como a colecdo de subconjuntos

coerentes gerados a partir da teia A, (A, , A ) parcialmente ordenados pela inclusdo

6.4.2 Definicdo

Sejam os espacos coerentes	 J,c) e 1,,b? ,=(Coh(B,,.	 gerados a

partir das teias A, (A,	 e B,	 e a fungdo basica A.,: A,' —> B,' , onde tem-se

k: =	 , logo k, X	 ,1 Define-se entdo

a fungdo token, X, :A ,-->B , por: A X  = {A,'(a,) B' I a, EX  } .

a pre-fungdo objeto, X ,:	 —> , por: X i x, = {2, X E 03 , X,

(iii) a fling -do objeto,	 , pore

X, E3 I X, cx, } sex, opasitot(4);
A

X x =UP G i(X )=i(d)AX i x, cdl caso contrario.

6.4.3 Proposicdo

As prè-funcOes X	 —> e as funcOes de objetos	 estdo bem definidas e sdo
totais em cada um de seus respectivos dominios.

Prova:
Decorre da definic ado anterior e das respectivas restriciies do conjunto basico, da

subteia e no espaco coerente

x
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6.4.4 Proposicdo

As pre-funcOes X :y4, —*(B, sdo monotonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:

As pre-funcOes X	 sdo restricOes da pre-funcdo X:.4 -4 6	 portanto pelas

proposicaes 5.3.1, 5.3.4, 5.3.7, 5.3.10, 5.3.12 e 5.3.15 sdo monOtonas, continuas, estaveis e

lineares, pois X,' é injetora por definicdo.,

6.4.5 Proposicdo

As funciies de objetos 	 :A i .4(8 1 são monOtonas, continuas, estaveis e lineares.

Prova:

As funcOes de objetos	 :Ai	 sac) restricOes da fiingdo objeto	 portanto,
basta aplicar as proposicOes 5.3.2, 5.3.6, 5.3.9, 5.3.11, 5.3.14 e 5.3.16 e considerar como
hipOtese, que as restricOes da funcdo bdsica, X.:, sào funcOes injetoras por definicdo. •

6.4.6 Definicdo

Sejam os conjuntos:
A,' c A' como subdominios de A' tais que 2' é injetora, e

B,' c B' as respectivas imagens de cada A,' , ou seja,	 =

•	 •
define-se a fungdo bdsica (A.9: 	 A,' --->v13,' por:

?t' a= f	 onde	 =	 e a EA: •

6.4.7 Definicao. Produto direto entre espacos coerentes

Define-se o	 produto direto entre	 os	 espacos	 coerentes indicado por

11A, E COhOrii ,	 como sendo o	 espaco	 coerente	 gerado	 a partir	 da teiaI UAi
i

A= •
UA
	 que e formada pela uniao disjuntas dos subconjuntos A,' c A' , isto é

yA
i = = {({0} x Ao)U({1} x 141)U...U({ } x A,)U...} e a relacdo de coerëncia é dada

por:
(a,	 ) .	 ) <=> Xj,X12 e	 )	 •	 (i 2 , Xj, ) , Vi, j E IN

U 4	 U4

Em [TRO 92] afirma-se que este é o produto categOrico para a categoria dos Espacos
Coerentes	 e em [DIM 96b] constroe-se a correspondente prova. Alem disso existe um
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isomorfismo entre a familia de conjuntos coerentes do produto direto dos subconjuntos
.

A: c A' , Coh	 , e o produto cartesiano entre as respectivas familias de conjuntos
A

coerentes, Coh A l x Coh A 2 x...xCoh A, x.... Por isso pode-se usar a seguinte notacdo:

Coh(({0} x Ao )U({1}x	 x	 (CohAo x CohAix...xCohAr

Assim todo conjunto coerente que pertenca a esta uniao, pode ser representado por uma n-
upla, infinita ou ndo, de conjuntos coerentes, isto e :

x ECoh(({0} x A o )U01} x	 x A n )U...) <=> -a. (co,x1,...,x,,,.•.);

n
E todos os tokens X do conjunto coerente x e Coh	 sdo indicados por:

A/
7 •	 n

	

Xex<=>XE	 . <=> X =(i,X)= X,.

Entretanto, pelo isomorfismo citado anteriormente, tem-se que:
•

X7  EX , x 1=2. (x0 ,x,	 X, e x, .

Define-se abaixo as funcOes de objetos e de tokens neste espaco coerente.

6.4.8 Definicdo

Sejam as funcOes basicas A,: A,'	 Seja x E COh(A,	 tal que

x =	 . Entdo tem-se que:

	

xeA, <=>x,	 ,X	 ,...} EA

onde X ,j = Xi n A,' . Neste caso x, contem todos os tokens que estdo na subteia	 e tern

intersecdo corn os tokens X, do	 conjunto x.	 Portanto cada conjunto	 coerente

[Coh6.4,,;3. ],g
uA,

sera indicado por:

X = X0 UZI

=

= (x0,x1,...,x,,...)   

•

B,
UB 

Sejam as teias A =
UA,1

•
e B = . A fimcdo de tokens 

13, definida por X, X = X, X j _ {A (cc)la e X i } .
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Sejam as teias
.

Ao—•
UA,

e B =

(•

. A fimcdo de tokens
UB;1

k: A	 B, definida or k X = X j = {X; (a )la. E X e total e bem definida.

Prova:

Se	 A'	 B' e total entdo {a E	 (a) r} = A,' , ou seja, todos os elementos de

A' são definidos. Portanto qualquer que seja a restricdo sobre X', onde X c 247',

A, X, = tk'(a)	 E Xi] c A,) =	 esta	 bem	 definido,	 logo,
• •	 •

{X if E	 X, 1 	= A . Assim a funcdo de objetos X: A —+ B esta bem definida e é tamb6m

total. Se agora X,': A' ---> B' nao é total entdo 3a E AV,' (a) '1', ou seja, 2'(a) B' Assim,

X u = {ot}	 e	 A.,X,3={A,:(c4teXi.,1={ }, isto e, XIX u ]=X, X u ={ }cB, e, portanto

={	 Mostrou-se entdo que	 —> B é sempre total.

6.4.10	 Definicdo. Pre-funcdo objeto

Sejam tambem os espacos coerentes A [Coh6A,,.,4.	 e
UA,

{Coh6 B, ,;z . 1,c
1	 UB,  

A pre-ftmcdo objeto X: 114 . —> FP . é definida por:

	

.	 . 	.	 .	 .	 •	 •

	

Xx={A,X0 A,X	 X X	 X, X	 XX	 X,X	 XX	 kX	 .XX

	

0 7	01,•••'	 Oi 7	 10'	 11,•••1	 1 ' •••7	 101	 11,• "	 ti ,• • •

= {A, 0 X00 ,k 0 X00...,k 0 X00...,k i X iodliX„,...,XiXii,...,i,X,,X,X,1,...,X,Xto...}

({21, 0 X 00 ,k 0 X 01 ,...,k 0 X0j ,...1{X i X10 ,k i Xii ,...,k i X ij ,...,},...,

...,{X,X,o,k, X	 ,..., X, X, ,...0

= ox,,X

	

Assim pode-se ainda expressar a pre-funcdo objeto X: H 	 —>	 da seguinte forma:

	

x (X 0 „...,X	 = (A. 0 X0 iXi	 onde X , sào pre-

funcOes definidas nos espacos coerentes , gerados a partir dos subconjuntos bdsicos A,' .
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Sejam os espacos coerentes n A  

fimcdo objeto A: 1124	 ID e definida por:

Xx=(X 0.x0,X1x1,...,X, x, ..) se xNuasitot(A);

/ • •\1 	• • / A	 A	 A
Xx =i(d)AXxcd X	 X	 ... X0 x	 1 x 1 ,	 ,	 x , caso contrario.

A
•

onde Xx corresponde ao fecho indexado da ima gem da pre-funcdo X .

6.4.12 Proposiedo 

(

[

n

CohU: A;,	 ,c
U.4,
i  

Sejam tambern os espacos coerentes -=	 ],c
UBi  

•
A pre-tune -do X: HA —>	 definida por:   

•
X, X -7--

•
XX Of XX107 iX 	 X ,iX00 7	 01 7• • • 7	 11 7. • • 7	 1	 1 7.• •	 '• •

é continua, moneitona, estavel e linear.
Prova:

Como a definiedo da funcdo objeto X: 11,1 --> W se reduz a definicdo 3.3.1,

( •

bastando para tal tomar cada token X =(i,X)EA= U A i 
U2k, ) 

Tem-se entdo validas

todas as proposicaes provada no capitulo anterior, ou sejam, 5.3.1, 5.3.4, 5.3.7, 5.3.10,
5.3.12 e 5.3.15, considerando-se que as tune -6es basicas X.:: A: —›13: sdo injetoras por

definiedo, na construed° da teia A =

( .	 1
•

UA , ,'-'',..	 . Logo X: [TA. -+ Ho . é uma fimedo
i	 uA, )	 ,,

objeto monOtona, continua, estavel e linear.
As mesmas propriedades podem ser estendidas para as funeOes de objetos, conforme

mostra a prOxima proposiedo.

=U d



, caso contrario.-=-X, 0 x, ,X 1 x, ,...,X ,x„...)

•

2_ ( • 'N
X x =

A

•

xx=U

Xx=(X x, ,X 1 x,

1..
c1,81 Xx

•

}=i(d)AXxcd

sexquasitot(A),

A	 A
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6.4.13 Proposicao   

Sejam os espacos coerentes FT CohU

▪ 

A„Al.

UAi

. A funcdo de  

objetos X: HA,	 definida por:

é continua, monOtona, estdvel e linear.
Prova:

Como a definicdo da funcdo objeto	 n5 1 -->nS se reduz a definicdo 6.4.10 ou ao

fecho aplicado a esta definicdo, e que as funcOes básicas A,;: A,' ---> B sdo injetoras por
definicdo, pelas proposicOes 6.4.12 e 5.3.2, 5.3.6, 5.3.9, 5.3.11, 5.3.14 e 5.3.16 tem-se que

a funcao de objetos X,: HA —>FD é uma monOtona, continua, estdvel e linear.

Tomando-se x 7.=(x ,x „...,x „ ..) tal que x, = {X3 E A, IX, e x} tem-se que cada urn

destes subconjuntos, X , por sua vez, sdo os tokens das correspondentes subteias geradas

pelas restricOes do conjunto bdsico a subdominios A,' nos quais a funcao bdsica é injetora.

Pode-se entdo definir:

1.a pre-funcdo de objetos X :	 na subteia A -=	 ,) da seguinte forma:

prof (X 0 ,X	 ,...) = X ;

2.a funcdo de objetos X,	 na subteia A (A „) da seguinte forma:

6.4.14 Proposicdo

As pre-funcOes projecOes 	 prof:	 Coh6A,

UA;
n 

definida	 por  

prof (X, 0 ,X ,,...,X ..)=X sào monOtonas, continuas, estdveis e lineares.

Prova:
Esta proposicdo esta demonstrada ern [DIM 96b].
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As fincOes projecOes de objetos, prof:
•

COVJAi

()Ai
,s definida por       

sdo monOtonas. continuas. estdveis e lineares.

Prova:

Esta proposicdo segue da proposicdo anterior 6.4.14 e das proposicOes 4.2.19, 4.2.22,

4.2.25 e 4.2.30.

6.5 Isomorfismo

Mostra-se a seguir que existe urn isomorfismo entre os conjuntos coerentes do produto
direto e os conjuntos coerentes gerados a partir do produto cartesiano das subteias. Desta

forma, as funcOes de objetos 	 tem uma representacdo linear em cada urn destes
espacos produtos, e alem disso, estas representacOes sào isomorfas. de acordo com o que se
apresenta na Ultima secdo, 6.6, deste capitulo.

6.5.1 Proposicdo

(Sejam	 C0h(A.	 4 *
 = (Coh(A	 A*),c) os espacos coerentes

.	 •	 ( •
construidos sobre as correspondentes tetas A=(LJA, Ai e A* HA,,^ A .. A familia de

conjuntos coerente do produto direto, Coh(.1,,= , ), e a familia dos conjuntos coerentes da

teia produto, Coh(A*	 ), sào isomorfos, isto e, Coh(A..-,I)_Coh^A*,^A).

Prova:

Seja x E COh(A,"- ,' ) tal que x = {X° ,X, ,...,X3 ,.• 
JEN 

Qualquer que seja

	

A
	 tem-se que x=x0 vx i u...vx,	 , logo,

.
x' {Xcio ,Xo 1 	 • --X01 ,X10 ,X11 ,.. „Xi , ..,X 0 ,X

MAP10

=(.3C0 ,X 1	 ,..)

•
Portanto qualquer que seja x E	 pode ser unicamente decomposto como

=x*€:=_Coh(A *
{(x00 "V10 " . ” Xj0 '• • )'(X01 'XII
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sendo portanto possivel definir uma bijecdo 	 Coh	
A)
	 Coh(A* /  A . ) dada por:

/i s\	 (
qi X =^P Xo U U...UX, U...

=f( (Xo0Xiv Xii ," - X il

}X if EX 1 e (j)(= Xj EA =x* (XOj X1j . 	
u

X	 )EA„ x A l x xA x  

•	 7.	 r . \	 i . \
De fato, '-P é injetora, pois para todo x',x" eCoh A,,:,.), se '-Px'

i
 ='-P x" 

I 
entdo

A  

T({X40 ,X4 1 ,....X4	 ,...,X1'0,X1'1,...,X1 3 ,...,X7o ,X 71,...,X,i' ,...})-=

	

=TOZ,X,,71,... . Xc:ij,...,./1711,;,X,"1,...,X17,,...,X,'„; X" 	 X" }),	 ii,---,	 , 7...

{(X:0 ,AT' ,..., 
17 

,...) EA R X A l x...x A,x... 1 X,', ex, e UX =X1 EA }=

{(X:::,,X:,',...,X:;,...)EA0 x Ai x...x A ...I X,7 ec, e UX,7=X, EA}
,

<=>x'=x"((AT:0 	 <=> (117 =
Vj eN,iEZ	 t	 7 VjeN,ieZ

	A funcdo IP tambem é sobrejetora, pois para todo x
*
 E Coh(A *	) existe

x eCoh(A, z--, .	 tal que LP(x) --=.
a/	

/Mem disso, 4' é monOtona, pois para todo

• 7.	 n 	 •	 •
x',x" GCoh A,- , . , se x'cx" entdo:

{XL ,2/7 1 ,....A7c: j ,...,X /',3 ,X;/ ,...,x ' ,...,x,f0 ,xj; , . „x; ,...}C

{Xc70 ,X,;; ,....X4ii ,...,X 17, ,X 1"/ ,...,X 171 ,...,X:4 ,Xi7 ,...,X1;',..}

(X io ,X', ,...,X,3' ,...)E24 ,, x A i x...x Ai ...I X ,3' ex: e

)

	
xA i x...xA ...I X y"eci"e UXi2=X7EA}

n 	 •
e tem-se que tli(x'i ckP(x") .

n

Portanto Coh A
n a/

Coh(A*,,,A*).

UX,j' =X5 eA 1 c
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6.5.2 Proposicdo

.
A funcdo

Ai
Coh(A* 

A ' ) dada por:

x =
\ 2	 n

xo ux,

- T( {X00 / X01 /' ' ''Xo j ,...,X/0,X„ ,..., Xi	 ...)(0,X,,...,Xy ,...)

= { Val , x10 , ....

= (X X0 3 ,	 11 / •I

)(1 0 ,...),( x01 , x„ ,.... x, ,...),...,(Vo

...X	 )EA	 x A x...xA x...1 X	 exii )• "	 0	 1 	 y

, 2V1 j ,.....;,...),...}

e U X - =- X EAi.i
i

=x*

é linear em cada urn de seus argumentos.
Prova:

Segundo [DIM96], uma funcdo tY:Coh(A.,--t.) ---> Coh(A * 	) é linear em cada urn
A

de seus argumentos se a funcalo	 sr,	 tP(x, )=	 e linear. Isto	 sera

mostrado a seguir.
monOtona	 pois	 sejam	 x, c x:'	 logo	 tem-se	 que

Assim

é continua pois é monOtona conforme o demonstrado acima e alem disso, suponha-

se ic	 ),c) um subconjunto dirigido em relacdo a inclusdo. Entao

UX EA . e	 E A * é dirigido. Portanto tern-se que:

OP, [i]=0114a,b,...,x,...)1x,

. )Ix e.1)=T [UX]
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T, é estavel, pois ja mostrou-se que é continua e alem disso verifica a condicdo de

estabilidade. De fato, suponha-se que	 ux ;"	 entdo tem-se que

LP, (x	 .)

(x

E finalmente pode-se	 afirmar	 que	 linear, pois e estavel e sendo

C	 A),c) tal que todo	 4 tem-se que x:ux,"E entdo UX EA , e

POrtant0

UT P]=Ula,b,...,x,...)1x, El)

	

E	 = P, [U X]

Logo provou-se que a funcdo 	 ,	 é linear em cada urn de
A

seus argumentos.

6.5.3 Proposicao

A funcdo	
Al 

—> Coh(A *	 ) dada por:

T(
.\
x = T xo L.) x, u...v x, c...i

= F({Xoo , X,,,,....X0j,...,X,o,X,,,...,X,i,...,X,o,X,,...,X,,,...})

(X 00 , X10 ,.... xio,...),(xo,,xii,....x1,,...),...,(xo ,x„,....xu,...),...}

= (x0 ,x„,....x ,...)EA 0 xil i	,x...xA x...1 X,3 ex e UX i., = X EA{	 ,	 3	 =x*}

é linear.
Prova:
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/ •	 \
Por [DIM96], T:Coh	 . ---> Coh(A *	. e linear se é linear em cada um de seus

argumentos, logo a prova decorre imediatamente da proposicao anterior.

6.6 Rein* entre os espacos coerentes . e

Apresenta-se a seguir a relacdo existente entre a familia de conjuntos coerente,
( •

Coh(A, ), e a familia dos conjuntos coerentes da teia produto, Coh

6.6.1 Proposicdo

n

Sejam = (Cohl	 e 
UA;

,c os espacos coerentes construidos          

sobre as correspondentes teias A =	 A	 e A = Existe urn

homomorfismo T:	 injetivo.

Prova:

	

Qualquer que seja x E Coh(A, A ) tal que x = {X0 ,X1 ,...,XJ 	, tern-se que x

pode ser decomposto da seguinte:
.	 n

{ X00 X10 "X JO '• • " X01'	 " • " 17/1 '• • •'X O	 " • ••	 = x E COh(A,z-:

sendo portanto possivel definir uma funcdo 	 que aplicada sobre os objetos é dada

por:

T(x)=T({X0 ,X1 ,...,X ..})={X00 ,X10	 ,X1,	 ,...} ou

ainda T(4= j U X,, EA. jx, =A, nX e Lj;=x, Ex .

E sobre as funcOes:

T(X4=T(X{X0

=T({A.X0

X01,X,IXil 	 ,A,= { 2c 0 X00 0 Xio

=,(T(4)
Aplicando-se as proposicOes 6.3.1 e 6.5.1 e tomando-se T=WoI' prova-se a

proposicdo.
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A seguir tern-se a representacao grafica fiesta relacdo.

FIGURA 6.2. - Relacao entre os espacos A , 1 IA e *

Este capitulo apresentou uma das caracteristicas mais importantes da construcdo
proposta, o desenvolvimento de urn sistema de representacdo linear para funcOes localmente
lineares, corn a construcdo e definiedo do espaco coerente gerado pelo produto de subteias,

denotado por	 . Estas subteias se caracterizam por serem geradas por subconjuntos do
conjunto basic° nos quais a correspondente restricdo da fungdo bdsica é injetora. Mostrou-

_*
se ainda que as funcOes de objetos X , definidas entre espacos coerentes assim estruturados
sdo lineares e coincidem corn os morfismos da categoria dos espacos coerentes. Alem disso

correspondem a representacdo linear das funcOes de objetos X , a partir da definicdo do

homomorfismo F entre os espacos ay e	 .

Mostrou-se ainda que o espaco 4 * e isomorfo ao espaco coerente gerado pelo produto
direto dos sub-espacos, sendo este Ultimo gerado pelas respectivas subteias e denotado por
Ilk e sobre o qual pode-se determinar tambern as representacôes lineares da funcdo de

objetos X .
Interpretando os resultados alcancados, tern-se que toda transformacao definida para

urn tipo de dado estruturado a partir de urn conjunto basic() enumerdvel tem uma
representacdo linear, constituida pelos morfismos da categoria dos espacos coerentes. Esta
representacdo linear é justamente a representacao construida neste capitulo.
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7 0 Espaco Coerente dos Intervalos Racionais

7.1 0 Espaco Coerente dos Intervalos

Neste capitulo define-se as funcOes objetos para Espacos Coerentes cuja teia é
formada por tokens que sdo primeiramente intervalos do 	 conjunto basico, e
posteriormente, intervalos de racionais.

7.1.1 Definicdo. Pre-Intervalo

Em [DIM 96a], define-se pre-intervalo como sendo a estrutura X =(X', � x,) onde

X' c A' , denominado de alcance X, é qualquer subconjunto de A' para o qual sempre
que a;,a,' E X' , entdo todo a E A' tal que a; � ,, a � 4 , a; tem-se que a E X' . A
relacdo de ordem,	 que é uma restricao da relacdo de ordem 	 em A' .

Se X' = Q1 entdo	 (0, � -,) é a notacdo para o prê-intervalo vazio.; Se

X' = A' entdo A' = (A' , � A ,) e a notacdo para o pre-intervalo improprio.

7.1.2 Definicdo. Intervalo

Seja A' urn conjunto enumerdvel e parcialmente ordenado por uma relacdo de
ordem ".�". Urn intervalo é uma estrutura composta de urn subconjunto X c A' que
verifica as seguintes condicOes:

inf X= p e sup X= q;
Va,,a, E X tem-se que Va E A', se a, a	 então a E X.

E uma relacdo de ordem, �_ x que é uma restricdo da relacdo de ordem 	 em A' .
Neste casop e q sdo chamados extremos do intervalo X denotado por:

X =[p,q]=0p,q], �_lp.q])= {a e A' I al <a << a2}

Se p = q = a o intervalo X= [a,al é denominado intervalo pontual e node ser
denotado simplesmente por a .

IA' é definido como o conjunto de todos os intervalos básicos de A'.

7.1.3 Definicdo. Teia sobre IA

Seja IA' o conjunto de todos os intervalos basicos de A'. A teia A	 A) e

construida tomando-se cada token como um intervalo bdsico X e a relacdo de coerencia
induzida, definida em (1.4.1), neste caso e expressa por:
[p,q], [p ', q ']  V a E[p,q],V a' E[p',q1,p 	 e p' � qa[p,q]n[p',q1# 0

Todo subconjunto coerente x desta teia é um conjunto de intervalos. 0 conjunto de
todos os subconjuntos coerentes de A é denotado por Coh(A). Tern-se entdo:

Coh(A) Coh(IA' , A ) = tx c A I V[p,q],[p' ,q1Ex, [p, q]	 [p',4
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7.1.4 Definicdo

Se X c A' e tal que X=0, define-se entao [	 ] — (0, � 0 ) onde a relacdo � 0
uma restricdo da relacao

7.1.5 Definicdo. Espaco Coerente de Intervalos

0 espaco coerente 	 = (Coh(/A',-1",A ),C) é a colecdo de subconjuntos coerentes de

intervalos de uma teia A -="(Lif,^1A), parcialmente ordenados pela relacdo de inclusdo.

7.1.6 Definicdo. Fun* no Espaco Coerente dos Intervalos

Sejam	 o conjunto de todos intervalos basicos de A',B' respectivamente, e a
funcao basica A:: A' -4	 . Sejam	 A c OA), B	 (B') . Sejam tamb6m as teias

A (IA' A )	 e B	 e o s correspondentes	 espacos coerentes

4 = (Coh(IA' 4 ),C) e 13 = (Coh(1.8' B ),C) . Define-se:

a funcao basica	 :A'---->B' .
a funcdo de tokens /I:A ----> B por:

A[p, q ] =	 czElp,q1	 a4p,q1
min A'a,max A'a se min A'a, max A'a GB', e

a4p,q]	 a4p,q1

],	 caso contrario.

3.a pre-fungdo de objetos X:A	 6' por:

Xrc = P4p,q] E	 [p,c] E x 1.

4.a fur-10o de objetos 	 por

Xx={4p,cdel2

	

[p,c]e_x	 se xiiziasitot(4);
A

( .XXx)=Xx=U{dE0i(X4=i(d)AX,Tcd) caso contrario.

onde X.:A1 -> corresponde a funcao fecho definida por Xx =x" .

7.1.7 Proposicao

Sejam 9 =	 A) ,	 e = (Coh(IB' B ),c) sao espacos coerentes de

intervalos. A pre--funcao objeto	 --> (, a funcao objeto	 e a finicao de tokens
2:A -+ B estdo bem definidas e sao totais, em cada urn de seus respectivos dominios.

Prova:
Decorre imediatamente das proposicOes 3.1.3, 3.1.4 e 3.1.5.

7.1.8 Proposicao

X(x)

Sejam 1=	 A)	 e („3 =	 ),C) sao espacos coerentes de
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,	 .
intervalos. A pre-tuned° X:	 e a tuned° Nieto,	 , sdo monOtonas e
continuas, e serdo tambern estaveis e lineares se, e somente se, A' e injetora.

Prova:

E imediata a partir dos resultados das proposicOes 3.3.1, 3.3.4 e 3.3.3, 3.3.6 tem-se

que X,X sdo monOtonas e continuas. Pelas proposieOes 3.3.10, 3.3.15 e 3.3.11, 3.3.16

sera° estaveis e lineares se 2'	 é injetora. Observa-se entretanto que 	 verificam a
propriedade da linearidade, pelas proposicOes 3.3.12 e 3.3.14. ,

7.1.9 Proposiedo

Seja o espaco coerente de intervalos A =(Coh(/A,,k,,,),c), e a fimedo basica

X': A' —> B'. Entao define-se :
a funcdo de tokens X.:A —> B por:

	

A.[p, q ] = [ ?'p,A'q] (X[p,q ] =	e
a pre-fimcdo de objetos 	 —+ 6 por:

Xx = {[x!), X' q] E3 [p,q] x (Xx = {[X'q,	 e 2 	[p, q] e x }) ,

(iii) a (Uncap de objetos	 por :

Xx={[X rp,X.'qlei	 [p,q1ex se xoquasitot(A);
A

(X.X)(x)=Xx=U{dcaTi(Xx)=i(d)AXxcd} caso contrario.

se, e somente se, da E [p , q] tern-se que p X'a	 q (X' q X'a Vp).
Prova:
Se da e [p,q],k'p X'a X' q entdo mini 'a=Vp e max X	 , portanto:

X[p,q]=[min X'a , max Vcc]=[X'p,X'q],
.41,A] 

Xx = { Xfp,q] e	 [p, q] e v = {[Xrp, X rd e	 [p, q] ex} e

Xx={[X 1p,X'qlet8 [p,cdex se xoquasitot(A);
A

(X.X)(x)=Xx=U{deii(Xx)=i(d)AXxcd} caso contrario.

Assim pelas proposicaes 5.2.4, 5.2.5, 5.2.6, 5.2.7, 5.2.8, 5.2.9 e 5.2.10 completa-se
a prova da proposicdo.

Como um caso particular delta proposicdo, tem-se o coroldrio a seguir.

7.1.10 Coroldrio

Seja o espaco coerente de intervalos =(Coh(IA,, -	 e a funcdo bdsica

X': A' ---> B' . En-Ca.°, se X' é crescente (decrescente), define-se :
a funcdo de tokens X: A —> B por:

24p, q] = [X' p , q], (X p, q] =	 q pi) e

a funcão de objetos X. A	 por:

Xx = {[X,' 	 E I [p, q] E x } (Xx =	 E I [p, q] E x }) ,

X(x)

(iii) X(x)=
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(iii) a funcdo de objetos

Xx={[Xrp,X'q

A

,q]Ex (Xx={[X'p,X'ql [p,q]ex }) se xapiasitot(50;
X(x)=

(i0X)(x)=-Xx=U{dei(Xx)=i(d)AXxcd} caso contrario.

Prova:

De fato, se X,' é crescente em [p,q], entdo certamente pode-se afirmar que

Vote[p,q],	 implica	 Portanto a condi* da proposicdo

7.1.9 e satisfeita e pode-se aplicar a definicdo citada anteriormente.

7. 1. 1 1 Definicao

Seja A = (Coh(IA,7z-,,),c). Se X': A' —> B' nao é injetora em todo seu dominio de

definiedo, mas suas restriebes X;: A 1' ---> 13 7' sao injetoras, entdo a correspondente fimedo

de objetos	 ---> e a pre-funedo X: A —> sao localmeme lineares.
Decorre desta definiedo que as funeOes 	 —> (.8 e X:561 —>	 admitem uma

representacdo linear de ,: * = (Coh(A * ,z, A - ),	 em	 = (Coh(13 * B . ),	 , conforme

mostra a prOxima proposiedo.

7.1.12 Proposiedo

Sejam tambem as teias A
*	

e B*
	

e os correspondentesz 	 B,

espacos coerentes ,1
* 

--,(Coh(lA* a, ),c) e	 =-(Coh(IB* IB,. A pre-tuned° de

* *	 ,,*	 i:* 4 *	 ,*
: 4 --->	 e a tuned° de objetos A	 —4(.5 sao totais e bem definidas.

Prova:
Prova-se aplicando-se os resultados da proposiedo 3.2.8 e 3.2.10.

7.1.13 Proposiedo

Sejam tambem as teias A* e B	 e os correspondentes

e , :ic =(Coh(/B * ffi c) A pre-funedo de

—,*
X * : * -3 e* e a tuned() de objetos A * -->i * sao monOtonas, continual, estdveis e
lineares.

Prova:
Decorre das proposiebes 3.2.8 e 3.2.10. .
Apresenta-se a seguir o Espaco Coerente de Intervalos Racionais, onde o conjunto

bAsico é o conjunto dos racionais e onde os tokens que formam os conjuntos coerentes
sao intervalos de racionais.

espacos coerentes 4
*

=(Coh(IA	 L4.),c)
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7.2 Espaco Coerente de Intervalos Racionais

7.2.1 Detinicdo

Seja (/0,z) a teia de intervalos racionais. Denomina-se Espaco Coerente de

Intervalos Racionais, II0, o dominio de Girard constituido pela colecao de subconjuntos

coerentes da teia	 ordenados pela inclusäo. isto e, ITO	 (Co00,z),c).

Conforme [DIM96}, o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais é uma estrutura

algebrica ordenada, de tal forma que a definicdo das operacOes algebricas e da relacdo de
ordem para os objetos parciais sac) herdadas da pr6pria estrutura algebrica e ordenada do
Conjunto de Intervalos Racionais, que por sua vez tem suas operacOes e relacOes de
certa forma herdadas dos racionais. Seguindo este mesmo tipo de construcdo, busca-se
aqui analisar as funcOes elementares, bem como suas propriedades mais importantes,
durante o processo de construcdo . Portanto algumas definicaes e consideracOes sao
necessarias, e sal° apresentadas a seguir.

7.2.2 Definicao. FuncOes em 110

Seja 110 (Coh(I0	 , o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. Define-se:

a fungdo basica elementar X!: 0 ----> 0 nos racionais;
a funcdo de tokens k. 10 --> IO por:

min A 'a max A' a se min A' a, min A' a GO, e
A[p,q]=	 acEPAI	 -4PAI _	 -4PAI	 a4P,q1

1, caso contrario.

3.a pre-fling -do de objetos HO	 II0 por:

Xx={4p,q]c110 ip,q]ex .

4.a funcdo de objetos k:H0—>II0 por :

Xx---{Alp,q1E/10 [p,q]Ex se xoquasitot(4);
A

(i°X)(X)=XX caso contrario.

onde X110—> IIQ corresponde a funcdo fecho , e X.x = x = U{d GHQ i(x)=i(d)A xcd .

7.2.3 Coroldrio

Seja  110 CoM I 0 , ,	 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais,

X: 110 II0 , a pr6-funcao elementar em Coh(/0,7=,), e kJ° /0 a correspondente

funcdo elementar nos tokens da teia	 . Assim, se [p,cd E x, entao 4p,q1 E Xx
Prova:
Segue imediatamente da definicdo acima.
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7.2.4 Proposicdo

Sejam 110,--(Coh(1Q,z),c), //O ---> IIQ, a pre-funcdo elementar e k://0-->//0 a

funcdo objeto em Coh(I0,z). Se xGII0 entdo Xxe/I0 , como tambem XxElIO .
Prova:

Se x = 0 entdo X0= 0 e II0 .Supor entdo x # 0.Para todo [pl,q1],[p;,q;] ex

tem-se que [Pi qj .	 tern -seproposicdo 3.1.2	 em	 [DIM96],	 te-se

p1 � q i e pi � 	 ou [p1, q1 	 ]# 0. Logo,	 VAlp,,q, LA.fp2 ,q2 ] e Xx, tern-se

r	 •
e X p2,q, 1

,
que xpi ,q11 = 1 	 ka , max bad	 min Xa , max Xa Existe entdo

L ae[pl ,q 1 ]	 ae[ppqi]	 L acippqi	 ae[pi,q11 j

a' E [p, ,q,]n[p2,q2] tal que min X.a _� Xa'	 max Xa e min Xa < X,cc' < max Xoc.
ac[p l ,q i ]	 cxe[pi ,q,]	 ccdp2,q2]	 aGip2,q21

Dai tern-se Xa' e 24p ,q e A,a' e Xfp2 ,q2 ], ou ainda,	 Xfp,,qjnX[p2 ,q2 ] # 0 e
portanto ix E IIQ, ou seja , X x é um conjunto coerente de intervalos racionais.

Mostrou-se assim que Xx E Coh((IQ,~),).
Do corolario e da proposiedo anteriores pode-se afirmar que a pre-funedo elementar

X esta sempre bem definida em IIQ. E consequentemente Xx EII0 tambem.

7.2.5 Proposiedo

SejamIIO= (Coh(IQ ,^) ,c) , X: HO	 IIQ, a pre-funedo elementar e k:II0—> HQ a

funedo objeto em Coh(IQ,Z) .	 sdo monOtonas e continuas, e sell() tambem estaveis e
lineares se, e somente se, 2' é injetora.

Prova:
Decorre imediatamente da proposiedo 7.1.8 .

7.2.6 Definiedo

Se a funedo basica nos racionais ndo é injetora, mas localmente injetora, entdo a
pre-funedo e a funedo objeto admitem representaedo linear no Espaeo Coerente

(
II0* = Coh(1Q * , IQ* 	 . Define-se entdo a funedo objeto 	 .IIQ * —>IIQ * por:

X * x * se x * q4uasitot(A);
A

(i.X*)(x*)=X*(x*) caso contrario.

como tambem a pre-funedo X * IIQ * —>II0 * por :

onde corresponde a funedo fecho em IIQ.

Assim, sejam	 a correspondente	 subteia	 ,2) onde Q i cp(0, ) ,

Io2={[p,q]eIOlcc i _, �p�_q�oc i l e onde a relacdo de coeréncia,	 , é a relacdo de
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coeréncia,	 , herdada da correspondente teia de origem, mas restrita aos elementos do

conjunto, 01 c0 , que a gerou.

A partir destas subteias pode-se construir a teia:
I

Q * ".=- [Iv	 +0 xio x xio	 eQ . 	 -0	 1	 n-•17
\

cuja relacdo	 de coer6ncia para todo	 )eQ* , onde tern-se

X, -=[p,,q,], Y, = [p,',q,1]c IQ, é definida por:

( X0 	(Y0	 )<=>3X, ,YJ c/O tal que	 , isto	 tal

quer Xi nYi =0, Vi =1(1)11.

7.2.7 Proposicdo

Sejam	 a teia	 .10 * WO; 
Ai 	

e	 seu correspondente espaco coerente
\

HQ
*
 = Coh TO

*

' 	*
	 . A	 pre-fimcdo	 X * HO * --->IIQ * e a funcdo objeto

'—)

X * HO * -->110 * sao totais e bem definidas.
Prova;
Segue da proposicdo 7.1.12.

7.2.8 Proposicdo

r
Sejam a teia IQ

*
 (}Fil/Qi e seu correspondente espaco coerente

. A funcdo objeto X * ..110 *	 definida por:

r X * x * se x * ,zquasitot(A);
i,*(v*)--= A

)=X * (x * ) caso contrario. 

é monOtona, continua, estdvel e linear.
Prova:
Segue da proposicdo 7.1.13. ,
E de forma andloga ao que foi construido anteriormente, pode-se definir urn par

r*	 I *
prof ergo para IIQ = Coh IQ ' IQ*/

7.2.9 Proposicdo

Sejam a teia IQ* _= ruiz
\	

,, A
/

e HO * =
(
Coh(IQ * '  1Q**	 o correspondente
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espaco coerente gerado. Existe sempre urn par projecao para (110
*
 IIQ* ), ou seja, para

toda funcäo objeto X * 110 * 	, existe sempre uma funcdo h * IIQ * —WO * , tais

que, X * .h * = id
—*

 *
	 n

e (h	 , para cada

Prova:

Segue da proposicao 4.3.12.

7.3 Objetos Totais e Quasi-totais de IIQ

7.3.1 Representacâo dos reais como conjuntos coerentes enumeraveis

Estuda-se a seguir as funcOes objetos restritas aos objetos totais e quasi-totais do
Espaco Coerente de Intervalos Racionais.

Segundo [DIM96a], conjunto dos objetos totais de HO é urn corpo ordenado
completo e constitui o corpo dos numeros reais. Estes objetos totais sao os conjuntos
coerentes de intervalos racionais que sdo maximais para a inclusdo.

Alguns objetos totais sdo formados por intervalos racionais cuja intersecdo em IO é
urn intervalo racional pontual, e irao constituir uma subfamilia de objetos totais, a familia
de intervalos racionais ligados a urn numero racional, isomorfa ao corpo ordenado dos
racionais.

7.3.2 Definicao. Conjunto de intervalos racionais ligado a urn numero racional

Sejam 0 o conjunto dos racionais e IQ o conjunto dos intervalos racionais. Para

cada racional rEQ diz-se que x r -Ap,q]cIap�r�q} é o conjunto dos intervalos

racionais ligados a r.
A familia dos conjuntos de intervalos racionais ligados a r é denotada por XQ , ou

seja, XQ r Ire0}. "--
Como os pontos desta familia sdo objetos totais, dado rEQ, x r concentra toda

informacdo sobre r, assim como todo subconjunto prOprio .rcx, é uma aproximacdo de
xr

Existem entretanto objetos totais em IIQ que ndo pertencem a importante familia
X2 , isto é, que ndo estdo ligados a algum racional. 0 indice de tais conjuntos coerentes,

que embora constituidos de intervalos racionais, ndo constituem urn intervalo racional.
Dimuro, definiu este indice como sendo o pr6-intervalo racional vazio. Como exemplo,

seja x,---f[p,q]e/Q(p0v(p>0Ap 2 <2))A(q>0Aq 2 >2)} . Tem-se que retot(HQ) mas

xeXQ, , veja [DIM 96a].

7.3.3 Definicdo. Conjunto de intervalos racionais ndo-ligado a urn numero racional

y EL6

*

Chama-se IIQ o Espaco Coerente de Intervalos Racionais. Define-se conjunto de
intervalos racionais nao-ligado a um numero racional ao conjunto formado por todos os
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objetos totais de IIQ cujo indice ndo e urn numero racional ou um intervalo pontual
racionai.

A familia dos conjuntos coerentes nab-ligados a racionais , denotada por 	 é

dada pelo conjunto Xodxetot(.11Q)10)E01.

Pode-se dizer que o conjunto Xo ctot(II0) esta identificado corn o conjunto dos

nUmeros racionais 0, e da mesma forma que o conjunto X-o=tot(II0)—X,2 esta

identificado corn o conjunto dos nUmeros irracionais. As proposicOes demonstradas no

primeiro capitulo para os objetos totais de um espaco coerente, 1.3.14, 1.3.15, e 1.3.16

como tambem 1.3.18, 1.3.19, e 1.3.20, sdo agora aplicadas em

Analisa-se a seguir a funcdo ,:IIQ-->II0 restrita aos objetos totais de IIQ .

7.3.4 CoroIdrio

Para todo xeot(IIQ), X(x)eitot(II0).

Prova:
Este coroldrio é conseqUencia imediata do teorema 2.1.7, bastando considerar o

conjunto bäsico A' como sendo os racionais, a' um numero racional e 	 urn numero
irracional.

7.3.5 Proposicaio

_*
A funck objeto restrita aos objetos totals , X (tot), e monOtona, continua, esthel e

linear.
Decorre das proposicaes 4.2.10, 3.3.12 e 3.3.13. ,
Na construcdo proposta em [DIM 96b], cada numero real esta identificado por urn

conjunto coerente maximal de intervalos racionais, isto é, por urn conjunto enumerdvel
de intervalos racionais. Motivados pelos resultados alcancados, busca-se a generalizacdo
desta construcdo, no caso especial das funcOes elementares de reais, utilizando como
estrutura as fiincOes objetos lineares, que sdo os morfismos da categoria COSP-LIN dos
Espacos Coerentes. Esta construcäo é importante, conforme se mostra no prOximo
capitulo, pois permite a utilizando da Teoria dos Espacos Coerentes, no caso o Espaco
Coererite de Intervalos Racionais, como fundamento para AnA1ise Real.
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8 FuncOes Elementares em IIQ

Apresenta-se nora a construch das fimcOes de objetos em IIQ geradas a partir das
fimcOes elementares dos conjuntos basicos.

8.1 Fun* Exponencial

8.1.1 Definicdo. Funcdo de objetos exponencial

Sejam os espacos coerentes /104Coh(/0,4c) e //0_,==--(Cho(/Q+,4c) e a

funedo exponencial nos racionais, e i :0—>0+ . Define-se entdo:

a funedo exponencial de tokens, ou seja, erI0—>10_, por:

, [eP ,e 4 ] se e P ,e q EQ, ,
[e P ,e1=

[ J, caso contrario.

a pre-funedo exponencial e IIQ—>110 , por:

e- ` =ile P ,e q	[p,q]ary}

(iii) a tuned° de objetos exponencial, e 	 110, , por

{p,q]Ex se xequasItot(llo),

A
- xe corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-funedo e .

Como a funedo logaritmica é tambem estritamente crescente na base e, pode-se
entdo definir a funedo logaritmica em 110 de forma andloga.

8.2 Funcfio Logaritmica

Sejam os espacos coerentes 11Q-4Coh(I0	 e IIO2,(Cho(1Q+ ,-4c) e a

funedo logaritmica nos racionais, Ini:Q,--->0 . Define-se entdo:
a funedo logaritmica em IQ, ou seja,	 , por:

, [In(p),1401 se ln(p),ln(q)EQ;
ln[p,q_r

], caso contrario.

a pre-funedo logaritmica In : IIQ —>II0 , por:

In( x)= n( p),I n(q)l[p,q ]e_x}

(iii) a funedo logaritmica de objetos, In : 	 por :
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In(x)=1114),In(q)1E//Q

A

[p,der } se xizquasitot(I10),
In(4,   

In(x), caso contrario.

A

onde ln(x) corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-fimcdo In

8.2.1 Proposicdo

Sejam //04Coh(/0,4c) e /Q4('/io(/0,-.),c) os espacos coerentes onde a

funcdo exponencial e //0—>//0+ , e a funcdo	 logaritmica In : //0±	, estdo

definidas. A funedo de objetos XE{ln,e} é total e bem definida.

Prova;
Segundo o coroldrio 7.2.1 e a proposicdo 7.2.2 as funcOes exponencial e

logaritmica de objetos estdo bem definidas e sdo funcOes totais em 110. 4.

8.2.2 Proposiedo

Sejam 11Q4Coh(10,4c) e 1I0+ -4Cho(I0,	 ),c) os espacos coerentes onde a

funedo exponencial e : //0—>H0 , , e a funedo	 logaritmica In : //0,—>//0 , estdo

definidas. A tuned() de objetos 	 In,e1 e monOtona, continua, estdvel e linear.

Prova:
Como as correspondentes funcOes basicas sdo injetoras em Q, tanto a funedo

exponencial como a funedo logaritmica sdo mon6tonas, continuas, estdveis e lineares no
sentido da definiedo 3.3.1, segundo a proposiedo 7.2.3.

8.2.3 Proposicdo

Sejam os espacos coerentes	 e HQ, -4Cho(I0 ,4c) A
_ —

funedo de objetos XE{ ln,e} , a pre-tuncdo Xc{ln,e} e a funedo token X E {e,ln} ndo sdo

injetoras.
Prova:
Como a tuned° bdsica X': Q -> 0 é parcial, pela proposicOes 5.2.3 , 5.2.4 e 5.2.9 a

_ —
funedo de objetos Xe{ ln,e) , a pre-funedo 	 assim como a funcdo token

E {e,ln} ndo sdo injetoras.

Por definicdo uma funcao parcial A:: Q 	 P >Q	 é uma operacdo que a cada
elemento de Q pode ou nao associar urn elemento em Q. Assim, a seguir apresenta-se
alguns exemplos triviais em que esta associacdo ndo ocorre:

[0,1] e IQ mas e 10" = [ em IQ, poise 00 ;

[1,2] El° mas In[1,2] = [ em /0 , pois 1n2 00.
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Em [NIV 15], mostra-se que o numero e é transcendente, portanto irracional. 0
mesmo se prova para a fimcdo logaritmica, e em especial com base e. Portanto, ao se
tomar intervalos cujos extremos racionais säo tais que a funcao 	 nao esta definida,
certamente sua imagem correspondente sera indefinida em O. Isto ocorre porque tanto a
funcao exponencial quanto a funcao logaritmica, neste conjunto, ndo possuem a
propriedade de fechamento, em O.

8.2.4 Coroldrio

As funcOes (e,ln) formam um par projecdo para (//0,//0j, onde lnoe=ic 1 HQ e

(eoln)(y)cy,Vyell(2,.

Prova:
Como a tuned° basica e' corresponde a inversa da fiingdo basica In' , pela

proposiedo 5.4.4 tern-se que as funeOes de objetos In : II0,—>H0 e e : 110-->HQ,
formam urn par projecao para (11Q,110+).

8.3 Funcäo Poténcia

Apresenta-se a definiedo da tuned° de tokens de duas formas distintas, segundo
[DIM 91], e por conseqÜencia, as correspondentes funedo de objetos e pre-tuned°,
tambem podem ser definidas de duas formas distintas, entretanto ambas definieOes
baseiam-se na tuned° poténcia nos racionais.

8.3.1 Definiedo. Funedo poténcia

\n
Sejam II04Coh(IQ,;:,),c) e a funedo bdsica pot6ncia, ) :Q—>Q, definida nos

racionais. Define-se entdo:
(i) a tuned° poténcia em IQ, ou seja, pot:1Q—>I0 , por:

[p,q]n=

[1,1] se n=0;

[p,q]*[p,q]*...*[p,q]=[pn ,q n ] se n�1; e
n vezes

[ ] se [p,q]=[ ].

(ii)a pre-tuned° poténcia Y:11Q-->I10 , por (x) n ={([p,q1)"[p,q]

(iii)a tuned° poténcia de objetos, ( 	 : II0-->110 , por :

(x) n ={qp,qp n 410

(x") caso contrario.

[p,q]Ex } se xoquasitot(HQ);

onde a operacdo "*" é a multiplicacdo em IQ, descrita em [DIM 91].
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8.3.2 Definicdo. Fun* potencia estendida

Sejam //0-(Coh(/0,4e) e a funcdo bAsica potencia, ) " :0-40 , definida nos

racionais. Define-se entdo:

(i)a fun* poténcia em IQ, ou seja, pot:10—>10 , por:

[p",q"] sep>0 ou n é impart

[ci n ,p"] se q<0 e n é par;

[0,[p,q] ] se 04p,q] e n é par;

[	 se [p,q}=[ j.

(ii)a pre-funcdo pot :110-->110 , por:

pot(x)=(9n={qp,c/Dn[p,q]ex)

(iii)a funcdo de objetos potencia, pot :110—>HO , por : 

pot(x)={4p,ciD n EI1(2 [p,q]cx se x,zquasitot(110);

A

pot(x), caso contrario.

pot (x) 

onde pot(x) corresponde ao fecho indexado da pre-funcdo pot(x).

8.3.3 Proposicdo

Seja	 (Coh(10,),c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e x E HO.

A fimcdo poténcia(estendida) em HO, pot II0—>H0 , a pre-funcdo pot :110-->H0 e a

funcao de tokens pot:10—>I0 , säo funcOes bem definidas e totais.

Prova:
E imediata, pelo coroldrio 6.2.3 e as proposicOes 6.2.4 e 6.2.5.

8.3.4 Proposicao

Seja	 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. Entdo

//Q0 ={x4/01i.x=0}={0} , onde X : 1I0—>I10 é a funcdo poténcia (estendida) em HO.

Como a potenciacdo é fechada em 0, tem-se que Va E Q,X'(a) = cc" E 0 corn

fr E IN, logo pela proposicdo 3.1.8 tem-se que //Q0 ={xellGIA,x =0}={0} .

8.3.5 Proposicdo

Potb,

Seja 0-4Coh(10,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A funcao

pot : II0-->HQ dada por pot(x)=(x)"={qp,ca n [p,q]ex} a uma pre-fungdo
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monOtona e continua entretanto nab e estavel e nem linear se n é par.
Prova:
Como a potenciacdo nao é injetora em 0,. tern-se que a correspondente pre-funcdo

de objetos em //(), nao é estavel pela proposicao 6.3.11, portanto nao é tambem linear
pela proposicdo 6.3.14, apesar de verificar a condicdo de linearidade conforme
proposicao 6.3.13. As proposicOes 6.3.9 e 6.3.10 asseguram que a fi..mcdo poténcia
X : HO 110 é monOtona e linear.

8.3.6 Proposicdo

Seja HOE(Coh(/0,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A funcdo de

objetos pot : II0--->H0 é funcdo monOtona e continua entretanto nao e estavel e nem

linear se n é par.
Prova:
Decorre da proposicdo anterior, 8.3.5 e da proposicdo 6.1.8, pois a funcdo basica

em Q nao é injetora se 17 é par. .

8.3.7 Proposicao

Seja HO----(Coh(I0,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A fin-10o de

objetos pot : II0—>110 é localmente linear.

Prova:

Se n é impar, pelas proposicOes anteriores pot HO—>I10 e linear, logo é
localmente linear. Para Vn par, quando cc.=0E0 a funcao basica nos racionais assume
um maximo ou minimo, logo tem-se 0 ----	 L.) Q, , onde, conforme definicao 6.1.1,
pode-se afirmar que a funcao de objetos poténcia é localmente linear. Admite portanto

uma representacdo linear no espaco coerente HO* 
= (Coh(Q*,,z,Q.),c), construido a

partir do produto das subteias, Q *	), de acordo corn a proposicdo 4.2.10

e 6.2.7.
Observa-se que, para a funcao poténcia estendida de objetos, tem-se:

a) X E HO * 	x= {([p,0], [0,q]) Q e

{

{qp",0140,q n DEQ * } se n impar;

{q0,p"1,[0,q n DEQ se n par.

8.3.8 Proposicdo

Seja 110=--(Coh(1Q,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A pre-

funcdo pot: 110--ilIO é uma funcdo monOtona, continua, estavel e linear se n é impar.

Prova:
Como a	 funcdo basica é injetora tem-se que, pela proposicao 6.1.8

b)(x)" EI1Q* ()c)" =
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pot: 110-1110 é uma funcdo monOtona, continua, estavel e linear se it é impar.

8.3.9 Proposicao

Seja HO-4Coh(10, ,--4,c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A funcdo de

objetos pot 110—>H0 e funcdo monOtona, continua, estdvel e linear se It é impar.

Prova:
Decorre da proposicao 6.1.8, pois a funcdo basica nos racionais é injetora quando

é impar.

Neste caso sua representacao linear em I10
*
 = (Coh(Q*,z-Q.),c) coincide com

sua definicdo em HO.

8.4 Funcao Raiz N-esima

8.4.1 Definiedo.

Seja 110=-_--(Coh(1Q,4c) o Espaco Coerente	 dos Intervalos Racionais e

considerando-se primeiramente o caso em que 11 é par, seja a funedo basica A.

definida por V(a)=-9Nroc-={13E0 13"-=a) . Define-se :

furted° raiz n-esima de tokens por:

	  1[6,1 41, se 6,V4E-0;
,X: 10 CIO V[pq], „

H caso contrario.

a pre-funedo raiz n-esima, como:

: HO + -->H0 , k(x)-=n-jc=til[p,q][p,q]ex}

(iii) a funedo de objetos raiz n-esima,	 por:

Pv-;-=til[P,q1nEK2 [p,q]ex se xcquasitot(HQ),
i(x),V(x)

(r), caso contrario.

E sendo rt é impar, a partir da fimedo basica	 definida por

A.'(a)=n1/(7c=-{134.? 13 n =a), tern-se que :

a fungdo de tokens raiz n-esima, : IQ —> 	 definida por:

[n.,7,,n[4], se C

IO
„,T/E0

V[P,c]=
[	 caso contrario.

a pre-funcdo raiz n-esima, 	 : 110—>H0 , é definida por:

"-Nrx-=W[p,q][p,q]ex}; e
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(Tlx) caso contrario.
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(iii) a fimcdo de objetos raiz n-esima, sr://0-4//0, por:

onde, em ambas definicOes, tem-se que (0 é o (echo indexado da imagem da pre-

funcdo

8.4.2 Proposicao

Seja 110-=-(Coh(I0,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e x E HO. A

funcdo de objetos raiz n-esima em 110,	 : NJ,	 : HQ 	, a pre-Tung-do

PNITc : 110---->110	 :110,-->110) e a funcdo de tokens n‘I.X:10—>10 (f	 —>10),

estdo bem definidas e sao totais em seus respectivos dominios de definicao.
Prova:
E imediata, pelo coroldrio 6.2.3 e as proposicOes 6.2.4 e 6.2.5. ,

8.4.3 Proposiedo

Seja	 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A funcdo de

objetos	 sir :110—>110	 : IIQ,—>11-0), 	 a	 pre-funcao	 : II0—>110

: IIQ+ —>IIQ) e a funcao de tokens VT/0—W) ([:IQ,—>I0) nao sdo injetoras em

seus correspondentes dominios de definicao
Prova:
Como a funcao basica [:Q->Q é parcial, pela proposicOes 5.2.3 , 5.2.4 e 5.2.9 a

funcdo de objetos [ I10—>IIQW	 , a pre-funcdo	 IIQ->IIQ

(tir	 assim como a funcdo token P.CI0—>1Q	 nao sào

injetoras.
Assim, como a radiciacao nao é fechada nos racionais, a funcao raiz n-esima restrita

a Op°, e tambem, por este motivo, uma funcdo parcial em Q e consequentemente tem-se

que as correspondentes fimcOes de objetos e de tokens em 10 e IIQ, respectivamente,
nao sdo injetoras. Por exemplo:

[1,3],[2,5] E 10 mas V[1,3] = H= -3\1[2,5] em 10, pois	 0 .

8.4.4 Proposicao
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Sejam II04Coh(I0,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A fimcdo
=—_

de objetos y : //0--->//0
	

: H0_,-->II0), a pre-fungdo	 : //0-4//0

(—Cr //0m--->//0) sào monOtonas, continuas. estaveis e lineares.

Prova:

Decorre da injetividade da fiincdo bAsica, 	 (CO, —>0), definida por

`;/1.-={13e0	 =a}, e pela proposicdo 7.2.5.

Portant°, sua representacdo linear no espaco coerente //0
*
 = (Cah(Q*,z19.),c),

construido a partir da teia produto 	 (Q1710±,-,,Q. ), coincide corn sua representacao

(localmente) linear no espaco coerente 110 =÷-_ (Coh(IQ,),c), constituido pela colecao de

subconjuntos coerentes da teia 	 ordenados pela inclusao.
Em particular. para ii = 2, pode-se definir a funcao raiz quadrada em

8.4.5 Definicao. Funcao raiz quadrada

Seja	 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais. A funcdo

raiz quadrada \FIII0 , —>H0_ é definida por:

-J=Mp,gy elf)

(a), caso contrario.

onde V[p,q] é a imagem da funcdo raiz quadrada em JO, f : IO, —> /0 ,definida por

V[p,q] =kii,,1141 sempre que min1/Cc =j), max Ni-c-C. =	 e Q, ou seja, sejam
aqp,q1

elementos da imagem da funcdo basica correspondente 	 onde tern-se que

={13G.(2. 0 2 =al

8.4.6 Coroldrio

As funcOes potência n-esima e raiz n-esima definidas acima formam urn par

projecdo para (HO
*
 ,HQ

*
).

Prova:
Prova-se ao aplicar definicao 7.2.9, pois a fimcao raiz n-esima é inversa da funcdo

poténcia n-esima em 0 .
A seguir apresenta-se a definicao das fur-10es trigonometricas e de suas inversas,

em 110, bem como a andlise de suas propriedades, da mesma for que foi feito o estudo
das funcOes transcendentes, ou seja, exponencial e logaritmica.

[p,q]ex se xNuasitot(A);
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8.5 Funciies Trigonomkricas

As fimcOes trigonometricas em 110 sdo definidas a seguir:

8.5.1 Delinick. FuncOes Trigonometricas

Sejam 1104Coh(10,4c), o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e

2C:0 —p 0, X' E {sen'scos',tan'}	 a fimcdo trigonometrica definida nos racionais . A

partir da definicdo 7.2.2, define-se:

IQ, tal que	 e {sen,cos, tan} , como	 a correspondente funcâo

trigonometrica nos tokens da teia	 isto é:

mint X'a , max X'a se min X'a, min X'aEO,
_	 aeimi _	 aciP,q1

1, caso contrario.

X: HO —> HO , corn X E {sen,cos, tan} , como a pre-funcao trigonometrica sobre

os objetos do espaco coerente	 ,onde :

X(x)={4p,q] [p,q]ex) ,

(iii) X:110—>II0 , corn XE{sen,cos,tan} , como a funcdo de objetos trigonometrica

sobre os objetos do espaco coerente Coh(10,;:-.), sendo:

Xx={4p,q}e1/0 [p,q1Ex se xequasitot(4);
X(x),

caso contrario.

e onde Xx=-U{dEI/Oi(Xx) —i(d)AX,vcd) corresponde ao fecho indexado da imagem da

pre-funcdo X

8.5.2 Coroldrio

Seja II0-4Coh(IQ,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e x,yEI10.

As pre-funcOes trigonometricas em 110 podem ser calculadas explicitamente como:

(i) seno: sen x = {sen[p,q] e IQ [p,q] E X} =
[
min sen ' a, max sen ' a [p,q] E ;

acIP41	 a€0341

coseno: cos x = { cos{p,q] e 10ip,q1 E x}	 min cos' a, max cos' a
agp,q]

tangente: se {90° ± 180° KLEz c [p,q1 para todo [p,q1 E x,

1[P5q] E	 ; 

tan x = Itan[p, q] E IQ[p,q] E X} = {_anjpingi tan' a, n4axp,,, tan' a I [p,q] c

Prova:
Segue imediatamente da definicdo 6.2.2.
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8.5.3 Corolario

Sejam I 0 o h(I 0 ,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais,

X,E{ sen,cos,tanl uma funcdo de objetos trigonometrica em IIQ, X e {sen,cos, tan} uma

pr6-funcdo trigonom6trica em IIQ e E {sen,cos,tan} uma funcdo trigonorn6trica em

IQ. Assim, se [p,q] E x, entdo Xfp,cd e Xx , come tambem Xtp,deXx

Prova:

Segue imediatamente do coroldrio 7.1.3 e 7.1.4. ,

8.5.4 Proposicão

Seja II0=-7-(Coh(10,4c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e a fungdo

trigonometrica X E{ sen.cos,tan}	 Se xEfIO entdo Xxe110 como tambem XxcJIQ.

Prova:
Segue imediatamente proposicdo 7.2.1 e 7.2.2.
Estes dois Ultimos resultados mostram que a pre-funcdo trigonometrica X em IIQ e

a funcdo trigonometrica X em 110 estdo bem definidas.

8.5.5 Proposicdo

Sejam 110a(Coh(10,4c), 7, e { sen,cos,tan} uma funcdo trigonometrica em IQ,

X e{sen,cos,tan} uma pre-funcdo trigonometrica e X E{ sen,cos,tan} uma funcdo de

objetos trigonometrica, ambas definidas em HO. Entdo a funcdo de tokens X em 10, a
pre-funcdo X e a funcdo de objetos X em HO sdo totais.

Prova: Decorre imediatamente das proposicOes 7.1.1.

8.5.6 Proposicdo

Sejam	 XE{ sen,cos,tan} uma fimcdo de objetos trigonometrica

e X E tsen, cos, tan} uma pre-fungdo trigonometrica ambas definidas em 110 , como

tambem E {sen,cos,tan} uma funcäo trigonometrica em JO. Assim, tem-se que

X,X e X ndo sào injetoras em todo seu dominio de definicdo.
Prova:
Como a fungdo bdsica A': Q Q é parcial e nao injetora, logo pelas proposicOes

5.2.3, 5.2.4, 5.2.9 suas correspondentes funceies de tokens e de objetos ndo sdo injetoras.
Apresenta-se alguns exemplos triviais em que isto ocorre:

L1FRGS
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[0',45"] e IO mas sen[0°,45°] = [ ] em IQ, pois max sen'a 0 0,
al0'.4 i

[0 ° ,30] E 10 mas cos[0°,301 = [ ] em IQ, pois max cos'a 0 0,
aef0',30' i

[0 ° ,60 0 ] E 10 mas tan[0°,601 = [ 1 em IQ, pois max tan'a 0 Q.
aLIC1.60 i 	 —

logo sen[0°

Em [MV 82], mostra-se que, corn algumas poucas e Obvias excecOes, as fimcOes
trigonometricas de qualquer arco a igual a urn numero inteiro de graus, minutos e

segundos sdo irracionais. Portanto corn respectiva imagem A:(a) indefinida em 0. E

estas excecOes aparecem no caso de 0°,30',45°,60° e para todos os angulos obtidos a

partir destes pela adicdo ou subtracdo de mUltiplos inteiros de 90°. Isto nao quer dizer
que todas as functies trigonomêtricas de 30°, por exemplo, sejam racionais, mas que pelo
menos uma é racional.

Portanto, ao se tomar intervalos de racionais que contêm alguns destes arcos, e nos
quais a funcdo X' assume valor maxim°	 ou	 minimo, certamente a imagem

correspondente sera igual. para todos estes casos, ao intervalo vazio, [

Alem disso, correspondente funcao basica nao é injetora em 0, nem tampouco é
total. Generalizando esta exemplificacao tem-se que:

se k = tan, entdoblp,q1 E 10, 0° p,q 90°, 3[p + 180° ,q + 180°] E 10 onde

tan[p,q] = tan[p + 180' ,q + 180'];

se? E {sen,cos} tern-se que V[p,q] E 10, 0° p,q	 90° , ][p + 360° ,q + 360°],

[90° — p,90° — q] e [360' — p,360° — q] e IO onde

sen[p,q] = sen[p + 360° ,q + 360']=[90 - — p,90° — q], e

cos[p,q] = cos[p + 360' ,q + 360°]= cos1360° — p,360° —q].

8.5.7 Lema

Seja	 [p,q]={reOlp � r � q}e10	 e	 E {sen, cos, tan}	 uma	 funcao

trigonometrica em 10. Entao a funcao so é monOtona se A.= tan. Caso contrario, para
A.={sen,cos}, a monotonicidade nao é satisfeita.

Prova:
Considere-se a relacao de ordem parcial " �. " em I0 e suponha-se que X = tan,

deve-se mostrar que ke monOtona. De fato, V[p,q],[p',0 E IQ se [p,g] � 	 [p',q1

entdo pela relacdo de ordem em IO tern-se que p � 2 q	 p'<Qq'. Como a tangente é

monOtona em 0 e definida para todo racional diferente de (90° ±180°4,,€z, conclui-se

tan' p � g, tan' q � Q tan' p' � Q, tan' q' , [tan f p,tan' .7] IQ [tan' p', tan' (a ou de outra

forma,	 [ min tan' a, max tan' a
act/3,91	 ccelp•q1	 ,	

<— IQ	 min tan' a, max tan' acceip,,q,1 ac[p',q1 	
Assim

tan[p, q] � ,Q tan[pr,q1

Entretanto, para X=seno tem-se que, Vp,q E Q tal que 45° < p' � q' < 60°,

15/2 < seen' a < 15/2 e entdo mm sen ' a > J/2 . Da mesma forma Vp',q' E 0 tal
ccE1P, q 1	 ap,q]
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que 0 < p' q' < 30% 0 < sen' a < 1/2 e entdo max sen' a < 1/2. Assim, pela relacdo de
ccElp.q]	 ccE{p,,q1

ordem em IO tern-se que sen[p,q] sen[p',(f] embora [p,q] � [11,q1. Da mesma forma

se pode mostrar para X= cos.

8.5.8 Proposicao

Seja [p,q]= {r E Qip r q} e IQ e 2 = tan a ffincdo trigonometrica tangente
em IQ. Entdo a funcdo X é definida por:

tan tp,tan'qi se tan'p, tan'q EQ, etan[p,q]
caso contrario.

Prova: Decorre da proposicdo 7.1.4 e do lema anterior, pois a funcdo basica
tangente é estritamente crescente .

8.5.9 Proposicdo

Sejam 1I04Coh(I0,4c) XE{ sen,cos,tan} uma funcdo de objetos trigonometrica

e	 E {sen,cos,tan} uma pre--fling -do trigonometrica, ambas definidas em HO . A prê-

funcdo X e a funcdo de objetos IL sa-o monOtonas e continuas, entretanto nao sdo
estaveis e nem lineares em II° .

Prova:
Pela proposicdo 7.2.3, a pre-funcdo X é monOtona e continua em HO. Pela mesma

proposicdo observa-se que fimcdo de objetos X tambêm é monOtona e continua em IIQ
mas como A:': Q Q nao é injetora, a pre-funcdo X e a funcdo trigonometrica 	 nao

sdo estaveis e nem lineares.
Esta proposicdo mostra que a estabilidade da fungdo de objetos nao se verifica se a

funcao basica nao é injetora. Ou seja, ]x,y E 110 tais que X(x n y) # Xx n Xy . Como

exemplo, sejam x = {[p,q],[r,s]},y = {[p + 360° , q + 360' ],[u, v]} onde p,q,r,s E O e

tais que x n y = 0 . Entao para X = sen , se sen[p,q] e IQ e sen[p,q] # 0 tern-se que:

sen(x n y) = 0 # senx n sent' = sen[p, q]} .
Portanto nao é linear, embora verifique a condicdo de linearidade, conforme proposicOes
5.3.12 e 5.3.14. ,

8.5.10 Proposicdo

Seja II0=4Coh(1Q,,---),c) o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais, a funcdo de

objetos X:IIQ—*IIQ, XE{sen,cos,tanl é uma funcao trigonometrica localmente linear.

Prova:

Seja a funcão X:110---> HO onde	 X=sen e sejam os subconjuntos

Or' # {cc E 01 - 90° + 180 0 1 a 90° + 180° i, Vi E Z}c Q, tais que U 0: Q e
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ki0,	 [- 1,1]. Observa-se que nQ, ={9.., 180°0 e	 coincide corn os pontos de

maximo e minnnos em que a fungdo	 = sen' assume em Q. Logo pela definicao 6.1.2,

X=sen é localmente linear.

Seja a fungdo X:/10—>110 onde X=cos.	 Sejam	 os subconjuntos

0,' =	 E	 0 0 +180°1 a 180 0 (1+0, Vi e Z} c 0, 	 tais	 que	 = 0	 e

X'[01=[- 1,11. Observa-se que n Q, =	 E 01180 ° i, Vi e Z 1 coincide corn os pontos

de maxim e minimos em que a pre-fling -do	 = cos' assume em Q. Logo pela definicdo

6.1.2, X=cos é localmente linear.

Seja	 a	 funcdo	 X:II0-->H0	 onde	 X=tan .	 Considerando-se

0: = { a E 01 - 90' + 180 ° 1 < a < 90° + 180'i, ei c Z c 0	 como	 os	 subconjuntos de

racionais tais que	 U(),' _( a E01a � 90° + 180°i, Vi E Z , ou seja, coincide com o

dominio de definicdo da funcao X' = tan' e cuja imagem coincide com os racionais,

A10:1= 0 . Observa-se que {a E Ola = 90° ± 180 ° i,Vi e Z1 é o conjunto dos pontos em

que a funcdo é descontinua em Q, logo sdo pontos indefinidos. Pela definicdo 6.1.2,

X=tan e localmente linear.

Da proposicdo 7.2.4 pode-se afirmar que a funcdo de objetos X:II0--->H0,

X e{ sen,cos,tan} 	 admite uma representacdo	 linear no	 espaco	 coerente

(
110* (Coh(Q',^Q.),c), construido a partir da teia produto () *

A partir da restricdo da funcao basica aos subconjuntos 	 , pode-se construir as

subteias Q,	 onde Q, c 0(42:)	 e onde a relacdo de coeréncia,	 , é a

respectivas relacdo de coerëncia,	 , herdadas de suas correspondentes teias de origem,

mas restritas aos elementos de cada um dos conjuntos, 	 , que as geram. Para

X,' = sen' tem-se 01' = [- 90° + 180 ° i,90° + 180°i] , e sua correspondente funcdo de tokens

sen, : Q, • --A_ 90° + 180 ° ',90° + 180°4 r-t,' 1 .) --> /{ _ 11] =	 1,11,	 ,	 definida	 por

I_7	 min sen'a , max sen'a
sen,[p,q i =	 a4p ,q1	 'AM]

0, caso contrario.

= [sen' p,sen'q], se sen'p,sen'q E Q,
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Para X' = cos'	 tem-se Q1' = [o° + 180° /.180° + 180° 1], e sua correspondente funcdo de

tokens cos,: Q,	 ([o° + 180°/.180° + 180°4- )	 IHI]Q** =([-	 definida por

mth cos'a	 max cos'a = [cos' p, cos' cd, se cos t'', cos' q e 0,
cosi [p, q ] = 	.4P,q1	 .€4P,q1	 -

0,	 caso contrario.

Para A,' = tan' tern-se	 = (- 90° +180°00° + 180°i) , e sua correspondente fimcdo de

tokens tan : 0,	 -(0- 90° +180°00° +180°/),1„) --> 10,ë definida por:

tan,[p,q] =
min tan'a , max tan'a = [tan' p, tan' q], se tan' p, tan' q e 0,

(Am)	 (.41,,q1	 -
0, caso contrario. 

Assim, considerando-se a funedo de objetos 	 ,	 e{ sen,cos,tan} , no

espaco coerente	 IIQ* =(Coh(Q * Q. ),c), construido a	 partir da teia

Q *
Q

, tem-se que:

x * 410*	x*_{...(...,x03 e j GIN}	 onde cada token

=[pii ,q„,]c	 .

X * x * elIQ *	,X, 0 X 0 ,	 2,	 EZ e j EIN1 , onde cada

token X., XI! =	 ,

8.5.11 Proposiedo

A fulled° de objetos X * :HQ *	, X * d sen,cos,tanl	 no espaco coerente

//(2* = (Coh(Q *	 Q.. ),c),definida por:

* *
X x se x Equasitot(HQ );

(x *)=.	 A

X * (X* caso contrario.

e construido a partir da teia Q = 1 , é monOtona, continua, estdvel e linear.

Prova:
Decorre imediatamente da proposiedo 7.2.6.

8.6 Funeiies Trigonometricas Inversas

Apresenta-se a seguir as definiedes das funcilies trigonometricas inversas.
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8.6.1 Detinicdo

Seja o espaco coerente II0* =(Coh(Q"	 construido a partir da teia

(

produto Q"	 . Sejam tambem as funcOes basicas:

(sen') 4-1,1]	 Oi' = {a G01-90° + 180 0 i a 90° + 180°i} ,

(cos)	 1,1] --> Q,' = {a E010° +180'i a � 180 0 +180°i} , e

(tan') 1 :0 —> 01' = {a E0-90° +180°i <a <90° +180°i},

que correspondem as funcOes trigonometricas inversas das funcOes basicas X i': Q; --> 0; ,

E (sen : , cos: , tan , e cuj as definicOes sào dadas por 	 (a) = <=> X ' (13) = a,

onde (A4) e f(sen:) 1 ,(cos'i ) ' ,(tan;)

Define-se	 entdo	 as	 funcOes de tokens nas subteias 	 Q,	 onde

Q, c (3(0

(sen,)	 ,

(cos; )	 ,31 —› IQ, , e

(tan ; ) I I I0 --> 10, ,	 por:

( X ) PM=

ou ainda,

1

min (?,'
i
) ' (a) . max(?.') (a)

r

a 4P, q 1	 a4P,11

0, caso contrario.,	 -

	

t	 1

	

se min(2. 1 )	 (a), min(M)	 (a) E Q, e

	

a 4PA1	 ,,E[P,11

(0-1[P,q]
(2: )'(n),(^J) ' (9) Se (Z) 1 (p) (2„ 1 ) 1 (q) E Q,

0 caso contrario.

i	 \ 1	 i	 \ -1	 -1 
(tan;)

-1
sempre que kk,) e fksen i  , (cos ; )c) ,(tan i ) } .

Para definir as pre-funceies deve-se considerar como o espaco coerente formado

pela familia de conjuntos coerentes da teia produto (./Qt7ii1,,--zi.) ordenados pelas

inclusdo, //0 *[_13] (Co**[-1,11,''-'/),C)-

definidas em:

(sen) 11Q[* , , ,, ---> HQ*,

(cos) 1 : II(2{*_1,,1 —› HO * , e

(tan) HO * —› 11Q * ,

As pre-funcOes correspondentes sera.°



por:

(X. -1 )(x) se xciquasitot(110;
A

/A	

')(x)=( ')(x), caso contrario.
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por	 (x) = {.1-1 [p,q] [p,.q] E x} sempre que (X) — E (sett) Jcos) ,(tan),\ (tan)]

E finalmente define-se a funcao de objetos 	
, ,	

sen ,( cos , tan	 em:

(sett) 1://Q(*111-411Q*,
1

cos)	 , e

I(tan) WO * —>II0 * ,

A

onde (X -1 )(x) e o fecho indexado da imagem da pre-fimgdo X -1 .

Salienta-se que nesta definigdo, 	 8.6.1, omitiu-se o simbolo cc* „ nas fungOes

k r ,X,X e X assim tambem dos argumentos correspondentes, a',[p,q] e x, corn a

intengdo de facilitar a notagdo, embora fique claro o dominio de definigdo de cada uma
das fungOes envolvidas.

8.6.2 Proposigdo

Sejam HO* =-_(Coh(CY Q . ),c)	 e IK)* {_1,11 a- (Co* *	'1),C)
	

os espagos

coerentes, entdo as prê-funcOes	 e 1(sen) i ,(cos)
'
 ,(tan) ' e as fungOes de objetos

trigonometricas inversas	 ( sen) ,( cos)  ,( tan) 	 sdo monOtonas, continuas,

estdveis e lineares.
Prova:
Decorre imediatamente da proposigdo 7.2.6 e 7.2.7.

8.6.3 Proposigao

Sejam IIQ* —=(Coh(Q *	 e II0*[_1,11 —= (Co* *	 os espagos

coerentes, entdo os pares de fungOes de objetos:
	 	 -1

(sen,(sen)	 , (cos,(cos) tan,(tan) 1)

sào pares projegdo para (HO * ,II(2[*1,/i) .

Prova:
Decorre imediatamente da proposigdo 7.2.8.



mitt sen'a max sen'a [p,q]Ex
aGIP, c/1 ajp ,q] _

mitt cosa,max cosa
a E[P,q] a4/34] _

	

rsett 'a	 sen'a
/71/ti	 ,max 	

	cos'a	 cos'a
a4p,q] a4p,q]

senx

cos:
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8.6.1 Proposicdo

A fun* de objetos tam- pode ser expressa pelo quociente entre as fimcOes senx e
=—_-
cogc, sempre que x=f[p,q1a(2{00cos[p,q1}

Prova:

Sejam XEIIQ, [p,q]cc e as fimcOes de objetos sent. cosy e tanx como definidas

em 8.5.1. Em [DIM 96b], mostra-se que a divisdo de conjuntos coerentes é tambem um

sent
conjunto coerente, logo 	 e_110 , e alem disso esta bem definida sendo monotona e

Cost
continua. Portanto, tem-se que

mitt sen'a,max sen'a
(IAA(/' ac[P,(11 

-11;',(1]Ex'
mitt cosa,max cosa
ae[p,q] aElp,q] _

mitt tan 'a ,max tan 'a
a efp,q] a 4p,q] _1p,q1

	 senx 
Assim provou-se que tanx 	

cosx-
Isto significa que se pode determinar a tangente de um conjunto coerente de

racionais e associd-la de forma Unica a divisdo de dois conjuntos coerentes de racionais,
respectivamente, seno e coseno do correspondente conjunto coerente.De forma andloga
pode-se definir as funcOes trigonometricas: cossecante, a cotangente e a secante.

8.7	 Funcifies Algebricas em IIQ

Considerando-se agora as funcOes algebricas, a funcdo de objetos polinomial em
IIQ é apresentada a seguir, bem como a correspondente analise das suas propriedades
internas, durante o seu processo de construcdo

8.7.1 Definicdo. Funcão de Objetos Polinomial

Sejam II0-4Coh(I0,4c),	 o Espaco Coerente dos Intervalos Racionais e

uma fungdo bdsica polinomial nos racionais onde:

A,'(a)=ao+a,a+a,a2 +...+a „a n , onde	 E0 e tt e IN .. Define-se entdo:
(i) a fungdo bdsica	 --> IQ como a correspondente funcdo polinomial nos

tokens da teia	 ou seja:



106

1
min A 'a , max A 'a se min A'a, min A'a E 0, e

41,4] =	 ql a4p,q1	 a4p,q1	 a4p,q1

[ 1, caso contrario.

a pr6-funcao X. 110 -110,, como a funcdo polinomial em Coh(10,,,z) , onde:

X(x) = { 2 [p, q] [p, q] Ex}

a funcdo de objetos X:110->110,, como a fungdo polinomial em Coh(10,,,),
onde: 

Xxlk[p,q1G_HQ

A X(x),
[p,q]Ex se xvviasitot(A),   

caso contrario.

onde XX=U{d EII0Ii(Xx)----1(d)AXxcd} .

8.7.2 Coroldrio

Seja I10=-(Coh(10,4c)	 o Espaco Coerente dos Intervalos	 Racionais,

X: 110 —> 110, a fur-10o polinomial nos objetos do espaco coerente Coh(10,z) , e

X,: 10 --> 10 a correspondente fungdo polinomial nos tokens da teia 	 Assim, se

[p,g] e x, entdo x. p,q1 e Xx.
Prova:
Segue imediatamente da definicao acima.

8.7.3 Proposicdo

Seja II0-a-(Coh(10,-,),c) 	 o Espaco Coerente dos Intervalos	 Racionais,

X: 110 —> HO , a prê-fimcdo e X110-- >HO a ft.mcdo objeto polinomial em Coh(10,,--) . Se

x ell° entaio XXEIIQ assim como XxElIQ
Prova:
Segue da proposicao 7.2.4.
Do coroldrio e da proposicdo anteriores pode-se afirmar que as funcOes polinomiais

estdo bem definida e sdo totais em HO. Entretanto isto nao basta para assegurar
sua linearidade, conforme proposicdo a seguir.

8.7.4 Proposicdo

Sejam	 X:110 —> HO , a pre-funcao elementar e X:II0--1110 a

fungdo objeto em	 . X,X sdo monOtonas e continuas, e serdo tambem estaveis

e lineares se, e somente se, A' é injetora.
Prova:
Como a funcao polinomial basica em Q, para qualquer que seja n E IN , nem

sempre e injetora, pela proposicdo 7.2.5, X,X ndo verificam a condicdo de
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estabilidade, portanto nao sao estaveis e consequentemente tambem nao saio lineares,

embora pelas proposicOes 5.3.12 e 5.3.14 verifiquem a condicao de linearidade.

8.7.5 Proposicao

Sejam II0-4Coh(10,4c), X: HO —* 110, a pre-funcao e X,:110--->II0 a funcao

objeto polinomial em Coh(10,,::). A funcao de objetos X:110-4110 é localmente linear.

Prova:

Sabe-se que	 , VileIN , nao e injetora em todo seu dominio de definicao,

entretanto a fun* polinomial basica A' tad ate n-1 pontos de mdximo ou de minimos

em todo seu dominio de definicao. Sejam entao os subconjuntos 	 c 0 como os n
subdominios de A' tais que X Q' n é injetora, isto e, estritamente monOtona segundo a

ordem � 0 , onde n G IN . Tem-se entdo que On =[an _oad, onde a„_,,a„ constituem

os pontos de maxim° e de minimo em todo o dominio de definicdo da funcdo A' .
Portanto pelas consideracOes do item 6.3 e definicOes 6.1.2 funcdo de objetos

X:110-->H0 é localmente linear. ,

Em particular, quando X é constante tern-se que i:110—{a} , i(x),a,Vxe110,

existem infinitos subdominios de A' tais que X 0' n é injetora, ou seja, 	 -=-{a},Vocc-49 . E

no caso em que n=1, X:H0—>H0 é linear e coincide corn sua representacao linear.

Decorre desta proposicdo que as funcOes X.H0—>110 e X: HO --> HO admitem

uma representacdo linear em HO * =(Coh(I0*

8.7.6 Definicdo

(
Seja o espaco coerente HO* =Coh(IQ *	. Define-se entdo:

a pre-fungdo X * HO * —>I1Q * por :

X*x* = {( X, 0 [Po ,q0	 [Pi ,q1	 G30 'q01'[Pl 'q ' ]"'"[Pi ,q1

a funcâo objeto X * .II0 * -*HQ * por:

X * x * se x * c&plasitot(A);

A

A

X * (x * ), caso contrario.

onde X * (x * )corresponde ao fecho indexado da imagem da pre-funcdo X * (x * ) .

8.7.7 Proposicdo



108

(
Sejam a teia I0 * =- 1110 

i• Ai	 e seu correspondente espaco coerente

110 * = (-coh I0*
IQ
 ,c* c A pre-funcdo X ilo* ->llo* e a funcdo de objetos

polinomial * 110 * -4110 *
 

sdo totais e bem definidas.

Prova:

Segue da proposicdo 7.2.7. ,

8.7.8 Proposicdo

(
Sejam a teia I0	 um,	 e seu correspondente espaco coerente

(
HO * -= \COh(10 *	. A fungdo de objetos polinomial X * //0 * —ill0*

é mon6tona, continua, estdvel e linear.
Prova:
Segue da proposicao 7.2.8.

8.7.9 Proposicdo

(
Seja //0* =Coh 10* IQ*),c)	 Existe sempre um par projecdo para— 

(HO * 110 * ), ou seja, para toda fungdo objeto polinomial X*.//0*—>//0* , existe

sempre uma fungdo h * II0* —WO * inversa da funcdo polinomial i* tais que,

X * .e= id * e (I) * .X * )(y)cy, para cada ye110*

Prova:
Segue da proposicdo 7.2.8. ,
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9 Conclusties

Neste ultimo capitulo apresenta-se um resumo dos principais resultados alcancados,

incluindo sugestOes de continuidade do trabalho em pesquisas futuras.

9.1 Principals Resultados Alcancados pela Pesquisa

Neste trabalho desenvolveu-se um estudo sobre os Espacos Coerentes Gerados por

Conjuntos Basicos, parcialmente ordenados e enumeraveis. Nesta categoria, denotada por

, os objetos estdo ordenados pela inclusdo e sdo conjuntos coerentes constituidos por

tokens. Estes tokens por sua vez, sào subconjuntos do conjunto basico, os quais estdo
relacionados pela reiacdo de coeréncia induzida que estrutura a teia deste espaco.

Os morfismos desta categoria sdo as funcOes de objetos lineares, geradas por funcOes
bdsicas. As propriedades algebricas e relacionais destas funceies bdsicas, sdo identificadas
como propriedades externas ao processo de construedo dos morfismos desta categoria.
Assim a construed() proposta e apresentada neste trabalho possibilita a visualizaedo e analise
dos relacionamentos existentes, ndo apenas dos morfismos que envolvem os objetos totais
ou parciais desta categoria, mas tambern das estruturas que os formam, representados pelas
pre-funcOes e funcOes de tokens.

Mostrou-se entdo que	 a partir da definiedo das funcOes bOsicas obtem-se as
correspondentes funcOes de objetos, e provou-se serem estas bem definidas, totais,
monOtonas e continuas neste espaco. Entretanto, concluiu-se que, apesar de verificarem a
condiedo de linearidade, nem todas as funeOes de objetos sdo lineares, pois nem sempre
verificam a condiedo de estabilidade, e consequentemente ndo sdo estOveis. Isto so foi
alcancado corn algumas condicOes impostas a estas funcOes basicas, conforme mostrou-se
no capitulo 5. Estas condicaes sdo decorrentes da verificaedo de propriedades que as
funcOes basicas devem satisfazer, como a injetividade, externas ao processo de construedo,
mas que ao se propagarem, tornam-se relevantes para verificacdo de propriedades internas,
como a estabilidade e consequentemente a linearidade.

Como uma solucdo para esta restricdo, no capitulo 6 propiie-se urn sistema de
representaedo linear para funcOes localmente lineares, baseado na construedo de dois
espacos coerentes isomorfos, dentro categoria COSP-LIN dos espacos coerentes. 0
primeiro evidenciou a forma intuitiva de construcdo das funcOes lineares que atuam sobre os
objetos deste espaco; enquanto o segundo formalizou a homogeneidade de construedo das
funcOes aplicada sobre o produto categOrico deste espaco. Entretanto, em ambas as

construcOes buscou-se a linearizacdo da funedo objeto X .

0 espaco coerente	 construido a partir da teia gerada pelo produto cartesiano das
subteias A, Estas subteias sdo induzidas pelos subconjuntos	 , do conjunto bOsico, nos

quais a correspondente restriedo da furled() bdsica e injetora. Mostrou-se que as funcOes de
—*

objetos X , definidas ente espacos coerentes assim estruturados sdo lineares, e portanto
coincidem corn os morfismo da categoria em estudo. A partir da detenninacdo do
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homomorfismo injetivo F: 	 .* , foi possivel tambem identificar as funcOes X como a

correspondente representacdo linear das funcOes de objetos X .

Ao considerar-se os sub-espacos 4 . como sendo aqueles gerados por cada uma das

subteias A„ definiu-se tambem o espaco coerente FL . , gerado pelo produto direto destes

sub-espacos. Neste caso, tem-se que os objetos sdo os conjuntos coerentes indexados pela
teia formada pela unido disjunta dos subconjuntos A:. Do isomorfismo determinado pela

funcdo linear	 A* ---> F141 , estabeleceu-se a identificacao entre os objetos e morfismos de

ambos espacos e obteve-se entdo as funcOes X como uma nova representacdo linear para

X , somorfo a 
—
X

*
i 

Interpretando os resultados alcancados, tern-se que toda transformacdo definida para
urn tipo de dado estruturado a partir de urn conjunto basic() enumerdvel tern uma
representacdo, constituida pelos morfismos da categoria dos espacos coerentes. Esta
representacdo e justamente a representacdo linear introduzida neste trabalho. A exisféncia da
representacdo linear para as funches elementares garante a existéncia da representacdo linear
para outras funches derivadas destas.

Na construed() proposta neste trabalho esta implicita duas relaches de ordem, a
primeira relativa aos objetos do espaco coerente, chamada de ordem de informacdo. Nesta
os conjuntos coerentes estdo ordenados pela inclusdo, e cada urn deles é interpretado como
uma aproximacdo, total ou parcial, gerada por sucessivas computaches. A segunda refere-se
a relacdo de ordem em cada uma das etapas do processo de construcdo e permite que se
compare dois elementos de determinada estrutura que define uma determinada etapa do
processo de construcdo. Esta relacdo de ordem entre os objetos da categoria possibilitou a
definiedo de flinches de objeto crescentes e decrescentes, apresentada no capitulo 4.

Apresentou-se ainda uma especificacdo desta construcdo ao introduzir-se uma
subcategoria, a dos Espacos Coerentes de Intervalos, onde cada token passa a ter a estrutura
de urn intervalo. E dentro desta subcategoria salienta-se o estudo do Espaco Coerente de
Intervalos Racionais.

Em IIQ, cada uma das funches reais elementares mostrou estar associada a uma furled°
de objetos linear, definida a partir da correspondente furled° elementar racional. Entre as
funches que foram analisadas destacam-se: a funedo exponencial, a funedo logaritmica, a
furled° potéricia, a funcdo raiz n-esima, as flinches trigonometricas seno, cosseno e tangente
e as respectivas inversas, como tambem a furled° polinomial.

Das definiches construidas e das proposiches demonstradas, verificou-se que todas
estas funches de objetos sdo totais, bem definidas, ou pertencem ou possuem uma
representacdo linear na categoria COSP-LIN dos espacos coerentes, alem de serem fechadas
para os objetos totais e quasi-totais deste espaco, sendo possivel estabelecer o
correspondente par-projecdo para cada uma delas.

Em analogia a construed() proposta em [DIM 96b], deve-se ressaltar que, se cada
tinnier° real esta identificado por um conjunto coerente maximal de intervalos racionais, isto

por urn conjunto enumeravel de intervalos racionais, entdo em correspondência, cada
furled° elementar real esta identificada corn uma furled() de objetos, quando esta se restringe
aos seus objetos totais , que é linear ou admite representacdo linear nesta categoria.
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Assim, o processo de construcdo aplicado em IIO, teve como objetivo principal
assegurar a computabilidade desta funcOes elementares reais, tendo em vista que os objetos

envolvidos sào conjuntos coerentes de intervalos racionais, portant° estruturas enumeraveis
sob o ponto de vista maternatico

9.2 ContribuicOes e Sugestaes para Continuidade da Pesquisa

Apresenta-se por ultimo, algumas sugestOes de continuidade deste trabalho. Alen
disso, a especificacdo de alguns aspectos importantes para esta continuidade foram
restringidos no decorrer deste trabalho, devido ao tempo previsto e as prioridades

estipuladas , mas que devem ser agora lembrados.

9.2.1 Representacdo linear das funcOes de objetos

No capitulo 6 propi5e-se urn sistema de representacao linear apenas para as funceies
localmente lineares, tendo em vista que as funceies elementares reais verificam esta condicao.
Entretanto urn estudo mais amplo pode ser muito proveitoso, e pode resultar num sistema
de representacdo mais abrangente ou ate mesmo generalizado para o espaco funcional.

9.2.2 Estruturacdo do Cdlculo nos dominios dos espacos coerentes

Este trabalho vem consolidar a estruturacdo da Analise nos dominios de Espacos
Coerentes. Portanto o objetivo mais imediato a ser alcancado é a estruturacao do Cdlculo
nos dominios de Espacos Coerentes, a partir da fundamentacäo dada por esta referida
Andlise. Para alcancar tal construcdo, algumas questeies de pesquisa serdo fundamentais.
Entre estas salientam-se, a seguir, as mais relevantes.

Funceies Recursivas
A verificacdo e andlise de uma construcdo andloga a que foi aqui proposta, para as

fiinceies objetos entre espacos coerentes definidas a partir de suas correspondentes funceies
basicas, pode ser estruturada para as funcOes definidas recursivamente. Busca-se assim,
mostrar que tambem as funcOes reais definidas recursivamente podem ser construidas, e corn
as mesmas garantidas, a partir de correspondentes funceies recursivas entre conjuntos
coerentes de intervalos racionais.

FuncOes de Varios Argumentos
Conforme o que foi estudado, assim como as funcOes elementares localmente lineares

possuem sempre representacdo linear correspondente no espaco gerado pelo produto
categ6rico, pode-se pensar numa representacdo linear ainda mais generica abrangendo as
funcOes de varios argumentos, que tambem sdo de grande interesse computacional, pois
varios s;do as modelagens a elas associadas em Sistemas Dinarnicos, [LUE 79], e a partir das
quais estruturam-se as solucOes associadas as equacOes diferenciais e(ou) equacOes de
diferencas finitas envolvidas.

(iii) EquacOes Diferenciais e Equacoes de Diferencas Finitas
0 interesse nas equaceies corn diferencas finitas, tambem como urn objeto de pesquisa,

deve-se ao fato de que elas aparecem corn freqUéncia nas aplicacOes e porque surgem em
numerosos metodos de resolucao aproximada de equacOes diferenciais em que estas sdo
substituidas por equacOes corn diferencas finitas.
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A analise das propriedades externas comuns como o numero de solueOes que

satisfazem as condieOes iniciais, os metodos para determinar as respectivas solueOes, o

principio da superposicao para equacdes lineares homogéneas, o calculo de coeficientes
constantes, e outras mais podem ser investigadas e analisadas, verificando se sua propagaedo

no processo de construed°.
Alem disso, a prOpria natureza de definiedo das equacOes corn diferencas permite obter

como solucdes functies recursivas. Conclui-se que estes tres objetos de pesquisa mantem urn
relacionamento que deve ser caracterizado tambem no processo de construed° que se esta

propondo. Da mesma forma, o estudo das equacOes diferenciais pressupOe urn estudo de
conceitos como limites dirigidos, e de operacdes como derivacdo e diferenciacdo nos

dominios dos Espacos Coerentes.

9.2.3 Aplicacdo em Sistemas Dinamicos

Importantes questOes de investigacdo surgem, por exemplo, como a formalizagdo dos
relacionamentos entre as equacOes de diferencas finitas, as equacOes diferenciais e as
fimgOes recursivas definidas e estruturadas nos dominios dos Espacos Coerentes. Como se
fara a analise da aplicacdo das mesma pela teoria dos Sistemas Dinamicos? Este
relacionamento e relevante para o desenvolvimento da Teoria dos Sistemas Dinamicos, que
estuda, entre outras coisas, metodos de analise qualitativa e quantitativa do conjunto de
todas as curvas que sdo solucOes para um sistema de equacOes diferenciais ordinarias, em
determinado estado ou condicOes iniciais. Alem disso, existe o interesse em representar o
comportamento de urn determinado sistema de equacOes diferenciais em termos de suas
caracteristicas geometricas em determinada fase, ou ainda mais, a analise automatica das
estruturas topolOgicas envolvidas.

Salienta-se que muitos trabalhos ja relacionaram alguns dos objetos de pesquisa
mencionados, por exemplo, Scott propOs a construed° das funcOes recursivas usando a
estrutura de dorninios, veja [SC072][SC076]. Entretanto seria interessante, alem da
uniformidade de construcdo tanto da Andlise quanto do Calculo utilizando especificamente a
categoria dos Espacos Coerentes, servir-se de toda esta findamentacdo para trabalhar corn
Sistemas Dinamicos visando aplicacOes em ciéncia e tecnologia.

9.3 Consideracdes Finals

Quando da elaboraedo deste texto, buscou-se dispor de mais urn trabalho de
fundamentacdo sobre espacos coerentes, de caracter introdutOrio, que possa servir de
suporte para outros trabalhos em Ciência da Computacdo, sejam estes na area da
Matematica da Computacdo, como tambem nas areas da Teoria da Computacdo, LOgica
Linear, Computacdo Cientifica, Matematica Intervalar, Sistemas Dinamicos, dentre outras,
dando continuidade ndo somente a aplicacdo em estudo, mas tambem possibilitando a
generalizacdo dos resultados obtidos para outras aplicacOes.
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