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Resumo:

Este trabalho pretende discutir a possibilidadentteduzir as Geometrias Nao-Euclidianas
no curriculo escolar do Ensino Médio. Para istmcpramos lembrar a forma e estrutura
l6gica que Euclides tentou dar a Geometria e emida@presentamos um texto introdutoério
sobre duas daquelas Geometrias: Geometria Hipeab@lEliptica, orbitando em torno do 5°
Postulado de Euclides. Como produto final do tlalharealizamos uma oficina em sala de
aula sobre a Geometria Eliptica e analisamos algymaiucdes dos alunos.

Palavras-chave:Geometrias Nao-Euclidianas; Geometria Hiperboli€@epmetria Eliptica;
5° Postulado.



Abstract:

This work intends to discuss the possibility ofaalucing Non Euclidean Geometries in the
high school's curriculum. For this, we recall tbenfi and logical structure that Euclid tried to
give to Geometry and then present an introductext on two of these Geometries:

Hyperbolic and Elliptical Geometry, orbiting aroutfte 5th postulate of Euclid. As a final

product of this work, a classroom workshop on Eltigseometry was implemented and some
productions of the students were analyzed.

Keywords: Non Euclidean Geometries; Hyperbolic Geometry; pidli Geometry; 5th
postulate of Euclid.
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1. INTRODUCAO

Esse trabalho tera por objetivo investigar a fagtade de inserir as Geometrias
N&o-Euclidianas no Ensino Médio. O texto inicia autaminhada pela Geometria Euclidiana,
destacando os aspectos formais e sistematicos uplields propés em Os Elementos. Segue
com uma discussao em torno do 5° Postulado dedesdali a busca de eminentes mateméaticos
por sua prova. Tentaremos apresentar ainda umasd&e sobre dois tipos de Geometrias
N&o-Euclidianas: Geometria Hiperbolica e Geomdiliptica.

Ao seu final, sera nosso objetivo propor uma oficem uma turma de 32 série do
Ensino Médio sobre a Geometria Eliptica com a igderde verificar se € vidvel a proposta de
introduzir este contetdo na escola basica.

A motivacdo para este trabalho teve inicio na gpdacdo em uma oficina, realizada
no Colégio de Aplicacdo da Universidade FederalRim Grande do Sul (UFRGS). Na
ocasiao, a professora Simone Dias Cruz mostrourelgypropriedades dessas Geometrias e,
para isto, foram utilizados conhecimentos matermataquiridos na formacgao basica escolar.
Posteriormente o interesse pelo assunto foi crdscempoiado na simples curiosidade fomos
investigando que tipos de Geometrias poderiam iexistediatamente muitas perguntas
surgiram, como por exemplo: Qual seria a “melhan” emtdo a mais correta de todas as
geometrias? Ou ainda: Por que este assunto ndmfado (talvez com uma disciplina) no
Curso de Licenciatura em Matematica, aqui nestaddsidade?

O assunto aqui abordado é, certamente, pouco ddoheanesmo entre professores
do Ensino Médio. Certamente isto se deve, entre®uisas, a complexidade matematica
gue exige o tema, fazendo do mesmo, uma area tmgstmmica — até mesmo no meio
académico. Esta talvez, seja uma resposta paraial guestionamento de nossa parte sobre o
motivo do tema néo ser abordado neste curso deagad. Porém, a histéria da educacéo nos
mostra que muitos temas ja foram consideradosfis dibordagem na escola e atualmente
passeiam sem qualquer questionamento pelos nossbdsuls. Parece-nos que o assunto
apresenta-se como mais um degrau que devemosBuibdientemente, por questdes de tempo
e espaco, ndo nos propomos a discutir todos ostaspeelativos ao tema. Ainda assim,
esperamos fornecer uma motivagdo para que as Qe&msnbBiao-Euclidianas possam ser
abordadas no Ensino Médio, vindo a integrar o culwiescolar.
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Capitulo 1

Geometria Euclidiana

1.1 Consideracdes historicas

E muito dificil precisar em que época se origindBemmetria. Segundo Boyer (1974,
p. 4) Aristételes defendia que ela nasceu nas classesdséamis do Egito Antigo como
atividade de lazer, enquanto o historiador gregodtteo acreditava que ela teria surgido
simplesmente da necessidade de medir terras. Nstaqo um grande pragmatismo, pois,
conta Doria (2004, p. 3) que o rei egipcio Sesdistr por volta de 1900 a.C. - dividiu todas
as terras no Egito de maneira igual entre os sabisantes com o intuito de cobrar-lhes um
aluguel anual. Mas devido as frequentes enchemtddild, inUmeras propriedades de terras
foram inundadas, diminuindo as areas produtivaateralmente gerando descontentamento
dos proprietarios de terras que haviam sido pregultis, pois jA ndo contavam com a mesma
quantidade de terras produtivas que inicialmentdaha sido distribuidas pelo governo.
Assim, o rei determinou que pessoas especializeolm®cassem a visitar as propriedades
atingidas com o objetivo de recalcular o valor dopostos a serem pagos. Mas é seguro
afirmar que a Geometria teve seu inicio em umaageterminada no Egito?

Talvez seja preciso lembrar que o desenvolvimentoamo — e a matematica nao
pode fugir disto — ndo ocorre linearmente. Difeggnestagios de desenvolvimento séo
notados quando se comparam diferentes periododeeerdes regibes. Apenas algumas
civilizagdes antigas (Egito, Babilénia, india e @i possuiam conhecimentos significativos
de matematica, como sinaliza Kline (1962, p. 12asM maior destaque ficou com o Egito e
a Babilonia . O uso da matematica na Babil6niargiacionado com as questdes praticas de
medidas. A mensurabilidade chamava a atencdo db#omias e é notavel o uso da
Geometria para tratar de problemas algébricos. §ito Eela foi usada para a obtencdo dos
calculos de areas de terrenos, estimar colheitascenstrucéo de templos e piramides.

No entanto, defende Boyer (1974, p. 4 edpe basta recuar mais um pouco na
histéria da humanidade e observar que o homemtigeolatravés dos objetos e desenhos
deixados em cavernas ja possuia certa familiaridate alguns aspectos que mais tarde
seriam caracteristicas da Geometria. Podemosacpagocupacédo com as relacdes espaciais,

simetrias e escala na construcdo de vasos, pewase desenhos nas paredes das cavernas.
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Assim, acreditamos nao ser possivel datar um pedspecifico e nem mesmo um lugar onde
a Geometria tenha um marco inicial.

Seria razoavel pensar que a Geometria comecou desenvolver através da
necessidade dos povos. Inicialmente ela serviu ctem@amenta que auxiliou na vida
cotidiana dos povos antigos através de atividademanedidas de distancias, alturas, volume
e areas. Posteriormente, o pensamento matematicwipplmente através dos gregos,
comecou a ficar mais teodrico e até mesmo abstrats @rimeiros esbocos de provas
matematicas comegam a surgir.

De fato, como comenta Eves (1964, p. ld&)ois da Grécia ter sido conquistada pelo
império Macedénico, em 332 a.C., Alexandre, O Gearfidndou a cidade de Alexandria no
Egito, que viria a se tornar o grande centro cogitepdo mundo antigo. Nesta cidade foi
construida a Universidade de Alexandria, que reumior séculos todo o conhecimento do
mundo grego. Reconhecidos homens de saber da fgpacaconvidados a formar o corpo da
Universidade de Alexandria, entre os quais, Euslidgue notabilizou-se na area da
matematica.

Sobre a matematica grega, o que sabemos vem ds fodliretas ou copias muito
posteriores aos escritos originais. Dessas foatgsjncipal é o Sumario Eudemidnayue
afirma, entre outras coisas, que Euclides era noasm que Platdo e mais velho que
Arquimedes. Pouco se sabe a respeito da vida dal&dO historiador H. Vogt acredita que

ele nasceu por volta de 365 a.C. e escreveu Oshtementre 330 e 320 a.C.

J gy e
s de Alexandria

= i/
Figura 1:Euclide

! Esse documento consiste em algumas poucas péadpnasmentério sobre Euclides, Livro |, do fil6sofo
neoplatdnico Proclo (410-485). Proclo teve acesséras obras gregas que se perderam para nos. éat,
alguns escritos de Eudemo de Rodes (séc. Ill a. uth discipulo de Aristételes (dai o nome Sumaéario
Eudemiano).
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1.2 Os Elementos

Os gregos antigos atribuiam o termo “elementogheestudo dedutivo com teoremas
primordiais que alcangcavam o uso geral dentro deassunto. Segundo Eves (1995, p. 168),
Hipocrates foi o primeiro a tentar organizar egpe tle obra, e mesmo a escola Platbnica
possuia seus Elementos, escrita por Teudio. Pajgeea obra de Teudio infuenciou
diretamente Euclides, principalmente se consideyaros fortes indicios de que Euclides
estudou na Escola de Platéao.

A Universidade de Alexandria, onde Euclides trabalhcertamente ndo se
diferenciava muito das Universidades atuais, sémahoada por professores com os diferentes
perfis. Euclides destacou-se pela sua capacidaéagiear e ndo pela pesquisa ou qualquer
outra atividade. De fato, Os Elementos de Euclglgsera os anteriores demonstrando um
arranjo e selecdo de proposi¢cdes numa sequéndia légrganizada. A obra caracteriza-se
sobretudo pelo seu compromisso com a formalizag@mamndo-se modelo de métodos
demonstrativos rigorosos. Mais do que isso, a éleacorpada pelo aspecto dedutivo, onde
cada afirmacdo é uma consequéncia légica de afiesag@ssumidas anteriormente. Estas

afirmacgdes, tomadas de antemao, chamaaxisenasou postulados.

Alrfiuor.
o, Himmotw and noavidg onuelou €nl miv onuetov
uﬂ"*cw YEAUUTV SyoryEiv,
. Kol memegoopevny eddelov xota 10 ouveyes En
EUL "*ct: Exoheiv.
. Kol movTl ®EvTp kol Guxothuatt xixhov ypdpeoda.
. Kol maoowg tag oplis yovias loug dafhog ehion
E’. Kol edv gig Blo edtelag eldeia Eunintovon Tig Eviog
wol Eml Td abTd pépr yoving Slo opidév Eldooovog Tolf],
é‘?-’."ﬂn’lluyé‘u' 5 Tag Blo eldeiog X '_-.E"E'J-U".-' OUUTLTTEW, £’
uspr| eloty ol Tohv 6lo optiev Ehdooove

Figura 20s 5 postulados de Euclides na versédo originalgesgo.
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A matemética moderna néo faz distingdo entre éste®s, mas na Grécia Antiga era
comum o0s matematicos se referirem a axioma como afin@acdo comum a todas as
ciéncias, enquanto que postulado seria uma afimnaadicular de um determinado campo de
estudo. Segundo Coutinho (1989, p. 23), na matematima teoria deve possuir o menor
namero possivel de axiomas e estes, devem gozaerigs propriedadesonsisténcia,
suficiéncia e independénci&e os teoremas ndo forem contraditérios, dizeyneseles séo
consistentes. Quando uma teoria pode ser desedadeim a ajuda de outros axiomas, eles
sdo chamados de suficientes e independentes.

Nao se sabe ao certo, mas algumas evidéncias appata que Euclides assumiu 10

afirmacdes: 5 axiomas ou no¢ées comuns e 5 postiEbmétricos.

Axiomas

Al: Coisas que sao iguais a uma mesma coisa Sao equieassi.
A2: Se iguais sdo adicionados a iguais, os resuls@nguais.
A3: Se iguais sao subtraidos de iguais, 0s restogsas.

A4: Coisas que coincidem uma com a outra séo iguais.

A5: O todo é maior do que qualquer de suas partes.

Postulado$

P1 -Pode-se tracar uma (Unica) reta (segmento) pasaex dois pontos.

P2 -Pode-se continuar (de modo Unico) uma reta inidigiimente.

P3 -Pode-se tracar uma circunferéncia com quaisqunroce raio.

P4 -Todos os angulos retos sao iguais.

P5 —Se uma reta intercepta duas retas formando angidosres de um mesmo lado
menores do que dois retos, prolongando-se essaseataa indefinidamente elas se

encontrardo no lado em que os dois angulos saorgeedo que dois angulos retos.

Figura 3Duas retas cortadas por uma terceira: o 5° Pogtolde Euclides

2 Os termos entre parénteses sdo realmente ndossédrjustificativas para tal encontram-se ndiset:4.
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Embora Euclides tenha alcancado fama e respeito @srilementosele escreveu
pouco mais de uma dezena de outros livros, comia &wyer (1974, p. 75), abordando temas
como éptica e mecanica. Apenas 5 obras de EuditeeviveramOs Elementos, Os dados
A divis&o de figuras, Os fendmenos e Optica

Embora a obra de Euclides contenha mais trabathasegavel que OElementos
tenha sido o mais importante de todos. E composi$68 proposicdes distribuidas em treze

livros. Abaixo, uma tabela com um resumo da distgdo dos conteudos do livro.

LIVRO CONTEUDO
I Propriedades de triangulos e teoremas de congejéaoria das paralelag e

a prova de que a soma dos angulos internos deiamguto € igual a doi

angulos retos. Algumas proposicoes sobre parabatogs, triangulos

quadrados e a demonstracdo do Teorema de Pitdgovps47).

Il Transformacdes de areas e algebra geométrica déaBEstagorica.

ldentidades algébricas com@+b)? =a? +b? +2[alb e a conhecida le

dos co-senos (prop. 12 e 13).

1] Teoremas sobre circulos, cordas, secantes, tasgeniedidas de angulos.

[92)

1%

\Y} Construcdo com régua e compasso dos poligonosaregul

Vv Teoria das propor¢des de Eudoxo.

Vi Aplicacdo da teoria Eudoxiana geometria plana dagapcoes

Vi Teoria elementar dos numeros — processo que vida abtencdo do

maximo divisor comum entre dois ou mais numerosgekfica se doig
inteiros sdo primos entre si. Este processo é mamdé chamado de
algoritmo euclidiano.

VI Teoria elementar dos numeros - Proporgfes contimugwogressoes
geometricas.
IX Teoria elementar dos numeros - Prova atribuidaciides da existéncia de
infinitos numeros primos (prop. 20). Teorema Funelatal da Aritmética
(prop. 14).
X Estudo dos numeros irracionais.

Xl, Xll e | Geometria solida, teoremas sobre retas e planosspago, método da
X exaustdo, construcao visando os 5 poliedros reggian uma esfera.

Eves (1995, p. 175), defende ser um equivocoagpense Os Elementos foram uma
tentativa de prolongar as discussfes sobre osié&dpas regulares, ou mesmo que era uma
obra a tratar apenas de Geometria Plana e Sélittaecimla na época. No entanto, Barbosa
(2002, p. 1) admite o contrario. A concordancia fior parte de que Os Elementos foi um

Foi uma espécie de manual ou guia a orientar a@@stas primeiros seis volumes de Os Elementos
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texto que propunha uma introducdo da matematica genhecida até entdo (e ndo somente
de geometria) e provavelmente Euclides sabia nmudags matematica do que aquela que

constava em sua obra.

1.3 O Quinto Postulado

De acordo com Coutinho (1989, p. 26), por mais @ie thil anos a Geometria de
Euclides reinou de forma inquestionavel, trazendmsdd a Grécia Antiga conceitos
considerados de facil aceitacdo por nossos sentidds entanto, o 5° Postulado de Euclides,
pelo fato de possuir uma redacdo mais complexansate menos intuitiva que os anteriores,
levou alguns matematicos a desconfiarem de sudadai(como postulado) e a sugerirem que
ele pudesse ser uma consequéncia logica dos ogumiiso anteriores, isto €, seria o 5°
Postulado um teorema. Isto gerou uma corrida eatdlr a uma prova para o 5° Postulado.
Consequentemente, muito conhecimento foi geradoesmm aprimorado ao longo dos
séculos. Muitos acreditaram que conseguiram provaahas na verdade produziram
afirmacdes equivalentes ao 5° Postulado, denonsradsstitutos Nas palavras de Barbosa
(2002, p.13):

E importante que entendamos o que significa afiro& uma determinada
proposicdo P € um substituto do 5° postulado: glieer que a teoria
desenvolvida utilizando os 4 primeiros postuladosmas a proposicdo P
coincide com a Geometria de Euclides.

O mesmo autor reforca:

A maneira de provar que uma proposicdo P é um isubspara o 5°

postulado € a seguinte: primeiramente, devemosrsgbe P é uma

proposicdo da Geometria Euclidiana. Depois, devetseosonstrar que, na
teoria desenvolvida usando os 4 primeiros postsla@ mais P, pode-se
provar o 5° Postulado de Euclides como uma pro@osic

Uma das formulacbes mais conhecidas do chamadalétst das Paralelas é
creditada ao gedmetra Playfair, a saber:

“ Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uiméa reta paralela a reta dada ”.

Figura 4:Substituto de Playfair.
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Este substituto € bastante apropriado ao estugmstolado das paralelas e pode ser
provado utilizando-se de Geometria Analitica vista Ensino Médio. Muitos outros
substitutos sdo possiveis para o 5° Postfiladmixo listamos alguns:

1- “A soma de dois angulos internos de um triangukempre igual a dois angulos retos”.
Uma prova deste substituto pode ser encontrada elfie \{L945, p. 22).

2- “Existe um par de triangulos semelhantes e n@tgecuentes”.

Uma prova pode ser encontrada em Barbosa (20Q3) p.

3- “Existe um par de retas equidistantes”.

Uma prova deste substituto pode ser encontrada elfie {945, p. 25).

Seguindo as idéias de Coutinho (1989, p. 26), atsuigdo do 5° Postulado leva a
criagdo de novas Geometrias, tdo bem fundamentpdaso a Geometria Euclidiana. E a
partir disto que séo criados dois tipos classi@m$dometrias chamadas Geometria Eliptica

(ou Esférica) e Geometria Hiperbdlica. Abaixo, uoadro que nos ajuda a organizar as

idéias.

Geometria Postulado

Euclidiana | Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar umaaireta paralela a reta
dada.

Eliptica Por um ponto fora de uma reta ndo existe nenhurtzaparalela a reta dada.

Hiperbdlica | Por um ponto fora de uma reta existe mais de upta paralela a reta dada.

* Outro fato a respeito do 5° Postulado é de quséeteutilizado na proposicéo 29 do livro | de Gstientos.
Isto também contribuiu para o pensamento de queuelesse ser provado recorrendo-se aos quatrdguiistu
iniciais
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Capitulo 2

Introducao as Geometrias Nao-Euclidianas

2.1 Motivacgao

A geometria Euclidiana que aprendemos na escoleidna satisfatoriamente bem
para resolver problemas em superficies planas.mn®, o mundo ao nosso redor nao é
perfeitamente plano e um vasto numero de problexige que sejam utilizadas ferramentas
que a Geometria de Euclides ndo fornece. Por exgmpptiemos citar o caso de um triangulo,
gue em um plano possui invariavelmente uma soniB@e para seus angulos internos. Em
uma superficie curva isto ndo se verifica, impla@maqui a necessidade de se estabelecer uma
nova Geometria que seja capaz de estudar quaisgumiedades geométricas fora do plano.
Pensando desta forma, a geometria Euclidiana & pErtentdo fica rotulada com uma

geometria insatisfatéria.

N&o é dificil pensar em situacdes que as supesfizievas merecam atencéo. Talvez
um dos mais notaveis seja a préatica da navegagde, certamente a curvatura da terra ndo
pode ser desprezada. Temos a ilusdo de que um mpavoorre linhas retas quando
imaginamos um percurso entre dois pontos no maremanto, analisando com um pouco
mais de cuidado, verificamos (devido ao fato damacompanhar a curvatura da Terra) que
a trajetéria descrita é uarco, 0 que mostra que nem sempre a menor distangia eois
pontos é uma linha rétacomo na geometria Euclidiana.

Pelo fato de a Geometria Euclidiana ndo ser a (pissivel, talvez seja plausivel
pensar que as diferentes Geometrias ocupem lugaégsios no universo matematico.
Entendemos que elas sejam ferramentas diferenéesegajustam a determinados problemas.
N&o podemos elencar qual delas é a melhor ou rikisas podemos definir qual delas deve
ser usada. De fato, esta € uma questdo que dewecfa@ra: - Por que precisamos de
Geometrias N&o-Euclidianas e em que casos podetilgs-las? Uma boa idéia seria
observar que a Geometria de Euclides é adequaiiabeadho do pedreiro, 0 que ndo acontece
com um marinheiro que deseja planejar longas tséa®310 oceano, e assim, utiliza uma

outra forma de Geometria.

®> A menor distancia entre dois pontos é chamadgeddésica no plano ela é uma reta.
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Ao longo de vérios séculos, todas as tentativgzralar o 5° Postulado fracassaram.
No entanto, o conhecimento gerado e acumulado devidsisténcia neste problema serviu
para que alguns dos grandes matematicos no sétdldescobrissem outras alternativas a
Geometria de Euclides, mesmo que estas fossemacorgenso comum. O surgimento das
Geometrias Nao-Euclidianas deveu-se ao fato de adgiens matematicos como Nikolai
Lobachewski, JAnos Bolyai, Carl Gauss e BernhaainRhn passassem a investigar o que
poderia acontecer seRmstulado das Paralela®sse alterado. Nesta alteracdo considera-se 0s
casos de poder passar mais do que uma ou entdomm&mhta paralela a um ponto P dado

fora de umaretar.

2.2 Os precursores

Segundo Barbosa (2002, p. 17), o historiador e mtieo grego Proclus relata que
desde a época de Euclides, os matematicos tenfaoaar o 5° Postulado como um teorema
e gque durante os séculos que se seguiram, aswastabntinuaram. Nas suas palavras:

Para dar um exemplo, o livro Saggio di uma bibldigr Euclidea, Parte 1V,
Bolonha 1890, apresenta 24 paginas de titulos degnafias relativas ao
guinto postulado publicadas entre os anos 160B€é.18

Ptolomeu

Teve a idéia de provar o 5° postulado utilizandayoatro primeiros. No entanto,
perdeu-se em um ciclo de demonstra¢fes, poisautibz proposi¢édo 29, do livro I, que é uma
proposicao equivalente ao proprio 5° Postuladocl®sanédo reproduz a prova de Ptolomeu,
mas, de acordo com Barbosa (2002, p. 18), os camentdo primeiro apontam para a

direcdo apresentada a seguir, considerando a digaixo.

FigurafStentativa de Ptolomeu
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Demonstrac&b Sejam as retas r e s paralelas e a reta t trarsaler
Como, r//[stemos a+ S =y+9J . Logo, sea + [ >180°, entdoy +J >180°. Isto gera uma
contradicdo, pois a+ [+ y+0=360° Sea + [<180° entdoy+J <180°. Contradicao,
poisa + [+ y+0=360° Assimg+£=180°. Mas //Is=>a+[#180F < a+[=18CF=Tr
nao é paralela a s, e assim prova o 5° Postulado.

Barbosa, (2002, p. 19), informa que o erro de Rtelofoi de assumir que paralelismo

implica congruéncia de regifes, o que acontecesap®s Geometria Euclidiana.

Proclus

De acordo com Wolfe (1945, p. 27), foi Proclus quaymontou a falha na
demonstracdo de Ptolomeu e, entdo propds uma dertnanstracdo. Sua idéia consistiu na
tentativa de provar que “se uma reta corta umauds garalelas, entdo corta a outra”. Esta
afirmacao nada mais € do que um substituto pafdPoSulado.

A prova abaixo foi adaptada de Wolfe (1945, p. 27).

Figura 6:A tentativa de Proclus

DemonstracdoSejam duas paralelas r e s com uma transversartagdo r em PE t.
Assuma que P se move em direcdo a Q. Entdo a digtéle Q a r é uma funcdo de Q que
cresce a medida que QP cresce. Esta distancia wodar-se maior que a distancia entre as
retas r e s, bastando que t corte s.

Esta demonstracdo ndo apresenta problemas desdadguimos de antemao que

retas paralelas sejam equidistantes. Ora, maé istaa equivaléncia ao 5° Postulado.

® Esta prova é creditada a Arcari (2008, p. 33).
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Nasiredin (1201-1274)

Foi um astrdbnomo e matematico persa (1201-1274). r8eiocinio, como indica
Barbosa (2002, p. 20) foi iniciado com a supostalade da seguinte afirmacao:
“Sejam duas retas e s onde A O r e B s e AB ndo € perpendicular a Entdo as
perpendiculares baixadas partindo de (do lado do angulo agudo) sdo menoresAfde as

gue ficam do lado oposto sdo maiores”

m=i=— (D<AB<EF

. - -5
B D

g

Figura 7A tentativa de Proclus

Nasiredian usou o afirmacao acima (sem fornecer pnmea para ela) e o método de

reducéo por absurdaConsidere o retangulo da figura 2.4 e observeeababaixo.

A D

- AB=CD

B C
Figura 8poio para a tentativa de Proclus
Se A ¢é agudo, utilizamos a afirmacéo acima e concluimaes AB > CD. SB é
agudo, concluimos que AB < CD. Estas duas conctugéeam uma contradi¢do. Logo, sao
AeD angulos retos. Portanto, ABCD é um retangulo (posgiatro angulos retos) e os
triangulos ABD e CDB sao congruentes. A conclusaoNasiredian € de que existem

tridngulos cuja soma dos angulos € de 18&3%a conclusédo € equivalente ao 5° Postulado.

" Esta demostracao é creditada a Arcari (20085). 3
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Wallis (1616-1703)

Segundo Barbosa (2002, p. 22), Wallis rejeitouéaidia equidistancia, empregada até entao
pelos mateméticos que o precederam. Para propornowa” demonstracao, ele fez uso do
seguinte axioma:

“Dado um triangulo, é possivel construir qualquetr@ triangulo semelhante a ele com lados
de tamanhos quaisquer”.

O axioma assumido para a prova que posteriormerdkisporopbe € equivalente ao 5°

Postulado.

Girolano Saccheri (1667-1733)

Saccheri foi um padre jesuita professor da Unidad® de Pavia. Conta Wolfe (1945,
p. 31) que Saccheri teve contato com os ElemenwsEdclides e ficou bastante
impressionado com o método walucdo por absurdoas provas contidas no livro. Saccheri
tinha bastante intimidade com a Logica, chegandec@mnar disciplinas de Filosofia em
Turim e Mildo. Sua contribuicdo chama a atencads f o primeiro a tentar provar o 5°
Postulado substituindo-o por uma afirmacao cortibadi (possivelmente fruto das leituras de
Os Elementos e de seus estudos em Ldgica). Seacirdoi basicamente consistiu, segundo
Arcari (2008, p. 36) no seguinte:

Considere o quadrilatero abaixo.

B _— D

C

Figura 9Tentativa de Saccheri

Pelo caso de congruéncia LAL, sabemos que o trianglBC € congruente ao
triangulo CDA. Pelo mesmo motivo, o triangulo ABBolgruente ao triangulo CDB. Logo,
a=§
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B, - D

A [

Figura 10:Apoio a tentativa de Saccheri

Como Saccheri sabia que a existéncia de um re@nguF5 = 90° é um
equivalente do 5° Postulado, ele pretendia atralésmétodo da reducdo por absurdo

considerar = S >90° oua = [<90°e, portanto, negar o Quinto Postulado.
Para a = >90 ° (hipétese do angulo obtuso) Saccheri concluiu gueta seria

limitada, contradizendo o segundo postulado.

a=f=90"

ghbra 11:Apoio para a tentativa de Saccheri

Para a = £<90° (hipétese do angulo agudo) Saccheri ndo consegh@gar a uma

contradicao utilizando os quatro primeiros postotad

o=p<90°

Figura 12Apoio para a tentativa de Saccheri

Johann Heinrich Lambert (1728-1777)

De acordo com Coutinho (1989, p. 45), Lambert faa $entativa de provar o
Postulado das Paralelas também utilizando o matededucéo por absurdo. A prova segue
abaixo.

Considere o quadrilatero ABCD (figura 2.7) que pos€s angulos retos.
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[ ] [
A C

Figura 13:Tentativa de Lampert

A idéia é provar que o quarto angulo do quadritatks Lambert é agudo. Para isto,
divide-se o quadrilatero de Saccheri em dois ql#&dros de Lambert. Com isto, chega-se ao
seguinte teorema:

“A soma das medidas dos angulos internos de umguiléa retangulo € menor que
180° ”. Outro teorema (ainda mais geral) a que leatnthegou foi o seguinte: “A soma das
medidas dos angulos internos de qualquer triangulnenor que 180°". A prova destes

teoremas encontra-se em Coutinho (1989, p. 23)".

2.3 O surgimento de uma nova geometria

De acordo com Eves (1964, p. 542), é provavel qaes& tenha sido o primeiro a

perceber que ndo era possivel provar o Postulasl®dalelas. Em 1824, Gauss escreve ao

7

amigo F.A. Taurinus, em Gottingen. Um trecho desiarespondéncia é encontrada em
Barbosa (2002, p. 38), e apresentada abaixo.

A hipétese que a soma dos angulos é menor queeh@0a uma geometria
curiosa, muito diferente da nossa (a euclidianays totalmente consistente,
a qual desenvolvi a um ponto que me satisfaz plentenno sentido de que
posso resolver qualquer problema nela, com excdeddeterminacdo de
uma constante que nao pode ser fixada a priori.oQuéaior for esta
constante, mais proximos nos encontramos da Geianeeitlidiana, e se ela
for escolhida infinitamente grande, as duas gedasetoincidem. ... Os
teoremas dessa geometria parecem paradoxais edabspara um nao
iniciado; mas reflexdo cuidadosa sobre o0 assuntdague eles ndo contém
nada de impossivel. Por exemplo, os trés angulesrdgiangulo tornam-se
tdo pequenos quanto se queira, se o0s lados saaldsnaabitrariamente
grandes; entretanto, a area de triangulo nunca padeder um limite
definido, ndo importando quéao grandes os ladosrs&aados, e de fato,
nem alcancar este limite.

No entanto, Gauss nada publicou sobre este asstiotmpreensivel que ele tenha se
resguardado, pois a filosofia dominante na époea s&rde Kant, para a qual nosso

conhecimento tem origem na experiéncia - o conhatiocnempirico. No entanto, nem todo
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ele dela provém, pois ha um conhecimento que indkpda experiéncia, conhecimento este
gue Kant chama de priori, de acordo com Dahmen (2006). O problema consstilserem

as Geometrias Nao-Euclidianas juizos analiticasasipUm exemplo disso esta na obra mais
famosa de KantCritica da razdo purapublicada em 1781, onde ele chama o espaco
euclidiano de umé&ecessidade inevitavel de pensamento”.

Conta Wolfe (1945, p. 48), que durante os anos dlede em Gottingen, Gauss
manteve no seu circulo de amizades o hungaro WoBgdyai (1775-1856). Mesmo depois
dos tempos de Universidade os dois mantiveram smorelendo-se e frequentemente
discutindo sobre o postulado das paralelas. Walfgara um homem culto e talentoso,
atuando como professor, musico, dramaturgo, podtaventor, 0 que nao o impediu de
escrever um livro expondo suas idéias, chaneltamenNo entanto, foi seu filho, Janos
Bolyai (1802-1860) quem conseguiu progredir verdadeente no problema.

Seguindo no mesmo raciocinio de Wolfe (2002, p, $os mergulhou na questao e
acreditou na possibilidade da existéncia de uman@#&@ geral, na qual a geometria
euclidiana seria um caso particular. Seu raciod@aguiu o caminho de negar o 5° postulado,
ou seja, considerou dois caminhos: (1) Nao existdoger reta paralela a uma reta dada
passando por um ponto fora desta reta e (2) exigie de uma reta paralela a uma reta dada
passando por um ponto. Rapidamente Janos percelzel)) € consequéncia direta dos
quatro primeiros postulados. Restando a segunddelsip, Janos chegou a conclusdo de que a
existéncia de mais de uma reta paralela a umadesta passando por um ponto implica a
existéncia de infinitas delas. Foi entdo, neste emia) que as fundacdes para a construcao de
uma nova Geometria foram consolidadas.

O jovem Bolyai estava empolgado com o fato de umeameometria nascer quando
outras hipéteses fossem assumidas com relacédo Rastflado. Isto € notado em um trecho

de uma carta enviada a seu pai, em 3 de novemtirdag:

Neste momento estou decidido a publicar um trabalitwre as paralelas,
logo que se apresente uma oportunidade e eu comgjgaizar e completar
0 material ... do nada eu criei um novo e estramheerso. (Wolfe , 1945,
p. 50)

Janos Bolyai publicou suas descobertas em 18389 aom apéndice do primeiro
volume deTentamenEm marco do mesmo ano, Gauss escreveu a Wolfgaatando sobre
sua leitura nas paginas do apéndice dizendo quepoderia elogiar Janos, pois estaria
elogiando a si mesmo, ja que Gauss havia chegestubliados praticamente iguais. Gauss diz

ainda que estava surpreso de alguém chegar &saitados e feliz de ser o filho de um velho
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amigd’. Janos ficou desapontado com o fato de n&o terosfiiimeiro a ter tais idéias e nada
mais publicou em vida. Ainda em 1848 foi informade que a descoberta desta nova
Geometria devia ser dividida com outro matematico.

E razoavel pensar que em épocas um pouco distot@sunicacio entre os cientistas
fosse bem complicada, pois a distancia da eraatligita auséncia da rede mundial de
computadores impossibilitavam a comunicacao (f@aténte) instantanea entre as pessoas.
Assim, cientistas separados por distancias gecgrgafionsideraveis (sem contar as barreiras
linguisticas) demoravam meses e até anos para toomdrecimento das descobertas que
estavam se processando no momento. Certamente, ammteceu no episddio envolvendo
anteriormente Newton e Leibnitz, desta vez maiscampo da matematica é descoberto
simultaneamente por dois matematicos: Janos Belgaiusso Lobachevsky.

Nicolai Ivanovich Lobachewsky (1793 - 1856) estudwu Universidade de Kazan,
onde mais tarde veio a se tornar reitor. De acoodo Boyer (1974, p. 397), seu primeiro
trabalho sobre Geometria Nao-Euclidiana foi publicaem 1829 no Kasan Bulletin. Nas

palavras do historiador:

Este artigo marca oficialmente 0 nascimento da @#dnNao-Euclidiana,

pois foi Lobachewsky o primeiro matematico a daasso revolucionario de
publicar uma Geometria especificamente construddeesuma hipotese em
conflito direto com o Postulado das Paralelas: romonto C fora de uma
reta AB pode-se tracar mais de uma reta do plaamga encontra AB.

No entanto, seus escritos receberam pouquissimgéat@a Russia e fora dela (por ter
sido escrita somente em russo) praticamente nenhlisrando contornar esta situacao,
Lobachewsky escreveu um livro em alemao cotitubo Geometrische Untersuchungen Zur
Theorie der ParallellinienInvestigacdes Geométricas da Teoria das Parpl®asco antes
de sua morte, escreveu uma nova versdao do assemtofrancés, com o titulo de
Pangéomeétrieo que explica o fato da Geometria proposta pdrachewsky ser conhecida
também pelo nome dgangeometria

Na verdade, podemos concluir que Gauss, Bolyai latlmewsky desenvolveram a
Geometria Nao-Euclidiana ao mesmo tempo. No entdmabachewsky foi o primeiro a
publicar seus trabalhos, cabendo a si a honra staolerta desta geometria que ele também

chamou deémaginaria

8 Este trecho da carta pode ser encontrado em \U@&#5, p. 52).
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2.4 Deficiéncias Logicas dos Elementos de Euclides

A Axiomética é o ramo da matematica que estudasbsnsas de postulados e suas
propriedades. Segundo Eves (1964, p. 695), serisedsurpreender que os Elementos de
Euclides ndo apresentassem falhas l6gicas, poesterum texto muito antigo. Euclides
admitiu muitas suposicoes sem basear-se nos pissul@ historiador aponta alguns
exemplos dos deslizes cometidos por Euclides:

De acordo com o 2° postulado, uma reta pode sévngada indefinidamente. Isto garante
apenas que a reta € ilimitada. Ndo ha uma gamdatipie a reta € infinita. Isto fica ainda mais
grave quando na proposic¢ao 16 do livro | Euclidessime a infinitude da reta.

Um arco de circunferéncia maxima de uma esfera gedgrolongado indefinidamente ao
longo desta circunferéncia o que a exemplo daedtana ilimitado e ndo infinito.

O Postulado | garante a existéncia de pelo men@sreta por dois pontos A e B, mas nao
garante a unicidade dessa reta.

No entanto, ndo sdo apenas as suposi¢coes adotad&siglides que apresentam
problemas. Algumas definigbes primitivas, como Bofatquilo que n&do tem partes) e Reta
(um comprimento sem largura) séo falhas, justam@mteonduzirem a circulos viciosos.

Foi somente no final do século XIX que surgiram jeptos de postulados
satisfatorios do ponto de vista da Logica. Muitagematicos contribuiram para isto, dentre
os quais, David Hilbert (1862 — 1943), que prop®s unova axiomatica.

Hilbert criou, a partir dos 5 Postulados de Eudlidegrupos de axiomas. S&o gles

1- Axiomas de Incidéncia; 2- Axiomas de Ordem;
3-Axiomas de Congruéncia; 4-Axiomas de Contiadal
5-Axioma das Paralelas.
Como exemplo desses axiomas citamos 0s seguidte®rmas de Incidéncia:
1i - Dados dois pontos distintos, existe uim&areta contendo-os.
1ii - Qualquer reta contépelo menoslois pontos distintos.
Liii - Existem pelo menos trés pontos distintos @propriedade de que nenhuma reta
0S contém.
Como € objeto de nosso estudo, também citamosanfdas Paralelas:
“Sejas uma reta e A um ponto ndo énkEntdo existe no maximo uma reta no plano

gue passa por A e nao intercelita

°® Um maior aprofundamento sobre os postulados tetipode ser feito em Moreira (2005).
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Capitulo 3

Geometria Hiperbdlica

3.1 O Postulado de Lobachewsky

Assim como na Geometria Euclidiana, nesta nova @&@am ponto, reta e plano néo
sao definidos, ou seja, serdo tomados como cosceitmitivos. A Geometria Hiperbdlica
admite todos os postulados da Geometria Euclidearacecédo do Postulado das Paralelas. Se
substituirmos o postulado das paralelas pelo charRadtulado de Lobachewsky, teremos
um novo sistema axiomatico que origina a Geomeliparbolica.

Postulado de Lobachewsky:
“Por um ponto fora de uma reta, podem ser tracage$o menos duas retas que nao

encontram a reta dadaWolfe (1945, p. 66)

Figura 14:Postulado de Lobachewky

Segundo Barbosa (2002, p. 47), € possivel obs@iigara 14) que existem duas retas
(mem’) passando por um pontB)(e n&o interceptando uma dada reda ote que as retas
m e m’ dividem o plano hiperbdlico em 4 regides angulaoesle as retas tracadas [poe
contidas nos pares de angulos opostos pelo védiesele que ndo contenhajrsdo exemplos
de retas que também nao interceptam arteta

Podemos nos valer de nossa intuicdo geométricajectorar que sdo muitas as retas
gue passam pd? e certamente ndo interceptam a mtanas seriam elas uma infinidade?
Precisamos de argumentos matematicos que possacomasncer deste fato, pois diante de
tal suspeita, talvez fosse conveniente mudarmediaighio de retas paralelas

Faremos aqui, uma leve adaptacéo da prova fornpoidArcari (2008, p. 60), a qual

segue um raciocinio muito similar a quase uma dederlivros consultados na literatura.
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Proposicao 3.1
“Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente &ntdo, existem infinitas retas que
passam por P e ndo interceptam r.”

Pelo Postulado de Lobachewsky, existaram’ passando pd? de tal forma que elas

nao interceptam. Assim,mem’ dividem o plano hiperbdlico em 4 regides angulatemo
podemos ver na figura 15, abaixo.

Figura 15m e n dividem o plano em 4 regides angulares

Seja PHQ perpendicular a tal que PQ n n=0Q. Considerea e [ com vértice

comum emP. SejaR o ponto contido em uma das regides angularesa(2)ue y esteja

contido na regido angular formada g®rmas néo esteja contida na regido formadagpor

Figura 16:Apoio a proposicao 3.1

Veja quem” #m, poism” passa poP e R. Assim,m” esta contida nas regifes opostas pelo
vértice P que ndo contém. Apoiados pelo axioma de PaStk no fato de que hé infinitos

pontosR que podem ser escolhidos concluimos que existinitéis retas que passam e
nao interceptam.

10 Axioma de Pasch: sejam A, B e C trés pontos ndoeanles e r uma reta que ndo contém nenhum destes
pontos. Se r corta o0 segmento AB entdo ela tandoéta 0 segmento BC ou o segmento AC.
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3.2 Modelos para a Geometria Hiperbdlica

Fazendo uso das palavras de Arcari (2008, p. 53):

Um modelo para um sistema axiomatico € um ambieatgual podemos
representar (ou interpretar) os conceitos primitiem relacdo aos quais 0s
axiomas passam a ser afirmacfes aceitas comadeinaz

O plano é utilizado como modelo de representacaGetametria Euclidiana porque
nele é possivel fazer afirmacdes nas quais o sastxiomatico proposto tem validade.
Existem outros modelos que possibilitam o estudGeametria Hiperbdlica e a consequente
afirmacédo do postulado de Lobachewsky. A superfepeesentada pela figura 17 é chamada
de pseudo-esfera e pode ser usada para o est@kpdeetria Hiperbdlica.

Figura 17:Pseudo-Esfera

Foi o italiano Eugénio Beltrami quem propds estedetm Ela pode ser definida,
segundo Arcari (2008, p. 56) como a superficiedabpiela rotacdo de uma curva denominada
tratriz em torno de um eixo y. Podemos obté-la considerandsegmento AB perpendicular
a um eixo y. A medida que o extremo A é traciondelsiocando-se pelo eixo y; 0 extremo A
descreve uma curva no plano, chamada tratriz. Adqusesfera permite interpretar os fatos da
nova Geometria em termos da propria Geometria @aol. Beltrami mostrou que a pseudo-
esfera apresenta as propriedades requeridas petaeB& Hiperbodlica, ou seja, em qualquer
ponto da pseudo-esfera, curvas se cruzam com aagaem sentidos opostos. No entanto,
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ela ndo é uma superficie completamente adequadaarido “ponto singulares”, em que as
“retas hiperbdlicas” sdo impedidas de serem pradasg.

tratriz

pseudo-esfera

Figura 18:Construcao da pseudo-esfera.

Outro modelo para a representacdo da Geometriabidipea foi desenvolvido pelo
matematico francés Henry Poincaré, denomindisco de Poincaré' Segundo Coutinho
(1989, p. 34), neste modelo as retas sédo arcosrcdos perpendiculares ao circulo que
representa o plano hiperbdlico e os pontos sdo esmms considerados na Geometria
Euclidiana.

Na figura 19, abaixo, as “retas”’e n se cortam e ao mesmo tempo séo paralelas anreta

Podemos, inclusive medir as distancias entre dmsog quaisquer (na figura 20 os pontos U

e T) com a formulad(UT) = k Eﬂn(?—lj/(%) , onde k € um paréametroR, TS, RUe US

sao os segmentos de reta, ligados a distancidaetesse

F R «
N
/
g
(¢
Figura 19Modelo de Poincaré. Figura 20:Distancia entre dois pontos.

1 veja como produzir um mosaico do disco de Poinnaa#ido construcdes da Geometria Hiperbdlica e
Euclidiana em: http://classes.yale.edu/fractalsélfdbnLinTessLab/NonLinTess.html.
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3.3 Propriedades elementares das paralelas

Barbosa (2002, p. 52), enumera alguns teoremasedan@ria Hiperbolica que séo

validos também na Geometria Euclidiana.

Teorema 3.1 propriedade reflexiva

“Se uma reta € paralela, passando por um ponto enerdeterminado sentido, a uma reta

dada, entéo, ela € em cada um de seus pontoglparalmesmo sentido a reta dada”.

Teorema 3.2 propriedade simétrica

“Se areta s é paralela a reta r, entdo a reparadela a reta s”.

Teorema 3.3 propriedade transitiva

“Se duas retas sao paralelas a uma terceira, mraarsisecao, entdo, sao paralelas entre si”.
Como descreve Wolfe (1945, p. 71), € interessapenmomento introduzir o

conceito deponto ideal.

=
L
| "-F;

_ -
|_..-.

)

Para isto, basta pensarmos em uma reta no plaoescantarmos dois pontos a ela,

[
P’
raakr

Figura 21:Ponto ideal.

um “antes” e outro “depois” dela. Estes pontos d&@&ominados pontos ideais, e podem ser
pensados — analogamente — come® e 0 <« no estudo da reta real. Assim, podemos
tomar a afirmacdo de que duas retas paralelas terpamto ideal em comum na mesma
direcdo de paralelismo. Deste modo, duas retaspaéaelas se tem um ponto ideal em
comum. E conveniente observar que pontos ideaissdé pontos do plano hiperbdlico
(assim comotco ndo € um ponto da reta real). Para distingui-losrdum chamar os pontos

do plano hiperbdlico de pontos ordinarios.
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Capitulo 4

Geometria Eliptica

4.1 Postulado de Riemann

Era de se esperar que depois do surgimento da Gémtd@erbdlica, outras formas
de geometria fossem pensadas. De acordo com Coytif89, p. 65), o matematico aleméao
Georg Bernhard Riemann, estabeleceu as bases d@eawaageometria, chamada Eliptica.
Quando substituirmos o postulado das paralelaspmdtulado de Riemann, temos um novo
sistema axiomético. Este é o ponto de partidag&aometria Eliptica.

Postulado de Riemann:
“Nao existem paralelas a uma reta dadgCoutinho, 1989, p. 65)
Tal geometria foi considerada por Riemann pela @ramvez em 1851 na aula

inaugural para sua admissdo como professor-adpmténiversidade de Goéttingen.

4.2 Modelo Esférico para a Geometria Eliptica

O modelo adotado por Riemann foi de uma superfisigrica. Nela, dados dois
pontosA e B, denomina-se reta a circunferéncia maxima que gawmsasses dois pontos. As
retas seriam os circulos maximos, também chamaxigsatiésicasNa esfera, quaisquer dois
circulos maximos se interceptam em mais de um pdddos dois pontos sobre a esfera,
podem se encontrar infinitas retas que passamsgsesalois pontos. Na figura 22, os circulos

MAaximos, ou seja, as “retaBEA e ADA interceptam-se nos pontos antipodasA’, ditos

Figura 22:Modelo Esférico.
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extremidades de um mesmo diametro da esfera. Gegplre A’ sdo ditos pélos da “reta”
BAFE e a distancia dé& ou A’ a qualquer ponto da “retaBAFE é constante. Portanto,
segundo Coutinho (1989, p. 67), uma reta tem umpconento finito que € de quatro vezes a
distancia polar.

Algumas caracteristicas da Geometria Eliptica, capunta Prestes (2006, p. 45), merecem
nossa atencao:

i) Os circulos sdo maximos quando os planos qeeceptam a esfera passam pelo centro da
esfera. Pode-se observar que o centro do circuldnméacoincide com o centro da esfera
correspondente. A reta € a circunferéncia destiloire quaisquer outros circulos serdo

considerados menores.

Figura 23Circulos maximos

i) Na esfera quaisquer duas circunferéncias maxseanterceptam em mais de um ponto.

interseccag_

__.» interseccao

Figura 2dterseccao de pontos entre “retas”.

iii) Dados dois pontos sobre a esfera, podem sengrae infinitas retas que passam por esses
dois pontos.

Figura 25Infinitas “retas”.
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iv) Dados dois pontos distintos e B sobre uma circunferéncia méaxima, a distancia entre
esses pontos € a menor porcao da circunferénci@sjegentém. Embora, pdr e B outros
circulos possam ser considerados, a distancia eese sempre medida sobre o Unico circulo

maximo determinado pak e B.

Figura 26:Distancia entre pontos

v) O angulo sobre a esfera, também chamado de@pgtérico é interseccao de duas retas

(circunferéncias maximas) e a sua medida € a mekmangulo plano formado pelas

tangentes tiradas do ponto de interseccéo.

Figura 27:Angulo esférico

vi) Dados trés pontod, B e C, distintos e ndo pertencentes a uma mesma ciréntie
maxima, a figura formada pelos arcos de circunf@a8nmaximas, que unem esses pontos

dois a dois, chama-se triangulo esfeérico.

Figura 28:Triangulo esférico
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Diferentemente da Geometria de Euclides, na Ge@nkEtiptica os triangulos ndo
possuem um valor constante para a soma dos seulpgingernos, podendo variar de 180° a
540°. Eles ainda podem ter os trés angulos retaset@ngulos), dois angulos retos
(birretangulos) ou um angulo reto (retéangulo).

Uma propriedade interessante do triangulo tringuéné a de que se ele possuir seus
lados medindo 90°, sua &rea sera equivalente aitaro ala superficie esférica, de acordo
com Coutinho (1989, p. 79).

vii) Dois pontosA e B dividem a reta esférica em dois arcos. Essesatiois podem ser:

Figura 30:Arcos diferentes

Figura 29:Arcos iguais

Iguais se A e B forem extremos de um Um maior e o outro menor.

mesmo diametro da esfera.
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Capitulo 5

Experimentando a Geometria Eliptica

5.1 Transposicao Didatica

Os professores, de uma maneira geral, tencionamncesfno sentido de buscar novas
alternativas para ensinar. O objeto de ensino &sa®luma espécie de conhecimento
sistematizado e organizado proposto pela escol#gasnuezes escolhido com o intuito de
satisfazer o sistema politico da época. Quandant@s deste assunto, estamos nos referindo
as questdes curriculares, ou seja, o que devenseraedo (estudado) na escola, e as relacbes
de poder envolvidas nestas escolhas. Mais objesimtem isto nos leva a pensar em quais
conhecimentos queremos que facam parte do currésdolar, devendo-se obrigatoriamente
pensar em qual seria 0 objetivo de ensinar um adoteem detrimento de outro.

No que caracteriza a discussédo sobre que conteled@sn fazer parte do curriculo

escolar, lembramos o que diz o documento OriensaCoericulares para o Ensino Médio:

Para a escolha de conteldos, é importante quevesesthe consideracdo 0s
diferentes propdésitos da formacdo matematica neagdo basica. Ao final
do ensino médio, espera-se que o0s alunos saibamaudateméatica para
resolver problemas praticos do quotidiano; para efawdfendmenos em
outras areas do conhecimento; compreendam que anfdtita € uma

ciéncia com caracteristicas proprias, que se argamia teoremas e
demonstragdes; percebam a Matematica como um dordrgo social e

historicamente construido; saibam apreciar a irApoia da Matematica no
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico. (Oriedts; Curriculares para o
Ensino Médio 2002, p. 69)

Provavelmente ndo encontraremos em todos os cargegue compdem a grade
curricular de matematica das escolas brasileirasriaatacbes do documento citado acima.
Por exemplo, a resolucdo de problemas praticosudddipno nédo pode ser relacionada de
forma direta a conteudos como Numeros Complexds)@moios, e tantos outros presentes no
ensino de matemaética.

E possivel perceber que o conhecimento escolamdepge uma prévia selecio de
assuntos que fardo parte do curriculo. Esta setbg&arriculo escolar € tratada por Santos &
Moreira (1995, p.53), como um processo que defitipade conhecimento, para quem ele é

oferecido e em que sequiéncia e estrutura ele dadmr
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Para Michel Young (1971, apud Santos & Moreira, 5199. 54), assim como o0
conhecimento, o curriculo € uma invengdo sociafue torna importante a busca pelo
entendimento referente as razdes que determinamclas@io ou a exclusdo de alguns
conteudos.

Neste trabalho estamos propondo apenas uma adalgessibilidade de insercdo das
Geometrias Nao-Euclidianas no curriculo do ensirédio) conteddo este que nao esta
presente na escola atualmente e, para isto, coaside importante analisar a proximidade do
conhecimento cientifico e do conhecimento escél@ociologia da educacéo traz a discusséo
sobre as diferencas desses dois tipos de “sabe@sl pode ser observado nas idéias de
Philippe Perrenoud que discute como o conhecimeajropriado pela escola. Perrenoud usa

a perspectiva da “transposicéo didatica” e comenta:

Ensinar é, antes de mais nada, fabricar artesantdme saberes, tornando-
0S ensinaveis, exercitaveis e passiveis de avalirg@uadro de uma turma,
de um ano, de um horario, de um sistema de congidce trabalho.
(Perrenoud, 1993, apud Santos, 1994, p.163)

Por transposicao didatica, entendem Santos & Mo(&B95, p. 61):

... processo de reorganizacdo dos saberes e desaisadisponiveis em
uma sociedade de modo a torna-los transmissiveissanilaveis pelos
aprendizes. Nesse processo de segmentacdo do icoahiec escolar, a
transposicdo didatica envolve segmentacdo de amtelcortes,
simplificacdes, organizacao progressiva do cont&lsiaa transformacédo em
licdes, exercicios e questdes de avaliagdo. Aoismutd o processo de
transposicdo didatica, o que se quer realcar éswaberes escolares estao
claramente marcados pela forma como séo estrusiadempo e o espaco
escolar.

Utilizando-se da transposicdo didatica, podemossgrerque 0 conhecimento
académico cunhado nas Universidades difere (e jlit@onhecimento escolar. Até chegar
aos estudantes, os conteudos devem passar poréanimads transformacdes. Nestas, eles
devem ser modificados, adaptados e colocados, tadbrem uma linguagem acessivel ao
nivel de desenvolvimento cognitivo dos alunos. socda matematica, precisa-se levar em
conta a estrutura de carater formal, 16gica, sidtem e dedutiva que constitui esta disciplina.

Seguindo esta linha de raciocinio, € possivel djgera transposi¢éo didatica trabalha
no sentido de transformar conhecimento técnicotifiem em conhecimento escolar. Ora, isto
naturalmente nos leva a pensar que:

1) a escola nao produz conhecimento sozinha;
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2) a selecao de conteudos aprendidos na escoladiepecessariamente da facilidade
em se processar a transposicao didatica;

No primeiro caso, trabalhamos com a ideia de gqde tbconhecimento é produzido
além dos muros da escola, desconsiderando qualpossibilidade de geracdo de
conhecimento por esta instituicdo. A escola apeaagpropria do conhecimento gerado, ela é
decididamente passiva e dependente de um mundénacadcientifico.

No segundo caso, a escolha dos conteudos a irgegrarcurriculo escolar esta
intimamente ligada a possibilidade de adaptacaesientre os mundos cientifico e escolar.
Como exemplo de transposicao didatica, podemos rial@&xemplo do conceito de distancia.
Estudado desde os tempos de Euclides, este corsteifoi formalmente estudado pelo
matematico Fréchet em 1906. ApOs passar por alguraasformacdes, essa nocao foi
inserida no curriculo escolar francés, deixandeeatainicamente uma ferramenta pertencente
aos matematicos. Quando este tipo de transformacéaoe — analisando um conceito
especifico — trata-se de uma transposicdo didatic@o sensuDe um modo inverso, se o
conceito é transformado de uma forma ampla, € deralo transposicao didatitatu sensu.

A transposicdo didatica pode ainda ser analisadabm@se em trés tipos de saberesalber
cientifico,0 saber a ensinae osaber ensinaddO primeiro esta amarrado a vida académica e
encontra-se presente em dissertacdes, teses @safigsabea ensinar é constituido por um
trabalho didatico efetivo por parte do professandeo este assume o papel de agente

responsavel pelas transformacdes. O terceiro bey gae chega como produto ao aluno.

5.2 Procedimentos e aplicacéo da oficina

Neste capitulo, pretendemos fazer um relato sobrpariéncia obtida na aplicacédo de
uma oficina sobre a Geometria Eliptica. Tal atidel@esenvolveu-se em 16 de novembro de
2009 com uma turma de 32 série de ensino médinalina Escola Estadual de Ensino Médio
Baltazar de Oliveira Garcia, situada em Porto Ade@istavam presentes 25 alunos, aos quais
foi exposto que a atividade referia-se a um trabetconcluséo de curso.

O principal objetivo do trabalho foi de verificae é possivel inserir um tipo de
Geometria Nao-Euclidiana no Ensino Médio. Em rada@aotempo que nos foi ofertado,
tivemos que fazer uma escolha por uma das Geomdti@-Euclidianas. Optamos pela
Geometria Eliptica, pois ela oferece algumas fdmiles por utilizar como modelo a esfera,

que é familiar a maioria dos alunos.
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Inicialmente comecamos falando de aspectos hisda Geometria Euclidiana. Foi
feito um breve relato sobre o livro Os Elementosdelides e, em seguida, conversamos de
uma forma bastante informal sobre o significadaimmepostulado. O objetivo era introduzir o
5° Postulado de Euclides. Esta atividade introdaut@i breve e durou cerca de 10 minutos.
Logo em seguida, os alunos receberam as folhasocguestionario e o material (esferas de
isopor, borrachinhas e percevejos) que serviu dmap

Abaixo, seguem as atividades e o0 questionario [gtopaos alunos.

ATIVIDADE 1

1 — O problema do barco pesqueiro.

Um barco pesqueiro deseja cercar uma regido na quatredita que existam mais
peixes. Para isto, ele parte de algum ponto sobreliaha do Equador e percorre 20 Km
em direcdo ao Norte, em seguida gira 90° e navegaisn 20 Km em direcdo ao Leste,
depois gira 90° e navega mais 20 Km no sentido Sul.

a) Utilize uma folha plana e posteriormente as esfes de isopor para responder
qual a distancia percorrida pelo barco. Existe difeenga nas distancias medidas no plano

e na esfera? O deslocamento € o mesmo medido nanpl@ na esfera? Explique:

OBJETIVOS: A atividade 1 (a) tem por objetivo que alunos observem que as distancias
percorridas e os deslocamentos no plano e na esferaénticos (60 km no exemplo), apesar
da diferenca nos formatos de suas superficies.@®saforam lembrados das diferencas
entre distancia percorrida e deslocamento (difereamtre o ponto inicial e final). Aqui, o

importante era observar que o deslocamento tamh®Emesmo.

b) Imagine que existem dois barcos pesqueiros unisigpor uma corda esticada
medindo 200 km de comprimento proximos ao mar. A ta forma uma reta euclidiana,
como a reta feita no plano? Explique.

OBJETIVO: conhecer o conceito de geodésica ou esiecificamente, diferenciar

uma reta no plano e uma “reta” em uma superfideariea.
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ATIVIDADE 2

2 — Retas paralelas.

Imagine dois barcos pesqueiros A e B navegando tad lado (paralelamente).

a) Desenhe em uma folha de papel o caminho percatd pelos dois barcos.

b) Desenhe sobre as esferas os caminhos percorrig@dos barcos A e B.

c) E possivel tracar retas paralelas para represeat o caminho percorrido pelos
dois barcos na folha de papel e na bola de isopor?

e) Isto contraria o 5° Postulado de Euclides? Quagias conclusbes?

OBJETIVOS: esta atividade deve permitir que os @upercebam que ndo é possivel tracar
retas paralelas na superficie esférica e que querisguas “retas” na esfera sempre se
interceptam em no minimo dois pontos. Como as @asalndo podem (por definicdo) se

interceptar, € importante concluir que ndo podewio®r “retas” paralelas na superficie
esférica. Isto contraria o 5° Postulado.

ATIVIDADE 3

3 — Triangulo Esférico
Sabemos que a soma dos angulos internos de um trg@rho no plano é 180°.

a) Na superficie esférica os triangulos possuem ungma de angulos internos
menores, iguais ou maiores que na superficie plangual o limite maximo do 3° angulo,
se o0s outros dois forem angulos retos? Existe algumite para a soma dos angulos neste

caso?

OBJETIVOS: gostariamos que os alunos percebessemqgando o triangulo esférico
diminui em tamanho ele se aproxima do trianguldiéiano (soma dos angulos internos de
180° e gquando ele aumenta de tamanho o somatdsicaaigulos internos tem um valor

limite, a saber, 540°.
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Figura 31:Angulos no triangulo esférico

b) O primeiro postulado de Euclides diz que por da pontos pode passar apenas
uma Unica reta. Isto se verifica também na superfie esférica? Nesta superficie as retas

séo infinitas e ilimitadas como na superficie plaria
OBJETIVOS: notar o fato de que quando tomamos poigos opostos no globo por eles

passam infinitas retas. As retas continuam semuditadas, porém na superficie esférica elas

sao finitas.
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ANALISE DAS RESPOSTAS

Para analisar as respostas fornecidas pelos alapésmos por elencar algumas
categorias, nas quais procuramos classificar gmstss dos alunos. Estas categorias séo
baseadas no livro Analise de erros: o que podem@nder com as respostas dos alunos, da
pesquisadora Helena Cury. Sao elas:

CATEGORIA 1 - O aluno parece compreender o que sst@o abordado no exercicio e,
embora ainda ndo demonstre familiaridade com oecdaoiat, consegue chegar a conclusdes

corretas.

CATEGORIA 2 - Os alunos conseguem perceber queteswisdiferencas entre as
propriedades geométricas no plano e na esferampaaé suas respostas ainda nao sao
corretas. Em alguns casos ocorre uma confusdo @eomigecimento de conceitos

matematicos basicos.

CATEGORIA 3 - O aluno acerta parcialmente a quesegpondendo de forma correta, mas

justificando de forma incorreta.
CATEGORIA 4 - Nao ha entendimento da mudanca deiemtdy onde os alunos nao
conseguiram perceber que existem diferencas ndeesdtas propriedades geométricas entre o

plano e a esfera.

CATEGORIA 5 - Nao ha compreensédo do que esta spadmlo. Isto fica claro quando as

respostas parecem nao se referirem as pergurtias fei
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ATIVIDADE 1

1. O problema do barco pesqueiro.

a) A maior parte dos alunos nao teve dificuldades erngber que as trajetdrias no plano e na
esfera sédo diferentes. Esta foi a principal carestiea das respostas: a preocupagdo em
descrever as trajetdrias nos dois tipos de superflo entanto, as respostas, de uma maneira
geral, ndo apresentaram um alto nivel de acertos.

Como exemplo de resposta que pode ser enquadracktegoria 1, citamos o aluno
gue responde:
“Nao existe diferenca nas medidas das distanciagplamo e na esfera. O deslocamento
também € o mesmo no plano como na esféla ainda faz o desenho de um quadrado com
lado 20 km indicando o sentido (horéario) de movitagéo do barco. Um outro exemplo da

categoria 1 é o seguinte:

1 - O problema do barco pesqueiro.

Um barco pesqueiro deseja cercar uma regifio na qual acredita que existam mais peixes.
Para isto, ele parte de algum ponto sobre a linha do Equador e percorre 20 Km em direcéo
ao Norte, em seguida gira 90° e navega mais 20 Km em dire¢fio ao Leste, depois gira 90° ¢
navega mais 20 Km no sentido Sul.

a) Utilize uma folha plana e posteriormente as esferas de isopor para responder qual a
distdncia percorrida pelo barco. Existe diferenga nas distdncias medidas no plano e na
esfera? O deslocamento €é o mesmo medido no plano e na esfera? Explique.

|

NS

Ambos tentaram representar através de um desesitumgado que estava sendo
proposta.

O exemplo abaixo mostra a resolucao de um alungqgde ser colocada na categoria
2, pois mostra que existe uma preocupacdo com agstorias no plano e na esfera

(propriedades geométricas). Veja que ele represesgas trajetorias com o inicio e fim.
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Todavia, os conceitos de deslocamento e de “ingdimada esfera” parecem confusos e

inadequados.

O plore ¢ didorambe o parcauide ma Safung Qe

Y SN tiiiitn..

A B A B

Um outro aluno responde queo tleslocamento ndo € o mesmo porque no plano é
uma linha reta, e jA na esfera ndo serd mais uma’reEle faz uma confusédo entre
deslocamento e trajetdria no plano, o que coloaaesposta na categoria 2.

Na coleta de dados apresentamos os seguintesacesijuantitativos:

Categoria 1| Categoria2 Categorig 3 Categor|ja 4 edoat 5
7 3 9 1 5

b) O exercicio 1.a foi importante para que os alunmepsem ter um pouco de familiarizacédo
com a superficie esférica. Certamente, a exploracéouso que se fez da nova superficie,
colaboraram para um maior entendimento das quegtd&sriores, como por exemplo, o
elevado numero de acertos na questao 2.

Os alunos perceberam — de um modo geral — quegestiésica obedece a curvatura

da Terra (forma esférica). Vejamos, a seguir orggpondeu um dos alunos:
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b) Imagine que existem dois barcos pesqueiros unidos por uma corda esticada medindo 290
km de comprimento préximo ao mar. A corda forma uma reta euclidiana, como a reta feita
no plano? Explique.

®

-

Podemos pensar que esta resposta se aproximatbasdadlassificacdo proposta na
categoria 1. Outros alunos responderam de modariiasgemelhante. Cito aqui dois casos:
Aluno A: “ Nao, pois como os barcos estdo sobre o mar e sté guxando o outro acredito
que forme-se uma certa inclinagdo entre eles”.

Aluno B: “N&o, pois se 0s barcos estdo no mar, logo, a et numa esfera e se esta numa
esfera fara uma linha mais curva ...Aqui o aluno utiliza a palavra reta para se refari
corda que une os barcos. Ha certamente uma traggpatesta situacdo para uma linguagem
matematica.

Um outro colega apresentou a resposta que podeznabaixo.

o [DUATU (.
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Podemos colocar este tipo de resposta na categorMotamos também que o
estudante parece tentar tomar afirmacdes conhemiias“uma reta passa por dois pontos”
e joga-las na resposta, e ainda assim, confungiadim com plano.

Observando a tabela abaixo podemos perceber ntatiero de acertos obtidos.

Categoria 1 Categoria 2 Categoria 3 Categoria4 edoain 5

12 5 6 2 0

2. Retas paralelas.

a) O objetivo deste exercicio era servir de apoio pasponder aos itense d. Ele ndo

ofereceu qualquer espécie de dificuldade aos estglavisto que o indice de acertos
(categoria 1) foi de 96%. As conversas em salautiee@m os alunos vieram a comprovar o
que foi citado na pagina 19: o fato da grande reaays estudantes (se nao todos!) definirem
retas paralelas pela equidistancia das mesmadolsaateriormente falado e lembramos que

na verdade esta € uma consequéncia do 5° Postulado.

b) Nesta atividade os alunos também apresentaramiralioe de acertos. Eles mesmos
vinham demonstrando desde o primeiro exercicio pne@cupacdo com a trajetéria das
curvas percorridas tanto no plano quanto na edféags de 50% das respostas continham a
palavra arco para nomear a curva percorrida peloob. A seguir, algumas respostas que
podem ser colocadas na categoria 1:

Aluno A: “Eles fazem a trajetoria de uma reta inclinada”.

Aluno B: “O barco A vai percorrer uma distancia maior”.

Aluno C. “Eles fazem a trajetoria de uma curva”.

Nestas respostas podemos notar que o raciocirdcceseto, apesar dos termos nao
serem os ideais. Por exemplo, quando o aluno Ardéaréncia a uma “reta inclinada”,
provavelmente est4 falando do arco. O mesmo a@ptan o aluno C que fala em “curva”.
Quando o aluno B fala em “distancia maior”, elevarelmente quer dizer que as “retas” da
esfera estdo em latitudésliferentes.

Abaixo, o exemplo de resolucéo de uma questdo ogde ge enquadrar na categoria 5.

12 utilizamos o termo latitude pela proximidade doaeito de latitude terrestre no globo.
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b) Utilize as borrachinhas e as esferas e responda qual a trajetéria realizada pelos barcos A
e B. Explique.

A pergunta referia-se tdo somente a trajetoriab@dmsos. O aluno parece néo ter entendido a
questéao, pois ele nao falou sobre o nome de quatguea, e sim, sobre elas serem paralelas,
além de mencionar “... 0 grau da esfera ...”.

Para esta atividade, a tabela de acertos estéeafda abaixo.

Categorial| Categoria2 Categorig3 Categorja 4 edoat 5
11 3 7 2 2

c) Para a folha de papel (plano) ja haviamos visto @raepossivel (item a). Também ja
haviamos definido que uma reta na esfera deveriajs#quer circulo maximo sobre a
superficie esférica. O objetivo maior agora eraqde os alunos percebessem que néo é
possivel tracar retas paralelas na superficieieaféeguindo a definicdo dada. Assim, o 5°
Postulado estaria sendo colocado a prova.

Inicialmente, comecemos observando a resposta dduwm, na figura abaixo.

¢) E possivel tracar retas paralelas para re]ﬁreééntar o caminho perc_orr_ldo pelos dois barcos
na folha de papel e na bola de isopor? Explique.
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A categoria 1 parece ser a mais apropriada aipsteé resposta, pois quando o aluno
se refere ao “ponto maximo da esfera”, possivelmgoer dizer circulo maximo. Isto denota
uma auséncia de familiaridade com o contelddo e s®uss peculiares. O conceito de
circulo maximo néo é trivial e os alunos demonatradificuldade para entendé-lo. Para

sublinhar este fato, citaremos mais alguns exemplos
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Aluno A: “No plano ha possibilidade de tracar retas paralglg na esfera ndo pois as duas
nao estardo no extremoEntendemos que o raciocinio esta na direcao epmetentanto, ha
uma pequena confusdo com o0s conceitos relacionaddsculo maximo. O aluno usa a
palavra “extremo”, talvez, para mostrar que seatrags mais do que um circulo maximo
sobre a esfera, eles devem se cruzar.

Aluno B: “No plano é possivel tracar retas paralelas, porémisopor ndo, pois uma estara
no extremo e outra ndo. Logo ndo sao paralelddais uma vez aparece a palavra “extremo”
com a finalidade de falar de circulo maximo. Istamva confirmar a suspeita de que este
conceito nao foi compreendido de maneira satiséator

Observe na tabela abaixo o nimero de acertos eatogs.

Categoria 1 Categoria 2 Categoria 3 Categorial4 edoata 5

9 5 6 4 1

d) Esta pergunta (Isto contraria o 5° Postulado ddidas®) refere-se ao item anterior e
sinaliza o momento maior do trabalho. Entendemas a@gi alunos fizeram exercicios em
namero suficiente para sentirem-se confortadveisspander tal questdo. Muito foi debatido
em voz alta entre 0s grupos e mesmo conosco. Arpatstulado, neste momento, ja era
usada corriqueiramente e com boa compreenséo.

Alguns alunos demonstraram um bom entendimentouést§o, explicando em voz alta e
debatendo o assunto entre 0s grupos. A seguigdepimos algumas dessas respostas:

d) Isto contraria o 5° postulado de Euclides? Quais suas conclusdes?
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d) Isto contraria o 5° postulado de Euclides? Quais suas conclusdes?

d) Isto contraria o 5° postulado de Euclides? Quais suas conclusdes?

Estas respostas se aproximam da categoria 1, poséaynos superaram o grau de

entendimento proposto pela categoria. A tabelaxal@uda a pensar desta maneira.

Categoria 1 Categoria 2 Categoria 3 Categoria|4 edoai 5

15 3 6 1 0

3. Triangulo esférico.

a) Nesta atividade, os alunos surpreenderam-se ctatoale que ha triangulos cuja soma
dos angulos internos ndo resultam em 1808i gerada uma discussdo em aula sobre esta
possibilidade e sob quais circunstancias isto padmrontecer. Alguns alunos chegaram a
perguntar se existiam superficies onde a somarapsds poderia ser menor que 180°.

Foi interessante a maneira como a turma encar@uasisidade, pois todos mostraram-se

Muito curiosos e surpresos.
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Neste momento 0s grupos ja estavam quase todosradss e as discussfes eram
partilhadas por praticamente todos os alunos.dstaborou para que houvesse um elevado
indice de acertos.

O bom nivel de entendimento pode ser represeneldagsposta que mostramos
abaixo.

Sabemos que a soma dos angulos internos de um tridngulo no plano é 180°.

a) Na superficie esférica os tridngulos possuem uma soma de angulos internos menores,
iguais ou maiores que na superficie plana? Qual o limite maximo do 3° 4ngulo, se os outros
dois forem 4ngulos retos?Existe algum limite para a soma dos angulos neste caso?

Alguns dos alunos mostraram que nao conseguiraoelper as diferencas quanto as
propriedades geométricas em diferentes superfiflemo exemplo, um dos alunos citou
como resposta que ao limite maximo do 3° angulalord0°, justificando que o triangulo
retangulo deve ter um dos angulos retos, e quesnmesta em oposicdo ao maior lado, a
hipotenusa. Podemos classificar esta respostategoca 4. Quanto aos limites dos angulos
que poderiam ser obtidos com triangulos esfériasgespostas foram bastante satisfatorias,
principalmente se considerarmos as conversas estgrupos. A tabela abaixo informa os

dados quantitativos da atividade.

Categoria 1| Categoria2 Categorig3 Categorja 4 edoat 5
14 2 4 4 1

b) Apesar do cansaco, os alunos se prontificarampemegr com calma o ultimo exercicio.
Foi surpreendente que nenhum dos 25 alunos acedmpletamente este item. Muitos
fizeram confusdo com os termos infinito e ilimitadajue nao € de se estranhar.

Em torno de 50% das respostas poderiam ser enesixet categorias 3 e 5. Como

exemplo, mostramos uma delas.

Categoria 1| Categoria2 Categorig3 Categorja 4 edoat 5
5 2 8 4 6
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b) O primeiro postulado de Euclides diz que por dois pontos pode passar apenas uma anica
reta. Isto se verifica também na superficie esférica? Nesta superficie as retas sdo infinitas e
ilimitadas como na superficie plana?
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O aluno mostrou que ndo entendeu o enunciado, rpsjgndeu “...n0 mesmo ponto...”

quando a pergunta se referia a apenas um pord@ igsivel também quando ele responde acerca da
superficie plana (“Na plana ndo séo infinitas.g)ando na verdade € questionado sobre a superficie
esférica.

Talvez se explordssemos os significados de retastadias e infinitas pudéssemos obter

melhores resultados.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Ao final do trabalho apontamos alguns tipos de pgdds realizadas por alunos do
Ensino Médio. Nao foi objetivo nosso fazer um estutt qualquer teoria que pudesse
comprovar se era ou nao possivel propor o asstattmd na escola, mas apenas contribuir no
sentido de fornecer mais ferramentas para estaaeciinhamos o sentimento inicial de que
era possivel que os estudantes conseguissem caomereslguns dos conceitos basicos da
Geometria Eliptica, tais como o significado de uostplado e as possiveis mudancas nas
propriedades geométricas causadas por uma supayfiei ndo seja a plana. Esta sensacao
originou-se de algumas impressdes advindas decipagéio em uma oficina de Geometria
N&o-Euclidiana no Colégio de Aplicagcdo da UFRGSano de 2008. No entanto, é visivel
que a maior parte dos estudantes ndo domina deafsatisfatoria os conceitos da prépria
Geometria de Euclides. Basta um rapido olhar pgladucdes dos alunos para conferirmos
este fato. Grande parte das respostas mostraranoeqgs quanto aos conceitos mais basicos
da matematica.

Se desconsiderarmos 0s equivocos cometidos ems phésicas da Geometria
Euclidiana, podemos dizer que fomos surpreendidoslipersas respostas que indicaram um
nivel de aprendizado satisfatorio. Nas conversas @® grupos de alunos e, posteriormente,

utilizando o material para a analise dos dadospsatirecionados a concluir que € possivel
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fazer uma inser¢do das Geometrias Nao-Euclidiand&nsino Médio. Lembramos que nossa
conclusdao é pautada em mais aspectos que a sianpddise do material produzido pelos
estudantes. Destacamos o “feeling” que tivemos aba de aula durante a realizacdo da
oficina, pois observamos que houve empolgacdofesade surpresa, perguntas denotando
interesse pelo tema e conversas entre 0s grupos.

Falamos de uma maneira geral, mesmo que tenhambzad® um trabalho — na
oficina — com apenas um tipo destas Geometriag @oieditamos que, por exemplo, a
Geometria Hiperbdlica teria um nivel de compreens@ito semelhante ao da Geometria
Eliptica. Cabe destacar, no entanto, que o modd#érieo parece ser mais apropriado a uma
introducdo do assunto — razdo esta por optarmas @ebmetria Esférica — por ser mais
familiar ao estudante.

Deste modo, entendemos que se faz necessario raohilin ensino de matematica
que torne possivel a apresentacdo deste temargleeeadesconhecido da grande maioria dos
estudantes — e até mesmo dos professores. A garéindlise do material produzido pelos
alunos, pensamos que propostas nesse sentido ssiwgi® de serem realizadas em nossas
escolas, mais precisamente no nivel médio.

Porém, ndo é facil encontrarmos sugestdes ou pgeaspeosnsistentes e sistematicas
que possam servir de orientacdo para a introduQaerda. A literatura sobre o assunto —
tratada aqui como possibilidade de insercdo e oA®@&rea matematica — se reduz a poucos
artigos e livros que trazem propostas bastantecida® e em nada podem garantir nosso
sucesso em sala de aula. Entretanto, acreditammsgstpu deva servir de motivacdo para

trabalharmos em uma area que ainda tem muitoexptrada.
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