Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.
Trabalho apresentado no XXXV CNMAC, Natal-RN, 2014.

Transporte e ressuspensao de sedimentos finos por ondas
sobre um leito viscoelastico

Juliana S. Ziebell,
Instituto de Matemaética, Estatistica e Fisica, IMEF, FURG,
96201-900, Rio Grande, RS
E-mail: julianaziebell@furg.br, jusziebell@gmail.com,

Leandro Farina
UFRGS - Instituto de Matemaética Pura e Aplicada
91509-900, Porto Alege, RS
E-mail: farina@mat.ufrgs.br.

Resumo:

Solugoes numéricas da equacdo do transporte unidimensional que descrevem a evolucdo da
concentracao de sedimentos suspensos sobre um leito viscoeldstico foram obtidas para alguns
casos particulares.

Usando o modelo viscoeldstico generalizado de [5] para definir a camada de lama viscoeldstica,
obtivemos uma nova equacao do transporte unidimensional para esse mesmo problema.
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1 Introducao

O movimento dos sedimentos no fundo de um meio aquéatico, causado pelo fluido, tem sido
considerado um importante problema a ser estudado na engenharia costeira e na geologia [4].

O artigo [4] apresentou uma teoria analitica para ondas harmonicas simples sobre um fundo
plano, a fim de examinar como ondas transportam sedimentos finos sozinhas, sem o efeito do
vento, pela convecgao e difusao, depois de ressuspendé-los do fundo. Para obter essa equacao o
método de multiplas escalas foi empregado.

Ja se uma camada de dgua estd sobre uma camada de lama fluida, seu movimento oscilatério
pode ser alterado. Desse modo, o transporte de particulas suspensas na camada limite que
fica sobre a interface entre as duas camadas também pode ser modificado, tornando-se um
interessante objeto de estudo.

De acordo com [1], o modelo mais adequado para representar as propriedades reolégicas da
lama fluida é o modelo viscoelastico. Ha duas maneiras de definir esse modelo: o corpo de Voight
[2] e 0 modelo viscoeldstico generalizado [5].

Neste trabalho, avaliamos o modelo proposto em [8], apresentando resultados numéricos
da equacao do transporte para a concentragao de sedimentos no fundo da agua sob um leito
viscoeldstico definido como um corpo de Voight. Ainda, considerando o modelo viscoeldstico
generalizado, obtivemos uma nova equacao do transporte para a concentragao desses sedimentos.

2 O problema

Consideramos um sistema de duas camadas. A camada superior é formada por dgua de profun-
didade h e estd sobre uma fina camada de lama fluida, a qual estamos supondo viscoelastica, de
profundidade d. Assumimos também que a profundidade da lama fluida é constante. De acordo
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com [5], em dguas costeiras a profundidade tipica d da lama é geralmente de ordem 0.5m e é
muito menor do que a profundidade h da camada superior de agua, logo, h >> d.

Suponhamos que uma onda progressiva de pequena amplitude se propague na direcao hori-
zontal x sob a superficie da agua, cujo deslocamento é dado por

n = Re[ac "), (1)

onde a é a amplitude da onda, i é a unidade do niimero complexo, k é o ntimero de onda, o é a
frequéncia angular da onda e t é o tempo. Estamos considerando a, 0 € Re k € C.

Ainda, consideramos o eixo vertical z apontando verticalmente para cima. Assim, definiremos
o deslocamento da interface por

2= ¢&(x, t) = bellkr—ot), (2)

Por fim, denotamos as densidades da dgua e da lama fluida por p, e pm, respectivamente.

Consideramos ondas de comprimento e amplitude pequenos de modo que kh = O(1) e
ka << 1. Vamos estudar o caso quando a espessura da camada de lama fluida é comparavel a
espessura da camada limite de Stokes.

Além disso, assumimos que a profundidade da lama fluida d e a espessura da camada limite
que surge sob a lama fluida 6,, = (2v,,/0)'/? sdo ambas comparaveis com a amplitude da onda
sobre a superficie da dgua a, do mesmo modo que foi proposto em [3]. Ainda, a camada limite
de Stokes tem espessura dada por 8, = (21,,/0)/? e é desenvolvida na interface entre a dgua e
a lama fluida, onde v, é a viscosidade da dgua como em [3].

Definimos a declividade da onda por ¢ = ka << 1, que é escolhido como um parametro
pequeno.

3 Modelo 1: Corpo de Voight

Para obtermos a solucao, expandimos as coordenadas da velocidade

(ug,vp) = (ugy,vpy) + €(ugy, v5,) + O(?) (3)

e assumimos que as componentes da velocidade de primeira ordem e a onda da interface sao
definidas pelo mesmo harmoénico que a superficie da onda, ou seja,

(g 050, ) = Re[(@y, By, b)e' " =7Y] (4)
onde a condi¢ao cinematica na interface é

29
— = Uy . (5)
ot ’ z=—h

As solugoes gerais das equagoes acima foram obtidas em [7] e sdo dadas por, respectivamente,

Uy = (1 + De*’\wz)ﬁj, em z >0, (6)
T = [y — v cosh(A (2 + d)) + Hsenh(\, (2 +d))]Ur, em 0> z > —d, (7)
Uy = —ik)\;l()\wz + B — De_)‘wz)UI em z> —h (8)

Oy = —ik A, [Y( Ao (2+d) —senh(Ay (24d)) 4+ H (cosh(Ay (2+d))—1)]U7, em —h > z > —d, (9)

onde
B = ([y(Amd — senh(A\,d)) + H(cosh(Apd) — 1)] + D, (10)
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_ ¢ = (1 =7)¢cosh(Amd)

= 11
¢ cosh(\,d) + ysenh (A, d) (11)
e
I (1 —7) 4+ 72 cosh(And) + y¢senh (A, d) (12)
N ¢ cosh(\,d) + ysenh(\,,d)
sendo
¢ = (v /va)'? (13)
um parametro complexo relacionado com a variagao da viscosidade, onde
vt = vm +iGm/pmo (14)

é o parametro complexo viscoeldstico. Observamos que nesse ponto o modelo viscoeldstico [8]
se diferencia do modelo viscoso [6], pois nesse tltimo G,, = 0.
A amplitude do deslocamento da interface é dada por

b=io 10, = ko I\, Y (B — D)U;. (15)
z=—h

Apos determinarmos a velocidade da dgua, podemos avaliar como se desenvolve o transporte
de sedimentos gerado pelas ondas.

4 Modelo 2: Modelo viscoelastico generalizado [5]

Para a camada de dgua, usamos a seguinte normalizagao

2

(@2 h) = L@, 2, H), ¢ =0, K = %k (16)
g
Qa
O =20, of =agn, (P, ") = pgao(P), "), (17)

onde g é a gravidade, p(*) é a densidade da dgua, o é a frequéncia e ¢t é o tempo.
Para a camada de lama fluida, definimos uma nova coordenada vertical medida a partir do
fundo dessa camada Z’ = 2z’ + h + d e usamos a seguinte normalizacao

o =w 7 =dz, ¢ =o', ¢ = e, (18)
o
/ / d / (m) (m) p(m)

U = apou,v = EGOGZO v, (p 7P> = (’7:0 g(l(])(p 7P ) (19)

4.1 Solugao do problema
Como em [5], expandimos em série de poténcias as varidveis uy, vy, @, ..., e escrevemos cada

incognita F como

F=Fo+eF + 2 Fy + 0(63), (20)

onde (1, &,) dependem de (z, x1;t,t1), p, = P (x, x1; 2; t, 1) nadguae (up, vy) de (z,x1; Z;t,t1)
na lama fluida.
Ainda, definimos que

Fo = Foo + (Fore™ + c.c.), (21)

Fi = Fio+ (Fi1e® 4 c.c.) + (Fare?¥ + c.c.), (22)

Fo = Fog + (Fare™ + c.c.) + (Faoe®™ + c.c.) 4 (Fse®¥ + c.c.) (23)

e assim sucessivamente, onde F,,, = Fpm(2,21,t1) ¥V n,m € N. Observemos que assim temos

fnm’x(z,xl,tl) = fnm’t(2,$1,t1) =0V n,m e N.
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Com essas hip6teses, [5] mostrou que as coordenadas da velocidade de O(1) e O(e) sao dadas

por
M cosh )

0 ; .
Uwg, = 7(@01611#) = 1]€0‘I’01a00 =

24
Ox 2 coshq’ (24)
1 Akg senh@
e = — : 2
Ywor 2 coshgq (25)
0®oo
w - 9 26
U 10 3%1 ( )
—i 0A cosh@ . ) Qsenh@) 0A
wi, = | ——=—— ko | ik1C,AsenhgsenhQ — ———— | |, 27
ton [2 Oz coshgq o (Z 1GyAsenhgsenhQ 2kg cosh g Oz 27)
3 A?
Uy = Zk(Jg senh’q cosh(2Q), (28)
Vo = 0, (29)
. senh@ + Q) cosh@Q A
Vipyy = [zkl koCyAsenhg cosh Q — ko 2k cosh g . (30)
© ko A?
3ikg
Uiy = ?senh‘lqsenh(QQ)' (31)
5 Método
Por [8] e [4], a equag@o do transporte de massa pode ser escrita como
oC oC oc  , _0°C 0?C
TR G i e (32)
A equagao (32) estd sujeita as condic¢oes de contorno
oC
UfC—i—Eg = e2E|my|, em z = €. (33)
C=0 in z— oo. (34)
Como Ng e Wu [8], expandimos a concentragao e as derivadas temporais como
C — Cy + €0y + €Cy 4+ O(€%) (35)
¢ o 0,0
il el 2 7
ot ot ar (36)

onde T = €t é o tempo lento para descrever os processos de transportes longitudinais.
Esperamos que o termo de ordem zero Cy = Cy(x, z,T) represente a concentragao principal
no tempo e portanto nao depende do tempo rapido t, enquanto que os termos de ordem mais
alta C,, = Cp(z,2,t,T), paran = 1,2, ... sao fungoes de ambos os tempos.
A solugao da da equagado da concentracao de sedimentos é obtida através das equagoes de
ordem O(1), O(e) e O(e?). Essa solucio depende das coordenadas da velocidade da dgua, que
por sua vez, dependem de como a camada de lama fluida é definida.
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5.1 Concentragao de sedimentos no fundo - modelo 1

A equagao do transporte para a concentragao de particulas no fundo foi obtida em [8] e é dada

por
aOb 8Cb . 82017
or TV TIE- Dl (37)
onde (ti, F)  Re[(iwt, M) — biis,| ] Re(iit N
_ L) | ROl ) = Otyle=on _ Re(iN)
T 2(F) ¢ Pr="my (38)
As funcoes M e N dependem de z e sdo dadas por
N(Z) = 0'_10](141@_/32’/04 _ ie_Z/a + A2e—(A0+1)z/o¢) (39)
e ~
M(Z) = kO'_lU[[Age_/BZ/Ot + A4e—z/a + A5e—(A0+1)z/a + (Z/O[)e_z/a] (40)

onde A; sdo constantes para i = {1,2,3,4,5}.

5.1.1 Resultados numéricos

Consideramos os seguintes valores para os parametros normalizados:
i) y=08,0, =5a8, A =0.3,0.15¢ 0.1
i) Ay = 0(0.1), d = O(10), Pe = Sc = 1.

As solugoes numéricas que apresentaremos nesse trabalho foram obtidas usando a rotina
desenvolvida em Fenics project [9]. Para uma concentragao inicial Cy(z,0) = 100 obtivemos o
grafico apresentado na figura 1.

120

PTEET
-2

8o0r |

Ts

6 f |

a0

20 f/

=20

Figura 1: C} como funcao de x/27 para Cy(x,0) =100 e T = 1,3,5,10,20, e 30 .

A seguir consideramos que hd erosdo em uma faixa para z'/27 € [0, 1] como em [4]. Usando
a mesma normalizagdo, a equacao que formula o problema sera dada por

—— + &R (2, (41)

onde
1, 0<a' <L =kL

0, 2/ <0,2 > L. (42)

ex'(«) = {

Consideramos a concentragao inicial nula. Adotamos a mesma normalizagao usada em [8] e
em [4].

A solucao da equagao do transporte uni-dimensional em um sistema sem a camada de lama
fluida e com erosao foi encontrada analiticamente em [4]. Comparamos a solu¢do numérica
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Figura 2: C}, como funcao de z /27 para Sm =5, ;\m =0.1ed=0.0,0.25,0.5¢1.0 .

obtida por nés e a solucao analitica obtida por Mei e vimos que o erro é da ordem de O(1073).
A seguir resolvemos a equagao para d = {0.25,0.5,1.0} com T' = 5. O gréafico estd na figura 2.
Observemos que nao houve mudancga para d pequeno, ja que as curvas estao sobrepostas.

O resultado para § =5, A=0.1¢ d= 7,8,9,10,11 e 12 sao dados na figura 3. Observamos
que os picos nao sofrem alteragoes consideraveis ao variar a espessura na camada de lama fluida.
Porém, conforme essa camada aumenta, o pico da concentracao se desloca para x’ menor.

—d=7 —d=7
—d=8 —d=8
— d=0 |
———d=10
——d=11

d=12 ]

o 05 1 15 2 25 3 o 05 1 15 2 25 3

Figura 3: C} como funcdo de /27w para om =5ed, =28 , Adm=01ed= 7,8,9,10,11e12 e
T =5.

5.2 Concentragao de sedimentos no fundo - modelo 2

Obtivemos que a equagao adimensional para a concentracao no fundo é dada por

aC, . 9C, 9*Cy,
— — =[F—-Dr] —5 4
or tVar ~IE Dl (43)
onde
U _ a002 <uw1F> i Re(u;j,oM> B lRe(fmuSl)Z:o o DT _ _(]/00'2 Re<'LLZ}ON>’ (44)
g | 2(F) 2(F) 2 (F) g  2(F)
Com esse modelo, as funcées M e N sao dadas por
M(z) = Bye %/® 4 (By cosh(oz) + Bssenh(oz))e™ /@ (45)
e
N(z) = A1e™P#/% 4 [Ay cosh(kgz) + Assenh(koz)]e /2, (46)

onde A; e B; s@o constantes para i = {1,2, 3}.
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Observemos que os coeficientes de dispersao e conveccao Dr e U, respectivamente, tém as
mesmas caracteristicas dos coeficientes obtidos por [8], descritos em (38). O que torna a equagao
diferente sdo as coordenadas da velocidade da agua de O(1) e O(e) e a onda da interface de O(1),
que foram obtidas com o modelo viscoeldstico generalizado. A importancia desse resultado se
deve ao fato desse modelo ter sido obtido através de um modelo mais realistico visto que ele
leva em consideracao a dependéncia dos coeficientes da tensao e deformacao da frequéncia.

6 Conclusao

O problema de propagacao de ondas de dgua sobre uma camada de lama fluida viscoelastica foi
investigado e a equagao que descreve a evolucao da concentracao de sedimentos, obtida por [§],
foi resolvida numericamente para fundos erodiveis e nao erodiveis. Comparamos estes resultados
com aqueles onde o fundo é rigido [4], unidimensional e com erosao restrita a uma faixa do fundo.
Usando um modelo viscoelastico generalizado para um sistema de duas camadas, obtivemos
uma nova equacao para a descrigao da concentracao de sedimentos (43).
Como trabalhos futuros, iremos investigar numericamente a solugao dessa nova equagao.
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