Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.
Trabalho apresentado no XXXV CNMAC, Natal-RN, 2014.

Solucao direta para um problema inverso de autovalores e
autovetores de segunda ordem

Joao Batista Carvalho
Depto de Matematica Pura e Aplicada, UFRGS
Porto Alegre, RS
E-mail: carvalho @mat.ufrgs.br

Resumo: FEste trabalho apresenta uma estratégia de solugao, que testes computacionais tém
mostrado dar bons resultados, para o problema inverso de autovalores de sistemas de vibra¢do
lineares de seqgunda ordem, onde € desejado atualizar as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez a partir de medicoes de parte das frequéncias naturais e respectivos modos de vibracdo.
A estratégia emprega resultados sobre ortogonalidade envolvendo o espectro de sistemas de vi-
bracdo lineares de sequnda ordem; além disso, o ajuste de modelo proposto € um método direto
que possibilita um excelente desempenho computacional por ser rico em operacoes com blocos de
matrizes. Exemplo numérico ¢ apresentado.
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1 Introducao

Sistemas de vibragao governados por equacoes diferenciais lineares de segunda ordem podem ser
descritos, usando varidveis de estado, pelo sistema de equagoes diferenciais

M(t) + Cq(t) + Kq(t) = f(t), (1)

onde M, C, K € R™" sao chamadas, respectivamente, de matrizes de inércia, de amortecimento
e de rigidez. As matrizes M e K sdo simétricas, M é normalmente positiva definida, enquanto
K é normalmente simétrica semi-definida. C' é uma matriz simétrica. Quantidades g e ¢ sao as
varidveis de estado do sistema. A quantidade f(t) representa a acao de forgas externas sobre o
sistema no tempo t.

Matematicamente, a existéncia de solugoes vibratérias, isto é, da forma ¢;(t) = zielit
x; € R™ nao-nulo, requer que (\;, z;), x; # 0, seja solugao de

MMz + \Cr+ Kz =0 (2)

onde A = \; é chamado de autovalor e x = z; é um autovetor associado a \;; essas quantidades
estao associadas as frequéncias naturais e aos respectivos modos de vibragao do sistema em (1).

Muito frequentemente, a representacao (M,C,K) de um sistema de vibracgoes é obtida
através do método de elementos finitos. Nesse contexto, normalmente algumas simplificagbes de
modelagem precisam ser feitas, tanto nas equagoes de cada elemento da discretizacao, quanto
nas suas condicoes de contorno. Como consequéncia, pode haver divergéncias entre proprieda-
des previstas pela representacao analitica construida, que aqui chamaremos de (M,,C,, K,) e
propriedades reais do sistema.

Uma estratégia que foi primeiramente empregada no caso de sistemas de vibragdo nao-
amortecidos (C, = C,, = 0), cujas equagoes governantes sao redutiveis as de primeira ordem

oMz = Kz, (3)
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onde o é escalar, consiste em ajustar a representacao (M, K,) para (M,, K,) usando informagao
obtida pela medigao de um grupo de p frequéncias naturais do sistema, e respectivos modos de vi-
bragao, na esperanga que propriedades associadas aos valores medidos sejam incorporadas a nova
representacao. Essa estratégia também vem sendo aplicada no caso amortecido. Muito frequen-
temente, entretanto, o processo descrito acima ocasiona mudangas indesejdveis nas frequéncias e
modos de vibragoes que nao foram diretamente envolvidos na medicao, isto é, no resto do espec-
tro do sistema. A mudanca no espectro nao-medido, como consequéncia do ajuste de modelo,
¢é conhecida como spill-over. Em muitas situacoes, a ocorréncia de spill-over nao representa
restrigdo ao uso da representacao (M, C,, K, ); em outras, por exemplo, ha divergéncia sobre
a prépria caracteristica de estabilidade do sistema, uma vez que autovalores que representam
frequéncias naturais nao medidas acabam sendo movidos para o lado direito do plano complexo.

Nas iltimas trés décadas, o problema de ajuste de modelo tem recebido muita atengao, e
muitas estratégias tém sido propostas para trata-lo. Uma revisao bastante abrangente pode ser
encontrada em [1]. Por outro lado, uma revisao bastante introdutéria pode ser encontrada em [2].
No inicio da década de 1980, multiplicadores de Lagrange foram introduzidos por Baruch [3] e
Bermann-Nagy [4]. Esses métodos, de maneira geral e no contexto de sistemas nao-amortecidos,
supoem que alguma das matrizes de inércia ou de rigidez esta correta, enquanto a outra deve
ser corrigida. Métodos tipicamente matriciais foram introduzidos por Caesar [5] e Linck et
al. [6], onde basicamente foi tratado o problema de aproximar as inversas das matrizes de
inércia e rigidez (atualizadas) a partir dos dados experimentais. Técnicas oriundas de problemas
de controle, como realocacao de estruturas (eigenstructure assignment) foram propostas por
Zimmerman e Widengren [7] e Inman e Minas [8]. Esses tltimos métodos determinam controles
que sao capazes de mudar as frequéncias e modos da representacdao analitica de maneira a
ajusta-la aos dados medidos.

Esses primeiros métodos, apesar de serem diretos e computacionalmente muito eficientes, nao
conseguem preservar relevantes propriedades do sistema original, o que muitas vezes prejudica a
proépria validade da aplicacao do novo modelo analitico obtido. Com o intuito de apresentar uma
metodologia capaz de preservar a estrutura da matriz de rigidez do sistema, Kabe [9], Caesar
e Peter [10], e outros, desenvolveram algoritmos capazes de preservar a conetividade daquela
matriz, mas que podiam produzir indesejado spill-over sobre o espectro nao medido.

Em [11], resultados que possibilitaram uma abordagem mais robusta para o problema do
spill-over foram apresentados. Como consequéncia, Carvalho et al [12] propés um método direto
para ajuste de modelo em sistemas nao-amortecidos, que garantidamente nao produz spill-
over, mas que nao consegue preservar as conetividades da matriz de rigidez, e tampouco sua
positividade. Chu et al. [13, 14, 15] consideraram modelos amortecidos em conex@o com as
propriedades de nao produzir spill-over e manter simetria e positividade das matrizes M e
K; seus resultados tornaram mais claro quais hipéteses deviam acompanhar a formulacao dos
problemas de atualizacdo de modelo, amortecidos ou nao, para garantir a existéncia de solugoes
com relevancia préatica. Mao e Dai [16] também desenvolveram método para ajuste capaz de
preservar positividade e garantidamente nao produzir spill-over.

Este trabalho usa resultados de [11] para desenvolver, no contexto de sistemas amorteci-
dos, formulas parametrizadas para M, C, e K, que garantidamente nao produzem spill-over,
enquanto o problema de incorporar os dados medidos, equivalente a solucao de um sistema
sobredeterminado de equacoes algébricas , é resolvido via técnica de minimos quadrados.

Considere a decomposicao do espectro analitico conhecido

MX A2 +CX1A + KX =0 (4)

onde X7 € R"*P é a matriz formada a partir dos p modos de vibracao analiticos, A; € RP*P é ma-
triz quasidiagonal cujos autovalores sao as quantidades Ai, Ao, ..., )\, associadas as frequéncias
naturais analiticas. Além disso, sdo também conhecidas matrizes Y7 € R™*P, formada a partir
dos p modos de vibracao medidos, e X1 € RP*P que é quasidiagonal e possui como autova-
lores as quantidades p; associadas as p frequéncias naturais medidas. Conhecida técnica de
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descomplexificacdo, necessaria para tratar o caso de autovalores complexos para que as matri-
zes envolvidas sejam todas reais, é descrita em [15]. O problema de ajuste de modelo procura
encontrar matrizes M, C,, K, tais que

M,Y1%2 + C, V1% + KY; =0, (5)

e dessa forma incorporar as medigoes em Y7, ¥1 ao novo modelo, substituindo a informacao em
X1 e Aj. Além disso, o espectro da nova representacao (M,,Cy, K,) deve possuir os mesmos
pares (\;, x;) que nao foram atualizados a partir de (M, C,, K, ), sem que sua informagao seja
necessaria, entretanto. Na secado 2, apresentamos resultados que permitem tratar adequadamente
o problema de impedir a ocorréncia de spill-over, usando parametrizacao adequada. Na segao
3, tratamos da questao de estabelecer solugao generalizada para o problema de incorporar os
dados medidos. Na secao 4, empregamos a estratégia proposta em um exemplo numeérico.

2 Ortogonalidade do espectro e formulas que impedem spill-over

Considere a decomposicao espectral da representacao analitica (M, Cy, K,):

M, X A2+ Co X 1A + K, X, =0 (6)
My XoA2 + CuXohy + KXo =0 (7)
onde X7 e Ay, definidos na se¢ao anterior, sao conhecidos, e X5 e As, que representam o espectro

nao-medido, nao sao necessariamente conhecidos. Considere também matrizes Y7, 31, também
definidas na secao anterior. Seja Q(U) o conjunto de autovalores de uma matriz U.

Lema 2.1. Seguindo [11], supomos que os autovalores Ai,..., Ao, sdo distintos e ndo-nulos.
Supomos também que existe uma decomposicdo espectral

MXA?+CXA+ KX =0 (8)

onde X € R A € R**2  para um modelo (M,C, K). Sob essas condicées, é demonstrado
em [11] que existem matrizes diagonais em blocos Dy, Ds, D3 tais que

(XMTMXA - XTKX =Dy (9)
(XAMTOXA+(XMNTKX + XTKXA =D, (10)
(XATMX + XTMXA+XTCX = Ds (11)

Corolario 2.1. Seja Q(A1) N Q(A2) =0 e uma decomposicao espectral de sequnda ordem

AR

M[ X, XQ][ A%:|+C[X1 Xz][A1 ]+K[X1 X, ]=0. (12)

Ag

Entao as relagoes (9)-(11) acima implicam nas relagoes de ortogonalidade

(XoA) T MX A — XTKX, =0 (13)
(XQAQ)TCXlAl + (XQAQ)TKXl + XgKXlAl =0 (14)
(XoAo)TMX, + XTMX A+ XTCX, =0. (15)

Teorema 2.1. Dados Ay € RP*P e X7 € R" P tais que QA1) Q(A2) =0 e

MX A2 +CX A + KX, =0, (16)
entdo para qualquer matriz simétrica ® € RP*P
AM = —MX A OATXT M (17)
AC=MX MOXTK + KX 0ATXT M (18)
AK = —KX,0XTK (19)
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garantidamente temos
(M + AM)X5A% + (C 4+ AC)X 1Ay + (K + AK) Xy =0 (20)
ou seja, o respectivo ajuste para (M + AM,C + AC, K + AK) mantém o espectro nao medido.

Demonstracgao:
Seja (X2, A2) formado pelo espectro nao incluido em (Xi,A;). Entao

(M + AM)X5A5 4 (C + AC)XoAy + (K + AK) Xy = (M — MX1 A @ATXTM)X,A5 + (C +
MX MOXTK + KX AT XT M) XoAy + (K — KX 9XT K) X, =
~MX M OATXT MXoA2 + MX A OXT K XoAy + KX AT XT M XoAy) — KX OXT KX, =
MX A ®(—ATXT M XoAy + XTKX5)Ay — KX ®(ATXT M XoAy — XTKX5) =0

pela primeira relacao de ortogonalidade (13) aplicada aos ultimos termos entre parénteses.

Teorema 2.2. No contexto do Teorema 2.1, uma matriz ®* € RP*P define um modelo atualizado
(M, Cy, Ky,) que incorpora os valores medidos Y1,%1 se e somente se ®* € solugao simétrica do
sistema linear sobredeterminado

A1®B; + Ay®By = F (21)
onde
Ay =MX A, By =(ATXT vy, — XTKY)Y, (22)
Ay =KX, , By = XKy, — ATXT My, (23)
F =MY%} 4+ CY1%; + KY). (24)
Demonstracgao:

MY1Y2 +C Y15+ KY] =06 (M - MX{AMOATXTM)YIY2 + (C+ MX AMdXTK +
KX1®A{X{ M)Y1% + (K - KX19X[ K)Y; =0

e apos distribuirmos os produtos e fatorarmos M XA e K X3

MX M@ [ATXTMYE - XTKY1] 81 + KX, @ [XTKY) — A XT MY, =
MY %24+ CYi% + KY,

e o resultado segue.

3 Solucao generalizada para o problema de ajuste de modelo

Conforme resultado da segao anterior, o ajuste de modelo via equagoes (17) - (19) néo produz
spill-over. Dentro da liberdade que existe para definir uma matriz ® € RP*P simétrica, devemos
fazé-lo de maneira a resolver (21) no sentido generalizado, pois claramente existem mais equagoes
do que incégnitas em (21).

Nesta segao, e¢; € RP denota a i-ésima coluna da matriz identidade em RP*?; vec(U) denota a
forma vetor coluna de uma matriz U; Q((M, C, K)) denota o conjunto de autovalores do modelo
descrito pela tripla de matrizes (M,C, K); ||U||r denota a norma Frobenius de uma matriz U;
d;; denota o delta de Kronecker.

Observamos que matrizes simétricas L;; € RP*P definidas por

eel ,Jj=1
Lij: eieJTJrejezT . v =12 ... 55=01,2,...,p (25)
— , ] <1
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satisfazem a relacao
vec(Lij) T vec(Luy) = 61u0j0- (26)

Portanto, o correspondente conjunto de vetores {vec(L;;)} acima constitui uma base ortonormal
de R, onde P = p(p+ 1)/2. Da mesma forma, as matrizes definidas em (25) formam uma base
para o espaco das matrizes simétricas em RP*P, e toda e qualquer matriz simétrica ® € RP*P
pode ser escrita como uma combinacao linear

® = a1 L11 + 1ol +agalog + - +op1Lpt + -+ oLy, (27)

de P matrizes simétricas em RP*P. Aplicando (27) em (21), obtemos que (21) equivale a

11
012
[ vec(R11) vec(Ri2) vec(Raz) vec(Riz) vec(Rgs) ... vec(Rpy) | | asze | = vec(F)
Qpp
(28)
que é um sistema com np equacoes e P incognitas, onde
Rij = A1L;ij By + AoL;; By € R™P; 4=1,2,...,5:7=1,2,...,p. (29)

A melhor solugao do sistema de equagoes (28), no sentido dos minimos quadrados, pode ser
encontrada usando técnicas classicas de matematica numérica, que normalmente empregam
decomposicao em valores singulares (S.V.D.) ou fatoracdo QR com pivotamento de colunas.
Em qualquer desses dois casos, superior desempenho computacional pode ser atingido usando
bibliotecas especializadas como LAPACK [17, 18], uma vez que a computac¢ao é muito rica em
operagoes com blocos de matrizes [18]. Finalmente, ®* é encontrada avaliando (27), e entao M,,
C, e K, sao encontradas usando (17)-(19).

Algoritmo 3.1:

Entrada: matrizes M,,C,, K., X1,A1,Y1, %1

Saida: matrizes M, C,, K,

P1: Calcule Ay, By, A, Bo, F usando (22)-(24) para M = M,, C =C, e K = K,,.

P2: Calcule R;;, i =1,...,i;j =1,...,p, usando (25) e (29).

P3: Monte o sistema linear (28) e resolva o problema de minimos quadrados associado.
P4: Calcule @ usando (27) e avalie (17)-(19) para obter AM, AC,AK.

P5: Calcule My, = M, + AM, C, =C,+ AC, K, = K, + AK.

Retorne

4 Exemplo numérico

Considere o sistema (M,,Cy, K,) ,onden=3,p=3, P=3(4)/2=6, ¢

6 1 0 10 0 O 2.06 -0.97 0
My=115 1) ,C,=|10 70|, K,=1] —-097 201 -1.02
01 3 0 0 5 —1.02 1.
—0.5026 —0.9864 0.0116 —1.6979 0 0
X = 0.6222  0.0159  1.0000 , Ay = 0 —1.4297 0
—1.0000 1.0000 —0.0273 0 0 —0.9963
—0.2131 —-0.9891 0.2781 —1.80 0 0
Y1 = 0.2447  0.8524 —0.5090 | , ¥; = 0 —1.60 0
—-0.1327 0.3147 —0.0191 0 0 —-1.10
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e ainda, para fins de comparacao,
Q((M,,Ca,Ko)) ={ —1.6979 —1.4297 —0.9963 —0.6798 —0.2372 —0.0331 }.
Algoritmo 3.1 constréi a matriz de coeficientes e o vetor de dados do sistema linear (28):

[ vec(Ry1) vec(Ry2) vec(Raz) vec(Ry3) vec(Rasg) vec(Rs3) ] =
[ —14.1217 —31.0308 —25.9021 2.1283 —2.7410 2.0723 ]
5.3640 3.4813 0.5340 13.2542  9.7639 5.0012

—14.0020  4.0710 13.3476 1.8538 7.2190 1.9492

—22.7323 —84.0168 —153.7445 —2.3074 0.9145 8.5190
7.5256 16.0881 3.2784 23.2066 56.6797 19.0204

—22.5321 —26.2185 79.3250 —2.6724 37.2512  8.0691
2.4399 8.7738 15.7745 1.1155 2.8809 —2.5395
—0.2116  —0.4869 —0.3871  —2.2987 —5.4403 —4.1191
2.4144 2.0334 —8.1849 1.1297 —6.3484 —2.4619

vec(F)T =
[ —0.1882 0.5944 0.3149 —0.0393 1.9893 1.5268 —0.5921 —-0.1201 —-0.0801 ]

e encontramos a solucao do problema de minimos quadrados associado ao sistema de equagoes
algébricas (28) via fatoracao QR incompleta com pivotamento de colunas:

ol = [ 003376 —.001087 .006934 —.009000 .000248 .113596]

e assim definimos

0.003376187  —0.001086892 —0.008999070
® = | —0.001086892 0.006933552  0.000247875
—0.008999070  0.000247875  0.113596440

e assim, depois de avaliar (17)-(19), obtemos as novas representacoes matriciais

5.3226 0.2736 0.0328 10.0287 0.1729 0.3534
M, = | 0.2736 2.4180 0.3661 | , C, = | 0.1729 5.0094 0.2956
0.0328 0.3661 2.6147 0.3534 0.2956 5.1412

1.9446 —0.7957 —0.0768

K,=| —-0.7957 1.6182 —0.8168

—0.0768 —0.8168 0.8875

que verificam ||M,X2A% + C,XoAy + K, Xo||r = 3.46320 - 1075, mas (o novo espectro foi
calculado somente para fins desta comparacao)

Q((M,,Cy, K,)) = { —1.8453 —1.6116 —1.5839 —0.6798 —0.2372 —0.0331 }

o que indica que foi possivel incorporar os dados medidos com alguma (baixa) exatidao.

5 Conclusao

No contexto do problema inverso de autovalores e autovetores de sistemas governados por
equagoes diferenciais lineares de segunda ordem, férmulas para ajuste direto da representagao de
um sistema linear de vibragoes descrito por (M,, Cy, K, ), visando incorporar um conjunto me-
dido de frequéncias naturais e respectivos modos de vibracao, sem alterar as demais componentes
do espectro, sao apresentadas. Diferentemente de muitas estratégias encontradas na literatura, a
estratégia apresentada prima por nao permitir que o espectro nao-medido seja alterado; ao passo
que secundariamente, e da melhor maneira possivel, segundo um critério de minimos quadra-
dos, tenta incorporar os dados medidos. O método apresentado é rico em operagoes com blocos
de matrizes, o que permite obter alta performace usando bibliotecas especializadas como LA-
PACK e BLAS. Exemplo numérico mostra que o método nao permite spill-over sobre o espectro
nao-medido, ao passo que consegue incorporar os dados medidos com alguma exatidao.
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