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Resumo: Neste trabalho. consideramos um modelo metapopulacional composto pela distribuicao
de sitios em duas escalas geogrificas. A primeiva escala € composta por wma metapopulacao com
wim nimero arbitrdrio de sttios. enquanto a sequnda escala ¢ composta por wim nidmero arbitrdario
de metapopulagoes.  Analisamos duas maneiras dos sitios sincronizarem, primeiramente con-
sideramos sincronizacao na escala maior, por consequinte sincronizacao nas duas escalas. Para
o caso de sincronizacao nas duas escalas. obtemos wm critério para sincronizacao dependendo
de dois parametros: o nimero de Lyapunov e por wm parametro que depende do processo mi-
gratorio. No caso do sequnda escala estar sincronizada com os respectivos sitios da primeira
escala nao necessariamente sincronizados, obtemos uwm crilério cujos valores sao calculados nu-

meritcamente,

Introdugao

O estudo da sineronizacao de sistemas dinamicos populacionais ¢ importante para prever e
avaliar o risco de extincao global de espécies. Um fenomeno importante relacionado ao processo
de migracao ¢ a dinamica sincronizada. Essa dinamica corresponde ao caso em que as densidades
populacionais em cada sitio evoluem no tempo com mesma amplitude e fase. A importancia
desse Tator reside no fato que se a dinamica global do sistema nao esta em sincronia, a populacao
local pode ser recolonizada pelos vizinhos (migrantes) das populacoes vizinhas ( “rescue effect™),
isso favorece a persisténcia da populacao. conforme Allen [1].

Estudos analiticos das condicoes para sincronizacao caotica consistindo de mn niimero ar-
bitrdario de sitios acoplados sao feitos em diversos trabalhos da literatura. Earn et al. [3] deram
sustentacao a iddia de que oscilacoes cadticas reduzem o grau de sincronismo entre os sitios, re-
duzindo a probabilidade de extincao e apresentarain nm critério para a estabilidade de oscilacoes
sincronizadas considerando uma metapopulacao com um mimero arbitririo de sitios acoplados.
Esses resultados sao generalizados por Giordani e Silva 1], que obtiveram um critério para
sincronizacao considerando mm mecanismo de migracao dependendo da densidade de cada sitio.

Neste trabalho. consideramos um modelo metapopulacional com sitios distribuidos em duas
escalas, a primeira é composta por uina metapopulacao. enquanto a segunda é composta por um
nifimero arbitrario de metapopulacoes e apresentamos resultados sobre a estabilidade transversal
assintotica de drbitas sincronizadas desse sistema.

Modelo Metapopulacional em uma Esecala
O modelo metapopulacional consiste de N sitios enmumerados por 1, 2, ... N. Em cada sitio
existem individuos que estao sujeitos ao processo de dinamica local ¢ sobrevivencia, descrito por
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uma funciao [ de classe C'. Portanto. na falta de migracio entre os sitios, a dindmica local é
dada por
B34 =fl23), t=1,2....N i=0,1,2..., (1)

onde x; representa a densidade de individuos no sitio ¢ no passo de tempo . Dependendo da
funciao [, o modelo local dado em (1) pode ter wn comportamento dinamico apresentando ciclos
estavels e caos.

Apds o processo de dinamica local de eada sitio. mma fracao de individuos m deixa o sitio ¢
e migra para os sitios vizinhos, onde 0 < m < 1. Assim, a densidade de individuos que partem
do sitio i no passo de tempo ¢ é m f(x}). Dos individuos que migram dos sitios vizinhos k. wmna
fraciao v, chegard para fazer parte da populagao do sitio ¢ no passo de tempo f + 1.

Consideramos que o processo de migracao ¢ 100% bem sueedido, on seja, niao ha perda de
individuos durante a migraciao. Assim temos que T‘:_l Yir = 1. para todo i =1, ... N. Além
disso, consideramos que os individuos ndo retornam para o mesmo sitio, ou seja, v = 0 para
todo k= 1,... N. A matriz I' = ;-“i"'fk-f,x.:=1 ¢ denominada matriz acoplamento entre os sitios da
primeira escala, cada termo v, representa a fracio de individuos que sai do sitio & no passo de
tempo § e passa a fazer parte do sitio i no passo de tempo  + 1.

Fazendo essas consideragoes, segue que a dinamica da metapopulacao ¢ dada por

N
2t =1 —-m)fa)+ N viktn f(x¥). § =1 2y ING (2)
k=1

O primeiro termo do lado direito da equacao (2) representa os individuos que nao partiram
do sitio i no passo de tempo {, enquanto o segundo termo é a soma de todas as contribuicoes
dos sitios vizinhos.

Modelo Metapopulacional em duas Escalas

Para distribuicio de sitios em duas escalas, consideramos que a primeira escala ¢ formada por
mma metapopulacio com N sitios, enquanto a segunda escala ¢ formada por metapopulagoes
enmmeradas por 1, 2, ..., »n, formando uma metapopulacio com nN sitios. Uma maneira de
entendermos o modelo ¢ fazendo nma analogia a dinamica de individuos entre bairros e cidades.
a primeira escala seria composta por bairros, enquanto a segunda escala seria composta por
cidades, Para compreendermos a construcio do modelo, vamos nos referir, algumas vezes. aos
sitios da primeira escala por bairros e aos sitios da segunda escala por cidades.

Modelamos a evolucao no tempo de nm sistema dinamico de nN equacoes. Em cada passo
de tempo existenm trés processos considerados: a dinamica local de cada sitio, a dispersio de
individuos entre os N sitios da primeira escala e a migragio de individuos entre os n sitios da
segunda escala. Seja oy’ o mimero de individuos no sitio {i. j}, onde i representa o bairro e j a
cidade, parai = 1,2,.... N, j=1.2,....n, t =1,2,.... Seja Xj = s, .J‘I}E'J. .....r}\'l'fr e kN
o vetor populacional da cidade j. A dinamica local de cada metapopulacao ¢ descrita por uma
funcao F de classe C'' que engloba os processos de dinamica local e migragio entre os sitios da
primeira escala (bairros). Portanto. na falta de migracio entre as metapopulagoes (cidades). a
dinamica da metapopulacao j isolada ¢ dado por

X, =FX)), ji=12....,n, t=0,1,2,.... (3)

Apds o processo de dinamica local de cada cidade j, vma fracao de individuos g parte de
um bairro i e deixa a cidade j, 0 < py; < 1. para i = 1..... N, j = 1.....n. Consideramos que
i independente da cidade. Dos individuos que migram das cidades vizinhas £, uma propor¢ao
cje chegard para fazer parte da populacao da cidade j no passo de tempo f + 1. O processo
de migracao ¢ 1009 bem sucedido, on seja. nao hd perda de individuos durante a migracao,

r

A

assim temos ¢gj = 1. Consideramos também que os individuos niao retornam para o mesmo

i=1
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¢ denominada matriz

sitio, ou seja, ey = 0. para todo £ = 1.....N. A matriz (' = |¢

3t =1
acoplamento entre os sitios da segunda escala, cada termo ¢;; representa a fracao de individuos
que sai da cidade j no passo de tempo t e passa a fazer parte da cidade £ no passo de tempo
[ + 1, ver figura 1.

A densidade de individuos gque sai do bairro i da cidade j ¢ passa a fazer parte da populacao
da cidade vizinha ¢ é dada por ('r“,‘ﬂ;‘i"i"';. Os individuos que saem do sitio {i.j} e chegam na
cidade f nao necessariamente farao parte do bairro 7, esses individuos se distribuem nos N bairros

da cidade £ muna proporcao pg, parak =1.... . N. ver figura 1. Com estas consideracoes, temos
Ji = i + o + ...+ pnioe a densidade de individuos que parte do sitio £ da segunda escala

s . 0 . . - 9 I
e chega no sitio {7, 7} da primeira escala ¢ dada por r-lj-;;r”.r"' + Cje Hipt®t + L+ r-j;;f,-_y,:‘-“.
i =1,...,N, j=1,...,n, ver figura 2.

Sitio J/

D

g
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®
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\

Figura 1: Individuos migram do sitio j para o Figura 2: Dos individuos que saem de £, uma
sitio £ muma proporcao ¢gj. Os individuos que  propor¢ao ej chega para fazer parte do sitio
chegam em f saindo do sitio {4, j}, com fracio  j. A densidade de individuos que sai do sitio {
de migracio ;. se distribuem no sitio vizinho e chega no sitio {i,j} ¢ dada por ¢jpiat! +
e i I s N ; 2,4 y N1 ;
mma Proporeao i, k=1.....1 V. Citlliz ™" + oo+ Cippl N
Fazendo essas consideracoes, segue que a dinamica da metapopulacao de sitios distribuidos
em duas escalas ¢ dada por

n

X, =1 -WIF(XE) + ¥ ¢ WF(X}), j=1,..n, (4)
=1
onde [ ¢ a matriz identidade, W = diag{pey. pa. . . -, jin) e a matriz W é dada por
J Hir H12 N
w=| par | ’ | (5)
| : HEN-IN |
HNT .- HNN-1  HNN

Obtendo-se assim, wmn sistema dindAmico de n/N equacoes. O primeiro termo do lado direito
da equacio (1) representa os individuos que nao partiram do sitio da segunda escala j no passo
de tempo 1, enquanto o segundo termo conta as contribuicoes dos sitios vizinhos.

Sincronizacao e Estabilidade Transversal

Consideramos que ocorre sincronizaciao nos sitios de dois maodos,

Sincronizac¢ao na escala maior: todas as cidades estao sincronizadas com os respectivos
bairros nao necessarimmente sincronizados. Neste caso, ocorre sincronizacio se X{ = X,. onde
X =(z} a2, ....2Y) e RN, para todo j =1,..., n.
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Sincronizag¢ao nas duas escalas: as cidades estao sincronizadas com os respectivos bair-

ros sincronizados, Neste caso, ocorre sincronizacao se -\";‘; = X,.onde X; = (@;.24... - .2 r;) € BN,
para todo j=1.....n. )
Considerando que a densidade dos sitios da escala maior ¢ a mesma., Xj = (r}.a7... ... r¥),
para todo j = 1,2, ... n, e substituindo em (4). temos que
n
Xpy =[I-WIF(X)+ Y cieWF(Xy). F = Liceoy Wi
=1
n
Supomos que A ¢je = 1, para todo j = 1,...,n, temos que
=1
X = F(Xy) — WE(X,) + WEX,),
Xii1 = F(Xy) + (W= W)F(X). (6)

Portanto, se ocorrer sincronizacio entre as metapopulacoes, a dinamica metapopulacional
satisfaz Xy = F(Xy) + (W — WIF(Xy).

Nosso interesse ¢ estudar a estabilidade assintotica do sistema (1), isto ¢, quando drbitas
populacionais que iniciam proximas ao estado sineronizado serao atraidas para este estado. Para
fazer esta andlise, usaremos o Teorema a seguir que ¢ fundamental no processo de linearizacao.

Teorema: Seja F: BY
os sitios e diagonalizavel, S; = (X;. X;.

— RY uma funcio de classe €', Seja ' matriz acoplamento entre
X;) e RN o estado sincronizado da metapopulacio

a cada passo de tempo. onde X; = (r}. 2?... ... eN) e RY. Entao o sistema linear associado ao
sistema nao linear (4) é dado por
n
Yie1 = MM - W + \WIDF(X,)Y, (7)
=1

onde A; sao os autovalores da matriz C, Y; é uma mudanca de variaveis, DF(X;) ¢ a matriz
3 f . ¢

jacobiana do modelo metapopulacinal dado em (2) e @ representa o desacoplamento por blocos

de matrizes, isto ¢,

Demonstragio: Linearizando o sistema (1) em torno do estado sineronizado S, obtemos
a seguinte equacao para a evolucao da perturbacao Ay,

Aoy = J(SHA.

onde Ay ¢ a perturbacio fransversal e J{S;) ¢ a matriz jacobiana nN < nN do sistema (4)
aplicada no estado sineronizado.
Pela definicao de produto de Kronecker!. a matriz jacobiana pode ser escrita na forma

J(S) = [T DF(X) — ITWDEF(X,) + C2WDEF(X,). (8)

A matriz C' ¢ diagonalizavel, entao existe () matriz nao singular que diagonaliza C, isto é,
QCQ ™' = A", onde A* = diag{\1. Ao ... . AN
Considerando a mudanca de varidveis. Y; = (Q @ 1A, temos gue

'Seja A = [a;]"-4 € R™™ eB = [b;I';-4+ € R"*", o produto de Kronecker & definido por ARAB =
[ai.jB]F.j-1 ERmn:mnl
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Yi (QEAT)A .

Yiip (Q@INIDF(X;) IWDEF(X;) +CRAWDEF(X;))A.
Yiig (Q®@DF(X;) Q@WDF(X;) +QCAWDF(X))A
utilizando propriedades do produto de Kronecker.

Pelo fato de Y;  (Q@T)A;, temos que 4; (Q@&T)” Y4, logo

Viii (Q@DF(X;) QAWDF(X;)+QCAWDF(X )™)Y,
Yior (Q@DF(X,) Q@AWDF(X;)+QC@WDF(X ) Q@& I1)Y;,
Yiig (I@DF(X;) I®WDF(X,) + A @WDEF(X,))Y:,

obtendo-se o desacoplamento por blocos de matrizes,

A importancia deste teorema reside no fato que a estabilidade do sistema nao linear pode ser
avaliada atraviés do sistema linearizado. Mals precisamente, denotando por v o raio especiral da
matriz CD;L,U W+ /\IJ;W-DJ';'(X;_}._ o ponto de equilibrio ¢ assintoticamente estivel se r < 1,
o instavel se ¢ > 1. O desacoplamento nos permite determinar os autovalores de J{.S;) a partiv
das n matrizes [I W+ AJWTD;‘“(X;_} de ordem N x N, E inportante observar que 1 é um
antovalor da matriz de configuracao €' que corresponde ao antoespaco gue ¢ precisamente o
estado sincronizado. Assim, a estabilidade assintdtica transversal pode ser avaliada através dos
(1) sistemas restantes.

Considerando a linearizacao do sistema (4) e o feoremae aciina, querenos gue a perturbacao

Ay tenda o zero ao 4 — oo, Isto ocorrera se e somente se
Im Py .. PLR||YT < 1, (9)

onde P (I W+ .\J-WJDI-‘{X,;I.
para os dois modos de sincronizacao.

Sincronizacao na escala maior: a matriz Jacobiana do sistema metapopulacinal (2) é

Assim. analisaremos a evolucao da perturbacao transversal

calculada em Xy (xf,27.....: ry ). Portanto, ela possui suas entradas dadas por
f ; \ i ' i :
(1 m)f (), sek i
t‘l;‘.; " ¥ g
veim [ (x}), se k /1.
Pelo fato de P (I W+ MWIDF(X,), para cada Aj, j 2,..., 1, Lemos gue

- TN, (I W+ AW)DF(X1)-.cor (I W + \W)DF(Xo)|.
Seja K(Xg) max (lim (|(I WHNW)DFXqe1)-...-(I W+ XW)DF(Xq)[)"7).

f=2,..n T—%

A menos de mm conjunto de medida nula, podemos tirar a dependencia da condigao inieial
o estabelecer min eritério para a estabilidade assintdtica que ¢ dado por

K < 1. (10)

Para o caso K < 1 ocorre sincronizacao na escala maior, enquanto para A > 1 nao ocorre
esse tipo de sincronizacao. Os valores de K sao caleulados mumericamente utilizando-se um
algoritmo descrito no livro de Aligood [2].

Sincronizacao nas duas escalas: neste caso. a matriz Jacoblana ¢ caleulada em X,

(1 TR0 ry) € RY e suas entradas sao dadas por

'8 \ -

(1 m)f{r). sek
O i, :
i f(xy). se k /1.
que pode ser escrita como

DF{X;) (I m H‘ff:[,r,}.

onde B 1 I, I'é a matriz de acoplamento entre os sitios da primeira escala.
Portanto, Py (I W+ MWHT  mB) f(ae), para cada Aj, j 2,00, 1. Dessa forma,
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|Pr=1:oo. - PPl = N =W + W) —mB) f(x7=1) »aec (I = W + ,\_,W}(f - H:B}j':i.r.‘u_} |
e _
LR s PRI = (T¥ flaea)[d — W + ,\JW'}{! —mB)-...- (I =W+ W) —mBj}.
=l —_— ) B
[Py oo PPl = (YT | f @)D (I = W + MWL —mB))T.
=)
Assim, limg [Py ..o PIP|1Y7 = L(zo)A3,
' e _
onde L{rg) = lim l{ﬂ fay) }l T ¢ o nfimero de Lyapunov comecando em aq e ‘LJ_; ¢ o raio

T—

t=l)
espectral de (I — W+ A;W)(I —mB). para cada A;, j =2,...,n.
A menos de mn conjunto de medida nula, podemos eliminar a dependéencia do mimero de
Lyapunov de @y e estabelecer um eritério para a estabilidade assintoticn,

Lhs <1, (11)

onde Ao = Hiax (AS).

J=L0m -

Na regiio onde o parametro LAs < 1 ocorre sincronizacio nas duas escalas, enquanto para
LAs > 1 nao ocorre esse tipo de sincronizacio. O valor LA, é denominado mimero transversal
de Lyapunov, L depende apenas da dinamica local do sitio, engquanto Ay depende do processo
migratdrio entre os sitios da primeira escala e da segunda escala.

Simulagoes Numéricas do Modelo Metapopulacional
C'onsidera-se que a dinamica local de cada sitio ¢é governada pela funcio exponencial logistica

que ¢ dada por

floe)=xexp(r(l —ux)) (12)

onde r respresenta a taxa de crescimento populacional e x a densidade populacional de cada
sitio. Dependendo do valor de r, 0 modelo local apresenta ciclos estiveis ¢ caos,

As densidades populacionais iniciais de cada sitio sao escolhidas aleatorinmente proximas ao
estado sineronizado. Consideramos que o acoplamento entre os sitios da primeira escala e da
segunda escala ocorre entre os dois vizinhos mais préximos em forma de anel.

Nos grificos sitios-tempo, os sitios estao ao longo do eixo vertical e sao numerados de 1 a
nN, onde os N primeiros sitios correspodem i primeira metapopulagio, os N seguintes sitios
A segunda metapopulacio e assim por diante. No eixo horizontal representamos os passos de
tempo. apos o descarte de transientes. As células sio pintadas em seis cores de acordo com a
densidade de cada sitio, para densidades altas a célula ¢ pintada de branca e para densidades
baixas a célula ¢ pintada de preta. enquanto para densidades intermediarias as células sao
pintadas de tons cinzas.

Considera-se 3 metapopulacées (n = 3). onde cada metapopulagio possui b sitios (N = 5).
A taxa de crescimento considerada é de r = 3.1. cujo mimero de Lyapunov ¢ 1,3352. Em (a)
m = 0,3 e p=0,5. cujo mimero transversal de Lyapunov possui valor de K = 0,4043: em (b)
m=003¢ep=03 K=07083L(c)m=01ep=02 K =0,06822; e em (d) m =0.02 e
je=10.05, K =1,3581.

Podemos observar que para os casos (a). (b) e (¢). onde o mimero transversal de Lyapunov
¢ inferior a 1, ocorre sincronizacio entre os sitios da seginda escala: enquanto para o caso (d).
onde o nifunero transversal de Lyapunov é superior a 1, nao ocorre sincronizaciao. Para observar
que ocorre sineronizacao entre as cidades, temos que olhar o padrao das células de 5 em 5. a cada
passo de tempo. Na figura 3 (a), podemos observar que ocorre sincronizagiao nas dnas escalas ¢
a densidade dos sitios oscila com bastante frequéncia proxima de zero, podendo levar a extingao
da metapopulacao.
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Figura 3: Graficos sitios-tempo apds o descarte de transientes. Os sitios estao acoplados em
forma de anel com os dois vizinhos mais proximos com r = 3. 1 e diferentes fracoes de migracao.
(a)m=03ep=0.5(b)m=0.03eu=03(c)m=0.1, p=0,2: (d) m=0.02e p =0.05.

Conclusoes

Sincronizacao de sistemas metapopulacionais esta fortemente correlacionada com a extingao
de metapopulagoes. dessa forma, resultados de virios estudos podem levantar informacoes 1tels
para evita-la. Neste trabalho, consideramos um modelo metapopulacional com sitios distribuidos
et duas escalas, a primeira escala é composta por uma metapopulacao, enquanto a segunda es-
cala ¢ composta por um mimero arbitrario de metapopulacoes.  Analisamos dois modos de
sincronizacao entre as metapopulacoes e apresentamos critérios para ocorrer esses modos de sin-
cronizacao. Sao feitas simulacoes numéricas do modelo metapopulacional ¢ ocorre concordancia
entre as simulacoes e os eritérios apresentados.
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