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Resumo: Nrs/r tmbolho. tonsidrramos 'Um m oclPLo m PLrqJopuloC'io11ol towposto pPLa, distrib'Uição 
rlP s/lios r n1 duos rstrdas grográfims. A primeira Pstaln P r·mnposlo rmr ·u.111a rnrta.pop'Ulação com 
um wímrro aTbilrrírio dr sítios. enquanto a segunda esmlo f composto JJOT urn n'llrnero arbitrário 
de mrlopopulaçors. Analisamos d'Uas maneiras dos s/lios sincronizarem. 7Jrimeiramente con­
sidrmmos sincronização na escala maior. por mnsequinlr sincronizaçao 1WS duas escalas. Para 
o coso dr sincronização nas duas escalas. obtemo. um critério para sinaonização dependendo 
dr dois podimelros: o ntimero de Lyapunov e 7Jor um parâmetro qur depende do processo mi­
qmlório. To caso da segunda escala estar sincronizada com os rrsprclit·os sítios da primeiro 
rsmla 1Wo nrr·rssa ria mrnte sincronizados. obtemos um critério r·ujos 1'(/lorrs sií.o mlculados nu­
m r ri c a m r n/ r . 

Introdução 
O C'~! udo da ~incronizaçi'io de sistemas dinâ mico~ populac iona i~ 6 importante para prever e 

ava li;-u· o ri~co de C'xt inçi'io global de espécies. Um fenônwno import a nt c rC'Iacionado ao processo 
de migração 0 a, d inil m icn. sincronizada . Essa dinâmica corresponde ao cnso C'm qne as densidades 
populacionn.is C'm cad a. s ít io evoluem no tempo com mesma ampli tude C' fnso. A importância 
d tsst~ fato r resido no fato q no se a d inâ mica global do sist uma nã.o ost A em sincronia, a população 
loca I pock srr recolonjznda. pelos vizinhos ( migrant es) das pop ulaçõrs vi:;, i nhns ( ·Toscue effecf'), 
isso favorc•cr a ()C'L'Sist ência. da população, conforme Alkn r l l. 

Est udos ann lí t icos das condições para sincronização caót icr1 consist indo do nm número ar­
b itnhio dC' s ít ios amplados são feitos em diversos trabalhos da li t 0rat ILL'i1. . Enrn ot a i. r3l deram 
s uslC'ntação a idé-ia de quo oscilações caóticas red nzem o grau dC' ~incroni~mo entre os sít ios . re­
ei ttzindo a probabilidade de ext inção e apresentaram um crit0rio para a C'~t abilidade de o cilações 
~incronizada~ con~iderando uma metapopulação com um nún10ro arbitnhio de ~ít ios acoplado . 
Es~s r<'Sult ad~ ~i'io generalizado por Giordani e 'iln1 r l j. ((IIC' obt Í\'C'l'í\lll um critério par a 
~incronizHçào con~ider·ando um mecanismo de núgração dC'pC'ndC'ndo da d0nsidade de cada sít io. 

:\C'S!C' t rahalho. consideramos um modelo metapopuJacionHI com sít ios di~tribuídos em duas 
e~ca iHs . <1 prinw ira ~composta por mna metapopuJação. enquHnto a ~C'gunda é composta por tUl1 

número arb it n1rio d0 metapopulações e apresentamos r~ult ado~ ~obr0 a C'~t abilidade transYersal 
as~intót ica d0 órb i ta~ sincronizadas desse sistema. 

Modelo M ctapopulacional em uma Escala 
O moclr lo m0t a populacional consiste de N sítios enunwrado~ por L 2, ... , N . Em cada sít io 

existem indi víduos qnc esU\o sujeitos RO processo de dinil mka. loca l c sobrevivênciR, descrito por 
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IUUil fuuçiio f etc> c·lassC' C' 1. P ortcwto. na falta dP migração ('I!( L'(' os sítios . a di11ãmica local é 

dada por 

i= 1. 2 ..... .\'. { = 0.1. 2 .... . {1) 

oude• .r; r<'JH'C'S<'11ta a dc'tL-;idade ele indidduos no sítio i uo passo ele• tc>mpo f. Dc•pendendo da 

fuuçiio f . o moclc>lo loc·al dado em {1) pode ter tuu comportaul<'nlo cli11iimico apr<'S<'utanclo ciclos 

e':'l án'is e' e·aos. 
Após o proe·c•sso ele> clinihnim local de cada ;;ít io. uma ú·açiio d<' iudidduos m dc' i.xa o sítio i 

<' migra para os sítios vizinhos. onde O < Til < 1. As;;im. a ckusidack de• i11divíd11os q11e pm·tem 
do sítio i 110 passo ele• t c•mpo t 6 mj(.1:D . Dos iudivíd 11o;; (]H<' mignun d os sítios vizinhos k. uma 

ú·a~·ito lik dte'g;mt para faze> r parte da pop11lac.;iio do sítio i uo passo c[p t c'mpo t + 1. 
C'o11sidc•ra11tos q t te' o proe·c'sso de migrac.;ito (' 100% bc•tu SIIC'C'd id o. 011 sc•ja. uiio h;t p<'rda ele 

iud ivíd Hos d llm111.c' a migrac;ito. Assim temos q ue' '\'~v=J "Yik = 1. pa ra t.oclo i. = 1. ... , N . Além 
d isso. c·ow;idc•mtnos q ttc' os i11cl ivíd ttos nii.o n'torumu pma o tuc'SIL LO sít.io, ott se•ja , "YH = O para 

t.odo /,: = 1, ... , N . A ma triz r = f'Yt~.:l f/.:=1 é cle'UOLJJiuacla llla t.riz aC"opla lllC'lllO e'llll'C' os sítios da 
priuwim c•smla , e·acla t.e•nno 'Yik rcprcs~nta a Erac.;ii.o d e• iucl ivíd ttos q H<' sa i elo sílio 1.: 110 pa sso d e 

t.c'tupo I <' passa a fa ze'r parte• elo sítio í no passo ele' t.e•tupo I + 1. 
Faze•udo e•ssas c·o11sicle•raçõcs. segue que' a cl iui'imim da uwlapopHlac.;ii.o (• dada por 

N 

.rL,_1 = (1 - m)f(.t"i)- "' ''"'mf(.,n. i = l. 2 ..... J\'. {2) 
k=l 

O primc•iro tc>n11o elo lado direito da equação (2) r<'JH'e'se•ula os i11didcl11os qtt<' uão pmtiram 
do sítio i 110 J>iL-;so ele• tempo t . enqwwto o se'gtwdo tc'nuo 0 a soma de• todas ;L<; contribuições 

dos sítios dz i11 h os. 

M odelo M ctapopulacional em duas Es calas 
Para distrihuiçii.o ele• sítios em duas escalas. consiel('ramos que' a primpira c•sc·ala 0 formada por 

tUllit m<'t apopulaçii.o C'Olll .\' sítios. enquanto a ;;('gtwela c':'C"ala 0 fonnaela por ulC't a populações 

<'Utllll<'racl;L'i por 1. 2 ..... 11 . formando mna nwt apopnlaçito c·ouJ 11.\' sítios. ma mimeira de 

<'utc'tH lc'nllos o moclc•lo 6 faze'tH lo tw1a analogia à elini\miC"a d e' i11d ivícl uos e'11t rc' bairros<' cidad es. 

a priulC'ira <'SC"ala se•ria C"Omposta por bairros. <'nq wwto a se•gu11d a <'SC"ala se'ria C"omposta por 
C'i cla de•s. P m a c·otllJ>re'e'tH l<'nuos a constntçii.o do nwd<'lo. v;uuos ttos rc{c•rir. a lguma s V<'Z<'S, aos 

sít.ios da pl'Ítllc'im e•sm la por ba irros c aos sítios da se'guuda e'SC'a la por C'iclade•s . 
.t-.lodd a mos a e•voluc;iio 110 t;ompo de um sistc'um d iui\tuiC"o d e• nN c'q wtc;ôe•s. Em mda pa.o;;so 

de• t.e•nq>C> c•xistc•m tn~s JH'OC"e'ssos con.<;id erados: a d inihuiC"a lom l de• mda sítio. a d ispe•rsii.o d e 

tud ivíd uos e•ntrc• os N sítios ela primeira c'sn tla <' a wigrac;i'io de• iud ivíd uos e•nt.n• os '11 sítios ela 

se•gund a ('SC"ala. Se•ja .ri1 o número ele inclivícl ttos no sítio ~ i . j }. ond<' i l'C'JH'e'se'11ta o bairro c j a 
·· l· l ' · ·· · - 1 2 \" · - 1 2 1· - 1 2 S \. v) - [ ,I,) ·2·) . .N.JJT RN eH,t« . )Ml,t/ - . ..... 1 . .)- ... ... 11. - ... ... e.J,t.~, - .1 , . Jt ..... Jt E 

o ve•lor popula<"io11al ela c·iclacle j . A dinâmica local de• nula tn<'t apopulaçi'io (• clc•scrita por uma 
fu11çii.o F de• dassc' C 1 que engloba os processos de' clinãmiC"a loe·al e' migração entre os sítios ela 

priuwira e'sC"ala (bairros) . P ortanto . na f<tlta d(' migração e•utre' as mC'tapopulaçõcs {cidades) . a 

cliuâmiC"a ela m<'l a população j isolada é dado por 

-'<{+1 = F(X {) . j = 1. 2 ..... TI . { = 0.1. 2 ..... (3) 

Após o proc·c':'so ele• eliuâmica local de cada cidade' j . uma ú·açito ele• iuelivícluos ft; pmte de 

mu bairro i e' dc•ixa a c·iclacle• j . O < Jl; < L pma i = 1. . ... .\'. j = l. ... . 11. CmL-;iclc>ramos que 
l'i i11ckp<'lld<'nl <' ela c·ielaclc'. D os indidcluos qtt<' mignw1 das C'idadc'S ,·izinh;L<; {. mna proporção 

('.ii dtc'gani para fazc'r pm·tc• da populaçiio da cida d<' j uo passo de' t <'11 tpo t -,- L O processo 
de• tnigraçito (' lOO'X bc>m suC"cdido . ou seja . nii.o h;t pc'rda el e• i11cl ivícl uos cl mautc> a migrac.;iio. 

11 

assi111 t e'11 lOS "' ('f.i = 1. CotL-;id cnunos tamb6m q ue' os iud ivíd uos wi.o rc•tomatn para o mesmo 
j - 1 
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sítio. Oll seja. c·11 = O. para todo { = 1. .. .. 1\ ' . A umlriz (' = [<-j/ IJ.1_ 1 é deuomiuada matriz 
a<"oplant<'ll(o c•ut n• os sítios da segtrnda escala. cada lc•rmo c1j r<'prc•sc•uta a fração de iudi\'Íduos 
q tl<' :-ai da cidade j no pm;so de tempo t c passa a faz<'!' pml<' da cidade { no pm;so de tempo 

f - 1. \'C'r figHra 1. 
A dc'tL-;idadc• de indivíduos que sai do bairro i da cidade• j <' p;t..;sa a fnzN parte da populaç<tO 

da e·idadc• dziuha { é dada por c·tjfl;.ri.j . Os iudiddltos que• sae•m do sítio {i. j} <' ('he•gam na 
C' idade• f 111\o nc•c·c•ssarianH'tltc fcu·ão pmte do bairro i . <~s<~ iudidd \lOS se• dist ri bucm nos _\' bcúrros 

da e·idack f 1111111a proporç<'io flk·i . para k = 1 ..... _\' . wr figma 1. C'om est <t." <"Onsickraçôcs. te• mos 
ft ; = {ti, .,.. f12i .,.. ... .,.. {IN i <' a d ensidade de indivíd uos (J II<' pmt<• d o sítio { da segunda escala 
<' dl('ga 110 sítio {i. j} da prim<'ira e-scala 6 d ada por <'pft;1.rl.l + c·.ilf'i2 · ~'2 ·' + ... -. cit.f';Nr'V.t . 

i = 1. .... N . j = 1. ... . 71. ver figura 2. 

Figma 1: l ndidduos migram do sítio j pma o 
sítio ( llllllHl proporção <'lj . Os indidduos que 
dwgcun <'111 { saindo do sítio {i. j} . com fraç<'io 
d e• llligraçào I' i . se• d ist ri bu<'m 110 sítio vizinho 

uutHa propon;ào f' ki · k = 1. ... . N . 

Figma 2: Dos indidduos qtH' sae•m d<' { . uma 
propor<;<to C'jl e·hc•ga para faz<'l' pmte do sítio 
j . A ckusid adc• de• ind idd uos q ue• sai do sítio ( 
<' dwga uo sítio {i . j} <' dada por <]f.!l; 1.1'u-
(. fl ,.2.1 + + (' fi 1.N,i ji i2· ' · · · ji iN· · 

Fazc•nd o c•ssas conside•rac.;ô<'s . segue q ue• a d iwl.mim da llH't a popHiaç<'io d e• sít.ios d istribuíd os 

<'t u d11as c•scalas (• dada por 

"' x .i -fi - W]F (X i) +"" c ·Ti7F(Xt) I+ I- t ./< ' I · j = 1. .... /1. . ( 4) 
f=l 

oudc• 1 é a ll tat riz iei<'Hticlad<'. \.V = diag(t tJ . f t2 . .. . · f'N) <' a n tat.riz iT' <' dada por 

r 
{111 f l12 ,, 1/1/ 1 

IT' = J.l21 fl22 (5) 
Jl.\'-1.\' 

/(\'I fl.\' .\' - 1 fi.\'.\' 

O ht<'tl<lo-se m;sim. tuu sist<•ma dinâmi('o d<' n.\' <'quaçôc•s. O primeiro t<'l'mo do lado direi to 
da c•quac.;ào ( I) reJH'('S<'nta os indidduos qu<' nii.o pmtiraw do sítio da sc•guuda <'S<"ala j 110 passo 
de• l<'nlpo I. <'Hqumtto o segundo termo ('onta as conlribuiçô<>s dos sítios \·izi11hos. 

S iucrou ização c E sta bilidade 'fi·ansver sal 
C'o11sid e•nunos q tte• oc·otT<' sinnoniza<:<tO nos sítios de' dois lll<xlos. 
S iucrou iza ção na escala maior: todas m; cid adc•s c•stci.o ~ili<'I'Ollizaclm; com os r<'spectivos 

ba irros 111to H<'<"<'ssariauu•ute• sincronizad os. Ne•st e• caso. oc·mT<' sitt<'I'Ottizac.;<'io se• X/ = X t. onde 
X1 = (.rJ .. r?, ... .. r;v) E HN, pma todo j = 1. .... 11 . 
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Siu crouização u as duas escalas : as <:idad<'s <'slào siunouizadas com os respPctivos bair­
ros siunouizados. ~este caso. ocorre siucrouização s<' X/ = X 1 . oud<• X 1 = (.r1 . • r1 ....• ·~"t) E R·'' . 
pam lodo j = 1. ... . n. 

('ousid<'l'i\11<10 qtL<' a densidade dOS SÍtios da ('SCa}a maior(~ a mesma. X i = (.r} .. 1'~ •...• xt') . 
pam todo j = l. 2 ... .. 11 . <'substituindo em (-1) . t<•mos qu<• 

" X r+t ='i- 1\''F (Xt)- """' cjlTT'"F(X t) . 
l=l 

11 

Sup01nos q u<' """' ('.il = 1. pma todo j = 1. .... 11 . l<'tuos ([ ll(' 

i'= I 

j = l. .... 11. 

X t+t = F (X 1)- WF(X ,) + lTF(X,). 

X t+t = F (X t) + (W - W )F (X , ). (6) 

P ort.a ut.o . S<' o<·on·<·r si unouização entn• as tuetapopnla<;Ô<'S. a d i uíl.mic a uwta populacional 
sa t.isfaz X t+t = F (X 1) + (W - W )F (X 1) . 

Nosso iul<•n•ss<• (• Pstudar a esta bilidad<• assiutótica do sisl<'ll ta (I) . ist.o {•. qua udo órbitas 
popnladouais <(11<' iuicia m próximas ao estado siucrouizado s<•ri\.o at mídas pma <•sk Pstado. Para 
faz<•r <'sla alllílis<•. usaremos o Teorema a seguir qu<' {• fuudmu<•utal 110 pro<·<•sso de liucarização. 

T corc w a : S<•ja F : R·" ----. R·'' mna fllllçào d<• dass<' C1
• S<•.ia C matriz acoplameuto cutre 

os sítios<' diagoualiz<Í vel. St = (X t . X 1 . .... X t) E H"x .\' o <'slado siH<"I'OtlÍzado da meta população 
a cada passo d<• l<•mpo. onde X t = {.rf .. r; .... .. r{) E H·'' . J:::utiio o sist<•ma liuear associado ao 
sisl<•uta uiio liu<•ar ( I) {>dado por 

" 
} i .,. t = /T\ '1 - li' - Ã/f' DF(X t) }í {7) 

j=l 

oud<• Àj siio os aulo\'alon-s da matriz C. } i 6 mua umdmt<;a d<• \'m·ich·eis. DF(-'<1) 6 il matriz 
jacobiaua do tnoddo mdapopulacinal dado <'lll (2) <' t::D r<'JH'<'S<'HI a o d<>sa<·oplameuto por blocos 
d<• umt riz<•s. isto {•. 

11. 

/T\ Ai = 
.i =l 

\ 

A,, 

D c w o ustração: Liumriz<wdo o sistema (·1) <'lll tomo do <•stado siii<"I'OIIizado S1• obtemos 
a s<•guilll<' <'((lla<;<i.o pma a evolução da perturbaç<i.o 6.1 • 

oud<• 6.1 é a J><'rtmbaçiio tnws\·ersal e J (St) {> a matriz jacobia11a 11.\ ' x TI.\' do sistema {4) 
apliC'ada 110 <•st ado siuC'rouizado. 

P<•la defiui<;iio d<' produto de Kronecker1. a watriz ja<'obia11a pod<• s<•r <'S<Tita na forma 

.J ( '1) = 1 tO. DF(X t) - 1 tO. I I 'DF(X 1 ) ..J:- (' tO. iT DF( X ,). ( ) 

A matriz C 6 diagonaJizcí\"C•I. entci.o exist<• Q matriz wi.o singular qu<' diagouaJizil C. isto é. 
QCQ- 1 = A*. oude .\* = diag(À1 . À2····· À.:v) . 

C'ousid<'l'atHlo a mudan<;a d<• varicíYeis. } i = ( Q RIJ )6.1 • t <'tnos q u<' 

1Seja A = [ai.) Ir j • 1 E R mx m e 8 = (b; ,j JP.j : 1 E R"· n ' o produto de Kronecker é definido por A RI S 
[a; ,j B JP.J • 1 E R m n • m n . 
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1 Í + l (Q IVI T) J.,.q . 
1í ..- l (Q IVI J)(l t9-.DP(X 1) JIVIWDF(X t) + C IVIWDF(X t))J.1. 

1í ..- l (Q IVI DF(X t) Q IVI WDF(X 1) - QC IVI ffDF(Xt))J.1 . 

utili~nndo propri<'dl'\dcs do prodmo de Kronecker. 
P<'lo fMo d<' 1í (QIVII)J. 1• temos que J. 1 (Q IVIJr 11í . logo 

1í + I (Q lVI DF(X t) Q lVI W DF(X t) + QC lVI ffDF(X t))(Q lVI rr 11í . 
1í + I (Q lVI D P(X 1) Q lVI W DF(X t) + QC lVI ffDF(X t))(Q- 1 IVI T)1í . 
1í + 1 (T IVI DF(X t) JIVIWDF(X t) + ,\•fVI ffDF(X t))}í . 
obt <'lld o-s<' o d<>sncoplnmento por blocos de matri~<'S . 

A itnpor Uincin cl 0str teorema reside no fato que n <>stnbilid<Hk do sist0mn ni'ío linenr pode ser 
<wnlin dn a ( l·av{'s elo sistrmn linenrizado . :\I ais prerisanw11t c. d <'t lOl at1clo por r o rnio espectral da 
lllH.( r i~ CD.f'=d i H'+ Àj1V]DF(X t) , o ponto ele equilíbrio r Hssin to tiralll<'ll((' <'Sttí.vel se r < 1, 
c inst1í.vd se r > 1. O clesacoplamento nos permite d ctrl'ln innL' os n.u tovn.lorcs el e J (St) a partir 

dm; 11 t nat. r i~es [1 1V + /\jW]DF(X t) de ordem N x N . É itnpm·Ca.!ltc obser var que 1 é um 
nu t ovn.lor d a mat r iz ele connguração C que correspo11dc no n.u t ocspnço qu e é precisamente o 
cstndo sit t c rot t i~ncl o. Assim, a estabilida de assintótica t ra11svcrsnl podt' SN l'lvn lincla através elos 

( 11 J) sis t<>nw s r<>stantes. 
Collsid<'rn ndo n linear ização do sistema (4) e o l< or< tna ncimn . (lll<'l'<'lllOS q ue a per turbação 

D.1 í c11dn n ~<'ro no I --. . Isto ocorrerá se e somcnlc se 

lim P-r- 1 · ... · P1P0 l/-r < l. ... _ .. (9) 

ond<' P1 (l W + Àjff)DF(X 1) . Assim. analisar0mos a C\Oluçilo dn JWrturhaçi'ío rranswrsal 
pnra os dois modos de sincronização. 

Sincr onização n a escala m aior : a matriz .Jacobianfl do si!>t<'mn m<'t npopull'lcinl'll (2) é 
cakulndn <'tn X 1 .r f .. r 'f. ..... r;_' '). Port l'lnto. el11 possui suas <'lll rMin s dndl'l s por 

0 1.-i 
r (1 m_)((.d ). se k i : 

S(' k I i . 

Pelo fa to cl <' P1 (I H'+ >-.t1V)DF(X t) . pl'lra rncla Àj . j :l, ... , 11, !<'mos que 
II P-r-t · ... · Po li li (I 1V + >-.t1V)DF(X ... - J} · ... · (I TI '-+ ;\_/{f)D /•'(Xo )ll . 

Srj n. J,"(Xo ) max (lim (11 (1 1V + >-.t1V)DF(X -r-t ) · ... · (J 1T' + ;\t1l' )D F(Xo) ll) 1/-r) . 
. i~2 , ... ,n r~oo 

A tncnos de um conjunto d e medida nula, podemos ti ra r n. d cpcll(lfo ncin. da condição inicial 
c cst n. lwlcccr um cr itério pa ra a, estabilid ade assintótica qnc é> c1 nclo por 

K < l. (10) 

Pnrn o rnso !\ < l ocorre sincronização nn, escala maior. <'ll (IUHnlo pnm !\ > 1 não ocorre 
<'HS<' l ipo d<' sincron izaçi'io. Os mlores de J( si'io rakulmlos lllLill<'r ie<lm<'nl 0 ntilizl'lnclo-se um 

algoritmo ciC'scrilo 110 livro de Aligood 12·. 
Sincronização nas duas escalas: neste caso. a malri~ .J nrobinna {:o Cl'lkulada em X 1 

(.rt . . r1 . ... . .1·1 ) E R·'' c sna<; entradas são dadas por 

r (1 m)flrt) . S<' k i: 

Au.;m/Trt} . S<' k I i. 

CJII<' pod<' S<' r 0scrit 1'1 como 

oml<' I3 I L', l' 0 a mntriz de acoplamento_ entre os sítios cln prinwirn <'Srnln . 
P o rt ml( O, P1 (I 1V + Àj1V)(l tnl3)F (.1·t ). para cndn. 1\J, j :l, ... , 11 . D0ssa forma, 
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IJ>r- L· ... . J>IJ >o I = 1{1 - W - ÀjW )(J- mJJ)f=(.rr- L)· . .. · (1 - 11" - /\jW)(J - mJJ)J=(.to) 1. 
r - l 

IJ>r-l · ... . J>tiiJ I= ( TT F(.rt)) 1{1- 11" - ÀjW)(J- ntH) · ... · (1 - 11" - /\1 \T'")(J- mJJ) 1. 
f=() 

r - 1 
IJ>r-l .. ... P,Po I = ( TT r (.rt)) 1({1- \\ ' - À;W)(J - TII H))r 1-

t=O 

Assiu1. lim ll f>r-1 · ... · Jl1Poll 1/ r = L (.To)At 
T.....,.oo -

r - 1 

oud c' L (.ro) = lim ( TT / (.r1) )1 / r é o uúuwro d <' L.vaptUJOV <"OilH'<;audo <'111 .ro <' A~ 6 o raio 
r_.oo 

I=Ü 

<'SP<'<úal de' (1 - li ' + Ã}ii)(J - rnJJ) , para cada Àj . j = 2 ..... 11. 

A lll('ltos de' 11111 conj ttuto d e' medida uttla. pod<'uws dituilliU' a de'P<'IH lê'ncia do utímero de 

Lya pttnov d e' .ro <' e'sta bde'ce'r 11111 critério pma a e'sl.a bilidad<' assiul.ôl.ica, 

(11) 

oud<' i\.2 = . nytx ( AJ) . 
.)= 2 ..... 71 

~a n'giii.o onde' o parâmetro Li\2 < 1 ocorre' siucrouiza<;ii.o nas dttas e'sc·ala s. e'uqumüo para 
Li\.2 > 1 uii.o oc·on·c' ('sse' tipo de siucrouização. O valor Li\.'2 {> d<'llüllliuado utímero trausvcrsal 

d<' L.vapuuov. L d<'pt'ud<' apeum; da cliuâmica local do sítio . <'llquauto i\2 d<'p<'lld<' do processo 
migratório <'H! I'(' os sítios da primeira escala <' da sc•guuda <'S('ala. 

Simulações N uméricas do M odelo Metapop u la cioual 
C'ousid<'ra-s<' qu<' a diuihnica local ele cada sítio{> gon•ruada p<'la fun<;ào <'XpO!t<'uciallogíst ica 

q u<' {> dada por 

j (.1· ) = .1'<'xp(r (1 - .r)) . (12) 

oud<' r r<'SJ>r<'S<'Ill a a taxa d <' crescimento populacioual <' .r a d <'nsidad <' popttlacioual de cada 

sítio. De'J><'n<i<'Hdo do valor <i <' r . o modelo local apn'sc•ut a C'ic·los <'si ;Í.v<'is <' caos. 
As dc'nsidacl<>s popttlaciouais iuiciais de cada sít.io s;\o <'SC'olltidas alc'atoriaHH'lll<' próximas a o 

<'sl.ado siunouiza do. Ccmsidc'ramos q ue o acopla uH'ul.o <'Hi.r<' os sít.ios da prim<'ira C'se·ala c da 
s<'gttnda <'sc·ala oe·otT<' <'nl.rc' os dois viziuhos umis próxiuws e'lll forma de' ;utc'l. 

J os )l;rilfi('os sítios-tc'mpo, os sít ios csbio ao lougo do e'ixo wrt.i('al <' s;\o llttlll<'nHlos de 1 a 
nN . onde' os N prillH'iros sítios correspod e'UJ ;\ priuH'ira ltwt.a popttla<;;\o . os J sc'guiute's sít ios 

;\ se'gull([a lll<'t.apopula<;iio e' assim por dia utc'. o t'ixo horizontal r<'JH'C'S<'nt.amos os passos de 
l<'tupo. apôs o de'sc·;tt:l.c' de' trausicutcs. As r61ttlas ~;\o piutadas <'111 sC'is c·on's d<' acordo com a 
dc'u .. sidadc' d<' c·ada sítio . para deusiclacles alta s a c('lula {' piutada d<' lmu1c·a <' para deusiclaclos 
baixas a C'c'lula (' piulada d<' preta. cuqu<wto para dc•usidadc's iut<'rlll<'di;í.rias as célula s são 

piutadas de' tons duzas. 
CousidNa-s<' :{ mdapopulações (n = 3) . oude cada uwtapopula<;;\o possui 5 sítios (1\' = 5) . 

A léLxa de' <T<'S<'ÍIIl('llto coHsiderada é de r = 3. 1. cujo UIÍUH'ro de' L,rapUIIO\' é 1.3352. Em (a ) 
m = O.:~ <' Jl = O. 5. cujo HlÍmero tnms,·ersal d<' Lyapmlm· possui ntlor de' A' = O. -l0-l3: em ( b) 

m = O. O:~<' 11 = O. ~ - A. = O. 703-l : (c) m = 0 .1 <' 11 =O. 2 . A' = O. 6 22: <' <'m (d ) m = 0 .02 e 

Jl = o. 0!) . j,· = l. :3!) ~ -

Podc'lli()S ohsc•n·ar qtt<' pma os c-asos (a ) . (b) <' (c) . oudc• o ntÍill<'ro I rans\'<'rsal d<' Lyapuno\· 

<~ iuf<'rior a l. oc·orr<' sinc-ronização entre os sítio~ da ~<'gtUJda <'SC'ala; <'ll<Jttant o pm·a o c·aso ( d ) . 
oud<' o HÚillNO t rans\'C'rsaJ de Lyapunov é sup<'rior a 1. uão oc·orr<' siiHToniza<;ào. P;u·a observm 
q tt<' oe·otn' sinno11izaçào C'lll.r<' as cidades. l<'mos (] li<' olhar o pad rão das ('(~lulas d <' 5 e'm 5 . a cada 

passo de' l<'ll lpo. Na figma 3 (a) . podemos obs<'rvm q ue' oe·orr<' sill<'I'Oiliza <; ;\o um; d uas escala s c 

a d<'nsidad<' dos sítios osc·ila com bastaute fr·e'que~ucia prôxi111a de' z<'ro. pod e'tH lo l<'var /t extinção 

da IIH't.apopula<;iio. 
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Figura :3: GrMico!-> !->Ít io!->-tempo após o descarte de tran~i<'nl<'~. Ü!-> !->ÍI io!-> <'!->tão acoplados em 
forma d0 mwl com O!-> doi~ \'Ízinhos mais próximo~ com r = :3. 1 <' dif<'l·<'nl<'!-> frações de migTação. 
(a) m = O. :3 <' 11 = O. 5 : (b) m =O. 03 e J-L =O. 3: (c) m = O. 1. Jt = O. 2: (d) m = O. 02 e J-L =O. 05. 

Conclusões 
Sinc-ron iznçilo de ~ i ~t emas meta populacionais e~t á fortE'mC'nt e c-orrC'lncionnda com a e}..1:inção 

dE' m<•t<~popn lnçÕC!-> , dC'ssa forma, resultados de váTios est 11Cios podem kvant nr informações ú teis 
pHra evitA-h. lcst c· t rn,ba lho, consideramos um modelo met apopu lnc-iona l com sít ios d istribuídos 
em d uHs c•scalns, n. primeira escaJa é composta por uma nwtapopnl nçn,o, enqwu1t.o a segunda es­
cHJn ti c-ompost n. por nm número a.rbitrário ele met apop ulaçõc•s. Anali sam os dois modos d e 
s incronizaçiio ent rc• 11S nwtapopulações e apresenlmn os critl>rios pma ocorrC'r c•sses modos de s in­
cronizHçilo . Silo fc•it as s imulações numéricas do mod 0lo nlC'tHpop ld<wiona l c• ocorre concord â ncia 
E'nlrC' as s inlll lr~çõc•s e os critérios apresentados. 
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