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R esumo: A partir da equação integral do modelo cinético BGK, ref erente a problemas da 
dinâmica de gases rarefeitos .form·ulados em geometr-ia cilíndrica, apresentamos uma sol·ução 
analítica para os problemas de Poiseuille e "creep" lérmico rewltante da aplicação de um método 
espectral associado ao uso de ·uma e;,;pansão truncada em termos de pol-inômios de Legendre. A 
.formulação proposta, além de já t er se mostrado adequada em casos onde a refle.Tão do gás na 
superfície do duto cilíndrico ocorre de .forma perfeitamente difusa, r·evela-se ta:mbém apropriada 
para dutos cilíndr-icos que apresentam s·uperfícies refletoras, de acordo com res·ultados numéricos 
obtidos, .fato este que amplia a.s possibilidades de trat amento analítico de problemas da Dinâmica 
de Gases Rarefeitos. 
Palavras-chave: Dinâmica de Gases Raref eitos, Equação Integral, Geometria Cilíndrica, Su­
perfícies Refletoras. 

1 Forn1ulação do Problen1a 

Para nos reportar à formu lação inte~~;ral do modelo BGK referente aos problemas da Dinâmica de 
Gases RaJ·efeitos (DGR) em dutos cilíndricos retos de comprimento infinito, sujeit os à condição 
de contorno de superfície refletora, recorremos a.o t rabalho de BaJ.·ichello et ai. [2] e escrevemos 

r R 
G(r-) = C(r·) + C8 (r-) + tG(I;) [K(t ---+ r-) + Ks(t ---+ r-) ]dt , (1) 

o 
onde G(r-), com T E [0, R], denota a velocidade macroscópica do escoamento, admitindo R como 
sendo o raio físico ad imensional do duto. Decorre da ad imensiona lização qu e R corresponde ao 
pan1metro de rm·efação do g<Ís, ou seja, R é proporcional ao inverso do n úmero de Knudsen [7]. 

Na definição dos termos de (1) temos [2]: 

2 
Cs(T) = -

rR roo 

7r o o 

(2) 

(3) 
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sendo 

2 ( 00 

K s(t -tr) = -
" o 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

oude lo(a;) e J(o (~l;) dmwtmn as fiHtÇÕes de Bessel tuodifieadas de ordem zero, de primeira e 
segunda classe [1], respeetiva uwnte. Aiuda. em (2) e (3) temos o termo fonte Q(ç) expresso de 
utna forma g(•ueralizada COIIIO 

(8) 

sendo que de acordo com Siewmt e Va lougeorgis [12] pma o problema de Poiseuille adotamos 
k1 = 1 e k2 =O, e para o problema cr-eep tôrmieo assuuümos k1 =O e k2 = 1. Em (3) e (5), 
temos: 

( ? ? \ 1/ 2 
p(t, ·r, JJ) = t- + r- - 2b'JJ (9) 

T ( 
,. ) _ 2(1 - rx)e:~:p f - 2RJ.to [R, r, ,B(t, r, J.t)l/Ç} 

t , , , J.l, ç - ( ) r r ( )1 1 , 1 - 1 - cv e:1;7; - 2RJto R, ·r, f3 t , r, Jl /Ç r 
(10) 

ou de 
1 ( \ 1/ 2 

J.to(t,r,J.t) = t t2 _ .,..2 + r2J.l2 . (11) 

Salieubtu!Os que na fornmlac).o a preseutada os termos de subscrito S, c[('fiuidos em (3) e (5), 
iucluem a expressão usada para descrever os efeitos da superfície do ciliudro, decorrentes da 
prc•seu«a da coustaute cv E [0, 1] em (10) . Q uaudo escolhemos cv = 1, que equivale ;\ ocorrf~ncia 
de rdk•xão tota hneut<' d ifusa ua SUJWrfíci(' do d uto, t0u10s COIIS<'<JII('Utemeutc• a fll lltht«iio dos 
termos Cs(r) e K s(t -t ·r) . o que acaba ocasioua udo tuna considenívd simplificação nm (1) . A 
sitwt«iio oude se admite a = 1 j;í foi pesquisada em [11] e [12] oude foram usados os modelos 
ciu6ticos BGK e S. respectivmneute. e a t ravés de uuw t ransforumc;iio proposta por Mitsis [9] e 
Ferziger [4] seguida da aplicação do m<~todo de onk uadas discn•tas [3] os a utores calculmam, 
a ualiticamente, qua utidades de iuter<'sse físico pma os problemas de Poiseuille e creep térmico. 
Também trabalhaudo com a eoudiçiio de reflexfto tota lmeute d ifusa ua superfície do duto arn·c>­
scutamos em [6] e [10] tuna a pro_ximaçiio rsl><'Ctral associada a Hlll <'SqHeum de eoloeaçiio pa ra 
resolver tllwl equac).o iutegral, formulada a partir do modelo BGK, rdáeute ao fluxo de gases 
nu·efeitos em tubos cilíndricos. Em [6] coustruimos a proposta de expaus.i'to utilizando splines 
cúbicas de Hermite, enqua uto que en1 [10] empregamos polinômios de L<~geudre, e, <~w ambos os 
t raballtOs, est imamos resnltados 11111n<~ricos pa ra pNfis de velocidm[(• e taxas de fluxo rnlat ivos 
aos probkmas do P oiseuillc e creep térmico. 

Neste traba lho vawos estender a metodologia j;Í usada em [10], baseada em uma expausiio 
tmueada em termos de poliuômios de Legendre, bnscando obter tww solução aualítica para os 
problolllas d0 Pois0niUe 0 cn:ep térmico desta vez incluindo a condição do snperfícic· refletora, 
fa to este u;\o tratado pelas metodologias empregadas em [11] e [12]. 

As quantidades de iuteress<! físico q ue desejmnos ca lculm, tauto para o problema de l'oisenille 
como para o problema creep ténuico siio as velocidades macroscópicas 

·u(r) = G(t ) 

e as taxas de fluxo (do inglôs flow rute) 

4 
U = R:! 

r li. 
u('r)'rd·r. 

o 
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2 Solução Analítica via Polinô1nios de Legendre 

A fim de obter uma solução Rna.lítica tanto para. o problema de Poiseuille como para o problema 
creep térmico, estabelecidos em d utos cilíndricos com superfícies refletorRs, propomos ut ilizar 
tuna eJ..-pansão escrita em termos de polinômios de Le?;endre f5]: 

L f21' \ 
G(T) - '""' a·P. - - 1 - '] ] R , 

.i=O 

( ltl) 

onde P7(2:) representa o polinômio de Legendre f1] de ordem j. 
Snbstit nindo (11) em (1), e.<;crevemos 

L r f2r \ '"' a P - - 1 
.7 .7 R 

.i=O 

rR f 2t \ I 

0 
tP7 ~ - 1 N (t ---+ r) dt = C'(1') + C's(r) , (15) 

onde 
(16) 

Buscando determinar um sistema li near simétrico podemos mult ip licar (15) pela expressão: 

(17) 

pam i = O, 1, 2, ·· · , L. Dessa. forma, dividindo o intervalo ele integTação da vaJ.·iável /; e rea lizando 
a integTação ela expressão resultante em r, obtemos 

para i= O, 1, 2, ··· , L , onde 

e 

L 

'""' ai { Au - fB ;.i + C';.7l1 = D ; 
.i=O 

r R 
Eu= 

o 
r R 

C'íj = 
o 

r" 
</!;( T)<fii (/;))\((!; ---7 r)dt;dr, o . 

r R 
</!;(r)<fii(t)N (t ---7 r)dtd1' 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

Pm·a ava liar munericRmente as integ-rais das variá veis T e t , presentes nas eJ..-pressões Aí .. i, B ;.7 , 
C;.7 e D;, mediante a ut ilização do esquema de quadratura de Ga uss-Le?;endre, primeiramente, 
devemos efetuar aJgTtmas t rocfls de variáveis f5]. PflJ.·a a. variável T façamos 

(23) 

e para. a vm·iá vel t; usm·emos flS eJ..-pressões 

2t 
TJI ( t) =- - 1, t E fO, r] 

'(' 
(21) 

e 
2/; - r - R 

1]2(/;) = R ) t E fT, R]. 
- 1' 

(25) 
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Send o assim, (19) a (22) podem ser reescritas e aval iadas numericamente através das ex­
pressões 

R Nr 

Ai .. i = 2 "\' WnfnPi (/In) P j (/tn), (2G) 
n=] 

R N r Nt 

B íj = fl "\' Wn.f7;P; (p,J "\' Wmgm.nP j bm,J N'(gm.,n ---t .fn), (27) 
n=l m=l 

Nr Nt 

c i.j = ~ "\' Wn(R - fnHnPi (/In) "\' Wmh mnP j f 'Y;~.,n \ N (h m,n ---t .fn) (28) 
n=l m=l 

e 

(29) 

Nestas equações, as constantes Nr e N 1 indicam o número de pontos e pesos d a quadratura de 
Ga uss-Lep;endre usad os na avaliação das integTais das vaJ:iáveis T e t , respectivamente. Ainda, 
os d emais termos presentes nesta formulação são defi nidos como 

f = fl.n + l R 
. n 2 ' 

fi m + 1 , 
,qm .n = --

2
- .fn, 

I 
( fl.m + 1) R - (I im - 1 Hn 

l.m..n = 2 , 

( /hn + l).fn - R ~ * _ (R - .fn) /lm. + .fn 
'Ym,n = R e Ym..n - R 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Os termos K (t ---t r) e K8(1; ---t 7'), que definem N (l; ---t 7') de (16) e presente em (20) e (21), bem 
como os termos C(r) e C8(r) de (22) , apresentam em snas integTa.is sinp;ul e~ridades qne proporci­
onam resultados d ivergente..<> ao serem avaliadas diretamente por quadratura de Ga uss-Legendre. 
Sendo assim, com o alternativa pa.ra avaliaçã.o destes termos usamos técnicas de m odi11cação de 
sens in tegrandos, ad icionando (e subtraindo) fnnções pa1ticn lares, e, desta forma, obtivemos 
fm1ções mais suaves, cuja avaliação por quadratura de Ga uss-Lep;endre então possib ili tou resul­
tados convergentes. Os detalhes do tratamento elas referidas sinp;nlaridades estão em [5]. 

Destacamos que a nece..<>sidade de avaliação dos termos Cs(r) e Ks(t; --+ r), não nulos quando 
se trata de reflexão difuso-especu lar na superfície d o cilindxo, estabelece dificu ldades adicionais 
As tratadas em [G] e [10], onde a condição ele reflexã.o totalmen te clif11sa determina que estes dois 
termos sejam nulos; mas se a necessidad e de tratamen to específico destes dois termos tornou 
a metodologia em pregada neste traba.lho mais difícil de ser elaborada, por outro lado deixou-a 
ma is abrangente. 

Uma vez avaliadas todas as integntis de (18), temos um sistem a lineax s imétrico cuja solução 
corresponde aos valores d os coeficientes constantes a i nsados na expansã.o dada em (11) . A 
obtenção destes coeficien tes possibilita a determinação das p;randezas d e interesse físico [5], (12) 
e (13), CJUe avaliadas de acordo com a expa nsão proposta são escritas na forma 

(31[) 

e 

(35) 
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qne correspondem As expressões pRra cálculo d<1s velocidades macroscópicRs do g-ás, e 

e 
2 Nr 

U - '""" ( ·*) ,* T - R 2 Ws ur 7 s 7 s 

s=l 

(36) 

(37) 

que estabelecem RS eÀrpressões para determinar RS taxas de fl tLxo do g-<is. Aqui usRmos os subs­
critos P e T pR.ra iclen t ifica.r os problemRs de Poiseuille e creep térmico, respectivam ente. Sali­
en tamos ainda, que as expressões usadas para cleterminRr RS velocidades mRcroscópicRs destes 
dois problemas d iferem-se apenas em virtude d<1s constantes k1 e k2 elo termo de fonte ind icado 
em (8) e que está presente nos termos CUn) e CsUn) que compõem (29). 

Em (36) e (37), Nr representa o número de pontos de quRclrat ma de Ga uss-Leg-endre l'·s E 

[- 1, 1] e ele seus respectivos pesos Ws utilizados na ava.lia.çi'ío d<1s integTR.is e 

* R ( ) Ts = 2 i'·s + 1 . (38) 

3 R esultados Numéricos 

Para obter resnltRdos numéricos relacionados As :;?;randezas ele interesse físico descritas anteri­
ormente, realizamos nma implementação em ling-nRg-em Fortra.n , sendo CJlle nRs tabeb s 1 e 2 
si'í.o apresen tRdos alg1ms resultados das tR~XRS de fltLxo do problema de Poiseuille e do problema 
creep térmico, respectivamente, em função de alg-uns valores ele o e med ian te a nt ilizRção dos 
pRrâmentros de en trada : L = 10, N 1L = 30, Nf. =50, N 7 = 50, Ny = 100 e Nr =50. U tilizando 
parâm etros de entrad a maiores observamos que os quatro díg-itos apresentados nas ta.belRs 1 e 
2 perma necem inalterRdos. 

Tabela 1: Ta:x:Rs de F luxo do Problema de P oiseuille 
R o = 1.0 o = 0.92 o = 0.80 
0.01 U .76 1.717 2.166 
0.10 1.101[ 1.586 1.921 
0.20 1.381 1.535 1.811[ 
1.00 1.158 1.530 1.653 
2.00 l.G57 l.G95 1.755 
5.00 2.319 2.357 2.368 
10.00 3.579 3.580 3.582 

Tabela 2: TR:x:Rs de Flmco do P roblema Creep T érmico 

R o = 1.0 o = 0.92 o = 0.80 
0.01 0.718 0.828 1.030 
0.10 0.597 0.650 0.711 
0.20 0.529 0.558 0.605 
1.00 0.322 0.316 0.305 
2.00 0.227 0.222 o. 2ltl 
5.00 0.122 0.121 0.120 
10.00 0.069 0.069 0.069 

Pelos resnltRclos explicitRdos nas tabelas acima const·atRmos, como esperado, qne as ta.,xas de 
fl tLXO cRlculadas com o = 1 (reflexão totalmente d ifusa) concordam com os respectivos díg-itos 
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apresentCidos em [6] e [10]. Também, os resultad os dCis tabelas 1 e 2 podem ser encon trados em 
[8] onde LoyaUm, partindo ela equação integTCI.l referente ao modelo BGK , utilizou um esquema 
numérico para. cálculo das tCt:XCIS de fhLXO ( tabe!Cts I[ e 5 ele [8]) e perfis de velocidades referen tes a.os 
problemCis de Poiseuille e creep térmico considerando a ocorrência ele reflexií.o difuso-especular 
na superfície ele dutos cilíndr icos. 

Nas figmCis a seguir ilustramos CIS ta:xCis de fl tLXO elos problemCis de Poiseuille e c1·eep térmico, 
apresentCicléts nas tabelCis 1 e 2, respectivamente. Optamos pela utilização ele escala logCI.r ítmica 
no ei,-xo horizontal para faci!itCir a visualizaçií.o dCis informações contidas nos gTáficos. 

3,5 

2,5 

~ .._ ~· 2 

1,5 -
0,5 

0,01 0,1 

I 

. 

I 
I 

/ 
/ 

10 

-+-(1~1.0 
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~0=0,88 

-.-(1~.84 

~a-=0,80 

Figma 1: Taxas ele F luxo elo P roblema ele Poiseuille 
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....,._a =l,O 

:::- ~a=0,96 
0,6 

-.-a:0,92 

~a=0,88 

0,4 """'*""'a-<>,84 

..... a;0,80 

0,2 

o 
0.01 0,1 10 

Figcu·a 2: TCIXCIS de F lnxo do P roblema Oreep Térmico 

Na F igm a 1 podemos observCir q ue pCIJ'a o problema de Poiseuille temos tCt:XCIS de fltL"XO 
ma.iores em du tos onde a reflexão dCis pru:tícu las elo gás na superfície do cilindro é menos difusa, 
isto é, os menores valores de a prod uzem CIS ma iores ta.xas de fl tLxo. Tal fato é mCijs evidente 
em dutos com valores de R pequenos, q ue apresentam escoamentos q ue tendem ao regime de 
tra.nsiçiío e moléculas livres (R corresponde CIO pCirâ.metro de mrefação d o gás qne é definido 
de forma inversamente proporcional CIO número de K nudsen), que, como esperado, siío mais 
sensíveis CIOS efeitos de snperfície, como acon tece em microcCinais. 

Observa.nclo a Fignra 2, constatamos q ue CIS taxCis de fhLxo do problema creep térmico t·Cimbém 
sào mais sensíveis aos efeitos ele superfície nos escoamentos com valores de R peq uenos, embora 
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apresentem comportamentos distintos para valores de R menores e maiores que 0.6 (aproxima­
damente). Nos dutos com valores de R menores que 0.6 qu anto menos d ifusa for a reflexão das 
partículas do gás na superfície do duto, maiores são as taxas de fl uxo, enquanto que pam dutos 
com valores de R ma.iores que 0.6 ocorre justamente o contrário. 

Neste trabalho, em que verificamos resultados disponíveis na li teratura [8], salientamos o fato 
de termos obtido uma solução de caráter analít ico, sem aplicação de transformação proposta em 
[11] e [9] nsua.lmente utilizada em outros trabalhos [11, 12] para obtenção de soluções em forma 
fechada em geometria cilíndrica, pm·a problemas de gases rarefeitos. 
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