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Resumo: A poartir da equacao integral do modelo cindlico BGK. referente a problemas da
dindmica de gases rarefeitos formulados em geometvia cilindrica. apresentamos wma solucao
analitica para os problemnas de Poisewille e “creep”™ [érmico resullante da aplicacao de wim mélodo
espectral associado ao uso de wma expansao truncada em termos de polindmios de Legendre. A
formulacao proposta. além de ja ter se mostrado adequoda em casos onde o reflexao do gas na
superficie do duto ctlindrico ocorre de forma perfeitamente difusa, revela-se também apropriada
para dutos cilindricos que apresentam superficies refletoras, de acordo com resultados numeéricos
obtidos. fato este que amplia as possibilidades de tratamento analitico de problemas da Dindamica
de Gases Rarefeitos.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos, Equacao Integral, Geometria Cilindrica. Su-
perficies Refletoras.

1 Formulacao do Problema

Para nos reportar a formulacao integral do modelo BGK referente aos problemas da Dinamica de
Gases Rarefeitos (DGR em dutos cilindricos retos de comprimento infinito, sujeitos a condicao
de contorno de superficie refletora, recorremos ao trabalho de Barichello et al. [2] e escrevemos
(R
Gir)=C(r)+ Cq(r) + LG K = r) + Kgll — )l dl, (1)
0
onde G(r), com r € [0. R]. denota a velocidade macroscopica do escoamento, admitindo B como
sendo o raio fisico adimensional do duto. Decorre da adimensionalizacao que R corresponde ao
parametro de rarefacio do gds. ou seja, B ¢ proporcional ao inverso do ntunero de Knudsen [7].
Na definicao dos termos de (1) temos [2]:

. 4 1B 1 By(t/mr/T) 1% £Q(€)e € _.
Gr)i= = { 5 = . - szl..-'zdﬁdm" (2)
. 2 rkogpoo gl exp{—£2 —p(t,r. 1) /E}
Cslr) =2 FQ(E) _ SN . £)dpndEdt, 3
sir) = — oy ] (€) ot (L — 22 (t. 7. pu. £)dpdg (3)
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Kit—=r)= ﬁi"ﬁ :oo r—‘_"21~}](!,*’T. :';’T)% (4)

&

) 2 rev ol ‘ _
KJSU-—H):; _l“!hr & —pltrop /(E} T :I)(lf_fjilmdi ¢dg, (5)
sendo

Btir,r/T) = Lt/ Ke(r/T), t<r (6)

e
Folt/r.orfm) = Ko(t/T) Io(r/7). t=r, (7)

onde Ig(a) e Kgla) denotam as funcgoes de Bessel modificadas de ordem zero, de primeira e
segunda classe (1], respoctivamente. Ainda, em (2) e (3) temos o termo fonte Q(€) expresso de
uma forma generalizada como

) j B . ;
Q&) = glky - ko (€2 —1)] (8)

sendo que de acordo com Siewert e Valougeorgis [12] para o problema de Poiseuille adotamos
ki =1e ks =0, ¢ para o problema cr
temos:

ep térmico assumimos &y = 0 e ke = 1. Em (3) e (5),

. 1/2
pltor ) = ff'z 42— 21‘.:‘;;.\ {9)
&
1-— 2R/ 1 5(t.
Pl k] = 2( ajerp{=2Rpug R 3( ‘,} _ (10)
1—(1—ajerp{—=2Ru R, r. i(f r, u) £}

onde ; i 7

Bt p) = i T polt,rop) = = P22 r'gjag\ I (11)
pltr ) t

Salientamos que na formulacéio apresentada os termos de subserito S, definidos em (3) e (5),
incluem a expressio usada para descrever os efeitos da superficie do cilindro, decorrentes da
presenca da constante a € [0, 1] em (10}, Quando escolhemos o = 1. que equivale & ocorrencia
de reflexiio totalmente difusa na superficie do duto, temos consequentemente a anulacio dos
termos C'g(r) e Kg(t — r). o que acaba ocasionando wma considerdvel simplificacio em (1). A
situacao onde se admite o = 1 ja foi pesquisada em [11] e [12] onde foram usados os modelos
cinéticos BGK e S, respectivamente, e através de numa transformacio proposta por Mitsis [9] ¢
Ferziger (4] seguida da aplicacao do método de ordenadas discretas [3] os antores calcularam,
analiticamente, quantidades de interesse fisico para og problemas de Poiseuille e creep térmico.
Também trabalhando com a condicio de reflexao totalmente difusa na superficie do duto apre-
sentamos em [6] e [10] uma aproximacao espectral associada a wn esquema de colocacao para
resolver uma equacio integral, formulada a partir do modelo BGK, referente ao fluxo de gases
rarefeitos em tubos cilindricos. Em [6] construimos a proposta de expansio utilizando splines
ciibicas de Hermite, engquanto que em [10] empregamos polindmios de Legendre, e, em ambos os
trabalhos, estimamos resultados numéricos para perfis de velocidade e taxas de fHuxo relativos
aos problemas de Poiseuille e creep térmico.

Neste trabalho vamos estender a metodologia ja usada em [10], baseada em wna expansio
truncada em termos de polindmios de Legendre, buscando obter wma solugdo analitica para os
problemas de Poiseuille e creep térmico desta vez incluindo a condicio de superficie refletora,
fato este nao tratado pelas metodologias empregadas em [11] e [12].

As gquantidades de interesse fisico que desejamos calcular, tanto para o problema de Poiseuille
como para o problema creep térmico sio as velocidades macrosedpicas

w(r) = Gr) (12)

¢ as taxas de Huxo (do inglés flow rte)

= ——5 wlrrdr. (13)
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2 Solugao Analitica via Polinémios de Legendre

A fim de obter uma solucao analitica tanto para o problema de Poiseuille como para o problema
creep térmico, estabelecidos em dutos cilindricos com superficies refletoras, propomos utilizar
uma expansao escrita em termos de polindmios de Legendre [5]:

L o
/2r N
G(r) =~ a; P, E’ = (11)

=0

onde P;(x) representa o polinomio de Legendre [1] de ordem j.
Substituindo (11) em (1), escrevemos

Lo s N B2t N )
Y B -j—;-—l — B -1 N(t=riat =C(r) +Cs(r). (15)
j=0
onde
Nit=r)=Klt—=r)+Ks(t = 7). (16)

Buscando determinar um sistema linear simétrico podemos multiplicar (15) pela expressao:

Gilr)=rPF, =—1 (17)

para i = (. 1.2,---, L. Dessa forma, dividindo o intervalo de integracao da variavel { e realizando
a integracao da expressao resultante em r, obtemos

L
i=0
para i =0.1,2 -+ L, onde
P (e, (r) ‘
Aij = . (19)
0 r
R ;
B ;= @il(r)o; (LN (t — r)didr, (20)
0 0
) ‘f‘ﬁ' r.ﬁ’ B .
(z‘f.] = Of(.i’]()} (! )J\' {( — f']dl’ldi‘ {21)
’ 0 r '
8
B o Foop & )
Di=  ¢i(r)[C{r)+Cs(r)lar. (22)
0
Para avaliar numericamente as integrais das varidveis r e {, presentes nas expressoes A; ;. B; ;.

y

C;; e D;, mediante a utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, primeiramente,
devemos efetuar algumas trocas de varidveis [5]. Para a varidvel r facamos

. 2r
) =2 -1, _—
e para a varidavel f usaremos as expressoes
.2 . _
m(t) =——1, tel0r] (21)
7
e )( R
m(t) = ==, telnRl. (25)
e
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Sendo assim, (19) a [22) podem ser reescritas e avaliadas numericamente através das ex-

pressoes

Az

N

~ B . - { *
(-r,l; - _1 2 W (R B J'u),fup.' (;”u) L wmh-r.r.l..nPj Tm.n

e

Ny

LS Cb'u.fn.Pf (r“’?'ﬁ.) Pj (“-n.] .

5
2 n=1 I

N

. 2 ~ 9
'\_‘ w}t,}' JPF (;f”_) T‘ wmﬁm.u Pj {A-'.?Ii'.?'l J "‘l\'l {,GH’?..}'F. = JP'F. )!

m=1
A

! -’l\"({h-n'a..n - fn.]

m=1

(26)

Nestas equacoes. as constantes N, e Ny indicam o niunero de pontos e pesos da quadratura de

Ganss-Legendre usados na avaliacao das integrais das varidveis » e {. respectivamente. Ainda.
os demais termos presentes nesta formulacao sao definidos como

hm:w =

~ s
mmn —

(tm +1)fn— R ) *

1
J..n == MR
2
fm + 1,
Gmn = T.J’H!
(.“m + -EJR = {,”-n.' = j—).rn

{R - fn.].“-m + fn.

€ ~ =

R fm.n R

(30)

(31)

(32)

(33)

Os termos K(1 — 1) e Kg(t — r), que definem A (t — ) de (16) e presente em (20) e (21), bem
como os termos C'(r) e Cq(r) de (22), apresentam em suas integrais singularidades que proporci-
onam resultados divergentes ao seren avaliadas diretamente por quadratura de Gauss-Legendre.

Sendo assim, como alternativa para avaliacao destes termos usamos téenicas de modificacao de
sets integrandos, adicionando (e subtraindo) funcoes particulares, e, desta forma, obtivemos

funcoes mais suaves, cuja avaliacao por quadratura de Gauss-Legendre entao possibiliton resul-

tados convergentes. Os detalhes do tratamento das referidas singularidades estao em [5].

Destacamos que a necessidade de avaliagao dos termos Cg(r) e Kg(f — r). nao nulos quando

se trata de reflexao difuso-especular na superficie do cilindro, estabelece dificuldades adicionais
as tratadas em [6] e [10]. onde a condicao de reflexao totalmente difusa determina que estes dois
termos sejam nulos: mas se a necessidade de tratamento especifico destes dois termos tornou
a metodologia empregada neste trabalho mais dificil de ser elaborada, por outro lado deixou-a

mais abrangente.

Uma vez avaliadas todas as integrais de (18], temos win sistema linear simétrico cuja solucao
corresponde aos valores dos coeficientes constantes ¢; usados na expansao dada em (14). A

obtencao destes coeficientes possibilita a determinacao das grandezas de interesse fisico |!

e (13). que avaliadas de acordo com a expansao proposta sao escritas na forma

e

L
: fr N
up(r)=N" a; P; 7 1
J7=0
L
£y R
up(r) = T‘U.JPJ —1
=0
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que correspondem as expressoes para caleulo das velocidades macroscopicas do gas, e

9 N . |
Up = =3 N weup(rird (36)

T os=1

n .

2
Ur = =5~ wup(t) (37)

12 L 5 5
R s=1

que estabelecem as expressoes para determinar as taxas de fluxo do gas. Aqui usamos os subs-
critos P e T para identificar os problemas de Poiseuille e creep térmico. respectivamente. Sali-
entamos ainda, que as expressoes usadas para determinar as velocidades macroscopicas destes
dois problemas diferem-se apenas em virtude das constantes ky e ko do termo de fonte indicado
em (8) e que estd presente nos termos C( f,) e Cy( f,,) que compdem (29).

Em (36) e (37). N, representa o munero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre ji, €
[—=1.1] e de seus respectivos pesos we utilizados na avaliacao das integrais e

# R 20
r5 = 5(;@ el (38)

3 Resultados Numéricos

Para obter resultados muméricos relacionados as grandezas de interesse fisico deseritas anteri-
ormente, realizamos uma implementacao em linguagem Fortran, sendo que nas tabelas 1 e 2
sao apresentados alguns resultados das taxas de fluxo do problema de Poisenille e do problema
creep térmico, respectivainente, em funcao de alguns valores de o e mediante a utilizacao dos
paramentros de entrada: L = 10, N, = 30. N = 50, N = 50. N, = 100 ¢ N, = 50. Utilizando
parametros de entrada maiores observamos que os quatro digitos apresentados nas tabelas 1 e
2 permanecem inalterados.

Tabela 1: Taxas de Fluxo do Problema de Poiseuille
R a=10 a=0.92 o=0.80

0.01 1.476 1.717 2.166
0.10 1.404 L.586 1.921
0.20 1.381 1.535 1.814
1.00 1.458 1.530 1.653
2.00 1.657 1.695 1.755
5.00 2.349 2.357 2.368
10.00 3.579 3.580 3.582

Tabela 2: Taxas de Fluxo do Problema Creep Térmico

R a=10 o=0.92 o=0.80
0.01 0.718 ().828 1.030
0.10 0.597 0.650 0.711
0.20 ().529 0.558 0.605
1.00 0.322 0.316 (0.305
2.00 0.227 0.222 0.211
5.00 0.122 0.121 0.120
10.00 0.069 0.069 (.069

Pelos resultados explicitados nas tabelas acima constatamos, como esperado, que as taxas de
fluxo calenladas com o = 1 (reflexao totalmente difusa) concordam com os respectivos digitos
408
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apresentados em [6] e [10]. Também, os resultados das tabelas 1 e 2 podem ser encontrados em

[8] onde Loyalka. partindo da equacao integral referente ao modelo BGE. utilizon um esquema
munérico para caleulo das taxas de fluxo (tabelas 4 e 5 de [8]) e perfis de velocidades referentes aos
problemas de Poiseuille e creep térmico considerando a ocorrencia de reflexao difuso-especular
na superficie de dutos cilindricos.

Nas liguras a seguir ilustramos as taxas de fluxo dos problemas de Poiseuille e creep térmico,
apresentadas nas tabelas 1 e 2, respectivamente. Optamos pela utilizacao de escala logaritmica
no eixo horizontal para facilitar a visnalizacao das informacoes contidas nos graficos.

M
15 s
3 | /
i | ~8—a=1,0
 a— l ——0=036
3 24
F - ——oen82
4 |
'l = —i— =084
1 e =0, B0
o5 |
[
001 01 1 10

Figura 1: Taxas de Fluxo do Problema de Poiseuille

——as10
—i- a=0,96
—tr =0,92
== a=0,88
—t 0,24

Figura 2. Taxas de Fluxo do Problema Creep Térmico

Na Figura | podemos observar que para o problema de Poisenille temos taxas de fluxo
maiores em dutos onde a reflexao das particulas do gas na superficie do cilindro € menos difusa,
isto é. os menores valores de o produzem as maiores taxas de fluxo. Tal fato é wais evidente
em dutos com valores de R pequenos, que apresentam escoamentos que tendem ao regime de
transicao e moléculas livres [ R corresponde ao parametro de rarefacao do gas que é definido
de forma inversamente proporcional ao mimero de Knudsen), que, como esperado, sao mais
sensiveis aos efeitos de superficie, como acontece em microcanais.

Observando a Figura 2. constatamos que as taxas de fluxo do problema creep térmico também
sa0 mais sensiveis aos efeitos de superficie nos escoamentos com valores de R pequenos. embora
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apresentem comportamentos distintos para valores de F menores ¢ maiores gue 0.6 (aproxima-

damente). Nos dutos com valores de B menores que 0.6 quanto menos difusa for a reflexao das

particulas do gds na superficie do duto, maiores sao as taxas de fluxo, enquanto que para dutos

com valores de B maiores que (.6 ocorre justamente o contrario,

Neste trabalho, em que verificamos resultados disponfveis na literatura (8], salientamos o fato

de termos obtido uma sohicao de cardter analitico. sem aplicacao de transformacao proposta em

] e [9] usnalmente utilizada em ontros trabalhos [11. 12] para obtencao de solucoes em forma

fechada em geometria cilindrica, para problemas de gases rarefeitos.
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