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1 Introducao

Em varias espécies naturais a estrutura etaria
é um fator importante. Mecanismos como re-
producao, sobrevivéncia e movimentos estao
fortemente correlacionados com a idade (Has-
tings [10] e De Castro et al. [3]). Desde
Leslie, 1945, modelos discretos no tempo com
estruturas etarias sao investigados. Em Cush-
ing [1], Levin e Goodyear [11], Silva e Hallam
[17], Wilkan e Mjglhas [18] encontramos inves-
tigacOes sobre questoes fundamentais como es-
tabilidade, bifurcagoes e oscilacoes.

A migracdo entre os individuos também de-
sempenha um importante papel na dinamica
de uma populagao. Isso pode ser visto no
crescente interesse em estudos de modelos
metapopulacionais. Estes modelos consistem
de modelos discretos com a populacao dividida
em sitios isolados onde ocorre a reproducao
e sobrevivéncia da espécie. Movimentos mi-
gratérios fazem a conexao entre os sitios. Has-
sel [8], Hanski e Zhang [7] argumentaram que
taxas suficientemente altas de migracao podem
resultar na persisténcia da populacao. Doebeli
[2], Hastings [10], Lloyd [12], Silva et al. [14]
mostraram que a migracao possui um efeito
estabilizador no sentido que pode simplificar
uma orbita cadtica transformando-a em uma
érbita periédica simples. Giordani e Silva [5]
mostraram que a migragao dependente da den-
sidade reduz a possibilidade de extinguir a co-
munidade total.

Neste trabalho nés consideramos um modelo
metapopulacional de uma tnica espécie com es-
trutura etdria submetidos a migracao depen-
dente da densidade. Em Ylikarjula et al. [19]
e Matthysen [13] encontramos evidéncias que
ocorre dispersao dependente da densidade em
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vérias espécies. Hastings [9] iniciou os estudos
de modelos que incorporam estrutura etaria e
espacial propondo um modelo com duas classes
etarias e analisou os efeitos de movimentos mi-
gratérios com taxas de migragao especifica para
cada classe e uma rede de dois sitios. Ele ob-
servou que a migracao dependente somente da
idade afeta em grande parte a dinamica da
metapopulagao apresentando instabilidades em
intervalos de parametros onde tal comporta-
mento nao ocorreria no sistema desacoplado.
Estes resultados foram estendidos por [3].

Inicialmente apresentamos a descricao do
modelo e a seguir os resultados analiticos obti-
dos. Estes resultados estendem o trabalho de
De Castro et al. [3] no sentido que conside-
ramos a migracao dependente da classe etaria
e da densidade da classe etéria e investigam a
possibilidade da migracao gerar instabilidade
de Turing.

2 O Modelo

O modelo metapopulacional consiste de n sitios
ou “patches” (fragmentos de habitat) enumera-
dos por 1,...,n e conectados por movimentos
migratérios. Em cada um destes sitios exis-
te uma espécie com estrutura etdria e recur-
sos necessarios para a sua reprodugao e sobre-
vivéncia. A dinamica local (reprodugao e so-
brevivéncia) é dada por

x§+1 = f(x%), Vi=1,2,...

com f de classe C1, e xg- = (xtlj,xgj, ...,3:2]-) €
R* representa a densidade populacional das k
classes etarias no sitio j, xgj ¢ a densidade de
individuos da classe etaria ¢ no sitio j no tempo

t.



Apbs o processo de dinamica local ocorre o
processo de migracao, isto é, uma fracao p;(x;)
de individuos da classe etaria ¢ deixa o dado
sitios e migra para os outros sitios. Assim, a
dinamica metapopulacional é dada por

X =£(x) = M(£(c)E () +

J cji M (£(x))E (x7),

(2)
para todo j = 1,2,...n, onde M(x;) =
diag(p1(x;), ..., pr(x;)) matriz das fracoes mi-
gratérias de cada espécie, cj; ¢ a quantidade
(propor¢ao) de individuos que migra do sitio 4
para o sitio j. Segue que 0 < ¢;; < 1, V 7,
i = 1,2,...,n e ¢;; = 0. Claramente, con-
siderando todos os individuos que migram a
partir do sitio i, teremos que 2?21 cii = 1,
Vi = 1,2,...,n, (conservagao). Além disso,
para que o sistema (2) possua um equilibrio ho-
mogéneo nao trivial devemos ter » ;" ; ¢;; = 1
(ver [15]).

Definimos agora ® : R¥ — R* como ®(x;) =
M(x;)x; e B =1 — C. Segue portanto que a
dinamica da metapopulagao pode ser descrita
pelo sistema auténomo,

x;~+1 =f(x}) -

Seja X = (¥1,Z2,...,7x) € RF o ponto
de equilibrio da dindmica local. Desde que
Yo bji = 0 entao existe um equilibrio ho-
mogéneo nao trivial do sistema dado por X =
(X,...,X) € RF>*",

Inicialmente apresentamos a dinamica lo-
cal citada. O modelo local é composto pe-
los processos béasicos de reproducao e sobre-
vivéncia. A sobrevivéncia consiste na passagem
de um individuo para a préxima classe etéria,
e caracteriza-se pela probabilidade de sobre-
vivéncia p;, 0 < p; < 1 parat=1,2,..., k. Esta
probabilidade em varias espécies naturais pode
depender de varios fatores. Por simplicidade
consideramos todos constantes. Assim,

t+1
i+1,7 =

(4)

onde z! ; representa o numero de fémeas da
9,

classe etaria ¢ no sitio j no tempo t. O pro-

cesso de reprodugao ¢ dado por

k
t _ t
Ty = Zgz-:ci,j,
1=1

para cada sitio j, onde g; sao constantes e re-
presentam a taxa de fertilidade dos individuos

pi:rij, i=1,...,k—1,

()

na classe etaria 4, ¢ = 1,...,k. Logo, o mo-
delo local pode ser reescrito na forma matri-
: _ — (it ¢

cial X411 = Lx;, onde x; = (xlj,...,xkj) e

g1 g2 e gk

b1

L= ¢é a conhecida matriz

Pr-1
de Leslie. Em [3] e [17] encontramos estudos
envolvendo esta dinamica local.
Seja [; a probabilidade de um individuo
nascido alcancar a classe etéria i,

1—1
h':: Ii[]h‘i:: 1,“.,k.
j=1

Obviamente que Iy = 1, pois representa a
probabilidade de um individuo nascido al-
cangar a classe etaria . O nimero reprodutivo
bésico da populacao é dado por Ry = Zle gil;-

Neste trabalho, além destas k classes etarias,
consideramos a existéncia de uma classe infe-
rior w que somente gera individuos. Depen-
dendo da espécie que estamos considerando,
esta classe pode ser entendida como a classe
das larvas ou dos ovos. Esta separacao é in-
corporada no modelo pois o crescimento neste
periodo é diferente. O numero de individuos
nesta classe é dado por

k
_ ¢
wy = E gi®;.
i=1

Supomos que ha competicao entre os individuos
neste estagio, ou seja, a taxa de sobrevivéncia
neste periodo é dependente da densidade e sera
representada por uma funcao g. Assim, a quan-
tidade de individuos no estagio 1 no tempo t é
dada por

(6)

k

2t = glw)w = g(w) Y giwt.
=1

(7)

Isso significa que a competicao no estdgio infe-
rior reduziu o niimero de individuos na classe 1
de wy para wig(wy). Este processo é conhecido
por recrutamento, e é caracterizado pela funcao
g que satisfaz as seguintes propriedades (i)
9(0) = 1; (i) limg—oo g(w) = 05 (iii) g'(z) < 0
—ag ()
g(x)
A dinamica local nao linear entao é dada pelo
modelo estruturado por classes etarias com re-

e (iv) > 0.



crutamento dependente da densidade,

2 = wig(wy)
t+1 ¢ : (8)
r, T =piawiq, 1=2,..,k,

e este ¢ o modelo local para cada sitio j que
abordaremos neste trabalho. Este sistema (8)
possui dois pontos de equilibrio que sao facil-
mente calculados (ver Silva Hallan [16]). O
ponto de equilibrio trivial com w = 0 e X =
(0,0, ...,0)” e um ponto de equilibrio ndo trivial
dado por X = wg(w)(ly, ..., )T
Rio‘ Das propriedades da funcao g segue que

com g(w) =

g(z) < 1, logo temos que RLO < 1 e entao
Ry > 1. Se Ry = 1 entdo g(w) =1 = w = 0.
Portanto, a condigao para a existéncia de um
equilibrio homogéneo nao trivial é Ry > 1.

O sistema linear associado ao sistema
acoplado nao linear (2) foi obtido em [6] e é
dado por

Vi1 = @I - A, D2(%)| DE(R)Y,
j=1

(9)

onde Y; = (yﬁ,yg, ...,yi/,) € Rkxn yg» =
(yij,ygj,...,y};j) € R* e )\; sdo os autovalores
da matriz B. Supomos que cada funcao de mi-
gracao da estrutura etéria ¢ depende somente
da densidade da estrutura etaria i em questao.
Com esta hipétese a matriz D® é uma matriz
diagonal (D®(X) = diag(F2-(R), ..., 325 (R))).
Assim, cada j-ésimo bloco do modelo lin-
earizado associado ao nao linear é dado por
(I = X\jD®(x))Df(x) =

2
_ )\ 9% ...
1—X o7, 0 0
_ ). 9%
g 0 11— O
9P,
1-— )\jaT;Z
2 ’ ’ !
gih (w) g2h (W) grh ()
P1
X P2 _
Pk—1 0
ail a2 alk
a1
= . , que é uma
Ak, k—1

matriz tipo Leslie com

= (1—Aj8m<>—<>> g b (@), =1,

o,

a&g_l = (1 — A]Tl‘g

()_()> pe—1, £=2,..k,

e W (0) = g(w) + wg ().

No ponto de equilibrio nao trivial
wg(w)(l,...,1;)T, os autovalores de
AjD®(X))Df (X) satisfazem a relagao

-
(I —X\DO(x))Df(X)v = 0oV,

onde v é um autovetor associado ao autovalor
o. Assim, segue que o polinémio caracteristico
associado ao j-bloco, para j = 1,2,...,n, é dado

por
k

, ljg]
T 191
=1
onde
; 0Py ,_
g = (1 - Aj(%ll(x)) g, £=1,2,..k,
e
U=,
k
. oD,
H = —\j—(x i—1-
T
=2
Definindo mf = %, segue apds algumas

operagoes algébricas que

kmg_ 1 1
—t=——35=1,...

L~ gt 1-H

=1

(10)

7n7

onde H = —Rywg ().

Consideramos agora a regiao de estabilidade
da dinamica local citada. E conveniente es-
crevermos as propriedades de estabilidade da
dindmica local utilizando uma fun¢ao com ima-
gem em (0,400) e crescente em Ry. Uma es-
colha adequado seria H = —Roh' ()W, pois
H > 0 jad que g/(aj) < 0 por hipétese; H é
funcao de Ry, H = H(Ry) ; da propriedade (iv)

temos que <_1;’(gw()w)
¢ uma funcgao crescente de Ry. Portanto, H é
uma fungdo crescente de w. Assim, segundo
estudos de [3] o ponto de equilibrio nao triv-
ial é assintoticamente estavel se 0 < H < 2.
Por exemplo, se a fungao de recrutamento g(x)

for dada por g(z) = €%, B > 0 temos que

> (), isso implica que H



H = In Ry e o critério de estabilidade é dado
por 0 < In Ry < 2.

A seguir mostraremos que a migragao de-
pendente da densidade influencia o sistema e
apresenta possibilidade de gerar instabilidade
de Turing. Inicialmente analisaremos o resul-
tado de [3] dado pelo Teorema 5 ( p. 197).
No caso de [3], o teorema foi estabelecido con-
siderando fracdo migratéria dependente apenas
da classe etaria e limitada por 0 < ui < 1/2.
Para esta limitacdao da funcao de migracgao foi
possivel estabelecer aproximagao monotonica
para 0 < H < 1 e oscilatéria para 1 < H < 2.
No nosso caso impomos restri¢goes sobre a taxa
de variacao das fragoes migratorias que depen-
dem da densidade da classe etaria e obtemos
que o seguinte resultado.

Teorema 1: Seja Ry > 1 e v = max{)\;}.
Se 0 < H < 2ese0 < g%(i) g%para
todo? = 1,2, ..., k, entao o equilibrio nao trivial
X = (%, ...,%) onde X = wg(w)(ly,la, ..., Ix)T do
modelo metapopulacional é assintoticamente
estavel.

Demonstragao. Desde que 0 < gi" (%) <

2
v

para todo ¢ = 1,2,...,k entdao temos que
1= g‘i’ (X)| < 1. Segue disso que

(11)

O restante da demonstragao segue de forma
andloga a primeira parte do Teorema 5 de
[3]. O

]| < m.

T®) < § <
2 para i = 1,...,k temos exatamente o resul-
tado obtido em [3] (ver Teorema 5 pégina 197),
ou seja, é possivel a caracterizacao da estabili-
dade assintética entre monotonica e oscilatéria.

1 0P, (= 2
7)< 2

Observagao 1: Quando 0 <

Observagao 2: No caso 53 < 5o
para ¢ = 1,...,k essa caracterizagao da esta-
bilidade nao é possivel, pois por exemplo para
duas estruturas etarias envolvidas no sistema
(caso em que k = 2) a equagao caracteristica é
dada por

co? —mio —ml =0,

onde ¢ = ﬁ Observamos que se 0 < H < 1
entao ¢ > 1 e o é dado por

B mi 4 1/ (m?)2 + deml

2c

Como —1 < mj, <1, segue que

demd < (m))? + 4emd <1+ demd,.

Se m} > 0 entdo (m!)2 +4emd > 0 e oy
e o9 sao autovalores reais (j& provamos que
lo1] < 1 e |og] < 1) e portanto a estabilidade
¢ monotonica.

Se m} < —L < 0 entdo

(m))? + 4emd <1+ 4emd <0,

ou seja, as raizes o sao complexas e segue que
a aproximacao é oscilatéria.

Portanto, a migracado dependente da den-
sidade da classe etdria influencia na caracte-
rizagao da aproximagao assintética do ponto de
equilibrio quando comparada a migracao sem
essa dependéncia.

Dando continuidade, temos que os autova-
lores do sistema nao linear desacoplado (8)
no ponto de equilibrio nao trivial sao também
autovalores do sistema acoplado no ponto de
equilibrio nao trivial. Esse mesmo resultado
ocorre quando consideramos migracao indepen-
dente da densidade da classe etdria (ver Teo-
rema 6 de [3] p. 197). De fato, podemos facil-
mente observar isto tomando j = 1 em (10).
Assim, g,i =gre l,1€ =i, e portanto, m,lC = my.
Com isso, obtemos a mesma equagao carac-
teristica do sistema local no ponto de equilibrio
nao trivial X. No caso migracao independente
da densidade da classe etaria temos que se
0 < H < 1, o autovalor dominante do modelo
local e do sistema acoplados sao os mesmos. No
entanto, quando consideramos dependéncia da
densidade da estrutura etaria isso nao se veri-
fica. Por exemplo, para um sistema metapopu-
lacional com 3 sitios e 2 classes etarias. Os
autovalores da matriz B = I — C' sao respecti-
vamente, \g =0 e A\{ = Ao = %

Facilmente, obtemos que os autovalores do
sistema desacoplado sao dados por

10 N
o+ =73 glh ) + \/ (g1h'(w))? + 4p1g2h (w)
e

[ ., P N
0= = 5 [k (@) = /g1 (@)? + Aprgoh ()

e os autovalores do j-ésimo bloco do sistema
acoplado s&o da forma

=3 |(1- AR ot () + VA



) ot ()] 2+

(1 A Gt )) »
x<1—v’; oo )) o1 (@),

Inicialmente, observemos que quando \j =
0 os autovalores do sistema desacoplado per-
tencem ao espectro da matriz do sistema
acoplado. E quando, A\; = 3/2 e %()‘() > %

~ 3<I> 0P (=
entao 1 — \; 50 (X) = 1 — gami(x)<1—%.
Como, neste caso, v = max;{\;} = 3 temos
que 1 — 3 = —1, e portanto
309,
- = X) < —1. 12
S ®) (12)

Consideraremos, sem perda de generalidade,
que h'(w) > 0. Assim, os autovalores da
dinamica local sao reais e os autovalores do
modelo metapopulacional sao reais desde que
(12) se verifique. Observemos que

L 2
i = [ (1-0 50w )t @)] +
+2<1 >\8(I)1 >glh WA+ A
a<1>1 _
2 _
4§[<1 )\]axl >glh w}
o
—2< — A >glh WA+ A.
ox1

Como (1 — )\j%(i)) < 0, segue por com-
/2 > /62,
e conseqiientemente [s_| > [¢|. Ou seja, ¢_ é

autovalor maior que <.
Para \; = 0, temos que

paracdo direta que ¢2 > §J2r, logo

17 N
o+ =75 glh )+ \/ (g1h/ (10))2 + 4p1g2h (w)_

g1l (w) — \/(91h'(u7))2 + 4p1goh/ (w)

Obviamente, g1 > p_, desde que h,(’tf)) > 0.
Verificaremos agora a relagdo de ordem entre
o+ e ¢_. Note que

40% = [gih' (@)]*+
+ 2000 (@) (1 ()2 + dpr gl (@) +
+ [g1h (©)]? + 4p1gah (1)

42 — [<1 Y gq’l( )> ah (w)r+

+2(1—)\]g¢1( )>glh( WA+ A.

)\3@

Como (1 — ;5!

(i) [(1 =X 52 (%)guh (w)]? > [gah (w)]?;
(ii) A > [g1h' (@))]* + 4p1 g2 h' (w);

(iii)

(X)) < 1, segue que

0P
( )\8

> 2g1h' (w)VA >

> 211 (@) lgu ' ()] + 4py g2 ' ().

(= >> b (@A >

Logo, ¢ > g4 e portanto, ¢_ é o autovalor
dominante. Observamos que o autovalor domi-
nante esta associado ao sistema acoplado. Com
isso recaimos na possibilidade do sistema gerar
instabilidade de Turing. E, portanto, temos
que migracao dependente da densidade da es-
trutura etaria influencia o sistema metapopula-
cional comparado ao caso da migracao utilizada
nos resultados de De Castro et al. [3].

O teorema a seguir evidencia claramente
a instabilidade de Turing gerada no modelo

metapopulacional.

Teorema 2: Seja 0 < H < 1 e
0\

v = max{l} Se §2(%) > 1(1+ly)

e %(_) > %, Vi = 2,..,k, entdo o

equilibrio ndo trivial X = (%,...,X) onde X =
wg(w)(l1, 1, ..., I)T é instavel. Ou seja, a esta-
bilidade do modelo global é afetada pelo pro-
cesso de migracao.

Demonstragdao. Pelo teste de Jury (ver [4]),

“uma condicdo necessaria para as raizes do



polinémio caracteristico do j-ésimo bloco as-
sociado ao sistema dado por,

P(o) = of —(1—H)mio" " +mio*>+
+ om0t +m], (13)
onde o
(2
Ry
para ¢ = 1,...k e 5 = 0,...n — 1, per-

tencerem ao interior da circulo unitario é que
(=1 p7(=1) > 0.

Assim, se (—1)¥p?(—1) < 0, para algum j #
0, o sistema serd instavel.

Seja A\, = max I{Aj}:’y. Demons-

7=0,1,....n—
traremos que,

Para isto, basta demonstrar que

k
(1-H) 3 %k —i
[ (=)™ = 1.
Ro i

Se i par entdo (—1)%*~" =1 e [™g™ ¢ dado por

0, -
Mg — g 1=A\p— | (—1)°
li"g; 9< A ax1>( ) X

0Py 0d;
(123,282 (10,22 .
Mas

«MHQ—M?ﬂWQ—M?ﬂZL
i) €T;

pois (1 — /\m%> < —lparal=2,....k,ei—1

é impar.

Por hipotese, — (1 — )\m%) > ﬁ, assim
li"gi" = $gz’p1 o Pi-1-
(1-H)
Se i é fmpar, (—1)2*7" = —1, e
(~D)H gl = 1 gl
> (1_1H)gz’pl o Piel

pela mesma argumentacao do caso par.

*Pi-1-

Portanto,
(1-H) ¢ -
S
R
2
(1—H) |
> Di—1Gi
RO Zz; (1 —H)pl Pi—19i
1 (’“
Z = Zpln-pilgi> =1
Ro \i

Obtemos através do teorema acima que a mi-
gracao dependente da idade e da densidade da
classe etdria instabiliza o sistema. E razodvel
impormos uma condi¢ao mais forte sobre a
taxa de variagao dos individuos migrantes da
classe etdria 1 (observamos as hipéteses do teo-
rema), pois a influéncia desta taxa de variacao,
%, Basta obser-
varmos o polinémio caracteristico associado,
onde esta taxa de variagao esta presente em
quase todos os termos. Além disso, temos que
todo individuo nascido atinge a classe etaria 1
(I1 = 1) reforgando o fato desta classe etaria ter
mais influéncia na dinamica global do modelo
metapopulacional.

¢ malor sobre o sistema.

3 Conclusao

Neste trabalho, investigamos wum modelo
metapopulacional com estrutura etaria e mi-
gracao dependente da classe etaria e da densi-
dade da classe etaria. A dependéncia da den-
sidade no processo migratério é um dos mais
importantes fatores que influenciam a dindmica
de uma populagdao. Com base nisso, obtemos
critérios de estabilidade para o equilibrio nao
trivial da populagao e, mostramos que a mi-
gracao dependente da densidade altera alguns
resultados quando comparado aos resultados de
[3] que utilizam migragao independente da den-
sidade da classe etaria. Estes resultados re-
forcam a possibilidade da dependéncia da den-
sidade no processo migratério gerar instabili-
dade de Turing e sao uma soma dos métodos
estudados e investigados em [3], [6], [17] e [16].
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