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RESUMO: 

Este trabalho apresenta um estudo do uso da Maternitica Iniervalar na resoluç3o de 
problemas em supercornputadorcs. amves da bibtiokca de rotinas inkrvalares 
denominada libavi. a (aritmética vetoriai intervalar), proporcionando nZio s6 aumenta de 
velocidade de processamento via vetorização, mas exatidãci e controle de erros nos 
cálculos atraves do emprego da aritmttica intervalar. 

Foram iden ti ficadas duas das barreiras que a resoluqão de problemas numéricos m 
çompuladorcs e n h n  ta. Estas barreiras se referem a qualidade do resultado e ao porte do 
problema a ser resolvido. Verificou-se a existência de uma grande lacuna entre o avanço 
tecnol6gico. incluindo o desenvolvimento de computadores cada vez mais Iãpidos, e 
poderosos e a qualidade com que os çáiculns são feitos. Atraves dos supercompu~adores 
(geralmenk cumpuladori;s veioriais elou paralelos), os resultados são obtidas com 
extrema rãpidcz. mas riem sempre se sabe quão conii~vcis realrnenk sao. 

Comn a definição da aritrnetica da rniquina ficava a cargo do fabricante. cada 
siszema linha as suas prdprias caracrerístiças e defeitos. C~culos cfelçuados em diferentes 
rniiquina~ raramente produziam resultados cornpativeis. Então, em 1 980. a IEEE adotou o 
padrão de aitmetica binária de ponto-flutuante. conhecida como padrão IEEE 754. Isto 
foi um passo no sentido de se resolver a questio de qualidade nurnkiica dos resultados. 
mas este padrão não especificou tudo. 

A pe,quisa evn1,luiii para a proposta de uma aritmktica de alia exatidão e alio 
desempenho. que tome disponível operações com intervalos c a pr6pria matem5tica 
intervalar aos usuários do supercompuvador vetoria1 Cray Y-MPSE. Comti prot6lipci desta 
uritrnttica de alto desempenho, Stii desenvolvido um estudo, urna especiliç;it.ão c. 
posteilorrnenre. irnplernentada uma bihliolwa de rntinas inkrvalares no supercompuiadrir 
Cray Y -MPZE. denominada 1ibrrví.a. O nome liboi~i-rr sipifica hi hliozeca ( l ih) cornpossii 
da aritmttica vetorial intcrvalar (n i i ) .  O sufixo .e t? o sufixo padrão de hiblintccris nri Cray. 

Com a libt-1vi.a definiu-se a aritmetica de alto desempenho, composta do 
processamcnto de alto desempenho (vetorial) e da matcrnãtica iniervalar. Não sc tem a 
aritmetica de alta exatidão e alto desempenho, pois nri ambiente veiorial. como do 
supercomputador Cay Y-MP2E com a linguagcm de programação Forlran Y I L  a 
asitrntiica não segue o padrão da IEEE 754 na espcificaqão dn ramunho da palavra nem 
na formil como os arrcdondamen tos c operações aritmkticas em ponto-tli,iruaniii sãn 
efe tuadas. Foi necess&io desenvolver mlinas que dmuliiswm 11s amcdondarniln tos 
direcirinados c ope~açõcs em ponto-fluluan tc com controle de erro de arredandmen~o. 



A biblioteca 1ibavi.a 6 um conjunta de rotinas intervda~s que reúne as 
caracterfsticas da maiemãtiça internalar no ambiente do supercornputador verorial Crdy 
Y-MP. A 1ibavi.a foi desenvolvida em Fortran 90, o que possibill tou as caracterlsticas de 
modularidade. sobrecarga de operadores e funções. uso de a r w  dinhicos na defmirão 
de vetores e matrizes e a definição de novos tipos de dados pr6prios à anãlise rnatem8tica. 

A bihliokca foi organizada em quatro rn6dulos; búsico (com 52 rotina% que 
irnplementam intervriIos reais), mvi (com 15 1 rotinas sehre matrizes e vetores de 
intervalos reais), aplic (com 29 rotinas intervdms sobre aplicaçks da 8lgebra linear) e ci 
(com 58 rotinas que implernentam intervalos complexos). O m6dulo i~dsico çont6rn a 
afitrnt5tica inlervalar bbica, sendo, por isso, utilizado por  ridos os demais. O mãdulri 
aplic contém os demais rn6dulos. pois ele si: utiliza deles. O rnhduln de inkrvalris 
complexos, contem o rn6dulo básico. 

Alem da witrndtica vetoria1 inwwalar (operaçfies, funções c avaliação de 
expressries 1. scn ti u-se a necessidade de providenciar hi bliokcas q que tornassem disponíveis 
os rnQodos intewalares para usudrios do Cray (na resolução de problemas,cl. Inicialmente 
roi esp~if icada a hihlioteca cienrilica aplicaliva li6a~elint.c~, composta por algumas rotinas 
inkrvalarcs de resolução de eqiiaçaes aig6briciis e sistemas dc equações lineares. 
Observa-se que desta hi hliotcca aplicativa foram im plementadas avnas algumas rotinas 
visando verificar c validar o uso da hihliawa intervalar e da maternitica inlervalar em 
supexornpu tadores. 

Por fim, foram desenvolvidos v&ios testes que verificaram a hiblioeca de rotinas 
intervalares quanto a sua çorreçãri e çompaijbilidade com a dwumentação. Todos ns 
resultados obtidos atraves de programas que utilizavam a 1jl~ovi.n foram comparados com 
os resul~dos produzidos por programas análogos em PascaI XSC. 

A validação do uso da MaiemSiica intervalur no supei-compuzsidor vciorial se deu 
através da cso1ut;ão de problemas nurnh-icas irnplementados cm Fortran 90. ulilizandci a 
l i f x ~ i ~ i . c r ,  e seus ~suI tados  foram con fmn~ados com o de outras hitiliotccas. 

PALAVRAS CHAVES: 

Ail trntS1ica de Alto Desempenho. Veiorimção de Algoritmos. Processamento 
Ve~orial. ArirmEtica Inkrvalar. In tcrvalos, li6fiili.ír - Ari~mética Veloria1 intervular, 



ABSTRACT: 

'I7TZE: " E i T E m E  USE OF INTEKVAL M ATHEM ATICS UN VECTTOR SUPERCOMPUTERS" 

èn b i s  study a practical use af Inlerral Mathernatics. for the resolutien of numerical 
problems. ihrriugh a new tool, 1ibavi.a (Vector md Interval Arithrnetic Library) is 
p ~ s e n t e d ,  A new to01 for resolution of numerical problems in supercomputers is 
proposed, providing inc~ease in processing speed through voçtori7ation and adding 
accuracy and emor control ar the pcrformmce of interval ari thrnetic. 

Two limitatians of numerical problerns resolution in computers were identilied. 
These limitations are related to the quality of asults and me si7t of the problern to be 
solved. A hig distmce hetween kchnalogy im provemen~ including cievelopmen t of more 
powerfuI and fasler computers, and the quaiity of calculus perfçimancc is rhe consequence 
of this propress. Among supercompu ters (veclorial and parallel cornpu ters) the result~ are 
quickly ohtained. hut we rnay not know how exacl they are. 

Since the definttion nf rnachine arithrnetic was in charge of makers, each system 
has its own charaçteristics and problerns. Compatihle or q u a l  resulis are m l y  produced 
when calculus are made in diffemnt rnachines. Rien in 1980. lhe IEEE adapted the patsern 
of binary floating-point arithmeric. known as pattern EEE754. This was one slep in the 
correct direcsion for scilving the mattet of results numerical qualiry. Anyway this patlern 
was incornplere. 

Rescarch has come to a developrnent proposal ol' a higlz accuracy and high 
perfomancc arithrnetic. which supports interval operations and inkival mathernatics itwl f 
for thc user oT Cray supeirompuler. A study and specification were developed as a 
prototy pe applicatian o f this definjtion of high prfomnnce ariihrnetic. Later also a dcsign 
and implementation of the library of Interval rourines programmed in FORTRAN 90 wci-e 
made an Cray Y-MP supcrcomputer envitonmen~ called lihavi.ci. Tlic namc Sihv i . t~  
means li hrary (li6) composed of vcc tor inlerval arithmetic (rrii, in Portuguesc). The su tEx 
.o is tlie siul'fix o[ librarics on Cray. 

High pcrfomance arithrneiic wns defined Ter 1ibavi.a. which is composcd rif high 
perfomance processing and intcrval mathernatics, The hlgh accuracy and higli 
performancc ariihmetjc was noi possiblc because. on Cray Y-MP supercomputer 
environment wilh the programming language FORTRAN 90. the nativc arithmeliç is na1 
according to thc pattern of IEEE 754. The specification of Lhe word size. the way Lha[ thc 
arithrnetic operations in floating-point are made and the kind cif roundings are differeni 
from the pattern. It was neçessnry [n sirnulaie these operalions and roundings. 

nie lihrary Jihmwi is a set of ùitervaE routines that meeis characteristics or inzeival 
rnathcmatitics in lhe environrnen t ot' veçtor supercomputer Cray Y-MP. 11 was developed in 



FORTRAN 90, making avaiiable some characterisltics as rnodularity. overloading of 
operators and funcLions. the use of dynamic amys in the definition oí veclors and mãtrix 
and the deíinition of new kinds of dala from analysis malhematics. 

It wsis organized in four modules: basic (with 52 routines of real intesvals), mvi 
(wiifi 151 rourines over reaI interval rnatrix and vectors), oplic (wirh 29 routines over 
linear algebra) and ci (with 58 mutines of cornplex intervais). Tfie Suslsirr module contains 
the basic interval arithmeçic and therefare it is used by 5111 other modules. The npliç 
module contains lhe threc other modules, because ii uses their routines. Then Lhe complex 
intesvsil module contains the basic module, 

Findly, some tcsts are made to verify thc comctness of interval rnutines libray 
and çompatihility with its documenhtion. AI1 ihe results I?om FORTRAN and Pascal 
XSC pmgrarns for the same prohlems were compared. 

Tbe validation of interna1 rnathernatics use on Cray superçompurer was made 
through the resalution of numerical piqohlems prograrnrned in FORTRAN 90, using the 
Iihrary l i l x~v i  and the results was compareci with othet librruies, 

KEY WORDS: 

High Perfonnancc Arithmetic. Yeçtrir Prcicessing. Algorithms Vcctorization, 
Lntervals. Intcrval Ari thmetic. Libavi library. 



Muitos dos problemas das engenharias c das ciência precisam ser modelados 
matematicamente para serem resolvidos. Para isso c' necessdrio que se prqjetem algoritmos 
namericos eficientes. Em outras paiavras. tais problemas são imesolvidos via matemAtica 
simbólica, @%a, numerica, etc ... A matemática numerica tem por ob+jetivo estudar 
processos num&icos (algoriunos) para solução de problemas, visando a r n k a  economia 
e çonfiabilidade em temos dos fatores envolvidos, como por exemplo: tempo de 
execução, memória utilizada. exatidão, etc. 

O problema de traduçáo do algoritmo cornputacianal em urna implernentação fisica 
não e. em geral, trivial, principalmente quando se está ntim ambiente de processamento 
paralelo. Para esLe trabalho devem-se envolver: conhecimentos da teoria da csmpuhç2o. 
uma representação implícita ou explícita do algoritmo correspondente h aplicaçao, uma 
arquitetura carnputacional abstrata e uma impEementd~ilo fisica. De relacionamento destes 
itens, podem-se identificar os nlveis de abstraç3io na resoluçião de um problema numeriça. 
conforme a figura i. 1, onde ternos: o problema no mundo real. o modelo rnatemd~ico que 
representa D problema, o algoriuno numerico que esboça a resolução do problema 
rnaternfitiço e o programa em uma linguagem de programação que Ié a impliernentação do 
algoritmo, Esta irnplementação. em computadores de dto desempenho, pode envolver 
operriç6eç vetoriais (processarnento vetorial) nu tarefas sendo executadas em paralelo 
I processamen to paralelo). 

Fig. 1 . 1  Etapas na resolução paralela de um problema numerico 
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A resoluç3o de problemas numkricos em computadores enfrenta pelo menos duas 
grandes barreiras, decorrentes das limitações da mAquina A primeira refere-se à qualidade 
do resultado, que como serã visto. depende de fatores que vão desde a forma como os 
números são representados e armazenados atd a instabilidade do pr6prio problema e do 
alpnfitmo. A segunda barreira diz respeito ao porie do problema, que e limitado pelo 
número de elementos ou parâmerros (dimenszo do problema) que podem ser armazenados 
(espaço - mem6ria) e manipulados - quantidade de operações que envolvem tempo. 
Portanto o tempo de processamenta e o espaço de armazenagem limitam a dimensão do 
problema a ser resolvido. 

Para ilustrar a resoluçSo de problemas, ser& considemdo um exemplo hipotc'tico da 
quimical. A figura 1.2 representa um processo continuo de uma instalação química 
hipo~tica,  A alimentação ou entrada t5 designada pele fluxo 1. que consiste de 40Kg/h de 
um composto chamado A. N K g h  do composto 3 e 20KfJh do composto C. A função da 
instídaç3o converter parte de A e parte de B em C e separar parcialmente os 
componentes de modo que o produto consista principalmente de C. A situaqão idealizada 
ilustra processos usados na qufmica e proporciona um bom exemplo de como os sistemas 
de equaçks aparecem no trabalho de prpjela industrial pritiço, ou seja. atravts da 
modelagem. 

A separação destes três componentes t' baseada nas diferenças de seus pontos de 
ebulição: C tem um ponto de ebulição mais baixo que A e B. Quando uma misrura destes 
Ires composros enlra em ebulição , o vapor conGm maior proporção de C que o Liquido. 
Do mesmo modo, quando um recipienke contendo os VEs componentes nas estados 
liquido e vapor 6 esfriado. o líquido tem uma maios fração de A e B que o vapor. Com 
isto eslabelecido, pode-se descrever a operação de instalação e escrever as eqiiaçães que n 
governam. 
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Fig 1.2 Fluxograma de uma inslalação de um processo químico 
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a mistura ao ponlo de operação do reator para ci qual ela irii em seguida. A mistura 
envolve o iluxo de entrada (conhecido) e o material que estã sendo devolvido ou reciclado 
na unidade 5. Se os K@h de A. B e C ns fluxo 2 forem chamados por S2A, S2B e S2C e 
m i m  por diante. pode-se escrever três equaçaes quc descrevam a saída da unidade I .  
Para cada componente que deixa a unidade. sabe-se que simplesmente a soma das duas 
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entradas. 0 fluxo de alimentaç%a & conhecida e os componentes do fluxo 9 são três 
variáveis que se deseja determinar. Assim, têm-se as primeiras equaçfies: 

S3A = S9A + 40 
S2B = S9B + 40 
S7C = 59C + 20 

A unidade 2 um reator. Sua função 6 converier parte do A e do que entra em C. 
Numericamente, ele converte metade do B que entra em C e 35190 do A que entra em C. 
Em ambos os casos, o material que 6 agora convertido em C simplesmente deixa a 
unidade inalterado. Visto que ã entrada nesta unidade consiste na sorna dos fluxos 2 e 8. 
podem-se escrever as equaç6es do fluxo 3 da seguinte forma: 

S3A = 5519Ci(S7A i SUA) 
S3B = 0.5(S?B +S8B) 
S3C = O.S(S7D + S&B} + 35/93 (52A + S8h) + S7C &#C 

A unidade 3 t2 chamada de vaporizador. Calor tS adicinnadçi causando ri 

vaporização de parte da mistura na unidade; o vapor ser5 relativamente rico em C uma vez 
que seu ponlo de ebuliçao 6 mais haixo do que os de A c B. Esta porção rica em C 6 
enviada adiante para a unidade S. Desta vez os dados num6riços estão em forma de 
frações, uma para cada concentração dos três componentes nos dois fluxos de saída, estas 
~30: SSN%A=0.1 S5BlS4B=I/h S 5 C I S C = h f i .  

Sabe-se que a soma dos fluxos 4 e 5 deve ser Igual ao fluxo 3 ,  ou seja, 
S3A=S4A+S5A. e assim por diante. Combinando este fato com as  relaçfies dadas, chega- 
se As equações para os fluxo 4 e 5: 

MA = 10/11 S3A S5A = 111 1 S3A 
S4B = 617 S3B S5B = 117 S3B 
S;IC=5111 S3C S5C = 611 1 S3Ç 

A unidade 4 chamada unidade dc daantaçaa. Decantar dgniiicc actti-ar. A 
mistura dc entrada t? esfriada. Fevanda a uma fase líquida que tem uma alia pi-oprirçãci de A 
e B. Partc deste liquido rico cm A e B levado de volta (reciclado) h unidade 2. O 
processo na unidade 4 6 assim algo similar Aquele da unidade 3. mas com diièreniw 
frações. S~AISIA = I .s S ~ / S R B  = 2 SKISR~ = 4. 

Combinando estas relações com o fato de que a soma dos tluxos 6 e 8 igual ao 
fluxo 4. têm-se as seguintes equações: 

SGA = 3f i  M A  SRA= 715 S4A 
SriB = 3 3  S 4 D  SHB = 113 S4D 
S6C = 415 S4C SHC = lt5 M C  

A unidade 5 6 um destilador, Pode-se imaginar sua operação como similar ao 
vaporizador da unidade 3. um processo de vaporização e condensação leva a uma saida 
que contem uma proporçao de C maior do que a da entrada. Esta fração rica em C. fluxo 
7, e o produlo. O resto tl ceciclada de volta para a unidade 1. As frações são: S7NSYA = vli. 

S ~ P D I J O B  = 114 C S ~ C I S ~ C  = 9. Combinando estas relaçães com o fato de quc a soma dos fluxos 
7 e 9 iS igual soma dos íluxos 5 e 6.  ohtêm-se as equações finais: 



Têm-se 24 equaqões com 24 variáveis. uma vaiAvel para cada um dos trEs 
componentes em cada um dos oilo fluxos que não os de enmda. Para encontrar os valores 
das vaiBveis, deve-se montar o sistema de equaçlaes e resolvê-lo. A figura 1.3 consta da 
mairiz dos çoeficentes. 

Resolvendo este sistema. obtem-se como solução os valores da figura 1.4. em uma 
rnsquina com q u a m  dígitos decimais depois da vírgula. Nore que os valorcs e s ~ o  
agrupados em oilo linha$ de rrEs elementos, correspondendo aos 8 tluxos dos trZs 
componentes. 
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Fig 1.4 Solução do sistema do Processo qufmico 
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Fig. 1.3 Matcix de coeficientes para a inslalaçiio qufmica 
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Observa-se que os 100 Kg/h de entrada (fluxo 1) consistindo de 40 Kg/h de A. 
40Kgh de B e 20KfRi de C. foram canvertides em IOOKgh de sdda no fluxo 7 ( o que 
deve seia verdadeiro se as equaçães estavam comtas). mas as quaniidades de A, B e C 
agora são 5. 5 e 90, iespectivamenle. Observa-se ainda que uma instalação química real 
envolveria muitos ou iros processas e componentes. levando a sistemas de centenas de 
equações, talvez aa mesma quantidade de vari6veis e ocorreriam erros resultantes de 
arredondarnentos. 

Para resolver este sistema de equações, que 6 da ordem de 24 equações por 24 
vaihveis pelo metoda de Cramer, também conhecido como o metodo dos deteminantcs, 
seriam necesshias mais de (n+I)! operaçbes aritméticas. Se cada uma destas operações 
fosse efetuada em um decimo de microsegundo ( 1p5) seriam n e c e s s ~ o s  milhões de 
s6cuIos para se calcular a solução. JS. utilizando o método de Eliminaçso de Gauss, onde 
o número de operaçães aritrneticas necessárias 6 da ardem polinomial. ou seja da ordem 
de n3 multiplicações e adições, o problema seria resolvido em poucos instantes. 

Tanta o m6todo de Cramer quanto o metado de Eliminação de Gauss necessitam 
armazenar roda a matriz. cu-ia dimensão, no caso. n=24, tendo-se. então. 576 elementos. 
Isto rwulta em um Megnword de membria no Cny. Isto pode limitar consideraveimente o 
porle do problema a ser i.esalvido. Mas. neste caso. como muitos dos elementos são 
nulos. pois a matriz 6 esparsa, podem-se utilizar Ecnicas apropriadas de armwmagem 
para reduzir a mem6ria necessíiria, 

A seguir serão feitas algumas considerações sobre estiiç baneiras, atraves da 
formali7ã.çãci dc alguns conceikos a elaq relacionados. Tam bem serão caracterizadas 
algumas das soluções que vêm sendo adotadas palha rninimizar estas restrições. 

Muitos dos aigoritmos nurnt5ricos. quando irnplementadas em milquinas digitais 
produzem resultados inesperados e. muitas vezes, indw-jilveis. pois elm dependem de 
fatores como: o conjunia sobre o qual os cálculos são efctuados na rndquina. a forma 
comti os cáiculos são efetuados (ariun&tica), formas adoiadas para representar ris 
números. os tipos de amdondamcnto c da estabilidade tanto dn algoritmo quanto do 
problema. 

Reterente ao cnniuoto sobre o qual os cálculos são efetuados, temos que muitos 
dos nameros wais não penencem ali conjunto de ndrneros de milquina. 0 cxemplo 
clhsico 6 a niimero R, um nifmem ~ a l ,  irracional. com infinibs casas decimais. No 
computador. os niúrneros possuem um número finito de dígitos. partanto çi x não pertence 
a este conjunta. 0 que se tem 6 uma representação IiniQ do número real x no 
computador. O coniunro dos números de rnãquina geralmente iI chamado de conjunto de 
ponto-tlutuante. devido a sua forma de representação. Esta passagem dos reais para 
ponto-flutuante, dn cçiniinuo pata o discreto, introduz erros, os quais. em geral. resulm 
em aproximações da çoluçãa e não na solução exata. 



A maioria dos computadores utiliza um sistema de nlimeros em ponto-flutuante, 
denoiado por F(b,n,l,u). onde b é o ndmero da base. n a precisão da mdquina (número de 
dígitos da rnantissa) e I e u são o menor e maior expoente do intervalo de repesentaçiio 
do expoente da base. 

Qualquer número x, não nulo. penencente a F tem a forma: 

OU. 

ande d 1 .d2....,dn da parte lracion8ria satisfazem (num sistema ntimalzado): 

i) 1 5 d 1 b; (condição de nomalizaqãa) 

i i i )  E ri expoente e tC tal que 15 e I u. Os valores 1, e, u são inteiros e ISl) e e l .  

Com Is~o pode-se Formalizar a definição de número de ponto-flutuante normalizado. 
que 5:  um número real x e diio ser um número em ponto-flutuante se cC da forma x=m.be, 
onde a rnanlissa rn 6 da forma descrita acima, A União desses ndrneros com o zero 
(O:=O.(X)O..O bl) i2 diio sistema dc números de ponto-flutuante. O conceiro de 
normalização foi introduzido para evitar que um mesmo nbrnero real tivesLse mais dc uma 
representaçição no sistema de ponto-flutuante. 

Os ndmerns transcendentes e itracionais nao têm representação f i n i ~  em nenhuma 
base, jA os nrirnems racionais podem ter representação Tinita em uma base e infinita em 
OU tra, 

Pode-se observar na apresentação do sistema de ponto-flutuante que no iniervaio 
cornpi-eendido entre 7 ~ r o  e um se concentra uma grande quantidade de nbmeros de 
mhquina, ocasionando que a distancia entre dois números seia a menor. ou .seja, 6 o 
intervalo mais denso. Esta propriedade e uma das causas de se ufilirur a técnica de 
pivotamentci na resolução de sistemas de equaçfies. onde sc divide pelo maior. em 
módulo, I-esultando em que 11 quociente esteia no intervalo, numa tentativa de se 
minimizar o en'o de amdondamento, 



Outm consideração a ,ser feita é sobre as operações aritmeticas fundamentais. isto é. 
como elas stio efetuadas no sistema de ponio-flutuank, ci que caracteriza a ariimética de 
ponto-flutuante. Referente A soma e subtração de números em ponto-flutuante, s6 podem 
ser somados (ou subtraidos) nBmeros com expoenks iguais, para tanta são feitas alguns 
deslocamentos a fim de preparas a soma (ou subtração) e. então, normaliza-se o resultado 
ap6s a operação soma (ou subtração). Suponha a situação de dois números que são 
aproximadamente iguais mas de sinais opostos. tende ambos o mesmo expoente muito 
pequeno. Ao se nomaliar o resultado, e expoente da soma precisa ser reduzido pelo 
número de casas do deslocamento solicitado h esquerda. mas se tal expoente não puder 
ser representado, teremos uma perda de significado do resultado. Este problema 
chamado de "'underflow". No Cray Y-MP, estakIeceu-se que quando isto acontece o 
resulmdo tomado por zero. Isto pode acarretar erros graves como 6 vista em [DIV86], 
sindrtflow destrutivn. 

O problema correspondente Li ou;tra extremidade 6 chamado de "overfle~~" do 
ponto-flutuante. que acontece quando somamos dois ndrneros e o resultado em grandeza 
supera a capacidade de representação. Nesie casa. em geral. as máquinas digitals 
interrompem a execução ou ri processamento. 

A rnul~plicação em F efetuada multiplicando as mantissaç como aparecem. O 
expoente de resultado (! a soma dos expoentes dos fa [ores rnodiiicados pela normalixação. 
quando necessária. no final. A divisão 6 feira coma e produto do inverso do divisor. O 
caso extremo de oiie!flfiw na divisão ocorre a s  se sentas dividir por zero (ou alga muito 
pequeno); tal tentativa causa a interrupção do proçessamen to. sendo carackri;ada por 
divisão por zcm, no Cray Y-MP. 

Outro conceito importante t? o de arredondamenro. que C uma função dos reais ein 
F. tal que pua todo nijrnero real x. h;i uma representação no sistema de pomo-flutriantc F 
e para todo número y per&ncente a F, sua representa;ão o próprio y, pois +já sc deixa 
representar em F. 

Arredondamentri iS uma função rnoncit6nica, ou seja sc a e b são ndmeros reais e a 
mcnns ou igual que h, então as valores que representam a e h em F manteião esta relação. 

É a regra que determina a aproximação ou representação do nbrnerti real x a um 
númern de máquina de F que caracteriza o tipo de arredondamenio. A seguir sãn 
caracterizados. in farmalrnentt;. os &r& tipos de arredondamen to mais usados. As duas 
primeiras definiçiks referem-se aos arredondamentas direcionados Icon hecidos corno para 
cima e para baixo) muito utilisadidos dentrt, da matern8tiça in~rvalar. 

Arredondmento para cima (ou por excesso) 6 a runçião que aproxima o número 
mal x para o maior número de rngqujna qiie o conttsrn. Informalmente se tem que para Lcr 
a p~ecisão de n digiros. uunca-se na posição do dígito n e soma-se uma unidade a esta 
posição. Ser6 anotado por Ax e definido por (1.3). 



Amdondamento para baixo (ou trwncamento) é. a função que apmxirna o número 
real x para 5 menor numero de máquina que o cont&n. Para se ter a precisão de n dígitos. 
tmnca-se, simplesmente, na posição do dfgito n. Este é muito comum nas caiçuladoras e 
computadores.Ser8 anotado por Vx e definido por (1-4). 

O amdondamento sirnttrico (ou para o número mais prbximo de rndquina) t2 a 
firnção que aproxima o número mal x para o número de miiquina mais prdxirno. Para se 
ler n dfgitos de precisão. soma-se meia unidade a posição do digim n+l e, apds. trunca-se 
na posiqiía da dígito n. Este 6 P arredondamen~o mais popular. sendo anotado por Ox e 
definido por (1 -5).  

Vx se Ix-VxF c Ix-Axl 
Ox :={ Vx se Ix-Vxl = Ix- Axl e Vx 6 par 

I dx  em caso çontr8rio 

O erro de amdondmento depende do tipo de arredondarnenro (função) adotado, 
da base e da precisão da rnhquina O Limite do erro de amdondamento para os 
arredondamentos para baixo e para cima é da ordem de enquanto que para n 
arredondamen to simétrico é. a metade, ou seia, da ordem de (1/2)h(l-n). 

O unciP;fIoi.l~ e ri niiefloil~ geraimente eram tratados çomo excessdes. mas com a 
representação de infinito da aritmética de ponto-flutuante ordinária e com a matenãtica 
intervaiar. eles se tornam um simples caso de arredondamento. 

Outra variação do conjunto dos números de rn8quina. dns niirneros em ponto- 
flutuante são os números em dupla pi~cisão. ou ,seja. existe o dobro de casas na mantissa 
disponíveis para a representação dos números em ponto-tlutuante. Ela t? utili~nda para 
minimisai. o erro de uredondamenlo. 

Como foi visto. o segundo fator que influencia o resultado de problemas é çomo os 
c$lculos siio efetuados na mhquina Isto diz respeite h aritm6tica e hs regras adatadas para 
representar em ponto-flutuante os resulllidos leais. Elas também geram incei-tezas nos 
resultados, as quis  necessitam ser controladas e quantificadas para se evitar surpresas 
desagradslveis nas saluçõcs. 

1.2 Modelagem 

Modelos rfsicos não são suscetíveis a certas propriedades como por exemplo. 
modelagem simples e rílpida, univeimsatidade, transponahilidade. custris rninirnais. Por isto. 
tem-se utilizado um principio universal. que consiste na modelagem suaves de frímulas 



matemgticas, interdependencias e propriedades lógicas. Levando ao conceito do 
mapeamento do ohielo sobre n modelo computacional. o qual geralmente e representado 
atnvés de propriedades, f6rmulas malemáticas e estruturas 16gicas. 

No processo de resolução de um problema podem ser constatadas algumas fontes 
de erros. Este processo foi ilustrado pela figura 1.1 e entre as fontes dc erro destacam-se: 

a) Erros inerentes aos dados - S%o erros nos valores dos dados, causados por inexatidão 
em m d & s  (corno tempi e dist8ncfsi); 

h) Etms de modelagem - Sfo erros provenientes das simplificaçlh das situaçiçdes reais. 
feiias a?sav& de modelos ou procedimenros ou resulzãnres do rnapeamento do objeto 
ohxrvda no modelo rnaieni6titico e computacional; 

c) Erro de truncamentr, da mdelu - São e m  intrtlduzidos pelu procedimento numericri 
infinito que. ao serem iniplenientadm. são iruncados produzindo uni erro no resultado; nu 
decorrentes da perda de esirulura algebnca pela redução da estrutura infinitesirnal 
(&screLl zaç%n); 

d) Erros de arredundmentn - 530 mos decorrentes do fato das rndquinas operam com 
urna xiirnftica de ponto-flutuante. ande as opmaçíks aritrnelicas e funçfes elenrenms 
sãri realizadas coni um nõmmci finito de dgiios no sistema de representação do 
computador. 

Para se quantificar o efeito fmal destes erros sobre o resultado. pode-se ulilizar 
qualquer das seguintes formas de quanti ficaqáo de erros: 

a)Erro absolutn - mede a diferença entre o valor arredondado e a valur exato; 

h) Erre relativo - t! uma taxa. um quociente entre o erro ahsnlutri e o vaior exale. É o 
niais ulilizad(a pois varia crn m m p m ç b  com a unicladc. ccini a grandeza do niiniero. 

C )  Erro nas aperaçõrs iiribngticas - atraves do cflculo das cxprcssh para n erro 
ahsriluici e relativo nti resultadii das operat;M ariIni&icns. daenvolve-se urna árvore da 
pmpãgsiçãri dci em. obtendo ri erro final do resultado. EAtudes desta rnettodologia p-deni 
ser cnccintrados em Bcmi I DORRl]; 

d) Fiirmula do número de algarismos significativos corretos - esta fórmula consta em 
[CLAB?] e foi proposta com o objetivo de determinar. entre duas aproximaç&s. o núnim 
de dígitos significativos corretos de uma apmximaqir;b. Depende dci sistema dc pnrw 
Ilutuanle, do tiv de mdondarnento. da base c das aproxirnaç~s. E rnuiio utilizada corno 
cnrerio de pararia de prricessm irerativos. 

Uma vez caracterizados os tipos de erros e formas de quantifiç8-10s. deve-se Iuer 
considerações sobre a positiilldade ou não de se controlar ou evitar os erros de modelo, 
da mgtoda e de arredondarnentos. O erra de modelo não pode. em geral, ser eliminado: S 
necess~o ,  no entanlo, que seja delimitado atraves de experiencias e experimentos. 



Por outro lado, considerando que o erro do rnktodo seja decorrente de processos 
infinitesimais contidos em &ries, integrais e equações diferenciais. poderia-se supor, por 
exemplo, ser uma tarefa impossivel conseguir a veriCicação automAtica do resultado. Mas 
6 possivel atraves de uma ariimética de alta exatidão. controle de arredondarnentos, 
in~ervalos e produto escalar exato. 

Quando se quer falar de um sistema de ponto-flutuante ou quando se quer 
caraetehzg-10, 6 necesshio especificar: a base numérica do sistema. o nfimero de dfgitos 
da rnantissa, o intervalo de abmgência do expoente da base e como é feira a 
representação des;tes nbrneros. Tmbtrn deve-se considerar como feito a tratamento de 
undeiflorzl e ovetjfiow, como sHo efetuados as operaçaes aritméticas e os tipos de 
arredondarnentos disponiveis e utilizados nas operaç&s, pois isto influenciará a mdlise c a 
quantiçicaçãri dos ems de cAlculn efetuado neste sistema. 

O Padrão TEEE 754' surgiu na tentativa de padronizar os diferentes sistemas de 
ponio-flutuante existenres nas diversas mdquinas disponiveis no mercado, esiahelecendo 
um puãrneuo dc qualidade nos i.esulrados gerados por operações em ponto-flu tuante. Ele 
deiinc o i-nrrnato dtis números em precisão simples e estendida. as regi-as para se realizrii. a 
aíitrn6tica hinãria de ponto-flu~uanie e crimo tratar os casas especiais. São definidos 
quatro tipos de amdondarnentos: o sirnetrico. o direcionado para zero, para menos 
infinito e para mais intFnito. As operações definidas segundo este padrão possuem máxima 
exatidZío. 

Em harciwarr se utiliza a Ei'cnica do digilo de guarda para rninirnim a propagaçao 
do erro. Ela consiste em se ter na arquf tetura ùiierria mais um digiitti (pelo menos) para 
guardar o dlgito n+l de cada rilimero. As informações contidas no(s) hit(s) de guarda 
permitem que a operação de namalizaçno preserve s siginificância de rodos os h i ~ ~  da 
rnantissa 

Por fim. destaca-se o problema de estabilidade ou instabiiidade dc problemas e 
algoritmas. Diz-se que um prohlcma matemático dito instável ou mal condicionado se 
sua soluçiIci 6 muito xnsívd a pequenas mudanças nos dados de entrada. Caso pcquenas 
altençlies nos dados de entrada sejam acompanhadas de pequenas varisiçfies na snlução ri 
problema dito estável ou bem condicionado. 

A insrahilidade de alpoiitrnos refcrc-se ã dcpendtncia da maneira pela qual os dados 
são manipulados, 2 fonna cornu os çSlculris sUo feitos, podendo ser muito boa algurnli.~, 
vezes e em nutras não. 

Devido ao sistema e Ti aritmética de ponto-tlutuante. podem-se ter ~sulzados nãri 
confidveis. ou mesmo toulmen te erradas em função de uma acurnuIaqão catastrhticu dos 

21nstituie oFElecml and Eletronics Eiigineers. Padrão dc arilmttícs binha de sistema de pnto iluiuanic 
prqstc i  em 1 r180 e remnhecido em 19135, 



erros. Urna aIternativa 6 realizar urna anã li,^ de erros. que muitas vezes 6 complicada e as 
vezes proibitiva em temos de tempo cornpulacional. A situaqiio i' tão complexa que se 
torna irnposslvel ao usu8rio de um sofwnre nurntSnco estabelecer considerac;ões sobre o 
erro do processo utilizado para o cálculo da solrição do pmhlerna. 

Uma validação tem que se certificar quanto ao modelo, para que não seia incorreto 
quanta à arihn6ticã. para que não cause surpresas de imprecisão e quanta ao sofnyare. 
para que não tenha erros. 

a) A incerteza da rndelo diz respeito As teorias, dados que náo refletem a realidade 
corretamente. devido, por exemplo, rio problema ser mal cofidrcionado. 

h) A incerteza numerica refme-~e A propagação do e m  de arredondamenlo (devido w 
aritrnetical e çuas consequEncias no resultado por causa da instabilidade de algorimos. 

c) A incerteza do somare refee-se. a possibilidade de ,rqftwnr~s ainda conterem erros 
depis  da depuraçb. ou a amos provenientes de defeiiris do compilador. refletidas numa 
execut;8o imprópria do progrania. 

A principal idkia para verificar modelos t a consisténcia, ou seia. o modelo deve 
ser consistente com as observações cxprimentais e deve ler o comportamento esperado. 
A consistência atrav6s da observaqão do experimento 6 a meIhor rorma de conferir a 
validade de um modelo. mas nem sempre é possível utilid-Ia Portanto. a alternativa é 
conferir a consisEnçia dos resultados de um programa com tiurros modelos. 

A análise sensitiva parte do princípio de que se tem a solução dn problema pelo 
programa. Mudam-se então levemente os dados ou a precisão e observa-se n quanto 
mudou o resultado. As variações nos resultadas podem ser iesultantes de mudanças nos 
dados de entrada. na precisao. nos mdtodos usados ou no modelo. 

A análise sensiriva de um modelo pode scr complicada ma$ é neçessfia para que se 
tenha um a1 to grau de confiança no resultado correto. Ela tem çuas limitações. sendo uma 
destas quc os modelos complexos podcm ter centenas de par2mctros. (i quc resulta em 
muitos testes para que se cxaminem iodos os parâmcuas. 

Uma alternauva para an6lise sensitiva e a aníílise de erros, onde uma anax 
matemSlica (analftica) i5 feita com base nas mudanças causadas na solução do sistema. 
Existem dum diliculdadc~ nisto, a primeira r! a da mase materndtica e a segunda é que 
emos podem ser tio grdndes que a estimativa seja invkívtl, ou uma super-estimativa pode 
mascarar a utilidade do algoritmo. 

Em virtude destes fatores. desde o infcio do uso de compuladores para solucionar 
problemas num~ricos. sempre houve a preocupação com a qualidade rins  sult ta dos. 
Vfias formas de controle de erro na solução vêm .sendo empregadas para minirni7;ir r 
controlar a propagação de erros, mas eles ocorrem! 



Surge então a questão: quando t! possível afirmar que um resultado estã correto? 
Existem duas possibilidades de se obter resultados corretos: 

a) Fmnecendr~se fronteiras dentm das quais a w1uçZio (com certeza) sc situa; 

h) Fornecendo-se apenas o número de casas que coincidem com a solução exata. 

Pelo fato da aritmdtica de ponto-flutuante produzir erros na representqão de 
niimeros reais, sentiu-se a necessidade de se ter uma nova ferramenta ou metodologia para 
o controle dc erros. A atitmdtica intervalar, que utiliza Intervalos de nheros reais para 
representar vaiores infinitos, providenciou uma ferramenta pam estimar e controlar estes 
erros autcimaticarnente. Portanto. uma das justificativa(; de se trahdhar com intervalos 6 o 
fato da ariùn&ica reli1 não ser suficientemente confi8vel em muitos problemas ligados, por 
exem 5310.3. llsica ou química experimental, onde rnediqões nem sempre podem ser feitas de 
forma exau. mas dentro de urna cem "fr~i-ta ", a qual pode ser represcnlada por inrervalos. 
Um exemplo disto a aceleração da giavidade, que como a maioria dos dados físicos. 6 
um dado inexato. mas com o Iirnik de erro conhecido. A aceleraqão no nível do mar 6 
conhecida por g= 9.807 -t 0.027 rn/s2. Na foma intervalar tem- se: G =[9.7$0,9.834] m/$. 

Portanto. intesvalos podem ser aplicados para representar valoies desconhecidas ou 
pata representar valores contínuos que podem ser conhecidos ou não. No primeiro ,sentido 
servem parira controlar n erro dè  arredondamento, para representar dados inexatos. para 
representar aproximaçiies e erros de rruncarnen to de procedimentos, como cansisténçia 
16gica de programas. como cril&rio de parada de processos iterativos e como criteria de 
parada de me todos de contração. No segundo sentido servem. por exemplo, para testes de 
verificação computacionzit quanto a exisGncia e unicidade de soluções de sistemas não 
lineares. Esta aplicação procura providenciar condições suficientes para a exisiencia i: 
unicidade de zems de sistemas de equaçws não lineares. A condição necesslífia não 
verificada rnanualmentc. mas automalicamenle pelo computador. 

Por outro lado, com o desenvolvimento de m8quinas que processam mais 
velozrnenk as operac;ões aritm6ticas e, que tem uma capacidade de ammtnamento muito 
grandc. tem-se conseguido irnplernenrar metodos num6ricos que hfi bem pouca tem pci 
atrás não eram nem sonhados. como cornpuraçks de larga escala. 

ComputaçOes de larga escala são processas que exigem uma grrindc quantidade de 
cíllçulos, de onde vem o temo "larga escala". Elas ocorrem nas áreas cientificas c 
militares, nas engenharias, no estudo e exploração de fontes de energia. na medicina na 
inreligencia artificial e na pesquisa básica. Para resolver prcihlemaç nestas Sreas são 
necesslios camputadores de alto desempenho. que são muitas vezes chamados de 
supercornputadores. Nestas máquinas. o processamento vetoria1 elou psimlelo. 

No processamenlo vetofia1 dispk-sc dc um Iiard~~c1i.r que possibilita a troca de 
operaçOes escalares poi* nperriçõcs veloriais, o que produz uma diminuiqãa do tcrnpci dc 
prncessamenio. Nri processamento paralelo deve-se dispor de duas nu mais unidades de 
processamenko ou pmcessadores (CPU's), onde tarefds são efetuadas ao mesmo tempo. 



Um exemplo de grea onde superçornputadores sáo necessiúiris 6 na modelagem 
multidirnensional da atmosfera, do ambiente temesise. da espaço externo e do mundo 
eçan6rnico. Muitos cientistas têm-se concentrado nestas áreas. A modelagem prediriva é 
feita atrav&s de extensas simulações computacionais de experimentos. as quais geralmente 
envolvem computações de larga-escala pata garantir a exatidlro dc-jada e a rninimização 
do tempo neeess&rio para soIução. Tais modelagens numéricas requerem um estado da 
arte com pu iaci onal de velocidade aproximada de milhões de MegufJops, 

O analista atmasf6rico necessita resolver equaçóes de modelos gerais de çirculaçao 
em computadores. O estado atmosf6riço e representado pela superfície pressionada, pelo 
campo virado. pela temperaturu e ~ l a  variação do vapor d%gua, Estes estados vsiriiveis 
são governados pelas equaçtçiies da d i n h i ç a  de fluidos da Navier-Stoke num sistema de 
ordenadas esf6ricas. 

A computaç20 e levada a cabo por grade h-dimensional que particiona a atmosfera 
veriicãlrncntc em k níveis. horizontalmente em M intervalos de longitude e N intervalos de 
latitude. A quarta dimensão é adicionada com o n6mero P de passos usados na sirnulaqáci. 
Utilizando uma grade de 270 milhas de um lado (o correspondente u 435Km). urna 
previsão dc 24h precisa realizar cerca de cem bilhões operações de dados. 

Esta previsão pode ser feita num computador de 100 iiregufrops em cerca de 101) 
minutos, ou se-ja, uma hora e quarenta minutos. A grade de 435 Km d5 uma previsão entre 
São Paulo e Rio de Janeiro. aproximadamente. Aumentando um pouco esta grade, para 
abranger uma re~ ião  maior. seria necessArio uma rn8quina mais veloz ou se comria o 
risco de levas mais kmpo de cáiculo para a previsão do que a dia que se quer prever. 

1.3 O Trabalho 

Recapitulando, vetilicou-se dois tipos de barreiras decomnies das limitações da 
milquina, que são: qualidade do I-esulrado e tamanho do prçlhlema capaz de ser ~srilvido. 
envolvendn rnem6tia e tempo necessãrios, Ncsle trabalho est5 scndo proposto um estudo 
da viabilidade da construçSo de uma aritmetica de alto desempenho capaz de rninimizar 
estas barreiras. No caqo do supercomputador Cray, este estudo se concretiza na 
construç2o de uma ferramenta denominada ari trntltica vetona1 inlervalar. cujo protdtipo 6 
a hihlioteca de rolinas intervalares l ibavi.~,  Ela incorpora a aritmiftica intervalar e o 
processmento veiorial. Esta ferramenta foi prqietada pari o ambiente do 
Supercomprilador Cray Y-MP2E. o que 6 constalado no padrão de documcntaçãn 
adotado. que é. o da Cray. 

Nesie capítulo inicial foi feita uma introdução ao am hiente de çiüculos e opetaçaes 
em compu talirires. atsavi5s da descrição de sistemas dc ponto-flutuante. problemas de 
representaçao e amdondsimenlos, tipos de erros e sua propayaçilo no icsuliado de 
cumpuiações numericas e prnhlemas de instabilidade. 



N o  capítulo dois são caracterizadas; a Aritmetiea de Alta Exatidão com seus 
requisitos, a vciificação automática do sesultiido e sua Ennuência nos mt'todos numéricos e 
as Iinguapns para computação cientfiica, especialmente as linguagens XSC que 
incorporam eskq características. 

Foram desenvolvidos relat6ríos de pesquisa que contêm uma completa revisão 
sobre Matemática IntervaIar. Aplicaç6es da Matemática Internalar, Processarnento 
Vetoial e Lirnitaçiies do Procmsamento vetoriai ([DIVsZ, DIV94b, DW91. DIV93, DIV95J). 
disponíveis na B ihIioleca do Instituto de Tn fomdtica da UFRGS. 

No capitulo tr% são descritos os ambientes cornpuiLicionais ande esta pesquisa se 
desenvolveu, ou seia o Supercampulador Crdy Y MPIE com a linguagem Fortríin 90 e 
Personal Cornputcr 486dx com a linpuagem de Pascal XSC. O objetivo desle capítulo e 
situar n leitor. cw~cterizando os arnbien~es. 

Maiores detalhes sobre o superçomputador Cray podem ser encontrados em 
[DIV8.31. Este imelatlirio clintkrn rima descrição detalhada da arquitetura. das sqj7ware.r 
disponíveis (incluindo as bibliotecas matemática e científica), indicativos sobre 0 
desenvot rirnenm de mfilise de dependgncias e orientações para se montar uma seção de 
trahdho na eslaçáci de forma otimizada, obtendo assim, uma visão geral do 
processamen to em cada uma das mkpinas  envolvidas. Existem exemplos detalhados da 
acesso e execução de programas. 

J6 em relação ao Pasçal XSC. tamMm foi desenvolvido um relaiõrio. o [DIV94d], 
onde siio dadas em detalhes as ccr~cteristfcas da linguagem, instalação e execução, os 
rn6dulos avançados e exernpIos de aplicações. 

Nn capitulo quatro é caracterizada o problema de resolução de sistemas de 
cquac;õcs, sua aplicahilidade nas ciencias L. engenharias e os problemas de instabilidade 
nurndrica. São ciiructcrizados os rnr5lodos de resolução de sistemas de equqições lineares, 
atraves da. descriç3n dos metodos pontuais (reais) e dos m6todos intervalares de i*cscilução 
de sistemas. Alguns destcs rndtodcis foram implemcntados c fazem parte da biblioteca de 
minas intirrvalrires Jibcrvi,a. 

No capítulo cinco formalizada a proposta de desenvolvimenio da biblioteca de 
rotinas infervalarcs de dto  desempenho. E tambEm çaracknzada a biblioteca de rotinas 
intervdares libavi-a, composta de cerca de 290 rotinas in tervalares. organizada em quatro 
mddulas: lo m6dulo htisiça de rotinas bãsicm intervalres: o rn6dulo de rotinas de vetores e 
matrizes intervalaimes - invi: ri rnõdulo de miinas intervalares complexas ci e o m6dulo 
~pJic, composto por rotinas internalares da Aigehra existenles na biblioteca BLAS. Estes 
m6dulos são descritos juntamenk com a sua hierarquia. Sãn descritas tambern. as 
carackerís~cas e potencialidades destri ferdmenta. E cyxcificada ainda a biblioteca de 
rotinas cicntificas intervalarcs libselinr.a, resul [ante das testes desenvolvidos para validar a 
biblioteca dc rotinas intervalms e o usn da materndtiça intervalar. Ela B composla por 
rotinas que implementam rnelodns iniervdares de resolução de equações algebricas; e de 



sistemas de equações lineares baseados em operações algébricas. em refinamentos e em 
i teraçc'ies. 

No capitulo seis e feita uma breve çornparqão entre a biblioteca Rbavi.a com 
algumas hibliokcas que abordam algebra Linear e resolução de sistemas de equações, 
corno Nirmeral, 1ib.rci.a e Pascd-XSC, A base para a comparação foi o tipo de função 
disponível em cada biblioteca e as caraçterfsticas peculiares a cada biblioteca. Esta 
comparaqão auxiliou a definição das rotinas do rnhdulo aplic da libavi.~. 

A seguir. e malisado o uso efetivo da rnatemlltiça intervalar na solução de 
problemas prãticos em supercomputadores. A primeira parte dos testes visou a 
venfiçaç8o e validação da biblio~eca libavi,a, enquanto que a segunda parte visou o uso da 
matemática intervalar no Cray e a análise deste usa. Esta anglise foi baseada nos 
resultsidos obtidos atraves da tibnvla e nos resultados dos programas desenvolvidos em 
Pascal-XSC e,  abrangeu os aspectos de qualidade do resultado (exalidão) e tempo de 
processamen to (ganho de velocidade com a vetorização), 

Por fim. na conclusão apresentado um resumo do trabalho. são comentados os 
resultados obtidos. são caracteizadas as limitaqfies deste uahaf ho e sugestões de 
continuidade desta pesquisa. 



2 ARITMÉTICA DE ALTA EXATIDAO 

Neste capitula 6 abordado o estado da arte da aritmCtica computacional. que pode 
ser caracterizada pela aritmetica de alta exatidão. Portanto, são descritos os requisitos 
desta aritmléticn, que são: o uso de arredondamentos direçionãdos e operações arilrnlc'ticac 
com mdxima exatidão. matemdtica intervalar e produto escalar 6timo. São ainda 
abordados túpicos como a verif3çação autornitica do resultado c linguagens para 
computação cientffica conhecidas como XSC. que incorporam h sua definição estes 
requisitos. 

2.1 Caracteristicas da Aritrnetiça de Alta Exatidão 

Existe um abismo entre o atual est8gio de desenvolvimento da capacidade de 
processamenia e a aritmetiça de ponto-flu tuante. Os computadores tornaram-se muito 
mais rApidos, A aitrnttica de ponto-flutuante estii dentro do har.dci9ar.p e. 
consequcntemente, t? muito rapidn. Na metade das anos 51). compuladores podiam realizar 
por volta de 100 operações de ponto-fiutumte por segundo. Atuhente, compu tadares 
dpidas podem executar alguns milhões de operações por segundo. sendo que cada 
operaqão de ponto-tluruante tem máxima exatidão, isio 6. o resultada de cada operação 
difere no máximo de I ou 1E2 unidade na última casa (decimal) de acordo com a escolha 
do arredondarnento. Eniretantri. apds duas eu mais operações de ponto-flutuante o 
resultado pode estar carnpletamentc errado. Existem fdhas quase inexplicáveis que ainda 
n8o foram excluidas depois de quarenta anos da aritrngtica de ponto-flutuante e dos 
grandes avanços da tecnologia. 

Entende-se pnr ariimetica ccomputzicional todas as ispcrações que tEm de ser 
del'inidas para os coqiuntos dos nãmeros em ponto-tlutuante, em precisão sirnplcs e em 
dupla precisão. 

O padrão IEEE 754 foi um grande passa para a evoluç~o da aritmética de ponlo- 
flutuanre. Ele define as 4 operações básicas (+, -. *. / ) com rn5xima exalidão. incluindo o 
controle de arredondamente para ?mo, para o mais pióximn. para menos infiniio e para 
mais infinito. Contudo o padrão não cspecrfica os arredondamentos para variSveis 
complexas. vetores e matrizes e tarnhbrn não inclui o produto escalar 6tirno. es.sencial para 
garantia da ai ta exatidão nos cálculos. 

O uso da rnaiemiílica inlenlalai. aliada ao produto escalar hrimci proporcionaria 
urna aritmética de alta exatidão, com controle de erros com limites çonfi8veis. alem de 
proporcionar condições necesscisias para pmvas de exisgncia e não existência da soluçiío 
dc diversas equaçcies. 

Existem. crn principio, dois metodos hdsicos ddistintris para a definição da 
aritm6tica cornputaçional. Elcs são chamados de merodo verzical c rnEtodo horizanlal. N o  
m6todo horizontal a aritrnl5tica 6 &?sumida comri conhecida no conjunto dos reais. Por 
ourro lado. no metado verlical a ãritmdiico 6 derinida para os reais e para o co-junto dc 



ponto-flutuante. Então, n partir destes conjuntos, a aritmetica estendida a vetores. 
matizes e intervalos. 

O metodo vertical, segundo [KLL83]. corresponde il forma tradicional de se definir 
aritrngtica computaçional. ou . i a .  os ndmerns reais R são mapeados por um sistema de 
pon~o-flutuanlc F c. sobre estes números de mAquinas, são implementados os novos 
conjuntos como o conjunto dos intervalos (IF) ou o conjunto dos números complexos. 

A definição das operaçks arttrneticas 6 feita atraves de subrotinas e funções. Este 
metodo h c o m  sempre em algum erro. uma vez que os resultados exatos não são 
necessariamente representados em F, o que dificulta a estimativa do erro. 

O método horizontal iS uma nova proposta de definigo de ãRtmética 
com putsicional. Ela foi proposta por Kuli.xh ([KUL81,KULR3]) e se tornou disponível na 
pdtica no pru+jelo da linguagem PASChC-SC. Nesia proposta, os iniervalns reais s9o 
nbtidns a partir de nSirneros reais. Para os intcrvitlos siia definidas as operações pela regra 
geral CRG detinida em (2,1)} onde se Grn os arredondamentos direcionados gozando de 
certas propriedades dc forma que elas delinem um semirnortlsmo. Todas ZG operaçdes 
definidas por semirnorlismo proporcionam máxima exatidão, no sentido de que não existe 
nenhum elemento do suhconjuntci entre, o resultado cometo de urna operação e sua 
aproximação no subcon.junto. 

2.1.1 Arredondamentos Direcionados e Operaqões Aritméticas Bgsicas 

Funqnes de mapeiirncnlo se fazem necessárias para repsescntar reais em nlimercis 
de rnSquina. Estes mapcamenios são denominados de arredondamentos. Para sc ter a 
aritmética de pon to-flutuan te de mi*ixima exatidfio. devem-se ter 11s dois arredandamenros 
dirccinnados (para baixo V e para cima A, definidos pelas fhrmulas ( I .3) c E 1.4)) 
juntamente com as operações airm6ticas comspondenies para cada um dos 
arredondamenlns rnonotriniços, Estcs mdondamentos são necesçáries para se ter a 
garantia nos cLilculos. Eles equivalem a operaç6es sobre intervalos de número de rn8quina. 
Os algoritmos de irnplcrnentação dos arredondamentos monot6nico e anti-simetricti [I. 
dos diiis amdondamentos direcinnados e das correspondentes operaçõcs aritmetiear; 
podem ser encontradas em WüL811. 

Sqja M um dos cnnjuntos de números reais (R) ou complexos (C).  de vetores reais 
(VR) ou complexos (VC1. matizes reais (MR) ou complexos (MC), ou ainda de 
intervalos reais (IR) ou complexoç IIC). vetores e matrizes de intervalos reais e 
complexos (VIR. VIC, MIR, MIC). Seja N um su$con.iuunto de M. ou seja. N c M. A 
seguir ser6 feito um resumo das rquerimentos de um scmimorfisrno. 

Antes. cntretanici. serão mdisadas as apcra~õcs aritmeticas t. -, *. I. Essas 
operações para números reais são aproximadas pelas operações em pon to-flu tuante. Se x e 
y são números em ponto-fiutuank. o ponto exato x*y em si. em gemi. nilo penence a 
F(b.n.1.u) uma vez que a mantissa x*y tem 2n dígitos. Por anlilogas razoes. a soma exata 



x+y também em geral niío t' um n h e m  em ponto-flutuante. O resultado de operações em 
ponto-flutuante precisa ser um nilmero em ponto-flutuante. O melhor que se pode fazer é 
arredondar o resultado exato para um filtro ponto-flutuante te tomar a versão arredondada 
como a definição da operação em ponto-tlutuante. 

Se # 6 uma das operações exatas +, -, *, I, seja [#J denotando a operação em 
ponto-flutuante corresprindente. Então a escolha de operação em ponto-fluauan te e 
expiessa pela fórmula matemgtica denominada de Regra GeraL 

As operações em N são definidas pela regra geral (RG). onde: 

para todas operações #. onde [ I:M4N denota um miipeamento monot8nico e anti- 
sim6trico. um m d o n d a m e n i o  de M em N, tendo as seguintes propiiedadcs: 

Em particular, entre o resultado correto (no sentido do número real) e o resultado 
aproximado x[#]y (no sentido do Sdtro dos nSimeros em ponto-flutuante) nenhum outro 
numero em ponto-flutuanie pode ser achado no conjunto. 

Pode-se resumir esta discussão dizendo que arredondarnentos admisslveis geram 
aritrn6tica de ponto-flutuanle com exatidão rngxirna pelo usn da RG. No caso de M ser um 
coqjunto de intervalos, o amdondarnen to [J tem a propriedade adicional (2.5). 

Neste caso I denota a inclusão ç, As propriedades (2.1 ), 12.2). 12.3). (2.4) c nn c a ~  
de con-juntos de intervalos. (2.5). definem um semimorfisrno~ . Todas as operações 
definidas por semimofisrno proporcionam rnhima exatidão no sentido dir que niío existe 
nenhum clernenio do suhconjtlnici entre o resullado correm de uma operação e sua 
aproximação no subconjunto. Atnda mais. no caso de mapeamenra de números reais em 
númems de ponto-çlutuan tc Inúmeros de rnsquina). os dois amdondamentas direcionados 
para baixo (Vx) e para cima (Ax). corno defmidos no capitulo 1. sãn importantes. Ele*; 
gozam das propriedades descritas pelas fórmulas (2.2). (2.3) e por (2.6). 

('da E M ) V a l a l A a  (2.6) 

lSemimorfismo - estrutura afpehrica definida em [Ku187] 



Para estes mdondamentos direcionados, são definidos os operadores 
correspondentes pela regra peral(2.1). 

onde [ ] pode ser o mdondmenso para baixo Vx ou para cima Ax e a operaçSo # pode 
ser soma, subtração. multiplicação ou divisão. 

Os amdondarnentos direcionados para baixo ou para Çima assim como as 
operadores comspondentes são necessários para uma estimativa de wrr} redistica em 
cálculos num6ricos. O amdondamenin direcionado para baixo mapeia todo intervalo entre 
dois núrncrns vizinhos do subconiuntn N em um limite inlenor represenidvel no 
compu tacinr do intervalo. O arredondamento monot0nico direcionado para cima possui a 
propriedade oposta, dando o limiie superior do inrewaio, 

Airavt's de implemenrações de operações para diferentes espaços atravks de 
sernimariismo, foi observado que, em geral, as operações definidas por sernimoriisma 
tornam-se mais 14pidas do que rotinas que implernentam estas operações pela maneira 
usual. 

Foi verificado que todas as operações definidas por sernimorf'mo podem ser 
concreti7ddiis em computadores pelo uso da gcnica modular em temos de linguagem de 
progcarnaqão de aito nível se: um conceilo de operador universal ou u m a  noiação de 
operador estiver disponfvel para lodas operações nesta linguagem de alta nivel e, se as 15 
operações fundamenlais da figura 2.1 para números em ponto-flutuante estivemrn 
disponfveis. 

Arredondamentri o ~ e r a ~ a *  
Ox O+ 0- O Q I  0- 
v, v+ v- V* v /  v- 

Aqui, Q x  indica as operaçoes semimorf'as definidas pclã RG (2.1) usando 
mdondamento monotonica anti-simtlrico, com arredondarnenlo para n6rncrci mais 
prdxirno de rnfiquina. Os slmhcilos Vx e Ax denotam as aperaçoes definidu pela regri 
geral (2.1) c. respectivamente, anedondmento direcionado para baixo e pala cima A 
operação ponto indica produto escalar para cada um dos tipos de amdondarnenio com 
mãxirna exatidão. 

2.1.2 CaracterÉsEicas da Matemática Intervalar 

O uso da aritmetica iritervalas foi desenvolvido iniciaimente por Moorc 
([M0066]). Este ramo da rniitern6ticii veio se desenvolvendo desde entici. A rnatcmatica 
i n ~ r v a l a r  foi pmposla em 1'374 por m i e  Fox. combinando diferentes Areas como: 



aritmktica in tervalar, anAlise intervalar. topologi a Yi tervalar. dgebra intewalar entre 
outras. Ela trata com dados na forma de intervalos num&ricos e surgiu com o objetivo de 
automatizar a anglise de erro cornputacional. trazendo urna nova abordagem que permite 
um controle de erros com limites confiãveis, alem de provas de exisenciã e não exisEncia 
da solução de diversas equaçfies. 

Intervalos podem ser aplicados para representar valores desconhecidos ou para 
representar valores contínuos que podem ser conhecidos ou não. No primeiro sentido 
servem para controlar o erro de arredondamento e para representar dados inexatos. 
aproximaç6es e erros de tmncamento dc procedimentos (çomo consistência 16gica de 
programas. cilterio de parada de processos iterativos e critkrio de parada de metodos de 
contração). No segundo senltido servem. por exemplo. para Lestes de verificago 
cornputacional e para a existência e unicidade de soluções de sistemas niio lineares. A 
condição necess$ria náo 15 verificada manualmenle. mas automaticamente pelo 
com putadar. 

O uso da matemática intervalar iem sofrido çdticas em funçaa de dois problemas 
principais. os guais se msumem em que. muitas ve7.s podem resultar intervrtlos 
pessimistas. ou seeja. demasiadamente grandes. que não possuem muita in formaçiio sobre o 
resultado, gastando-se muito tempo de mdquina Eslas duas ccrílicas são facilmente 
refutadas. uma vez que. com a aritmeiica avançada, os resultados são produzidas com 
m5xlma exatidão. Quanto ao tempo de pmcessamento, depende da rorma çomo foi 
implernentada. Existem v5rias Pormas. tanto via softwatc quanto via hardware. 

2.1.2.1 Aritrndtica iatemalar real 

Uma abordagem detalhada sobre aritmética intervalar pode ser encontrada nos 
livrns textos b8sicos da Ares. como os de: Moore? Kulischy. AlefeId e H~nherger", 
Neurnaiers. ou ainda. o de ClaudinG. Aqui sri ser30 revistos os conceiios bAsicos. 

Um intervalo real. ou simplesmente um interydo i! um coniuntn Icchado e limitado 
de ndrnerc)s reais. Se+i:jam xl e x2 dois nirmeros reais tais que xl 6 menor nu igual a ls2. 
Definimos o intervalo finito X. til qual .ser5 denotado por [xl. x2] ao caniunro descri10 por 
(2.1 ). onde xl C o limite inferior e x2 o l i n i i e  superior do intervalo X. LJrn iniervalo real 
cohre rodos os nbmeros reais entre os dois limites. Algumas vexes estes limites são 
cliarnados de ínfimo e supremo do inlervala. respectivarnentc. 



Desta definição. pode-se ter o caso panicular onde ~15x2. o que produz o 
intervalo degenerado ou intervalo pontual, que na realidade um çon+junto que contem um 
iinico ndmeco real, 

Uma vez definido o intervalo, define-se o universo dos intervalos, onde serd 
desenvolvido toda a teoria dos intervalos, Seia X um intervalo real. chama-se IR o 
conjunto de tados os intervalos reais e 12 anotado por: 

Uma vez que intervalos são con~iuntos, a igualdade. as relações de pertinênçia E , 
subconjunto G. su bcoyjunto próprio c , superconjunio ou contes 2, supercenjunic, 
psbprio 3 e in tersecção n são definidos da forma usual de conjuntos. 

Um intervalo X 6 dito ,ser contido no interior de Y, se y l  xl e x2 < y2. Nestc 
O 

caso escritci X ç Y. sendo IamWm conhecido como relação interna de inclusão. 

Sejam X e Y dois intervalos mis quaisquer. definimos a operação aritmetica # pela 
f6rmula (2.10). 

X # Y  := { x #  y I x E X e y  E Y} E IR. onde#€ { i.-./.*) (2.  1 0) 

Ohserva-se que o resultado é um intervalo e que contém qualquer operação entre 
as elernenios de X e Y. Observa-se ainda que XJY somente estA definido se o Zero não 
pertence a Y. 

Se-iam os intervalos reiais X e Y de forma: X:=[xl, xS], Y:= [y i .  y21. Ternos a! 
operaqões aritrneticas definidas como segue: 

X / Y :=[xl.x~]/[yl.~~J= [x 1 .~21  ]"I 11y2.11yl] (se O E [yl,y2]) (divisão de intervalos) (2.14) 



As tabelas 2.1 e 2.2 são dadas para facilitar a hplementaçno da multiplicação e 
divislío de intervalos. 

Tab 2.1 MuI ti~licaciio de Intervalos 

Tah 2.2 Divisão de Inwrvalos. O c Y 

Estas operaçiies gozam da propriedade de Fechamento no ço~junto dos intervalos, 
como pode ser verificado em [DIV92]. Observa-se, ainda. que as operações de subtraç3o 
c divisici de intervalos não são as operações inversas da adição e multiplicaçãci de 
intervalos. respectivamente. Portanto. não formam uma estrutura do grupo como no caso 
das operações com reais. A falta destas propriedades para as operat;ões de adiqão c 
muliiplicaçãci constituem duas das dife~nças  cntre a aitrnt'tica inrervalar e a aritmética 
real. Outra diferença está na propriedade distrihutiva, ou seja. A(B+C) nos reais igual a 
AB+AC. Na aritmktica internalar ela não (! vãlida. a nao ser em casos especiais, como no 
caso de A ser um valor real. Em geral, tem-se que A(B+C) E AB-tAC, ou seja. 
semidistrihui tiva 

H6, par fim, a propriedade de inclusão monotbnica nas operaçoes intewalares. onde 
para A, E. C e D inrervalos reais e. se A está contido em €3 e se C está contido cm D. 
então A operado cnm C eslarg contido em B operado com D (A*C c B*D). Isio 6 
verificado para as quatro apcrações aritm6tica.s intervalares básicas. 

Serãçi ccinsiderudas agora algumas das propriedades dos intervalos como conjuntos. 
Diz-se que dois inrervalas. definidos num mesmo co+junto ordenado. s8o iguais quando 
seus limiks inferiores c superiores s5o iguais. Define-se a iintersecção de dois intervalos X 
e Y. como o inresvalo resultante do rnkima dos Iimifes inferiores e do rninimo dos lirniies 
superiores. Caso o i-esultado não .ia um intervalo, tS devido A in~erseçção ser va~ia.  ou 
seja eles são dis-jun tos. 

A união de intervalos não disjuntos é definida pelo intervalo resultante do mínimo 
dcis limites inferiores e da mkimci dos limiies supcilo~s.  Detlne-,re ainda. a união 
desconexa ou convexa de dois intervalos X c Y. anotada pcii- X y Y .  da mesma fomo. scl 
que mmbi4m aplicada a intervalos dis,juntos. 



Sgia o intervalo X=[xl , x2]. define-se diâmetro de X. anotado por d(X) ou w{X). 
por: d(X)= w(X) = ~241. Destaca-se que o d ihe tm 6 sempre- maior ou igual a zero. O 
raio de um intervalo, anotada por TCX), 6 definido por r(X):= (x2-xI)J2 

Definem-se o menor e maior vahor absoluto de X. anotados por <X> e 1x1 
rmpectivamenie, o rnfnirnn c o máxima dos valores absaluros dos limites. São 
funções que associam a cada intervalo um vdor real. Matematicamente se tem que 
<X>:=min ( I x l l x ~  X ) e 1x1 = rnax { Ix I I. 1x21 1. A função intenialar valor absoluto 6 definida 
como sendo o intervalo cu.jos extremos são a menor vaior absoluto e a maior valor 
absoluto. 

Define-se o ínklmo do vetor X. como 0 limite inferior do intervalo. O supremo do 
intervalo definido como o limite superior do intervalo. São anotados por: inf(X):=xl e 
sup(X):=x2. Define-se, ainda, a ponto medi0 do intervalo, anotado por m(X) por: 
m(X):=Cx l+x2)/2 ou por mW):=infEX)+(sup(X)-infIX))/2. Dai se tem a re1ac;ão: 

Por fim, anota-se o extremo do intervalo e o inierior do intervalo por Xlim e 
O 

Xinl (OU X 1. A figura 2.2 ilustra os atributos de um intervalo. 

Números Iteais 

Fig 2.2 Atributos de um intervalo X 

Suponha que X conem um número real x. cu-jo vaior exato não 6 conhecido. Para 
se avaliar a qualidade desta inclusão 6 definida dihctro relativo de um intervalo X. 
Anotado por d ~ i  , c dado por d(X)/<X> se O e X  e d(X) caso contr8rio. O di&rnetrci 
relativo 6 um limite superior do erro relativo dc x em relaçiio a um elemento arhitrsriu de 
X. 

A distância q(X,Y) entre dois intervalos X e Y 6 definida como o máximo do valor 
absoluta das diferenças dos exmrnos dos Intervalos. ou seia. max{ 1x1-y 1 I. Ix2-y21]. Ela 6 
sempre não negativa. sendo que s6 ser6 nula se os iniervalos Corem iguais. A frguru 1.3 
ilus~ra a disiancia entre dois intervalos X e Y. 



Fig 2.3 Distância entre dois intervalos X e Y 

Como (R. q )  & um espaço m6trico. os crinceitcrs de convergência e continuidade 
podem ser jntroduzidos da maneira usual. A sequencia ( ~ ( k ) }  de intervalos converge para 
um intervalo se e somente se a q u E n c i a  de seus limites converge para os limiks de X. 
mais precisamente 

Dada uma função f: DcR+R representando uma funçiio elemenlarr de valores 
reais, continua em todos os intervalos fechados do domínio D, A Extensão Intervalar da 
funçSo f(x3 com argumentos internalares dada por (2.17). Desta Soma as funções são 
inclusões monotônicas e. portanto, podem expressar o intervalo resultanle da maioria das 
f u n ç k s  elementares em termos das limites dos argumentos. 

Esta função E. chamada extensão intervalar de f, dwe ser aquela que se af&m o 
rninírno possivel de f{X). O erro obtido n o  cálculo de f(x) a parrir do intervalo X 6 
facilmente obtido através do diâmetro d(FCX)) = y2-y 1. 

Consistindo na cxtenslici das operaçrjes aritmi3ticas, o çdlçuln de expiess0es na 
antnStica inteivalar. junto com um crinjunto de funções sriiridc~rds, h m a  a aritmetica 
inervaiar. 

A aitmbtica intesvalar utiliza um amdondamento especial, chamado 
arredondarnenitci ditecionado. o que significa que os resultados são arredondados para o 
menor e para o maior número de máquina que contem B resultado das nperações. 
obtendo-se com isso um intervalo de máquina com diilmetro minimal. no qual a solução 
se situa. 

Uma distin~ão importante na aritrnetica intewaiar 6 entre a imagem intervalar de 
uma função e a avaliação intervalar da função. A Imagem intervalar de uma função f, 
ceniinua no intervalri X, t! dcfinida como o intervalo limitado pelo minimo da imagem dc 
f(x) e pelo rndximo da imagem de Vx). sendo x um elemento dn intervalo X. 



I(f(X)) := [min /f(x)),  max If(x)]] (para x E X) (2.18) 

A avalia~ão intervalar. ou a extensáo intervaiar de f h função de valores inkrvaiare.~ 
F, é obtida pela substituição de todos os opesandos da função por intervalos contidos no 
domínio da definição de Ç e todas as operações por operações intervalares. Ou seja, dada f 
continua em X, calcula-se a avaliação de f(X) aplicando as operações aritméticas em IR. 
Observa-sc que o resultado depended da forma como as operações f o m  efetuadas. uma 
vez que na aritmética intervdar a propriedade serni-distributiva e veficadri pela inclusão e 
não pela igualdade como na arimetica real. 

A aritmérica intervalar de maquina relacionada com vãrios aspectos práticos e 
te6ricos du ciência da computação que influenciam outros aspectos. como por exemplo: as 
estruturas aigébticsis de espaços numéricos que necessitam computaçfies; resolução de 
problemas algébricos como sisiemas tineara. inversão de matrizes. prohlemas de 
autovaiores com alta exalidso; desenvalvlmenro de uma aritrnetica computaciona1 btima, 
isto 6.  que não existn nenhum número de milquina enue o valor calculado e a resultado 
exato. diferenciação auiornstica e gemq(io dos coeficientes de Tay lor. 

2.1.2.2 Aritmética intervalar estendida 

Inlroduzju-se a aritmtliça intewalar real: com "dicas" de implementação das regm 
nas tabelas 2.1 i: 2.2. Para estas regras, exclui-se a divisão par zeríi. Agora. vai-se 
descrever corno remriver esta restriqãri pela definição de uma espdcit de aritmetica 
intervalar estendida'. É suficiente para este ttahalhn. estender a definição de intervalos. 
Estende-se o sistema nurn6rico real pela soma de dois elementos, dois pontos Ideais: mais 
e menos infinito ~sultando em (2.20). 

Pemi te-se então que o infirno t: ç, supremo de um intervalo real , i a m  estes pontos 
ideais. prrrlan to o con,junto estendido dos inkwalos reais dado por (2.2 1 1. Ou seja, IR* 
é o con-iun~o dos iniervalos reais calculados por rodos ns inlci~aEos, cqjos lirni~cs 
inrcrioms c superiores tcndem ao infiniro. 

IR* =IR u { I--* r] I r E R)w { [l. +-]I1 E RIU (I-. +-I) (2-31 $ 

Na definição da divisão estendida. retira-se o zero dividindo o intcrvnla cm dois. 
então. avalia-se a operação quando os extremos rendem a zero pelo lado negativo e pelo 
lado positivo, resultando na união de intervalos estendidos. Na verdade. o resultado podc 
ser representado por um ou dois intervalos estendidos. Para intervalos flniltos reais. onde o 
zero pertence ao denominador. a divisão estendida 6 dada por (2.22). 



No primeiro caso da definição (2.22) nilo se pode decidir quando XJY com XE X e 
YE Y tende para menos OU mais infinito. Então o resultado 6 todo o eixo real, I--, -1. 
Todos os outros casos são calculades, dividindo em dois intervalos que tendem a zero. No 
ulgoritmo da divisão estendida, essa muitas vezes é seguida por uma intersecção com 
algum intervalo finito. O ~suifado ap6s a interxcção 6 um co~junto vazio. ou um ou dois 
intervalos finitos. Neste sentido, a arirmetica es~cndida d uma ferramenta que pode gerar e 
tratar ternporiarimenre intervalos infinitos. 

É necessArio, ainda, estender a subtração de um real por um intervalo que ienha 
pelo menos um extremo idnito. O real pode ser considerado um intervaio degenerado. 
Esta definição é dada por (2.23). 

2.1.23 Aritmgtica intervalar complexa 

Nesle item. são introduzidos intervalos cemplexosR, isto é, intervalos no plano 
cornplexn. Serão apenas resumidos os t6picas necessários para um entendimenin hhico 
dcstc capitulri da Matem$iiça Inkrvalar. 

Sejam XR. XIIII E IR. Então o conjunto descrito por (2.24) chamado dc 
intervalo ctirnp'Iexo, cinde i reptesenla a unidade imaginãria. O conjunto dos intervalos 
complexos 6 anotado por IC. Um intervalo complexo X 6 dita ser degenerado ou um 
ponio intewalar se tanto a parte real XFC quanto a parte irnaginárla X i m  s;io degenerados. 
Um intervalo complexo pode ser escrito como um par ordenado (XX. X i m )  de interval~s 
reais. Usam-se intewalos retangulares com lados paralelos aos eixos coordenados, mas um 
intervalo earnplexo pode ser mmMm definida como um disco no plano complexo, sendo 
para tanm dado o ponto central (pontn media) e o seu raio. Esta arilrnetica é conhecida 
como aritmética intervataim circular. 

X:= Xir + i X i m  = ( x= xw-kixini / XreE Xrr e Xiin E Xini ) 



Sejam X e Y intervalos complexos. As relaçdes de igualdade ou inclusão interna 
são vtilidas somente se o forem tanto para a parte real quanto para a parte irnagin6ria de 
seus operandos come mosrra a f6rmula (2.25). 

As operaçóes de retiçulados para intetsecç%o e união de dois inkrvalos complexos 
podem ser definidas pela redução dos çomspondenies operadores para as partes reais e 
imagin&rias, como mostra (2.26). 

A figura 2,4 uma ilustmçZío gdfica de uma intersecçIo de intervalos. 

Assim como para intervalos reais, pode s e r  definida a distância em IC e. 15 P'acil de 
verificar que 1C providencia uma disGncia apropriada. a qual e um espaqn mt5trico 
completo. então çoncei tos de convergEncia e can tinuidade iarnMm podem wr tmsfcidos 
p m  c i  espaçri dos intervalos camplexos, 

Sejam X e Y intervalos complexos, de acordo com as regras padrões de iuitmétiça 
complexa, definem -se as operações anime ticas complexas. 

X - Y = ( XIL' - Yrc. $ + i ( Xini - Yini 1 (2.28) 



A definição da aivis80 WY est8 restrita a intervalos em que o zero não pertença a 
Y d  + Yim2- A divisão 14 avaliada usando a funqao intenialar elementar quadrãtica para 
garantir que O é Yd -t. Y , d .  para Y que não conienha o zero. 

Exisie uma diferenqa importante entre as definicoes da% operaçks elementares 
entre intervalos reais e complexos. A imagem continua de um intervalo complexa não e. 
necessariamente, ouico intervalo complexo, As opetaqões definidas pela regra geral 
resultam em um intervalo real. Entretanto. para intervalos complexos o sesultado pode 
não ser um intervalo çomplexci, isto e. pode não ser um retangulo com Iados paralelos aos 
eixos coordenados Para se ter um intervalo complexo, lem-se que tomar o menor 
redngulo que inclua o intervalo com lados paralelos aos eixos. Desta Soma. pode-se 
implementar facilmente as regras para mitrnGtica inkwalar complexa. Melimente, 
perde-se informação pela superestimativa do inlenialo. Este efeito (5 conhecido como 
efeito envolvente I wrayipin~). 

A aiitm6tica de intervalos complexos estendidos pode ser definida aplicando-se as 
definições estendidas na pade real e na parte irnagin8ria. 

2.1.2.4 Vetares e matrizes de Intervalos 

Um vetos intervalar é um v e m  cujos elementos são intervalos. Uma matriz 
Intervalar t2 uma rnatiiz cu+jos elementos s3o intervalos. O co.junto de todos os vctores n- 
dirnensionais de intervalos reais ou complexos são escritos por IRn e ICn, 
sespectivarnentc (definidos por (2.31)). Da mesma maneira. IRmm e ICmm indicam os 
conjunnto das matrizes iniervalares de reais e complexos de ordem nxm (detinida por 
(2.3211. 

X := (Xi) i=], ..., n = (X1. .... XiiST para X E IRn e TCn (2.3 1 1 
C 

r Ali . Airn 1 
A:=(Aij)i=l ,..., n j=f ,..., m = 1 I para AE IRnxm e lCmm (2.32) 

L Anl ... Anm 1 

Um vetor de intervalos reais pode ser interpretado como o conjunto de pontos no 
espaço n-dimensional limitado por um pxdeplpedo com lados paralelos aos eixos 
coordenados (figura 2.5). Por csta m ã o .  algumas vezes é usado o sin6nirno 'kcixar" para 
vetms de intervalos. 



Fig 2.5 Vetor tridimensional de intervalos reais ou caixa 

O 

As relações =, e c são definidas componente a componente, por exemplo a 
O o 

relaqão de inclusão interna é definida come X ç Y B Xi c YP , para todo i e X.Y E IRn. 
por outro Iado a relaçição de suhcon+junto prdprio é dada por X c Y u X ç Y e X *Y. 

O ponto medi0 e o di5meira de um vetor de inkrvalos ou de uma rnairrz de 
f ntewdos também sao definidos componente a componente. nu . i a .  m(X,i=(m(Xi>) e 
d(A)=(d(A)ij) para X E IR" e A E IRmm. 

A noma rnkima 6 estendida para vetores e matrizes de intervalos reais por (2.33) 
e (2.341 respectivamente. E, finalmente, introduzem-se notaçfies de diâmetro relativo 
(2.35) e máximo absoluto (2.36) para estes componentes de vetores de intervalos reais. 

II A 11, = rnaxxl~ijl para A E IRmm 
Kl5il 

1-1 

d, tX) = max d ( X i )  para X E IRn 
IáiSri  

d (X) = max drP, ( XI) para X E IRn 
1Si5it  

(2,361 

Mais detalhes sobre vetores e matrizes de intervalos são dados no capilulrs 4, 
quando da definirão de mk~odos inlervdxes para soluçião de sistemas lineares, ou podem 
ser encontrados em [NEU90. ALE83J. 



2.1.3 Produto escalar exato ou &imo 

Os produtos escalares V-. A- e O., são distinios uns dos outros pelo tipo de 
mndondarnento que os finaliza. Sejam x:= <xl.xS, ..., xn> e y:= <yl,y2,..yn> vetores de 
compiimento n cu,jos elementos perzençem a E. Seja [I E { V, A. O ) .  A defmiçâo 
matem8tiça de cada produto escalar9 6: 

Observe que a m8xima exatidgo 6 garantida pois todas as operaçoes são reaiizadas 
em R e o arredondarnento [I ocorre apenas em uma ocasião, no final da operação, 

Em resumo. e o pradutn escaiai. com exatidão mãxima juntamente com outras 
tt5cnicas de aritmgtica avançada que fornecem a alta exatidão das operaçoes dos espaços. 
Os pi-odutcis escalares m o s m  uma nova capacidade para m8lise nurnkrica com respeite 
ao controle automática do erro. isto e, uma verificqno final e correção das resultados 
calculados. Pode-se dizer que a ar- tmética intervalar traz g m t i a  nos c5iculos. enquanto 
que os três prndutos escalares proporcionam aira exatidão. Amhas camcteristicas são 
desgiAveis e niio podem ser confundidas. 

Os espaços computacionais (de m Aquina) defrnern vArias operações que devem ser 
implemcntadas a fim de servir de supom a aritmetica de alta exatidão. Todas as operações 
devem estar munidas dos três tipos dc amdondamento. As quinze. operações mostradas 
na iigura S. 1 são suticientes para a implemenbção de todos cis espaços computacionais. 

A aritrndtica cornputacional 5 organizada crn tr2s niveis de implemennção. O 
primeiro nivel, cEimsida aritrnetica básica. trata com a atitrnetica computacional elementar 
aumentada pelo produto escalar. 

O segundo nível 6 considerado cnmo aritrn6tica computacional avançada, nele são 
implernentadas as operações dos demais espaços cornputacionais. O terceiro nlvcl trata a 
validaçiio de processos. incluindo a capacidade de linguagens fonte para expressarem 
convenicntemente a avaliaçiçan de expressões como funçT3eç racionais com máxima 
exatidão. 

2.2 Verificação Automática do Resultadci 

O cAculo nurn6ricn com a veritkação de resuIlados é de iundamenlal signiticância 
para rnuilas aplicaçes; por exemplo, para simulação e modelagem matemática. Modelos 
que são frcqiientemen te desenvalvidas por meiodos heurfsticos podem apenas ser 
refinados sistematiçamentc, se os emos cornputacionais puderem ser excluídos 
completamente. 

'Veja em [KULS 1. KUL83, BOH9 la, ADA93.lMACS91 J 
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Na análise clássica do erro cm algoritmos nurnc!ricos, o erro em cada operação em 
ponto-fluiuanie estimado. Na verdade, a possibilidade do resultado estar errado não 6 
nomalmente considerada. Do ponto de vista maternAtico, o problema da correção dos 
i~sultados é de grande import2ncia para garantir a alta velocidade computaciona1 atingida 
atualmente. Isto torna possfvcl ao usuário distinguir entre inexatidão nos cálculos e as 
reais propriedades do modelo. 

Em contraste com a velha computação cientirica, que podia ser caracterizada por 
multiplicações e di v isoa intensivas. contadores e contabilistas insistiam com adições e 
subtrações de longas colunas de niimeros de vãriias magnitudes. Errns nestas adições e 
subtrações calculadas intensivamente não eram iolerados. e viírios métodos de va1idat;ão 
(tal como a contabilidade que era feita duas vezes) eram de.wnvolvidos para assegurar que 
as respostas eslivessem corretas aLt nos centavos. Nri sentido de tornar possivel o 
manuseio de milhões de adições e suhzraçr5es com o rnkimo de exaiidão. t! evidente que 
as capacidades da aritmésica de ponto-fluiuante @m que ser aumcnladas das habilidades 
de um contadar paciente. Dadas as possibilidade% atuais, não há razão para quc isto não 
possa ser feito em um chip simples. 

O compuiador foi inventado para fazer o trabalho complicada para o homem. A 
evidente discrepf ncia entre o poder computaciona1 c o controle dos ems cornputacionais 
suEere tamhern que se coloque o processo de estimativa de erro deniru da computador. 
Este poder eomputacionat tcm tido sucesso em vãricis problemas básicos dc aniílise 
numerica e em muita% apliçaç6es. Para fazer isio. o compurador tem que .=r 
ariimeiicamenie mais poderoso que a comum. Na aritrnetiça de ponlo-fluruan te. a maioda 
dos erros ocorre em acumulação, islo (5, pela execução dc uma sequencia de adiçlies e 
suhtraçfies. Por outro lado. mulliplicaç8es e divistks em ponto-tlutirrintc são operações de 
relativa estabilidade. 

fi evidente que com a produto escalar btirno. todas as aperaçties entre ~Umeros de 
ponto-ilutuanle c. em particular, todas as operações em vetorts ou rnatrizcs com 
componentes reais podem ser realizadas exatamente nu com rn5xixima exaridão. isiri 6. com 
apenas um arredondamemo simples cm cada componcnrc. 

N o  sentido de adaptar o computador para o controle auzrimntico de erros. sua 
arjtrnetica deve seim eslendida com um outro elemento. Tndas as apcraçnes com nomeros 
de ponto-flutuanie, que s30 a adição, a suhtraçaa. a divisãci. a rnulliplicação c o produto 
escalar ótimo de vetores em pon~o-flu tuanle devem ser supridos com os arredondamenios 
direcionados, isto e, medondamentns para o número de rnãquina anterior (para baixo) e 
posterior (para cima), Uma aritmelica internalar para niirnems reais e complexos em 
ponto-tlu~uante. como também para vezrires e matrizes com componentes reais e 
complexos em ponto-tlutuzinle pode ser construída com estas riperaçõcs. Um intervalo t5 
representado nn computador por um par de nSimeros em pnnto-ilutuank. Isto descreve a 
continuidade dos números reais que estã limitada por estes dois números em ponto- 
flutitsintt.. As operaçnes sobre dois intervalos no computador resulram de operaçdes sobre 



dois extremos dos opesandos intervalares. Assim. o cálculo do extremo inferior do 
resultado intervalar k arredondadn para baixo, e a cáiculci do extremo superior t 
arredondado para cimli. O ivsullado cermmen tc contém todos os rcsul tados da operiiçfio 
aplicandn individualmente os elemcnros do primeirn e do  segundn operando inkervdar. 

Uma grande vantagem da verificação auromdrica de resultados e que o prfipria 
computador pode rapidarnenw estabelecer se o cAculo realizado 6 ou não correto e útil. 
Nesrc caso. o programa pode escolher um algoritmo alternativo ou repetir o processo 
usando uma mainr precisão. 

Tecnicas similares de verificaçilo automitica de resultados podem serh aplicadas 
para muitas outras Aix;rsm de prirohlcrnas alprlhricos. lal como a solução de sislernas não 
lineares de equtiçr'ies. o ç;ilculo de raizes, a obtenção de autovalores e de autovctorcs dc 
matrizes. problemas de otimização, etc. Em pa~cuiar. ã validade e a alta exatidão da 
avaliaçiio de exprcssr5es aritméticas e de funções no compurador estíí incluida. Estas 
rotinas tam bem funcionam para problemas com dadns intervalms. 

2.2.1 Princípios da verificação numerica 

As tgcnicas mencionadas aqui para o cálculo numerico com verificação au tornfitica 
de resultado utiljxam n produto escalar 6timo e a aritmetica intervalar como ferramenus 
esscnçiais. alem da aritrnktica de ponio-llutuan te simplcs. A ari tmetica in tervalar pemi te ci 

cAlcu3o de cxtrcrnos seguros para as soluçdes de um problema. Ohlérn-se alta cxabidão por 
meio do produtci escdar litimo. A r;arnhinaçio de amhos as instrumentris i-. realmente um 
grande uvunqo na sinAlisc numerica. Um a aplicavão iogEnua da ari trni5tica in tewalar 
ç e r m e n t e  I c v d  a extremos confi Aveis. Enrretanio. estes podem ser tão grandes que c l ~  
são realrnenir: inúteis, Esie efeito era observado hd vinlc anos atrás por muitos anslism 
numdricos. que frqucntemenk criavam rejeições a esta fcmamenlu útil. nzcesshiri e 
innccn tc. 

Um metodo para ccinurile do erro, gen6rico c basrantc simples foi prnposto por 
Kulisch. cm PKUi,Xl]. O mttodo tem corno idtia central equipar o computador com 
recursos que pnssihilirem o controle e a vulidaqão do prcicesso ccirnputlicional. Os 
requisírox Msicos slio: 

a)  Iniplcrneniaq2o das opcraçiies dii adição. subtração. niultiplicaç3ri c ciiviisão sobre 
os n6metos eni ponto-flutuanle com exatidão máxima; 

ti) Implemcnkaç%r, dc pmdutçi escalar de dois vetores com exatidão mltxinia: 

L) 1mplernentat;ãri das oyieraçkc aitmtticas hgsicas e do produiii escalar no espaça 
dos inlcrvalcis e do'; vetar= de ini~rvalcx com a nielhor exatidão psslvcl. 



A partir destas ferramentas, torna-se possivel a ulilizaçiio de iknicas intenrala~es de 
coiyeção residual. as quais Gm coma caiacteristica bãsica permitir a ~cuperaç5o da 
informaqão pcrdida no arredondamenlo. garantindo que as computações ~ j m  realizadas 
com exatidão máxima. 

A combinação desta rgcnica com a keoria dci ponio-íixn resuIta no metodo de 
verificação aulomdtica. Neste casa a verificação da exislencia e unicidade da soluç3o de 
problemas alg6hricos tradicionais, como por exernph inversão de matrizes e solução de 
sistemas de equações lineares pode scr realizada pelo prfiprio computador. 

Validação deriva da cxnddáo mSríma com pãrímiia para cornpulações cientfficas. 
Vaiidaçao dc compumções para urna grandc classe de problemas numCriccis torna-se 
possfvel pela aritrnkrica computaciona1 avangada. Exatidão máxima obtida em hnção do 
produto exalar com um processo numerico cspecial chamadn correçãci dcfeiluosu. 
Garaniia e limites de erro são obtidos por ecnicas intervalams. Estc processo todo 
estahili~a certos algoritmos numéricos. os quais avaliam expressões racionais como a 
operação ari tmdtica de adição. 

Mui~os algori~rnos de verificaqão numerica silo baseados nos teoremas de ponto- 
fixo com respeito a conjuntos inrewala~s. Um dos mais conhecidos e u t i l i ~ ~ d o  6 1.1 

Teorem ri de Brou wer. 

Teorema de Ponto-Fixa de Brouwer1 k Sendo f: R" + Rn um mapeamen tci conifnuo 
e X c R n  um conjun~o fechado. convexli e limitado. Se fFX)@. então f tem no rninirnn um 

ponto-lixril+' em X . 

Fig. 2.6 - Teorema de Ponto-Fixo de Brouwer. 

Scia X E IRn um v e m  intervalar de rnnquina. Como urna caixii no espaço n- 
dimensiond. X satisfrir, as condiçfics do teorcmli de ponto-fixo dc Brouwer. Suponha quc 
se possa enconrras urna caixa com f (X) c X. Enrtlo, X contdm pclo menos um ponto-fixo 
X* dc f .  As supcisiqries anteriores valem se f for suhsiituldci pela avaliaqão in tervalar de 
pon to-fixo f,. pois f ,  ( X) ç X implica f ( X )  c X . desde que f ,  (X) 6 um superconjuntd 3 

dc f (X). 

' ' 1 ADAW] 
.r e di i i~  um pinici i l x i i  dc J'. quantlri . r = j ( ~ ) .  

1 3ciiii t&n 



Teorema de Ponto-Fixo de Brouwer Modificado: Sendo f :Rn+Rn um rnapearnenro 
con~fnuo e X ç R n  um conjunto fechado. convexo e limitado. Se f(X)Cx. então f tem um 

dnico ponto-fixo x' em X . 

Fig.2.7- Teorema de IbntrrFixo de Drouwer Mdiiicado. 
Ohserve que f ( X )  rstU no interior de X sem iwar a f~ i i i te i ra  de X. 

Nole que esses dois teoremas são muito parecidos e de Tkil aplicaçãn em 
algoritmos. pois s6 trabalham com os extremos d o  intervalo. 

Urna das aplicações do Teorema de Brouwer 6 no projeto de alporitrnns com 
vctiiicãc;ão dos sesul tados. Primeiro. deve-se achar uma fhmula de ileraçãn de pon to-fixa 

f CxS = x equivalente ao problema original c.  toma-se f ,  como uma extensão de rnãquina 
da fõmula de itei-ação interviilar dc um mistodo numérico (Newkon. Gauss-Seidel, etc). 
hicializa-se o algoritmo com aigurna aproximaqão da solução x"': cnt8o. se para alguma 
iteraqáo, com k20. Sos encontrado x'""'~x'". fica assim provadri quc n problema 
original tem no mínimo uma solução x' contida em x ' ~ ' .  

Unindo a aritmética inkrvalrir aos leorernas, têm-se os Metodos de InclusZo. Com 
ri otijciivo de garan~ii- a existzncia ~ I I U  a unicidade da solução de um alpofitmo, pridern-se 
distinguir dois ~ipos de rntrcidris de inclus%o: ri pt.inl-i e n pnn~r~r;ioini, com relacão a 
aprriximar;ãri inicial. 

Para o Método n pnon. a ayiroxirnaçãci inicial jS. inclui o ponto-fixo prncurado. 
Nestc caso. a fOmula de iterrição (2.38) deve scr rncidiiicstda por uma r'6rmulu dt: 
intcrsecções sucessivas (2.39). onde X'"E IRn 6 um vetor intervdar de rn8quina na k- 

dsirna iteraçãn e f ,  uma extensão dc milquina da lljrmula de itcrac;ãn intewalar. 

O rilgoijtrno & parado sc ncorrcrcm duas iterqães sucessivas de rnesmri valor Iirr 
se um n6mern máximri de itcrações for excedido. Ve-ia na figura 1.8. onde h5 duas 
itciaçfics sucessivas. As partes quc estão pontilhadas sãn eIirninadas pelo algohtrno. 
ticando somente a caixa mAs cscura. que contém n ponto-fixo x ' .  Coma LC mostrado no 
segundo grhtjco. usandn uma viuiaçiri. do rni'todo (1 prini'i, com intersecção a iterdfão 
X'I'I" . e  diminuída, garan lindo assim urna maior velocidade de convergência do algoriimo. 
comparado ari metodo sem intersecção dri primeiro gr6flcn. 





A figura 2. IO mostra os efeitos do rnt'tedc, a posreri~rl com inflação E. 

x* 
Fig.2.1 II - Metodo de Inclusao n posteriori com inflação E. 

Mi'tridos que usam os Leriremas de ponto-fixo podem ser rnodlficados para prnvar 
a unicidade de um ponto-!lixo. com o icorenia de Brouwcr modificado. Para rantci. usa-se 
a ffirmulu (2.39) com crilh-in de para.da. 

o 
X(L+l I 

E; x". '. para k= 0, 1.2 ,... (2.41) 

Fig.2.1 1 - Critl.rio de parada pari provar a unicidade de uma soluçãci, 

O 
Ni i ter;ir;ão x'"" existe apenas uma Única sciluqão. pois. x'"'" E x'"'" (,ciig~io 

de parada). 

2,2,2 A plicaçks da verificação automática 

Soluções çonfi8veis têm sido computadas para um certo nilmem de problemas de 
engenharia e da computação cientlficã. atravtos de rolina.5 que alem de msrilvcr o problema 
verilicam aukomaiicrimente o resu1tadc.i airavts de tipos de dados hdsicos du andisc 
numerica e do suporte para verificação autnm8rica fornecido pelas linguagens de 
programação Pascal-XSC. ACRITH-XSC e C-XSC. Muitos dcstcs prcitilernas quando 



sescilvidos por metodos pontuais cliissicas não produzem soluçãn aceitável. GAMM 
(Gssellschaft .flir Ange wandre Mrirhemrrrik iiild Mechanik) e M A C S  (Inrernatinnrrl 
Assnciurinn for Morhematics anrl Complrr~r,~ in Sit~mlatinn ) Em realizado sim pdsios no 
tema de "Comput~r. Arirhmeiic und Sci~nrift fic Ctiinp~ittrfiaii wiili Aiitnmntic Renllt 

V~~.ificarion " (ari tme tica com pulaciona1 e compulaçãl~ científica com verificação 
auiorn8tica de  sul tados) rcgularmenw desde 1980. Muitos eventos sobre estc assunto 
e m  acontecido. As aplicações pertencem a vgilos çampns cienitificoç. Como ilustiação são 
mencionados os seguintes exemplos: turbinas de alta velocidade, cálculos de filtros, fluxo 
de plasma em um canal retangular, vibraçiíes no equipamento de um autam6veE. 
supecconduLividade de aita temperatura, infiltração de poluição crn um meio líquido, 
soluçbes pe~ilidicas em qulmica. modelagem gcomCtriça. dimensionmento de esgotos. 
quadratiira verificada em engenharia de transporte qufrnieo, diacionamento de pilhas 1150- 
lineares, rejeição de certas soluções 'kafiticas" no problema tn-dimensional de mecânica 
cele~tial. desenvdvimenio de snluç&s da equaqão de Schrlldinger em funções de onda. 
cdlçulo dc fluxos rnagnctohidrridin3rnicris para grandes números de Hartmann, 
propi-iedades clLicaq dc ct5lulris de cristal líquido. sirnulaqio de diodns .~micondurcircs. 
otimízação de circuiios VLSI. oscilaçfics rotacicinais. metodos geornfitricos pnru sistemas 
CAD, ITalul-a de viga central e roh6tiça. 

De acordo com a Teoria Clássica Ido Controle. faz-se uso de um sistema linear de 
quaqões diferenciais ordinárias do tipo y8=Ay . onde A representa uma matriz constante. 
Em uma simulação sedislica matemdtica, intervalos devem ser usados para representar ns 
elementos constan tcs dc A. Nas aplicações. dese-ja-se obter resultados com esllihilidade 
assintc5ticn de yt=Ay e o correspondente grau dc esrahilidade. Para este prop6sirti. quatro 
mt?todos .wrnelhanlcs podem scr de.wnvolvidos de modo que a matriz dc intervalos 
representada por A scia dirctãmentc traudu. Conscqilenkmen [c. nãa h~ necessidade dc 
uma utjlização das características polinomiais e suas raizes. i.e.. das quantidades yuc. 
deveriam ser com puradas previameme para uma analise de essahilidadc. Um exemplo 
clAssico 6 ri controle de um bnihus urbano eletrn-mecânico, por causa de sua valedade dc 
estados opcraçionais. 

A verificação automdtica do resultadci tamwm pode ser usada na investigação 
num6Rca do 1 1 ~ x 0  magnelohidrndin2mico em um duto relangular c na anAlisc de èrrn do 
cálculo tradicional da solução derivaida. Vãlorcç arbitrários dos parãrnetrrrs de Iluxo são 
introduzidos, elw são os númcrns dc Hartmann e a Iaxa de condução da parede. O 
pmhlema típico de prturh~çãci solucionado e analisadci por meio d e  arirmSiicu intcrvalar 
c- vcri ticaqãn dc m6tridos de inclusão ( E-Merhods ). suportados pela linguagetn de 
programação para cornpuhçãii cientltica. como as exlensões XSC. Aiem dissi). a mdiise 
de erro d» chlculn uadicional. como utilizado para fluxo. nosua que rxislc uma falta de 
conliahilidadc dos resultados numdricos publicados dcsle problema físico. c isto ale' 
mesmo para tis números de Hwtmann M c 1MH. Esrcs rc=sulmdos indicam que a 
con liahiljdadr numérica dtis renul tadcis devcriam no mínimo scr verificadas por algum 
cfilculo, pelo emprego de um controle dc crras iitravt5s do usa de urna aritrnkriça exala de 
pon to-llu tuante e mfitodris de inclusão. 



2.3 Linguagens para Computação Cientifica 

Linguagens de prngramagão trddicionais cnma Algol, Forttsin. PascaI, M6dula e C 
usam apenxq dois tipos de dados numisriços clemenmres e dispõcrn somenlc de operaçries 
assriciadas a estcs tipos de dados. Estes lipos de dados elerncntiuts sáo os inteiros e os 
reais. Mesmo quando çiperaçõcs com números complexos estãri disponfveis. ela! são 
baseadas nas operações sobre reais. Todas as operações sobre intervalos devem sei 
deiinidas e irnplernentadas pelo usuário na fama de subrotinas. O uso desras operações 
por unidades numericas mais elaboradas como vetores, matrizes, niimeros complexos, 
vetores e rna~.trizes de complexos e inmalos sobre todos estes con-junto uma ~ r e f a  
complicada em si mesma Cada ocoirCncia de uma operaçiio em um algoritmo ocasiona 
uma chamada de rotina. complicada c dispendiosa em termos de consumo de tempo, o que 
k noíacionalmentc incrinvenientc. 

Acima dc tudo, csic metodo dc definir opcraqões avunqadas esrahelece a defrniqãti 
vertical de uritrnkiica com putacional. A fim de tornar mais claro, serio consideradas duas 
rnairi~xs reais a=(aii) e h=(hi+i). Em todas as linguagens 'tradicionais. a rnulGplicaqiio de a 
com h d programada usando rres ninhos de I o o ~ ~ F .  como i lus trad~ por 12.42). Istri rnostrd 
que a multipliçaçãri dc matrizes (I reduzida a opcraçõci; reais pela Iòrmn da deliniçãri 
VCCL~CIII. 

For i= 1 i t i  n do 
Frir j= 1 i(i n do 

For k= 1 Io n dti 
s= s+ a[i.kJ * hlk,ij: 

Uma t o m a  simples de se eliminar a dciiniçio vertical da opcr;içoes é permitir a 
noiuqiio dc opcradrires para as opcraçõcs deiinidas pelo semimorlisma. Linguagens 
tradicionais admitcm tal notação di: operadores sornentc para tipos inrcirns c rcais. 
Aigumas ainda permitem para complexos. O sinal aprxionaf nas expicssões dcslcs tipos 
sãci escritos conr os sfmbcilos miircmdtiços usuais. ou seja. +, -, *. I. Desta l i i rna sc 
introduz, tam bt'rn. n scibrccargli dc nomcs dc opcradrims. IUnções c rotinas. Com isio sc 
heilisa a 1citurt-i dc programas c il prhpriu propramriçuo. 

Portuntri. a única maneira razoAve1 e sensfvcl de sc e v i r ~ r  esta diiiculdadc consiis~t: 
na extensão desta linguagens. de modci quc as usuais símbolos rnalemAticris para o 
comspondenie iipo de dado pre-detinido sqiri. hrnecido para todas as cipcraçdcs cnm 
espaços veioriais reais c complexos e cis correspondentes espaços iniervalar-es. Se A, B, C 
sãci variiívtis que representam rntitrkxs reais, cnlão a mnltiplicãçiíri rnsitricial dentitsida 
simplesmente por C := A * B. Aqui. si sinal de operação * chama u nlvel de rniíquina uma 
operaqãn elernenrar possivcllmen~c rcaliírada nn hnr~l~t~orc, q uc calcula cada ctirnpcincnlr! do 
p n ~ d u ~ n  mairicial com a mirxirna exatidão. Esta "nritação dc ciperador'bui~plilica 
çnnsidcravelmenic a pmgrdmat;Uli para praticamenic todas as opcraçfies a131rneticas 



simples. Os programas tornam-se mais ficeis de ler, de tesiar e são assim essencialrnentc 
mais conli8veis. Entretan te, acima de tudo, ris operações são de máxima exatidão. 

Ai&m de um grande n6rncro de tipos de dados aritm6iieos prd-definidos e as 
correspondentes operaçòes com máxima cxatid3o. as 2inguapens-XSC inducrn entre 
aulros os scguintcs conceitos de linpuageizz, que não esttivam presentes nas vers7ies 
bkiciis dcstris linguagens. Um conceito de mlidulo. um conceito de operadoi., funqrieç e 
operadores cnm ti pc~s dc resulrados gerais, sobrecarga de Funções, procedimenros, e 
operadores. sohicçarga do operador de ~arei'a coma iamh6m warl e ~ i r i r r ,  nri,v,s 
dinfimlcos. acesso a arb(rt-r~~~s.  controle do arredondamen to pelo usuiirio e avaliação exala 
de expl~ssõey;. Por exemplo, estes conceitos de linguagem. miidulos e operadores para 
arim6tica complexa. aritmetica vetorial e rnatricial. aiitmkLiça racional. aiítrn&tica de dupla 
ou múltipla precisão. ou ainda ariimzStica intervalar podem ser desenvolvidos nestas 
linguagens. Expressões aritmdticas e algoritmos com esles tipos de dados podem sei- 
anotadas em notação rnaternsitica comum. Isto simpliiica muito a programação. 

2.3.1.5 Notação matemática das expressões 

As Einguzlpcns XSC têm a si incorporadas, o çancei to de operador univeisal e tipo 
dc esuliado arbitrãria. obtendo-sc desra forna urna programação mais i'ácil por 
possibilitar quc o programador detina func;ões e operaçdeç com tipo dc resultado 
arhi idiirs. 

Elas permitem. tarnbt5-n. a snhrecargã de ideniiticadcires de rotinas. íunçks e dc 
operadores. Sobrecarga dc funções c miinas sso dislinguid~s pela número, ordem c tipo 
dc seus parâmctros. O tipo de resultado não 15 usado para a s a  distinqão. uma vez que, t i  

pi'liprio programa identiliçri n tipo de dado resultante. gcralrnentc o maior iipo de dadri 
envolvido na operaqão. 

2,3.1,2 Facilidades de Programação 

Novas carac~crísticas de pragramaqão foram introduzidas nas linguagens XSC com 
o intui~ci dc as tornar mais fiíceis dc serem utilizadas em computaçfies técnicas c 
cienrificas. com a introdução dos tipos de dados ahstratc~s da an8lisc num6iica. Consiste 
em introduzir os espaços num6ricos como dos complexos, dos intervalos, dos inúlnralas 
complexos c dos correpondenics lipos de vetores e matrizes. Para ilusuh-los, a figura 2. I 2 
contCm as deiiniçoc3s destes tipos dc dados em Pascal. 

C1 conceiiri de mAdulo permite a!i programador separar grandes programas em 
m6dulris, desenvolvE-10s e carnpilií-los scparadamenie. 9 controlc da sintaxe e da 
sernintica pode scr ciirscgado t'cira dos Iimires do rn6dulci; pcnniic mmMm a ciiação de 



novos tipos de dados, a definição das operações e funçiks que os manipulam tudo dentro 
de um mddulo. 

TYPTS dimtype = l ..dim; 
cnmplex = recnrd re,im: real: 
intcrwl = tecord inf.sup: real: 
cinterva1 = record ire.iirn: inierval; 
nieclor = array [dimtype] of real: 
matnx = m a y  [dimtypl af wector; 
cvcctor = m y  (dimty pel af cornplex: 
cmamx = array [dimiyv] til cvector. 
ivccior = array [dicntypel oT iniervai: 
imalrix = arr:iy Idimiype] of ivccl«r. 
civecror = m a y  [diintyp] oÉcii11erv:d: 
cimatrix = m y  Edimryyic j ai' civecior: 

END: 
Fig. S. 12 Tipos de dados disponíveis em Pascal-XSC 

Na que diz respeito ao tratamento de arrqls. não s6 foi introduzido o conceito de 
ntmi-:r din Amicos, que possibilita ao programador irnplementar algaritmos 
independenternentt: do tamanho dos nr-a usados mas rarnMrn o acesso si stifiorrqtr. 
como açmsar diretamente 5i linha ou coluna de uma matriz. 

O conceito di: srrjng e introduzido nas linguagens para manusear strirígs de 
caractcms dc ilamanhn vilribvel. 

2.3.1-3 Suporte para métodos numéricos com verificação automática do resultado 

Para ris linguagens XSC. o conjunto de operadores para números reais estendido 
pelos operadores com arredondamento direcionado e > com os sim bolos das operações 

+.-,*.I}. Então, os simbolas conjupados denolarn as operações carn aitedondarneniti 
direcionado para cima c para baixo. 

Elas ~arnMm tcin a si incorpciradas a riritrnfi~ica de mkxima exalidão c ii u~i~rnt-tica 
inlesvalur. ccilni B que pnssívttl dcsenvolvcim dgorilmos. baseados em inelusfies 
monotfinicas. os quais possibilitam a concretização dos métodos numfiricos cem 
veriticação aurom Atica do resultado. 

2.3.1.4 Alta exatidão 

As roiinas proporcionam soluçfies com alia exaridãri. a qual niio pode ser ohrida 
por méiodos convencionais, Esta alia exatidão significa quc a lriler2ncia da soluqão exaiu 
do prnblema oh~ida diferindo somenre no Bllirno dlgitn da rnantissa. 

A implementqiíci de inclusao de algrirltmos com alta cxatidãa requer a avaliaçãcj 
exala do prriduto escalar. Para csté pmpfisitri, o novo tipo de dados dorpi~ecisiori t(ii 



introduzido representando um formato de ponto-fixo abrangendo rodo o intervalo do 
produto de ponto-ílu~uanie. 

2.3.2 Disponibilidade 

Já na metade dos anos sessenta, uma extensão em ALGOL foi irnplemeniada. Ela 
possufaq além dos tipos integer. e real, um tipo para intervalos reais com seus 
eomspc}ndenies operadores aritm&icos e relacionais. Esta linguagem serviu de suporte 
para o ALGOL-68. Exceto pela aritmetica necessária, o ALGOL-68 tinha todos os 
conceitos de lin~uagens necess5.iios para a Unplementa$ão de algori tmos numericos com 
verificação siu torna~ica de resulradas. Infelizmente. o ALGOL-68 não vingou. talvez por 
causa dos computadores ainda não serem suficientemente poderosos. Linguagens 
subseqüentes que prripercionavam capacidades de linguagem similares são Ada, C++ e 
FORTR AN-90. 

Existiram a l g u m a  tentativas de linguagens, sistemas de softwarc c pacotes nos 
quais a aritmetiça inrei-valar foi irnplementada. Em máquinas da IBM foram desenvolvidos 
E) sistema TRIPLEX-ALGOL-60, (i pacoic ACRITH e as cxlensões PASCAGSC e 
FORTRAN-SC. Existe ainda o paçore ARITHMOS quc hi debwnvolvido para 
compuiadorcs da SIEMENS, 

Atualmente, cxiskm pelo menos três desenvolvimentos de linguagens e de seus 
çorwsponden tes compiladores que contêm todos os conceitcis de programação e de 
aritmktica para rotinas nurn6ncas de programação com veriíiçaçãci autornfirica de 
ivsuf tado. Tais linguagens são ACRITH-XSÇ. %scal-XSC e C-XSC. O ACRITH-XSC 1.5 
uma extensão da tão usada linguagem FORTRAN-77. junto com um grande número dc 
rotinas de solugão de prohEcrnas com verificação automStica de resuItados. O Pascal-XSC 
e ç, C-XSC são, respectivamente. extensões do Pascal e do C. que são Ijnguagens dc 
programação utéis e largamente distributdas. Os compiladores para 13 Pascal-XSC e C- 
XSC podem seim usados cm um grande núrnern de rniiqulnas de vãiios Sahricantes. 

2.3.2.1 Pascal XSC 

O Pa~cr i l -XSC~~  é, uma cxtcnsão da linguagem Pascal para compuLac;ão cicntíiica. 
Seu nome vem do ingl2s, PASCAL eXwnsion hr Scientiiic Computaiion, O Pascal-XSC 
contbm as seguinks caracterlsticfis baseadas no Pascal padrão. conçeitci dc npecador 
univenal. funções e operadores com tipo de resultado arbitrdrio. sobrecarga dc rotinas. 
f'unçl'ies e opei'adorcs. sobrecarpa de atrihuiçiío de operadores, sobrecarga de rotinas de 
?/O - rotinas read t) wrire, çrinceito dc mridulo. r r r w  dinhicos. acesso a ,i.irlmri~nw. 
conceil~i dc string. arredondamenlo con tiholadci, prndu~o escalar btim o (exato), tipo 
padrão rlnprecisin~t (um frirmiilo de pon to-lixo abrangendo lado o iniervalo dn produzo 
de ponto-fluruantel, tipos ailmt2ticos adicionais, ariunetica de alra exatidão para todos ns 
tipos, tùnçoes de a1 ta exatidiie. avaliação exala de expressiks I# - ~~xpi.r.vsiorr~s 1, 



O Pascal-XSC possui antrnedca intervidar. aiitrnetica complexa. aritmitica 
intervalar complexa e as correspcindenrcs arirmtricas dc v e m  e matriz. 

Mbdulos de aplicação foram implemeniados em Pasisclil-XSC para a resoluçao de 
problemas num6ricriç, tais como: sistemas de equações lineares. inversão dc matriz, 
sisernas de equações não lineares. autnvalores e autovetores, avaliação de expmss6m 
aritrn&ticas. avaliação de polinõrnio'; e de lesos polinorniais. equações inlegiais. prob1emas 
de oti rnizaçiio, entre outros. 

O Pãscal-XSC possui algumzs vantagens: portabilidade do cbdign, produz o 
mesmo resuIlado em qualquer platal'oma. tem disponfvel a rnatemhtica inksvalar c 
possibili ia o desenvolvimento dc algoritmos com veri ficaçiio autom$tica de resultados. 

O Pascal-XSC portável em varias plaiafonas, estando disponfvel para 
çomp~itadeies pessoais (PÇ's), estações de rrahalho do úpn Sun e HP. mainl'ramcs c 
supercompuladores. Essa portahiIidade garantida pelo uso de um compilador que traduz 
para n linguagem ANSE-C. Como um dos principais objetivos do sistema a 
pnrtrihilidade. o mesmo teve que providenciar irum fkil  ltsansfer2ncia do compilador e do 
sistema de execuçao; leve que permitir a nccessiria reconfigusaçao do compiIador para 
cada novo computador; permitiu a portabilidade do cõdigo gerado atravb da crimpiIaqão 
cmzada; e providenciou a cnnsisfincia dos resullados para todas as plataformas. 

A produçzo de resultados idtnlicos em rodas as plalaformas deve-se ao Pascal- 
XSC proporcionar orna complem simulação da aritm&ica de ponto-i1 ri tuan ri: definida pelo 
padrão binkio IEEE-754 ([DTV94]). 

O Pascal-XSC 6 uma linguagem de programação dt: prripósitci geral que 
proporciona condições especiais & irnplementaç3ci dc alporitrnos nurnkricos sol7 slicados, 
que verificam rnatcrnaticarnente as rcsuftados. Pelo uso dos mbdulos matemblicas. ns 
algori tmcis niimc'ricris que pmvidcnçiarn alia exatidão c vcrifiçaçãn au tornãrica dc 
resultados pndem scr facilmente programados. alem disso. o projeto dc programas para as 
Engenharias e para a Crimputação Cienki1iç.a 6 sirnplilicado. praças 3. esliutura modular 
dos programas. A possibilidade de definição de operadores. b sobrecarga de fi~nt;fics. 
rotinas e operadores. hs Sunçücs e Operadorhes com tipos arbiuãsios de dados e aos rfrrrlvs 
dinimictis. Os mbdulos avançados são descritos no capítulo 6. 

Os programas esciitçis nesta linguapm são de f5cil leitura e existe ainda umsi 
grande quan tidadc de problemas num6ricos que podem ser resnlvidos pelas bi hliotecas de 
rotinas com vrri fiçayãn au tarnáticã de i-esultades. 

A descrição da linguagem parli ri Pascal-XSC tem sjdo publicada pela Spiingeim 
Veslag em alemio, iusso c inglEs. 



2.3.2.2 C XSC 

A linguagem de progrmação C padrão tem muilos ponlris falhos causando 
dificuldades para sua utilização na pragramação de algoritmos nurnericos. Ela nãn 
providencia ris estruluras de dados hãsicas como vetares e matrizes e. não i~riliza a 
verificação do in~ervalo dos índices de crrruvs. isto pode ~ ~ s u l t a r  em erros, os quais são de 
dificil localização em a1algoritmos numkricos. Ainda mais, o t r a t m e n l o  de ponteiros e a 
perda da s.ohrBecarga de operadores em C dilicultam a capacidade de escrita e 
compreensão de programas. ocasionando que o desenvnlvimenio de programas seia uma 
rarefa mais dura do que deveria ser. Em C. tambern n5o existe controle da exatidão e dos 
arredondarnentos direcionados em operações aritmelicas. 

A linguagem dc pro~rarna@o C++, uma extensão do C orientada a ob.jeios, 
tornou-se popular nos iíltimos anos. Ela não providencia melhorcs Sacilidtidcs para cii; 
prnblernris, mas seu novo conceito de cstm [usa abstrada de dados (classes) e o concci to rlc 
sobrecarga de operadorcs e funçcies criaram a posçihilidade de criar ferramentas 
cornputacionãis que eliminam as desvantagens mencionada$ na linguagem C. Isto 
possibilita a usuhrios de C e de C++ escrever algoritmos nurn6riçns com resultados 
canliáveis em um arn biente de programaçFm confortbvel. 

Os aspectos da orientação a ohjetos da linguagem C* pinvidenciam ainda 
çardciz~.tslicas priderosas da linguagem, reduzindo o es tòrçr~ de progrurnaçãci c a herança 
da facilidade de escritalleitura e da confiahilidade dos programas. 

O C-XSCIV uma extensão do C. O compilador para o C-XSC. assim como o dri 
Pascal-XSC. pode ser usado cm um ~ m n d e  nirimerci de rn8qiliinas de vários fabricantes. 
Uma dexriçãti da li nguagern C-XSC. em ingles, foi publicada pcla Springer Verlag. 

Com esla estnitura ahçvara de dados, com operadorcs c funções pr&-dclinidas o 
am hiente de pimnprarnac;aci da linguapem C-XSC providencia uma in tcrface en trc a 
camputriqão científica L. as linguagens de pragmmação C e C++. C-XSÇ suporta o 
desenvolvimento de algnrilmcis com inclusão nulorn8tica da solução para dado pi'oblzrna 
maternlitiço em lirniks verificados. Tais algorirmos rcsuliam em aproximur;òes 
maternáliciis precisas da soluçiio exata. 

Entre as caracteristicas mais importantes do C-XSC esmo: ariun&ica reaI, 
com plexli. in terval ai. e in ttrvalar complexa com propriedades rn atemãziclis definidas: 
vetorès e matriws dinhmicas; suharsays dc vetores e matrizes: tipo de dado dotprecision; 
operadorcs aimiiticns pre-delinidris com alta exatidão; íunçfies padrcles com aItu 
exatidão; arilrnhtica d i n h i c a  dc multiprccisão c tùnçocs padrões: controle de 
arrednndamentu parsi rcitin~s dc entrada e salda; controle do crro c uma bjhljotclm de 
ivtinas para soluc;ão de problemas com vcrificaqào itutorndtica de resultados. 



Em contraste com C e C++. todos os operadores aritmeticos pck-definidos, mesmo 
as operdqbes com vetores e matrizes, proporcionam resultados corretos com até. a última 
casa em C-XSC. Não h$ necessidade de se aprender as muitas das novas características do 
C++ para se ser capuz de se utllimr o ambienle de programação do C-XSC para 
aplicações numeriças. O conhecimento da linguagem C é suficiente para se trabalhar com 
c-XSC. 

Programas C-XSC sempre produzem resultados nurn&icos compatfveis mesmo em 
diferentes computadores e com diferefites compiladores C++. f sto significa que C-XSC 
proporciona leiramentas para conseguir resultados numericos totalmente compaliveis no  
sentido da matemática intervalar. 

2.3.2.3 Linguagens do tipo Fortran 

ACEIITH-XSCI7 6 uma linguagem de programação do tipo Fortriin projeiada para 
o descnvdvimcnto de algori tmos numtricos amo-validáveis. Tais algoritmos produzem 
i.i=sul~ados com alta exatidão, os quais são verificados se estUo corretos pelo pr6prio 
computador. Então. nãri necess8ria uma anãlise do errri manual para esres cfilculos. 

Com priucas exceções, ACRITH-XSC k uma extensão do Fortriin 77. por isto 
também t' chamado de Fortran-XSC. V6rios conceitos de linguagem, os quais estão 
disponíveis rio ACR1TE-I-XSC podem ser, m h t m ,  encontrados de forma similar em 
Forsran 90. Outras canclerísticas do ACRITH-XSC Em sido projetada para prapdsi tos 
nlimdricos. como conslantçs nurndricas, conversão de dados e operadores arim6ticos com 
con trolc de arrcdcindarncn to; aritm6ica in tewalw e arirmetica complexa in tervalar; 
ari trrit5licu vetoriallinati-icili1 exrik; amplo conjunlo de Sunçrics matemiíliças padi+ries com 
sirgurnen tns pontuais ou intcrvalarcs. Para a classe de exp~ssões denominada 'kxpmssão 
produto escalar'" o ACRITH-XSC proporciona uma notação especial que garanre que 
estas expressões com esks nipos de dados - i a m  avaliadas com o último bit de exatidão, 
isto 6 .  não existe nenhum número de mdquina entrc n resultado calculado c a soluçfici 
cxala. 

ACRLTH íni a primeira versãn do ACRITH-XSC. O nome t- urna ableviiitu~-a de 
"Hi~h-Acc~rroc~f  nvi thm~t ic  stibrourirtr llbi-r~ry". lnicialmenie era uma hihlioieca de um 
prtigrama quc tornava disponível rotinas VS FORTRAN para a so1ur;ão clc pmblcrniis 
padriics na mrilisc numtrica. rolinas in~erativns para ueiníimenio e nnvas operações em 
ponto-flu tuan te. Estas rolinas usam a Ecnica de amedondamen to dirwionadn e um 
produto escalar exato. 

Para um nbmcro importante de f~ms de problemas nuum~ricos. a biblioteca da IBM 
de alta exatidão ACRTTH pimoporçiona vantagens. Estas áreas são: soluqão de equaqões 
lineare,~, inversão dc matrizes. rnultiplicaqao dc rnatrizcs, soluç3a de plmohlemas algt'hilcris 
de autovalores, saluqão dc problemas de pl-cigrarnação linear, avaliação de f~inc;õcs 



bhicas. avaliaç8o de expressões racionais e de polin6mios. cillculo de zeros de polinômios 
e avaIiaçição de produto escalar. A bibliowa produz um iniervalo contendo os l imim 
inferiores e superiores da solução exata do problema especificado. para cada cornponenk 
da sokuçãa. 

ACRITH-XSC congm algumas das características do Fortran 90, corno 
expressões e funções de awnyr, definição dc opcradores. sobrecarga de operadoress. 
nrr.av,F dinâmicos e srrban.qvs. 

ACRFTH-XSC por outro lado, possui certas características que o Fortran 90 não 
tem. estas são ferramentas num&ricas especializada como con trolc do arredondamento. 
aritmi'tica intcrvalar, produlo cscaiar exato e avaliação exata de exprcssoes produto 
escalar. Estas caractcrístic~s sãci 6tcis para o desenvolvimento de algoritmos numéricos 
quc proporcionam alta exaiidiici e veri fiçaçãri automática do irsul tado. 

ACRIm-XSC providencia controle automático do errti, conuole de 
arredondamento e operadores com arredondamento direcionado. Todas as operaçóes sãti 
acilssfveis pelo seu simbolo usual de operaçao da glgehm linear. Isto permite que a mesma 
notação de expressões de vetores e matrizes da rnatem8tica sqja urili~ada na codificação 
de programas. Esta característica 15 conhecida como sobrecarga de operadores e funçcies. 
ficando a tarefa de identificar a rotina correia para cada tipo dc dada au compilador. 

Em ACR1TH-XSC. aritrneticas de vetorcs c matrizes são pn2-del7nida.s dc acordo 
com as regras da álgebra linear. Todas as opetaçbes são acessiveis ntravks de seu sfmholo 
de opcrador usual. Isto pcmite a mesma expressão de notação de vetares e malrizcs da 
maiemãtiçu. Operadoics aritm6ticos e relacionais para vetores e matrizes de componenles 
reais, complexos. iniervaiares e inrervalares complexos são pr&-definidos. 

O ACRITH-XSC foi desenvolvido e implementado no Instituto de Matemdtica 
ApIicada da  Universidade de Karlsmhe com o patrwfnin e a crilaboração da IBM. Estt 
agora C4 distribuído ç(~rno um IBM Piugram Prciduct. Infclizmcnte, o uso do ACRITH- 
XSC d limitadri para mdquinas com a arquitctui-a IBM 1770 e cnm ii sistema opcrricional 
VM CMS- 

2.4 Considerações finais 

As linguagens de progsamnçfio Pmcal-XSC. ACRITH-XSC e L-XSC citados aqui. 
trazem um avanqci es.wncial. Elas pmporcianam uma aritmEtiça com pulaciona1 universal c 
pmikm o manuseio mais simples d&s operaçoes .wnimórCicas por meio de simbolos de 
operadores matemzlilicris ordtnSrios c. também. em espaços dc produtos. tais como os 
númei-os complexos. a s i m  corno para vctcires c matrizes de dpos t'eal, coniplr.~. i n r ~ i ~ r i l  e 
cnrnpI~.r in reriiul. 



Infelizmente, as últimas operações não são suportadas pelos padrão de aitmetica 
IEEE 754 mencionadas acima, portanto, !.Em que ser simuladas em software. Assim, no 
lugar onde um aurnenio de velocidade tl realmente esperado, na verdade. ocorre uma 
perda de velocidade. Uma dificuldade adicional vem em çonsequtncia dos processadores 
que oferecem o padriío 754 do IEEE e que n2o fornecem o produto em dupla precisão. 
então isto mmMm tem que i;er simulado. o que implica uma considcimiIvcl perda de 
velocidade. Produtos em dupla precisão são indispensgveis e essenciais para o cálculo da 
mu~tiplicação vetoriai e rnatricial xrnirn6rficas. 

Para uma implementaqiio por software da aritm6tica internalar avançada e 
necessgrin que os tipos sejam encapsulados. ou ,seja, a existência na linguagem de 
implementaçao de mecanismos que gaialintarn a manipulaçição do ~ i p o  exclusivamen~t: pelas 
epcrnqões delinidas sotiie esu. 

Por ouim lado, a linguagem dc implemcntaçiie devc proporcionar u m a  
transparência ao usu$ricl. dc mado que este não necessiie s a k r  e nem se preocupar em 
como a irnplementação foi realizada, mas somenle que ela proporciona cálculos com 
rnãxima exatidão. de forma a evitas conflitos de acesso aos dados. em caso de 
proccssarnenlti vctoilal e paralelo. 

Dentru: as divers~s linguagens de programação, exixtcm algumas dedicadas 3 
implernen~at$io de tipos abstraios de dados. mai; que não sio aprcipfiadas ao 
proçesamen to numiSrico. Deve-se escolher uma linguagem quc combine estas duas 
caractcrislicas. ou desenvolver urna extensa0 de linguagens dc progrirrnação para a 
manipulação de intervalos, 

A ErnpIementaqiÍo por sortware da arifrnética avançada LC bastante simples e 
flexivel, en trctantci pode apimesenmr problemas com relação à eficiência, especialmenIe 
quando são irnplementados os tipos de dados presentes na arilrnetica intervalar. onde sc 
tem que as opcraçõcs sobre intervalos consomem, no mhimo. o dabro (30 tempo de uma 
compubção em uma máquina convencional com números em pon lo-171.1 tuante devido ao 
fato dc krmoi; o prncessamcnto çnm ns dois limiles dn inzervulo. ink i los e supeiioi~. 

Por riutro ladti. pelo conlrcile do crrti de ririridondamenlri a cada passo dc um 
c6lculo, r' possivel calcularb limites garantidos da solução e, então. vclilicar os ~~esultades 
numericos no compulador. Inclusiies de todo o conjunto de sofuçõcs podem ser 
calculadas pelo uso da aritmi5tic.a inrci~;iFíw, como por exemplo no tramrnentci de  
problemas quc envolvem dados irnpmcisos ou outm tipo de dados com tolerância, OLI 

ainda. para estudar a influencia de cerro parâmetro sohre a soluçiio. muito utilizado na 
andlise sensitiva. Logo, o anã li.^ intenalar d parriculmente util para o estudo da 
cwhilidade ir anillise sensitiva. ISIO proporciona uma d&q bases fundamentais para 
com pulaçõcs num41icas confi8veis. 



A resolução IMACS-GAMM1%sohre aritmetica computacional requer que todas 
operações ari un&ticas. em pariicular as operaçoes campos tas dr' com pw tadores vetoriuis, 
tais como: in~iltipljcci-r-,so~nri, scumiilu, e mulriplicu-P-acuriJuEa %iam imptementadas de 
forma que lirniles garantidos Wrn produzidos pata os res~iliados calculados em ponto- 
llutuanic em relação ar) resultadri exato. Um resultado que difere do resultado 
matematicamente exato por at6 um ulp (na máximo um arredondamcnto) S. altamente 
descj&vd c scrnpnr obtido nas extensões XSC das linguagens. 

Urna proposta de aritmetica vetorial de ponto-fluiuante c x m .  essencialmente 
requer quc as operações vetoriais tenham as mesmas propriedades rnaternAticas que são 
requeridas para operaqncs arimttiças elementares pelo padrão IEEE. 



3 AMBIENTES COMPUTACIONAIS 

Neste cnpftulo são caracterizados os ambientes c o r n p u t a ~ i o n ~  onde esta pesquisa 
se desenvolveu. Na descrição dos ambientes computacionais e especificada a maquina e a 
linguagem de programação. 

3+1 O Cray Y MP e a linguagem Fortran 90 

O Supercornputador Cmy. utilizado neste trabaiho. encontra-se no Ceniro 
Nacional de Supercornyiutação (CESUPJRS). O CESUP instalou e opera o primeiro 
supercomputador de uso geral da Am6iica do Sul. Ele 6 da farnflia Y-MP com dois 
prncessadores vetoriais com as seguinies características: 

* velocidadc total mdxirna de 660 MFlops; 
palavra de 64 bits; 
rnerndririRAh4dcS56Mbvr~se 16Gbvresdedisco; 
sistema operaciona1 UNICOS, campatiwl com UNIX Syrerii V. 

Atudrnente as aplicaç6esl no CRAY Y-MP estão concentradas nas Areas de: 
Geoflsica; Química carnputzicionsil; Dinhica de Ruidos; Anãlise estrutural: MaremBticd 
alp-itmos: Física do estado s6lido: Física (campos/ padculasl dticd astrofísica): Física de 
Plasma; Cornpuiação dc Alio Desernpnho: Redes Ncurais; Engenharia Qufmica e 
Ciências do Am bienlc. 

No Cray do CESUP/RS. estão disponíveis os compiladores FORTAN (77 e 90), C 
c Pascal com subrotinas cientificas e marem4ticas altamente otimizadas. incluindo Boeing 
CS. BLAS3. LINPACK. EISPACK. FFT e operaçoes matriciais. Dispõe. tambdrn. dos 
.seguintes pacoies de apliçaçiio: MPGS: sistema de visualizaçãn de 2 e 3 dimensões. 
UNICMEM: sistema in terativo de química quântica. MOPAC 11: analisador de qulmica 
quãntica. GAMESS: analisador atfirnica c rnolecialar, SPEEDUP: pacoie de sirnuIaçiii~ de 
processos e plantas quImiças. ANSYS: pacciie de anáiise de estruturas, calos e campos, 
MCSJNASTRAN: anAlise esuutural e de uansferência de calor, MCSIEMAS: anãlisc dc 
campos eletromagntsticos, MCSIDYTRAN: an Alise dinâmica de srllidos- fluidos. MCSfXL: 
pacoie de visualizat;ão de dados, ABAMS: siinulaçGo de estiuluras mcchicas anjculadas, 
SPZCEZ e 3: simulador el~triço, PISCES-2B: simulação de disposiiivos sernicondutorcs, 
PVMIHeNCE: sistcma de prograrnaç3o paralela pnr iroca de mensagens. REDWCE: 
sistema de cçirnpulação algehrica e FLOTRAN: pacote de an8lise de tluxti de iluidos por 
elementos finitos. 

'Scgundn roiires dri pn5prici CESIJI'. nm anais do Semini%filci de Supercornpula~ãci Aplicada. 
Sripe~omp 94, 



3.1.1 Arquitetura do Cray 

O mainflame cont&n uma seção de I/O, uma seçiio de comunicaç%o enire 
proccssadores. a rnemhria central e um número variável de unidades processadotas. 
Todas as CPUs no sisiema de multiprocessamento cornpartllham a mern6ria central, a 
seção de ]/O e a seção de intercomunicação, como ilustra a figura 3.1. 

A memória central e compartilhada pelas CPUs e pela seção de I/O. Ela 
dividida em seções e bancos. Este arranjo admite simultaneidade e gerenciamento de 
referEncias da mem61ia. Simultaneidade refere-se n duas ou mais referencias sendo feitas 
ao mesmo tempo e. gerenciamento de referências são uma ou mais reie6ncias que iniciam 
enquanto outra refefincia estA em andamento. 

me7 
( a )  arquitetura 

Fig.3.1 Arqu 
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(h) Componentes dc cada ÇPU 
,itetura dci Supercornpukador Cray Y-MP 

Proteção de dados, correção de cnos simples e detecção de erros duplos são 
realizados na mcrntiria centraI e nos canais de comunicação de dados dc ou pwa a 
rncrnçiria. Quando um dado é escrito na rnem6ria central. uma veril?caqih dos bytrs 6 Seiiã, 
gerada pela palavra c armazenada. Quando ele for Edo da rnern6ria central, a checagem e 
o dado são processados para verificação se algum bir foi alterado. Se não ocorreram erros 
a palavra 6 transferida scm modificações. Se são detectados erros. as bits são analisados 
pela 16gica pata ver o niimero de hlrs dtcrados. Se somente um bir foi modiditado, cle 6 
corrigido, voltando ao estado correm e é transkrido. Se mais de um bit foj alterado. não ~ 
possível corrigir a palavra pois a resultada iI irnpredizfvel, então e setado o indicador de 
erro gerando uma interrupção, 



A organização da mernldria central pode ser feita em duas ou quatro seçoes. Cada 
uma (5 constituida de oito subseções. Subsq6es são ainda subdivididas em bancos 
separados. A rnem6ría ei intercalada através de todos as bancos, subseções e seções, 
rksuliando que dados consecutivos xjam armazenados em diferentes bancos. Nenhum 
hmco e seusado enquanto o iíltimo banco não foi utilizado. 

Cada CPU tem seu prdprio caminha para cada scção da rnernbria. Cada CPU tem 
quatro pertas de mem6ria (A, B, C e D). Elas são geralmente usadas para funções 
específicas, duas para leitura (A e B). uma para escrever (C} e uma para instruções dos 
buflers ou para requisiçbes de I/O (Dj. Para que uma CPU acesse a memõria tem de ter 
tanta uma das partas disponivel quanto um caminho disponível para a sqáo de rnemçiria. 

O ciclo de tempo de a s s o  ao banco 6 de clncn perfodos (5  CPs). Isto s i m c a  
que cada referência da rnembria feita pela CPU torna o banco de membria referenciado 
indisponível para todas as portas em todas as CPUs por 5 CPs. Ainda mais. cada 
refeencia de rnemõria torna uma subseção inteira de rnemdria indisponivel a todas ac 
portas da mesma CPU por 5 CPs. 

O ~nuir~Fi.ome foi ccinstnifdo sotire uma resoluçâo de hnrdlil~ai-P que minirniza 
atrasos causados por conflitos de mem6ria e mangm a integridade de toda ~efesençia de 
mem6risi quando conflitos ocorrem. Conflitos de membria ocorrem quando mais de urna 
reierEnçin 6 fcila na mesma hrea da mem6ria cenlial. 

O subsisremu ih I/O providencia a alta velocidade de trmsferEnçia entre o 
subsistema de I/O (10s)  e o SSD (solid stlrte storage cklvica). Existem trEs tipos de canais: 

de E 000 MhyresL~ - usado para transferir dados entn. o i~rajiifrç~ine e o SSD; 
de 200 Mbvr~~rL~ - usado para transferir dados entre o rnt~iq5-urne e o IOS; 
dc 6 iWhyr~s/Li - usado para controlar informações entre o niciinfminp r o IOS. 

A quantidade de cada tipo de canal varia de acordo com a configuraçiín do siskmii 
e depende da quankidade de CPUs e V0 c1uster.s. 

O subsistema de I/O realiza as seguintes Punções: controla todas as transfuEncias 
de dados entre o mfiipfrrime ou SSD e os dispositivos perifkricos. tais corno driiies dc 
disco e computadores ftnnt-end; converte os dados para o formato dos dispnsitlvns 
perifericos; detecla c corrige cenos tipos de erros nns dados que podem acorrer durante a 
uansk~+ência 

O SSD - Solid-Sture Stningr Devicr - llS um dispositivo de d t o  desempenho usado 
para arma~enas dados temporJilos. 0 SSD transfere dados da memdila central por canais 
de 1MH) MhvtclsLq. Esres canais operam abaixo do conlroladcir. O SSD pode mmMm ,ser 
cancctado ao subsistema de I/O. O Cray do Centro Nacional de Supcrcarnputaqãci não 
tem este peril'grico nci momento. 



Cada CPU tem uma s e ç h  de controle e uma de cálculo. A seção de controle 
detemina a instrução desejada e usa a seção de cblculo. memória e !/O. A seção de 
clilculn consiste de registradores operacionais e unidades funcionais. 

A seção de comunicação entre processadores perrniie que çada CPU sincronize 
operaçóes com ciu tras CPUs e transmi~a dados. 

O mainfrrinie conem um re26gio dc tempo real. o qual tl compartilhado por todas 
as CPUs. Este rel6gio consiste de um contador de 64 bits que avança uma unidade a cada 
perlodo da relógio ( c l ~ c k  peviod - CP). 

Todas as CPUs são identicas, cada uma tem ,wa q ã o  dc cflculo independente 
çonsti tuida de registradores ofleracianais, unidades funcionais e instruções de controle dri 
rede. como mostra a l i~ura 3. I. 

Cada CPU lem três conjuntos. de oito registradorccs. denominados de primãrios 
porque podem ser acessados diretamente pela rnern6ria central e unidades funcionais- 
Estes registradores são de endereçamento (tipo A), escalares (tipo SI e vetoriais (tipo V). 
O urnanhn dos registradores de endereçamento 6 de 32 hirs. os escalares de 64 bis$ e os 
vetoriais são campwtos por 64 elernenios, sendo cada elemento de 64 hits. 

Existem ainda dois conjuntos de 64 registradores IntemediBrios, denominados B e 
T, os quais são usados para armazenar os valores dos registradores A e S 
respectivamentr, Observa-se que os registradores intennedi8fies B tem n tamanho de 32 
bit.~. enquan tn que ns registradnres interrnediSrios T são de 64 birs. 

Os registradarcs V sei-vem corno I'on~e c destino para instruções aritméticas e 
J6gicas vetoriais. Elerncn tos sucessivos do registrador V cntram em uma unidade funcional 
em sucessivos CPs comti instruções simples. O iamanho cfctivu do registrador V parri 
çada operação i5 controlado por um programa selecionador do registrador VL Eivcrnr 
lertgth). O registradcir VL tem 7 hirs que especii'icm o número de elerncntos do vetor 
pmcessados pela instrução. A instrução vezorial 96 termina quando VL vale zero. 

O repisirador vctniial M t ~ s k  (VM) permite a seleção Iúgica de dernentos 
particulaics de um vetor. O VM tcm 64 birs, cada um correspondendo a um elemento de 
V. Ele r! usado em instiuçfies de teste parti realizavão de operaqoes em elemenlos 
individuais. Um exemplo de operação vetoria1 que se utiliza do regisrrador VM 12 a 
instmçãn 16gica de Inserçáo (nrerge), onde supondo V 1 =< 1{) 1 O I #  I O>. V?=< I 1 IK) I 1IKb e 
se qucr fazer uma operação de rnerge de V1 e V2 segundo o registrador 
VM=<I I 1 I IHKK)>, onde o bit 1 indica elemento do registrador V 1 e a hir O indica 
clernenm do regisuadrir V I .  teremos como resultado V,?=< 1 O 1 O I 1C)O>. 

As instiuc;ões sB~i realw~das por korn'ware especialimdo conhecidos pclr unidades 
funcionais. as quais implementam um algoritmo ou uma porção do coniuntn de instruções. 
Elas são independen tcs logiçarnenle c podem operar sirnultaneamenw- 



As unidades funcionais são descritas em quatro grupos: endereço. escalar. velor e 
ponto-flumante, Cada um dos trgs prirncims grupos funciona com um dos tr2s tipos de 
registradores primhios (A. S e V) para dar suporte aos modos de processamento 
endere~ado, exalar e veioriãl. O quarto grupo. a de ponto-flutuante aceita tanto 
operações escalares quanto vetoriais, permitindo quc operandos de resultados dns 
regtsiradores S e V tarnMrn sejam acessados. A mem615a central m M m  pode agir como 
uma unidade hncional para operaçães vetoriais. 

Os registradores e as unidades funcionais, porranta. estiío associados a trEs tipos 
de pracessamento: endereqamento, escalar e veiosial. 

Processamentci de endereçnmenlo opera com in formaçks de conuole interiores. 
como contadores de loops. endereços e indiçes. Estc processamenfo rf feito por 
registi'adol~s de endct'eqarnenlo (tipo A) e usa unidades funcionais dedicadas de aritrnerica 
inleira. IR formaçGes de endereçamen tn v5rn da mem6ria central para instruções de vaioivs 
ou de registradores de çonlrole para registradores de endereçarnenlo, dos quais são 
distiihuidos para vSria~ partes de rede de controle parma serem usadas no controle das 
operações escalares. vetoiiais e de !/O. 

Psocessamentn escalar e vetorial são efetuados sobre dados. Ptocessamento 
escalar ocorre sequencidmente e usa um operando ou um par de operandos para produzir 
um único resultado. Prtlcessarnento escalar efetuado usando re@suridores escalares. 

A unidade funcional de endereçamento realiza operaçoes inieiras sobre operandos 
oblidos de registradores A e envia os resultados para registradores A. Existem duas 
unidadcs. urna para icalixaqãa das operações de adição e subiração t: outm para 
multiplicação inteira. Observa-se que a condição de overfJoiiy não k detectada nesus 
operaç0es. 

A unidade funcional cesçalar realiza operações sobre opcrandas cibtidris em 
t-egistradores S e ~eralmente envia i+csultados para regisiradores S. Podendo em exçcc;ão 
enviar o resultado a um registrador A. nti caso de paridade, HS quarro unidades funcionais 
escalares: n Iúgica que reaIiza a manipulagão hit-a-hit de quantidades ohlidas dc 
registradores S; a soma que realiza a soma e subtração inkii-a usando arirmetica de 
cornplemenzo de dois. onde a condição de oi~et . f io~~ não iI dekctada; a si~ifl quc desloca a 
conleiído do i~gistrador S ou desloca o conkddo de dois registradores S çoncatenridos 
em um linico registrador S resultanie (observa-se que o prjmeiro tip de ddes1ocamen:nio nãci 12 
circular, ou seja perde-se o bir deslwado e coloca-se zwcl na outra exenddade; o se-mndo 
deçlocaniento circular) e a paridade que conta o número de hit.~ em um regislrador S que 
possui o valor de um operando e então, dependendo da operação dese-iada, retorna o valor 
tanto cnmo quantidade qsiantci como paridade a um registrador A. 

A unidade funcional vetoria1 rcdiza operaqóes sohre operaridos ohtldos de um 
regislrador riu dois registradores V. ou ainda. de um registrador V e um regislrador S. A% 



unidades Ibgicas e de soma reqaercm dois operandos. enquanto que a de skif ,  e a de 
paridade rey uerem somente um operando. O resultado 6 cnviado a um registrador V. 
Sucessivos pares dc operandos são transmitidos de cada CP para unidade funeionaI. O 
resultado çorrespondenre surge da unidade funcional ap6s n CPs. ande n 6 a unidade de 
tempo funcional. sendo constante para cada unidade. O registrador VL delermina o 
número de aperandcis ou par dc operandos a ser processado pela unidade funcioniil. 

HS. oito unidades funcionais vetoriais, sendo que três operam com escalares 
tamMrn e serão descritas como unidades funcionais de panto-flutuante. As unidades 
funcionais vetoriais são: adição e subtração, que realiza as operações de adição e 
suhtraçiio inieira; shlfr. que realiirxi o deslocamento do conteúdo de um registrador V ou 
do valor formado de dois elementos consecutivris do registrador V; 16gicu. que realiza si 

rnanipulaqão hir-o-hir dc quantidades especificadas para instruqões especificas. realizando 
inscrçOes. cornpressiici indexada e operações 16gicas envolvendo o vetor Mask (VM), o 
qual selwiona elementos particulares a serem operados; unicamenlc 16gico. que não 
efetua as operaçties complementares da unidade anterior e. por Iim. a unidade funcional de 
paridade. 

A unidade funcional de ponto-flutuan te 6 composta por três unidades que wdizam 
a aritmetica de ponio-flusuante para operações escalares e vetoriais. Quando uma 
insuuc;Tm escalar C dexirida. os opcrandos são obtidos de registradores S e os  sult ta dos 
enviados a registradores S. Para a maioria das opcraçfies vetoriais, os operandris são 
obtidos de um par de regislradoi.es vetoriais. ou de um registrador S e um V. Os 
resultados são enviados para um registrador V, A unidade de adição realiza a adição e 
suhtração de operandos em ponto-flumrinie. O resultado final rV normalizado mesmo 
quando os operandos não o eram. São detectadas as condições de underfJo\ii e ove@'on~. 
mas m a ~ a d o  somente o scgundci. A segunda unidade E a de multiplicac;ão, que realiza a 
multiplicaçáo em plena e em meia precisão de operandos em pon~o-fiutuantc. O produto 
em meia prccisão (5 amdondado, cnquante que n em plena precisão pode ou não ser 
arrcdondadci. A terceira unidade tl da aproximação reciproca que iS u r i l i~ ida  na operaç2ci 
de divisão. arrav&s de um cáIculri aproximado do inverso do divisor o qual serg 
mulliplicado pelo dividendo. Ou seja. a divisão A/E t2 feila pelo produz(i A*( IIB). onde 
( I IB) aproximado pela unidadc funcional de aprnximaqãii reciptmrx=a. 

A seção de cálculo realira operaçocs inteiiraq e em ponto-flutuan tc. As nyieraçEçõcs 
intciraç são efetuadas nci modo complemento de dois, enquanto que as quaniidadeç cm 
ponlo-flutuan te têm a representação sinal-magnitude. 

A piincipal vantagem do processamento vetoria1 sobre ri escalar t? a eliminaqão dri 
tempo de carga ( ,~rni~ntp)  de todas operações. O tempo de carga para operações vetoriais 
iL suticien~mente pequeno para que o prmessamento vetoria1 seja mais eficienre do que ri 

processamenm escalar para vetoiu contendo poucos elementos. 



3.1 -2 Principais Caracteristicas 

A &rie do sistema de compuaadores Cray Y-MP 6 poderosa e de prop6sito geral. 
Consiste em quatro linhas de produtos, cada linha de produto está disponível em v6rios 
modelos. Esles modelos penni tem que os usudrias escolham o ni5rnero de CPUs. tarnan ho 
de memçiria central, número de çluslers de 110 entre outros. 

As quatro linhas de produtos são os sistemas de computadores ÇRAY Y-MPRE. 
Y-MP81, Y-MP4E e Y-MPSE. TTodos os sistema$ são çanstituidos dos seguinies 
com ponenes: um nrnitrframe, um sub-sistema de entrada e saída modelo E. denominado 
IOS, um dispositivo de armarfnagern de estado rfgido ótima CSSD). dispositivo de 
armazenagem com discos e drives de fitas. estações dc trabalho para operação c 
manulenção, redes de interface e um poderoso equipamenio de suporte. 

A rede do supercomputador instalada no CESUP da UFRGS pode ser acessada 
por todas as redes Icictiis da UFRGS. situadas nos diferentes campus e, tambtrn. est8 
ligada a Rede Nacional de Pesquisa (RNP). passibilitaridn que usu6rios de outros estados 
vcnham a utilizar o supcrccimputadci.r "iernotamentc" [login remoto 1. 

Processarnento pasalclo significa, para a Cray. diferentes coisas sendo I'citas em 
diferentes amhicnzes. Caractcrlsticas de pmessamen to paralelo com uma única CPU 
incluem pipelinezqfio, segrnentaçâri, independzncia das unidades funcionais e 
proçessamentti vetoial. As três primeiras características são inerentes ao hardwar~ da 
mfiquina. enquanto que o pmccssamento vetoria1 pode scr manipulado pelo programador 
para providenciar um melhor desempenho da milquina. 

A pipelinezaçAo é definida como uma operação ou instrução iniciada anres que urna 
outra operação ou instruqão p ~ v i a  seja c ~ ~ p l e t a d a .  A pipelinecaçiio E conseguida asraves 
do pIenti uso do hardrrwr~ segmentado. Segmentação refere-se ao processo onde urna 
operação t- dividida em um numero finiro de passos seqüenciais riu segmentos. A 
segmentnção compleu dc hniilwnre 6 ppietada para implemen~ar esta scgmcnlaçati 
efcrumdo-se um .wgmenio da operação durante um simples CP. A16 o inicio du pr(lxirnti 
CP. os resultados parciais obtidos sao enviados para o pr6ximo segrnen to de hí~rd~)r i ' r~ '  
para ser processada o prhximo passo da operação. Durante esre CP. o segmento anteriorh 
de barcfwai.~ podc processar a próxima operação- Sc a çegrnentação não 12 usada, toda a 
opcração ou insLnic;3o tem que &minar antes de iniciar a outra. 

A figura 3.2 mosu'a a segrnentaqão de uma operação vetoriaI. a qual foi dividida em 
cinco passos, Têm-se dois registradores vetoriais VI e V2 corno operandos e o 
registradris V3 como registrador resultan~e. Ohsewarn-se os clemcntcis em cada segmento 
durante sucessivos CPs. Os sesullados passam a surgir apcis cineti CPs e a partir daí surgc 
um resultadri a cada CP. 



Unidade Funcional 

Fig.. 3.2 Exemplo de Segmentação e pipelin~zoçüo 

VE-se como um conjunto de elementos 6 pipclinezudn através da unidade funcional 
vetonal segrnenrada. neste caso ela Coi dividida em cinco ,segmentos. No primeiro CP. o 
elemento 1 do registrador V 1 e o primeiro elementn de registrador V I  enrram no prirnein~ 
segmenlo da unidade funcional. Duihrinte o pimCEximo CP. os resultados parciais são 
movidos pam r i  segundo segmenta da unidade funcional e os ,segundos elemcn tos dcis dois 
registradores entram no primeiro segmento. Este processa continua em cada CP. ate que 
todos os elementos sejam completarnen te proccssados. 

As unidades íuncionais especializada da mainfrmne garantem as operações 
aritrnt5licas. Iúgicas e deslocarnen tos. A maioria das unidades são totalmente 
independentes dc outras e qualqucr numem de unidades funcionais pode processar 
instniçoes concoi'scnlcrnenle. Esta independência das unidades funcionais adrniiri 
dil'erentes operações como multiplicação e adição sendo processadas em paralelo. Um 
exemplo a avaliaçãn da cxpressãn A=(B+C)xDxE. Ela pode ser avaliada em tines 
instmções. sc ns v;ilarcs de B. C, D e E csrivcrem carrcpadns nos registradores escalares 
S. As operaçoes B+C c DxE podem ser feitas ao mesmo iempa. mas como a multiplicaçici 
demoi-a mais tempo. ela iniciará primeiro. de hma que as duas lerminem nri mesmo 
kmpo. para então realizar o produto dos dois resultados parciais. ohtendn o resuliado 
linal. 

O inainfr~ii?i~ pcnnire que um registrador sexrvadn a resultados se torne 1) 

operando de outra instmção sucessiva, Este processo 6 chamado de encadearnentci c 
admite um fluxo contínuo de oyierandos. firiindci atravbs de registradores vetoriais c 
unidades funcionais. Mesmo quando uma opesaçiío vetorial de carga pAra, agiiardandci LI 

resolução de um çonllito de acesso de mem6ria. o encadeamento de opetaçlies pode scr 
processado kão logo os dados se mnem disponíveis. Eles ocrirrem na forma de instruções 
compcis tas, instmçães mulliplicação-adição e mul tiplicaqão-acúrnulo. Aiem de capacitar 0 
pleno uso dc pjpeli~jrs, instiuções vctoriais m b C m  reduzem suhstancialmen te a 
necessidade de executar ramos de insrniqões. 



Este mecanismo de encadeamento admite encadeamento iniciado em qualquer 
ponto do fluxo vetoria1 dos dados resultantes. A quanlidade de concomEncfa em um 
encadeamento depende de relacionamento entre o tempo de trabalho da instruçiio 
ençadeadã e do fluxo de dados resultantes. Para que ocorra um pleno encadeamento, a 
instruçgo de encadeamento tem que ter o tempo de trabalho e estar pronta para usar o 
elemento zero do resultado ao mesmo tempo que ele chega no registrador V. O 
encadeamento parcial ocorre se a instruç30 encadeada usa o elemento apds sua chegada. 

As instruções que operam com vetores podem ser divididas em quatro grupos: 

a) Vetnr-vetcir: Os opmandos das insiruç6es são obtidos de um ou dois 
registradores vetoriS s V e o resultado é colocado eni ou tm regi stradnr velori ai V; 

hE Vetor-escalar: Os -andas das instniçiks sãa obtidos de uni operando escalar 
(registrador SI e outro velaria1 (registrador V). O rcsul lado C colocado eni outm 
regisuador vctorial V; 

c)  Vetor-MenilSria: Instniçíies que carregam (lêem) e armazenam ~escrevernl 
elementos pari a merndria; 

d) Vermes auxiliares: Instruçdcs que se utilizam de registradores auxiliares, os 
regisrradores VM e VL. 

3.1.3 O Compilador Fortran 90 

O Fortran ainda I5 a pnnnpnE linguagem de programação utilizada na 6rea científica. O 
Fortran vem evoluindo desde o compilador Fortran 1V, para Fortran 77. que incluiu 
processamenro vetoriai e paralelo e. enfim, para o Fnrrsan 8x. finalmente conhecido como 
Fortran 90. Portanto. o Fortran 90 6 uma extensão do Fortran padrão. O Fortran 90 contem 
todo o Fomm 77. ou seja. lodos os programas escritos em Fortrm 77 ainda sãn compilados, 
podendo haver algumar diferenças na forma como serão executados, mas em geral seriri 
compatíveis. O Farttsin 90 Iiii escrito pensando no usuário, do ponto de vista do programador. 

En trc as principais cuacterístiças existentes na Fonim 77. podem-sc desiacni- a sintaxc 
de vetores, ai.i.cdy.r auiamiíticos. ~ ~ b p r ~ i g m I l i ~  reçursfvos. linha de inclusão (itlclutkl) t: os 
comandos estmsucados do-end e do-wl~ife. O Forlran 90, d k m  destas cararteiisiicas introduz: 
nova forma para programas Iònte. números complexos com dupla precisão. atribuição de 
ponteiros. nrraw alocAveis. esuuturas. mõdulos. rotinas iniemas. especificar;ões de inprface. 
v5rias novas funções inrninsecas e novas rotinas de entrada e salda. 

O compilador diferencia os programas pela extensiio dos nomes dos arquivos. Os 
programas em Fortran 77 e m  a extensãci .f. enquanro que ns programas e111 Fortran 911 
possuem a extensãri ,f9O. O Fortran 90 aceita a velha forma de identilicar a linha de comando 
e introduz uma nova ibrma, Os programas Forsran podem ser escritas de uma kma livl+e. O 
padrjo determina que 1130 se misture a rama tradicional çoin a fnma livre, jB o padrão Cray 
possibilita ii combinaçfio das formas. mas com a diretiva cdir. 



O uso dri caractere & no final da linha indica esta centinuação. Eie tamhérn pode 
apareces no inicio da linha dc crinttnuaçiio. apesar disto não ser muito recomendável no caso 
cio uso de sequencias (srrings). Na forma livm uma linha de comando pode ter ai& 137 
caracteres e um comando pode aparecer em qualquer lugar da linha. Pode haver até 39 linhas 
de continuziçfio. As linhas camentãrio cont&m o simbolo de exclamaqão !. Portanto qudquer 
caractere na linha de comando que seguir o panio de exclamaçio ,será considerado como 
comentário. 

Os identificadores podem ter ate 71 caracteres, sendo que devem iniciar por uma letra. 
Os demais caracteres podem ser letras. dfgitos ou o sinal de sublinhado. Todas os çaraçleres 
são significativos para diferenciar iden tificadores. As letras maiúscula e minúscula são 
equivalcntcs. Numa linha com mais de um comando, estes devem ser separados por ponto c 
virgula ;. 

Os símbolos e os mnernbnicos que podem ser utilizados pua os operadores relacionais 
são dados pela figura 3.3. os demais operadores s6 são caracterizados por mnern6nicos: . EQV.. 
.NEQI?. .AND., .OR., .NOT.. .TRUE., .FALTE. . Um exemplo do uso do comanda if c! dado a 
 segui^.: If ( I = I )  then; 1=2; else if (i>=2) then; i=l: end if. 

igual XQ. -- -- 
menm .LT. c 
mairir . GT. > 
não igual .NE. I= 
menor igual .LE. <= 
maior igual .GE. >= 

Fig ?.? Operadores Relacianais 

3.1.3.1 Tipos-padrões de dados 

Os tipos dc dados existenles no Fnrtran 90 são mostrados pela figura 3.4. 

i t i reg~r intdni 
real real 
Iloiiblr real em dupla precisb 
co.0iirple.r complexo 
108 icn 1 lfigico Ihooleanol 
cl~írracrer caracier IASCII) 

Fig. 3.4 Tipos de dados dn  Fonran 90 

Os comandos de espccificação dos tipos de dados jCi existentes são: real, integer, 
clilaracfcr, dimensinrr. Os novos comandos que espcçilicarn as atribuições dns dados são: 
pniriter, taqer, nllncatable, prrblic, phvate, intenr e optional. Eles podem ser para uma 
mesma varíável. separados por virgula. ALI final são atribuidos 3. vali8vel que segue ao 

separador : :. Por exemplo, real, dimension(í0). tasget :: varl, var2. Isto significa que ac 



variilveis varl e var2 são reais, de dimensão 10 e targef. As tr8s declarações são simpliiicadaq 
em urna. 

Novos tipos de dadas complexos em dupla precisãn e ptocessadoies específicos para a 
mantissa e expoente de !amanho waI estão na especilicação do Fortran 90. Outra inova(;ão 
importante a pmisãci de varidveis e constantes da tipo aal. A foma de especificar a 
precisão 6 a traves das funçóes: seiecre-real-kiiid(n1 e selected-inr-kindln). É in teressanie 
saber o tipo de niirnerci que se está usando, mas 6. mais Iitil determinar a preci,são necesshria 
para rcalizar os cálculos. Isto é mais evidenre no momento de delinição dos par8mekros. 

Cada tipo de representação suportada pelo processadar designada por um niúrnero 
inteiro chamado kind. que tS na verdade o número que determina o tipo de pariimeitro. 
Declarações de tipos de dados são expressas em temas desies parhetrrrs. que podem ser 
controlados pelo programa atraves de constantes cu.icis valores são fixados no tempo de 
compilação. 

O prncessador precisa ao menos suponar dois kii~ds com diferentes precistes. que 
correspondem ao rlqfarflr (por definiçáo) tipo real simples e em dupla precisa0 do For~ran 77. 
As declarações ãn tigas ainda são uceiras, mesmo sem o tipo de parimelro kind 

Uma nova funqãa intrfnseca select~d-real-kihdtn) retoma um valor inteiro que 
corresponde no tipo de prirâmctro kii~d, que prtividcnciard os primeiros n dígitos de prccisãci. 
A função Instrfnseca kindlx), par sua vez, retoma o valor çomsponden te ao tipo de parãmetiv 
kirid de x. 

Uma exp~ssão  real terá como valor do tipo de parâmetsçi kinrl o valar do kinrl de seus 
componentes. Caso elcs tenham valores difèienies, o icsuliado da expressfio ser3 n kind do 
operando de maior precisão. O klncl defc~rrlr de inteirns d 6 ,  reais t! 8. double 16, contple..r H, 
10,qical R e çhnrucr~r um. 

Da mesma forma que reais. cada tipo de representação de inieiros suprirtudo pelo 
processador possui um valor inteiro com o tipo de parâmetrri kind. Estc valor dependcrií dn 
processador. J A  para varifiveii; l6giças. s6 hB o kind dqfolilr e eslc e igual ao dcf i~~t l t  real c 
inteira, para ser compativel com o Fortran 77. Para o tipo chnrncr~r, u kiiid dispanivcl nri 

Fortrm 90 do Cray ~5 ASCII. 

Objetos e expressfies complexas têm um tipo de parâmeira kind, o qual o valor dris 
seus ccimponenies. Isiri implica que tipos de complexos podem ser compostos de dois valoixs 
cm dupla precisão. 

No Foriran 90, pode-sc definir tipos derivados. Os tipos derivados l e m h m  ris 
regislros em Pascd. Eles são definidos par eslruturas que iniciam par ypr  c terminam por ~ n d  
r y p ~ .  comti 6 mostrado na figura 3.5. O símbolo dc pcircntagcm % C usado pwri indicar 
componenics do referido lipo derivado, corno por cxcmplo iinteryalos dc reais, vcinrcs e 
rnatrizcs de intervalos. que sUo definidos na figura 3.6 e referenciados na figura 3.7. 



ty pe nome-do-novo-tipo 
ppe-spec :: ,fieldl, field2. .,. 

end ty pe tionie-do-iioi)o-jipe 

Fig 3.5 Sintiixe da definição de tipos de dados 

Essa t? uma forma simples do comando type. Na vcrdade. existem outros 
parimetros que podem ser acrescentados para diversos h s .  tais como: especificar que os 
dados serao armazenadns em ordem na mern6tia da máquina e determinar os acessos a 
cada campo da estrutura. 

type interval 
real :: inf. sup 

end type intervai 
type (intetval). dimensionh) :: vecior-jnterval 
Qpe linlesval). dimension In,rn) :: rnatrix-inierval 

Fig 3.6 Definição de intervalos reais. vetores e matrizes de intervalos 

Fig 3.7 ReierEncia aos novos iipos em Fortran 90 

3.1.3.2 Interfaces, Subrotinas e Funções 

Alem dzi facilidade de poder criar suas pidprias lunr;Oes (fiiizçririn) e suhrotinas 
(aihrnurirte), o programador pode ainda detinir uma intcrfacc para elas. de iòma que a 
noiação dos operadores existentes no Fortran 90 sgja estendida aos tipos dc dados 
derivados. Por exemplo. pode-se definir a função de soma para o tipo intervalo e. ainda. 
pcrmitir que se utilize o operador + para indicar a sorna de intervalos, obtendo desw foma 
uma sobrecarga de identificadores de subrowilis e funções. Para tanto. define-se a função 
de $lima d e  inttrvalas, por exemplo denominada sadd como mostra a figura 3.8. 

function sndd(A,B) result f C) 
iype (iritesvnl). iiiieiir t irt) :: A. R 
type (iiirervlil) :: C 
C'roi~~f=A%i~!f+D%i?! f 
C%TI tp=A%.siip+B40~11~p 

md function sadd 

Fig 3.8 Função soma de intervalos 



Uma vez definida a Iùnçfio, define-se a interface. Esta definição tem o fomalci 
parecido com o da definiqiía da função. diferindo apenas por nao ter o corpo da fuoçiio. 
como mostra a Figura 3.9. 

int~iJr,ce nperufor (+ ) 
fr1ncti1)n sodcl(A,B) r~siilt (C) 

type (it~tenwl)~ ir~ferlt (in) :: A,fi 
Pype (itttcrvnl) :: C 

end funcrJcln sndd 
end iiiterfaca 

Fig -1.9 Definiçiio da interface para soma de intervalos 

Desse modo, quando o compilador encontrar no programa uma expressao X+Y e, 
ao verificar que os li por, de X e Y são intenralos. utilizará autornriticamentc a função de 
soma de intervalos J U L I ~ I .  Da mesma hma, pode-se ainda definir a soma de vetnres 
iniervalaics, soma dc malrizcs intewalares e soma de intervalos complexos. A todas estas 
Sunqões se pode atrihuir o operador dc adiçgo +, Quando o compilador encontrar ri 
operador +. cscoIherií convenientemente a função de soma dc acordo com os iipns de 
dados dos argumenios. obtendo-se assim a sobrecarga de identificadores dc funções e 
suhrotinas. 

No Frirkan 90, pode-se criar rnddulos. Eles são entidades únicas. que agrupam 
tanto a dctinição de um tipo de dado. como as fiinções e rotinas que os manipulam. São 
definidos ainda no rnçldulo as interfaces. facilitando a utilização desças funções. pois no 
programa, apcnas iS incluido a linha Lrsr i-imdir1~-mame, tomando acessível tudo que cstS 
con~ido no m6dulo. Esta decliitciçiio deve ser fciia umti por mõdulo, c) compilador não 
aceita na mesma declaração dois rn6dulos. 

Um rnlidulo podc tcr paries visfveis fora dele e paries exclusivamente internas rio 
mbdulo quc nao devem ser usadas irira dele. Isso se Faz abavis do curnando yrivtur list~l. 
Assim. tudo que estivcr na lista ser6 visível apenas denwo do rn6dulo. 

Um mçidulo pode, ainda, usar ouiros rnfidulos. çilando uma certa liierdrquia cnm 
elcs, que não pndcrá scr quebrada. São duas as regras b8sicas para o uso dc mlSdulos: um 
rnõdulo n5io pcide usar ri si mesmo e um módulci não pode usar outro que o ulilizc. 

Urna observação imporlante tS. que. se um mbdulo Y usa outro mddulo X c, wn 
rn6dulo Z usa o mddulo Y, as Cunçõcs do X não estão acessíveis ao m6dulo Z. ou , j i i .  

não há tsansitividade cntre os m6dulrns; para usar as funções do rn6dulo X, ci rntlidulo Z 
deve incluir ri comando L I S E  X. A estrutura dci comando de criação de mõdulo dada pela 
l'igura 3. I o. 



module nmm 
irse.. . 
vpe. .. 
irrferfnce.,. 
priware.*. 

mntains 
fut~crioti..~ 
sirbrclrf ritie. .. 

end rnodde 

Fig. 3. f O Esimiura do comando de criação de rnódulos 

3,1.3.4 Compilação e Otimização 

O com piladoi. FORTRAN 911, linguagem de pi-ogmrnuçáo cm que os restes f r~ram 
irnplementados, possui uma diretiva dc cornpilaqão (opção -O opt, oprl, opr2, opr3 ) que 
permite especificar as caractcristicas de otirnização a serem usadas durante ri ctirnpilat;áo, 
senda O para nenhuma oiirnizaç3o ale! n valor 3 para uma otirniílação "agressiva". 
Conlorme o nível especificado. 0,1.2 ou 3 implica certos níveis de oiimização cscalar, 
rnsking e vetorização. Com o aurnenie da perforrnance de execução, pode-sc notar 
aurnenm no tempo de cornpilaçZio e tamanho da compilação. 

Os valores de OJIT c s ~ c l f i c ~ s .  bis como vcctoir'l. scalai.3, Foopalign selecionam 
cwícteristiças especificas, Os níveis de opr devem ser especificados em comhinac;Ões 
lógicas. Se forem especificados valores incom patfveis no nhcl opr, o campilador 
aurnentiirn a npr mais baixa para ricornadar a nívcl mínima nccesshrio. Por excmplo. se for 
especiíiçadri -O rusk3, .rculnr*(l o compilador aumentad a o nível de otimizaçiío escaiar 
para scalarJ. 

Somentc um metodo podc ser usado para esp~i l icar  olirnização escalar, 
vetorização ou rusking. Os valores gerais de opl O. I ,L3 não podem sei' t=spccillcados eili 

conjunio com 05 va10res especílicos de opr scalor0. sculrri. 1. xcnlri1.2. scrrlor3, i~ecroi<), 
iyecrrrr. I .  ivctcii.2, i~~crrir3. T C E S X ~ ) .  tnsk 1. to.rkS OU tusA.3, 

3.1.3.5 Arrays e A rrays dinâmicos 

Os lipos de nr.t'u,~s são: 

* Arrrfv atual - usado no programa principal ou em uma suhro~na. tem uma parte da 
mcm6ria alocada para ele; 

i A r r r i ~  cltimnt~l- um argumento drrrnii-7 de uma su hmiina. a armazenagem na pririe da 
memdna associada ao ol-ray atual; 



Arrqvs de tamanho constante - um arrdy que não muda de ramanha. Numa declaração 
de crvrqv constante as limites das dimensfies s6 podem con tcr constantes 

Arruv.~ de bmanho qjustável - um rirrn!! onde o wmanho é. determinado durante a 
execução; 

Array  de Iamanho assumido - E um array onde D mrnanho é desconhecido. mas 6 
assumido um valor suficientemente grande para conter todas as referEncias. A 
dimensão desconhecida 6 especificada por um asterisco. 

Arrnv deferred-shape - i! iam array cujo tamanho 6 desconhecido. mas se conhece o 
intervalo onde ele pode variar. 

Um Lrrro+v auromdtico 6 um n r r q  atual. anjuustAvel Para dcclarar um nrwy desse 
tipn basta fazer com que o último cornponentc da declaração da dimensão çonrenha uma 
ou mais varidveis, funções ou elementos do orirras. Um arra? automático 6 usado. 
tipicmenre, para dividir (scmrch) o espaço em um suhpmgrama. A memória para o arruv 
6 alncada no momento que o suhprograma t2 executado e liberada quando do find cla 
execução. Aruayks autorn8ticos possibilitam cio programador alocar e liberar dinamicamente 
a rnem61-h implícita em uma chamada de subprograma. 

Um rrinrny rrlloc~tohle rl um nrrqv auromálico e ainda rfqf~rrerhhape.  

Urna caracterlistica do Fortran 90 se refere h rnanipulaqão de lirrays, por isso k 
chamada de scqãci de ar.rg0. Uma scção de ni.ruj7 i2 um gmpa de elementos em um orsay que 
podem ser usados como um opcrando e m  uma expressão de arrnys. 

3.2 O PC486DX e a linguagem Pascal XSC 

Nesk item descrito o ambiente rninimti que suporta a exccuçao do Pascal XSC. 
Cabe ressaltar que o Pascd XSC é um pre-processados da linguagem C ,  cxisdnd~i versões 
dc Pascal XSC para diiemntes cnmpiliidores C e para diferenres plasafnmas. O 
compilador C utiii~ado na instalação disponfvel no InsriiuLo dr IniormiíLica da UFRGS C 
do C GNU, tam bem conhecido como C DJGPP. 

Observa-sc ainda que o Compilador Pascal-XSC i' distribuído ~ l a  cmpi-esa alemã 
Numerik Software GmbH? e foi cedida para o Instituto de Inlòmíitica da UFRGS para 
fins dc estudo e pesquisa. J5 o compilador C GNU 6 de dominio público. Elc está 
diçponívcl na Redc, podendo ser imporvido awdvi's do utili t8rio ftj1- 

%rnerik Saíiware Grnbh. POBox 2232 D-36492 Baden-Baden G m a n y  FAX Mhli72 16Q44 18 



3.2.1 Requisitos de Hardware 

O compilador Pascal XSC está disponivcl para vsrias plataformas, como pode ser 
vis10 em IDIV94dj. Em todas elas os cdlculos produzem os mesmos resultados, portanto 
a ariirnlsdca que se tornou disponivel por esta linguagem I' independente da plalafoma. 

A versão disponível no Instituto de Informática da UFRGS (I para equipamento do 
tipo IBM-PC 486 ou PBM-PC 386 com co-processador ariunetico 80387. São necessArios 
640 KB de mern6ria cnnvencinnal c, pelo menos. 4 Megobyres dc rnembria estendida. 
Para um melhor desempenho em termos de velwidade de prricessamento recomenda-se 
que ri equipamento tcn ha 8 M ~ g n b v r ~ s  de mem6ria. 

São necess8nos. ainda. um disco rígido de pelo menos 10 M~gobyres de espaço 
dispanivel. rlriile dc 1.3 ou 1.44 Megahw~s. um moné tos monocmrniítico VG A- 

O sistema operacionai nccesshio para a insialação 6 o MS-DOS (ou compatfvel) 
versão 5.0 ou pnsterios. 

O sistema Piascai XSC 6 crimposio pelos programas dc eonfiguraqão. pelo 
gerenciador. pelo compilador, pelos m6dulns padrões c pnr uma hi blioteca de rotinas que 
compisein o sistema de execução dc tempo real. O compilador não ccinthm um gerador de 
cddigo para uma rnAquina espectfica. ele produz um cbdigo C. conforme padrão C ANSI. 
na verdade ele iS um prd-prncessador que convew pwa C. O chdigo C quc, quando 
compilado. gera ci clidigo ohielo p u a  a rn3quina especifica. 

3.2.2 O Pascal XSC 

PASCAL-XSC é uma linguapem de pmpramação de prop6sitci peru1 qiic 
prcrpcircirina çondiçaes especiais h irnpltirnenlaç.çUci dc algariirnos num6iiccis soiisticados. 
que vcli frcm malcrnlilicamen te 11s ~sulrados. O novo sisiema PASCAL-XSC lem as 
vantagens dc ser porthvel a vári;tq platafomuis, miando disponível para compu~adores 
pessoais FPC). esiaqões da trabalho do tipo Sun c Hp. ~i~aiqfi.nines e supercomputadores. 
A prri-tabilidadc garantida pelo uso de um compilador que traduz para a linguagem 
ANSI-c. 

Esie sistema proporciona uma camplela simulação da riritrnetica de ponto- 
tlutuan~e definida pcln padrão hin&io IEEE 754. GI-aças a isto. prcigramas em PASCAL- 
X S C  produ7.crn resul~ados idenziccis crn rridas as platalbmas. 

Prlo uso dos m6dulas mriiemiíticos cio PASCAL-XSC. algriiitmtis numc5ricos que 
pi'cividenciãm si1 ta exatidão c ver-iticaqão autom8rica de resul ~ d o s  podem ser facilmenw 
príigrdmudos. Alem dissti. a lingwagcm PASCAL-XSC simplifica (i proieio de prngramas 
pard as Engenharias e para a Computação Cienlffiica. graças B cstritura modular dos 
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programas, a possibilidade de definicao de operadores, ao overloading de funcOes, rotinas
e operadores, as funcOes e operadores corn tipos arbitrarios de dados e aos arrays
dinamicos.

Outras caracteristicas presentee nos mOdulos da aritmetica padrdo para os tipos
adicionais de dados numericos incluem operadores e funcOes elementares corn alta
exatidao e corn avaliacdo exata de expressOes.

Os programas escritos em PASCAL-XSC sao de facil leitura, mesmo se existirem
as operacOes corn tipos de dados dos espacos maternaticos avancados, onde os operadores
usados para as operacOes obedecem a notacdo matematica convencional. Existe ainda,
uma grande quantidade de problemas num6ricos que podem ser resolvidos pelas
bihliotecas de rotinas corn verificacdo automätica do resultado. 0 PASCAL-XSC possui
grandes facilidades para o desenvolvimento de tais rotinas.

PASCAL-XSC 6 uma extensao da linguagem de programaeao PASCAL para
computaedo cientifica. Seu name vem do inglës, PASCAL eXtension for Scientific
Computation. Ele contem as caracteristicas do Pascal Padrao; o conceito de operador
universal (operador definido pelo usual*: fune -Oes e operadores corn tipo de resultado
arbitrario; overloading de rotinas, fune0'es e operadores; overloading de atribuicao de
operadores; overloading de rotinas de entrada e saida (read e write genericos); conceit()
de mOdulos; offal's dindmicos; acesso a subarrays; conceito de string; arredondamento
controlado; produto escalar Otimo (exato); tipo-padrao dotprecision (urn formato de
ponto-fixo ahrangendo todo o intervalo do produto de valores em ponto-flutuante);
aritin6tica especial para tipos-padrOes de complexos e intervalos; aritm6tica de alta
exatidao para todos os padrOes; alta exatidao para funcOes elementares e avaliacao
exata de expressOes (#-expressions).

Uma completa descried() da linguagem PASCAL-XSC e dos mOdulos aritmeticas,
assim coma uma grande variedade de exemplos sao dados em 1KLA911 e [KLA921. As
novas caracteristicas desta linguagem sao discutidas a seguir.

3.2.2.1 Tipos-padrOes de dados, operadores pre-definidos e funciies

Além dos tipos de dados inteiro (integer) e real (real) do Pascal Padrao, existem
ainda os tipos de dados numericos da figura 3.11 disponiveis no PASCAL-XSC e, como
se pode observar, os prefixos r. i e c sac), respectivamente, ahreviaturas de real, intervalo e
complexo. Os tipos vetores e matrizes sao delinidos por arrays dinamicos e podem ser
usados como intervalos de indices arhitrarios.

Urn grande ntimero de operadores sac) pre-definidos para estes tipos de dados nos
mOdulos aritmeticos do PASCAL-XSC. Todos estes operadores proporcionam resultados
corn maxima exatidao.



wec tor 
rmauix 
complex 
cvectot 
çmatnx 
intcnial 
ivector 
imatrix 
çi nkrval 
çivector 
cimatrix 

vem de reais; 
matnz real; 
tipo complexo; 
vetor de complexos: 
matriz complexa: 
tipo intervalo; 
vetor de in temalos; 
matrix de iniervalos; 
tipo intervalo complexo: 
vetor de intervalos complexos: 
matnx de inrmalcis cnrnplexos; 

Fig. 3.1 1 Tipos dc dados numéricos do PASCAL-XSC 

Camparando com o Pascal Padrão. existem 1 1 novos simholos de operadnres. 
Estes são os operadores e '3. onde "E (+, -. *, J }  para as operaçcies com 
amdondamento dirccionadidn pari baixo c para cima c. os íiperadorcs **. +* e >< 
ncceçs&iris em c&lçulos intervalms para a inkrsccção, união e para ri teste da 
desconectividade [intersecçiio vazia). 

Comparado com n Pascal Padrão, o PASCAL-XSC proporciona um extenso 
conjunto de Cunçfies elementa~~cs maternáiicas . Estas funções estão disponíveis para os 
Lipas rerrl. c o m p l ~ x ~  inr~rvnl e cirit~rvd com um nome gentrica e proporciona um 
resultado com mSxima exatidão. As funções para os tipos contpleer, inrervnl e citrterval 
s3o providenciados em mlidiilos a i  tmijricos do PASCAGXSC. 

Alem das funçdes elementares ma~cmádcas, o PASCAL-XSC providencia funções 
dc uansl'crênciu. cnumcradus nu figura.3.12. entre tipos de dados ncçesskios para a 
conversão dc lipos dc dados numdricos como iniervalos çoinplexos, incluindo tipos 
escalares c ni'rovs. 

intval (ra.rh: real ): interval; 
inS (a: intcrval ): real; 
sup (a: interval): real: 
com pl (ra.rb:~al): cnrnplex; 
re (a: complex): wa1; 
im (a: complex): real; 



3.2.2.2 O Concelto de operador gera? 

Por um simples exemplo de uma soma de intervdos. as vantagens do conceito de 
operador geral podem ser demonstradas. Na concepção da definição de operador pelo 
usuário. existem duas formas de irnplementar operações entre intervalos coma por 
exemplo a adiç2o de duas vamiíveis do tipo intervalo. As variheis internalares são 
declaradas como do tipo intervalo, ou seja, 

type interval= mord inf, sup: real; 

Eçtas formas seriam a irnplernentaçáo por rotina ou por funçfo. Na implemenhção 
par rotina. ou seja, pela decIaração de m a  rotina. os operadores com arrednndamento 
direcionado (+e e +>, os quais não são disponíveis no Pascd padrão) Em de ser 
programados por uma rotina (prncedure.) como na figura 3.13. 

prwedure inladd .la,h: interval: var c: interval): 
hegi n 

ç.ini := a,inl'+< b.inl',; 
c.sup := a.sup +> b,sup; 

end ; 

Fig. 7.17 Adiç3n de iintenialos p r  rotinas 

Neste caso a expressão rnatemiitica z := a+h+c+d. seria irnplernentada por 15s 
comandos de programação, ou - i a ,  trCs chamadas da rotina da flgurci 3.13: intadd(a,h,z); 
intadd(z.c,x); iniadd(z.d,z). 

No caqri da implementação atrdves da dcclrirqão de uma função (somente d 
possfvcl em Pasçal XSC. pois estc tipo de declaração não é possível no Pascal padrão). 
como mostra ii ligurti 3-14. a mesma expressão rnaiemdtiça z:= a+b+c+d. seriri expressa 
no uso =cursivo da função. nu seja: z:= in\addíintadd(inwdcl(a,h).c).d);. 

function iniadd(a. b: inrewall: in'tewal: 
Iiegin 

iniadd.inl':= a.inf +< b.inf; 
iniadd.sup:= a.sup +> h-sup: 

end : 

Fig. 3-14 AdiqiTo de intervalos por função 

Em outros cascis, a transcrição da f6muIa rnatemblica ficou um pouco 
complicada. Em comparação, .w um operador implemcntado em Pascal XSC, como 
mostra a figura 3.15. a expressá<i matern8tica seria programada pelo comando 
z:=a+b+ç+d: ou seja. a nnLac;iio rnakrnAlica usual. 



operator + (a.b:intervall intadd: interval; 
I ~ g i  n 

inladd.inf:= a.jnf +< b.inf; 
intadd.sup:= a.sup +> h.sup: 

end ; 

Fig. 3. I5 Adiçáo de iniervalos pela definiqão de operador 

Alem da possibilidade da sobrecarga dos símbolos de operadores. esta forma 
admite ri uso do mesmo nome de operador. A declaraçiio de tais tipos de operadores 
necessita ser precedida por urna declaração de prioridade. 

O conceito de operador desenvolvida em Pascal XSC oferece a possibilidade da 
definivão de um nfimei-ri arbiti$rio dc operadares, ou a sobrecarga de sirnbnl~s de 
apcradoses ou nomes arhiii.ários para operadores e a implementaçãn recursiva da 
definivão de operadores. 

Em Pascal XSC também t5 permitida a pcissihilidade da sobrecarga de atribuição := 
para pelmifir a notaçUo nalural para iitrihuiçães. 

Uso da delinição de atribuição para cornplexes 6 dado pela figura 3.16. 

var 
c: complcx; 
r: real; 

aperaler := (var c:criniplcx; r:real): 
Iwgi n 
c.re:= r; 
c.ini:= 0; 

end : 

r := 1.5; 
L:= r: { núniern complexo I .5 .0,(1>] 

Fig 3. I d cxeniplo: uso de çompl excis 

O Pascal Padrão providencia as funçócs rnalcmáticaq elernentaits sin, cus, arctan, 
e-rp, Irl, sqi4 e sqrr somente para números reais. De forma a irnplementat a funçao seno 
para argumentos intervalos, um nova nome de função como isiri(..) necessita sei- usada. 
porque o nver-loariirig ou a sobrecarga do nome si11 da Sunqiro elemeniar seno não LS 
permitida no Pasçal Padrão. Entretanlo. Pascal XSC adrniie sobrecarga de nomes de 
funçties e mtinas, atravts da introdução do conceito de simholo gengrico na linguagem. 



Assim os stmbcilos sitt, cus, urcrun, e . ~ ,  In, sqr e sqrr podem ser utilizados não 
somente para argumentos da tipo real. mas tambdrn para inter-valos, números complexos t: 
outros tipos. Para distinguir entrc diversas funçOes c rotinas com o mesmri nome. ci 

número e o tipo dos argumentos utilizados são o que detemina o metodo, pois a ríitinu 
utilizada será do tipo do argumento. O tipo do resultado, entretanto, não (c usado. Por 
exemplo, n rcirina de rotação rotote pode ser definida para os tipos real. complexa e 
intervalo. 

procedure rotate (var a.b: real): 
procediire so taile (var a,b,c: complex); 
procedure rotate (var a,h.c: intervaI); 

O conceito de ovcrloading também t! aplicado As rotinas padrões dc leitura (real/) 
e escrita Invire) de uma forna levemente modificada O primeiro psirsrnetro da nova 
declaração da rotina de entr-dda ou saída necessita ser um pwhetro rndificãvel 
(precedido pela palavra vas) do iipo arquivo c. o segundo pashetro representa a 
quantidade que deve entrar ou sair. Todos os demais parâmetros são inierpreudos como 
fotrnatri de especificação. Um exemplo 15 dado na figura 3-17, onde se tem uma rotina de 
escrita de complexo. 

procedure write Fvar f: text: e: complex: w: integer): 
begin 

4 I wlile (r, '(I. c,re:w. , . c.irn:w, '17); 
end; 

Fig.3.17 Rotina de impressão de complexos 

Quando se chma a carga de uma rotina de entrada e saida, o piirarnetro de 
arquivo prrde ser omitido, pois comsponde a uma chamada com ris arquivos padrões dc 
input ou output. O formato dos parâmetros precisa ser introduzido c separado por 
virguIas, Enrre~anto. vhiris cnrnandos de entrada ou salda podem ser combinados em um 
único comando, assim como no Pascal Padrãci. como no exemplo a seguir, nndc r 6 um 
real. c um complexo e o comanda C: wrizc ( r :  10. c:5, rf5);. 

3.2.2.4 O conceito de mMatto 

O Pascal PadsUo assume basicamcnie que um pro&!ama consiste em um simples 
programa iexto, o qual precisa ser preparado complctarncn~c: antes que ele possa ser 
cnrnpilado e executado. Em muitos casos. e mais convenienlc preparar uin pt-oprama em 
vfiria~ partes. chamadas rnridsrlos, ris quais podem então .ser desenvolvidas e compilados 
independentes uns dos nutros. Ainda mais, vdrias outros pirigrdmas podem usar os 
componentes de um mbdrilo sem ter que copiA-lo para dentro de seu cddign fonte ~ i u  
recampil8-10. 



Para este prop6sit0, um conceito de mddulo foi introduzido no Pascal XSC. Este 
novo çnnçei to oferece as possibilidades da programação modular, a verificação sin t5tiça e 
anãlise semhtica além das limites dos módulos e a Lmp1cmentirc;ão de pacotes aritméticos 
como m6dulos padriies. 

Um rnbdulo introduzido pela palavra-chave module seguida por um nome e um 
ponto e vírgula. Seu corpo 15 bem similar & estrutura de um programa normal, com a 
exceção de que a palavra sfmhoEo global pode ser usada diretarnenze na frente das 
palavras-chave de declaração de constante (const). tipo (type). vaLi6vel (var). rotina 
(prmedurel, função (fuoction) e operador (operator) e diretamente depois da palavra 
símbolo use e do sinal de igual na declaração dc tipo. 

Pnrtanlo. C possível declarar tipos privados assim como tipos não privados. A 
estrutura interna de um tipo privado não C conhecida fora da declai-aqão do rnódulo. 
0- je tos  deste tipo privado podem sornenle ser usadas e manipulados atrdvés de rotinas, 
funçks e operadores definidos pela declaração do rnddulo. 

3.22.5 Amrys dinâmicos 

No PascaI Padriici não há maneira de declarar tipos ou variáveis dingmicas. A única 
maneira de gerenciar dinamicamente a rnerndria no Pasçal Padriiri e atraves da alocação e 
liheraqão de ob.jelos dc [amanho fixo, os quais são refe~nciadoç por ponteiros (poinrei;~), 

Por exemplo, pacotes com operaçocs de velares c matrizes são lipicamcnte 
implemenradaq com dimensões fixas (rnAxima), Por esta razão, samenie paste da memória 
alocada & usada, se o usu6rin estiver resolvendo um problema de dimensão menor do que 
a delinida. O çonceiln dc artqu dinamico acaha com esla limitação. 

Este novo conceito pode ser descrito pelas caracterfslicas de ser dinamito em 
rotinas e funçiies, ter dacaçic;ão autorniítica e lihcração das varidvcis locais dinarnicas, 
u t i l i ~ ~ r  economicamente ri espaço dc amazenamenio, ter acesso a linhzx as ecolunas de 
orr-u din5m icns e ler compati hilidade entre os tipos estáticos e dinâmicos de rrriu~il.. 

AI-I-RI:S dinhicos precisam ser marcados com a palavra-cliave dynamic. A grandc 
desvantagem de esquemas de i i r ~ s  " pre-formadas", dispanivejs na Pascal Padrzo. C que 
eles podem ser acessados somentc pns paralmetrns que -jam índices. n30 sendo 
pemiridos parâmctrris que sejam variáveis ou resultados de funções. Prirtanro. esta 
característica na0 6 plenamente dinimica. 

No Pascal XSC. cirrclys dinhicos e cs~Atlcos podem ser usados da mania Soma. 
Enrrettinto, a r y s  dín3rniccis n3a podem tcr componenies de outras esiruturas de dados. 
par exemplo rrmrcls. 

A dcçlariiqiici do tipo nr-r+ dinhics i  hi-dimensilinal pode ser kita pcv: 



type rnatrix = dynamic army I*,*] of real; 

Tarnbern 6 possivel definir diferenles tipos de dinhicos, com comspondentes 
estruturas sindticas. Par exemplo, pode ser 6til. em algurnac situações, identificar ris 
coeficientes de um polin6mio como componentes de um vetor ou vice-versa. Como 
Pascal 6 uma linguagem estritamente orientada a tipos de dados. esta equivaléncia de 
esirutura de arrays necessita ser combinada atraves de uma adaptação previa. 

Al6m de acessw cada componente da vari6vel. Pascal XSC oferece a possibilidade 
de acesso a suburruys. Se uma componente da variável cringm um * ou um intervalo de 
uma expressão de fndice, refere-se ao s~barray com um todo ou um específico intervalo 
de fndicc na correspondente dimensão. 

3.2.2.6 Expressões exatas 

A teoria da aritmetica computacionai requer a irnplementação do produto escalar 
com somente um arredondamento de acordo com a seguinte definição. dada originalrnenk 
em [BOH93]. 

"Dadris dois v e l a s  x e y m n mmporrenies cada, em ponto-lluhiame. e um pnS- 
eaatwlecido modo de arredondamento 0. o resultado s da operação produto escalar m 
pnrrrfluiuantc (aplicado em x e yl é definido por : 

i=) 

onde todas as aritm6ticas s3o matematicamente exalas. Então s pode scr 

caiculado como sc fosse um resuItado correto intermediário em precisa0 infinita e com 
intervalo Ao expoente não limliado na primeira mina e, então, arredondado para r, formato 
desciado de pntc~flumanle de acordo com n modo de arredondamento ," 

Posianto o resullada da opersiçao precisa ser o rcsultado correto do produtri 
csçalx com apenas uma aplicação dn arredondamento no final. 

A irnplemenlação de algorilrnos de inclusiia com veriiicaçãa automdtica dri 

resultado ou validação (ver [KAU87. KUL89. KULRX, ULL901) faz um uso extensivri da 
avaliação exala do produio escalar. Para avaliar este tipo de expressão Irli introduxidr~ um 
novo tipo de dado doiprechion. VanBveis do tipo doiprecisinfi podem assumir qualquer 
valor possfvel, resulmnre da avaliaçào de expressões de produto escalar sem perda dc 
cxatidiío (como 6 mostrado em [KUL8 1 .  KUL891). Baseado nesre tipo de dados. as ;lsirn 
chamadas exprtssóes exatas (#-e.rpr~s.~inizs). podem scr formuladas por um símbolo 
exato (#. #*. #e, #>. ou ##) seguido de uma expressão exata en tri: parsntesis. A expressãci 
cxrita precisa ter a rorma de expressão do piodum e.walar na estrutura escalar, vetorial ou 
rnatricial. e avaliada sem qualquet' erro de amdondamento. Por causa disto. o resultado 
de uma expressão exata tem um erro de no mãximo 1 iiip. isto S. de no m6ximo uma 
unidade na última casa da rnantissa (ut~ir in tlie lart  nrnntissa plaçe). 



A sinhxe das expressões exatas 6 da forma: #<sim boto> (expressão exata). Para 
obter tesul tados não arredondados ou cerremmente arredondados de urna expi.essãçi de 
produto escdar, o usu8sio precisa escrever a expressão enrre parêntesis precedida pelo 
símbolo #, podendo, apcianalmenic, ser seguido por um simbolo de modo de 
arredondamento. A tabela 3,l mostra os possiveis modos de amdondamento com 
respeito h forma da expressão do produto escalar. 

Tabela 3.1 Tabela dos modos de arredondarnento para expressões exatas 

Na p d ~ c a .  expressões de produto escalar podem ccinter um grande ndmern de 
temos msultãndo numa notação impllciia muito incbrnoda. Para aliviar esla diiiculdadc 
matematiça. o símha1.o sornatbrio lr usado. Se por exemplo A e B são matrizes n- 
dimensionais. então a avaliação de d:= Z, A& . Bkj. para k= l ate n, scprcsenta uma 
expressão de preduio escalar. O Pasçal XSC providencia uma nokação equivalente para 
este prop6sito. o comando sum. sendo a expressã!~ corr~sp~~dente  dada a seguir. onde d 
e umu v ~ ~ v e l  do tipo dntprecision, 

#c 
e 
## 

# 

Expressnes produto escalar ou expressões exatas são usadas princqpalmrntc nci 

czllculo do resíduo (ou erro). No caso de siskmas dc equaçõcs lineares Ax = b, ondc 
AE Rmn, x , b ~  R" Ay - h 6 tomado como exemplo. Então a inclusão Çlr~ erro e dada 
por Olh-Ayl. o qual pode ser cdculadn cm Pascal XSC pcla fhrmula ##(b-Ay). com 
apenas uma operaçãri iniervalar de arredondarnento para cada campncnie do veror 
in tenalar msul tan te. Para se terem inc1usÕr;ç verificadas em sisiemas de equações linems 
C necesskrio avaliar a expressiio do e m  O( E-RA). ande R = A - 1  c E iS a matriz 
identidade. Em Pascal XSC esta expressão pode ser programada por ##(id(AS-R*A}; 
onde uma matriz intervidar e calculada com somente um arredondarncnto por 
componente. A funçiio id(..) definida no mbdulo da aritmgiica real de vetorcs c matrizes 
e prorlux uma matriz idtinlidade do mesmo iipo dos arguincntns. 

- 

Forma da expressão 
,scalar. vec~or, mauix 
scalar. vector. mauix 
scalar. vcctor. rnauix 
scalar, vectnr. mauix 
somente scalar 

Modo de medmciamenio I Simh.Mai 
siml5tfico - - • 
pma baixo 

para cima 

menor ~ntervalo contido 

exato -sem arredondarnenlo 

V 
A 

0 



3.2.2.7 O conceito de string 

As ferramentas para tratamento de sequências (srrin~) de çaracteres no Pmcal 
Padrão não admitem um processamento de texto conveniente. Por esla razão, o conceito 
de seqirEncia foi inlegrado na defmiq50 da linguagem Pascal XSC. a qual adrniul um 
tratamento conveniente de informações lex tuaiç, e usa o conceito de operador, mesmo em 
cornputaçiio simbdlica. No nova tipo de dado srring, o usuhio pode trabalhar com 
sequencias de até M A X N  cmçteres. Quando estiver declarando variáveis do tipo 
swing, o usuãrío pode especificar o tamanho máximo da sequencia menor que 
M A X M .  Portanto uma seqdencia s que pode ter até 40 caractereq 6 declarada por: 
vat s: strinp[40];. 

As operações padrões disponiveis ao tipo srring são: concatenação; tarnan ho atual; 
conversões síring para real, string para inreger, real para .~rri17g e inreger pari sn?nx; 
retirada de sirbstn'ng; posiçiio da primeira aparição; operadores rclricionais c=. <. >=. >. 
o. = e ilr .  



4 RESOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES 

Um problema de grande in te~sse  pritico. que aparece. por exemplo. em ctliçulri 
de estruturas, redes elétricas e solução de equaçoes diferenciais, e o da resolução 
numeriça de um sistema linear de ordem n. 

Sio dados alguns exemplos com o objetiva de ilustrar a aplicação de sistemas 
lineares na solução de vdrios problemas, os quais s3o modelados e recaem na simples 
solução de sistemas. Aproveitam-se estes exemplos para revisar conceitos e dificuldades 
pertinentes ao assunto. 

Como primeiro exernplol. considera-se um certo produto a ser transportado. que t! 
fornecido em dois tipos de embalagens diferentes, constando para ambas a peso brum de 
4# gramas. A empresa transportadora quer saher o peso exato de cada tipo. Ao pesar as 
duas embala~ens em uma b a l ~ a ,  cuja pmisãe vai ate 100 gramas, não se veríficou 
di femnça significativa: então foi idealizada a seguinte situação: ao colocar onze 
embalagens do primeiro tipo e cinco do segundo tipo, lê-se o peso de 6.4 kg. a seguir, 
retiram-se duas do primeiro tipo e uma do segundo tipo, resultando no pesa lido de 5.2 
kg. Esta si tuação pode ser expressa pelo seguinte sisiema de equações, onde se adotar5 x l 
para o peso da primeira emhdagem t: x2 para o da segunda. Estes valores serào oh~idos 
resolvendri o sistema: 

Percebe-se no encontrar as valores xl= x2 = 0.4, que a precisão não 6 sficien~t: para a 
determinação correta dos pesos, então o processo e repetido em uma ba1anc;a de precisiio 
de ate 10  gramas. Os valores lidos nas pesagens, nos dois casos. são respecrivarnenie 6.45 
kg e 5.16 kg. Resolvendo-se o sistema modificado 

obgrn-se como i'esuliado os pesos xl = O kg e x2 = 1.29 kg. Observa-l;e que há uma 
descalibmgem nesta segunda balança. de cerca de O.OSkg, mas isto gerou valores 
absurdamente diferentes. Com este exemplo, constata-se o problema da instabilidade dn 
problema ocasionado pela quase singularidade. pois as retas que representam as equaqões 
são quase coincidentes (paralelasl. Esie sistema, na verdade. t. mal condicionado. 

"etirddii do Iivm Cumn de ciilcula numerico dc Vítoriaiio Ruas dc Bmos Sairos. identificado por 
ISAN761. 



Outro exemplo do uso de sistemas de equações está no cálcuIo das correntes 
elktricas @as Leis de Kirchoff (1 847). As leis de Kirchoff siio de fundamental irnportãncia 
na sesolução dos circuitos efetricos. Seja E a força eleuomotriz, I a intensidade da 
comnie eletrica e R a resisrihcia. os lemas seguem os enunciados: 

A soma algebrica das intensidades das correntes que concorrem em um ponto é 
nula: ÇIi = 0. 

A soma algtbrica das forças eletrornotrizes e das quedas ohmonicas de poot&nciii 
(produtos das resistEncias pelas intensidades das cmntes) e nula: Ei + Ii.Ri = 0. 

Para efetuar estas somas algehrica k necessãrio eslahelecer corretamcnk o sinal 
çomspondenle da corrente elktrica. Por convenção. supor-se4 que a corrente vai do p61o 
negalivo da fonte de foqa eletromotriz ao p6lo positivo, alsaves do circuito extremo. 

B K i c  
I I 

I 

- E +  

Fig 4.1 Circuito eletrico I 

No caso da figura 1.1. supondo serem conhecidos E e as resistencias R1 e R2. para 
se determinar as intensidades I1 e I2 das correntes que circulam, respectivamente, pelos 
condutores ABCD e AFGD e ri intensidade I devem-se aplicar as duas leis de Kirchofi. No 
nodo A. deve-se ter: I -1 1 -T2 = O, pois I chega em A e I1 e I2 saem de A. 

Nri circuito ABCDHKA. a segunda lei permite escreves que -1IRi +E = O e nn 
circuito AFGDHKA. obtem-se de forma análoga -12RS +H. 

Poflanto, tem-se: 

De um modo ~eral .  chega-se a um sistema de equações lineares. Para mdhor 
ilustrar considere o exemplo do circuito eleirico retirado de [CLA89]. exemplo 3.6, p.65. 



Fjg 4.2 Circuito EIétLico Il 

Usando as leis de Kirchoff , solução a 6: 

E-(3-4i)RI 1 42-2i)RCI 1-12) = I) 

(2-2i)R(12-I I )+( 1 + 3i)RU = (3 

fazenda x 1 = 111 (EJR) e x2 = 121 (EIR) obt&rn-se 

ou ainda, descomplexi ficando: 

sistema C então. resolvido para se obter a soluçãn. 

4.2 Formalização do problema 

Um sistema de equações lineares pode ser escrito na forma: 

! 
aiixi+a1~x2+aoxl+-.-+ai.x.= bl 
a,, x, +a, x2+aL1x,+~~-+a2,x.= b2 
aq,x,+a,,x2+a,3x,+--.+a,.x,,= b. 
* * .  - - 

a.ixi+a.?x2+a,lx,+~~-+a..x,,= b. 



onde n C o n6mera de incógnitas do sistema. tmbt!m denominado de ordem do sistema. 

Todo sistema de equações pode ser reescrito na forma de uma matriz de 
coeficientes A multiplicada pelo vetar X Idas incbgnitas), ~suItando no v e m  dos temos 
independentes B. nu seia AX = B. onde: 

[a,, a,? a,, ,-. a,. 

Um problema @iço de resolução de equaçiíes tz: dado um sistema dc equaçoes 
lineares de ordem nxn. quer se achar os valores das inc6griitas. que muitiplicados por A. 
produzem o vetor B. 

Uma soluç2o para um sistema linear 6 um con+junto de vaiores das n incógnitas 
que satisfaça a todas ris equações. Um sistema 'finear pode ser classificado quanto ao 
ndmero de soluções em: compatível, quando apresenta solução e incompatível casa 
contrilria. 

O sistema dilo homogêneo quando o vetor dos termos independentes 6 nulo. nu 
- i a .  bi = 0, para todo i= t .2. .... n. Todo sistema homoggneo 6 cornpa~ivel. pois admike 
pelo menos a solução trivial, que tem como vetor soluçãri X a vetor nulo. 

Os sistemas compatíveis podem ainda ser classiiiçados em determinados, quando 
apresentam uma Única solução e indeterminados. caso cantrArio. Ou seja. se o coniunro 
solucão único. o sistcrna e determinado ou náo singular Se existirem uma infinidade de 
tais conjun~os, o sistema 6 indeterminado. 

Essas considerações snhre unicidade ou não da solur;20 devem se limitar ao campo 
tedrico, pois corno se eslA lidando com problemas numt2ricos. tem-se aproximações e 
arredondamenios que podem conduzir a soluções diferenws e. em muitos casos, 
inteiramente erradas, como no caso de prci hlernas insráveis ou mal condicionados. 

42.1 Revisáo de Matrizes e Algebra matricial 

Os tipos de matrizes mais usuais são: 

a} Matriz retangular: uma matriz mxn C dita retangular yuando m+n; 



b) Matriz quadrada: uma matriz mxn C dita quadrada quando m=n, neste caso. diz- 
se que a matriz 6 de dimensão ri, não sendo necessária dizer nxn; 

c) Matriz coluna: quando a matriz s6 possui uma caluna. ou seja n=l .  TmMm 
chamada de vetor; 

d) Matriz triangular; uma matriz triangular 6 um caso especial de matriz quadrada, 
na qual todos os elementos de um lado da diagonal principal são nulos. Se forem 
nulos os elementos abaixo da diagonal, a rnatrix denominada triangular superior; 
se forem nulos os eIernentos acima da diagonal. a mauiz 6 chamada de triangular 
inferior; 

e) Matriz diagonal: e uma matriz quadrada que sd possui elementos não nulos na 
diagonal principal; 

i7 Matriz tridiagonal: 6 uma matriz quadrada que possui os elementos não nulos na 
diagonal principal e na primeira diaponal acima e abaixo dela: 

g) Matriz simetica: L! uma matriz quadrada cu+jos valores são simétricos com 
imeTação t3. diagonal principal, ou sela aij= aji; 

h) Matriz densa: uma matriz onde a maioria dos seus elementos silo não nulos: 

i) Matriz esparsa: uma matriz onde cerca de dois terços dos elementos são nulos. 
Um caso especial de matriz esparsa do tipo banda, onde os elementos não nulos 
se concentram em certas bandas. 

j) Matriz conjugada: dada uma matriz compIexa. define-se a mauíz conjugada 
como a matriz cornposha pelo conjugad de cada elemento complexo aij. 

kl Matriz Hermitiana: to definida como sendo a transposta da matriz ccinLjugad dc 
A c anotada por AH. 

1) Matriz de HiIbert de ordem n: são matrj7~ç onde todos os eiemenlos são 
menores ou iguais a um. Uma matriz de Hilhert de ordem n calculada da hma 
Hn=(hi,i)=l ]/(i+-i- 1 )I para ~i ..., n e j=i .... n. 

Dadas as rnatril~s reais A=(aij) e B=(tiij) de ordem mxn. define-se a soma das 
matrizes C=A+B pelas somas dos elementos aij e hij comspnndcn tes de A e B. gcrandci ri 
elemento cij de C .  ou seja: cij = aij i bij. onde i=i .... rn e.i=i .... n. 

C1 produto de duas matrizes. anotado por C=A.B C definido em Funçao do 
somathiio dos produtos dos elementos das linhas de A pelos elementos da coluna de B, ou 
seja os elementr~s da matriz produto C, são definidos por: Cij = E aik.hk,. onde k=i  .... 11. 
~ = l  .... m. i=l .... n. 



Observa-se que, num produto de matrizes. o nilmerci de colunas da primeira rnahiz 
tem que ser igual ao número de linhas da segunda matriz e a matriz resultante C terá a 
ordem correspondente ao nrjmero de linhas da primeira e o número de colunas da 
segunda, por exemplo. se 3x5 é a ordem de A e 5x6 a ordem de B.  entiio o produto v a d o  
e 5i mauiz resultante C terá a ardem 3x6. Q elemento cz.3 corresponde ao somarbrjo do 
produto dos elementos da segunda linha de A com ns eIcrncntos da terceira coluna de B, 
O produto de matrizes não 6 cornutativo. 

O produto de uma matriz por um escalar (um número real) 6 definido como sendo 
a matriz resultante C. cujos elementos são o produto do ma1 pelos elementos de A. ou 
, i a ,  C=(~ij)= rA=(r.aij), para i=]. ... m e j=i,..,n. O mesmo é. válido para operações de adiqão 
e subtração de escalares. 

A divisão de matizes não 6 uma operação legítima na ilgebra mawicial, entretanto 
o conceito de matriz inversa guarda certa semelhanqa com a notação de divisão. A inversa 
da matriz quadrada A definida como a marfiz B. ta1 que o produlo de A por B e vice 
versa, produz a matriz identidade. ou se-ia, A.B=B,A=I, 

PntEncias de matrizes são definidas como casos particulares de produtos de fatores 
iguais. Entretanto. cak ressaltar que A elevado a zero resulta na identidade; A elcvnda a 
um & a prbpria A. AZ Ié A.A e, por lim, An 6 igual a um produto de n fatores iguais a A. 
Esms operaçbes entre matrizes reais são estendíveis a matrizes de intervalos; para m t o  se 
util j zam dc matrizes In tewalaimes operadas por operações intcrvalares. 

Os mkrodos num&ncos para a soluçãa de Sistemas de Equaçiçoes Lineares mais 
conhecidos podem ser chamados dc mCtodos ponmais. por operarem com n6meros em 
ponio-fl utuantes. Exislern outros metodos que se utilizam de intervalos. sendo chamados 
de métodos intervialares. Cada um destes ml'todes possui vantagens e desvantagens. em 
funçãa do tamanho do sistema. tipo de matriz dos coeficientes r: do número de operações 
necessarias para sua reaIização. 

Uma das grandes ditkuldades na sesoluc;Zo de sistemas r5 o problema du 
insiahilidade. Esia ocasionada pelas limitaq6es e pelos erros de aproximações que estão 
iigados aos algoriunos usados e aos problemas em estudo, podendo levar a situaçks 
indesejfiveis. Alguns prohlernas são sensiveis a pequenas mudanças nos dados de entrada. 
como por exemplo no sistema dc quaçães: [ x  i 2 y  = 3 e ((1.499~ + 1.00 l y = 1.5, que tem 
por soluçáo x=y=1.000(1. Ma% se a segunda equação for substituída por: ( 0 . 5 ~  + 1.0~ = 1.5. 
a soIuçari passa a ser x = 3.1) e y = 0.0 o que evidencia que uma pequena variaçgo nos 
coeficientes resulta numa soluçiio bem diferente da inicial. 

Diz-se. por definiqão, que um problema matemilticri e instdvel. mal condicionado nu 
ma1 posto se sua solução for scnsível a pequenas mudanças nos dados de cntradti. Caso 
pcqucnas alteraçiies nos dados de entrada sejam acompanhados de pequenas variavões nu 
soluçãci. o problema é dito esrdvel ou hem condicionado. ou ainda, bem posto. 



Para se falar de continuidadc, deve-se ser capaz de medir dislancias entre elementos 
do conjunta, que no caso são vetores e matrizes. Seja a métrica uma das namas de 
matrizes abaixo: 

11 A lic := A maior sornade colunade A. tomados ris elementosem m6duFo 

1 1  A liL := A maior soma de linha de A, tomados os elementos em mMulo, 

11 A := A raiz quadrada da soma de todos os quadrados dos elementos &i mauiz 

Se-jm as sistemas AX = B e AX" B' (perturbado). Enrao. B-B' = AX-AX1=A(X-X'), e 
X-X' = A-! (B-B') =I I X-X' I 5 II A-] 1t.l B-D' I. mas como: AX=B= IBI I I1AII,IXI, então 
implica que I /  1x1 I IIAll / lBl e portanto. IX-X'I E IXI II IAII.IIA-lII.( IB-B'S I IB'I ) . 

Logo o erro relativo em X, devido à incer~za na determinação de B é proporcional 
ao erro relativo em B. Ternos ainda que o cwficiente de propagaçiio IIAII,IIA-111. 

Define-se. portanto, a grandeza IIAII.IIA-1 II, denominada condiçfio ou 
condicionamento da matriz A e anotada por COND(A). como sendo: COmi(A) = IIAII.IIA-111 
e pode-se observar que: quanto maior for o CCOD(A). pior condicionada 6 a matriz A. 
Não verdade que o condicionamento seja dependente do determinante. pois podem 
haver casos em que o &(A) 6 aproxirnadamenk zero. cuja matriz não e mai 
condicionada; COND/A) = IEAII.IIA-1112 IIA,A-JEI = 111111 1. Se ~ ~ ~ n ( ~ ) l l l l i .  então ate j 
algarismos significativos de exatidão podeAo ser perdidos na soluçiio do sistema. devido 
ao mal condicionamento da matriz. 

Na resolução de um sistema de equações, pode-se, então. encontrar problemas que 
tornam o metodo utilizado inelieienk, produzindo resultados incorreios. Como exemplo 
deste tipo dc prohlema tem-se o número de operac;ões que são necessírias para a 
resolução do sistema de equaqões. Outro problema a destacar L! a proximidade da 
singularidade dos sistemas lineares. Caso a matriz seja mal-çondicinnada ou instável, 
quaisquer emos. como por exemplo os de arredondameriitos. podem gerar um resultado 
incomcre c esta instabilidade ou esmhilidadc deve scr analisada a fim de evitar surpresas 
durante ou no fhal  da çomputaçao. 

Os merodos nurnt5ricns para a solução de Sistemas de Equaqõcs Lineares podem 
ser pontuais ou intervdarcs. Os pontuais manipulam nhmeros reais ou complexos, 
podendo scr diretos. iterativos ou compactas. Os metodos inervalares manipulam 
intervalos de números teais ou complexos, podendo ser diretos ou iterazivos. Cada um 
deses mezodos possui vantagens e desvantapens, em função do tamanho do sistema, tipn 
de matriz dos coeficientes e rio númcro de nperaçoes necessdrists para sua realização. 

Na resolução de um sistema de equaç8es. podem-se encontrar prohlernas que 
tornam o metodo uiilizãdo inelicienie prciduziindri resultados incorretos. Como exemplo 
deste tipo de problema tem-se o nirrnern de operações que são necessárias para a 



sesolução do sistema de equações. Hd métodos. como por exemplo os de Eliminação de 
Gauss, que serão eficientes apenas para sistemas de pequeno e medi0 porte. 

Para fins de estudo. realizar-se-á uma divisão dos metodos numkricos em mt'todos 
intervdares e mdtodos pontuais. Serão descritos as metodos, suas cmcterlsticas e as 
candiçoes para se ter algarimos numericos com vefificação automática do resultado. 
Esia rnetodoIogia identifica quando o sistema não possui soIução (identificando se a 
matriz é singular) ou fornece a soluçae na forma de um intervalo. 

Refeencias bib1iogr;lficas. para cada um dos métodos descritos a seguir; foram 
levantadas entre o acervo bihliopráfico das bi bliokcas da hfermátiça e da Mazemdtica da 
UFRGS e publicada5 em [DIVS)OI e, posleriormenk, publicada em [HOL95] com uma 
versão aiualizada. Em cada rn6todo. são dadas apenas as obras clássicas como refeencia. 

4 3  Métodos Pontuais 

Os metodos pontuais manipulam nfirnerns reais ou complexos, quando 
implementados em com puladores ns dados são pontos flu tumtcs. Estes rn&odos podem 
ser merodos diretos. iterativos ou compactos, sendo que, tambem. cada um possui 
vantagens e dmvantagens, dependendo do tipo de sistemas de equaçOes e do tipo da 
matriz dos coeficientes. 

Entre os rn6todos pontuais diretos serão descritos o metodo de Cramer. a Famfha 
dos Metodos de Eliminação de Gauss e o metodo de Gauss-Jordarn. Com relaqão aos 
iterativos ,ser80 apresentados o metoda de Gauss-Jacobi, o de Gauss-Seidel e o metoda da 
Sobrc-relaxação. Os mClodos compactos apresentados serão o método dc Banachievicz, o 
rnd todo de Cholesky e o metode de Cholesky para sistemas simgtricos. 

4 3 1  Métodos Diretos 

Um metodo dito direto aquele na qual a so2uc;ão exata X I. obtida rralizmdo-se 
um número tinito de operaçks atitrntticas. Exemplos de metodos diretos pontuais sãn o 
md todo de Cramer E a Samília das MStodos de ElirninaçiFão de Gauss (MEG). 

O mdtodo de Cramcr d um metodo tedrieo eficax. mas na prática iriefrcientc. 
dcvido à grande quantidade de operações de adição e multiplicação necessáris para ri 

c6lçulo do vetrir solução X. 

Os métodos diretos mais conhecidos e mais usados para resolução de um sistema 
de cquaçfics denso de porte pequeno a rnedio são os metodos de Eliminação de Gauss, nu 
algoriuno de Gauss. 
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4.3.1 .I Famaia dos métodos de Eliminação de Gauss. 

Os metodos diretos mais conhecidos e mais usados para resolução de um SELA 
denso de porte pequena a medi0 são os metodos de Eliminação de Gauss ou algoritmo de 
Gauss. Por sistema de pequeno porte. entende-se uma ordem de ate 30; para medi0 porte 
podem-se ier sistemas de ordem 50. 

Estes metodos buscam calcular a solução exata do sistema através da realização de 
um nUmero finito de operaçóes aitm6ticas nos reais. Eles são caracterizados por duas 
etapas: a triangularização e retrossuhstituiçãe. A etapa da trianguIariza~ão, caracteriza-se 
por transformar a matriz em triangular superior (todos os elementos abaixo da diaganal 
principal sgo nulos). usando apenas operaqõcs ãrilm&icas. A etapa da reu~ssubstikuiçiio C 
a etapa que determina os valores das componentes do vetos soluçiio X. 

Com a uso da aritmetica de ponto-flutuante pelo computador, ocomm cnos  que 
se prnpagarn para o resultado. afelando a qualidade do mesmo. Na tentativa de minirnimr 
os crros foram desi3nvolvidas vãrias versões que são relacionadas na figura 4.3. 

( Sem pivoiamento 
parcial 

Simples 
Com pivoiamenio 

total 
parcial 

Condensal 
L 

rota1 

Fig.4.3 - Famtlia dos metodos de Eliminação de Gauss 

A teçnica do pivokamento 6 uma a1 ternativa de utilizar sempre o maior vdnr como 
denominador. produzindo um quocicnie, em módulo entre O e I. que 6 a zona de mairir 
concentração de números de mdquina no sistcma de ponto-flutuan te, ocasionando mcncir 
perda de dígitos signilicativos. 

No caso de matiizes i'eais. a matriz inversa e a solução dc sistemas de equaçtíes 
lineares deverão ser encontradas, os rnktodas de eliminação de Gauss. com seus 
posionmentos parciais c toiais, t! o rnéfodo. geralrnenie. mais recomendado. 

Os metodos de elirnínaqão de Gauss, com todas as opeimações redilizadas na 
afitmerica complexa são, pt~ovavelrnente. os mais eficientes para a inversão de matrizes 
complexas e para a soluçfici dc sistemas de equaçdes lineares complexas 

Maiores detalhes sohrc estes mr5todns podem sei- cnçontrados em [CI,A83. CLARO, 
VAN7;S. RALO. RAL6Sj. 



a) Sem pivotamento. Esta versão do MEG que não ullliza pivutamenro, e a 
versão mais simples e parecida com a estudada na flgebra. conhecida como "Metudo das 
Operações Elementares", Também não se efetuam trocas de Iinhas. a não ser y ue existam 
m o s  na diaponaI principal. Neste caso, uma troca para retirar o zero da diagond se faz 
necess5ria. 

MEG - Sem pivotiimcntri possui duas etapas: ri uimgularização e a 
retmssubsti~uição. Na triangularização, as operações para transformar a matriz A em uma 
matriz triangular são da forma: 

-EZ 
LEZ = -xLD + LEZ 

ED 

onde: EZ - Elemento a ser ;?erado; 
ED - Elemento da diagonal principal. da mesma coluna que EZ; 
LEZ - Linha que conigrn o elemento a ser zerado EZ; 
LI3 - Linha que contém e elemento da diagonal ED. 

b) MEG- Com pivotamento simples. A técnica com pívatamento simples 6 uma 
tentaLiva de minimilai. os erros de mdondamento nas opzraçfies duranrc a 
rriangularizaçãri da matriz e. consequenternente. rninirnirar a propagação dcstcs para o 
rcsul tãdo do sistema. O pivotamenio simples consiste em nomear um PlVO. um elemento 
escolhido. que ocupa14 a posiqfio na diagonal principal e seivirá dc base nas operagões 
elementares para zerar OS demais elementos de sua coluna. Este elemento sempre C 
escolhidn. considerando o elemento da diagnnal principal para baixo e que ,seja o MAJOR 
em m6dulci.Para que o PIVO ocupe a diagonal. troça de linhas podem scr necessfirias. 

c) MEG- Com pivotamento total. O pivotamentri total iI urna tecnicii que 
assegura que os elernenios que ocupam rr prssjçlci da diaprinal =-iam mainws. em m6dulo. 
que ris demais elerncntos de Iinh2is c ceIunas. e para que isto ocorra muitas vexes nali 

necessArias trocas de linhas e colunas. Um dctalhe muito importante deve scr rihsc.1-vado: 

- Uma troça de coluna em A ocasiona troca de Iinha no veior X. uma vez quc cada 
coluna de A corresponde aos coeficientes de uma das inc6gnitas de X. trocando a 
cirdcm das colunas ocasiona a troca de ordem das incdgnjtiis (muda a ordem das 
linhas). O vetor dos termos independentes B não se altera. 

4.3.1.2 Método de Gauss-Jordan 

O meiodo de Gauss-Jordam apresenta duas variações ti8sicas. Uma que C muito 
utiliirildti para calcular 3 inversa de urna matriz, e. então. ~so lve r  o sistema. A ouira t! na 
verdadc o MEG com pivotamento total, nu seia, diagondiza a matriz A. nhicndo a 
solução X sem a necessidade de rctrossutisti tuiçao. 



a)  Gauss-Jordan (com inversa), Esta versão de metodo e muita utilizada para 
calcular malrizes inversas. O proccsso parte da concatenação de A com a matriz 
identidade I. transformando a matriz A em identidade sitravcs de operações elementares. 
Ao final do processn. onde se tinha a matriz identidade concatenada. tem-se a maúriz 
inversa. Umii vez de posse da matriz inversa A-' de A, pela ãlgetrr~. pode-se resolver o 
sistema por (4.5). ou suja. o vetor solução X pode ser calculado. simplesrnenre 
multiplicando a inversa A-' pelo vetor de lemos independentes B. 

Se AX = B. enlão X = A-] B (4.5) 

b) Causs-Jardsn (pivotamento total). E outra variação do metodo de Gauss- 
Jordan, quando não se dispoe da matriz inversa. ou não se qucr utilizl-la. Parte-se. então, 
da matriz A concatenada com o vetor dos termos independentes B. Transforma-se. par 
operaçfies elementares, a matriz A na matriz identidade. Como todas as operações 
elementares ~ a l i r ~ d a s  sobre A lamlx5rn foram elctuadas sobre 3. ao tind da processti, 
tem-se. no lugar dos temos independentcs B, o veior solução X. 

Maiores dctalhes sobre estes me todos podem sei encan trados em [Cl,A83. Ci4AX0. 
VAN78. KAL60. RA1,65], 

Um mQado f dito iierativri quando a solução X 6 obtida corno o limite de uma 
sequència de aproxirnttçries sucessivas X1, XZ, .... Xm. 0 s  rniVtodris iterativos podem ser 
considerados como uma generalização dn metodo de ponto-fixo para equações. No lugar 
de uma equaçlo tem-se um sistema de eqziaçães AX=B. de ordem n, para o qual se ablkm 
uma "frinqã~i vetorid dè itèraqãri G(X)" isolando uma variilvel em cada uma das ey uac;õts. 
0 s  valores iniciais são utilizados para calculrir a primeira i~eraçao e, cs1t.s. para os cãlçulos 
da segunda ilessiçãci. Porianiri. ris valores das iteraçTies sãci calculados pelos vsilrires da 
iteraqiio antcrinr. entseranra. hS a necessidade dt: sc cstatielecer um crit6iVio de parada 
adequndn. A convergPncia ncstcs rnlliodos C garantida quando a matriz dos coellcientes 
diapmaimentc dminanic. 

4.3.2.1 Método de GaussaJacobi 

Este mktado utiIi7a uma "função vetoria1 dc iicraçãci" GG(X), pari 0 caculo das 
i teraqfies. Os valoirs iniciais são utilizados para cdcular toda a primeira iieraçar~ c. estcs, 
para os c&culos da segunda iresaçãn. Portanro. os valores das itemçõcs são calcutados 
pelos vriloi-cs da ilerar;ãri anrerior.. ou se-ia: 

~ r ; k + l >  - - G(Fb ), onde G(XI 6 da forma: 



O mdtodo de Gauss-Jacobi m M m  6 conhecido como metodo da sabstituiq5o 
simultânea, pois tndos OS valores f i o  atualiados au subsutufdos ao mesmo tempo. no 
final do cãlculo de cada itecaçãci. 

Uma desvantagem deste metodo. 6 que necessita-se duplicar o vetozb solução. um 
para o valor recente calculado. outro para o valor da iteração anterior. Isto não is s6 um 
uso ineficienie do espaço. como lamMrn ocasiona uma convergência mais lenta. 

O metado parte de um valor inicial arbitrArio ("um chute inicial"]. pois a escolha 
para c, valor inicial desses rn8todos não 6 çriuca. 

Contudo. hií a necessidade de se estaklecer um critério de parada adequado. As 
aproximãçdes vão sendo calculadas. utilizando-se os resultados dai; i teraçfies anteriores. 
Fomulação do mtStodo 

onde x, , x2, x,, . . ., xr, são valores conhecidos. 

Os fndices superiores referem-se ao nlimero da iteração, 

Os a,, não dcvern ser nulos. 

O mdsodo dc Gauss-SeideE e o merodo de 3acohi servem conio urna medida J unto h 
qual outros rntsiodos ilerativns podem ser comparados. Maiorcs dculhes sohre estes 
miStodns podem scr enconirados em ~SAlifiii. c'LAXcJ, VhN78.lihLtí5J. 

4.3.2.3 Método da sobre-relaxação 

A base para n rnetrido da scibw-relaxação 15 uma ldcnica que reduz sucesslvamenk 
o I-csiduo. E calçuladri pelo vdor da diíerença entre a aproximaçãlo c o valor mal. O 
rnktodo da snhic-~laxrit;io estd baseado na exirapolaç30 linear usando duas ziproximaq&s 
sucessivas. N o  melrido da nobre-relaxação 11s novcw valores são calculados por 

onde x,''~'" (I n vaior calculado pelo metodo de Gauss-Scidel c HI C o faicir riu relaxaçiici. n 

qual satisfaz : O I iil I 2. 



Se H.= I .  a gcnica se reduz ao metodo de Gauss-Seidel. A escolha do valor de nm 
influenciarli a convergEncia. Uma alternativa Btil para a escolha do valor de itl 6 arbitiar 
um valor entre 1 c 2, nhservando o desempenho da convergência do processo. 

M ~ l i ~ ~ r e s  detalhes sobre a t e  metodos podem ser encontradas em 1ALB73. St'A67, 
RAL65). 

4.3.3 Metodos Compactos 

Os rntfiodçis compactos sao equivalentes ao metodo de Elirninaçiio de Gauss. 
Neles. a matriz A e decomposta em duas matrizes triangulares L e U. onde L t! triangular 
inferior e U hanpular superior. Isto reduz o problema AX=B a dois sistemas simples 
LY=B e UX=Y. 

Maiores detaihcs sohi-e estes miStodos podem sei. encontrados em IALB73. CLA89, 
RAL651. 

4.3.3.1 Método de Banachievicz 

O rnttodo de Banachievcz. tamMm 6 conhecida como meiodo de decomposição 
LU. pois a matriz A i4 decomposta nas matrizes t n a n p l a ~ s  L e U, tais que L * U=A, 
onde: 

A resoluçiio do sistema AX=B. se resume h resolução dos sisiemas: LY=B e 
UX=Y. que podem ser calculados f'dcilrnente por reirossuhstituiçrio. 

4.3.3.2 Método de Cholesky 

O mt'rodn dc Chalesky 6 um mélrido que não requer muita membria para sua 
implcmcniação e e cconcimico cm tcmcis de tempo de computaçãci. A base da utilizaqãcr 
do mi'todo a matriz dos cwficientes A concatenada com o vetor B, que forma a mauiz 
esrcndida AB. e pode ser reduzida a um sistema onde a matriz sqia trjangular superior U 
da forna: 



Se esta forma pode ser achada. então a solução do sistema pode ser facilmente 
calculada por retrossuhstituição, a partir da Iiltima equação. 

O ml'todo de Chaleski para sistemas similtncos i2 provavelmente a mais eficiente. 
O pivotamento não t necess81io. O único cornenrário contrlrin (j. que a matriz quadrada 
(n-I) deverd ser computada. Este metodo rcqucih que iodos os elementos da diagonat 
pfincipiil -iam maiores quc zero. caso contrário errris podem sei. produzidos. 

4.3.3.3 Método de Cholesky para sistemas simétricos 

Se a matriz A h r  uma matriz real simlt'trica. o algoritmo de Cholesky pode ser 
simpliiicad.cto. obtendo uma Catateração de A na forma: A = L-L'. onde L! t? a transposta de 
L. sendo L da forma: 

Do sislema AX=B. subs~ituinda A pela decomposição. AX = L( L'X) = B 

Foram revistos aqui EIS rnttodos pontuais direios. ilcrativris ti ctimpaciçios com o 
oijetivo de servir dc hasc c I'ncililar a compreensão dos rntilodas inlcrvalarcs. Algumas 
vezes. u tilizm-se merodos hfiridns. onde uma solução aprciximada inicial r5 calculada por 
metodos pontuais. Estti 6. então, mel hordda por metodos in tervalaces. 



4.4 Metodos Intesvalares 

A rnalcrndkica intcivalar tem sido ulilimda em diversas hreas, para resolver: 
sistemas dc equaqões lineares e n3o lineares. equações diferenciais ordinárias e parciais, 
equações integrais e problemas de otimizaçiio - como pode ser encontrado em [HAM93]. 
Para cada uma dessas classes de problemas nurndricos, o emprego da matemAlica 
intervaiar tem sido acompanhado pelo desenvolvimento de novas t&cnicas, as quais v80 
aE&rn da mera substituição das coeficientes reais por intervalos e do uso de operações 
intewalares. A extens8o ingênua, por assim dizer. de metodos pontuais em rn6todos 
inenialares rem mostrado ser ineficienk pois não h& convergGncia. corno foi observado 
na extensão inp2nua do rn6tode de Newton para ci cãlculri de raizes rcais (como 
demonstrado em IDIV94J tr ser8 revisto no item se&winte). 

As técnicas para o c5iculn nurntrico com verificac;ilo autorhzitica dri sesultado 
utilizam o produio cscdar 6 r h o  e a aritmetica intervalat corno fcrrarnenras essenciais, 
alem da aritm6tica de ponto-tlu tuanle simples. A aritrn6iica inkwalãr p r m i  te o cãlculri de 
exti.emos ,segurns para as soluçoes de um problema. Obtém-se alta exatidão por meio do 
produto escalar btimo. A cornbinaçãri desias. proporciona um grande avanpçi na anáEisc 
nurn6rica. Uma aplicação ingenua apenas da aritmt3ica in~ewaiar levara a exmmos 
çontidveis. Entretanto, estes podem ser tari grandes que eics são realmenti: inúteis. Esle 
efeito já era ohservado hã quase vime anos atimds por analisras nurn&ricos. que muitas 
vezcs criaimam r,jcic;õcs a esta tbcniça. 

Esie item tem por o,ietivo selecionar os métodos inltervalares para a resolução de 
sistemas de equações lineares encon tiados no Ievanurnen~o hihliogrãfico realizado. 
identificando cwaçierlsticas comuns. visando estabelecer parimetras para a cIassiticaç8ri 
dos metodos inteivulares e. se possfvel, caracterizar ~ & ~ ~ i c a s  de desenvolvimento comuns 
nesses mt-todos. Não ohjerivo d m a  pesquisa a caracterização dos metodos in~erva1an.s. 
Alguns métodos fordrn descriios csmci ilustraqão. visando os tesles do uso cfc'ciivii da 
ma~erndtica inrewalar nn supercomp~tadoi. Cray. O estudo dos rnttridos. o 
desenvtilvirnenro de seus algoriirnas e a implcrnenta~;ã!i dos mesmos serão desenvolvidos 
em umri nova etripa dc pcsquisa (pcissivclmenc como trabalho de pesquisa dc aluno dc 
mestiado do PGCC). 

4.4.1 Resolução Intervalar de equações algébricas 

Uma cquação alg6briça. para fins desia pesquisa, será considerada como um caso 
pariicular dc sistema de equações. onde a ardem do sisrerna um, ou sqia. um sislema 
com uma única equação. A resolução de eqwciqões por rndtodos pontuais pode ser feita 
por vdrios iipos de mktodos. enrrr cstcs sc podem destacar os mttodos dc quehra. t i s  

me todos i~ilriitivos c os rn6tndci.c hihridos - como classilicridos pni' Diverio em [DIV861, 

A i-cso1uc;ãci dc equaçlições por rnc'todos de quebra. comti o conhecido metodo da 
Bisscçção, necessita de um inrrriwko inicial que contenha um z r o  da equação, Este 
intervalo E "quebrado" por alguma regra como, por exemplo. pcla metadc. de forna a 



diminuir o inr~rvalo. ate que se esteja suficientemente pr6ximo do zero da equação. Por 
fim. tem-se um inrervçrkr que contém a raiz cu-jos extremos diferem apenas nas últimas 
casas da mantissa. Observa-se que n conceito de intervulo 5 utilizado. mas sem a 
utilizaçãe de propriedades e operaçfies intervalares. 

Os rnQodos hibridoç. como o método híbrido C (definido por Claudio. D.M em 
[CLA89] e,  também descrito em [DIV90h]). iamMm utiliza a id&ia de inrerv~lln que 
contém uma raiz. o qual e refinado a i ravb  de apemçnes compostas sobre os extremos que 
envolvem retas tangentes e secantes inkrseccionando o eixo x. Mais uma w z  é utilizado o 
conceito de in r~ i~r iko .  sem operaçr'ics intervaiares. 

O melodo ikrativo mas conhecido 6. sem dlívida. o mi5todn de Newton-Raphson. 
UmMm conhecido como metodo da langenw, par causa de sua interpreraçào geornt'trica 
visualizar que o valor da nova aproximaç30 xk+i do zero da equação e tomado como o 
valor do ponto onde a reta tangente ao pomo (xk, fixe)) inlersecciona o eixo x. 
Algehricamenie o metodo parte de um valor inicial que. aplicado a uma função de 
ireraçáo, gera a nova aproximação. Pelo aplicar sucessivo dos valores produzidos pela 
função de ileração, tem-se urna seqüência de valores que. muitas vezes. 6 convergente. 
Quando converge. o limite 12 uma aproxirnução de um dos wros da equação. A funçiio de 
itcração do metado de Ncwion 6 dada p l a  fhrmula (4. I li).  onde se tem que o valor atual 

produzido peIo valor anterior mcnos o quociente do valor da funqãr~ no ponio antcrior 
pela dcrivadn da funçãrr no ponto anterinr. 

Apa~nkrnenlc .  o rntiodo de Newton não si: ulilizri do conceito dc intervalo. Mas, 
como m6tdo  iteraiivo que e. a convergsncia 6 determinada pela verificação de ccrtas 
propriedades em uma vizinhança, a qual pode ser vista como um intervalo. 9 rndtodo de 
Newron 12 estendido a tai7es múlriplas e çnrnplcxas e pode ,wr estendido a cAlçuios 
in tenialai'cs. 

Uma gencralizaçãri ingênua do metodo de Newton para uso da aritmdlicri 
intcivalsr seria convcricr ns valoits leais prir iniervalos e as avaliaçfies da j'Unqão C da 
derivada por exlensclcs inrervalares da mesma Ou seja, Xo c X c para c I' . i a m  F e F 
avaliaqks intervalares com OP F1(Xn), Seja a um zero de F( X ). a única no intcwalo, 

Este metodo 6 divergente para todo in~rvaIo inicial Xo c X, com a€ X. Xwa, 
puix se for verificado o tamanho do iniervaln. pelo diimekrri, nola-sc que o iniervaln 
civsce u cada ileraqãci. ou seja d(Xk+i ) 1 d&). logri a sequencia de inici.valcis 1 Xk } t! 
divergente. 

Para ilusrrai* esta passagem. a seguir i' cansidcradn uma das versões do mt5~odo de 
Newton Tn tervaFx- crin hmido corno mt5 todo de Newton Iniervalai SimpIi ficado. 



Sejam X e Xo intervalos, se f E F(X) e Xo E X, a 6 raiz de f determinada em X, e 
se a & iínica; M é a avaliqão intenraIar F em Xo. Define-se o operador Newtoniano pela 
fdrmula 4.12. onde Ni e M são intervalos. 

NiCx) = x - t;Cx)/M, ande 0 é M. (4.12) 

O metodo de Newton Internalar simplificado 6 dado por: 

Xk+t := Ni(Xk) r%k para k1.2 ..... n (4.13) 

Ohscrva-se que a propriedade que si: x o ~ X o  e Ni(xci)nXo=0. então niio existe 
raiz mal de f em Xo. Observa-se, ainda, que as variações na definição dri operadar 
Newloniana t! que definem as versZies do metodo de Newton intervalar. Maiores 
informaç0es desle método, bem como de outras versões são encanuadas em [DíV91b]. 

4.4.2 Resolução intervalar de sistemas lineares 

Outra aplicaqão dc intervalos r' na resolução de sistemas de equagões lineares, onde 
o uso de intervalos pode garantir a existência e unicidade da solução nu identificar se as 
matrizes envolvidas são ou niio singulares. 

Os sistema$ podem envolvcr matrizes de çmficientes densas ou esparsas. 
Observa-se os mblridos diretos pontuais para a solução dos siskmas lineares são rnak 
adequados a sistemas cujii matriz de coeficientes 6 densa. enquanto que sistemas LU-ja 
matriz de coeficienLes ~ irsparsa, do tipo banda ou tridiagonal. são resolvidos mais 
eficientemenie por me todos iteralivos. Existc uma grandc variedade de mé~odos, cujo 
desempenho C rnelhcir para deurininado tipo de sistema, cu,ja matriz possui determinada 
propriedade. comti por exemplo sirnetrica e dciinida positiva. Enlrepanici. devido à 
insubiIidside (ou es~ahilidade) do prohlema, a emris de arredondamen~os, principalmente 
resulianies do produto escalar, prcsenle nas operações de multiplicação dc vetciws. de 
rnatrizcs e dc rnatiizcs por vetores e ao efeilo acurnulativo, resultados ineomtos ou 
emfineos são produzidos. 

A extensão intervaiitr desus rnetodris n3o 6 muito simples e o cãlcula da solução 
por rnGtodos intervalares pode ser dispendioso, uma vez que sc estd tratandri com vctores 
c matrizes de intervalos. Uma aliemativa econhica e bastante utilizada rS calcular uma 
aproximiiçiio pan tua1 c. a partir desla. mel horsi-Ia atrav(ss de meiodus iniervalares, 

Entre os mctodos in~rvalares levantados. foram idenlificadxq caaraçterlsticzis que 
pcmiiiram a reunião dos mrVtndos em trts classes ou grupos de mfitados. O primeiro 
grupo consiste em rnt5iodoç baseados em riperações algdbricas matsiciais inkrvalares. 
sendo a versão internalar de metodos direlos. Neles a so1uc;ão in~rvalar é calculada 
atravEs de propriedades ou dc operaçães inrcrvalares. 



O segundo grupo 6 baseado em mfinamentos. Silo metodos híbridos. onde uma 
aproximação da solução exata 6 caIculada por algum metoda pontual. Então a solução é 
refinada atraves do uso da matriz inversa real ou internalar, produzindo aproximaçições da 
solução intervalar contendo a solução exata. ou seja inclusks, desta forma se têm 1irnik-s 
çonfifiveis de forma niío dispendiosa. O refmo da soluç3o pade ser feito atraviss do 
refinamento do e m  de uma aproximação ou do erro da rnakriz inversa 

Por fim, tem-se os metodos internalares baseados em ilerações. São versões 
interva1ai.e~ dos metodos pontuais, onde o conceito de iteração lamMrn esti baseado em 
inclustks. A convergGnçia destes métodos 6 definida por teoremas de ponto-rixa vistos no 
capítulo dois. Os mktodas de inclus80 podem ser a priori ou a posteriori, ambos com ou 
sem inflaqiio. A inclusão pode ser obiida atravgs da intersecção da nova aproximqão com 
a aproxirnaçãn ank~ior. 

4.4.2.1 Métodos Entervalares baseados em operações algébricas 

Antes dc entrar nns metodos baseados em operações aip5bica.s intcrvalares. 6 
necesshrio rcvcr as dciiniçõcs dc vetores e rnathzes de inrcrvrtlos c das operações cntrc 
estes tipos dc dados. 

Como foi vista no capíiulo 2. um vetar intervalar t' um veto1- cu-!os elemenios são 
insewalos. Uma rnairiz de intervalos 6 uma matriz cuios elementos são intervaios. Os 
intervalos podem ser de reais ou complexos, mas para fins desta pesquisa s6 serão 
considerados vetores e matriz~s de intervalos reais. Se os elementos do vetor ou matriz 
fcircrn intervalos pontuais (degenerados), tem-se um ve tor ou matriz de intervalo pontual. 
Os diferentes tipos de matrizes umMm são facilmente estendfveis a matrizes intmalares, 
como as matrizes trimgulms. densas e epspsirsas. 

As operaçiíes de adiçlia e suhtraqão dc vetorcs e rnatri7~s de intervalos sõo 
definidas comn a adição nu su hrraç5.0 inkrvãlas dos componentes ccirresponden tes das 
parcclns. gerando o elernenlci comcçpondent, de mesma posiçao no vesor ou rnalriz 
inlci~alar resultante. 

O produzo escrl/(w de vetores dc intervalos é definido da mcsmn forma que u 
praduin escalar real. A diferença reside no raio que o sesultado niio é um real. e sim um 
intcivalo ~*csultan te do somat6rio dos produtos dos elementos intervalarcs dos vetares. 

A extensão dri produto de rnatriziais intervalmç mantém a restrição dc que 0 
número de colunas da primeira matriz lern de ser igual ao número de linhas da segunda 
matriz e, a matriz scsulranle terd a dimensão correspondente ao número de linhizs da 
primeira e o niimcro dc colunas da segunda. O produto dc duas matrizes intervalxes 
determina que cada elemenio da matriz-produto seia calculado pelo somatCinci dos 
produios dos elemenans das linhas da primeira pelos elementos da coluna da segunda, 
onde os elementos são intervalos e as operaçoes são intervalares, 



A divisão não cra uma opcração váiida entre matrizes reais, pettan te mmMm não 
e uma operação válida entre matrizes de intervalos. Todas as operações de escalares com 
vetoses e matrizes de reais são cstcndiveis a vetores e matrizes de intervalos. São ainda 
detlnidas as mesmas operações entre Intervalos com vetores e matrizes de intervalos. A 
selaqão destas opcraçõcs constam no capftulo cinco, na descrição do rn6dulo nivi da 
hi blioteca 1ibavi.a. 

Os métodos inkrvaliises baseados em propriedades e operações alg6bsicas tendem 
a ser urna extensão dos rn&todos diretos pontuais de resolução de sistemas. Eles são 
estendidos a metodos intervalares pelo uso de operações e argumentos intervalares, Um 
exemplo dado a seguir, onde o sistema de ordem dois mal condicionado. Este exemplo 
foi resolvido em [DlvrlJh] e 6 trdnscnto a seguir. com o objelivo dt: ilustrar o uso de 
intervalos para gerar a soluç3o do sisierna. 

Excrnplo: Considere o ,wguintc sistema mal-condicionado: 

Se ns cáiculos forem feitos usando aritmética intervalar arredondada com n dfgitos 
decimais. para n=4,5,6,7. 8 e 9. Pode-se eliminar o iermo x, na segunda q u a ç ã ~ i  p u a  se 
obter (1.OMF - (0.6667 1 2.1X30i(_7.001)).r7 = 0.3373 - (0.6667 1 2.000)(1. IXHl).Ohtendo-se 
para x2 os sscguintes resultados: 

para n=4 : 0.6tí67I2.000 E [0,3333,0.3334] 
(0.6667/2.0C41(3.oai) E [1,OCW3. 1.0011, 
0.3333 - CO.M712.FKHKI)( 1 .O) E I -O.M10.0], 
r ].mo - (o ,m71~ .mm~1~ .oo i )  E I-o.m10,01, 
162 E [O, ai ) (sem limite em q 1 

para n=6 : x2 E [O.IZ8205, 0.1313701: 

~m n=7 : x2 E 10.1302083. 0.13054841: 

paran=H: & E 11b.131)41210, 0.133W613]: 

para -9 : X, E [O.1341429111. 0.1.304291 171. 



O repentino aumento na exatidão que ocorre entre os n=X e n=9 C explicado pelo 
fato de que para n>8 o erro de amdondamentu restaniii & peradíi na divisão final por x,. 
Neste exemplo. o tamanho do intervalo calculado diminui na ordem de 10-' . h mcdida que 
n acresce, para n>5. 

A seguir serão apresentados os metodos encontrados no levantamento 
hihliapáfico. Elm na# saa apresentados de uma maneira formal. São feitos alguns 
çornen tArios sobre o conteúdo dos artigos. levantados. 

a) Método de Hansen, 4 um método que foi encontrado em [&Es~, 
MNli5. I-IhN67. MANA9, DIVrlJa, 01V94bJ e que se utiliza de propriedades dos inlemalos 
para calcular a solução, Ele estuda o comportamento de inequações em cada quadrantc 
para produzir a solução comprisia, que pode sofrer o efeito envolv~nfe,  ou se*iu, pegar o 
menor inlervalo rciangulnr que contenha a solução. 

Cansiden: a sistema de equaçoes Ax = h onde b = Cb, 1 rS um vetor =a1 de ordem 

n c A = (a,, 3 (c uma matriz real não singular de ordem n . O vetcir saluçzlci .r t! C) v e m  

A-'b. Suponha. contudo. que A e h são sujeitos a erras. Suponha que se sabe somenk 

para i , j =  1 ..... n. Denoie 

A' = (a: ) e b' = (6,' 1. deseja-se saber o conjunto de soluções 

X= { x : A x =  & , A E A ' , ~ E  bll patuaequaçaeA'x = b'. 

Hansen e Smirhz discutiram métodos para computar um vcror x1 contendo X. Um 
vcior xJ = [x' ,x2] define uma rcgião em um espaço n-dirnensiond Ilimi~dn pelos planos 

x, = x,' e x, = x,?Ci = n). Em geral. n conjunio X n3o c! uma rcgião limitada pclas 

planos paralelos aos eixos coordenados e ent8~i o menor veior intcrvalar x' não L< igual a 
X. (Pelo menor v e m  intei-valar. entende-se o v e m  de quem os elementos sãc~ todris tis 

rnenorcs pnssiveiç 1. 

Contudo o menor x" de iinteresse. Serh mos~rado como obrer ambos os limites 
(superiores c inferiores) do rnencir r% X. Assume-se quc pela menos um clementa d c  
A' ou b' 6 um inlervalo dc tarnan ho difmnie de [I. 

Agora consideremos o can,junio X. Pode-se reescrever A'.T = h' por 



Suponha que dpns pontos fixos x r X localizam-se no quadrante positivo. Para 
este x. (4.6) pode scr escri to ccimci 

Exisie A E A' c h E b1 tal que Ax=h. para esie r fixo. conianio que os intervalos B 

&querda e 2 direita de (4.7) cruzem-se para cada i =  l ,..., n. Isto 6, x E X (se xJ 2 O para 
j=l ,.... n) sob condição que: 

Seja r, 5 O para algum valor de j. enião 4 x ,  = [4x, aJx,]. Considere as equações 

Na primeiro quadran te. onde x ,  I O,x, I 0, pode-se reescrever o s  mem b r c ~  
esquerdos comti [2x , ,  3x1 + x, ] e [ x ,  + Sx, ,2x ,  + 3x2]. rcspeiectivarnen~c. As in terseçções 

12x,, 3x, + x, l ri [O, 1201 
Ix, + 2x2,2x, + 3x,lnI6Q2401 

n in  devem scr vazias c enião 

Fig.4.4 Conjunto soluyficr X no primcirci quadranlc 



Das inequações pode-se determinar (no primeiro quadran te) que X um poIígono 
com vkrticcs nos pontos (,70.0),(60,13).(60.90),(0.120) e (0.20). 

Repetindo este processo para as outros 3 quadrantcs. tem-se: nn segundo 
quadranie, onde xI I O e x, 1 0, 

4 

Fig-4.5 Coqiun to solução X no segundo quadrante 

No ierceiro quadçantc. onde x, I O e x, I O 

Fig.4.6 Cnnjunto solução X no terceirn quadmnrc 



No quarto quadrante, onde x ,  1 O e 3 l O 

Fig.4.7 Conjunto soluçi?o X no quarlri quadrãntc 

Mesmo neste caso de duas dimensões. n conjunto X não (S partiçulamenic fdcii de 
se represcnhr. Obviamente. em dimensões maiores, X 6 dificil de representar em geral. 
Pode-se, contudo, facilmente representar o menor paralelepípedo contendo X rendo lados 
paralelos aos eixos coordenados. No exemplo acima, este paralelepipedo 6 iimitado pelos 
planos x, = -12Q x, = 90, x, = -60, x2 = 24Q Pode-se cn tão representi-lo por 

I 

Fig.4.X Con-j~un t solução X - área total 



Existem várias versões nas quais se buscou melhorar este metodo, como descrita 
por Hanscn. em [WAN67]. onde são apresentadas cinco versões para calcular n vetor 
inkrvalaim da solução. No entanlo. a descriç8a destas versões ultrapassa 13 objetivo desta 
pesquisa. 

h) Método de Eliminação de Gauss para sistemas com coeficientes 
intervalares (matrizes e vetorcs in tervalares), esws metodos foram encon Irados em 
[LER?, NEIJ(30, MAY911. O metodo foi descrito pela primeira vez em IhLE831, depois 
Neumaier (em 1hwJ9clDl) acrescentou questões que estavam em aherto. Por fim, m 
[MAYgI 1. são cornentiidos velhos aspeclos e dados novos aspectos sohse o metodo. A 
estrutura do miltodo, onde a malrir. A concatenada com o vetos dos termos 
independentes para ser iriangularizada através de operaqTies elementares e, em linhas 
gerais. mantida. 

A seguii' e descr-hn o Meindo de Eliminaçao de Gauss Inlervalar. A malrir, dos 
coeficientes e ci vcmr dos Lermos independenks são intervalares, Deve-se salienur que, 
para F~cilitar a difercnciaqão dos tipos dc dados intervalares dos poniuais, u~i1i.m-se-& um 
su bscrilo i nas ma~rizes e vetores inw.valtircs. cujo componenles são intervalos. Estes 
serãn repmsen tados por 1eti.a~ maidsculas, rnrilri7cs c veiares pontuais são rcpresenlados 
por leiras em ncpi to .  

Sendri A1 uma matriz inkrvalar e h' um v e m  intmalar. assumc-se que exisrt: a 
inversa A-' para todo A E AI. Dexja-se encontrar o conjunto ( XIAX=B. AE AI e BE BI ) . 
Este velar internalar solução pode ser determinado pelo algoritmo de Gauss para sisremas 
de equzçnes lineares com coeficien~es intervalares. A estrutura do método de eliminação 
de Gauss iS rnantida, ou seja. a matriz A1 .t2 concatenada ao veini. diis temos 
independentes Bi produzindo uma rna11.i~ de ordzn nxri-ti, da ccimn em (4.17) 

Ali .-. Aito Bi 

A,,, --. A,, B,! 

Aplicando as f6rmulas descrilas em (4.18) sohrc a matriz descrita em (3.171, 
assumindoque O e Alb.  i'esulia na nova matrizdeccieficientes descrira cm (4.19). 



Entáo se mostra que [X 1 AX=H, AEAI e ~ E B I )  C (Y E A'Y=Bb, A' EA" e Bt E B ~ )  6 
vfilido. Assume-se AE AI e BE Bi e que AX=B. A matriz Ar=(A',j) e o veior br=(BIi), são 
calculados a partir de (4.20). De forma que os sistemas %iam semelhantes. ou seja os 
sistern;is A'Y=B' t: AX=B têm a mesma salução. 

Se cstc passo (5 aplicado n-l vezes. enráíi a matriz concatenada de ordem nxn+i 

descrita em (4.17) t' vansfiirmada em uma matriz intervala {riangular superior, como 
ilustrado em (4.21). cujo sistema linear t2 semelhante ao inicial e para qual E valida a 

relaçáo de inclusão: { I IA.T= b , ~  E A ' . ~ E  h'} L(EIÃ?= b . ~  E ~ l . 6  E L'}. 

Ã.. B, 
Usando as flirmulaq 14.22). que crincspondern ;1 retrossubstituiqãri. çiht&m-se ri 

vctas inicrvalar x k  (X,) satisfaz~ndo x I Ax = b. AE Ar. h~ h! ] c x l .  

Se A=laill 6 uma matiiz não singular. então o algorirmo de Gauss 12 viável para 
cada vetrir in tcrvalar i+. Pode rã en tao ser oecessSr-o troçar colunas duranrc o processo de 
eliminaq3o. Ista 6 qi i ivdenk h multiplicação da matriz A com umri permutaqão da matriz 
nn lado esqueiacia do processo dc eliminação. 



Para serem aplicadas, ac f6muEa dd algoritmo de eliminação Gauss intervalar 
exigem que o zero não pertença aos elementos intervales da diagonal principal. ou seia 
f l ~  A ,  para todo i ,  variando 15 i < n - E ,  em todos ris n-i passos da míangularizaç50. Se 
para aigum elemento iniervalar da diagonal principal (Ati), o zero estiver contido ( 1 3 ~  A,,). 
cntãa. analogamentc ao metodo pontual, trocas de linhas ou coluna5 serão necesshrios 
para rc tiias da diaponal principal 0 oleemenio internalar que çongrn o zero. 1~10 t' sempre 
possfvel se ror assumido inicialmente que A-' exista para lodo AE AI. Se não for possfvel 
realizar este passo 6 porque os tadas membros da coluna conem zero e, entiio isro 
implicarã que a mauiz original A1 ç o n t h  uma matriz singular A, ou sevia anl am inversa 
o quc contradi7. a suposição inicial. 

C) Cálculo da matriz inversa, sobre o cillculo da matriz inversa foram 
encnnrradris diferentes ~ripicos. Ele pode scr calculada por métodos ponruais e, entao, 
cxpmdida para intervalos, pode ser calculada por rnt!!odos ikiãtivos. por m&iodc~s dc 
decompasiqão LU. onde a matriz A 6 igual ao produto de duas matrizes triangulares L ti 
U. como visto na parte de rn6lodos pontuais. Então, se A=LU. R=(Llrkl =U-I L-' =A-'). 
E. ainda sobre o refinamento inervalar da inversa, onde o resíduo e dekrminado c 
acrescentado a rnauiz parri calcular a soluqao. Estes. Ldpicos foram encontrados em 
[HAM93. ROH88. RUM83. ALES?]. 

Para calcular a aproximação da matriz inversa de A. pode ser utilizado n dgontmo 
com pivotmento parcial. Seja A'=PA a matriz que se origina de A por mudança de linha 
tal que uma faiorizaçãn A' = LU com uma matriz triangular inferior L e uma rnauiz 
triangular supcrioi. U existam. Se forem normzili~lidas as cntradas da diagonal de L para 
unidade e se forem salvos os fndices para as linhas pivotadas em um vetor p. 

T inicialixado por p= ( I ,  2,.., n) . o procedirnenici da decornposiçãa tf: o dado por (4.23). 

Aqui, a seta dupla (H)  indica que os vaiores dos eiemen tos especificados ou linhas 
hrdm trocados. Urna vcz que. a decomposição LU e avaliada a invcrsa aproximada R e 
calculada. coluna por coluna, usando substituição simples progrrssiva oti rWoativa. Seja 
dk' a k-ésimn veio,. unitário. Os sistemas Ly = ~ e ( ~ '  c Ux = y serio resolvidos por 
(4.74) e (4.75 1. rcspcclivamenrc. O vcior x iL uma apimlixirnação para k-Csimn coluna de R. 



4.4.2.2 Métodos intervalares baseados em refinamento 

Anres de descrever os metodos intervalares deste grupo. será caracterizado o 
conceito de refinamento. O refinamento F! uma l&cnica que possihiliia que se tenha uma 
medida de exatidão da resposta e outra para se avaliar o sistema quanto ao seu 
condicionamento. A medida dc exatidão da resposta e obtida comparando duas 
api.oximaçõ~ sucessivas; jS, a análise do condicionamento 6 feita alraves da evciluçãri da 
medida de exatidão das aproximaqões sucessivas. Se elas não crescerem, pode ser por 
causa do mal condicionamento da matriz. 

A tecnica dos refinamentos compreende dois passos: ohtençãci de urna primeira 
apinximnqão xl da solução exata x c refinamento sucessivo da aproximação da solução xk, 

gerando nriva aproximação xit+i, até que se obtenha x como limite da sequgncia (xL). sob 
certas condições de conveiegência. A geração das aproximaçks é. baseada no cáiculo do 
valor do crro contido na solut;rio apimoxirnada. Esie erro pode ser somado h aproximação 
gerando nova aprriximat;ãci. ou enfia, ser relinado. uma vcz que no cflculo desie m M m  
existem erros de ai~edondarnenios embutidos nos cãlculris. 

Na figura 4.9. iiem n, 6 ilustrado o vetos x multiplicado pela matriz A, gerando c) 
vetor solução b, ou seia o sislema Ax=b. A apriroximaçãci inicial xr do veior solução x. 
contem cerio crro devido 2s operações aritmeticas de máquina e aos mdondamentos. A 
qualidade da aprnximação 6 verificada substituindo-se x i  no sistema. ou seja, 
multiplicando a mairiz dos coeficientes A pela aproximação, produzindo a apioximayão bi 
dn resultado. que d ilustrado pelo item h da ligura 4.9. 

a) Sistema AX = B b) Aproximação AXl= Bi 

Fip 4.9 Ilus~raçào do sistema e da apmximaçk 

Sobrepondo as dois itens, corno na Iigura 4.10, podem-se visualirai. dois erros; o 
erro no i.eswltadci denominado rtslduo ri c r i  crro na soluç3o zr. Eqtes erros sáo 
importanus pois. se detcrminadris. possi hilitam mel horat. a solução aproximada e, ai@ 
mesmo. delerminar a so1uc;ão exata do sistema em alguns casos. 



Zi= X-Xi Ri= B-I(I 

Fig 4.10 Dois erros na solução de um sistema 

O erro no resultado ou reslduo ri. é facilmenre determinado, pois ri=b-bi=b-Axi. 
A determinac;ãa do erro contido na solução zi. que E a diferença entre a solução exata e a 
aproximação. é mais trahalliosa; pois. como não se tem a soluqão exata. neccsszlriri 
resolver o sistema Azl=ri . M u  na resolução deste sistema ems hmMm são produzidos 
resultando em aprcixirnaçães parsi o e m  na soluçãrr. 

Este erro pode scr somado à aproximação da soluqão gerando nova aproximação e 
&$sim sucessivamente. ate se icr uma apmximação sullcientementc prhximci da solução 
exata. Isto se consriiui em um processo iiterativo de refino da solução onde cada iteraqão (! 
chamada de refinamento, gerando uma nova aproximação. a qual poderh convergir ou não 
pata a soluçõo exala. Isto é determinado pela comparação de aproximações sucessivas. 
como por cxemplo pelo ndrneros de algarismos significativos corretos7. 

O erro ao invks de ser somado pode ser refinado, melhorando sua qualidade, 
Aplica-se o ref?namenio pwa determinar a vdor mais exalo do erro na scduç3n. Isrti 6 
muito utilizado nris mdlodos intervsilares. 

Nu verdade. a recnica dc rcfinamenlri LL urna das bases para o dci;cnvolvimentn dc 
rnfiiodos iniervalarcs. Nesic tipo de mi5todos inkrvalaws a soluqão inicial x i  6 
determinada por algum metodo eficiente pnnlud. A soluçãci C eniiio Irrinslórmada cm um 
inrcrvalo int1;rcionado. pm entãn ser refinado. A seguir serA considerada. corno exemplo, 
a solução dc sistemas densos. 

No caso de siskrnas deenss. tem-se ci sistema de equações lineares Ax = b. A 
marrii. A pode s e r  de núrncros mais (MR) nu de intervalos reais ZTMR). x e b podem ser 
vetores reais ou d e  intervalos reais. Se1.d considerado inicialmente ci çasti onde u matriz A 
k de nfimertis reais e os veiorcs tam bem são de ndmeros reais. 

Sqja Ax=b um sistema real dc equaqõcs com AE R"'" e b. XE R ~ .  Enccintrar a 
salução do sistema Ax=h S equivalenic a cncontrar um zero de f lx)=Ax-b. Portanto, ci 

mbrodo de Newton dS. n .seguinie esquema dc iteraqão de ponto-fixo 



Aqui. x") ,! algum valor inicial arbitrArio. Em geral. u inversa de A não 6 
conhecida. Assim em vez de 14.26). serA utilizada a Rh-tnula de iteraçição do metodo tipo 
Newton (4.27). ande R - A-', 12 uma aproxima@a da inversa de A. 

(ir) Substituindo ai iicrações reais kk) por vetores intervalares [x] E IR", se existe 
um indice k com [x]("')c [x]")+ então. pelo teorema do ponio-fixa de Brouwer. (4.27) 
tem-se pelo menos um ponto-fixo xs [x] '~) .  Suponha que R seja regular. Então este ponto- 

lk+lS fixo tamMm LC s01uçã0 de h = h .  Portanto. se for considerado o diâmetro dc 1x1 , 

obtem-se d([x]('+')) = d([x](") + d ( ~ ( ~ [ x ] ( ~ ) - b ) )  2 d ( [ x ~ ' ~ ' ) .  Assim. em geral a relação 
de subconjunta não seie$ salisf~ita. Por esta razão, modifica-se n segundo membro de 
(4.271 para 

[xfk+'+" = Rb + (1 - RA) [x ] '~ !  k=O.l.... . 14-28) 

onde T denolii a matriz identidade nxn. Rump (em lRIJM83J) dernçinstrc~u que se na cquação 

(4.28) existe um índice i; onde. [ x ] " * "~  [x](". ent8o as matrizes R c A são rcgulms e 
exisic uma soluqiio única x do sistema Ax=b com xs [xl""). E ainda. esie resultado é 
válido pari qualquer rnatiiz R. 

Refinamento 6 um princípio nurnhico no qual uma soluçiia aproximada .F de Ax=h 
pude ser melhorada. resolvendo o sistema Ay= rl, onde rl= h-A.7 é o resíduo de 

I A-?. Desde y= A' (b-R.?)= x - i ,  a soluçfin exata de Ax = b 6 dada pclr x = .T + y. 

Y (k+])= ~ ( h  - A í )  + (1  - RA) y'kl. k = 0.1.. 14.29) 

De acordo com tis rc=suIudos de Rump. a equaqaci residual Ay = r1 iem uma 1Snica 

soluqP~ p [y]'k+l) se 1Rr possivel cnçontrir um índice r satisfazendo (yl'k+l'~ [y](k) para 
o csqucma dc iteraçào inarvalar correspondcnie e y = x- i s [y]('f 'I: tem-se en iiiu. 
uma inclusão verificada da única soluç3o de Ax = h  dada por X + [yl . 

Estcs resultados continuam v5lidos se forem suhsri tuidas as expicssões exatas parli 
z:= ~ ( h  - n.f ) e C:= ri - Itri} em (4.29) por extcnsõcç intcrvalms. Portanto, para evitar 
efeilos dc srih~stiniação. i! aconselh4vcl avaliar bA.T e T-RA sem qualquer 
arredondamenic~ intermediArio. 

RurnpJ prripcis hirii algnritmti pari resolver sislilrnas liine~res em IRltM83l. O 
algoríirno da Iigurri 4.1 I .  hi implernenrado cm P&sciil-SC c mostrou-se cficicnrc na 
iescilcição de sisiemaq lincwcq. Este algciritmci 6 uma adaptaç.30 da alprititmo original do 



Rump. pois em vez de s6 refinar o resfduo e no final somar com a aproxirna~ão inicial 
como foi proposto por Rump, est8 sendo refinada a soEuç2o passo a passo, Este 
comentario refere-se ao passo 4 do algoritmo da figura 4.1 1 ,  onde é acrescido ao resíduo 
z o vdor da aproximação inicial xo. No casti do algoritmo origina1 de Rump, a 
apimoximaqão inicial somada ao veior residua x no final, ou seja no passo 8. em caso de 
convr=i.gCncia 

Deve-se observar quc dado a sistema de ponto-flutuante f(b, n, 1, u), então, 
eps:= h( 1"" )com I e I +cps sendo números consecutivos de F. Este fator epr pode ser 
visto como uma iniiaçno de x, isto 6, ocenência de erro. 

I I Calculc apmximaçãci da malriz H inversa de A pelo seu id(odo preferido: 
7) CáIcu10 do erro exisren~e na aproximação da matriz inversa de A. E = I - KA: 
3)Clilculo da aproximação inicial xo, xo = R.Ii; 
4) CAlcula do resíduo, z:= li-Axo, z:= Kz+xo: 
5 )  Inlervaln Inicial, X := Iz, zt: 
6) k:= n: 
7) REPTAT 

Y := X.1 I -eps. l+eyis]; (onde P ~ S : = I O ( - ~ ~ ) )  

k:=k+l : 
X:= z + E.Y; 

UNTIL 
0 

X - Y ou k = Cimit (10 ireraçiies) 
o 

RISE X r Y 
ENTÃO Existe a em X. iai qquc h-Aa=O: 
SENAO N5ci convergiu! A e R podem wr singulares. 

Fig 4.1 1 Algoli tmo Resolução de Selas intesvalares. 

Estè mesmo algoritmo pode sei' rnodiíicado para scr aplicado a sist~mu~ de 
equavões lineares, onde ri matri~. A A uma matriz inlcrvalrir c b um vetiir iniervalar. A 
rnodiiicação inclui o ciiculo da aproximacão da Matriz R, inversa da matiiz rn(A), que 12 
çornposvv pelçis pontos mi5dic)s de cada elemento intervalar, No passo L! dri aigciriuno 
(iigura 4.1 1) - na cillculn da erro contido na inversa c no passo 4 - onde C calculado o 
resíduo tS urilizrida a matriz inkivalar A, o v e m  inietvalar b f usado no çáiculo da 
aproxirnaçãci inicial c no reçiduo. 

A mesma atiordagcm pode scim utili~ada para sistemas esparsas, onde, por exemplo. 
a matiiz dos cwficienies do iipa handa (riu tridiagonali. Entretanl~), como a inversa de 
umsi matriz handa i5. cm geral. uma maitiiz densa, o pimoposio alpoiizrno consumiria muito 
tempci. tornando-se incticiente. Outra abordagem para o cillculo da rnarriz inversa R da 
rnaiiiz A cY a iitilizaçãn da kknica de deçamposição. DectimpOe-se a matriz A em duas 
matiizcs Iriangulares. uma inferior (L) c autra superior (U), ou ,w.jli. A=LU E MR. Tem- 
se eni3.c) que a inversa R 6 igual a: 



observa-se que os cálculas são aproximados, não se f im os valores reais, exatos. Tem-se 
m ã o  que R = U(-~).L(-'). que pode ser substituído na condiçào (4.3 I ). 

R(b-Axof + (I-RA) . X c # 

ohscrva-se ainda, que por serem matrizes triangulares, o sistema pode ser wsolvido por 
re tro-su bsii tuiçào. que scrg denoiãda pelo operador "*". 

Enzão a condiyão (4.3 1 3 pode ser recscrira por: 

com csLa condisão pnde-sc ~ansfnrrnar ri aIgririlmo anterior, su bsti tuindv o cdilçulo da 
invcrsa R c 11s produlns da inversa pelo ciculo das matrizes triangulares t. pelas retro- 
su hstituic;fies. Estas modi ticac;fies são mostradas e discutidas em IRUM831. 

4,4,2.3 Métodos i ntervalares baseados em iteração 

Os rntfiodos intcrvalares hascados em i teraçTies foram encontrados em: I ALE831, 
no geral ele descreve os metodos dc celaxaq3ri; [RUM83], que introduz as ftimulas daas 
veisfies i n k ~ v a l a ~ s  dos métodos dt: Gauss-Seidel , Gauss-Jacohi e o de Sobre-ielaxaçao; 
[SCH87] qut introduz vario5 prciccdimentns iterativos: e [NEU90] que irata mais 
especilicarncn~c da versão interviar dn metodo de Gauss Seidel. Finalmente. em 
[RUM941 são [raiados mdtados in~cwiilareç para rnalrizcs esparsas e do tipo banda. A 
seguir são apresenudas as 1TSrrn ulas das in6tridos i tersilivos. 

Sclju A E MR, ~ E V R .  O prriccssci de ilcivaçãci ic baseado na fiimula (3.33) 

para dadri vzlcir inicial XQE VR e m a  matriz de iteração B E MR. cntãri (4.33) é 
convcrgenle sc. C somente se, o raio espectral de I - B(-"A for menor do que um. 

S , ja  A= L+DcCl, onde L. U. D E MR são rnatrizcs infeiior. supcricii- c diagnnal. 
ri3spcciivirmcn~ri. Enriio, dcpcndendo da fciima como ;i matriz B detinida sc ~ F r n  o s  
rnStodos de Jacohi (4.34). dc Gauss-Scidcl (4.351 e o da Sobre-relaxaçãn (4.36). 

Sc B = (D+L). tem-se dc 14-33] que: X k c  I = Xk c (D+L)(-])(~-AXL) (4.35) 



Os m&tridos são bem definidos se os elementos da diagonal principal de A não são 
nulas. 

Os relinamentas são cansidcrados. por alguns autores. como processos i terativos 
par causa da geração dos retincls succ~sivos. Aqui eles foram considerados como uma 
classe dc mdtçidos especf!ifiea. apesar desta característica. 

4.5 ConsideraçZks finais 

Muitas vezes. hh u~ilizaçào de uma combinação de mbtodos pontuais e 
intervalares. É c8lculads uma aproximaqão da solução real para. en tio. utilizar este valor 
como ponto de partida de rnkzzidiis inkervalarcs. Com islri ganha-sc tcmpri, pois fazer 
todos os cálculos com uii trnClica inkrvalor podc scr mui io dispcndioso. Ganha-se. 
trirnhkrn, qualidade i3 confiabilidadc. pois o resultado es l I  incluido: dcnrro dri inwsvalo 
solução. pcirtan to se Em lirniies ct~nfiiívcis e. pode-se inclusive. dependendo dri am bientt. 
ondc ris c~lllculns f n c m  feitos. se icr a vcrjficaçiio da corrctudc. aurornatiçarnentc plri 
çompu tador. 

Em gcrd, segundo Rump, em [RUM8.?J. existe um fator de quatro no çusin 
com pulaciona1 de dpori tmns in tervalares comparados em relaç5o a algoiitmos dc ponm- 
fluruanie. Em comparação. gari hii-se a verificação aurorniisicã da nao singtilirridade da 
matriz dada c. pciitanio. a "solubilidade" do sisiema demonstrada pelo algoritmo sem 
qualquer esforço da parle do usufiiici c a soluc;iio possui a garanria dos Eimi~es conli6veis. 

Rrimp m b d m  ohseivnu que num sistema de ponto-fluluanie de base cicçimal. coin 
12 casm rtn mmantissa (dc pwcisãn) d possível resolvei* com rnhirna exalidãci çistcrnas 
lineares ctim matrizes de cwfrcientcs com condicionmento dc ate 10H. Em ICLA89l crd 

ohscrvado que num sistema com condicicinarnenlo na ordem de 1 0 8  poderia-* perdcr ate 
8 dígitos. Ohserva-se que com mkima exalidao se tem estc pnlio. Elc ohsc.rvou, ainda, 
quc siskrnas exutmmentc mal condicionadris niri siio srilucicindveis, dcvido zl 
xnsi hilidadc aos aiwdondamcn tos. 

Outras cnnsiderações sohre 0s meiodos iniervaliii-es t0t-am feiras no cupi~ulri sctc. 
onde alguns rili-lodos Soram implcmcnrsidos parri validar ÇI usci da rnniemSlicir intcwalar no 
supcrcomputadoi- Cray. 

Um cs~udri mais espccíiico sobre estes metodris intervulares estil scndti 
desenvolvido. sob orientar;;fo de Diveri0.T.A por HBlbig. C.A como parte dc sua pesquisa 
dc mcstmdo. Alguns resultados [oram puhlicadns nn seu trabalho individual (TI-473. 
[HOtc)5]). 



5 PROJETO E ESPECIFICAÇÃO DA BIBLIOTECA TNTERVALAR 

Neste capitulo é proposta uma aritmttica de alto desempenho, Ela consiste em 
uma aritm6ticu capaz dc operar com espaços computacionãis avançados, como por 
exemplo dos intervalos. dos complexos e dos vetores e matrizes complexas ou intervalms 
produzindo de forma eficiente resultados çon fi Aveis. 

O ambiente cornputacional para onde esta proposia se enquadra C o dos 
superçomputadsres. Na formalização da proposta da ari tmetica de aI to desempenho são 
revislos t6picos referentes h matemfitica in~walar de rn8quina e sobre processamenta 
vetorial, pois estes thpicos são necessíirios para sua defmiçgci e cmactcriza~ão. 

Inicialmente serh recordada a pesquisa proposta, a qual abordou a idéia de 
desenvolvimento de uma biblioteca de minas inkrvalares no ambienie de 
supcrcomputadoses veioriuis. para se demnnstrar o uso efetivo da matemática inwrvnlar 
nestc ambiente. São citados: a justificativa. tis objetivos e a metodologia desenvolvida na 
proposta de Tese. 

A seguir é caracterizada a aritmetica de alto desempenhu. Para tanto, hi 
desenvolvido um estudo sobre as necessidades. as quais são hirvemenle relatadas aqui. 
Como pmtdtipo desta aritmética de alto desempenho. foi desenvolvidti um essudo. uma 
especilicaqão e. posteriormente. implementadli uma hihlioteça de rotin-as inpwalarcs no 
su perçnmpurador Cray Y-MP2E. denominada libnvi.ri. O nome IíI~~~vi.çi significa 
hibliokca (libj composta da aritrnetica vetoriai inkwdar (ai0i). O suflxa .n c! o sufixo 
padriío do U N X .  mantido nas hihliolecas no Cray. 

Para a especificat;iin desta biblioteca de minas inleivalares. foi necesshio o essudo 
de arilrn6tica çompulacioniil. espeçialmentc do padrão de aritmética binária de ponto- 
nutumie denominado IEEE 754. o qual estabeleceu a5 operaçnes aritmeticas com rn5rirnu 
exalidão. riu seja, que o resultado dos opcraçdes arítmfiticas diferem de no rnSxirnci meia 
unidade do úlirno dígito da rnantissa. Pwa isto. são nccessbriiis dilérenies formas dc 
controlar os amdondamenios. Enirc estas formas. at3o os con hecidcis amdondamen tcis 
direcicinados que gozam de Gerias propriedades. que possi hititam a deliniçao dc operaçfies 
pela regra geral. a qual garante urna atni1ui.a aigebrica mlnimti nti conjunLo de ponto- 
flutuante com estas opei'aç6es aritmt5licas- 

Como o mhien t t  vetririal. a aritmeiica dri supcrcomputador Cmy Y -MP2E com a 
linguagem de pragramaqão Fortran 90. n3n k conforme o padrào da IEEE 754, nãci sfi 
pelo mmanho da palavra. mas larnMm pela forma corno os arrednndamentos e ciperaçfics 
ar- tmeticris em pon to-flutuante são ef'eiuadas. foi necesslino desenvol vcr rotinas quc 
implementisem [ais operaçks. 

A seguir. vcritlc~am-se as limitaçfies dri processarnenia veioria1 na realizac;ãri do 
prnduto escrilar e de somas acumuludus. As di fe~nçar; nos resultados foram idcnlilicadw 
comri I-esultanles da foima como os cdlculns são ei'eiuados. A,! diferenças de msultados 



foram encontradas não s6 em relação a milquinas diferentes. mas tarnldrn entre o 
processarnento sequencial e vetorial. P i a  solucionar esta Eirnitzil;r'io seriam necessarici 
acumuladai~s longos. de precisão maior do que a disponivcl no Cray ou, então. a 
simulação por soi'tware da aritrntitica inteira de precisão iniinikt, Infelizmente isto 
ulti-apassou ns objetivos desta pesquisa, apesar de es~akleçes certas lirnitaqw à 
biblioteca de rotinas inkivaiaies quanlo à aritrnetica de alta exatidão e ao 
desenvolvimento de algaritmos que verificam automaticamente o resulhdo. 

Ainda referente a questões de vetorização e processamento vetorial. que aumenta 
enormemente a velocidade de pmcessamento das operqões, foram pesquisadas as 
çmcterfsticas dos compiiãdores Fortran 77 e 90. ptíncipalmenite quanto vetorização 
autom8hca. No Fortran 77, havia várií~q límitaqk,c no que diz respeito h definiqãrs de 
novos ~ipos de dados e de operações que os manipulassem, como por exemplo para a 
definição de intervalos, que são necessdrios dois valores para representar o limite inferior e 
superior do intcrvaio, Funções em Forlran 77 sá permitem um único par$meirci atribuído 
como resuludo. JrI em Fortran 90. estas limitações não ocorrem. pois o conceito de 
rnfidulo jB estA incorporado 2 linguagem, E, que Facilitou o desenvolvimento da bi bliokcn. 

Com a escolha da linguagem Fortran 90, perdeu-se um pouca no potencial de 
vetorização au tom8lica do compilador. pois esle ainda estd em fase de desenvoEvirnenlo 
pela Csay. Observa-se que o €anho computaciona1 com a uso do Cray estLi associado ù 
velocidade dc proccssamcnlo. 2 oiimizaçiio e veiorizaçãri automdtica do compilador e ao 
tamanho da mem6ria que permite a soluc;ão de problemas de grande porte. 

O Fortran 90 possihilizou à h i h l i o ~ a  dc mtinas intervala~~s ter a característica de 
ser modulai.. No primeiro m6duIa estão: a detinição de intervalos em ponto-flutuante, as 
operações aritmeticas e entre co~juntos. as Sunqões elementares inrcnidwcs e os 
operadores relaçionais entre inlervalos, No segundo mbdulo foram definidos os vetores e 
matrizes de intervalos, bem coma ar, operações e funçiies que os manipulam. O terceiro 
mcídulci C composto de inlervalris de complcxos. As operaçfics clcmenmivs c os 
operadores rclacionais para complcxos iam bérn estão dispaniveis. Por tim. tcm-si: o 
rnbdnilo dc ap1icac;Ões. o qual composto de mtinas que implemenm mttcidos 
inicrvtilarcs para a solução de equaçoes alg&hricas: c resolução de sistemas dcic cquat;ôes 
lineares. mdtodos estes. baseados em ~finzimentns e em irerdções. 

Em relaqão ao tempo dc execução, estes rnttodos podem ser mais demorados do 
que os métodos reais disponfvcis nas bibliotecas ma~emáticas e cientftlcas da Csay, mas ssc 
sabe que RS resultados produzidos são confidveis. pois são verificadris au tomaricamente. 

As rotinas csccilhidas para compor a biblioteca. roram selecionadas a partir dc 
estudos de au tras bi h1joteca.s disponiveis na UFRGS, mas principalmente das rorinas 
dispriníveis na extensão da linguagem Pascal para cnrnpulação cieniítlca (Pascal XSC E, a 
qual tem a si incorporadas todas as caraç~eristicas dr! arirrni3tica de alta exutid9ci e da 
vcflicric;ãri rtutomdtica do rcsulkdri. 



Alguns dos testes desenvolvidos para avaliar a biblioteca libuvi-a, tamwrn foram 
executados em Pasçal XSC (em PCs) com o objetivo de se estabelecer cornparaç6es em 
lermos da qualidade dos resultados. A avaliação quanto ao tempo de execução foi 
desenvolvida tnmando-se por base os tempos do processarnen ta sequencial e vetocial. 

5.1 Formalização da proposta 

Nos capinilos antehores foram expostas aipurnas diticuldades encontradas ao se 
resolverem problemas numericos em computadores. Estas diriculdades se concentram na 
qualidade do resultado e no porte do problema a ser resolvido. Estudos vêm senda 
desenvolvidos para solucionar esias duas barreiras. E s ~ s  estudos referem-se 3. malemhtica 
in tervalar com a arirrnética inkrvãlar e ri uso de supe~ornpu tadores com processarnenlto 
vetorial. 

A proposta de Tese re ferc-se, inicialmente, ao desenvolvimenio de uma fenxmenta 
denominada afitmEtica vciorial inrcwaIar 1ibavi.a. na qual estd disponfvcl a ari trnCtiea 
intcrvalar juntamente com o pmcessamento vetorial, ou seja. as operações intemaiares 
podem scr executadas vetorialmenlc.. 

A idéia do estudo mostrada pcla fipurii 5.1. onde. na horizontal. tem-se o avançci 
da cornpuiação e, na vertical. da rnsitern8tica. O ob+jetívo se ter diretamente algoritrnns 
nurnt2ricos intcivalarcs ondc os cálculos são feitos com o auxflio de operadores ve~ariais. 
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Os metades nurn6ricos são pro-jetados nos nhmeros  ais (R) e, muitas vezes, são 
fh'ónulas rnaiemsiticas infinitas ou m6todos continuas. Os mt'todos numtlricos intervdares. 
sãa baseados na matemdtica intervidar, onde as intervalos (IR) gozam de propriedades 
aigebricas (como números) e propriedades lopol6gicas (como conjuntos). 

A passagem do metodo numérico real. como do metodo intervalas, para o 
algoiitmo ou programa em uma máquina digilal feira sobre um sistema de pontn- 
flutuante (F), onde números tem precisão Tinita, as operações básicas não possuem as 
mesmas propriedades das operaçks teais c, portanto, iêm-se de trabalhar com 
aproximaqães e não com valores exatos. 

A passagem de algoritmos numéricos para algoritmos numt5ricos vetoriais 6. 
muitas vezes, feita aulomaticamente por compiladores. como o compilador Fortran da 
Cray, que proporciona a otirnizaçãn escdar e vetorização autíim8tica para varicis tipos de 
ninhos de Iaps (gerados pelo comando DO). O Foriran consagrou-se na vetorimçào 
siutom8tica devida ao fato de que ri comando bíisico de repetição disponivel i' o DO e a 
estrutura de dados disponfvcl i! o vetor (matriz). que são vetoridveis, A paralelização não 
tem o mesmo sucesso devido ao fato de que processar em paralela não rS uma extensãri 
natural do processãmento seqliericiai. exigindo muitas vezes que se pense em paralelo, que 
se tenha estruturas de dados que facilitem a paralelizaçZio. 

A transtòmação de algoritmos numericos para algoritmos internaliires deu seu 
passa fundamental com o desenvolvimt=nta da biblioteca ACRTTH. Dai cameçmm a 
surgir exlcnsões de linguagem como o Pucal-SC e o Fortran-SC, nas quais estavam 
disponíveis a aritrnetica iniervalar. Infelizrnenw esliis exlcnsfics são hasmnte limitadas. 
pois são suportadas em siszemas cornputacionãis de pequeno porte, corno çrimpuiadores 
pessoais do tipo PC. Devidu a isio o poi-te de problemas rnaterngticos capazes de sei-em 
resolvidos e bastante limilado, como por exemplo, a dimensão máxima de sistemas de 
equações lineares E de quinw eqiiaqríes com quinze variáveis. Atualmente. existem novas 
extensrics como o Pascal-XSC e C-XSC. as quais não rem estas limilações. 

Ainda em relação ao porte dc problemas. os pmhlemas que envolvem larga csculri 
de cornputaqáo, passaram ti scr msçrlvidos com o surgimento dos supeirompultidores. tis 

quais não s6 dispõem de mais rnem6ria e de uma grande veloçidade de processamenlo, 
mas possibilitam o proceskamcn to veloria1 e paraIelo de programas. 

Para cornpcnsar a perda de exakidão na passagem do real para o sistema de ponto- 
llutuanle, foram desenvolvidos sistemas cada vez mais eficientes. como o padrão da IEEE 
754. Foram zarnhém aprfeiqoadas bihliateças de rotinas matemdticas como a 
NUMERALS, BLAS. LINPACK. IMSL. EISPACK. NAG, NATS. etc, que se 
consagraram pnr resolver eficienkmente um grande conjuntn de problemas. (Dela1 hes 
sobre estas bi blioteças podem ser encnnlradas em [DZV87] Estas Siihliciteçai estão 
disponíveis para uma grandc quaniidade dc sistemas dti compuitidows. Atualmente. elas 
Solam incorporadas ii sistemas de stipci.cíimpu~ação. ~*esulzlindo em versfies o~iinizadas e 
vetorizadas. prcipcii-cicinando uma redução fln tempo de pmcessamenlo, 



O grande desafio para se ohter algoritmos numi'ncos veioriais (pardelosl 
intervalases reside na çancorrEncia com estes sistemas quanto qudidade do resultado 
(exatidão) e quanto ao tempo de processarnen to. 

Desenvçilvcram-se estudos da viabilidade de uso dn supercom putador Cray, 
disponível no Centro Nacional de Supeicomputação (CESUP) na UERGS (desde maio dc 
1992), para implementar a arismEtica vetoria1 intervalar para a solução de problema 
nurnilriços. Com esta pesquisa iniciou-se o estudo de rnetodologias de conversiiu de: 
algorirmas squenciais para versões ve toriais (e  se possivel, paralelas): algori tmos 
numkricos da aritmkiica rcal (pon to-flu tuantc) para a ari tm&ica intervalar. Estes muitas 
vezes são aipori [mos adaptados nu mesmo novos algori tmes que garantem uma sequEncia 
de inicrvalos convergente. 

A ariirnv2tica de alto desempenho, irnplemenhda na biblioteca de minas 
inwwalares (Jibrri*i.a) Ç prcijeiada para viabilizar n uso de supercamputadores nu soluçãri 
de problemas ffsicns. químicos, das engenharias entre outros problemas que necessitem 
alta exaiidão. Para tanto, alem da aritmetiça vetoria1 internalar (operaçoes. funções c 
avaliação de expre,ssões). e necesshrio providenciar hi bliorecas que tornem disponiveis. a 
estcs usuários. os metodos inrervalares para solução de seus problemas. 

Airavks destes estudos se concluiu que o avanço pr8tico do uso da matern8ríca 
inwrvalas na resolu@o dc problema wais esu. em paste, limitado pela inexistência dc 
ferramentas compulacionais que possihili [em um uso efetivo de intervalos. Ohsewou-se 
que algumas das ferramentas existentes são limitadas. pois o parte dos prohlernas que se 
podc nrsolvcr S pequeno. Isto dificulaa a disserninaçilo prdtica e o uso de intervalos nas 
cngenharius e em nutras gretas. 

Para a validacão pratica do uso da maiernállca. inkvalar são necess8lios: 
inicialmenre. um cornpuiadrir de grandc porte. capai! dc processar prnhlemus dc larga 
escala; a existcncia dc Scmamenta,~ cornpuracionais que tomem a aritrnetiça inki-valrir 
dispiinivel em h1 máquina; a exisiêneia de um coniunrti minirnn de rotinas numéricas quc 
viahi liiem o desenvolvi menm e irnplcrnenta$ãçi dc aigrisltm tis numCrícoç inteivalaws. 

A valjdriçiio entHo pode scr kita atraves da resolução pratica de um número dc 
problemas em que n aritrnktica de ponto-t'lutuanrc se rnfiarc dcficienrc. come problemas 
mal condicionados nu insuveis. 

5.1 .I Justificativa e Motivação 

A justi ficariva desta pesquisa pode ser iniciada mencionandíi-se a grande vantagem 
que se proporcionar5 na iesoluçãri dc problemas da física, química c engenharias. ondc os 
problcmus sãa de grande porre c necessium rapidcz i3 gimmde exatidl?~ na soluqãu. A 
arÍlmStica vetorial intcwalar t! projetiida pard isio. 



Por outro lado. atravks desta femrnenia. será possível constatar praticamente a 
efíciencia da matemilLica inwnialar na resoluç80 de problemas reais. atraves da resoluçfio 
de sistemas de equações lineares par m&odris intervalares em máquinas vetoriais. 

Por fim, destaca-se que a exisgncia desta fersarnenta cornputacional. poderb 
incentivar e permitir o desenvolvimento de estudos de conversão de metodos E E E ~ S  para 
in tervalares em diversas &as. 

Podem-se destacar, ainda, fatores que não são justificativas, mas que tomam vi6veI 
a pcsquisil. como a disponibilidade do supercomputador Cray Y-MPSE no Centro 
Nacional de Supercrimpu~ção na UFRGS, o interesse comum pelo terna dos grupos de 
Malemádca Cnmputacional e Processamento Paralelo do CPGCC da UFRGS ci u 
cresccn te divulgaçaci e uso de piricessamen to vetorial e paralelo no Brasil. 

5.1.2 Objetivos 

O oeietivo geral desta pesquisa foi o estudo da viabilidade prática da matemática 
intenrnlar na resolução de problemas. através da resolução de sistemas de equaçõcs 
Lineares. para tanto foi nwessfirie o desenvolvimento de uma ferramenta çomputacionaI. 
denominada liba W.n. que ~ d n e  tanto a aritrnetica inzervaIar quantn ti processamen to 
veloria1 no Cray. Esta biblioteca dc mdnas in tewalares contem cerca de 290 rotinas. elas 
estão organizadas em quairti rnbdulas, cada um tratando com um con+junro de roiinas. 
Esies conjuntos dc rotinas rio: rotinas básicas sobre in~rvalris reais. rotinas quc 
manipulam vetores e matrizes de inktvdos reais. rotinas que manipulam iniervalos 
complexos c rotinas inttervala~s da 8lgehra. 

Entre os objetivos inicialmente específicos podem-,se destacar: 

O descnvoivimentci de unia ferramenta cornputacional. que tornasse diçponlvrl a aritrnetica 
intervalx nno ,mipercomputador Cray Y -MI32E; r: a orimização da hihlioicca de rotinas bãsicas 
intervalwes I: de matrizes e vetnrcs inrenicllxes expltmndo us cwacterisLic;ls ve l r i r i~s :  

A Ilclinii;gn c implenienr aqáo dci unia hi bliiircca de rotinas numkicos para 6Igehra linear, 
quc nianipulaise vetores e rnavizes iniervalwes. e que prrnihsse a resoluçiio de síslernas t,k 

equaçtxs liirearcs; e o esrudu dc ni&odas iniewalarcs de resoluçáci de sisrcnias dc equações 
linems. desenvolvinienro de algoritmos e imflementaçb no supr~mrnputadador; 

A w'inlução de exemplos práticos dc problemas quc envolvam sistemas de equaçcks 
lineares p r  nii%dos nurnerictis c intervalam, para que fossem feitas cornpwaq~res quanto a ienipi 
de pmessatnento, exaildào. converp2ncia e contrcilc dc instabilidades: 

O estudo das limiiaqrks, de nielhorias e alrernativas dc irnplernentação das ro~inas quc 
compicm ris qualrn rndduloç da hit-ilio!cça de rtiljnas inlervalar(3.s. 



Estes ohjetjvos foram desenvolvidos e satisfatoriamente concretizados com a 
implernentai;2ri da biblioteca de rntinas intervalarcs lihavi,o, em Fortran 90 no 
supercornputador Cray. Foram, ainda desenvciIvidos estudos sobre métodos de iestiluçao 
de sistemas de equaçries lineares que possibilitaram a espeçitiçação da biblioteca çientitiça 
intervalar libselint.cf, abmnpendo este capftulo. 

O desenvotvimenlo da pesquisa ocorreu em etapas. A primeira etapa consistiu na 
definição e especificação da hi hlioteca de rotinas inzervalares, consli tuida de quatro 
rnçidulns; na implementdçãn e dmumenzação do m6duIa hhico. composto par rntinas de 
transferência, de opcraçõcs ari tméricas intervalares; de operadores relucionais (Tunqõm 
Ebgicss), de ciperat;ões cntre ~on~iuntos. de funçfies elementares hãsicas is etinas de 
entrada e safda de dados. 

A segunda etapa consistiu na implernentação e documeniaçãri dos rn6dulos invi 
(vetores e matiizcs in tcrvalarcs). r i  (intervalos complexos) e apljc (rotinas da iílgcbrri 
linear). Comti cada iunçãa tem sua extensào intervalar. Tof necessãrio tornar cuidados 
cspcciriis, para quc r) domhio  de delinic;ão das funçijcs fosse observadci. 

A terceira etapa consistiu no es~udo dos melodos intervalares pwa saluçãci dc 
sistemas de equaçnes lincarcs. Ressalta-se que na noração adotada. o sistema dc ordem 
um corresponde a uma equsiç3a linear. Os objetivos deste esiudri foram a identificação 
de mctodologias de conversão de mbtodos reais em mCtodos intervnlares e a seleção de 
metodos para a irnplernentação na biblioteca cIentiFica intcrvalar pm solução de 
problemas prriticos. Os tcstes desenvnlvidos foram reunidos na hihlioieca Iihselir~t.c~. 

Na etapa de resolução de problemas práticos foram selecionados problemas 
pr8ticns. tis quais foram icsolvidris com o auxilio da bihliokca de rntinas intervalaics e em 
Pascal XSC. quc possui uma antmi5iica dc alta cxatidãci. U s  resultados foram 
conl'tnnudos visando a verificação da hihliotecli. Foram rescilvidos alguns exemplos dc 
pimolilerntis instiiveis. rindc a aritmética de ponio-llutuanre deixava a dese,fai em termos dc 
qualidade. Foram escolhidos. umhi5m. problemas de mainr porrc. para quc ns cicitr~s da 
vc~cirízaçã~i f'osscm visuílizcidns e comparados. 

Na etapa da analise das lirnitaç2ies foram analisadas as limitações da ferramenta 
cornputacirinril e dos efeitos que e la  Livcram no rcsultadci dos prnhlernas resolvidns. O 
resultado desla anãlise foi empregado para o desenvolvimento das propostas dr: 
melliorias c dc altcrnaiivas de irnplementa~ão desrn hi hliowa. Alpurna.~ d c s ~ s  propnstas 
começaram a scr desenvolvidas por alunos do mestrado do PGCC. 

Finalmenw. a etapa da análise do uso da matemática intervalar na nrstiluçãci dc 
prohlcmns prãticos. striivfis da bihliolcca lihuiii.ri, desenvrilvida nn Ciuy. Nesia mui9lisc. 
foram iden tiiicãdos cis ponios posilivos e negativos do uso da ari trnetica inrervalar, 



5.2 Aritmética de Alto Desempenho 

Para que se possa ohier urna aritm6tica de alio desempenho. esta deve ser 
estendida ainda com outros elementos. Todas as opcrações com números de ponto- 
flumanle devem ser supridas de arredondarnenros direcionados, isto 6. arredondamentcis 
para haixo(para o número de rnAquina anterior}, para cimal(para n número de máquina 
posterior) e sirn&rico(paia o ndmern de máquina mais prbximo). Uma aritmktica 
intervalar para nbrneros reais e complexos em ponto-flutuante pode ser construida com 
estas operações, 

As operagõcs sobre dois intervalos no computador resultam de operações sobre 
dois extremos apropriadamente escolhidos dos operandas intervalares. o cAiçulo do 
extremo inferior 6 arredondado para baixo e o cdçulo do extremo superior para cima. 
Dessa forma. o resultado certamente çoniem todos os resultados da operação aplicada 
individualmente aos elementos do primeiro e do segundo operandos. 

5.2.1 A Necessidade 

A necessidade de ullrapassar as lirnirrtqnes dc espaço e rernpo l e v a m  ;I 
construçiio de superçomputadores crim caractei-Csdças de hnrrlti~ctru q uc. possibilitam o 
processarnenro de li1 tn descm p n h o  (vetoria1 e paralelili). Com islo. tornou-sc pcissível a 
soluçãri de problemas que necessitavam de uma grande y uaniidadc de cálculos. 
conhecidos como probl~mcrs rlr compiiraçüo (lr Iargn escalo. Houve. portanto. urna 
preocupação com a qtirrnridnd~ de operaçoes que poderiam ser excculadas c n ã o  com a 
q~irrlicind~ destas opcraçfies em ponto- flutuante. Atualmente. h5 uma necessidade de maioim 
conliahilidade nos metodos nurnbricos e dos cálculos. A solução para esta questão seria a 
nhtenção dc uma aiitrnerica de aIto desempenha. r8pida e altamente conriávcl (com 
garantia de cxalidão). 

52.2 Aritmética Intervalar de Máquina 

Na matemlilira iniervaIar. crn vez de se aproximar um valor  cal x para um númcro 
de máquina. ele i! aproximado por um intervalo X. que possui, como limjie inkrior c 
supcrior, núrncros dc máquina. dc Iòma que o intervalo conmha x. O tamanho d e s t ~  
intervulo pode ser usado como medida para avaliar a qualidade de aprnximaç30. Os 
cillculcis reais são sutistj tuidos por cdlculos quc usam a ariimhiica intcivalai.. 

Pride-se justilicar o uso dc intervalos nuinericos pelo hto da ari trngtica real não scr 
suflcicntemenie cnnfidvel em muitos problemas relacionados h Fisica c c Química 
Expeiimental. Nestas iírelis. nem sempre 6 possfvel elètuar niediqks de ti~mia exata. ma.s 
sim dcntrti de uma ccrla faixa. quc pode ser reprcscn tada atravts de ín tervritos. 

Para garantir a máxima exatidão em operaqões iniervalares. é necessário definir as 
opcrações intervalarcs snhrt: ri conjunto de intervalos de ponto- fíutusin te. EsLas operaçcies 
%riam delinidas com o auxilio dos arredondamenios rnonoifinicos direcionadlis coin t i  LI 
especiticado em LEY93] c rcsumido a seguiim. 



Inverso aditivo: -X = [-x2, -x 1] 
Pseudo inverso muItiplicarivo: I /X = [ 11x2, 1 Jx l ]  0 E X 
AdiçBo: X+Y = [ x l ~ + ~ l .  x 2 ~ + ~ 2 ]  
Suhtraçilo X-Y = [xlV'yS, x2A'ylJ 
Multiplicação: X*Y = I min( xlV* y l ,  xIV* y2, ~ 2 V " ~ l .  x2V* yS}, 

m a {  xl ~ * y l .  xl A*yS. x2 A*yl. x2A*y2]] 
Divisão: XR=[ min( x l v l y l .  ~ 1 ~ ~ ~ 2 .  x 2 ~ / ~ l .  x 2 ~ / ~ 2 ) ,  

max( x l d y l ,  xldty2. ~ 2 ~ ~ ~ 1 .  x 2 ~ / ~ 2 ) ]  

1ntersecr;ão: X n Y= ( [rnax{xI.y 1). min[x2,y2]]. se xlcy2 e ~ 1 1 x 2  
I @  casocontr6rio. 

União: X u Y =  ( Irnin{x 1 .y 1 1. rnax{x2,y2 11. se XnY $0 
( erro caso contdrio. 

Uniao convexa: X u Y = { [min 1 x 1 .y 1) . max ( ~ 2 . ~ 2  ] ] 

Menor valor absolutci: d> = min ( 1x1 I x E X }  
Maior valor absolu~o: 1x3 = max { Ix l I, 1x21) 
Valor abscilu~o: Ahs (X) = [ a>, 1x11 

Ponro rnisdio: m(X) = (xl+x2)/2 
Raio do Intervalo: r(X) = (x2-x 1 112 

Dishcia entrc dois intcivalos: q/X.Y) = maxi 1x1-y lI,Ix2-y21] 2 O 
Diãmctro: d(X1 = x2-x 1 
Diirne~rn Relativo: d,,(X)= d(X)/<X> = (x2-x 1 )/<X> 

Rclação de igualdade: X=Y (xl=yl)c(xS=yS) 
Desigualdade: X*Y w (xlsyl)ou(x27ty2) 

Demais relaçiks: 
X menor que Y .  X < Y  =r x 2 e y l  
X maior quc Y .  X > Y *  x b y 2  
X estií contido crn Y. X r Y *  y l l x l e x 2 1 y 2  
X está contido propriamente em Y. X c Y * y I5x I c x21y2 c (x 1 #y 1 ou x2#y2) 

X 6 interior de Y. X ~ Y *  yl<xlex2<y2 
X contem Y, X j Y -  x l l y l e y S l x 2  
X conlém propriamente Y, X 3 Y * x l5yl e ~21x2 e (x 1 *y 1 ciu x2$y2) 
x penence a X, X E  X- xl I x  5 x 2  
X intersecqão Y 6 vazia XnY=B - x2<y 1 ou y2cx 1 



A principal vantagem da utilização da aritmética intervalar de rnãquina 6 a 
determinação de um conjunto que congm a solução do problema que se pretende 
resolver. Demonstra-se que a estrutura de fIF, +, "1, onde + e * são definidas com 
arredondamen tas tS um anelóidel com elementos neutros [O,O] e [e.e]. 

A adiçiio e multiplicação são associazivas em IR, en treianto a asssçncintividadc: 
destas operações não são váiidas em IF. como cS ilustrado em LEY931. 

Atraves de estudos pode ser observado que no coniunto dos intervalos de nifrnerin 
de ponto-flutuante sc perdem viirias propriedades das operaçbcs aritméticas. como a lei 
associariva para operações de adição e multiplicaç80, a perda do elemento sim&tnce, para 
adição, a perda do elemento inverso da rnul~iplicação. a perda da unicidade do elemento 
neutro para adição e a perda da distributividade de multiplicação em relaqão h adição. 

Um exemplo simples mas significativo da influência da falra destas propriedades na 
resolução de problemas pode ser dado com o problema de resoluyão algfbfica de uma 
equação do primeiro grau. do tipo: ax +h = 0. A solução real x = - hla sCi pode scr ohlida 
nos scais, poique os reais possuem a estrutura de anel. onde existem os elemenros Inversos 
da adicão e multiplicação. O significado de "passar h para ri outm lado" significa que se 
estd adicionando nos dois lados da iguaIdade o simktriça de b, nci caso -ti. O mesmo 
ocorre em relação h multiplicaçãa, dividem-se ambos os lados por a, mas se não são 
verificadas as propriedades da existencia dos inversos nri conjunio dos inlervalns de 
ponto- flutuank. qutilquei. mr5iodo algthrico baseado em lais pi-opriedade produzir5 
resultados errados como a versiici intervalar "ingênua" ddo metodo de Newtan. 

5.2-3 Características do Processarnento Vetotial 

Piricessmen to vetorial ou velorização iern dit'eren~tis sijyilicados para diferentes 
tipos dc pcssoas. Para pessoas que desenvolvem linguagens, por exemplo, vetorizaçao 6 
utilimda para caracterizar linguagens do tipo may. como a exiensiio do Fortrari vccuan. 
Para pessaiis que desenvolvem compiladores. significa anmi,w dc dependcncias de 
cornandcis do c6digri Ccintc ((10-lnnp) e conversões de opcm~;õcs squenciais para 
opcraçaes vetoriais equivalentes. Para usufirios, vctcirizaçãíi significa a in troduç30 de 
ins1mc;ões vcioiiais de hrri.dwni*e em se i i s  prrigrmas. para que a alta velrwidade destas 
instruQ3i?s possa ser utilizada de forma a melhorar o desempenho de .uus programas. 

Adotando o pmra de vista do usu&io. a seguir são mostradas as tr5s t'omas de se 
utilizar a vetorização e uma caracterizaqiio mais fiimal das instniqdes veloriais. 

O ohjedvo piimSrio da vetorização i5 para achar operações sequenciais que podem 
ser convei'tidas em opcraçkes veloriais semanticamente equivalentes. fazendo uso de 
vantagens do hcrrlibvnr~ vctorial. Em geral, um comanda pode ser vciorizadri se elc não 

Aric tddc esuurur;i ril#hrica definida crn 1 Ç'1 .A7') 1 



requer entrada na iteração de uma variivel do Joop, a qual computada anteriormente no 
Ioop (dependência verdadeira). 

O resuItado finai da velorisação de um 1oup produzir instruções de maquina que 
executem grupos de elementos de dados em registradores vetnriais. Na forma simples. um 
do-lonp 6 rransfòmado de uma iteração sobre elernen tos simples para uma ileração sobre 
giupos ou seções de elementos. 

A primeira forma de se nhter a vctarizaçãa 6 simplesmente recompilar os códigcis 
escalares em Fortran. utilizando o compilador que vcioriza automalicamente os c6digos. 
Compiladares Fortran deste tipo estão dispnfveis nos supcrçomputadores como Cray Y 
MP. JRM 3090VF e Convex C2 E O, existentes no Brasil. 

Outra forma de verorizar t! reesrnilurai. o cõdigo fnn te para auxiliar ri com piIadar a 
reconhecer mais opnizunidades pwi gerars ccldigos veronns, obtendo assim mais 
henet'icios. um maior prau de vctorizaqio das rotinas. 

Por rim. para vetnrizar pode-se recodi ficar completamente a aplicação pela escolha 
ou pclo desenvolvimento de um novo algoritmo que produza maior beneficio das 
caracteristicas vetoriais da m5quin;i. 

Um vetor no Cray Y-MP2E k um coyiunto ordenado de elernenios, cada elemento 
é rep~senlado como uma palavra de 64 tiiis. A distinção de vetor e escalar & que escalar 
um único elemento. enquanto que vetares são vários elementos. Exemplos de estruturas 
em Fortran que podem ser mpnisentados pciim vc~rires são arrqt?.r dc uma dimensão. tem 
corno linhas. colunas c diagíinais de nrrqr mul~idimensionais. O processrimentti vetorial 
ocoarc quando operaçiies aritmd~icas e Ibgicas são aplicadas sobrc vetoxs. A diferença do 
processamemo escalar t2 que processa vArios clemenlos no lugar de apenas um. Em geral 
proccssamentn vclona1 (z niais rjpido e mais eficiente do que processarncnio escalar. 

En trt: as caicicleristiças do processamcnto veioria1 . cstS o operando vctnrial. quc 
ccintr5m um conjuntn ordenado de N elementos. ondc N e chamado do umanho do vetor. 
Cada clernenio em um vciiir i' urna quantidade escalar. a qual pode sei- um nijrnero em 
pon 10-11 ultrante. um inleirti. um valor Iõgiço ou um cai'actcr (&?e). As ins tniçfies vetoriais 
podem =r classificadas cm seis tipos de primitivas: m: S-V: fl: V s V ;  f2: V, S; 
f 3 : V ~ V d  V : f4: VxS = V: f5: S x S-V: onde V e S dcnotarn um operando velcirial c 
um operando escalar, respeciivarnenlc. As runçõcs TI c I2 sãn opcruçbes unArias. 
cnquan to que f3 e f4 são hinh-ias. 

O prcicessamento vetoria1 elimina a maioria dos testes e controle de tipcraqõcs, 
principalmente as associadas a Inops. EIc minimiza o tempo dispendidri na espera da carga 
dns operandos e dc armazenagem dn wsulrado. pela wf~lréncia a grupos dc locação de 
rnernt5ria c pclo uso dc itgisrradoi0cs de rntíltiplnx elementos. 



No proçessamcnto vetorial. sucessivos elementos são supridos a cada perlodo do 
relbgio (um CP - çlock period), e mmMrn. são concluidas operações. sendo os resultados 
enviados a elementos sucessivns do vetor  sul [ante. As operacoes vetoriais continuam 
sendo executadas ai& que ri núrnein de operaçoes efe~uadas sqja igual h quanridade 
especificada no registrador dc tamanho denominado VL ( v~cror  Ien~th  }. 

O pmcessamen to vetoria1 reduz o controle associado h manutençiío de variáveis de 
controle de loops (inçrernentar e verificar com o contador) c muitas vezes são reduzidos 
problemas de conflito de acesso h memliria 

Outra vantagem da processarnen to velaria1 6 que ele reduz o número de instruçOes 
em l in~uagem de mfiquina que precisam ser camgadas. decodificadas e executadas. 

53 Biblioteca de rotinas intervalares libavia 

A hiblioteça dc rotinas inwalares 1iboi~i.n fni pra-jetada para viatiilizai' n uso da 
rnaiemdtica iniewalar crn supcrcomputadores para a soluqão de prnhlemas fisictls. 
quimiccls c das enpcnhiiri~q que necessitem alta exatidão. Para ranlrs, al&m da aritmtlicri 
vetorial in tervalas (operat;ões. funqões e avaliaçilo de expressoes) hi ncccssfirio 
pi.ovidenciai. hi bliotecas que cIcirnassem disponfveis a estes usu8lios os metodos 
in tervalares para solut;iio de seus problemas. Inicialmenic. foi especiiicada a biblioteca 
cientffica aplicativa 1il~r~linr.n~ composia por algumas rotinas inkrvalares de resnluçao dc 
equaqfies alg&hsicas e sistemas de equaçEes lineares. 

A libuvi.~i Iòi desenvolvida em Fortran 90 da Cray. Ela tobrtliza cerca de 290 
rotinas que manipulam inwrvalo,~ reais. vetores e matrizes de in~ervalris reais. intervalos 
complexos e algumas rniinas in tervalares estendidas da Algebra linear que manipulam 
matriíses c verores. inclufdas na hihliorcca BLAS. Ela pode ser descritu como tendo quattv 
rnridulos. Os 11-2s pimeims rn6dubs sãci ns módulos quc implemenm os tipos de dadcis 
intervalo real, vclores c matrizes de intervalos e in~walos  complexos. Eqics mddulcis 
foram dcnriminadns dil húsicn, ntvi e ci sespcctivamentc. Nris mddulos I~císiro e cE 
existem conjunlcis dc minas ou lunçfics agrupados de acordo crim a natureza dc 
operaçhes. Esics conj~inlos sãri .seis. 0 primeiro conjunto slo as Iùncries de translci-cncia, 
as quais ti-aram de ciinvcnei* reais nu complexos pdrd intei~aios, vice-versa c. ainda 
funçõcs quc calculam particularidades geomt5tricas dos intervalos, com ri difirnetrri, raio. 
ponto medi0 c distunciu entre intervalos. 

O segundo zipo são as Cunç6es relacionais. cu-jn ripo dc dado resultante t 
~eralmcntc lbgico (haoleanol. Entre as func;ks relacionais estão a igualdade. a dllkixnr;a, 
ser menor. maiar, csras contido. conter, Lwr interior c a relaçán de peflinCncja. ou seja um 
real pertencer ao inteivalo. Mais detalhes podem ser vistos no capitulei 2, onde h6 uma 
i-evisão sohrc inierviilns. 

O rei-ceiimci coqiunzri dc rolinas trata dc nperaçocs entre conjuntos. e n w  eslas 
operaqões estão a intersccção, a uniao. a uni50 convexa. O quartri conjunzo dc rohas  



irnplementa a 
mul tipliçaqão e 
de dados. 

aritmetica. ou se-ia as operaç0es iuitm6ticas de adição, suh tração. 
divisão. São incluidas algumas operaç6es arilmdticas entre diferentes tipos 

As funçõcs clcrnenta~s, como valor absoluto. raiz quadrada. x elevado ao 
quadrado, potençiação. exponencial, loga~ismo e as trigonorn~ulcas constiçuern ri quinto 
conjunto de rotinas. Por fim. estãti as miinas de enrrada e saida, read e w r i f ~  pua os 
n(ivos tipos dc dadas. 

O rnbdula de m a h c s  e vetares intervalms mvi foi organizado em tr2s partes. a 
dos vetares, a das matrizes de inkrvalos reais e a parle que cantem operações aritrnbticas 
de dilèrentcs tipos de dados com intervalos. vetores e matrizes de intervalos reais. Elas 
conb5m difeicntcs pupos de rotinas. Estes grupos são: Funçks de transferência. 
Operaq&s ielacionais e entre conjuntos. Operaçócs aritméticas. Transposição, Funções 
hSsicas e Rotinas dc entrada e saida. O úldrno mõdulo e (i das nplicaçfiea. dennminado 
ajiiic. Nesta parte, existem algumas rotinas que irnplerncnm operaçoes aritmeticar 
compostas existentes crn nutras hi hliorccas. Para a escolha dcstas rntinas. foram analisadas 
algurniis bibliotecas como a NUMERALS da Burroughs. as BLAS e o prtSprio PascuI XSC:. 

Ulilizou-sc o conceito da interface para garantir a sobrecarga das opernçoes 
aritrnCtiças, dos operadores ~lacianais e das i'unçks elementares Msicas. Desta forma o 
programados pode utjli7ar a notação matem8ticil (c mmht'rn dispanível em Fortran) para 
as opcraçfies aaitm6tica~. Çunqões elernenta~s e para os testes. O compilador. ao 
encontrar um dcstcs operadores. vcrifica n tipo de dado dos argumentos c .uleciona 
au tcirnaticarnentc a rotina correu que os manipula. 

Organizou-sc nutro arquivo. denominado Iibselint.~, no qual foram agrupadas 
rotinas que trirnam dispnniveis rn6todos in~ervalares de resolução de equações algkhricas ti 
de rcstilução dc sis~emas de cquaçõcs lineares. Foram selccinnados apenas aiguns 
m&todos. pririi iliistar a iisci ektivo da rnalern8lica inlervatar. Pretende-se que estc arquivri 
venha a se tornar urna biblioteca científica internalar. 

A scguir são descri tos os mtidulos da hitilioteça de mtinas in tervalarrs em dcw hc-r+ 
e a hierarquia desrcs m6dulos. 

5.3.1 M a u 1 0  de intervaIos reais - biísico 

As i-otinas que cornpbcm ri m6dulci hlí.~ico podem scr divididaq em wii4 grupos: 
rotinas d e  Liansfeiencia; nperaqòes relacionais; opcriições enlrc con,junros; opeimai;rics 
ariunc3icas: funt;Oes tlernentrircs intervalarcs c nitinm dc entrada c saída dc- dados 
intcrvalarcs. Todas as rotinas têm seu nome precedida pela Ictra s, esta padronimção foi 
kila para indicar r i  tipo de dado com que as rotinas apcram, nn caso intervalo (ou 
segmento). 



O iipo de dado intervalo estã definido no arquivo in#er.irac para facilitar o uso, 
pois todos as módulos que utilizam iniei~alos e rodas as rotinas deses mbdulos que 
o p c m  com intervdos precisam da deliniqãa do iipo iniervalo inseridas no seu ccirpo, Na 
forma de arquivo. a definição 6 incluída atravi's do uso do comando include ~inEer.inc ', A 
liefiniq5o de intervalos conrida na arquivo inter. inc 6 dada pela figura 5.2. 

ty pe interval 
seg uence 
real :: inf, sup 

end type inrerval 
Fig 5.2 Arquivo fnrer.Mc 

Funções de transferência - Neste gmpo estão as mtinlis que iniçidizam intervalos 
e que fornecem os cxtremos dos intervalos. Estão ainda entre esus rotinas as que 
calculam particularidades geom&ricas. A tabela 5.1 fornece as rotinas im plerneniaduc 
deste grupo, os padmetms de entrada c de saída (resullado) e a descrição. 

Tabela S. 1 FunçEes de Transt'efincia de intcrvalns 

- Operações relacionais - Sãci rriiinas qiic relacionam inlcrval os mais. Lazcndri 
comparuçc)cs entre tlcs. As rntinas deste grupo s;lo enurnci-adas pela lahela 5.2, cu+jii 
descrição cont&m a relaçãri e sua notação matcrnãtica. 0 s  ripcradores rclricionais sao 
acessados pelo namc da rotina ou pclo operador relaciona1 dcfinidn em Fortran para 
leais. pois r i  compilador verifica o iipr-i de dado t: carrega a mtina correta. O ~ t s u l  lado 
tC sernpi-e um tipo 16gicii. 



Tabela 5.2 Operadores relacionais entre intervalos reais 

A conlt51i1 prripriamcntc B (A 3 131 sxmy a.h: inkrilal 1: losical 
A inrcrs~vçào B 2 vazia'? (AnB l=0  siv a.h: intcival I: logical . 

Operaçtks entre conjuntos - As opetaçfics sobre crinjuntcis foram eskendidas a 
intervalos reais. Estas operações são a união, a união convexa cujo resultado 6 o 
intcrvaln maximd c c inkrsccçào. Na takla 5.3 estas opcraçr'ies estão relacionadas 
com seus tipos dc dados dc parime trcis c resultante. 

Tahcl a 5.3 0ptrar;ões en trc conjuntos reais 

Operações aritméticas - Este grupo dc operações pcissui t is exrrcmos 
inflacionados apçis a realizaq2o do cdlculo, atravb d u  rotinas inflrr-hwn e inflcr-~ip 
quc cmulam çis a~-rcdandamenlcis dirccionados. 

~ r ~ c r n ~ q í i o  DA ~ i o - ~ I N A  
Uniao dc Inlcivalos I AuB) 
Uniàri convexa dc. inicrvalcx ( AyBl  

1ntct~secç;lo dc Intervalos (AnB}  

- 

1 
a,b: intcrval 
a,b: in~cl-val 
a.h: inicrval 

suni 
sunid 
sintclr 

c: interval 
c: intm-val 
c: inlerval 
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Tabela 5 4  Operaçoes aritm6tiçaç entre intervalos reais 

Funç&s bhicss - Nesiir grupo estso sis hnçfies elementa~s silgcfhi-icas. Iogsiritmicas, 
exponenciais e trigonnmetricas. O drirnínio de definição das iùnções in tcivalares 6 
dado pclu tabela 5 5  Podem-se utilizar as funçdes p l o  nome que consta na tabela 5.5 
ou pelo ncimc z a l  da Cunr;ão. pois dependendo do tipo dc dado. o compilador 
carregará a l'unqão canela. Os valores das constantes quc delinem nx drimínios sSo 
dados nos anexos. 

Tabela 5.5 Funcões Elementares Internalares 

V;ilor AhsoluIci sri hs a: i~itctviil 1 -niaxrcal,rnaxreal] c: i~irerval 

X :io quadrado ssq r a: iriierval I -sqrinux. tsqrniaxl c: iiizcrval -- 
:I: i11 I C W : ~ ~  c: iiiicrval 

l+iuiiçi~i cx poncncial SCX 

F u ~ i ~ i { j  loy;iribn~c:i neperia~ta 

E;iiriç5ri lopirirrnic;i decimal a: ini1eni;il 

;i: intcrval. h: real 

+ Rotinas de entrada e saída - Neste grupo estão as rotinas de lei tuici c iniprcssão 
de intervalos reais, eIas são denominadas de sr~acl e swni?ir. Cls dados s3o imp~ssr is 
em rormato livre dl: reais. sendo que a cada linha irnpressti um Ijnica intervalo. A 
1cjtui.a dc in tci-valos f t i  ta de riiy uivos em formato livre. como e deulhado em 5.3.5. 



53.2 Modulo de reteres e matrizes de intervalos reais - mvi 

O m6duIo que trata com rnalrizes e vetores dc intervalos reais cf. o i ~ z i l i .  Este 
m6duln Foi subdividido em três partes: operaçdes com vetores de intervalos, operações 
com matrizes de inlervalos e a parte que implernenta as operaçiies aritmeticas de 
difmnres tipos de dados com inrervaIris. vetores e matrizes de intervalos =ais. As 
operaqões compostas envolvendo vetcires e matrizes intervalares foram inclufdas no 
módulo aplic. 

Este mçidulo inclui t: utiliza em tndas as suas rotinas ci rnbdulo básico, onde 
foram deijnidas as opcrações c tlinqiies snhre inleivdtis. As operaqfics sotirc verores e 
matrizcs de intel-valos sào extensões naturais das opcraqõcs intervalarcs. componente a 
cornpnnente. Os dominios e reskriçOes das liinc;ões sohrr: vetnres c matrizes são os 
mesmos das funções sohre intervalos. acrescidos da exigencia que .sejam v8lidns em cada 
çornpclncnte do vetor ou matriz de intervalo. 

Os tipos de dados veior e rnatiiz de intervaIos sãn denominadris por svecror è 

smnt~tr  para fins de documentação e facilidade de referência nas tabelas de rotinas. Na 
verdade. não são definidos hmatmen~e esws tipos de dados como no caso de intervalos 
reais. A espect ficação de vetores e matrizes de intervalos 6 feira peIo cnmando rype, como 
foi iluslrada na figura 3.h. riu seia: typs Iinterval), cilmei~sioi~l:)  :: ilecrrir-inrefvat e 
type (intrrl~al). diniension I:,:) :: mnti-i-r-inr~rvul. Nas deliniçoes são utilizados arrd-ys 
dinhnicas. que possihiIitam que os vetores e matrizes tenham um tamanho gen6riço. Na 
definição de vetnr. r i  comandri clfmension possui uma dimensão indicada por dois pontos. 
j5 na lel1nir;ão dc matriz existem duas vczcs ri sinal dc dois pontos. indicando quc a matrix 
6 hidimensional, 

A dimensUo do vetor riu rnatrii. t? especificada no programa do usuãricl. i) qu~il 
hrnbdrn dcvc conles uma detinlqão de vetcir dou rna~riz de intcrvalns compatível cum ri 

n8mcrn de elementos definidos paru cada dimensão. Caso as dimensões dos vcxcircs ou 
mairizes dc intervalos não ,-jm compadveis com a operacão desejada. esta r120 serg 
exccu!ada e rctornard uma mensagem de criri acusando dimensões invfiljdas. 

As cipci*acões cnti'e vetoits e matrizes intervalai~s m h é m  estão agrupadas em 
seis ctin-iuntos. de acordo com a naturcza da operação: são elas: funções de ifanslèi.Encia, 
operações relacionais e entre conjuntos, ttansposiçzio, opcrações ari tmf ticas, fun~õas 
h5siças r: rotinas de eouada e safda de dados. As nperaçties são exiensõcs nalurais das 
operaqões enlre intervalos. 



5.3.2.1 Operaçks com vetores de intervalos reais 

As operações eniri: vetores de intervalos são uma extensão natural das operações 
entre intervaIos. aplicada em cada componente do  vetor. A operação s6 e validada sc 
estivcr dcfinida para cada elemento do vctnr de intervalos. Para fins de documentação 
utilizou-se vecror para indicar vetar real e svector para vetores de intervalos. Todas ris 
rotinas vetoriais internalares iniciam pelas letras $v. A5 funqõcs que calculam 
características geomQtricas de vetores de intervalos. as rotinas aritrnt5ticas entre vetores, 
os operadores relacionais e as funçiics bhsicas vetoriais podem ser acessadas pelo nome da 
rotina ou pelo nome padrão de fun~fics reais do Foman. 

Funç6es de transferência cntre vcrores reais e velares de intervalos segucm o 
padrio das funçOcs dc transferencia de reais com intervalos reais. sendo estas 
aplicadas em cada elemento dri vetor, Esluo também presenrcs neste grupo as fun$fits 
que calculam cnsacterlstiças geomettncas de vetores de intervalos, que são descri tas 
pela tabela 5.6. 

TahcTa 5.6 Funçks de Transfeencia de Veiom de intervalos 

Operaçües relacionais e entre conjuntos - neste grupo estão os operadores 
ielacirinais c as rcitinas que mmipulm cciyjuntas de vetnres intei-vaEa1.c~. Elas c;b s3o 
vaidas si: forem definidas em cada cnmponenic do vetor- A relação dris ripcradorcx c 
rotinas são dadas pelas tabelas 5.7 c 5.8. 



Tabela 5.7 Opcrddoms relacionais enuE ve tcires de intervalos 

Tabela 5.8 Operações cnlirr conjuntas de vetei-cs inicrvalrii.cs 

Y esti contido pmpnamenic cm W (VcW) 1 S V X C ~  I 

V contcm prnpnnincnie W ( V  2 W )  SVXITIY 

V inicrsccqán W i vazia7 1 V n W k 0  I sviv 

Operaç&s aritméticas entre vetores de intervalns reais: nesre grupo eslão 
definidas as operac;ùes cujos argumentos são vetorcs de intervalos. Eslas rnlinas 
trimMm podcrn ser acessadas pelos símbcilcis rnatcrndticcis que iden~ilicarn as 
operay õcs aritmt5lic~s entre reais. As operacões enrre velorts dc inli3walos são 
exlcnsfics das operac;c?cs inlervalwcs. e/&$ são aplicadas em cada com paneniri dn 
victar. A lahela 5.9 as relaciona. 

V. W: S V ~ C ~ O ~  

V. W: S V ~ C ~  

v. w: svectrir 

DFSC'KICAO DA I~O?'INA 
Ulzi;iri rlc vctorcs dc Iritcrvalns ( V u W )  

Uiir3n çriiivcxo dc vçtnses dc inicwalos (VuW)  

1iiterw~r;;Tin dc verores dc lnecrvalos W n W )  

Tabcla 5.9 Operações ãii tmdticas entre vetores de intervalos reais 

1: lopi~al 
1: logical 
I: lulical 

NOME 

svuni 
svunid 
svinlet 

PAI~ÁMC'IROIE 

Y,W: svector 
V-W ~veçt(ii* 

V.W: svcclor 

1U;Sl ILl'AIXl 

' U: svectcir 
, U: svec~c~r 

U: svcclcir 



r Funções bhicas elementares tamMrn são estendidas para vetorcs de intervalos 
reais. As funçõcs veto~iais Em o mesmo dornhio das funçõcs inlervalms, sendo 
aplicadas em cada componente do vetor intervalilar. Todos os elementos do vetor 
intervalar, argumento da função intetvalii~; Em que estar dentro do darnfnio para que 
a função se-ia validada. 

Tabela S. 1 0 Funções Básicas de Vetores de InseivaIos 

Funções pré-definidas - enrrt: as func;?ies pd-definidas para vcitoimcs de inlcrvalris 
rcaiç estão as funçcics: ,vvnull e svrri?r que iniciali7an-1 ci vctor nulo e unitsiiio, 
icspccti varnenk 

Rotinas de entrada e salda - neste grupo estáo as rotinas de leitura e impressão 
de ve tíircs de intervalos reais, ela5 sãn denominadas de silread e S V M J ~ ~ ~ P .  OS elemenios 
dos velrires devem ser annazcnados em arquivos, um elemento pni- linha como 6 
dcscriiri em 5.3.5. A imprewão dc vetcires de inteibvalris 6 hriseada na impi'essão de 
intervalos. scndo um inkrvalo por linha. 

5.3.2.2 Operações com matrizes de intervalos de reais 

As operaçks com matrizes de intervalos sáo uma extensão natural das ciperaq6cs 
entre irttervalns. aplicada5 em cada componente da matriz. A operaqão s6 LC validada se 
esriver definida para cada elernenlo da matriz de intervalos. Para fins de documenlriçãu, 
utilizou-se a denominação innrri.~ para indicar matriz rcal e srnnfri.r para rnasnzes dc 
intervaIos. Todas as rndnas de matrizes intcwalares iniciam pelas letrds $171. AS S~nçfies 
que cdculam as caracicifsticas gcomttriuas dc rnatsi;lcs de inleivalos, as roi in~s 
aiitrni'kicas com rnuirizcs. os opcrddorcs reliiçicinais c tis fun~.Ocs tirlsicris clernenhrcs dc 
matrizes dc intci~alos poclcin ser acessadaç pelo nome da rotina ou pelri nome pudr3ri da 
função real dci Fnrtran. 



Funq6es de transferência entre matrizes reais e matrizes de intervalos seguem o 
padrão das funçties de transferencia de reais com intervdas reais. sendo estas 
aplicadas a cada elemento da matriz. Esao tarnMm presentes nesk grupo as funções 
que çalçulam caracten'sticas geornetricas de marrizes de intervalos, estas são dacritas 
pela tabela 5.11. 

Tabela 5.1 1 Funç&s de TransferGncla de Matri~xs de intervalos 

I - D U S C ~  do Iirnite SuFi-ICir - supremo (; srnsun I M: srnatrix I rn l : rnat r ix  1 

DESCRICAO DA ROIINA 
Carga dc inairiz tiiicrvalnr dcgcncsnda tM=l rnl .ml 1) 

Carga de inairiz iriicrvalar (M=]m 1 .  in1 1) I smintvd 
Busca do lirnizc infcnnr - inliinn 1 smini- 

I Troca duas inairizes iniervolares entre si 1 smswan I M,N: srnauix I M.N: hinalrix 1 

NOME 

smintni 

m l.m?: mauix I 

M: smamx 

- -- 

M: smairh 
m l :  matiix 

Copia uma rnatnz iniervalnr em outra 

Inflacrana uina matriz intcrvalar 

Píitiin UCdio de matriz de intervalos (m(M1) 

I smdia 1 M: smauix 

PN~AMETROS 

m 1 :  mahix 

--. 

Mtnor  V;ilcir hhsriluio (<M> 

Maior Valrir A b.;oliitci (IMI) 

1 1  NiKlulo da matriz de mlervalns {IMI) 

E l i~ i inc ia  eiiire duas marnzcs inlcrvalris (qlM.N)) 

- .  

E G i i i i c d e  uma tna~ri;. clc iniervalo (drcl(M)) I smdim 1 M: smahx I ml:mabx I 

R E S I J L T A ~  
M: smahx 

smcopv I #: smalrir 

smhlow I M: srnatrix. r: real 

srnrned 1 M: smatnx 

Kuin de uma matrir. dc int~rvalo  (r(M)) I smiaio 1 M: smatrix I ml:mai i ix  ] 

N: smairix 

N: smatrix 

nI: mawk 
srnmin 
smmrix 
srnmcid 
smdis 

Operações relacionais e entre conjuntos - nesie pnipri estão ns operlidores 
-relacionuis c as rotinas que manipulam crinjuntns de mati-izes intervalares. Elas 
somcnlc serão vaidas sc hrem detinidas cm cada cornponenlc da marfiz. A i~laçãti 
dos operadores e rotinas são dadas pelas latielas 5-12 e 5.1 3. 

Tabela S. 1 2 Oneradores relacionais entre nialrises de inrervalos 

M:smau ix  
M: smatnx 
M: ~1nati.i~ 
M.N: srnairix 

m 1 : mahi x 
ml:  m m i x  
tu 1 : mak~i x 
m l :  m a h x  

1 srn,~rc  1 M,N: smatrix I 1: logical I 

1~udlrla(le ciilrr rluiii mavircx rlc iiirervnli~i IM=N) 

M inçiinr que N 1 M c N )  

O I srnxiny 1 M.N: smatrix I I: iogicai 
M E intrnrirdr N7 ( M C N )  I 

~ m q ~  
srnless 

M csti contido em N ?  (McN) 

I M criniem N" ( M 2 N )  

I c i W  r+niititln prnpriaiiiriite em N ( M ~ J  I I S ~ X C V  11 M.N: srnatrix I I: loricat I 
M cniitctn piriprinrncntc N {M 2 N) 1 smxlny M.N: smatrix 
M iiiaracç~án N c vazia" I MnN k=P smiv M.N: smatlix 1: Icificcil 

M.N: smat ix  
M.N: srnatrix 

sm Icq 
s m i c u  

1: lopical 
1: logicril 

M.N: srnatrix 
M A :  smatiix 

1: lopical 
1: Icicicril 



Inierscqáo de matrizcr de inicsvalos (MnN) I smintci. I M.N: srnaliix 1 H: srnatrix I 

Tabela 5.  E 3 Operações entre conjuntos de rnau i~~s  internalares 

Operações aritmkticas entre matrizes de intervalos reais, neste grupo estão 
definidas as operaqoes eu-ios argumenros são matrizes de intervalos reais. Estas rotinas 
UmMm podem ser acessadas pelos símbolos rnaternAticos que idcntilicam as 
ciperações aritmeticas enlre reais. As operiiçoes enin: matrizes de intervalos são 
exrensões das operaçks in temalam. sendo aplicadas em cada componenre da matriz. 
A iukla  5.14 as relaciona. 

DES~'RIÇAU DA KCJIY NA 
Uni30 dc mati-izcs dc iiizcrvalris (MvN 1 

Iyiirb convcxn dc mauixcs dc intervalos (MuN ) 

Ta bela 5.1 4 Oncraçbes aritmtticas entre matrizes de iniei-vahs reais 

NOM t 

srnuni - 
srnunid 

I smmt I M: srnsitrix I H: sniatnx I 

D ~ . S ~ R I ~ ~ ~  I)A RC111NA 
Sorna IIE ~ P V I ~ X S  d~ 111icrvaI11a (H=M+N) 

Suhurçio tle miilriics inicrvalo~ (H=M-N) I smsuh I M,N: srnatrix 1 i-]: sniatnx I 

PAR~MI;,TRUS 

M.N: smatiix 
M.N: srnashx 

Funqõm bbicas elementares tmMm são estendidas para rnatilzes de inrervblos 
rcais. A func;iio de argumento matriciaI tem o mesmo dorninie das funqões in~rvalares, 
sendo podm aplicada cm cada componente da rnarriz intervalas. Todos os elementos 
du matriz iin [ervalar, argumento da farnçiln in~eivalar. em que cstx dentro do dorninio 
para que a funt.ati seia validada. 

KESIKTAIW 
H: srnatrix 
H: srnuarix 

NUM 1; 

srnadd 

Tabela 5.1 5 FunçcWs Bãsiças dc Mairims de Jntcrvalos 
DES~KI(-ÃO DA ROTINA NOMI: PA~GMETI~OS KESlk-TAlX3 
V;dris Ah~ilotci cmahc M:srn:iirix I l:w-t;iirix 

IZuncãii 1rig;iritmicn nepcrí~iii smln M:srnavix 

Furiçàci lopiiriüniç;~ decimal S ~ ~ V F  M:smauix 

Ritciicia$i;íii 1 snjpom M:sinatrrx.h:iritefer 

Arcr~l:lnyei~le sma!-cEan M:?;inritrix 

Seiici I smsin M:smairix 

Cossenii S ~ C O S  M:srnauix 

PAILAM ETI~C~S 

M.N: smatiix 
W.SIJLTADO 
H: smatrix 



Funções pré-definidas - entre as funções pd-definidas pua matrizes de intervalos, 
[Em-se: smtrímp, que calcula a malriz transposta. smniill, que inicializa a matiz nula c 
a funqão smid. que inicializa a matriz iden tidde. 

Rotinas de entrada e saida - neste grupo eslão as rotinas de leitura e impressão de 
matrizcs de inlervalos reais. elas são denominadas de sinwud e srnwriie, As rnalrizes 
xãn lidas c irnprcssac. por colunas. No inicio da impressão de cada coluna d dado o 
número da coluna, A impressão por linhas pode ser obtida utilizando-se a rotina de 
impressão de vctores, a,justando os indices para as linhas. Detalhes são dados em ~ 3 . s .  

5.3.2.3 Opesafles de diferentes dados cnrn in tervalas, v e b m  e matrizes de in terviilos 

Esie cnpiunio de imolinas ahrangc as opcraçeics ari~rnt!ticas enve di feiaentes iipos de 
dados. como:  ais com iniei-valos. ve~rii-es e rnriirii~s de iniervaIos: infervalos com 
vetores c mairizees dc inleivalos. bcin cornçi eritn: vetcires e matrixes de inrcrvalos. A tahelu 
5.1 h inclui as operaqões arirmdtiças com tipos dc dados inkrvlilarcs diferentes. 
disponíveis na bihlioreca 1ibnvi.ri. 

Tabela 5. I 6 Tabela dos operadores ari tmtticos pr6-dc finidos 

Esias çiperaçries podem ser acessadas peln nomc da suhmtina. indicado nas tabelas 
5.17 a 5.23. ou pclo símholo matcm5lico da operaçr?o aritrntticii. 0 pr6prio crirnpilridnr 
seleciona 1i rotina para tis tipos de dados passados como purâmetros, O tipo dc dadii 
irsulrante tS sernprc o maior tipo dc dado envolvido. A seguir são dados os sete conjuntos 
de rotinas quli campSiem esia terccira parie do rnddulo mvi. 

Operaqões de reais com intervalos - neste con-iuntn esrãa ns quatro opesaçõcs 
aritmdticas bfisicas de reais com inrervalos. O tipo resultante t! sempre intervu1a. EstCi 
tamMm incluída a opcragão dc união convexa dc real com intervalo, rinde iir icsultado 
podc scr o próprici inlervalo, no caso de real estar contido, ou cntão o intervairi 
rcsullantc possuir5. como um dos Iirnites, n real. A idkia destas operaçfies 15 converter 
ri real num inlervalo dzgenei-adn e. enião. operar os intervalos. 



Tabela 5, 17 Operações ari trnetiçaq de reais com intervalos 

Operações de reais com vetores de intervalos - nesre conitlnto de operaçlies de reais 
ccim velares de inrervrilos, umMm segue-se a ideia de converter o real em um 
intervalo degenerado e. eneão. oper6-lo com o veror de intervalos. O inietvalri 
dcpenerado 6 operado com cada componente do velei.. A nperaqãn de soma rarnbéni 12 
conhecida como inllaçãci do vetor intervalar. quando o valor real somado ij um vdor 
bem pequeno. Somente a divisão do vetor iniervalar por real foi providenciada. 

Tabela 5.18 Operações ari tmélicas de reais com vetores dc i n~ervalos 

Operações de reais com matrizes de intervalos - neslc con-imo de operaçiks de 
reais coni matrixes de int~rval i )~,  LumMrn segue-se a idkia de converter o real em um 
intervalo degenerado e, enião, opei-8-10 com a matriz de intervalos. O intervalo 
degenerado e opcrado com cada elemento da matriz. A operação de soma raintxfm 6 
conhecida como inlltição da matriz intervalar. quando o valor rcaI sornadn 6 um valrir 
bcm pequeno. Scrmcntc a divisão de rnatiiz intcrvalar por rcul Soi providenciada. 



Ta bela S. 1 9 Operaqões ariméiicas de rcais com matrizes de in telvalas 

Operações de intervalos com vetores de intervalos - esie conjunio dt: apcruqõcs f zi 

generalizaç50, pois agora se tem intervalos genericos opcradns com vetores de 
intei-valos, sendo que a operação 6 feita componente a componente do vctcir de 
intervalo. Tem-se scimenit: a divisão de um vetor de i n~ rva lns  por um inrervalo. que LC 
fcih como u multiplicação do ve tcir intewalar pelo pseudo inversti multipliciitivci 
componcntc: a crimpnncnic. 

Tabela 5.20 Opcrzi~;ões aritni&licas de ~ ~ L C W B I O S  C O ~  V ~ ~ O I V S  de i ntervalc\s 

D E s C " R I ~ Â ~  DA ROTINA I NOME IWAM EIROS RESIJCI'ADC) 
Itiicrvalr* mais vttnr rlç riiicivriln w = a + v saddsv v: svectcir, a: iritervnl w: svector 
Veicrr tlç inzcrv~lo mais intcrvaln w = v + a I fivadds V: s v t c i ~ .  a: iriierv;il w: svçctnr 
Inlcrvalo metios velnr dc iitlcrvalo w = n - v 

Veior tle intcivalo menos ~niervaln w = v - a 

Intcrvalri vczeu vetnr dc i~irçrvaln w = a * V ~ m u ] l s v  V: svccior, :i: irilervril w: svcctor 
Yeicir tlc iiiicrvatn vczcs rntcrvaln w = v * a I S V ~ U I C F  v: svcclnr. ;I: inlcrviil W: SVCC[O~+ 

Ycror tle liitcwalri dividirlo ~r inicivulo w = v 1 a S V ~  j ~ r ;  v: S V C C ~ C ~ ~ .  a: ~tlicrv;il W: S V C C ~ ( ~ ~  

Operações de intervalos com matrizes de intervalos - esle conjunto de operaçcies 6 
a gcncralização, pois rigora se Em inlervalos genfificcis operados com veiores de 
iniei.vatiis. sendii que a operução e feita componente a componente do veior de 
intervalo. Tem-se somente a divisão de um veror dc inwrvalos por um inlervalo, que 6 
Icita corno a muliiplicação do v e m  iniewalar pelo pszudri inverso rnulliplica~ivri 
ccimprincntc a cornponenic. 



Tabela 5.2 1 Opcraqões ari trnelicas de intervdos com matrizes de intcwalos 

Operações entre vetores e matrizes de intervalos - neste conjunto sb foi induída a 
opcsac;ão de rnuliiplicação. por scr a única de real aplicaiihilidade. Esras operaçfies são 
limitadas a çondiçfies de compatibilidade entre as dirnensc'itx ddo veaor e da matriz de 
inteivalo. O produto CS sempre feita linha por coluna. logo esta condição sempre 12 
vciificada antes da cxcçução da operação. 

Tabela 5.22 Operaqões aritmrftiças entre viutores c mutriiks de intervalos 

NOME PARÂMETROS RESU1,I'AW 
Ma~l.11 (]L' I~IIC~VBII-F VCLCY velor de iiilcrvriltru smmulfiv V: nlccl@l. M "nainx 1"' ~ i f t ç t c w  

l=bj,* I 

Vçtor tic iiilci.v3lris vcz.cb mnirtz tlc inlcrva!ns svmuItqm V: svwior. M: smrilnx W: svcclm 

W I  ,=VI ,,*M", 

i Operaqões aritm6ticas entre vetores e matrizes reais com vetores e matrizes de 
intervalos - neste co- iun~o rorarn incluídas as cipcraçóes aritmCticas de vr;toi.cs e 
matiizcs reais com vetores ou malrizes de in~ervalos. O resultadri S sempre inlervalrir. 
pois as dados reais siio Lratados como intervalns degenerados. Estas robinlis hrm 
implemen tadas utilizando as rnlinas definidas anteriormenie de reais com intervalos. 
ehs ssiro aplicadas comprincnlc a componcnie. A multiplicaçiio de vetores rcais com 
intcrvalarcs iS um piridiito escaIar cyja reçuliadtb iS um inicrvalo. 



Tabela 5.23 Opera~fies enlre vetares e rnauizcs reais e i n ~ r v a l m s  

5-33 MOdulo de intervalos complexos - çi 
Um nbmero complexti C campostri por x = ;4, +i 7+,. onde z, e z,, 

comspondcrn às partes real e irnaginllria do número complexo. sendo ambos reais. Num 
intervalo complexn lanto a parte real quanto a parte imaginária siío intervalos reais, A 
definiçfio de intervalos cornplexcis umMm est8 contida no arquivo inr~r ; i i?c  e t! mostrada 
pela tigura 5.3. O mfidulri dos inlervalns complexos tl n ci. que c o n i h  seis grupos de 
rotinas da mesma forma que o rnõduln básico. Comri ri dcfiniqão dri tipo de dado 
intervalo ctirnplexo cst$ contida no ary uivo intrliiilc. o mfidulo deve ter u inclusão dcstc 
arquivo, assim cornci rodas as iniinus desltt mbdulo. A inclusão feita pelo comando 
iiiclt~de 'ir1 ter. inc '. 

ty pe cinterval 
sequence 
type (interval) E, im 

end type cinwrval 

Fig 5.3 Dtfinição de iniervalos complexos arquivo inrer. int. 

Para fins de dr~umcntaçãri, foi dcnominado o tipo iniervalo complexo como 
scnii ipl~.~.  Para o uso na programação é mantida a norncncla~ura existente na hi htici~raíia. 
ou sc ia. ci17rrt.iw l .  EsLe mtidulo inclui t. uliliza em todas as suas rorinas (i m(idulo hú,~icn, 
ondc foram delinidas as nperações e Ilinçcics srihre intervalos. Nem todas as opcraçoes 
so hie in tewalos cnrnplcxos são exleniirieç nalurais das operações intervalarcs. portanto 
recomenda-sc a Iciiura do capituln 2. onde a siritrnçtica cornplcxa intervalar 6 descritu. 



Estc rnódulo não contilm operações entre vetoms e matrizes dc fntervalr~s 
complexas, pois isto ultrapassa os objetivos prcipcistos nesle Iraba1 ha. En trctan to são 
dadas as definições de vetores e rnairizs de intervalos cornplexcis (figu1.a 5.4). As 
operaçcics para cstcs tipos di: dados são extensões nalurais dos in tervaIos complexos. 

iype cisi rerval), dimensienl: ) :: cnmp-inr-veçror' 

type f cint~riwl), dimrrisinn (: ,: $ :: compl-int- mcrrrix 

Fig 5.4 Definiqao de vetcires e matrizes de intervalos complexos 

Nas detiniçãcs da figura 5.4. analogamente hs deliniqões de vetorcs c rnalriizes dc 
inki.valns leais. são uiilixados nrro\:c dinárnicos, que possibilitam que ns vetores c 
matrizes tcnham um umanho generico. Na delinição de vetor o comando dirnensicin 
possui uma dimensão indiçada por dois pontos, jd nu dellnição dc matriz cxiskm duas 
vczes (i sinal de dois pontos, indicmdri y ue u matriz é+ hidimcnsional. 

rn Funçh de transferência - Neste grupo cstão as rotinas que i n i c i d i m  
intervalos complexas. fornecem os exh-emos e a pane real ou imslgin~a dos Intervalos 
complext~s. A tabela 5.24 fornece as minas irnplementadkq deste grupo, os parâmetros de 
entrada c de saída (resultado) e a descrição, Um inkrvalo complexo L pode ser escrito na 
forma: z = [x-inf, x.supl + ly.inf, y.sup]. Enião existem duas maneiras de sc camparem 
intcrvalris crirnplcxcis. Na primeira intervalos reais ou i.eãis são convertidos em inkivalcis 
complexos, por isso a retina se denomina ,rccnmpl. Na segunda maneira. intmduzem-si: 
valorcs ctimplexcis. a parrir dos quais &(i montadns os intervalos da parte tval c da pzirw 
imrigin&in. Ccsmti sc intimoduzlim vrilorcs complexos a rotina se denomina scirtmlil. Cils13 
um dos parirnctros , - i a  um real. implicar6 que a parte irnaginSiii correspondenic 
nulu. ou sqa. uin dns iirniks do iniervalo da parte irnaginiúia ser6 nulo. Ohsenia-se que os 
valores de cnrrsidu devem scr consistentes para consti~uir um inlervalo. 

Da mesma hrrna txistem. eriirc as lunçries de transfen2ncia rotinas que para dadri 
intervalri camplexo fornccem (1s limites inferior e superior do intewalo complexo: no casti. 
estes limites sãci valoi~s complexos (I'unçks .i.cii?f, scvrtp) e para. csie mesmo intervalr~ 
cxistem rotinas que fornecem os inkrvalos que compõcrn a parte real e u piiirle imaginaia 
(Sunçõcs scrr c seini). 



Tabela 5.24 Funções de Transferência de intervalos complexos 

rn Operações relacionais - Siio miinas q u ~ '  relacionam inki-valos 
cornplcx~,~, f a a n d r i  ccsinparriçfics enire elcs. As i-okinas des~e grupo sãli cnuincirdas pela 
hbclu 5.35. ruja clescriqiici ci~nltJm a ~eIaqão das rotinas t. suzi nlitriqfio maiernlitica. Os 
opeiadrircs i.elaciontiis sãri acessados pe 1 ts nainc da rotina riu pr 10 operador i*elacional 
dclinido cm Fortran para ivais. pois ri crirnpillidor verifica o ~ i p o  dc dado c carrega. a 
i-oiina correia. O 1-csulsado d sempre urna varidvcl lógica. 



Tabela 5.25 Operadores relacionais entre intelvalos complexos 

I~ualilridc en~rç  clors iii tcrv;ilo\ cornplçxot; (%a=%h) sccq u Zl.%h: .iccimplex I 1: 10gical 
Zri mcnnr quc Zh? IZaçZh) 

L 

72 m a n i  que Zh'l (SoXh)  I I: lopical I 
2a contem Zh? ( ZaZb)  I sçgeq Za.Zh: scornplex 1: lopical 
z l  pertence aZa'? Izl E&) 

- -  

o 

Za 6 interior dc Zb? ( Z a c Z h )  
1: loglcal 

I 

Operaçws entre conjuntos - As operuçcies sobre con.iunzos Tnnm estcndfdas a 
intervalos complexos. Estas sipersições são a união, a uniao convexa. cujo resultado d 
r i  intervalo inwirniil e a intersecc;ào. Na bbela 5.26 estas ciperações csGo relacionadas 
com seus tipos de dados de parfimetros e do resultado. 

73 c s t i  coniido propriamente cin Zh (hcZh )  

13 coniern prripriatnclitc %h ( 7 ~  3 Zh) 

72 itiicrsccqão %h I: VUZIU? (lnn%hkfü 

Tabela 5.26 Operaçoes entre conjuntos complexos 
I NOMIC 1 P ~ ~ ~ M E ' I ' I I C ) S  I RESIJLTAIX) 1 

SCXC y 
sem y 
sei v 

Operações aritméticas - Esre grupo de operações possui os extrernris 
i n Hacionados ap6s a ivalizaçãli do c Alçulo. feito ntravds da$ imolinas hfl-itri~in z 
i/$h_lrp, que emu Iam ris anedondamen tos direcionados. Elas são definidas pcla 
urilmetica in teivalat complexa dcscriia no çapí!ulo 2. 

. . 

tliiiao cvnvçxa dc ~ntervato\ comp~cxos IS~ .YZ~)  

I n  tcrscc~áo dc iiitervalos ç n m p ~ c x i i ~  i TA~Z~I) 

intervalos complexos 
1 RESLLI-A iX1) I 

ZaZh: scriinyilex 

Za.Zh: sçciinplcx 

72,Sb: scomyilcx 

S C M ~  Sa: scomplex 
scsuti Zu.Zh: scomnlex 

1: lopicaI 
1: logical 
1: Iri)ri~al 

xun id  
scii~tt'r 

scnrp I Za: scomplex 

Zc: scomplex I 

Za,Zh: S C O ~  plcx 
Za.Zh: scoinplex 

Zc: scornnlex 

Zc: scnm plex 
Zc.: s ~ ~ r ~ i p l c x  

Zç: scornplcx 
Zc: sconzplex 
Zc*: scornnlcx 



Funções Elementares de Intervalos complexos = Nesie grupo estão as funçcies 
e1ementiii.e~ algébricas. logaiítmicas. exponenciais e hgonornetricas dc argumentos 
inieivalares complexas. O domínio de deliniçlio destas funções 12 dado juntamenie na 
tiihela 5.28. Pode-se utilizar sis funvões pelo nome rnalemútiço riu (i rnnemlinico. pais 
dependendo do tipo dc dada. o compilador çarreparií a hnqão correta. 

Tabela 5.28 Funçfies Elementares de Intervalos Complexos 
I DESCKICAO IIA I<O.IINA ) NOME I'AIGMETROS I RESUI~TADO 1 

1 Funç;io expciriericial I scexn I Za: scomplex 1 Sc: scoinplex I 

Vdnr Ahstiluin 

X aci quadrado 

Itniz quatlrada 

- -  - 

Fuuiiçiio Irig;iriimicn dcciinal sclop ;/*i: scc>inplcx 
PtiiciiciaqY~::icl SCPOln 7 ~ :  scoinplcx.h:iriterger 

Arc»t;iii ~ e n l c  scarctan Z;i: scomplex 

Senri SCS~ ri TA: scornplex 

Rotinas de entrada e saída - neste grupo estão as rotinas de Icitura e impressão de 
intervalos complexos, elus sãci dcnnminadas dc sci-eucl c soi0i-ir~~. Como cada intervdo 
com plexn IS com poslo por quatro r~rr is.  na leiturdimpitssiíci srici lidoslimpresscis 
q uatrn viilores poi. linha. EIcs coi-respondem atis intervalos da partc xal  e dri parlc 
iinagindria, ccirnci é dcscri to em 5.3.5. 

S C ~  hs 
SCSqr 
SCSUrt 

5.3.4 Módulo de aplicações - aplic 

O mlSdulo dc apliçaqTics C composto de operizc;ões quc cnrrespandem aos 11-2s 
nfveis da hihlinzecri BLAS c dc intinas quc facilitam o desenvnlvirnenla de mttodris 
inlcrvulaicç para stiluc;Sri de sistemas Iinearcs. As operaç6es tipo BLAS são para rnairixes 
gen6riclis. nUo hrí vcrsões especílicilr paru cada tipo de malrir,. As rniinus siTo enitmerada$ 
pela iãbcla 5.29. 

22: sccimplex I 

3: scotnplex 

2: scornplcx 

Rotinas entre vetores da álgebra linear - eslas rotinas realizam ope~açries básicas 
enli-c veloses do tipo çornhinaqks lineares SAXPY de vetarcs. São calculadas: a 
nnma de um vetcir. a soma das valnres absolutos c dos elementos de vetores. Foi 
implementado o pi-oduln escalar em dupla precisão. Estas rn~inas estãn contidas n o  
~ t in~ junro  dc rorinas do nlvcl 1 da BLAS. 

a: inicrval 

%c: sçomplex 

Zc: scomplex 

Rotina entre matriz e vetares da álgebra linear - cstu rolina ivalixa a operação dci 
tipo y = i-Ax+sy. onde A 6 u matriz, x e y sãn vetores e i' i;3 'i sio reais. Esta rotina 6 
urna das insinas do nEvd L da BLAS. Esta rolina lilmhém fi calcuiuda em dupla 
pircisão. 



* Rotinas entre matrizes da hlgebra linear - estas rotinas realizam operações entre 
rnat~ws do tipo C = rAB +sC, em precisão simple e dupla. Elas coiresprindern a 
operaç6es do nível 3 da BLAS. 

Tabela 5.29 Rolinas entre rnaiilzes e vetoscs da Algebra linear 



5.3.5 Rotinas de entrada e saida de tipos interralares 

Esle item irata das rotinas de leitura e impressão de iniervalos, de vetores de 
intervalos. de matrizes dc intcrvalilos e de intervalos complexos. Para a definição destas 
rotinas levou-se em conta: a caracterisuca do processamente no Cray ser muita ripido, 
por não ser um processamenio interarivci, não se perdes tempo aguardando ii ediqãii de 
valores: as características dc fi-icilidadc de uso c as peculiaridades dos comandos r ~ a d  e 
~ ~ 1 7 1 ~  em Fortran YIJ. 

Para a ulilização de arquivos de dados na leiiura de iipos inervalares é neçessilrio, 
no inicio do programa, definir e abrir o arquivo de dados nonie.llar. O comando em 
Fnnran que realiza tal operaqllo e o npril. Sua sintaxe e dada por (5.3 1. onde t( dctinido '5' 
para arquivo de entrada de dados. O aiquivo noiiir-dor k n arquivo de dados do pi'ohlema 
a ,ser i.esolvido. 

open ( uni( = 5 .  filc = 'nonre.d~~r'i (5.1 ) 

A leitura de valores leais em Forlran 90 6 realizada pclci camand(i ruari. Uma 
rcikrençia para a leitura de reais iI feita como mostra ( 5 2 ) .  O formara de leituia iS 
cspcciliçado pelo scpundo campo cnlrc parEntesiç, Este EQma~o pode ser especillcado 
segundo a sintzixe do comando forinrrr ou ser em formata livre. para santo utiliza-se do 
çaracter *. coma nn caso da comando (5.2). 

A extensi?o do comando i.rod para in tcwalos feita como sc v? cm (5.3 ). Cnmo é 
uma sutirolina. deve ser riifcwnciada pclri comando ccrll. Adnltiu-se q uc nu r o h a  srrrrd os 
dados scrãc~ lidos de arquivos. O i'cirmiiici dris diidris no arquivri LC livre. pari sirnplilicur o 
acesso puiã os usuhicis; mas cada linha do arquivti dcvc contei. apcnas um int~rvulo. que 
corrcspiindc a dois valrires wais. ondc o prirnciro scrS atrihuido ari extremo infcririr c o 
segundn ao extremo superior do intenialci. A validaqão da execur;ão sc dasA sc o infcrior 
for menor ou igual ao  supcricir, cmci contrário xrií crnitida rnensagcm dc crro c a 
execuç.ã~i suspensa. Em (5.3) sl i! a varifivel que receber8 ri valor inrervalar lido. 

Para leiiuia dc vetc1i;i's de intervalos. a extensão ~5 similai; crimo mostra (5.4). Na 
i.el'erEncia da rotina S I J I ' P ~ C ~ ,  a variãvcl sv I tS do dpo ~i~ecrol-. cuja dimensão 1Eii delinida na 
declaiac;ao. Por exernplri tm (5 .5)  a vairi3vcl possui dez ctirnponenics ou elementos. 
Portanto silo lidos tanios inkrvalns quanlas Smmcrn especificadas as dimensões do vetor de 
inrenrdos. Crida elemento dti vctor 6 um inwrvalo e, partanio. serú lido de urna Tinha da 
arquivo de dados. Mais uma vez se convencionou que a cada linha seráo lidos, em fbrmatci 
Iivie. dois valorcs reais, ctimespondcndli o primeiro ao extremo inferior e ii q u n d o  ao 



extsernci superior. A rotina s6 serA validada, se todos os elementos forem iniervalos, ou 
seia, se a leitura dos valores dos intervdos de cada componente do vetor for validada. 
Caso para algum elemento a roiina nãa seia validada. seri emitida uma mensagem de erro 
c a execuçfio suspensa. 

cal1 svread ( 5 ,  sv I ) (5.41 

type ( inrewal ). dimension ( 10 ) :: sv 1 (5.51 

Da mesma forma, a rotina smread realiza a leitura dos valores interualares de cada 
componente da matriz de intervalos, Os valores lidos corresponderão a um intervalo por 
linha dti arquivo. senda que os valorcs serão inlrnduzidos por colunas, ou - i a ,  primeiro 
serao lidos os inkrvalos que çompfiem a primeira coluna da malriz, depois os da segunda 
coluna e assim por diante ate a última coIuna. A m i n a  $6 ser6 validada se forem váiidos 
todos os intervalos-elemenlos da muviz. Se para dgum elemento a rotina Ssilhar será 
emitida mensagem dc erro e suspensa a exccuçãn. Em (5.6) 6 dada uma refeencia da 
rntina. A variiivel sml 6 do tipo smatix c a dimcnsiio Ç ~qpecficada na declaração da 
vari8vel. como rnosiri (5.7). 

type (in terval), dimension n, m) :: srn 1 (5.7) 

A mtina que implernenta a lcitura dc intervalos complexos t a scveud c scgiie o 
mesmo princfpio. ma5 para cada intervalo complexo devcrn scr lidos quairo valonrs rcais. 
correspondendo o primciro ao extremo inferior real, o segunda ao extrernti superior real. 
o lerceiro an extremo inferior irnagingrio e o ultimo. ao cxtremo supcrioi imrtgingriri, 
Uma ret'erencia desta rotina é. dada em (5.8 1. onde sc I t? do tipo scoi~ipie.r, composta prir 
dois i n iervalos ou quairo reais. 

As rntinas de impsessiío de tipos intervalarxs slo extensões da ccirnando w i t r  pura 
valores reais. o qual scfcrenciado como em (5.9). Esta refeencia contém ci usti mais 
simples da rotina. sendo '6' n indicação de arquivo de saída padrão c '*' a indicação dc uso 
do inrnialri livre. As variivcis r l  a rn sãn do tipo real. 

A mtina que imprimc intcrvalns reais rr SW~ISP.  Cnmo 45 do tipo suhrorina, uma 
rcferEncia dcve ser precedida pelo comando call. corno mostra (5,10). Ela se utiliza da 
rotina de irnpressilri de reais pwa imprimir os dois extremos. inferior e superior do 
in tcrvalo. Os valores são separados por virgula e ficam entre colchctcs. Sempre L; impresso 
um intervalo por linha. 



cal1 swrite ( 6.  S E )  (5.10) 

A impi-essãa de um vetot de intervalos 6 realizada pela m i n a  swtrite e são 
impressos as intervalos-elementos em fomalo l i v ~  de reais. um intervalo por linha. Ari 
final do velor cf impressa uma linha em hranca para indicar o final do vetor. Urna 
referhcia da rotina C dada em (5.1 I ), 

A irnpsessáo de matrizes de intervalos sc dd por colunas- Anics de cada coluna 6 
irnprcssa a mensagem "coluna k".ondc k representa a coluna que est6 sendo impressa e 
varia de um aif número de colunas. A cada hlwo de intervalos. correspondentes a 
colunas. são impressos tantos intervalos quanto o número de linhas da matriz, Ao finai de 
cada coluna i-. impressa urna linha em branco e ao final da matriz são impressas duas linhas 
em brdnço. A rotina que imprime rnairizes é denominada ~l?vi~r i te .  Pode-se imprimir linhas 
da matriz. para tan tri hasta uriliírar u rotina que impiime vetorcs adequandci tis índices, 
variando por linha. O fcirmaia dc cada intervalri irnprcsso tC ci rncsrnci dei'inido para a rotina 
sti~l-ire. pois a roliria siiiri-ritr se ulilim desra rotina. Uma ivt'er2,ncia 6 dada em (5.12). 

A impressão dc intervalos complexos se dá pela rotina scwrir~. Ela imprime dois 
inrervalos entre pai.C.ntesjs. scparddos por vírgula. Cada intervalo possui dois reais 
separados por virgula c cnw colchetcs. Portanto são impressos quatro valores reais para 
cada intervalo complexo, nndc os dois primeiros wirrespondcm aos ex trcmos do inicrvalo 
da parte rei1 e os dois dltirnos ao intervalo da paste complexa, O ndrnem imagindriri i não 
é irnprcsso. uma vez quc o inteivalo complcxo L( dadri nii f oma dc par rirdenado de 
intervalos. Uma reftr&ncia tC dada em (5.1 3). 

Ohscrva-sc quc nesta primeim versão da hiblinleca Ilbírvi.a. s6 esi6 disprinivel si 

rotina dc irnpressfiii em f(irmaio livrc. Para a prdxima versão. esr6 prciictado ri 

descnvolvirnenlo de rotinas que possihilitmn ao usuhria c~pcciltcai- ri formato de saída dos 
dados inlervalarcs. 

Da mesma frimu. u leitusz dc dados C feita somenic por arqiiivtis crn formato livrc. 
Em C ~ S O  de erros de consisiEncia dc inkrvalos na leituia. a execuc;ilo C suspcnsri. pais .w 
os dados niio são intervalos niio podcm ser ripcrados. Não hS psncessamenin inieiativci na 
leiturri dc inlcrvalos. No caso de vetores e matrizes. caso ocorra a inconsjst2ncia de 
inicrvalos cm uma cçimprincnte, no final dzi leikura de iodos cis elemcnlos ser6 avisado o 
erro. Maiores detalhes destas rnrinas podem ser encontradas no manual dc utiliz~ção da 
libl-l~~i.rr. rckrcnciado por [D'IY95c]. 



5.3.6 Hierarquia dos modulos 

Como ilustra a figura 5.5. a biblioteca de rotinas intervdares Ç composta de quatro 
mddulos. O rn6dulo básico inclui o arquivo que contém a definição de intervalos reais e 
complexos. Neste rntldula são irn plemen tadas todas as opcrações entre intervalos reais. 
Fs tas oper;ic;6cs servem de base a todos os demais rnõdulos. 

O mõdulo ntvi inclui 0 rnddulo básico e 6 incluido no mõdulo de aplicações aplic. 
Este rnçldulo irnplementa todas as operações entre vetores de intewalos, rnattkes de 
intervalos e rotinw de diferentes iipos de dados com vetores e matrizes de intervalos. O 
mddulo aplic inclui o m6dulo tnvi e o bcjsicn. Todas as rotinas dos dois rnõdulns estão 
disponíveis. 

O rn6dulo dos iniervãlns complexos ci çnntt5m o rnridulri hrisicn. Niio foram 
implemenkdas rotinas que manipulam veiores e matrizes de intervalos complexos. mas 
podem ser facilmente irnplernentados a partir do rnbdulo mvi e c;. Basta estender as 
operaqiies complexas para cada elemento do vetor ou matriz de inlervalo complexo. dc 
foma anlüoga h feita com inkrvaios reais. 

Os rniztodos intervalam não foram inçlufdos na libairi.a, por serem espccificos a 
cada pmhlema que .se quer resolver. Bf3niu-se a biblioteca 1ibselinr.a corno sendo uma 
hihlinreca cientiiica que agrupa as mtinas que irnplcmentam os mtrodos iniervalares dc 
solução de sistemas lineares. 

Iibadini. o 

Fig 5.5 Hierarquia dns rníidulos da biblio~ca Rbnvi-cr 
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5,4 A Biblioteca de rotinas científicas intewalares tibse1int.a 

Neste item ,serão feitas algumas consideraçCtx sobre a proposta da biblioteca de 
rotinas cientificas. Algumas de suas rotinas foram desenvolvidas com ri objetivo de 
validar o uso da rnaterniítica intervalar no supetcomputador vetoriai. São feitas algumas 
considerações sobre o con+junlo de rotinas que dever20 comper esta biblioteca baseadas 
na esiudo preliminar descrito pelo capitulo quatro. Estas rotinas abordam metodos 
intervalares de soluçiía de sisternaq lincarç.~.. Considera-se uma equa~Ga dg&hrica como 
um sistema linear de ordem um, ou seja, com uma s6 equaqãri. 

Atraves do estudo dos mdtodos htervalares e de seus algoritmos i~latadri  no 
capitulo quatro, visualizou-se a necessidade de definir hihliotccac aplicativas que tratassem 
de capitulas da rnatern4tica numeriça. A primeira destas bibliotecar cientificas aplicativas 12 
a que trata da soIuqão de sistemas lineares. denominada Iihse1int.a (sei de sistemzs de 
equaçrxs lineares e iiir de inte~valos). A criação de bi tiliornas cientifiças independentes. 
justifica-se no fatri de quc: estas devem ser incluidas nos programas aplicativos dos 
ususrjo';. 

AWavt'is destc cstudci fcirdrn idenlilicadas tres tipos dc rnctodolopiiis, tr2s 
abordagens dos mrltodos intesvdms. E ~ a s  abordagens devem gerar, cada uma. um 
mbdu lo da bi hliotcca. Estes rntidulos devem ser: 

M6dulo dirinr. incluindo metodos haseddos em t'iperações alg&bricaq 
intervakares e propriedades inkrvdares. T m  hern são con hecidns como 
me todos dirctris intervalm; 

Mddulo refiizt. incluindo meiodos baseados em inclusões ou i~linamentcis 
inlervalares da snlução c do erro. Tmhh podem ser chamados de ~nktridos 
híbridos. uma vcz que se pode utilimr a ssoluçãci inicial calculada por metodos 
paniuais riu a matriz inversa pontual; 

r M6dulo itriirr. incluindo metodos i terarivns in tervalams, ct~nhecidos m Mrn 
como metodos dc rclaxziçãci. Eles tamMrn sc baseiam em inclushes 
monotfinicas. 

Alem destes três m6dulos Srii definido um quarto rn6dulo. equnlg. que deve crinler 
mrinas do caso paniculiir dc sisrema linear de ordem um. ou seja. wsolu(;ão algLlbrica de 
quaqfies por metodos inicrva1ii1.e~. com c) as versóes in tervalares de New ton . Como 
existe uma grande varicdadi: dc versoes intervalaiqes para o rntStcidti de Newion. corno 
pode scr visici em [nrvciial, foi cscrilhida apenas uma versão para se validar u uso da 
mcilerniitica intervaltir. 

Parri o uso da hibiiotcca 1ihseli~r.a. também deve ser incluidri no programa 
apliçaiivo do usuhrio o urquivo ii7t~i:i11c, que cç ln th  as dei'iniçcies de iniervalos reais e 
complexos, e a biblioteca 1ihnvi.n. uma vez que as rotinas necesslfn~~ de manipulaçãa de 



intervalos. vetores e matrizes de intervalos foram di irnplementadas. Pode ser riecessáfia 
ainda a inclusão da biblioteca libsci-a. pois algumas das rotinas do m6dulci nplic se 
utili-mm de rotinas da biblicilecii BLAS. incluída nesta biblioteca. 

O completo desenvolvimento da biblioteca 1ibselint.a. que consiste na 
fmplernentaçiío. documeniaçc;ao, verificaçiçãn e validação das ultrapassa o objetivo 
desu pesquisa. Eske irabalho cstd proposto como atividade de pesquisa c 
desenvolvlrnen to do Gmpn de Matemática Computlicional. 

A seguir serão caracterizados os rnddulos. airavks de algumas das rotinas que 
deverão compçi-!os. alpm-ms das quais, foram irnplemcntadaq paro ,Ferem utili;r;idas para 
validar o uso efetivo da matcmhlica intervalar em supercom puladores vetoriais. 

O in6dulti cfirinr deves6 ser constituido de rotinas que irnplernenkm o metodo dc 
Elirninaçfio de Gauss intcrvalar e o cálculo da matriz inversa. Alguns destes mSlodos 
hram descritos no capiluln quatro. Esies rnbtodos são baseados em propriedades c 
operayões al$hricas iniirrvaiares. 

O mhdulo rqfinr deveri ser çonsii~ufda de rotinas que implementcm as mStodns 
bmct-idos cm wlinamenio. Aiguns destcs miStodos necessitam di: uma sol ur;ãri aprnximada 
inicial produzida por mctodcis pontuais ou: da invcrsa pontual da matriz dos coeficientes. 
Adotou-se para o cCilculo da inversa pontual o metodo de Gauss-Joi-dan c. para o cllculo 
de estimativa inicial o mirtcido de Eliminação de Gauss sem pivolamento. Esia cscollia foi 
arbizriíriu. poderia scr qurilqucr ciuiro rnClodo, pnr isso, eles foram irnplemt.n~d~s meni 
su hrotinas, 

O mtSdulo irrinr. deverei scr cnnsiituido de metodos iierativos inkwdsires 
conhecidos como rni2tridos dc relaxlic;ãn, como o rnéiodo de Gauss-Seidel Intervalaim. A 
convr=rgEncia destcs metodos 5 definida peln teorema de Ponto-Fixo de Bsou wa. Icapfluln 
2). Os mtfitodos iterativos intervalares iamMrn são mais uilizridos no caso de sistcmas 
Iincarcs. ondil a mahk dos çoeficien~es espaisa. 

Esie rntidulo dever6 conter rotinas que irnplemen~rn as versocs intcrvalar~?~ d r i  

Métodri de Newton para resn1uc;ãri de equações algébricas. Estas versfies foram desciitas 
em deialiies em IDfVsiIa]. 



5.5 Caracteristicas e Potencialidades 

A 1ibaiii.a e urna biblioteca de rotinas bgsicas de intervalos para o ambiente do 
supercnmputador Ciuy . As padinnizaçãcs e conven~ões de espeçificaçQo e documentação 
seguem o padrão da Cmy Reseai.ch Inc. 

O nome das funções genéricas e as chamadaq destas funções são o resultado de 
uma combinação do tipo de dado da rotfna com o de sua função. Esta convenção já era 
utilizada na biblioteca de rotinas matemzlticas 1ibm.u. onde funções reais são anotadas plc i  

nome usual maremãtico. Portanto, funções reais não tEm prefixo, mas as demais possuem 
uma letra de prefixa seguidas de seu mnernfinico. As funçfies inteiras sao precedidas por I. 
flinqoes ein dupla precisão por D e Cunqões complexas por C. 

Os argumentos sãn dados nos scus tipos: iviiis (,R), inteiros ( I ) .  cornplexcis (Z), 
I6giccis (L), hcicilcanns (E) t: cm dupla pieçisiio (D). Os resullados sHo hmeçidos da 
mesma Sri~'rna: R ,  1,  Z, L. B e D. 

A biblioteca 1ihrii)i.n introduz novos tipos de dados. como intervalos de leais c 
complexos. vetores c matrixes de inlervalos reais. Para tanto. Ç necess8iio que seia 
;idoiada uma letra-preiixo que identifique o tipo de dada. Optou-se em utilizar a 
convcnção de tipo inkrvalo (inrrlvnl) dn Piscal-XSC. mas carne a letra 1 esld associada 
ao tipo de dado inteiiri. serã usado o prefixo s I S  de segmento, usado para intervalos nd 
linguagem Fartran-SC) par& inwrvalris; sc para inlervalos complexos: sv para vetares de 
in tewalos reais e sm para mritrixs dc in temalos imeais. 

As rniinas irnplemenradas na lihnvi-n são compostas por t1 .2~ tipos de rotinas, elas 
podem ser subrotinas. funções ou operadores As rotinas necessitam ser chamadas pelo 
comando coll do Fortran que cxige que seia escrito em uma Iinha do programa a chamada 
da rotina, n nomc da rritina e seus devidos nsgurnenlos. As hnçr'ies geralmente nect=ssilarn 
dos argumentos. mas o ~vsullado C atribuído a unia variflvel d11 tipo ptt-definido c elas 
pndcni ser incluídas em cxprcssõcs matemiíticas e scrão avaliadas crn ptimciirr lugar. O 
~crccii .~ tipo de n i~ inas  são os opei.udores. que s3o tima espkie de funçãci que if chamada 
por uin opcrador ai.iLmt5tico ou i*cliicional. Este tipo de rotina t'ni sc3hrecwrc;g~do. ciu seja, 
todas as lúnqfies de sarna podem sei. acessadas pelo sinal de +. ris multiplicaçofi pelo sinal 
* c itcsim por diante. 9 tipo dc dados que cornpfiem a cxpn=ss30 são usados pelo 
compilador para detenninlii- qual a rotina a ser uiilizadu. O tipo de dado r'esultant, 
peralinenie (I o iipo mais elahorado envolvido (um intervalo, por exemplo). 

A biblioteca de minas inkrvalarirs 1ibcrvi.a conrem rotinas quc pcidein ser 
acessadas pcir programas em ljnguapem Fnrtsan. Ela 6 11 conjun t de quatra rnlidulos com 
vários coniuntcis dc iotinas. Os mlidulos são: hdsico, que conttsrn o tipo dc dado 
inkwaln rcal com suas opcraçries c funçfics: ci, que introduz intelvalci complexn com 
suas operaqões e 1Unr;ões: i n r ~ i ,  que inrroduz vc~rirts c rniiirizcs de inzeivalcis I-eais com as 

operações e i'unçõcs quc os manipulam: e o mddulo uplit' quc coniem crperaçõtls 



compostas enlre reais, intervalos. vetores e matrizes reais. Entre esras rotinas estão as que 
cnri-espondern rios três níveis da bi hlioteca BLAS. 

Para se testas a bibliokeca dc rotinas intervalar, foram desenvnlvidos aiguns 
programas que irnplementam a resolução de sistemas de equaçbes lineares por rnktodos 
inlervalaimes. Eqtes programas foram agrupados, gerando a ptoposri de hihliateca 
denominada de 1ibselinr.o (biblioteca de solução de sistemas de equaçoes lineares poi- 
intenialos). 

Coma o prop6sito do desenvolvimento desta biblioteca foi o de providenciar uma 
ferrirmenra 6 til para a programação cientffica (em ambiente veiorfal). as rotinas 
impIemcntadas necessi tavlirn de certas cardcterfsricas como: exatidão. eficiência, 
con fiahilidade. vu1idat;ão. facilidade de uso, boa documentaçiio, modificabilidade. 
completudc e irzinspoiz~biIidade. 

A exatidão destas rotinas foi obtida pelo uso das rotinas diçponfveis n o  Frirtiaan 9O 
para rn~nipulação de números reais (n úrneros em ponto- flutuan te), especidrnentc LS 
funçiies hhicas elementares. Parri obter melhor exsitidiio. utilizaram-se dgurnas rcirinas em 
dupla precisãçi. especialmente para tentar se tcr um produto escdas mais prdxirno do 
6iimo. Utilizaram-se, ainda. alguma5 das rotinas da hihlioteca BLAS para a 
irnplerncnlação das operaçoes enln vetores e matizes de intervalas. A exiensão para 
rotinas in tcrvala~s sc dcu arravds da aplicação de princípios de conversão real-intervalo e 
da5 propiicdades de semi rnnrlismo. Manievc-se a cxaljdão disponível do srrpercomputador 
Cray para processamen to ~ientífico. mas. sc sicrcscen tou. com intcivalos. tz garantia dos 
resuItados. 

Em relqão h cíiciencia, cvoluiu-se mais nesie concei tu. pois inicialmente eliciEincia 
significava um usci citimizadn de mern6ria. por scr muito cara e escassa. Com a evoluçno 
Lecnnl6gica, cficihcia se vinculou h idéia de velocidade de pscicessamen to. Perdcu-sc um 
pouco da id6ia de quaIidadc para se ter velocidade. Com a rnatcrnãtica inrcrvalar 
(acrescida de ariirnEtica dc alta cxaridão) L! resgatado n conceito de eliciênciri como 
qualidade c gatamia do rtlsuI tado calculado com rapidu. A bi blioreça 1ibrivi.ri pi'aduz 
resultados um pciuco mais lentos dn que a aritrnttica de pantri-flutuanie or'dintiiia. uma 
vez qiic ris crilculns são efe~uadns para os extremos dos intervalos. mar; ganha-sc na 
garilnliu dos resultados. 

As qualidades dc conliabilidade c validaqãci dizcm rcspeilo no raio dc hihlio~eca 
scr çonsistcntc com a dcicumentação, ou se-ia. a execução dn prognrna realira exatamenlc 
n que seu propõsito dcscriio na dncumentação define. resolvendo ã classe de prçihleinas 3 

que se propfic. 



5.5.1 Padrão Cray de documentaqáo 

Uma boa documentar;ão deve ,ser clara. conscisa, f3cil de entender. explanando 
como funciona e como usar. Isto 6til ao usuário pwa decidir sohw o uso ou não da 
rotina ou programa e. larnbtlm, para diagnosticar as dificuldades prcivenientcs do usti. 
Deve x r  capaz de satisfazer a usuhios que se uiilizam esporadicamente da documentação 
para resolves pequenas dificuldades. 

A documeniação da biblioteca de rotinas intevalares 6 consriLuída do manuai de 
uti1izac;ão da fi6avi.a. Ele 6 conçtituldo por duas partes, a primeira cank5rn informações 
sobri: ci uso da biblioteca c a outra parle conh5m a docurneniaqão das roiinas. A primeira 
pai'tc visa atender um usuãsio que deseja maiores infermações da biblioteca, enquanto que 
a segunda parte visa atender uo uso esporádico. 

Na documentaçião das rotinas da Rihlioieca 1ibavi.u serb usado o rnesmci IOrmarti 
usado na documentação das bibliotecas de iritinas da Ci-a?? Rwearcl7 Inc, C )  objeetiv desta 
padrnnização, de acordo com as normas da Cray. é anexar futuramente eesns rotinas A 
biMioteca de m~inas matcmilticas jA h disposiç8o. Logo. a docurneniiiqão d a  bihliotccas 
Iihavi.rr e lihse1irir.a seguiram o padr3o encontrado nas hiihlioieças libii~.a e 1ihsçi.cr da 
Cray. Es~e padrrio estahelecc quc a hihlioteca seja dividida crn mddulos. quc silo 
carnpnslos por rotinas dc um mesmo grupo. 

A documentac;ão de cada rnçidulo inicia pela descrição da módulo. dando seu 
objclivo. A seguir siia apresentadas em uhelas todas as rotinas que compõem a mridulo. 
As tahclas contêm ris infomaçks do tipo: propljsitn. nome da rotina e o mnemonico 
chavc para localizar a docurnenuçãci upccfl"lca da mina. Foi incluldo ainda ri númcin da 
página da dncumentação dctalhadn dc cada rolina. assim o uso espor5dicti hcililado. 

Para cada rotina 6 apresentada uma dncumen taqão especfficsi, denominada de 
documentação detalhada da rotina. O lormntn de docurnentaçãr~ detalhada das rotinas 12 o 
descrito na Iigura 5.6. Muitos dos campos são opcionais. devendo sei- usados na 
documen ta@o de d g u m u  rollinas que contenham pai-1iç~ilaridades. As Unicris seções 
ohiipathrias são NOME. SINOPSE c DESCKIFAO. 

As dciciirncntaçõcs cspecfficas. sãn organizadas na ordem riIFaht2iic.a. Para os  
nomes das minas Iòrarn adotcidris mnernfinicos quc Icrnbm a função real ou matcmrlticli. 
antecedidas por prefixos que idenltilicam o tipo de dado envolvidri. Foram adotados. para 
ns tipos de dados jS, cxistenrés cm Fnrrran 90. as mesmos prefixos. ou seja: r para dados 
reais. r l  pwa dupla precisão. i para inteiro, c para complcxo c I para 16gicci. Para tis novos 
tipns de dados. iido tarain-sc: s para inrcsvalo. ,TV para vetoi. de i n  tcrvalo, sm para matriz de 
iniervulo ri sc para inkrvnlo crimplexo. 



Contem u nome da roriiia NOME 

SINONTMO 

SINOPSE 

Mnemónico nu simboln identificador que pmzire o 
acesso à mli~ia. 

Descrcvc a sintaxe das enmdi~~. [J indica que o 
mrnponente 6 opchial. Rlrêiiiesis ilidicam que a 
comando @e ser revtidri 

DESCRTÇÃO Descreve R rotina com detalhes 

STANDARUS 

CoiiiCin n lislapem e detalhes para a uso da raBna em 
máquinas ou sisiemas oyieraçiiiiiuis especI6iccis 

Noias relevanics ã respeilci da muna que está sendci 
descritri, como o Ijpri de rtiLiiia que pcdc ser suhmtiria, 
Funçàci ou operador. 

NOTAS Pontos riu itens de pwiicular impo&,lnçiít 

WAHNINGS 

Descreve açC-s que p d c m  destruis dados nu resultados 
da rorina 

I)esmve açòes que podem daiiilicar arquivos, 
eqliipamenlri ciu sistema cqwracio~ial 

EXEMPI,OS Conttm excmplos de uso 

ARQUIVOS Lista os arquivtis que cada pane da niúna usa 

MENSAGENS Descreve i n f r i r m ~ ~ w b .  diapnfisiícos e inensagenl: e erro 
que podem apwecer. 

VEK T A M B ~ M  Lista riuir~s rotinmi quc tcnhm liga$;ir3 com n rotiiie quc 
cstg seiidti descrita. 

Fip 5.6 Foimato da documentaçfio dcialhada das rotinas 

O itcm siilfiniinn contdm o Idcntificador dn rotina sohrccairegadri. ou .wju. o sinal 
quc pode ucessar a fiioçãn ou o opcradcii-. Todos os tipos dc soma podcrn scr 
representados por +, as rnullipliçações plir *, suhtraçnes por - e divisKes par J .  As tabelas 
de sohrccarga de opcrtidores serão fornecidas mais adiante. 

Na d~licriçiio tS dcfinidu a operação realizada, não foram colocad»s detalhes 
excessivos. para não ccinlundir r i  usubi-io. 6 intomado o quc a rotina realiza. Detalhes de 
como 6 realizada a opei-aqão podem ser encontrados no bihliogrrilia ou nos cupiiulos 
iniciais dcsia pesquisa. 

No i k m  i~~~plein~firriçiio 15 dada u listagem da i'orinii ta1 como foi implerneniadil. 
Como muiras vezes uma rcitina 6 implementllda ati'avCs de nulrd. r iu  sc ~itiliza de ousi-a, 
accin~llia-se no item vri. rttinbditi as demais rotinas relacionadas a ela. 



Como a leitura de intervalos (reais e complexos. de vetores e matrizes) são 
~a i i zadas  por colinas que I k r n  de arquivos os dados, no ítem rrrqitivris podem-se 
encontrar rcUc~ncias a csres arquivos de dados. explicando como criá-los c acessd-10s. 
Pode havcr tamiht5m aiquivos que devem sei' incluídos. pois a rnlina se utiliza de outras 
funqfies ou rotinas de ousimas hfhliolecas, como por exemplo da BLAS.. 

As mcnsagcns de crrmo. advertsncias ou valores especiais relornades em casu dc 
algum erro siia cspcciriucadas ncl item mensnLqrns. Não I'ordm inclufdiis as mensagens de 
adventncia hhsica de intervalos inccirreios ou dc nãu ser um inrervalo. Esta informaqfio 
por %r comum a um grande número de rotinas roi colocada nas rotinas de verificação 
ck-inr e shec-inr. 

E.wmp1is são hinecidos para ilusrmr o uso da rorina. Neles rf considerado apenaq 
o uso apccillço da rotina. O dornlnio de uso da rtitina ou siiuações especiais como zero 
1130 podem pcrrcncei* aci inrcwalo e s3o ideniiticados nos iiens norns e cuirhdr~s. 

Maicircs infonnal;r-s sobre n documcnlação podc .ser obtida nrr Manual de 
Utilização da Bihliriteca de RoLinas Inrervala~s lib(~iri.u (IDIV95cl). 

5.5.2 Facilidade de uso 

A.f hihlioteca iibcriri.rr e 1ihselinr.u são entidades do Fortran 90 denominada 
rntSdulo. Para sc ier acesso a esies rnõdiilos é necessdrio que os arquivos que ns contêm. 
se,jam jncluidos no progrdma. 

H6 trZs formas de se incluir em arquivos con~endo biMioieca5 de rotinas. Ectas 
formas esiiio relacionadas aci tipo de arquivzi. Eni geral. pode-se incluis uma biblioteca no 
psogrcinia pelo uso dc urna das opç0es nu Einha dc ccimpilaçãci ou, pcEa inclusão do 
arquivo dcntro do progriiniu. 

A inclus9ti IFU O acesso do arquivo alri~ves das opqCSt's na linha de cornplila~iio, uii 
seiri. na linha dc comando do f90. pode ser feiia por duas das opçfies: -I riu -1). A opqãri 
-1 <ídi.q.n>. mais conhecida e ulili-ada torna acesskeis as rotinas contidas no aiujuivo do 
tipci hihlicitccri F .r/ quc scpuc ti opção. U aimquivo km que scr um rii.y.tr. A opçhi 
-p ccfr.y.ri> inclui 011 iornsi acasivel um arquivo o-ieto ao prngrama Fortran. Poi'kantçi. ri 

linha dc cnmrinda do compilador Fortran 90 i! da tCina:pn -p  Iihnvi,n -I 1ih.rci.a progrnt.fYO, 

A inçlusan no programa iS fcita pclr~ comando frrcl~ill~ '~~i -q. j90 ' .  ou scia, inclui um 
arquivri em linguagem fnnlc IFortran 90) ao programa. Portanto. esta forma exige quc n 
usu8rici possua o cddipci fontc. 

Qualqucr uma destas formas wquer ainda. que no piuigsama seja cspccifiçado o 
mhdulo qitc ser6 utilizado no programa. Esta especiCicí~ção 6 feita atravks do comando IISP 

<rnlicillln>, como jA foi iratadci na seção 7.2.2.4. Ohscrva-se sornenic yuc. deve-se utilizar 
o coinando rrsr para cada rn6dulo utilizado, ou seja, se for usado em um programas os 
rn6dulos htidco c ini i .  dcvc ser incluldos dois comandos risu. lise riusico e, cin oulra linha. 
11,TP 1 7 1 1 i .  



A definição dos tipos de dados intervalos reais e complexos foi separada em um 
arquivo especial, denominado inrer-inc. A definição foi isolada, por ser necessgrio sua 
incIusao não s6 em cada mc5du10, como tambem. no corpo de cada rotina que se utiliza 
deste tipo dc dado. Assim. basla incluir o arquivo atraves do comanda Enclude 'inter-inc '. 

Urna caraçterfstica, deçomnle do tipo de processamento do supercomputador 
Cwy. 6 a leitura de dados somente de arquivos. No Csay não se deve tcr prcxessamenta 
interativo. uma vez que a mdquina 6 voltada para alto desempenho, com grande 
velocidade de processarnentci. especialmente em cáiculos em pan to-flutuante. Adorou-se 
que intervalos podem ser lidos de aquivos ou atribufdos no programa, para tanto foram 
implemenmdas as Eun@es de transfeencia. A impressão de intervalos m h é m  dcve ser 
feita em arquivos. Portanto. para resurnii., as rotinas read e w i i t ~  ~ b a i  ham com arquivos. 
O conieúdo dos arquivos são as infrirrriações que devem ser lidas. Isto facilita a 
intmdução de vetores c matrizes de intervalos de alta ordem, Vetores e matrizes de 
intervalos são lidos por colunas. a cada linha do arquivo Ç lido ou impresso um intervalo 
(extremo inferior e superior). As rotinas de leitura são especiticadoa ein detalhes na seção 
5.3.5. 

Tabela 5.30 Sohrecarea dos oneradores = e + 

Srihrecarga de funçfies i: operadores e uma das facilidades da bihliokca de rcitinas 
intewalares. A sobrecarga possibilita que o usu;u6rio utilize o nome pcni'rico de uma 
funçáo, independente do tipo de argumentos desia funçao. A tarefa dc identificar a rotina 
correta que opera com tais argumentos trzinslèrkia ao compilador. Isto I'acilila ii 
programação. Forriin sohrccarregados os sim bolos das ciperaçOes ari tm15lf tas de soma, 

Sínihrilri 

1 

+ 

R a ~ n w  -- 
mcltl 
SY111 Sl 
svadd svl. s ~ 2  
SYITH 

snutld m 1 1 , s ~  
SIIYllt 6111 1 
.%xdrl 
scrni 
nd t l i  
. a d r  SI. r1 
rniltLc\ r l .  svl 
sbJa& sv l . r l  
n d d ~ m  
srimddr 
~ a d t l ~ \  
sv.uir1.c SYI. SI  
rniltl$ni 
sirmdils 
r v o d i l ~ i  
SV;UJ~F\' * v l . f i l  
m1rldsm rm I .  snil 
?~niadtlnri m i I . r m I  

h 



subtração, multiplicaç5io. divisão e as sfm bolos relacionais existentes no Fortran 90. h 
demais funções rnaremáhs foram sohrecarregadaç ao nornc usual da notação 
matemiitica. como mostram as tabelas 5.30 a 5.35. 

Tabela 5.3 1 Sobrecarga dos operadotes ari 
Simbulti I Uoiin;rs I Arutiinsnin< 

~ 1 . ~ 2  
sv l .  sv2 
srn I. sin2 
siii I .  sin2 
ar 1, ec2 
al 
rl. sl 
sl. r l  
tl. svl 
swl. r1 
r i ,  s r n l  
sml. r l  
SI. SVl  

sVI,SI 
sl. srnl 
rriil. s l  
svl .  rvl 
snil , rnil 

Ar~wriunlor; 

sl .  s2 
svl, .w2 
mil. sni2 
scl. sc? 
rl. sf 
sl ,  r l  
rl. nrhl 
s v l . r t  
rl.  a t i i l  
sn l ,  í l  
al.svl 
svI.51 
sl .  atii1 
si111. sl 
S i i l l ,  m3 
s r l .  snil 
wl,  a v l  
wl. wt 
sm I. rml 
rni I, snil 
sili I. rv 

D ~ T I c ~ ~  
MVI 
M VI 
M VI 
C1 
C1 
MVJ 
M v l  
MV 
MVI 
MVI 
MYI 
M VI 
MVI 
M V I  
M v! 
M V I  
MY1 

M&lul~l 
B~<icui 
M VI 
MVl 
CI 
MVI 
MVI 
MVl 
MVI 
MVt 
MVI 
MYI 
MVi 
MVI 
MVl 
MVI 
M VI 
MVI 
MVI 
MY1 
MVI 

S lmhohi 

I 

Koiinw 
siiii 

sçcliv 
rdtvs 
.a!i\~ 
svdivr 
srnrli\~ 
A V ~ I V S  

S ~ I I W  

Areiinuiiinq 
~ 1 . ~ 2  
sc I. <c;! 

rl. s l 
sl.rl 
~v1 , r I  
snil.rl 
s v l , s l  
srnl. sl 

MCxliilo 
Dwicri 
ÇI 
MVI 
MVI 
M W  
MY1 
MVZ 
MVI 



TabeIa 5.32 Sohre~vga dos operadores relacionais 
Siniholo Hoiiiias hr~umcnir*; MMulo 

ic711i r1.s: U.isim -- wcqu ~ V I  .<i? MVI -- s n q u  mil .snZ MVI 
EUI111 acl.sc! rl 
siiy 
s v n q  
-ncq 
mCq 

w= 
ivgm 
5mgrc 

w= 

s v p q  
sml, ai& 
3 ~ 1 . ~ 2  

B i s  icn 
s v l q  

MYT 

Tabela 5-33 Sobrecarrra das firncócs tri~onomttricas 

I sin 

I arctan 1 I _i sv I 
MV[ I MYI 

'irnabela 5.34 Sobrecarga das Si11i(;C3cs expnenciajs e loparítmic 

smlii I snil I MVI 
x l n  i;cl CI 
slug 61 I Bhsr*, 
avl tig RVI MVI 
.mtoe ~1111 1 MVI 

MVI 
irmqrl SIH I MVI 
mtin 



Tabela 3.35 Sobrecwpa das demais funçks 
Sinihol~i I Hoiinns I hrauinznim MJdulo . .# I sTI1111111111 1 51111 I %nfY 

Os usa de arrays dinâmicos na definição de vetorcs e mahizes de intervalos se 
constitui em outra característica da linguagem Fortran, que foi incorporada &s 
carac terislicas da bi bliokca de rotinas in tervalares. Ela conírihui para a sim plificaçãci e 
facilidade de uso da biblioteca. Amqrs dinâmicos permitem não s6 um usa niimizado da 
rnern6iia. aiiavcs do uso de vetores e matrizes de tamanho aleatSrjo, gariintindo alocaçãci 
e 1ihcr;içãci do espaqo da rnem6ria, mas tamMm facilitam a programação uma vez que o 
usuário apenas utiliza a sua dcflniqão segundo a compatibilidade do sistema. O sistema 
não impõem i-estilções desnecess6i.ias e nem exige conhecirneneo prévio dc limites. 
Quando o usuário declara um vetor ou matriz de inservalos no seu programa aplicativo d 
que a m m h o  ou t i  núrncros de elementos defmido. Toda a refe2ncia a este vetor ou 
matriz de intervalos. leva consiga o ramanho e o tipo dos elementos. inclusive nn 
rnomenio de leitura e impressão de vetores e matrizes intervalares. Não hã restriçfies de 
tamanho de vetores e matrizes no m6dulo n f i i  da itsiblioteca. 

nu11 

smid 

5.5.3 Rotinas otimizadas e vetorizadas 

A otimização e vetoiiração das rotinas da lib~tili.ri se deram como que por herança 
das cai'acleristicas da rniquina, do compilador e das intinas que sãn utiiizadas das 
hihliciieca, como as rotinas da BLAS. O uso destas rotinas não s6 prriparcionou esta 
vaniagern. irias tarnMm proporcionou a mesma qualidade em termos de exatidão dos 
i-esuliadris. adicionadn ao uso dc inlci-valos, o que proporcinnu resultados coniidoç dentro 
do in tervaln solução. 

sriziiiillii 
svnullv 
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Cuidou-se. tarnbkrn, na deliniqao dos novos tipos dc dados a questao dn 
ama7.enument~i sqüencial dos componentes dos inscivdlus, dos elcmenros dos vercil-es de 
intervalos e dos elementos das matrizes. dc forma a evitar conflilos no acesso aos bancos 
de memóiia. 

5.5.4 Biblioteca iklodular 

t ~ .  IZ 

sv l , 
i l  
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Modulaidade t! ou trri camcicrlstiça da hihliokca de rotinas in tewalarcs. A 
modulatidade é aplicada no sentido de rnddulos independenltris e no sentido do compilador 
Forkrm. Em cada m6dulo são delinidas as operagões que manipulam com certo iipci de 
elementos nu dados. I a m  facilita (r cnlcndlmentci, a manutenção c produz maior 
estmturiqic;ão na hihliolcca. Estas rotinas s3o sohrecarreglidas arravCs d o  conceito de 
opcrridor genéricri atiavi5s das inierhces, possi hilitandri ao usurir.io a uiilização de 
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operaqòcs pelo símhnlo rnatemAEico, sem se preocupar com o tipo de dados dos 
argumentos, uma vcz quc esta u r d a  S mansferida ao compilador. Isto facilita a 
propramaqão C n usuA~*io, que não necessita. conhecer. ou melhor. memorirar todas as 
diferentes versoes de uma determinada rotina ou função, pode acessã-Ia pelo simbelo 
rnatern8iico ou por sua no~siç3o usual. 

Os rnlidulos íacilitam a organização da biblioteca, o uso e a pr6pria mmutençãa, 
pois rotinas cifins são agrripadu e, quando fni. identificado um problema. este estará 
au tcimalicamente localizudo dentro dos dorninios do rn6duIo que manipula determinado 
dado. 

A modularldade também e importante para garantir a rransportabiFidiicic da 
biblioteca, pois uma vez que existam partes dependentes de rnAquina que ncçessilrirn ser 
adapiadas ou modificadas ao navo arnhienliv, elas devem ser isoladas. organizadas o 
documcn tadiis de maneira a scr possível esta mcidificat;Ao. 

5.5.5 Abrangêncisi da biblioteca 

A abrangencia da biiilioleca de rolinas Ihiísicttq intervalases i-. inicialmente. o espaço 
dos intervalos reais, dos vetoiaees intervalos de rcais, das rnatrixes de intervalos reais I: dos 
intervalos complexos. A extensão a vetorcs e marii7.es de inkrvalos complexos pode ser 
flacilmentc obtida. A dcl?nição destes tipos jB es~a especifiçlida no módulo ci. As opei-qães 
são estendiveis componente a componente, de Toma anãloga ao que foi feito para vctnres 
c matrizes de intervalos reais. 

Considerando os rn6dulos de vetores e rnatrizxs e o mbdulo de aplicações, pode-se 
dizer que a hihliotcca de minas  libcrvi-n çont&m um conjunto mplo de rotinas iniervalares 
para illgchra lineaim. Os capitulas de resoluqãri dc equações e solução de sistema% de 
cquaçiíes lincum devci.ãci sci' abi.~ngidos pela hihlio~~:ca de rotinas inzcrvalatxs aplicaliva 
libseliit r.a. Ourras hihliolccas aplicaiivas podem sei. espccilicadibs e descnvrrlvidas a partil 
desta hiblioicca hásica. Podem-sc i.csolvcim vái-ios tipos de prcihlemas. coino 6 denirinstrado 
em IHAMSi31. 

Outra caraccerfstica relacionada aqui r' a completude desla hi hlic~teçu. sendo um 
indicador da extensõri da biblioteca. Metodos nurn&ricos envolvem parfiinetsos. os quais 
podem assumir valores dereminados dc acordo com as propriedades bdsicas do prtihlernti 
particular. A analise dn pi-oçesso e gei-almenre baseada no carnpcirtamenin do pi-oh'lema 
modelo. O componamento da maioria dos problemas não diverge, na prfitica. do espci-ado 
pelo modelo, Mas existem problemas em que a solução se deteriora, afastando-st: do 
rnodalo. A extensiio deste atjsramentti (5 uma medida di: completude, da potencialidade do 
progiarna. Ela m M r n  sci ~ k i r  B habilidade de conlornar diliculdades. Esta propriedade 
no caso dr. inicrvalos se relletc no diametro dn in~eivalu soluçãci. 



Neste capítulo Sni detalhada a hibliokca de rotinas inki.vdrilvs Iibui)i.~l. com posia 
de 29 1 rotinas, divididas em quatro m6dulos. A hihliokca de rotinas intcrvalares [orna 
disponível a uitrnetica inkrvalar bhica no Cray, bem como cÉilculos com vetores e 
matrizes de intervalos reais. Tamhem estão disponivcis operaçfies e funções com 
inkrvrilos complexos. As rotinas que manipulam vetores e matrizes de intervalos 
complexos podem ser Fzicilmen~e implementadas, atravks da aplicaçã~ das operações entre 
intervalos complexos em cada componente do vetor nu da rnalriz. 

Estb abeno um amplo campo de aplicações da matemiitica intervalar. pois 
possibilita a usuários desenvolverem programas para resolver seus pcSiprios problemas nas 
mais diversas Areas. lendo =sul tados entre limites garantidos. den trci do in tei'valo soluc;ão. 

As rotinas iry711-cio\t:n e ii!jio-iip proporcionam o conirole de atmredondanien to nas 
iritinas nurnkricas da bi hliokczi. proporcionando que os icsuliados das operaçfies esteiam 
entrc limitcs confiáveis. Ouira garan~ia para verillcar a consistência d« resultado das 
opccliçõcs inicrvaEares. são as rotinas chec-i17r e cli_int que veiiiicam sc os pa1-irnetrcis 
são inieivalris. 

No pr6ximo capitula .wrii feita uma comparqão da biblioteca 1ihaví.i.a com ouiras 
hibliokcas cienficas. (i objctivo ser8 comparar o dominio de prohlcmas que ela 6 capaz 
de resolver com o de outras biblioteca existentes. No capitula sele. sei-;i feita a 
verificação da tiiblioteça, na tentativa de não sií avaiiar a qualidade numerica mas o tipo de 
problema que se pndc rcsolvcí auav& dela. 

Nn capítulo f ind  são comentados os ~esuIiados obtidos com esta krriirnenl~, as 
lirnimções do irabalho e sugestões de melhosias que podem scr feitas a hibIiokca de 
IV tinas i nlcrvrilarvs. 

N o  anexo 1 0.4 6 aprcsentiidn o cx tratci da liostagem dos prn'ngramas que campr'iem 
a biblioteca. Eles ilolali7,am c e m  dc 49MJ linha.? de progrrirnaçãci. As rotinas tili-um testadas 
e dociimeniadas. A docuinenta~;ãn enconira-sc em [DTVYSh] e os lestes cm 1 BIVYSc]. 



6 COMPARAÇÃO DA 1ibovi.a COM OUTRAS BIBLIOTECAS 

Neae capítulo s%o andisadas dpurnas bibliotecas de rotinas e extensões de 
linguagens com çi ob.jetivo de com piará-Ias. em sua amplitude. com a biblioteca de intinas 
inicjvalares Iibuvf.a, descrita no capítulo an teiior. 

Para cada hiblistcca ou linguagem são descritos os tipos de dados ou rotinas e. por 
fim. são caracterizadas as vantagens elau desvantagens de cada uma destas bi hliotecas em 
relação h 1ibuvi.n. 

Esir: estudo auxiliou na decerminaçio das rolinas que vieram a compor a hihfiotoca 
de rritinas inrervalares. 

6.1 A NurneraEs da Burroughs 

NUMERALS significa N1iinericnl Anr11~E.r. Progrc~iii Librriry e t- uma coleçao dc 
procedimcnios cm Algo1 e rotinas em Fortran, dispanfvel em slsierniw de  crim putridorcs da 
Butioughs. que abrange diversos tbpicos na Srea da rnatern8lica numérica. Entre estes, 
salienta-se a da filgehra linear. 

Em 1982 esie pacote foi estudada e documentado pelo Grupo de Matemátira 
Compukacional da UFRGS. Neste estudo. trinta e nove rotinas deste sistema h r a m  
descri tas. €Ias ahosdavam o capitulo de Slge hra linear e soluçao de sisrernas de equações. 

A biblioteca deveria ,ser. incorporada a programas de usu8rios atraves de comandos 
de inclusão de ro1ina.q. dn tipo inclutl~ i~inthlilr, onde mrrtErliE~ ir o mddulo cm questão. C) 
nome da rci~insi 12 um rnnemdnico composto quc de.w~cvc a iitiiidadc dci souna. A 
convenção uri lirada C dada pela fígurd 6.1 e as rotinas slio descihitas pelas LaheIas 6.1 c 6.2. 
As rnairizes diugonais são armazenadas em ve toits. 

VEC v e t ~ r  TIMES vezes DET deterrninan tc 
M AT marriz PLUS mais LI N linear 
DIAG diagonal MINUS menos EQN equaqõcs 
REC retangular W ITH com IM PR reilnamei~io 
BAND tianda OVER sobre CX complexa 
R cscalai. OF dc TRANSPOSE lransposta 
SY M sirn&tiicii ' S ' plui=al INVERSE inversa 

Fig 6.1 Convenç3o utiIizrida na composição dos mnemfinicos 



Entre O çonjunlo das rotinas andisadu fonm veriticadas rotinas que operam entre 
mairizes. entre matrizes e vetnrcs. entre vetoies e escalares e outras operdqões. Em 
relaçãn a matrizes estas podem sec quadrzidas (nxri), retangulares (nxm). diagonafs e 
bandas. Hd vãrios rnr'todos para a resoluçãa de sistemas de equaqoes lineares. como o 
método de clirninaç30 de Gauss com pivotamento parcial - com ou sem retinamefito; 
rn4ndo de Cholerky para matrizes sirnt5tricas definidas e positivas - com ou ,wm 
refinamento; metodos de solução de sistemas sobre-determinados e métodos para 
~ s n l  ução de sistemas complexns. 

Tabela 6,l Rotinas entre matrizes da Numerrrh 

6.1 .L Comparação da libavia com Nurnerah 

A çornpliriiqiíci reiia neste i k m  sfi diz itspcitci ar) conjunto de operaçoes 
disprinívtiis pelas bi hlic~kc;ls. n2o estA ,sendo consideiadii a exatidãri prciduzida nos 
resullados c nem o tcrnpri de cxeçuçãri para rcsolvc~- os prohlemris. O tihjetivo desta 
cornparaçfici hi incialmenlc identilicar novas rcilinas pari serem íncorporadis n a  rnrjduIn 
oplíc da 1ihni)i.r.i. 



A primeira çornparaçiio 6 que a biblioteca Num~mls não tem uma interhce 
amigfivel e niio proporciona facilidades de usn. uma vez que não tem a si incorporada a 
sohrccarga dc identilicadorcs c slmholos. Não se pode utilizar a notação matemíltiea. 
Devem ser iiiilizadcis os rnnemrinicos das rotinas com seus respeçtivns argumentos. A 
bihl io~ça  Ij/~avi.u facilita scu uso. I'aculrando ao usukici a utilização de símbolos e 
npei-adores. 

O ccinjunro de rotinas que operam com matrizes na Numern1.v estd contido no 
conjunto dc rotinas da 1il~~ívi.u; observa-se que as operações de matriz com matriz 
diagonal, disponiveis na Nlimer01.r. na verdade são aplicaqks das rotinas que operam 
malrizes com vetores. pois a matriz diagonal E armazenada na hmri de um vetor. 

No con+junto dc metodos pontuais para resolução de sistemas, a Nrrinemis possui 
rcitinils que opcram com siskmas sobre-deteminados e a 1ihniti.n s6 trata com sistemas 
nxn. 

Por tim. ohsei~a-sc que os xsiiltados da Nirm~i.cr1.r estão su.jeeiio aos erros dc 
amdondamcnro e a instnhilidade numçhca. o que. dependendo do problema, pode levar a 
situações inesperadas, portanto não se tcm garantia do resultado. Jd a wsul tado produzido 
pela Ii11ni~i.a cant6rn o vrilor exato, ou seja. csti enire limiics confiAveis. 

Tabela 6.2 Roiinas de resolut;iiri dc sistemas da Nlfrneralii 



6.2 A Biblioteca cientifica da Cray 2ibscl.a 

Existem vAri2is hib1iokc;is disponíveis no Crdy. entre eshs estão i1 1il~c.tr 
jbi blioteca de rotinas da linguagem C), libri.cr (bi h1 ioteca de programas iutili tbrios). Iihi~i-cr 
Ebitilioleca de rotinas rnaternáticsis), 1ihio.o (bilioleça de mtinas de EIS). 1ibp.o (bihliokca 
dc mtinas da linguagem pasçal) e a li6sci.ci (bibliotcça de rotinas cicniíficas). 

As bibliotecas s2ci refmnciadas pela opção - /  ou pela opçao -p  na linha de 
comando da compilação. As funçoes inm'nsecas Fostrm sao incluidas no tempo de 
cornpilrição. pmduírindci um m6dulri objeto com rekrências a roiinas externas. No 
rnomcnlo da carga. as rcl'crências externas são msrilvid~~s quando o carregador procurar o 
sistema para as rotinas ret'erenciadas no programa. 

As KunçBcs disponfveis geridmenk operam para tipos de dados reais. dupla 
pecisao e complexos. sendo o nome real o mnemònico da funçiic?. As versões em dupla 
precisão e complcxa são acrescidas da lewa d ou c na frente dri rnnemfiniço real. 

A biblioteca de rolinas rnarernStica.c contem funções aritrn&ricas gerais, Iungfies 
logaritmicas c exprinenciais. funçties trigonornEtsiças. rotinas de conversão dc tipris c 
rntinas de aiitrnktiçri I~ooleanti (Ibgica). 

As rotinas científic&s isoram agrupadas em dcil conjuntos dc rotinas. Elas vaum dc 
iílgehra linear. nívcis 1. 2 e 3, conhecidas corno DI-ASl. DLAS1 e BLAS?; rotinas para 
rescilvei- sisicma$ lineares dcnsos (LAFAC K c LINI'ACK ); rotinas para resolver sisrcm= 
lineares cspeciaix como tridisigonais; resnlvedoics de sistcmiis cspursos: autcivalarcs; 
prcicessarnento dc sinais (FFT1; rotinas dc cl'nssificaqão c pesquisa c. mrnhtm. rciiinas 
cspcciuis com veloi'es. 

A li1~111.ci contem rotinas que podem ser aressadas por programas nas linguagens 
Foriron. C e Assemtiler. Ela 6 agsiipada em cinco con-juntos dc rorinas segundo o Lipri cic 
Sunc;&i que executa. Estcs grupos são dcfiniqocq mmam8ricas gcrais: tùnçriles cxponençiais 
e Ingarítmicas; funqc'ies tngononii'tricas; i'unçocs de conversfio dc tipos I. funqTiec; 
Imol~nnn,r. 

A maioria destas rntinas são plenamente vctoii?,daç, A geração do c6dipo dc 
rnuit& delas é externa. Maicircs dctaihes sobre a biblioteca podem ser obtidos através de 
consuIrli ao manual on-linc disponfvcl atravEs do comando ilacin ou no manual da 
biblioteca Nro SR 208 1 da Cray, ou ainda, no relatbrio de pesquisa Nra 2 I 0  ([DTV97]). 



6.2.1 Modulos científicos 

As rrninas cieritilicas são agrupadas cm dcz conjuntos dc retinas. Muitas das 
rotinas cienrfficas adrniwm processilmento paralelo do tipo mul titarefa. Isto significa q uc 
quando nin programa chma uma das rotinas da libsci que admite rnultiiarefà, ser6 
executado no modo paralelo com a vantagem de usar mGItiplos proçessadores. mesmo que 
o programa não tenlia sokicibdo o uso de mulilitarefas. Se ~rande  parte do xernpo de 
execuç90 do programa for gasto com rotinas da Iibsci, implicará ~~edtzção do tempo de 
execuqão. A seguir são enumerados os grupos de rotinas da biblioteca científica. 

a) DLAS I - Br~sic Sir~ear Algebrri S~ibprogroins Leilrl I .  O nivel E da BLAS realiza as 
operações vetor a vctol; com dados reais e complexos em pi-ecisão simples. Os 
iipos dc opcvações quc estãti dispanfvcis sãri produtos escalaics c normas de 
V C ~ O I * ~ S ,  goruçãci c aplicsçC-xs plana! ou rolações de planos. soma, cçipia, ~i-oca c 
c8lculri de combiniir;&s lineares de vetares. As com hinaqõcs linearc~ são da hnna  
Y t i-X+Y. onde X e Y sãci veteres e r um valor real. 

Tabela 6.3 Rotinas reais da BLAS nivel 1 

I SPAXPY I Soma dc um múltiplu escaiar do vcior a ouim veior csparso I 

h1 BLAS2-13crsicLinrtrrAl~ebt4(iS~í~pro,qrn~nsSeve/2.  OnivelTdaBLAScansiste 
de rcilinas ussrriihlri. para dados reais e carnplexos. Ele garante operações dc 
ma~rizes com vetorcs. Elas foram escritas de forma a garanlii. uma execução dtima 
rios sistemas Cwy. As operuqães são da forma Y c rAX+sY, onde X e Y são 



vetares reais nu complexos. r c s valores reais ou complexos e A uma matriz real 
ou complexa Ela pode ser densa, banda. Hermitiana. simktsica ou triangular: 

Tabela 6.4 Rotinas reais da BLAS niveI 2 

c) BLAS? - Bnsic L i n ~ n i .  A l g ~ h i - ( ~  Sirbprogranw h i ~ ~ l 3 .  O nfvel 3 da BLAS consiste 
dc rotinas a.r,remblrie para pacotes de dadns reais ou complexos. Ela garante 
opcraqõcs entrc matrizes. O formato das operaçhes da forna C=rAB+sC, 
onde A. B e C sãn rnatn7m e r e s valarcs reais ou ç~mplexos.  As matrizes podem 
sct densas, Heimi tianas. sirnçulcas ou triangulares. 

Tahcla 6.5 Rotinas reais da BLAS nível I 

a I,A s 

S(;i:MM Mullipllciçirl tlc duas mri~ri;icc gci'aia C' = rA5 +<C 

S S Y M M  Mul i ip I ic~t . io  r l ~  unia mairiz pcir oum rnn~r i i  s~mitrtci  

SSYIZE; Cilculn dc um rank k e niualizaqáo da matriz similrica Ç= ~ A A '  +sC -- 
NSYR-K CalçuIo dc uin mnk 7 e a~uali/acáu da matriz siinirnca c=rhD'+rBiclt +sC 

STttMM Mul l ip l ic~y5n dc uma mairiz pcml p r  uma mau17 irianpular 

SIRSM Kesriluq~o dc uin sisicma triaiigular cnrn mtiliiplris lados riirciini 

S[;I:MMS Muliiplicac;Ùo dc inatrizes gerais usaiidn n varinvàn dn alporilinci de Stnsscii 



d) Rolinas de solur;ão de sisienias densos de equaçcxs lineares sào compostas pelas fi~hnas 
LAPACK e LINPACK. LAPACK i: uma hihlioieca de ciominio púhli~c~ que nn'ic~lv~ 
cficicnlcrnenic probliinias de 5lgcbra linear (demos) em crirnputackircs de alio desempenho. Os 
objeiivtx da desempenlici IOrani aijngidns pela inrplenient at$o cic. uma gande quantidade ric 
algmizrnos em remtis dos níveis 2 e 3 da BLAS e wla inçorporaqSo dos avangos crn algorirnios 
para cálculos de filgebra linear. As rotinas resolvem sistemas de equaç&s usando farciracâo LU 
e ChíiIesky para matrizes gerais, bandas, sirnt~riças, e definida positiva e rnainzes bandas 
simeiricas definida posilivã. UNPACK e um pacote de rotinas Foman para resolver sistemas dc 
equaçks lineares e calcular decomposiçào QR, Cholesky. LU e valores singulares. Esias rotinas 
forani otimizadas pcla substituição de rotinas BLAS por minas em cMgo  Fottran vetorizado. 
As ciperaçlks podem scr dc fatorar e esiimar a condiç30. resolver, calcular determinante. 
dcctirnpor. alualizar, recuperar e trocar. 

Tabela 6.6 Rotinas de resoluciio de sistemas lineares densos - LAPACK 
I I A  - sistctn;ix lincarçs denaih - rnirnas reais 

SGETIZT: ] C;~lçul:l a Laicir:içAo IA[ I tl:~ tnatrii. gcnCric;i mxil. usairdo pivetameii ici parcial 
SGI!TRI ] Calcula n irivessa da inauii,. usatido fnior;iç3ci LI1 ctilçulrida pcir SCiETItF 

NOMI: 

SCiUI'IIN 

SGB'TRI- 
SGDTltS 

SGETRS 12e5cilvc. sisteinin linewcs AX=B. riridc A C um;i inairi;! gciitrica. 
cuja fainraqfici 1,U foi u~lculada wr SGETRI:. 

SPDCON Lsiima ri recíproco dn iiúrncsti do mndícioiiamento da matriz banda. sirn&ricii definida 
pcisitiva usando a farnraçáo dc Cholesky çalcu1;idn p i a  SPBTRF 

- - 

SPhTltI' Calcula a Catoraç5o de Cholesky de urna rnarriz banda simtuica dcfrnida psirivn 
SI'B7XS Ifesrilvti sistern;th 1ine;irc.r RX=IJ, oiidc h t2 uma rnatrif tianda. simbtrici dcfinida 

I pisiiivii cu ja S;iloraç,?ti dc Cbolcsky Soi alculwdn pela SPDlRF 
SW'TSN Esiirna ii recipi'cicti do  núrnero do çciiidiçirin;uncnto ria matrii. sirnbtrica clcfinida 
) - 

SWTKI; C';rlcuS~ n la~ri~içiici de Clirilcsky dc uma tnavir siin&iric:i deliriida ~ s i l i v : i  
SPO1'1< t Crilcula a iiivcrs;~ díi iniitri~ s~intirica rlc1iiiid:i ptisiiiv;i. 

3 Int~irfli;~50 de Clicilesky cdcu tada pI:i Sl'O'IliI' 
SH1TíZS Rcsol w sisieinsih linalrts hY=D, ondc A & uma matriz drndtrica definida positiva cuia 

tatoraqào dc C'licilcsky I'oi calciilach pela SPO'IW; 
SMTUN Lsirma (i scciprr~ci do número da ~uindicion~mento matri7. compacta simétrica 

det'iiiida mis i  tiva usando a hioracfio dc Çlioleskv calculada ncla SPMRT: 

D I ~ C ~ U ~ A O  

1;siima ci rcciprmti cln riuincm di? coiitliciriiiarnciiio ria rnami7 hxid:~. 

Calcula a I'aiciraqfici I,U d;i rnauiz hand;i inxn. usando pivotamenio parcial 
Hcsolve sistcin;il; lifieare\ AX=D. c~tidc A 6 uma mavir haiida, cuia latorat;&~ LU foi 

uwiido a fairirrir;:?~ LU calculada prla SIiDTRF + 

SPPTJU: 
SPITRI 

SPIyIRS 

STPTKI 

STRlli1 

C;llsul:i ;i Caiomç50 (lç ç'hnlcsky di: uma rnaviz ctimyiacz;i sirnktricíf dcliiiida ps i i iva  
C;ilcula. a iiivcrs:i d:i matriz criinpnci:i sirnt.iriai dcl'iriida p s ~ i i v ; i  
cui:~ iiii«r,ic;ari dc Cliolcsky icii calçul:ida pcln SPM'RF 
liesrilvc ~isiciniis Iisiewch AX=E. riiwlc h Ç uina matriz compacta simtirica del'iiiida 
pisiiivii çuj;i I>iionç;iri de Clir>lesky IEii calcul:~dii pela SPPiRF 
I'alcu1:i u invrrha dc urn;i iniirri7 irintiyul:ir (hupcricir c iiilcflrir) 
lin formato de mna;?cwmetiin çornpac~?,ldci 
C;ilculri ;i itrveria dc um;z matriz wiíingular (superior e inferior) 



e) Rotinas de snluçao de sisternas de cquações linear- especiais. Estas rotinas 
rt=solvcrn sistemas tridiagonais, ivcudncitis lineares de prinieiia e segunda ordein. 
Elas são agrupadas sob o pacote de nome SPEC-SYS. 

17 Rotinrts de so1ut;Un de sisEmas lineares esparsos, O pacote destas rotinas LS 
denominado de SPARSE. Elas resolvem sislernu reais esprirsos pelo uso do 
m6 todo pn5-condicionado tipo gradiente conjugado e sistemaq reais simCtricos 
esparsos i: definidos usando a fatoraqãa de matrizes definidas positivas. 

g )  Rotinas de cãlculo de autovalores de sisrernas lineares densos. O pacole destas 
rotinas e conhecido por EISPACK. E um pacote de rotinas Fottran para resolver 
problemas de autovaliores. para computar e usar decomposição dc valores 
singulares. As colinas no Cray, mm&m o mesmo nome e algoiitmo das originais. 
Elas foram otirnizadas. Esla ntimizaqão inclui o uso de rotinas nos niveis 1, 2 e 3 
da B t A S  e de vctorizaçBo. scmpre que possível, proporçionandri n reduyãa do 
tempo de execução. 

h)  Rotinas de pmcessamenro de sinal. As rotínas de processamcntci de sinal incluem 
rotinas de wnsforrnadas rSpidas de Faurier (Fm) e Iiltros. Elas aplicam 
vansfnrmadas dc Fouricr, x n d o  yuc cada rotina cealixa sui81ist' ou síntcsc dc 
Fouriei'. As rotinas de Elltrn silo usadas para aniilise e prqjetri de li1 tros. 

i )  Rotinas dc ordenaqao e pmquisa. O pacotc SEARCH 15 cornpcislo por rotinas dc 
rirdenaçãa e pesquisa. As rorinas de pesquisa são agrupadas em m i n a s  que 
pmcuram elemcnios rnáximn e rnfnirno c rolinas dc pesquisa vetorial. As rotinas 
de praçu1.a do máximo e minimo procuram o maior e o menor elcrnenio em um 
veior, retomando o índicc de cada um deles. As rotinas vetoriais de pesquisa 
procuram o número dc ncorrEncias de um objeet no vetor c procuram pelci rittjeto 
no vclar. 

j) Rotinas cientffictis de opemçfies espwiais com vetores. Elas consriluem r i  pacilte 
SUPEKSEDED. Elas mstilvcrn sisiemaq cquaqcies pela inversa da rnarriz qundrtidli. 
multiplicam rnatrixs por v c f o ~ s ,  matriz pnr matriz. malrií! pelo vetc~i. coluna 
somando o ~sultadn a ouirrl veini- coluna, matriz por vetor linha somando ti 

rcsul tado a RUITO v m r  linha e espalha e agrupa vetrires. 

Outia bi hlioteca disponfvel C a IMSL. I11trrnn~ia17rrl Mnthemntiçnl and Srntisticnl 
Lihinrirs. Ela é um coniuntri de rnrinas rnatemfiticas escritas em Forutin e testadas pela 
IMSL Incov>oi.rrrion. Ela abrange vfisios campos da rnatem8tica e estatistica. dcstucand~i- 
se em cspccial um ccinjunio dc rotinas pura resolver sislemas de equações- 



&2.2 Cornparaeo da Eibavia com a IibscEa 

A 1ihsci.a iI uma hihliokca científica que reúne vArios pacotes e bibliowas 
nurn&ricaq consagradas pelo passar das anos, como as BLAS, LAPAÇK, IMSL etç. Seus 
cbdigos foram of rnizados e vetorizados ao serem incorporados A Éi6,sci.a. Enrretanto, par 
melhor que %iam ris resultados numkricos produzidos em ponlo-flutuante, eles ainda 
esrio sujeito a erros de urredondamentos e a problemas de instabilidade, não se podendo 
garantir plenamente os rcsuElados. 

A libsd.cr, mais especificamente nas bihlioteças BLAS tr LAPACK, trata de 
operações da AIgehra linear e a resolução de sistemas lineares. Sendo um pacote específico 
para esta dsea. elas coniem uma s&ne de rotinas para resalver diferentes dpos de sistemas 
reais e complexos. Os metodos empregados e si forma de armazenar os dados siio v01 tados 
a carackríslicas espectficas da matriz de coeficientes. 

Na 1ibnvi.a. s6 esr3r.i disponiveis rotinas que tratam de sistemas seais gerais. 
considerando as matrizes como densas. Algumas das rotinas existenies na libsci.ci foram 
eslcndidas a intervalos reais na hibliokca lihn vi-a. contudo pode-se d i x r  que a exatidão 6 
rnanlidu. Ainda mais. como se trabalha com inlervalos c a scilu~ão esLd incluida no 
intervalo. tem-se uma forna de garantir o resultadci. Isto sc dSi graças aos 
arredtindamentos direcionados para hnixo c para cima aplicados nos extremos inferior c 
supcrior do inteivalo. respcctivarnenie. A inclusão de novas rotinas a lihavi.n não deve 
ser pmhlema por sua naturcza modular. 

6.3 Pascal XSC - módulos mangados 

A dil,wriçãa da linguagem PASCAGXSC roi dada no capisulo 3. neste {tem sh 
serão abordados os rnbdulris padrfiiies, pois o ohjetivti IS a cornpaiiiçãn coni a hihlicitcca dc 
rtirinas iniervalares Rbni~i.cr. 

O PascaI-XSC possui rn6dulos aritmeticos avançados cis quais conEm opcradorcs 
e um conjunrn de funções prt-definidas. Para cis tipcis coil~plta.r, in tei-i*cil e C ~ I I I P ) ' V L I ~ ,  este 
çor$.mto conem todas as funçcies y ue s;Io pwvidcnciãdas paru o lipti real. Os m6duErrs 
disponfveis no Pascal-XSC são o C-AR1 (aritrnetica complexa}. I-AR1 (aritrnttica 
in  erval lar). CI-AR1 Iari tmdtica intervalar com plcxa), MV-AR1 (aritmética de rnatrix/vetor 
wal), MVC-AR1 (aritmética de matrizr'vetor ctimplexa). MVI-AR1 (ari tmt'tica de 
matridvelos intervaIar.1 e MVCI-AR1 Iantrndtica dc matridvetor* de inlervalos 
complexos). 

O lipo do wsu1 tado das nperaçfics aritmeticas escalms 15 definido de xoi-do com 
a hicriirquia de tipos dada na figura 6.2. 0 resultado é semprc ç, do maior tipo. dentre os 
iipos envolvidos na opci-açição. Para as operaçfics de matridvetcir. a estrli tura do r t s ~ i l  tado 

dada pcla tahcla 6.7. 



I real I 

Fig.6.2 Hierarquia dos Tipos Aritmkticos 

Tahcla 6.7 - Estrutura do resultado das operaçlics com matridvelor 

s - escalar v - veior rn - matriz 

6.3.1 M0dula 1-AR1 (Intervalos reais) 

Este m6duIn suporta todos os operadores. funções c mlinas que manipulam 
intervalos de pon to-flutuanie. O tipo intervalo definido por: 

ty pe i nlerval= record inf.sup: real end; 

Os operador~s u~itméticos e relucinnals para os tipos dc dados inteiro, real c 
i n  tcrvalo siio dados pcla Lahela 6.8. 



Fun~Ties prk-definidas: (i.i Li2 = interna1 ; r = real) 

sorf i I inlerlral 

inidas do Mridulo I A R I  
Ilescrição I 
intet-valo rio uuadsado I 
rdíz ouadrada 1 

funyão potcnçia, base 2 
funqão potencia. hase 10 
logarj tmo natural 
l oya r i t n~~ .  hasc T - 
lopatitmri, hase 10 
se no 

I intenial I arco seno I 
I inierval I arco çosseno I 

I arcian(i) I intewal I arco tan~ente 
1 an-ian?(i 1.i2) I intcrval I arco tangcnte 

arctish(i) I intcrval 
seno Iiioci-bblicci inverso 
cossenn hinerhrilico inverso 1 

Funçfies de transiescncia: (r, sl, r2 = real; i = interval ) 

Tabela 6,l O - FunçDcs dc TmnsferCncia do Módulo E-AR I 
Função 1 Resultado I Fun$ão I Rcsullado 

] 1 1  inivd(r.1 real 



ure iviid (var f: tcxt: rar a: inrerval); 
ure wrilt  (var I': tcxl; a: inlervril); 

6.3,2 M6dulo MV-AR? (matrizes e vetores reais) 

Este mfidulci suposta todas as operaçtíes. funções e prucecli~r~s necessSrias para 
eompurações com vetores e matrizes. 

Tipos: os tipos dinhicos para 11 representaçáo de vetores e mairizes reais são 
detinidos por: typc rvectoç = dynmic  array [+ j  of real; 

type rmalrix = dynamic array [+] of ivector; 

- Operadores: 

Funções pi-&definidas: ( v  = rvecior; n,n 1 .n2 = in tepcrm; M.M I ,M2 = rmatrix) 

rvec~or vcior nulo min a b i x a  de itidiccs [ 1 ..n] 
n a i r i x  rnairiz nula crim a hixa cle inchccs de M 
nriíitrix mairiz nula com a íliixa tic irwliçes dri pstnlutci de M I M7 
nn:iirix inntri;! nu1:r com I;iix:i de Iridiccs I l . . r i .  I . .ri l  

nnalrix inniriz iiuln ciiin h i x a  de intlrçcs I E ..li 1. l ,.r171 
nniilrix matriz idcrilidadt. cuin ;i kiixa tle iiidiccs de M 
nnauix matri-r idei1tid:ide çoin ii faix:r de iiidiccs dci prduto de M I *M2 
miairix mairiz iderilidíidc com a hiixa de iridiçeh 1 1 ..li. l..nl 

procei 
p r o a  
procei 
P-e' 

ure read (var f: tcxl: var a: WCCIO~):  

ure c a d  (var f: text: var A: rmatrix): 
ure wrirr: (var I': lext; a: rvector): 
ure write (var I': text: A: matrix); 



6.3.3 MOdulo MVI-AR1 (matrizes e vetores de intervalos reais) 

ES ti: in6du lri suporta todas as operações. hnqões t: procedui-cs necessilrias para 
computações com vctores e matrizes inielvalaws. O mhdulo MVI-AR1 providencia os 
opcrcidtii~s, fiinçcieç c rotinas genkricas denominadas innlal, inJ atp, rlianr, niirl, hloii-, 
rl-uns/?, niill, id r ~ a d  e write. A função intval t5 usada para gerar vetores c matrizes e 
intervalos. onde inf e sslp são funções que selecionam o intimo e supremo de intervalo em 
questão. O diâmetro e o ponto mtdio do vetot ou matiiz inkrvalar pode ser calculado 
por diaiii c itiid. O comando 610~1 gera uma infiaçiio no intervalo e rnnsp gera a 
LranspasPa da rnaliiz. Vciores e matrizes nulas são geradas pela função null. enquanlo que 
id produz uma matriz idenlidade do tipo apropriado. Finalmente, existem rotinas genéricas 
de entrada e saída. i-ead e ~vl-irr, que se podem ustir cciin todos os tipos de velares e 
manires definidos nos rn fidulcis mencionados aqui. 

Tipos: typc ivwtoim = dynamic array I*] oC interval; 
irnatrix = dynamic array I*] rif ivector; 

Operadores: 

ptlieedure rciid (var f: icxt; var a: ivwtor); 
ptncedure rcad (var T: tcxt; var A: imatrix); 
pnicedure wriie ( v x  f: texl; a: ivector): 
prcicedurc write (var F: lcxt: A: imatrix); 

Tabela 6.1 1 - Operadores do Mddulo MVI-AR1 
np.csqucntci/ 
cip.dircilri 

iiilcrviil iriicgcr 
real 

rvccicir iveçlrir nnaui x imriuix 



Funções de transferência para vetores intervalares e matrizes intervalares 

Tabela 6.14 - Funçrics de Transrcrênçia da Mlidulo MVI-AR I 

Funções pré-definidas: (r  = seaI; i v  = ivecror; iM.iM 1 ,iM2 = imauix) 

Tabela 6.15 - Funções Prt-definidas da Mbdulo MVIARI  



6.3.4 Mód ulo C I A R I  (Intervalos complexos) 

Este m6dulo proporciona todas as operaçfies, funçõcs e rotinas nccessdrias para 
cSlculc}s com in~ervalos complexos. A definicão do tipo iniervalo complexa. c i n r ~ r i ~ n l  é 
um record com duas parles: ae e im (respxtivamente a parte ccal e a parie imaginária da 
intervalo complexo). am hris intervaIos reais. Então. um intervalo complcxci z. em Pascal 
XSC. 6 da forma: z = Ix.inl; x,supl+ Iy.inf, y-sup] 

Existem duas maneira dc sc carregarem inkrvalos ct~rnplexos. Na primeira. 
inieimvalos rcais nu reais são convertidas em inkrvalos complexos, por essa razfio a rotina 
se denomina cr~ i~ ip l .  Na segunda maneira. introduzem-se valoscs complexos. destes são 
rncinlados tis inkrvalos da park real c da park irnagindria. Como se introduz valores 
cnmplexos. a rotina se denomina innwl. Da mesma forna, exiskrn entre as fuunçcies dc 
triuiskrEncia rotinas quc, para dado intervalo complexo. hmeccm os limites inferior e 
superior do interval~i ccimplcxo. No caso. estes limites sGo vaIarcs complexos E funqrfies inf. 
atp) c. para estc mcsrno intervalo. existem rotinas que ínmecern os  iniervalus quc 
cornpoern parte mal e a paxie imaginária Ifunqões re e im).  

As opcraçcics ~iriim&icas c os operadores relacionais esiãii disponíveis para 
intervalos crimplexos. aplicando as apcraqfies enue intervalm , sds  na parie real c nu paric 
imaginaila. A operaçso neçessi ta ser validada em arnbas as partes. 

Todas as funç6es do Pascal XSC disponfvcis para argumentos reais estãri 
dlsptinfvcis para arpumcntris intervalos complexos ci. Ainda estão disponíveis as funções 
que calçiilam: o coniugadri dii intervalo complexci ci. o cornponenie angularb da 
rcpresenlac;ão cxponencial. o pnnia médio. 0 digmetí-o e a inflat;io do intervalo complexo. 
Elas cstãci dcsçri t u  na tabela 6.17. Os dominios e os inicwalos das funqoes prg-delinidas 
sari dependcntcs dc rnSqliinu, variando dc acordo com a implemen~çãri. sendo de,writos 
no manual. 

Tatiela 6.16 Funcfies de trzinsfetência do rnbduIo C1 ARI 
) Tipo du ) 

cnmplli l.i7) 
ccimp'(r- i )  
cclinpl(i, r) 

ilil'(ci) 1 ,-(imp~cx I Iiniirr: inferirw comylexn t dc ci. cindt. z=ici.ri.inf, ci.rn~irif1 

i i i n ( r - i  I rrimnkt*w I Iiitiiir s t i p - w r  crniip~zxo z de ci. o m ~ ç  z = (ci.rç.sup. ç i . i r n s v ~ ~ ~  I 

niinplli) 
~ I s I \ ~ : ~ I ( c ~  .C?) 
i~~ lv:~ l (r ,cI  
iillv;il(c,r) 
inlval~c~ 
re(ci) 
iintr+il 

cin'e*aJ 

InitrvaIo co i i v~cxo  c r m  p;inc real I I c pnani: ci>nip~cxli I? 
Iiitzrvnlo aitiiplçxu mira p n ç  rcnl r r: p z  cninplçxa I 
~r i~crva~t ,  i , i l p i r x i i  cwii pmr wnl i r p i e  criiiipiaxu r 
Iiirt.n:ilo cimiplçxn coni p r i e  real i r pnrie cnniplexa riulo I n 1 

ctn terv,lj 

intenial 
i n i r r v a l  

Iriicrvaio coriqdcxii m i r i  p n r  wnl Ici f i ,c2.rr l  r pane ~* i rnpI rx~ [c I.iii\ c2.1nil Corti r i  9 2  
18~k"nIo cirntpldxn rtini pair rcal (r. c.rcJ e p n t  crirriidcxu 10. c-i i i i l  c-niri f i t  

Iiiiervalii ui i i iplexir~uir i i  ywrlr rml Iir.rr.tl e p i e  ctiiiililcx;i 3c.iin Cll tbiii Çcr 
1iiicn.al~i cvitiplcxii ~ i r i i  p n c  real Iç.k.r.wl c pnat criiriplcxn IC.IIII. c.iiii1 r~leyenemiioi 

p ~ r t  real ik: <I I h =  ILI.~.~~!. c i . ~ - w p l  

pute irnaginiri.~ ds ci 12 = (ci.irn.~nl. ci.ini..svpl 



As rotinas dc cntrada L" sarda de dados adolam a notação enire parCntcsis para os 
cornptinenles complexos e en ti'e calchetcs para intervalos, O rn6dulci CI-ARI irii'nn 

In(ci) 
loq2íc.i) . 

lo~lO(çii 
sin(ci) 
cos(ci) 

diçponivcis as rotinas: prwedure rcad(var I':lexl;var a:cinterval); t: a psrrcdure wi i  tc( var 
1': text; a:çinkrval); com um parimetm riprional de arquivo, um número arlisrái-io de 
parfimetrris dc en tiadalsaidu sem ioi-maiír espeçflico. In tervalns complexos podem ser 
inti-oduxidtis nu krmu (6.1). A irnprcssão dos intervaloç complcxtis r' dli rorma de 
in  tei~alo complexo geral. 

ciii terriil 
ci!itcrnil 
ciii terv;il 
ciii tew:il 
c~ri~erval 

iniervalri complexo geral 
quandri x=y 
quando v=w 
quandri v=w=fl 
quando x=y e v=w 

Iriyarilrni> ii;iturnl 

lopwitri~a. base 7 
Iri~mtino. hase 10 
seiici 
ctissenti 



63.5 Comparação da Zibavia com o Pascal-XSC 

O Pascal-XSC 6. asitrneticamen te falando. completo, pois segue o padrão hinário 
de aritrnelica dc ponto-llutuante IEEE 754. possui arredandamcnros direcionados, 
controle de arredondarncn to nas operações arimijticas. produto escalar exato e avdiação 
exata de cxpiessões. Proporciona tamwm algumas vantagens como: portahilidade do 
c6digo. produz o mesmo resultado em qualquer plataforma. tem disponivel a matemãtica 
inrenalar e uma aritmdtica de alia exatidiio, possibilitando o desenvolvimento de 
alpoiltrnos com verificação au torn5tica de resultados. 

O Pascal-XSC C porlável em vilria plalatòmas. estando disponfvcl para 
cnmpu tadores pessoais (PC' s) e esrações de ~rahal ha do li pn Sun e HP. Essa posrabilidade 

garantida pelo uso dc um compilador que traduz para a linguagem ANSIC. Como o 
principal objclivo do sistcrna t5 a pnrrahilidadc, o mesmo ievc que pi.evidencix urna S k i l  
poi-tahilidadc d o  compilador e do sistcrnii dc execuç2o; teve que pemilir a necess;iria 
ivcon iiguiaqão da compilador para cada novo computador; pcimiii u a pcimhilidnde dij 
chdigo geradti ais~iv5s da cornpi!açúo cruzada: e providenciou a consisihcia dns 
msulradas parzi todas ~LS platahrrnas. 

A produção de resultados idênticos em todas as plataformas iS resultante do 
Pascal-XSC proporcirintir uma completa simulação da ari tmetica de pon io-ilu tunntt: 
delinida pclo padrão tiina140 JEEE-754 ([HOt94aj). 

O PascaI-XSC C uma linguagem de programaçãri de prop6sirn geral que 
proporciona crindiçtks mpeciais d irnplernentação de algaritmos nurnt5ricos sofis~cados, 
que veiilicam matematicamente ris rcsul tados. Pelo uso dos módulos maternslticos, os 
alporitmos numtricos que providenciam alta exalidão c verificação au torndlica de 
resul lados podem scr t'xilmeme programadas. Alem dissn, o prqieiri de progi-arna parra 
ris Engcnl~arias c para a Computação Cien tiiicn 6 simplificado. graças A m~ru  tura inodular 
dos programas. h possibilidade dc definiçiin dc nperadorcs, à sohrccarga de liinções, 
rntinsis c tiperadares, hs I'unqões c opcrtdorcs com dpos arbitriiiox de dadi~s c nos ar.rr/\is 
dinimiccis. 

O s  propramus cscritos neslri linguagem são de I'dçil leilura c cxislc ainda urna 
giande q uiinzidudc cic pr'ohlemas nrrmdrjcos y ue podem ser resolvidox plas hiMiokcas dr: 
rotinas com vcril'ica~ão au tomAtica dc rcsulladcis. 

Esta caixciei.islica & deseiável a fibcrvi.n. mas. devidn a limitiiçcics i: res1ric;ões 
icsultanies da aimquitetura do Cray não foi POSS~V~I  este padrão de qualidade no momenlo. 
Enire tan to. u 1ihnili.n prissui a vantagem de scr uma hi hliotcca em u m  supet-computador, 
com maior capacidade dc inemfiria c maior velocidade de prricessamen to, um maior pridci- 
com puwional . o quc possihiliia a produção de ~rsulindtrs crsniiáveis para problemas de 
grande porte e cornpuiaçfies de larga escala. 



6.4 Conclusões 

Ncs:sic csipitulo iliii comparaia a hi hliaicca de rotinas iniervalares lihovi. ri com 
pacoles r: bi bliciiecus numt2ricas. Iniciaimenk o objetivo da comparasão Iài identificar 
qualidades. operiiçws e funções disponivcis neslas blhlioiecaç para que trimbérn fossem 
incorporada!! 2 bihIioleca Jihnvi-ri. Não houve preocupação neste capitulo de avaliar 
quali ~ativarnen~e os msultados, pois esta tarefa será feita nos capítulos seguintes. Observa- 
se. entretanto, que o uso da siritmQiça de ponto-fluluank, por melhor que seja, sempre 
estará su.jeii a amdondarnentos e problemas dc instcibilidade num&rica, o que pode tomar 
di Sfcil ou mesmo impossível, a garantia dos resuitados. 

Com o US(I da aritmetica intervalar. tem-se que n I-esultado está contido no 
inteivalo. Nas operdções. os amdondarnenros direcionados para baixo c para cima e 
aplicados nos exwernos do intervalo, garantem a ínclusão da soluçãci ntis cálculos, alem do 
usu da alta cxaddiío, quc proporciona que os limiks eiam os mais exatos pnssiveis, 
gerando rcsuliados çon tiáveis e veriiiçados au~omaticamen te. 

Considerou-sc apenas a linguagem Pascal-XSC para a cornyiaraqiio das extensfies 
de linguagens dc camputação cientfiica, por ser sua filosolia iináloga hs demais linguagens 
dispnnfveis. Em tcrmcis gerais. o que vale para n PASCAL-XSC valc para C-XSC c 
Frirtnn-XSC. 

Comri cis wsultadris produzidos pclo Pascill-XSC são idênticos em qurilqucr 
platahima. eles .serão tomados como padrão de qualidade para tompairções com 
iusul tados produzidos pcla biblioteca lihrri)i.ii. 

A caraclerlslicu modular da 1lbnili.r~ facilita hiuras incnrporaçfics dc tiovos 
rn&todos. como por exemplo a resolução de sistcmas lineares especiais au complexos. 



7 USO EFETIVO DA M A T E ~ T E C A  INTERVALAR 

Nesre capfiulo i! fornecido um relato dos iesks desenvrilvidos no sentido de 
verificar a biblioteca dc mtinas intervaIares e de validar o uso efetivo da rnatemdtica 
in tervalar em supercornpuraciorcs vetoriais. 

Os lestes de verificação englobam programas que verificam as operações 
aritrnetiças isn tre intervalos. velares e matrizes de intervalos e intervalos com ptexas. Estes 
testes foram de consistençia. 

Para ns demais (estes foram desenvcilvidos programas em Fortran 90. utili;t,ando-sc 
a 1ibr1is.n e programas em Pasçal-XSÇ. O s  resultados de ambos os programas foram 
comparados. Considerando que os  sul tados em Pasctil-XSC são os mesmos em qualquer 
plahlòma. estes hram lornados como eomlos. 

Neste capitulo são apmsenlados os programas junto com cornenibncis dos 
rirsultados. A listagem campleb dos testes (programas e execuçãa) em Foi'tran 90 c em 
Pascal XSC podem ser encantadas em IDIV95cI. 

7.1 Verificaç5o da Biblioteca de Rotinas Fntervalares 

Neste item serão descritos ns testes realizados com a biblioteca de rotinas 
intcrvala~s 1ibcivi.a. no sentido de verificar a çnnfiabilidade bem como a validaç3ci das 
rotinas irnplemenmdas e a qusilidadc dos scus resulbdos. 

A conliahílidadc e a validação foram verificadas atmves de representantes ~lpicos 
de cada posslvcl crisci das ripcrtiçõcs aritrnt.iiças e entre conjuntos, os demais lcstes Foram 
por amoswapem pci-ril. Tamhein k r a m  iesladas alguns casos de instabilidade verificados 
em [DIV95a]. 

A quaIidadc dos ~csultadris ibi avaliada em liinção dos resultados ntilidris em 
Pascal-XSC. Ou seja. ris mesmos programas fonm de.wnvolvidos c cxccutadtis no Criiy. 
com a lilrçri~i,ci. e no PC486 em Pascal-XSC, Os resulladcis fui-am comparados c 
analisados. As conclustfics destas çomparaçUcrs e anãlises são dadas a seguir. 

Observa-se qwc os resul tadtis pmduxidns em Pasçul-XSC foram tomados como 
exatos. por ele produzir msu1t;idos com alh  exatidão independente da plataforma ondc o s  
cálculos são i.ea1izados. 



A aritrnitica intervalar básica Foi testada atraves de representantes tipicos de cada 
um dos passfveis casas. Decidiu-se por testar todas as possihilidadcs, pois essas rotinas 
que implementarn LN ispperações animetiçãs elementares são utilizada em todos os demais 
níveis e mtídulos da biblioteca. Pata o desenvolvimenio desses testes, foram analisadas as 
opcrac;ões t: detinidos exemplos para cada uma das possfveis situações ou casos. &ses 
excrnplos foram çorntiinados entre si. gerando o conjunto de testes para os quais foram 
verificadas as operaçfics de adiçgo. suhtraçiia e multiplicação. No caso da divisão, as 
mesmos intervalos foram tomados como numeradores. Os intervalos utilizados camo 
denlirninadnres são lodos os que não contem o zero. pois. caso contrArin. o resultado 
implica uma siluaqão de erro, denominada de divisão por zero. 

Tamhem foram [estadas as apcraçlies entre coqiun~os como união e intersecção. 
Para a escolha dos exemplos. foram identificados doze casos. Estes incluem inlervdos 
dis-junrris e contidos. Escolheram-se, ainda. intervalos onde a continuidade r ~ u  
desconlinuidade. depcnde do tipo de anmedondameniri. por seiem uiilizados números de 
maquina hem pdjximos. Utilizou-sc u convenç2o de que o coniuntci vazio tr delinido pelo 
valoi' [ I ,  - I ] ,  que não 4 um intervalo (pela deilniçb). No caqo da união, onde ela s6 iC 
delinida para intervalos não dis-junios. utilizou-se o valor 11. O ] .  Na verdadc. este valor $ 
LI tilizado sempre corno um indicador de função não definida. 

Foram restadas ainda as funções ulgonom~tricas [siil, cos P rail) nos quatrri 
quadrantes e com ti redução de quadrantes e as funções sqr. e .rqi-t. que calculam a 
potência aa quadrado e a raiz quadrada. 

As mesmas m i n a s  foram irnplementadas em Fortran 90 (cnm o usa da Ii6<1vl. o }  e 
em Pasçal XSC. com o objetivo de testar a qualidade dos resul~ados obtidos c r ]  
trahmcnto dc eiros atr;ives de uma comparação. Ponanin. h i a m  desenvolvidtis 
programas que leslartim a adiqãci. subtração. mul tiplicuqão. divisão. raiz quadrada. 
palCncia ao quadrado. inki-secqiio. união e união convcxa de intervalos reais. 

7.1.1.1 Adição e subtração de intervalos 

As primeiras rotinas anaiisadrts foram a adição e subtração de inteivalos. Para 
esk teste foram necessllrios dez inrelualos. Esies são somados e subtraidos enli't: si. OS 
rcsuliados são anuzenados em duas matrizes de intervalos denominadas: AD[i,, i], que 
armaxcna sis sornas dos iniei-valos ini[i] com o intervalo inllil. e SU(i,.j], que amuena as 
dit'erenqris entre os iniervalos int[i] e inilil. As cem srirnas e as cem suhtr;iqões são 
irnp~cssas no tindl da cxwuc;ão do propama. 0 s  intervalos são atribufdos no corpci do 
programa e armazenados em um veter de in~eivdos. 



progsam semasuh 
urr hadcr~ 
ittc mvi 
iyp* (inl~rvnli. dirnrnninn(10,IíN :: AD, SUD 
type l inietwb~ dlmenslnn[10} :: INT 
inlzger :: IJ 

p.iiii *.Tr-plr &I ariinteiica h s i u  - h d i u n  t .mhtmcan de iiilenalac' 
INT(I I = sinlptl0.0) 
IhTCI = sinipi(7,O) 
INT(3\= sin1p{-13~01 
lN'I+lI = arli valf-7.0,-Z,O) 
IKl'lS) = siiiivatr-2.0,- 1 .O) 
lhV6) = rciitvalíl .D.Z.Ob 
1N'Y(71= srnlvaIí6.1).7.01 
INT(8) = sinivalí-3 0.0.01 
1 NTíO) = a nivaIIQ.0.3.0) 
1N77101= s~iiival!- 1.41.0) 
mt! svwniel6.itii) 
tli) I = I , 10 

dnJ=1.10 
ADí1.J) = IhT(ll+lhTlJ\ 
Sl1lE.I) = INTIII-IKT(J) 

end dn 
end dii 
pnni *.'MnirizSnMA' 
catl 1niwriirl6.arll 
pnnr *.'Mninz DFERENrh' 
cal1 rniwriicih.suh) 

rnd p r r ~ m ~ i i  

Fig 7.1 Programa para u adiçãa c suhlrar;ãr, dc inrcrvalos em Fortran 90 

program snrnasuh(input. ou tpui); 
m e  i-ari, mvi-ari; 
mr AD.SL1: rnetrir 11 ..TO, 1 ..101; 

ini: ivcclwI1..10~: 
1.1: intepr: 

kdn 
wnteln(lèstt i laar i idr ica hárim - A i l ign  e.mbtra@o ik tiitervalw7: 
mil~lll: 
inrl 1 I:*: ini~2]:=7:inr[3]:=1.7:iiii(4~:=rnival(-L-l ):rnrl!il:=~nival (l,2): 
i n t ~ 6 ~ : = i n t v a l í 6 . 7 ~ : ~ n t ~ 7 ~ : = 1 1 t 1 ~ ' d 1 l - 3 . ~ ~ : ~ n ~ ~ $ ~ : = 1 1 ~ i w ~ ~ O . ~ ~ : 1 n 1 ~ ~ ~ ] : = ~ 1 1 t v ~ - 1 I ~ : i n t ~  EOI:=inirdl-5.-2): 
for i:=I ILI IClilii 

bcgiti 
wriieln~iiiicrvald,15: 
wr i t r l i i~ i i i i l i~I :  

eiid: 
fnr ) :=I  In In 
i ~ j : = l  4 0  10 14k1 

hsgi11 
AD[i,it:=inilil + iiiihl; 
SlT[s ~]=nl[hl - ani[~]; 

end; 
wriidlii~inalrizsorrdI: 
ror I:=] i 0  1 0  
tor in I0 titi 

kp111 
mitcliiri. j. Ahti.~~,: 

eiiii; 
wrirclii~in%iriz cHtetcitçii'l; 
ftlr 1:=l I<* 10 
for I!=] 10 ICI t h  

k g i i i  
n ~ i t t l i ~ ~ i .  1. Sllli%iI): 

cnd: 

Fig 7.2 Programa pai2 a adiçãa e subtração de intervalos em Pascal XSC 



O programa descrito na fiwa 7.1 realiza a adigão e subtração dos intervalos 
selecionados, em Fortran 90. utilizando o rnddulo básico da biblioteca 1ibm~i.a. A figura 
7.2 apresenta o proprarna análogo. em Pascal XSC. Os resultados de ambos os programas 
f o m  armazenados em matrbcs de intervalos. Para a impressão dos resultados foram 
utilizadas as rotinas de impressão de iipos intervalares. Tratam-se das rotinas swrite, 
svwrit~ e smwrir~ que imprimem. respectivamente. intervalos. vetores e matrizes de 
intervalos. 

Os resultados foram comparados e. a não ser pelo mdondamento efetuado na 
impressão, produziram as mesmos valareç. Com isto, pode-se af3mar que as rotinas que 
implementam a adigão e suhtraçãa de intervalos no módulo bdsico não foram somente 
vcritlçadas. mas tam bgm validadas, pais produxm a mesma qualidade do resullndo, isto 6. 
entre 14 a I5 dígitos significativos ~XS~IOS.  

7.1.1.2 Multiplicação de intervalos 

. Para a rnultiplicaçãri inrervalar foram identificados nove casos. Foram csenlhidos wEs 
inrervalos de forma quc. ciperados entre si. reslem iodos os nove casos da rnulLjplicaqSio intervalar. 
mnio ic descrjrci pela figura 7.3. Foram tamMm selecionados q u a m  intervalos degenerados: um 
psitivri, um negativo, o nulo e n unitário, o qual atua rorno dernento neutro da multiplicação 
inierval ar. 

Ag 7.3 Nove casos da definição de prnduto de intervalos 

No total foram onze inkrvaios combinados enwe si. 0 s  intervalns hram 
inicializados nos programas pelas rotinas de atribuição e innnl, em Pasca1 XSC. c pelas 
rotinas sinrpr e sinnwl do rntidulo bcisl~.o da lihniii. n. Qbservou-se que cm Pascal XSC hfi 
diferença na forma como os valores são atribuidos. No caso degenerado, o número rS 
armazenado com todos os dlgitos disponíveis. Nn caso da rolina i n n d  somente são 
armazenados os digiios introduzidos. Isto repercule na arirrnetica de mAquina. pois os 
arredondarnensos dirmionados para baixo e para cima devem ser aplicados no dígilci 
menos signiliçativo da man tissti. 



progrm mult 
use baqleq mvl 
lypr (inlcrwl), dlrncm~nn~il , l l~  :i MUl. 
iype (Intrrvril), dlrnciiiion(ll) :: [%i 
111teger :: 1.J 

pniit ",Tesk da wilnielira hasiça - Multiplimi~ de iniemlrw' 
1 NT( l)=siniV(O.U) 
INTf21.=sintpi(7.0) 
INTi3)=Rntp1(- t 3.0) 
IN5(41=sin tml(-5.0.-2.0) 
INTtf;l=siiii valí-2.0.-1 .O1 
INT~6ksintval(I.0.2.0) 
1NT(71=stnlv;iI(fi.O,7.0) 
INT(tl)=sintvat(-3.0D0.0\ 
INTíYI=s1ni~al(O.O.3.0) 
lNT~10~=51nivall-l.O~1.0) 
tNT(1 I)=ainipi(l.OI 
d i i I = I ,  II 

pnni -.'tiitervalo*.l 
nll srnitc(Ci.lNT(~) 

cnrl ilo 
d ( i I = 1 ,  11 

dnS= I .  E l  
MUL(I,JI = INTO*IN?'fJ'I 

ead do 
end do 
prini +,'Matriz PRODLITY 
mll stnwnte(6.MLXl 

cnd prqraii i  

Fig. 7.4 Programa do produto de intervalos em Fortran 90 

prcigi.am Produ~o (inpu1.n~ tpu t) ; 
Usc 

l~w~.ntvl-rlrl; 
V.1F 

PROD:imvixll..I l,I..l l j :  
int:lvectorl I..] I ] ;  
I j:inieper: 

begirh 
wriielnflestc rle Animctica Baqiw - Roduio'): 
wiieli i :  
ini 1 l ]:=O; 
inil?]=7: 
i11iI?1?-13; 
InrE4l:=inivall-5,-2); 
int141:=1nivíil(-2.-I): 
iiii[CiI!=iiiivalll.21: 
1nl[7~:=1filva8~1i~7~; 
inil8]:=ltirvnl(.3,01; 
I ~ I ~ ~ ~ ! = I I I ~ v ~ I ~ O , ~ ) ;  
1ntI l o ~ ~ t ~ l v 3 l ~ - l . ~ ~ ;  
1n1111 I:=] : 
for [:=I io t 1 do 

wr~!eIi~~'lntervah ',i.' = ',~nttrI\; 
tmr:=l 10 1 1  do 

for J:=I  ta I 1 &i 

PKOl~li,iJ:=inilil'ini~l: 
umielii{'Matnz do Rrsduidl: 
lar ):=I to 1 1 dn 

for j:= I 1 I LIO 
k y i n  

wrrtelti(1.' '.j.' '.PRT)DIi 41): 
~llll: 

t l f i i .  

Fig. 3.5 Programa do prnduk~i de intervalos em Pascal-XSC 



O programa em Foruan 90 é descrito pela figura 7.4. enquanro que a figura 7.5 
descreve o programa em Pascal XSC. Obsesvou-se que cm €era1 os resultados produzidos 
pelos dois programas são similms, exceto pelo arredondmentcl realizado na impressão. 

7.1.1.3 Divisão de intervalos 

Para a divisão foram utilizados os mesmos intervalos da multiplicação (figura 7.6), 
com a a1 teraqão de que n divisor n3o contenha o zero. comti mostra n figura 7.7. Foi 
inserido e teste do intervalo com extremo muito pr6ximo ao zero (esta proximidade C 
diferente nas linguagens Pitqcal e Fortran 90). 

Vetor de intervalos A - numerador 
A[l l= 1-5, 31 
A[?]= [a, -61 
A[3]= [ I .  1 I 
A[4]= 1 -11 
A [5]= [ 3 .OE+000, 4.OE+Oa) ] 
A16]= -?.OE+OO, -3.OE+Oa) ] 
A[7]= I 7.8E+CK)1,9.5E+001 ] 
A[81= 1 -8.3E-tOOl. -4.,SE+001 ] 
A[9]= I -3.OE+001). -4ciE-324 1 
Ai iO]= [ o, O] 
AI1 l i=  1-i.OE+om. l.oE+cxio] 
A[ 121= 1 o.o~+mo, r .OE+OO 1 
A[131= I -1.OE+000, 0.OE+000 1 

Fig-7.6 Intervalos utilizados na divisão 

Vetar de iniervaias B - denominador 
B[l]= (3.  51 
B[21= 1-6, -61 
B[3l= 11, 1 I 
al41= 1-1. -11 
B l5]= [ 3.0E+nOS, 4.OE+000 J 
B [e]= [ -7.OE+WO, -7.OFIFMKI 1 
B 171= I 7.8E+(H)1, [l.5E+MIl 1 
I3 [H]= I -8.3E+00 1 ,  -4.5E-1-OO I ] 
i3 [9l= [ -3.OE400, -1.OE-306 ] 

Fig.7.7 Intervalos utilizados na divisão come divisares (zero não cstá inclufdo) 

Na figura 1.8 tcm-se n programa em Pisca1 XSC e na figuru 7.9 o comspondentt 
em Fortran 90. 0hservl-l-se y ue hií diferença nas valores prriximos ao 7zrci. Foram scstados 
ainda os casas ondc a divixrio pcissub coma denominador um intervalo contendo zero. O 
erro foi identificadri c sinalizado dc acordo com as informações da documentação. N o  
i-esu lradri obtido crn Fortrun. idenlificararn-se v8rh.s vezes números com enpoenies 
extrernzirnence grandes, r a  ordem de 10'1. onde e24(i3, ~sultantcs da divisão de valores 
pequenos. 



program Divisao (inpu~eutput); 
USP 

i-rn.mvian: 
vnr 

DIYIJAO:imnirix[ 1..9.1..13); 
A:ivectm[1..13]; 
B:irzcior[ L..9]: 
i.j:inicger; 

W n  
u~iielnCTesie de hriinieiim Bauiw - Divtsiioeiii &cal XSC); 
n[ I]:=% AIZI:=-~; A[~J:=I:  A ~ ~ I : = I  : 
Al5f:=inival(3,.tl; Albl:=intval(-7.4); Af71-niw1178,95); 
AlRI:=iiiivaI(-K3.4S); Alr)):=1nfval(-3.-4.BE32.1): At1Ol:d: 
A( 1 1 l:=~ttival(-1, 1); A~~2~:=111~vn l~ f l .  11; A~l3]:=inlval(- l,O); 
01 1 i:=.$; 8[23:=-6; BE31:=I: BIJI:=-I: D[Sl:=tii1vaIí3.4); B[h]:=rtitvlili-7.-J1; 
B[7[:=11irva1178.951: Dll(l:=inivri!l-R3+45): Dl9]:=inivaF(--1.-1 ,OE-.70ú1: 
tur r:=) rti I ?  dri 

wnielnrlniervalo A[',i.'t= 'AFII: 
for r;=! io 9 do 

wriicrlnl'lnrervnlii Br.i,'l= '.B[i]): 
fm,l:=l 10 I3 ti11 

for r:=l to Y du 
D I ~ ~ S A O ~ I J I - A I ~ I ~ ~ ~ ~ ;  

wiicln('Meinz da Divisao'); 
For]: I i a  I 3  iti 

hrptn 
mitelnCColutin '3): 
lur i=I  i r i9dn 

wnirlri(i.* '.J,' ',DIVISAC)lijl): 
eiid; 

end. 

Fig 7.8 Prosmma da divisão em Pascal XSC 

progrtlrn TESTE-DIV 
use bSIw 
uw mi'i 
typc (Inlcwal), dlnremlon49,131 :: D1Y 
type l lnlrrval). Jiniensiun( 13) :: 1KT 
in iepr :: 1J 

priiii '.'Teir da tiriinwilc.~ bnsica . Dwivimo* 
Ih'T(lI=stnipi(5.01 
IN'I+(Z)~inipil-5.01 
I W ~ l 3 k ~ 1 n f ~ ~ l ( l  0) 
I X T l 4 k ~ i i i i ~ ~ ( - l  .O) 
ISTlSi:~in!val(3.~.4.nI 
IYC(hlaiiii~~a11-7.0.-3.0\ 
~KT(~~=sI~~v~I(~R.O.~I;.~\ 
lN'TlH)=.pitiival(-H3.lF.-J5.0I 
tN'I*l9)=nininl(-3.0.-1 .li 15(i2T4áZ34El?i00) 
INTI 1 O\=mnipi(O.Ol 
ENTt 1 1 ~=siiiival(-l.IE.1.01 
INT(l2)sinlvalíO.O. 1.0) 
I K n  l3)=~nival(-l,0,0.01 
c311 s%wtiid(ri.wn 
[i0 t=i, l> 

tlli J= 1.9 
[)I V(J.ItlNl'(bnN'MI 

HKE Bri 
enrl rlo 
prin! *.'Mairi7. Quncisiiic' 
nll srnwrEte(6,DlV) 

md pmpirani 

Fig 7.9 Programa da divisão em Fortran 90 



7.1.1.4 Funções entre conjuntos - interseqão e união 

Para a Intersecção e União foram selecionados doze casos, de forna a esgotar as 
possibilidades da rotina e dc verificar o comportamento dessas operaçks quando os 
extremos dos hiervalos do muito prhxirnos, distanciando-se por apenas um E muito 
pequeno. na ordem do menor n$rnem de rnAquina. 

pmgram Unino-Intetseccao (inpu t.output); 
use 

i.. mi ,iiivi-arí: 
YBf 

A:inierv;il: 
ti.l~NIAO.INTER:iveaorl l..12]: 
r:tnitgcr; 

hgin 
wriiclrtTl>ste de Ariimiiia Dasica - Uiiiaoe Iniersecnii'): 
A:=inival(5,10): 
O[ 1 J:=itiivul( 13.201; 
B[?I:=irttval(d. 131: 
BI? ~:=~~iivnl(b.'!~; 
814]:=~11tvaI{4. I I 'I; 
D~S~:=tiitsalll0.20): 
B[fil:=~rttvalt tck l .OE- lofi20); 
i3[7~:=iiiivi11(10-1.513-100.20~: 
Bl8l:=iriiv;il(-5..3): 
U[OI:=ii~tvalp.71; 
Df IOl.=i ~ ~ I V ~ I ~ ~ ~ ~ - ~ . O ~ - I ~ ~ ~ ;  
D[ 1 1 I:=inlval(O.i+l .OE-IM)): 
D(12 1:=iiiivallU,5): 
wriirliiC1iitervnlo h= 'A): 
Irir ]:=I In 12 dii 

wnczlril'lnienxlo BI:i.'l= '.B(il); 
wnirltl; 
lori:=I in 12 iiii 

k p i n  
ItNlAOtiSrA+*Dfil: 
d IA.~upeBli~.iiil7 iir lBliI.siipcll.inr) thcri 

1N'I'EKIi):d 
r lw 

I hTi%lil:=A**EIl ti: 
riicl: 

wnizln: 
wrrirliit'Vc.im tia Lln~iltl'): 

wnieln; 
I[U l:=l lk) 12 

wriielii~i,' ',iWJiAO[ili: 
wieI i iWei t r  Oa IntemmlO. 
I w  [:=i 1 0  I 2  (10 

wnte11~~1."~1NTER[~~~: 
eiid 

Fig 7.1 O Psograina de união c intersccçãri dc in tervaios cm Pascal X S C  



iypr ( i n l ~ w n l )  :: A 
iypr: íiiiicrvall. dimnsiun(l2) :: 1NT 
inieger :: 1.J 

F n l  *.Teste de opern-T ccwiio rmiiuiilns' 
h=srntvel(5.0,l0.0) 
Ih'T(ll~iniv~I~1.1.0,20001 
INT(2)=1iiival(R.O. 15.01 
INT(3)sinlv;il(6.0.9.0) 
INT~P)~ in iva l (4 .O . l  1.01 
I NT(5)aint c;íil( l0.0,20.0) 
INT(6~a~nival(NEAW~T~1OaD.+I.01,20.01 
INT(7)=sintval(NFAm~T(1 0.0,-1.01,20.05 
INT(RI=stni~al(-5.0~3~0~ 
IN'!-((O)+i ntval(2.0.7.01 
INT1 I O'l=sintvnl.IO.RRNWIREP, Tt5.00-1 .O)\ 
I N T ( I  l~sintvn~lO.O.NEAKEFTIS.Q.+l.O)l 
IN'~í12~:~1ntvnl(O.U.S.~~ 
(lu I=[. I 2  

cal1 rxwriirfi.lNT(i)l 
cnd rlu 
wriiz16,O " 
dn I = l . l 2  

mH swnlclh.~utiith.lNT~I\\I 
m I I  ~ ~ ~ r i l e ~ C i . s u r i i d ( A . ~ ~ t i \ \ ~  
u I l  liwnie(ú.siriicr(A.INTff)I) 

eiid tlc* 

end m m n i  

Fig 7, I I Programa de união c interação de intervalos em Feslran 90 

As figuras 7.1 O e 7. I 1 apresentam. respectivamenfe. os programas em Pascal XSC 
e Fnrtran 90. Os casos selecionadns abrangem dois intervalos A e B onde eles são: 
dis-juunio c A>B. dis-juntos e AcB, A çriniida em 13, A conGrn B, não di-jun~os e a2>hl, 
não disiuntns e h2>al. dis+junto por apenas um E. com um único número de intersecção. 
enLre outros casos. 

U F R G S  
INSTITUTO ? c  ":'~YMATIc~ 



7.1.1.5 Radiciação e PotenciaçSo - funções sqr e sqrt 

O iestc das hnçõcs sqit e sqrt foi el'ctuadri num conjunto de dez inkrvalcis 
degenerados hascadris cin númems primos c quadrados perfejros, As [unções Coram 
aplicadas em ordcili uIkimnudri: sqi.lsqrt(x)i e syrt(sq~fx)).  (Em Fortran 90m o nome dessas 
rriiinas prccedjdri por mais um a. indicando que si tunçiio intervalur). O valor iniciai Foi 
mantido. ou s.ja. elas se comportaram como funçaes inversas. uma da outra, Neste caso 
foi vcriiicada a comutatividade destas operaqões, pois a ordem em que foram aplicadas 
não alterou o resultada. 

Estcs testcs foram desenvolvidos em Fortran 90 (figura 7.12) e em Pascal XSC 
(figura 7.13) c seus resultados confrontados. Tanto em Fortran quanlo em Pascal XSC as 
t'iinções foram validadas. 

prograni Raix-Quadrada (inpu t,oulpu t): 
ILFP 

i-;in.ni\~i-un: 
vn r 

A . ~ ~ - ~ I Z R A ~ Z _ P O ~ : I Y E ~ I ~ I  1..101: 
i:iiilcgcr: 

kg in  
u~iielní'l 'esi~ rlr hriiriiriiicn B;i%iw - Raiz Qualrailn e Riirnciscri- ctri I'AscaI XSC1: 
AI I I:=], 
i2121:=2: 
A[3]:=3: 
A[.11:=5: 
A{51:=7: 
A161:=11; 
A17]:=1&: 
h181'=3h: 
AI') 1!=41): 

A I  1111~169: 
f i ~  t:=l !O l ~ ~ d l l  

Al~ l :=~~~~ml (~e t ! lA l i l .h t~ f i .n~c~~  A[tl-*tip\); 
for t:=I iii IOdn 

wrilrln rlnicrval~i '.i.*='.A[il): 
I'or 1:= I to 10 cio 

hsprri 
Khl%POqil:=qn(sqrlAlil)\: 
M)T-KAl%li]:atlrc.rqrilAlil)l.: 

ellcl: 
wriicliirllinencin, r Kaii'l, 
Ilir i:= I t i i  IO i l r i  
wn!cfiili.'*.IY~~T_KAlZItIf: 

wnirtii. 
wrirzlnCUrii? c Iinisncidl; 
fiw i:=I lu I O r k i  

~-nttIi i(i . '  .KAl7.-fWi+iii\; 
~1111. 

Fig 7.1 2 Programa ~cstc das lbnções sqr e .qr t  em Pascal XSC 



pregram Raiz-Quadrada 
USE hasic~) 
inw riiiicrvali, iiiiiiensiiiiiíi€!i :: A, PTRZ. R213'1' 
iriiega I 
prilit X."l'r.uir: k~iz puarlnida e Pae~içianu' 
prin2 *," 
A( I Mt~i!pitI.O) 
A(Z)ssiiitpl(Z.IM 
AE3);~iiitptí3.0) 
Al.fi=inipt(5.0) 
A1.T)=inipl(7.0) 
A~f i~=sin lp I~ l3 .0~  
Aí7)=sini~(lh.O) 
A(H)*nipi(M.DI 
A(Olsrnrpll49.111 
AllO)=sriiip( I hc%Cil 
rfri 1=1.10 
A ( I ) ; ~ i n t v ~ l l h ' U ~ S T ( A f l \ % s ~ p . +  I .m.NEAE!T(Afl)%iiir.- 1 .O)) 
ciid do 
c10 1=1.10 

p181f *:lntmln', I 
cal1 exwnia~G.A(ll) 

end do 
pnni *." 
lb 1-1.10 

RnT(Ii=sriqnl sqrlA(111): 
M'lU(h=wyr(sqriIA115)i: 

end i l t i  
pn nf 'Thicncio e Raiz' 
ilii I=1.10 

Wll! *.I 
cal1 r*miitlCi.PTKU11) 

cri14 rlit 

pnlll','llli7.s Pc*eiiçi:i 
du I=1.1(1 

rniril *.i 
a l i  cxhnie(6.RZlyUl)) 

end rio 

gnp 
cnil prgrain 

swhmuiirw exwrilç(A.D\ 
includi: 'inicr.lnc' 
1 y p  ~1111ewrIl~. 1n1c11t il11) :: 5 
inlrpct. inlenl (iti) :: A 
miic(A,'(CZ. 1 n'l D%iftLI3%..wp 
WIC(A.*) ' ' 

rnd rkhrixiliii~ cxwnk~ 

Fig 7.1 3 Prcrg.arna ~csrc das hnqdes ssqr e ssqrt em Foruan 90 



7.1 .I .6 Funções triganom4tricas 

O reste das funções trigonom6tricas inktvaiares abrangeu as funções seno, 
cosseno c rangcnte no intervalo de -2n a ZTC, variando dc dI 2. Com esse teste. foi cobert  
um período dii darnlnio das funçóes. incluindo inclusive valores irnpdprios. de 
desçontinuidade. corno no casa da mngente. 

Mais uma vcz foram desenvcilvidos prepi-amas em Fortran 90 r crn Pawal XSC. 
como mosuam as figuras 7.14 c 7.15, para as funções seno e cosseno. A função Langente 
foi avaliada em separado. devida aos valores de desconlinuidadc. Os resultados obtidos 
hrum sa~isl'al6rios. 

pmgrwn Tri$mioinezrin linpur.outpur): 
Uk' 

I. wi.r i~ i -nn:  
var 

ri i t .SENO.rOSEN0:1vc~7~~rlI .~r~I~ 
~.~:~n~egce:  

hn~m011 pr:renl: 
k ~ i t i  

pihd*xrcr.pii(i i ;  
cnd; 
h q i n  

rvnizlii(lr.w t l ~  Ariimeiiui Davim - Seno e C ' I K C ~ ' ) ;  
wnlaln; 
h w  I:=! I&) 40 1141 

l ~ i l l l ~ : = ~ - z * p l ~ + ~ ~ ~ / l 2 ~ * ~ l - l ~ ~ ;  
~ ~ I ~ ~ O ~ : ~ Z ~ * ~ ~ I I I ~ O ;  
iii l lT I J:=41)7*p1/ l Hfl; 
riii[.121:=?8~*1~ill no; 
1 1 1 1 ~ ~ 7 ~ : ~ 7 ~ ~ * ~ 1 1 / l ~ ~ :  
lor I:=] l i iJL) ilii 

~ ' ~ ~ t I l l ~ ' I ~ i l ~ ~ i I ~ ~  '.i.' ' , - 3 M t l i  13a~l-13.' &!rilIN =.III~I~~\~ 
w r i i ~ l ~ ~ l ~ l ~ ~ l ~ r ~ ~ ~ ~ o  50423 graus ='.ini~50~\; 
w r l l c l ~ l ~ ' ~ l l l c w ~ ~ ~ ~  5 I 4g7 graus =..i111I3 I 11: 
~ ~ r a i ~ l $ t ~ ' l n ~ e r t ~ a b i )  32 5 X X  g r a ~ i ~  ='.$111l32lI: 
u~si re ln l ' l i i~r . r~al i~ . i  671) graus ='.iiiil5?1): 
wrliclu; 
hu i:=! 1053 (!V 

SENOIi I:=siniiii i l~l\. 
f<w 1:=1 io 53 i i i i  

COSENt )~~I-=xosl~t i l l i l l ;  
wnrc.Iii('Sc.iit~: 'I: 
fw I:= I !to 4<) r113 

WI - I I~ I~~~~S~~~L~ '.-3Hk4(15=i\- l5 \ , '  gmtiq d-SEWC>[il); 
wri ir l i iCSti i~i 4 23 eratis ='.SENO1 5Oll: 
u~riirlriCSziiri 447 gnus ='.SL:N( i151 li: 
writc.liiCSriio 388 grmr  ='.SI3R[S?I): 
writ<lriCSciio Ti79 uraus ='.SENOCS?ll; 
wl!t.lll; 
fim I:= I li* -1') iIn 

~ * r i l t l i i { ' ~ - i x c i i i ~  '.-3Mhi{ 15*1\-i5)*' graM ='.CC)SEh'OlI]); 
rriirliil'('tr;t.nii 413 prairs =".MSFNO(SO]'I: 
wriir.lri~Ciic;cricr 497 giat~c ='.COSEWOIS I 1):  
ir.nicln('C~i~ciiii 588 gnus ='.COSE%< )I 52 II: 
w r i t r i I i ~ ~ ' C ~ w ~ i i ~ i  h78 gnw =:c?ClSESOI.C?II; 

211<1 

Fig 7.14 Prciprarna i esk  das funl;Aes rrigonnmi'tricas inrci-vaiares em Pascal XSC 



pmgmrn Trigonometria 
iisr: h ~ i m  
wr rnvi 
lwtiniervnl), iIimt.iisinn~~31:: ini. SENO. CCXFENO 
integzr :: 1.S 
real :: pi 

@nl ','Tete 11c Ardmetim Banai - Senu L. C m n d  
prini * 
lvtd8nb11( 1.0): 
ilo I= 1 .-i') 

I ~ ~ ~ ( ~ ~ s I I ~ I ~ ~ ( - ~ * ~ I ~ + ~ ~ ~ I / I ~ \ * ~ I -  
end rlo 
inti50l=~int~#~42li*piII HOI 
irit(5 I l=sinip(SY7*pilF #I11 
in i~5Z~~i i i ip i (51H8p~I lSa~ 
liii(43 )=fiiiiipi~fi7'lmpi/l 80) 

tlo 1=1.19 
v111 *,'lrllmval~\ '.I,' ' . + m ~ ( l s = ! ~ - l s ~ . '  graus = '.1n1(!\ 

cntl dri 
pniii *,'tmervaln .iW 423 graus =',rni(50\ 
pnill ".'liiiewalo S I : 497 ~ r a v s  ='.jrii(.C I) 
pniii *.'liilerv:ili~ 52: 5x8 eraus =+.siii(32) 
pniil *."iiiiprva!ci 5 3 :  Ci70 prnirc ='.iiitlTl) 
[rio1 ' 
do 1=1 ,53 

S ! ~ N U I \ = ~ I I I ~ ~ I I ~ ~ I ~ ~  
cnd iI*l 
Ai I=!, 57 

CI )SENC)(JFscaslinl(l)I 
ciid dn 
pnnr *.'Seno: ' 
dir l=l.49 

pnni *+a.%n~ '.JT~O+(( I 5-n- I 51: graw =-.SBN(HI) 
mil I ~ O  

prrrii *.'Senn423 praur ='.S&S0150) 
priiit *.'Stiiii 497 groiL% = '.SENCH5 I ) 
piiiii '.'Stiio THII grau- = '.SIiS( YT) 
piii! *.'Stiii> 679 graihq ='.SI<SCl(t) 
Ixinl 
11ii 1=1.411 

w~i j i  * h ' ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ t ~ ' n - 3 ( d k í i  I 5m1>-15\: gtibtis= '4COSkKt%l) 
rid d<i 
~ i i i i  *.'C'rrrtriii 423 graus = '.COSENCXLiOl 
prriii ', Ciiwnci 497 graus = *.CiIStiNIKT I I 
~ t i i i  *.'Cikwi~ci THH eratis = '.TOSF.N(X.i21 
p n l  *,'CRWII<I G7') prauc = *,CC>';PLN( H531 
si rv 

riiil prrwraiti 

Fig 7.13 Programa leste das Ilinqões (~ígrinomtvicas intervalsires em Fonriin '$O 



7.1.2 Influência do erro de arredondamento e representatividade 

Neste item sãri analisados a irúiuência dos crros dc urredondarnentos e a 
representatividade de números em ponto-flutuantes. Para hnlo. hrm desenvolvidos dois 
programas conforme IHAM931. O pnrneiro deve testar difeimentes maneira de se calcular 
o valor da expressão z = xJ-4y."-4y7, onde x e y são reais. O segunda deve [estar se um 
quociente dn de dois números inkims (z e n) e representável como um número de  ponto- 
Hutuanie. ou seja, verificar se um namem racional 6 exatamente rep~sentAve1 como um 
niirnerri real de milquina. 

Apesar destes propramas não cnvolveam intervalos, eles foram desenvolvidos 
com o objetivo de estíihelccer um parâmerrri entre os resulrados produzidos em Ferlran 90 
e Pascal-XSC. Ambos ris programas forrim descnvalvidris nas duas linguagens e seus 
resultados ccinfronlados. 

7.1.2.1 Infiuência dos erros de arredondamentos 

O primeirn programa trata da influencia dos cri-os de arredondameniris duranle o 
ciI1c~ilo da e x p ~ ~ s s n o  z = x3-4p-4yz para diferentes valoi*es dc x e y. Iniciaimen~c foi 
desenvolvido um programa em Pascal-XSC. que aceitri. valores reais para x e y c calcula o 
valor dc z pelos métodos descsiicis ahaixo. O programa foi testado para tis valores 
.1r=665857.0 c y=470833.0. Para esies valomc o valor cxalo da expressão z é igual a I .  

método I: Calcular o valor da exprcssãa i = x .x ..r ..r -4 . JA +v. j: -4. J, 
usando: (a) as (iperaçõlzs dc rnail1ipIicação I*$ e subtração (-3 em pcinlo-flutuanlc; (h)  os 
opcradorcs dc muliiplicaçãri c su btraqãri com arredondarnenio direcianado. repmseniados 
por *c. *> e -c para dar um limiie inferior para essa expressão e. (c) os operadores cfc 
multiplicação c suhtraçãri com amdcindamcnto direcionado na outra direção, 
rtrp~scnr;idtis pnr *c, *> c -> para dar um limi tc superior para a cxpreçsãci. 

metodo 2: C~ilculsir ci valor da expressão := x2. x2 - 4.,r2 -1" 4. usando a 
funçiio pd-definida syr (eleva ar) quadrado) c 11s riperddcr1.e~ de rnulliplicaçãn e ii~~hirdc;no. 
sem nimrvcicindamen tos diiccirinridas. 

niétodo 3: Cdcular o valor da cxprewão : = (.r2)' - (2. .v2)' - (2. ?v) '  usando ii 

f~~iinção pr&delinidu s y r  (cleva ao  quadrado) e os opci'adores de multiplicação c suhlrdçil~), 
sem cirredondamenlris direcicimdos. 

método 4: Calcular r i  valor da expi-essào = (1')' -12.\)'.(T' + 1 )  usando a 
funqão pie-deiinida .tqi- (eleva ao quadrado-) e ris operadores de multiplicação (: su hti*açào. 
sem arrcdandamenios dirccionados. 

metodo 5: Calcular i, viilor da cxprcssão de hlma exazl-i, := #* (ama - h. b -c.c) 
com n = .v2 , h =2.!72 e 1- =2.!1, O simbolo #* indica quc devem sci- utilizadas vmklvcis 
dtipi'~ci,~icin para o cálculo exato da cxpressãa. 



program arredondarnen to (input, ou tpu t); 
mr x.Y.~: real; 

&h.c: renl; 
hgir i  

wriir?lii l 'liifiueiicio ilai F m  ilt Amliiiiilaiirtito '1; 
wtllclll; 
Wllt I'x = '): FWII I%); 
wriic qy = '); reod 0.); 
wllclil, 
miizPii ('Cdlailn ila e x p e s w  z = x Y - 4 y Y  - JyA2 '); 
wriicln; 
Z := x*x=xax - 4 ~ * y U y = y  - 4 * y :  
wtiizln I'ÇiIculo I: x*x*ztx-l*y*y*yay -4*y*g = a +  zk 
7 := ( X * ~ \ * ~ X ' C X \  -C 4% IYf>y)*>4yh>y) -c4'Hyn>y); 
miirln V Çdlculo 2: (x*n\*<(x*cx) -c44 (y3)*Hy8>y) - c 4 * * y m y )  ='  .r): 

r. := IX'>X\'>I**>X~ -> 4a<(y*cy)gc(y*q) ->4*clyCcy); 
mileln I' Cdlçulo 3: (x*>x)*>lxm>x) ->Jac(y*cy)*dy*q\ -w 4*ç(yf<y\ =' ,zh 
L. = q r  (x) ' sqdx) -4*  sqr(y) ' nqríyb - J*sqr(y); 
mitcln Mku lo  4: xh2 * x*Z - I xyA2  *y5! dtyA2 =' ,z); 
z := sqr(.qríx)) - sqt(2"sqrly)) - sqr (LCy); 
milelii C riilçuto 5:  (xA2)*2 -(?fyA?\AZ - (2*yP2 =' -2): 
z :=sqr Isqr(x)l -sqr.(?*yl * ísyríy) + I); 
wiielii r Cdlciilo h: ( ~ ~ 1 ) ~ 2 - 1 2 * y 1 * 2 ' I ~ ~ 2 + 1 )  =' .z); 
a := sqr (xE: 
h F ~*sqr(y);  
c := 2-3': 
L := #*(a'a - h'h -cmcl: 
m~iirlri ( Cilculii 7: #* Ixh7'xAZ- (LmyAl\ ' 12'!A2) - 12'yl ' C'yll ='. zl: 

enii 

Soluç5nr 
Inllueiicin r l n ~  Em* ik hrrc.iliniilnineiiiri 
x = h65X57 .O y = 47083LI1. 
rálmlii ila exprm5o A = Y - J y Y  - 4yA2 
CIICIIIO I: ~ ' ~ - ~ ' ~ - 1 * ~ * ) " y = y 4 * ) * * y  
C a l ~ h i  2: i x C < ~ \ * < 1 ~ ' ~ ~ - ~ 4 * ~ ~ * ~ y ~ * ~ ~ * ~ y ~  -i 4 *>(yn>y) 
Ç&zuln 3: fx *~x l *>~x3xkAgQy '<y \ *c ly *cy~A*a ly -<y l  
CjlcliliiJ: r62 " x"2 - 4*yn2 * y A 2 4 - y A ?  
G5lculri 5: IxA2)"Z -(Z"yA3"2 - 12*y)*2 
Cllcirln 6: {~~2I~2-12*y)~2*()~2+ I I 
c:í lc11lri 7. Il *~xA,'ah2- (2'yA2)-nmy*2~+I2=y~*(Z=yI~ 

Fig 7. I h I%tigraii:i c cxmuç2o do m i e  da intluêiicia dos erros de amcioiid;uneiiio em Pascai XSC 

A cxpressãci #- pcsmite que i;e obtenha o resultado exato. Isto se deve ao Cato de 
quc todos os ciperandos (u,b.c) sãn exatos. desde que x=665X75 e y=470832 -iam 



prrigram ARREDONDAMENTO 
rml x.y.2 
reat xil.xu,pd.yit 

priiii *.'Eiillueaicia rlrs rmiq iIc rmrilninhiiwiiitietii Fnnrnii 9 i Y  
punt *.'X= OEi-857.0' 
priiii *.'Y= 470H32.V 
1mflI *.%"lculir LILI eliprei.wo z=xY - 4 y Y  - 4yAY 
x=iiCi.5857.0 
yd70832.0 
xiN=iiilla-dnlin~agil~i~x=x\~~iinaildn(x~x)) 
x ~ = i i i f l a ~ ~ i r ~ ~ a ~ u p l x * x ) * i n f l n ~ u p l x * x ) l  
y4=itfla-dn(infln-dn(y*y)*inlla-dn~y*y)\ 
'('iA=innn-iip(iiil1~-uply *y1*tníl~~tip~y*y\I 
ytIZ=i ntla-dii(y*y) 
y?=inlla-iipl y*y) 
~ ~ * x * x ~ x - l * y ~ y * y * y 4 ~ y  
pinr *.'Cnlcrilo I: x * x * x ' ~ - l * ~ ~ " y * y ~ - 4 * ~ ~ y  = ' . E  

7 ~ n f l ~ ~ i l n l i n f l u ~ t l i i ( x i E j - i i i ~ ~ ~ ~ 3 * ~ w l l l - i n f l u u ~ i ~ 4 * p 2 I ~  
pnni *:Calculii 2: (x'cx)fcíx*uc)-<4%ly*>y131y*>y1-~4*~yf>yb'.7; 
z=tiifla-up(iiifla-up~xii-l-iiini~i11i~4*~J~)-tnlla-diiíJ~yd23~ 
pnril *,'Ciilculii 3: ~~r*x~*~x*>x~~Lc~yXcy\*~~y*~y)-21*4fy*cyl= '.? 

2=rx'=21*1x"2b-1'(~"*21*~ yVf2)-1*(y*'21 
pniii '.'ÇalcuI~i 4: X ~ ? * ~ " Z ~ * ~ ~ ? ~ ~ Z - J ' ~ Y  = '.2 
7A~X**21 -"2~ -~ (~y* *2 \ *2~* *2~ ( (2"y l '=2 )  
print *.'Cal~ulii 5: t~~21~2-(Z"y~2\~2-I;?~y~~2 = ".n 
z=i,xr=2\**21-((2*yjR*?i*r i}.=*2k1\ 
pnnl ':Calcul<i h: (x*ZSA2-IZ"y'in?"(y"2+ll = *.f 

cnniail\r 
lunclrnti iiiík-tln (A) rcsiill (C) 

real:: A.C 
r=NEA KWl'lA .- i .o1 

cnd t'unciinn iiiíla-tlii 
luncitriii liifln-up (A) requll (TI 

w l : ;  A,i- 
C=NEAES'SIA.+ I .01 

ciid Fuiiçttoii iiilla-uli 
211i1 pgrarll 

Execuçati crn Formil 90 
I ~ i I ~ u ~ ~ i c i ~ i  tlts mas clc ~ ~ ~ ~ l ~ i ~ í l ~ r ~ i e n i o  c111 I-wraii tJü 
X= Mi5857.n 
Y= 17RH32.0 
Çal~wkichexprzssm 7,==A4 -4yY -4yh2 
Cainilii I: x"x*x'x-l*~*y'y~y-J'y"y = 1073743 824. 
Cal~wlu 2: (n"<x~*r{x*<xb<4*>~y*,!\*~y*zyM4*>i~'>y) = -733hJ?5lLlt).Ol174'~ 
ÇaI~uln 3: (xPx)*Hx*>xl-A*<1y*cvI*Ç(y*<yS-A~<fyt< I = 7695831Urlh.Ql 1749 
filciilo4: ~ ~ 1 ' % ~ 2 - l ~ g r ~ ? * ~ ~ 2 - 4 * ~ ~ 2  = 107374 182-1. 
~alculri 5: 1 ~ ~ 2 1 ~ 2 - 1 2 * y ~ ? \ " ~ n * y . i ~ 2  = 307374 1 R24. 
Calciiln 6: (xa21"2-tZYy\"2*iym2+ I )  = O.E+O 

Fig 7.17 I%opmnn e excçupri do iesie dil influi?acia d0.c em>s dc :rredonct;irneriio em 1.iirtnii 9O 

Observa-se que em Fortriin nenhuma das Iàmas produziu o valor exakci. antes 
pniduzirslm valores extnlrnarnentc grandes. 

7.1 .L1 Teste de Representatividade 

Este segundo programa testa a rcprcsentatividadc dc números racionais. definidos 
como o quwienlli dt. dois números inicircis z c n nri conjunto dos nilirncros wais 
rcpitscntAveis na mdquina nu se,j:ja, no cnnjunio de nlrmeros crn ponto-llutuantc. O 
programa t'rii inicialrnentc dtsscnvcilvido cm Pascal-XSC. LI tili zou-si: um parh de números 
inteirns. do tipo it~teger ( z  C n. COM n+O). O qu~cienIc dn i! e x m e n  te imepresenl;ivcl corno 
um nbrnero rcwl dr: mnquina ( no  cnn,junio de nlirneros em ponlo-flutuante). se c somcntc 
se C/- = d>n. O pingrarna hi dc.wnvolvido parii verificar um nUmern arbilriírio dr 



pares. No caso do quociente ser exatamente representiivel. são impressos os valores de z, 
n e do quociente 7111. Se a condiqãa nãri 6 verificada, então 6 imprcssa uma mensagem de 
adverbnçia. Foi adotado nd) como criterio de parada. ou scja condição de finalilação. O 
programa mmhém calcula uma percenlagem dos pares com qumientc exalrimen te 

nii-de-exai~w. nu-da-mc,r;iniqcr; 
quocirntr:real: 

k g i n  
wnielnCTrsta dc rrpweniatividide*): 
wriiclli: 
no-de _rxxInr=R 
iio-dc-pres,r:=D: 
wntcl'Eiitrc rricii z c n p m  ti t d r :  '1: 
redík.11J: 
wliilc n o 0  ri,\ 

~ 1 1 1  

ywiriciiic:=dsii: 
i i a _ i i ~ - ~ : = n n - d r _ ~ ~ r e . ~ + l :  
i1 q ia i r ien imhn ilwn 

t q i n  
nci~dc-~l;;ilns:=n0~11e~c~a1(1~il: 
iimnizlnTQun.iciiie cxaiannnle representavcl !'\i 
urirrln(x: I .'T.n:l ,'='.quncienir): 

rnrl 
c*Isr 

ir~~lcl i t lpuoc~eii ic. imo e exalanirnle v a e n r a w l  9: 
wnieln; 
~ ~ l l c ~ ~ n l h .  Ullli Z C II pUl 0 1CSlC 1112 ~ U U C I C L ~ I ~ !  ' i :  
rcndfteii; 

c11t1: 
l f  1 1 ~ 3 ~ ! l t ~ p r e < d l  l t l ~ l l  

k e i i i  
wnirlii. 
wnirlrifiin_tk-ar2.r.' pws ik tlatlnx que entnrarn'i: 
~ ~ l ~ I ~ ~ ( ~ i n - r l e _ c ~ ~ l o s , '  ~ U ~ C I C ~ G . ~  cxalamnlc rsp~srnaveir?; 
w r ~ i e t ~ i t E ~ l c ~  ,mo ~ ~ n i ~ ~ ~ l ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ / ~ ~ ~ ~ ~ l t p ~ ~ * l ~ S : S  :-l.'q'\; 

riicl: 
eiid 

Solução: 

Eiitrc ctiin 7 C [I pmíi r i  tcstc dc yuocientc: I) (1  
~i iw ic i i i c .  exaiaiiiriiir rqrrusiiiavc.) ! 
1R = 2,00(X~X)1KXKKKWE+HH) 
Entre com z e n piva o zesic dc quocieiiic: 1 1 O 
*ikiocieiiir i ra i i  e emlrinicnls rcprescninvcl L 

Ilnrrc cnin 7 r: n p m  ii icaic iie ~ I K ~ C I I ~ C :  ? 5 
Q~VU~KICII~~ 11111 C exirialtlen!t repr~wniai'cl ! 

Fig 7.18 Programa c cxccuy9o 60 Icsic da rcpivscnisiiividudc cm Pascal XSC 



propram REPRESENTA 
iniqiir. diriwtisiiin(5) :: zii 
i nlcgt'r ex;iim.píira 
real quwiriiic.taxapnx 

prinr '.'Tent rle Rc~sciilnlividadc' 
prinl * 
rxnic*r=0 
pari& 
Z(I)=-! 
x(2)=1 
z(3l=.i 
ri4 )=5 
z(5)=2 13 
n( F )=l 
i iIZ)=IO 

l l ( 3 k  !I 
n(4)=77 
n{5)=9 
<ti- I=]. 5 

p r r s ~ w * + l  
quocienisz(n/n(l) 
emiahs4ii(n*quocnenir-7(1)\ 
prini ','Qiacicniz: '.zfl).' '.ii(II 

i 1  (mc~7.3E-2.lh6) 111cn 
exaimic.xatrri+ l 
F n l  * . "~mi r . i i i r  exalaiwnia ~pwseriiavel 1' 

prini *.7(l).'r.n(l\.'='.q uorirnic 
e lw 

~!iil *.'QuWtciilr iiiiii c cxararnrnie t ~ ~ ~ t . i i i a w l  I' 
e~ id  kí 

rird tlu 

Ir (parrs/=O) dirii 

Teste ilf Krpirwiiiairviriiiilç riii Fiwinii ?i0 
Qiwitnlc: 4.2. 
C)iirnrriiiç txnroriiciitr rripxwiiiavc.1 ! 
J./2.=1. 
Quiicirnir: 1. 10. 
W~)CICIIIC nati r cxaniticiiiu r~ywsxciiini~rl 1 

Woriienlc: 3. 5. 
Quocwtite exutnriisnlr rrpresrninvcl I 
3.15.=0.59099crO99'389997Y 
Quoci~nlc: 5. 2. 
Quwicritr exaiainenir represeiiinvcl 
S./Z,=I .T 
Quonenir: 21 3. 77. 
~irwirsri ic cl;7isnieiiic reptcsent:tvdl ! 
2 1?.~7.=2.7(~6?3!7662337CiX 
Pares tlr ilados que ciiinrani: 5. 
çluixiciiirs rxiu~iriieriic repwiilaVeis: 4. 
1;-77cs 3:1t\ 7~).~Y100~1'8)~1T~~~155': 

Fig 7. I 9 Programa e execução dn tesic da rcprcsen tatividadc em Forvan 90 



7,1,3 Testes do Produto escalar 

A mais importante ciperaç3o na álgebra Iinear 6 o produto escalar. que aparece na 
rnuliiplicaçáo de vetares, multiplicação de matrizes e na multiplicaç2o de vetores por 
rnatilzes. Estas epei'ações por sua v e ~ .  sao uiilizadas p u a  resolver. enm outros 
prnblcmas, sistemas de eqriaçr'res lineares. 

A rorma como esta operação e irnplernentada 6 de grande importância para a 
determinriçãci da qualidade final do i-csultada. ainda mais em compuradores vetoriais. onde 
a ardem como as npeiciçoes s3o efetuadas geralmente tope do con~role do programador. 
devido h veiorizaçlici. A cssencia do problema da irnplerncntação do produto escalar, 
residc no niirncrn de imndedondarnentos que são cfetuados e no tamanho da registrador quc 
acumula 11s prciduios. 

Na hihliouca lil~ovi.a foram irnplementadaq tres formas difeiantes de .u efetuar o 
pi-oduto escalar. Apesar de ncnhuma destas formas cikdecerem is i~gras  dc 
scmimorfisrno ou utilizarem o çontrri!e de arredondamenzci. pretende-se com este cxemplii 
dernlinstrar não sCi a irnportincia desta operação como a fnnte de errris que uma 
implcmenraç.ãa não 6 ~ i m u  pode represenrar nos cdlculos. 

Inicidmenlc serão mostrados alguns cttlçulos em Pascal-XSC do p rodu~o  escalat. 
calculudo dc Somri usual façademica) e com mhima exaLidão. São Feitas algumas 
variaçcies para ilustrar os di trentes i-esul tadris que se podem obter. Por fim. estes cdlculos 
serão Seilos pelas diferenies formas possiweis em Fortran 90, utilizando a hihliotcca dc 
rolinas intervala~s lihni?i.cl, inclusive com a extensão intervidar dzq rrrilinus dc produto 
escalar dispontvcl na hihlicifeca BEAS. contida no arquivo Iib,~ci.(i da Gmy. 

Anies de descrever o programa em Pãscal-XSC. recorda-se a definição de produto 
csctilur dada pcla t'lirmula (2.37) no item 2.1.3. Mais dclalhcs xohrc n produ~n escalar sá r~  
dados nci ancxti 10.1 c no rclatdiio de pesquisa que trata das 1irnilat.rie~ dn processameniri 
vctorial no Cray ( 1  DIVSiSa] 1. 

U pi9iduici e.scaIaia de dois veiores x L. y rS detinido como ri somatóiio dos prçiduttis 
dos elementos cotrespondenres de x e y. podendo ser anotado por: Cxiyi. ES~C produto 
escalar çaiculado de f(~nna usual e com m h i m a  exatidão. Para maior clurcza. hiam 
desenvolvidas duas furiçl?es: a s c d p  que calcula o produio escalar ù maneira coliium e ii 
frinqãn Mci.rAcc-Scrilp que cdculsi (I produlo escdar com rnhima exaridão. onde os 

produlos x, .-y, são acumuladris cm uma varifivlil do tipo tlnrpruci.sinn. Nesle caso s6 cC 

fciio um amdondamcnto nci tinal. qurindci o wsuIlada LC ~ m u e n u d r i  em urna vuriávcl real. 

0 s  vetoi-es x c y scrfio inicialixados no programa principal. Foram escolhidos 
arbitrariamente vetorcs de tamanho n =5, ou seja com cinco ciernenlas. Os valores para 
cste lesie silo dados por C7.1). A Sunçãri Mc~.r-Ac-Scdp deste programa simula n 
funcionalidade do operador * para o tipo rvector proporcionada pelo rn6dulo MV-AR I. 



i: inlagrr; 

bcgiri 
a[ l l:= iiiival (2.7182Hl UZHe101, 112J:= inival {-3.141592h.WclO~; a[3l:= inival (1.4 IJ2135Ti2slOi: 
a[4l:= intvnl (5.772 t 5hMile9l: al.íl:= inrval (3.0102W957c4r; 
h[ I I:= iiilr al 1 l.-l8h?J07e 121: hlZj+= iiiival lR.7836ri987ik14i: h131:= inival r-2.2374YZc 10): 
h]JI:= iiirval (4.7737 I4 iU7e 15): h/-ij:= i i i IwI  1 I HS.IU'lz5i; 
~rrrdi i I ' I f twIuin  h w l w  i i t w i i ~ ~ l  e rtiiii alia cx;itiilurr:'); 
I'or I:=) i n  5 i l r i  wntelii Fal~ll:  

wnirlii; 
lor i:=I icr 5 t l i i  wniclii (blil); 

umrili!lti: 
s-I1 := llllvat4u~, 
c1 i I:= inivaI{Q\; 

I:= f 1 0  5 1111 

k g i n  
c111 :=a111 *b[11: 

rriit; 
Cor I:= 1 to 5 do 

S-11 := 5-11 + ~111; 
wiic. CPri~l,ts.cunniiti 3: 
'ATllC ( ~ - 4 t \ ;  

nniclt1. 
W I l C  r I 4 l h i . ~ ~ . d m ~ ! ~ ;  
s-11 := l l b 8 v a l ~ ~ ~ ;  
s-II := #l i  tinr 1:=Jhi~iii111a) I C ~  I ~ ~ I I M ~ B )  siknil Eilli] - bl11)): 
W I l C  45 11): 

elu!. 

Prnd.es.dot pr: 1 - I  .nw1~~~ti7orrn~iocx)~t(wh - I  . I X W . ~ ~ I  a7umonu~+mix 1 

Fig 7.20 Pnigrama e execuqão do pmdulri cscalar intervalar em Pascal XSC 



A seguir Foi de,çenviilvido um programa-exemplo cm Fortran 90, que utiliza as 
rotinas disponíveis na hi hlioteca 1ibavi.u. Como as rotinas da bibl io~ca são inkwalares. 
ns veiores x e y hram crinsiderados corno intervalos degenerados. A mina svmult 
corrirsprinde ao produto cscalar usual. a m i n a  sdoi iS uma versão inteivalar da rotina 
disponível na hF bliokca BLAS parii o cdlcula do produto escalar em precisão simples. Par 
fim. a mtina scfdor, sendo hmMm uma extensão inrervalas da biblioteca BLAS. calcula o 
produio escalar em dupla picçisãa. arredondando no lind 0 resultado para uma vai-iável 
de prt'cisãli simples. Os dados. os valores dos verores foram atrihuidos deniro do pr6priri 
programa. para l'acili tar a compreensiío d o  programa. 

&se basitui 
usz apiic 
use ienvi 
IW (intcrvnll :: esl.es2.es3 
i? Iiiirlrvnll, riiniznsinn(Si :: A.B 
priiie '.'Tckcrc tiri  pnwliirorscalnr' 
Fiil '." 
At 1 l=sinlpir2.7 182x1 H28e101 
Al?\=nntpil.3. I 4  15920f;SelO) 
h(?)=sinipi( 1.4 I42 h 15CiZzlO) 
Al4l=siiiryi(5.772 I.ihT.ltkui 
A(ii)=sirit~i13.0102'I9'157t.9 I 
D( I I ~ i n i p t  S ,48hZJ07i:tt\ 
0(21=~1iiipi(S.7U7C6QH79el-I) 
Dl~~=~inlpil-2.237492~10\ 
0(4l=ainipl4.7777 I JC47c1.5) 
~ ~ . ~ I = Y I I I ~ ~ I ~ ( I  .HTM9cIO 
pllf ~ . ' ~ ~ f l ~ r ~ ~ r ~ ( l < ~  .wn1u!1< 
esl~~miul l4A,B'1 
n l l  swie(h,esl) 
pnnt *.'l~iilirandosvdd:* 
e ~ 2 ~ ~ ~ d c l I A , D )  
cal4 swn!cífi,tsa 
pfi1 *.'l.!t~l lxan~lt~ svdtl~n:' 
c.r3sbkliiiirln.h) 
G?II swnitfb.es?l 
ctid ~ F ~ L I I ~ I  u r w h  

Obscrva-se quc os resultados cihlidcis cnnrem o valor exatti. 



7.1.4 Cfilculos com matrizes de intervalos 

Nesie cxcrnpla sno ilusrradas as operações com rnatrizcs dc inkwalos. Observa-sc 
que ntis pmgrarnas em Pascal-XSC. as rnatiixcs siío apresentadas por linhas, enquanio que 
nas programas em Forwan 90. utilizando ri biblioteca de rotinas intervalms l i6~~vi .n.  a,% 

mtitiizcs saci oprcscn tudas por colunas. 

O teste desenvolvido aqui d simples, mas ilustra como introduzir e imprimir 
matiizcs de inkrvalcis r= como aperd-las. Mais urna vez 6 apresentado inicialmente a 
programa em PascaI-XSC c a seguir a versão do programa em Foiiran 90, 

A = ("'I '"'I 1 . E =  ('-"I "41 ) 
I1.11 I-1.11 12.21 I+*+ 

Inicialrncnlt: 6 calculado o produlo das rnali5zcs inksvalaes A.B. São culculad;lrs 
umMm algiirnas expressões rnaiiicitús in tcrvalates para demonstrar quc a muliiplicação 
não 6 asswiaiiva e nem distri hutiva em rclaqão B adiqã~i. Eshs propriedades j b  hi-ain 
demrinsiradas no capftulo dois, aqui arraves destes exemplos são ncivamcntt: demnnuadas. 

Então o programa cm Puscal-XSC inicialmente çulcuIa A-tB. A-$ e A.B- Ensãci 
sãci calculadas os prridutos AJA .A) e (A.A).A e as expressões A.(B+A) e A.B+A.A. As 
operações utilizadas aqui são suporladas pelo rnçiduln avançadri MVI-AR1 do 
Pascal-XSC. 

Soluc;50: 
Cfilculos para Mnuiics 1ntcrv;itarcs 
A=[ E.IXXKKXX)OOD(KX)OOL+hIMl. i .-E+Mi 1 I II.OE+[XXI. 1 .OE+O(X) I 

[ I .(XKXK)OIXMKXX)(KX)E+~K10, I .IKI(XX)O(WKHXIIWMiOl~+IXXI I 1 - I  OlkUIKI. I.OI-:+oOO 1 



Fig 7.71 Ihgrdinn E cxecut;ão dç opraqks criin m i i i n ; r ~ ~  iiiiervalaws em Pasral XSÇ 

Pelos scsultados fica demonsirado que a multipficaçbo de rnulrizes intewulares não 
6 associati va e nem dislij hu tiva em relação a adição. Observa-se, ainda. que na Iàgura 7.23 
as nperaqfies entre matrizes intervulares sáo levadas a çabn pelo uso dri mbdulo mvi da 
hi ihliritcca 1ibui~i.a. 

program Matrizes-intervalares 
tise hxsicti 
UFZ nivi 
I ype(iiiic.rva11. diiiuiisiairí2.2) :: h.D.C 

v i t i l  '.'C3lculnq para M~inzzr Iiircn.al.inrr ci i iFmruii  'ln' 
pcIIII ' 
A( I . i ~ ~ i i ~ f i p ~ ( l . l ) \  
A( I .2\=&111 ~ ~ i ~ ~ 0 . 0 ~  1 ,O> 
A(2. ! \=.sittt1111 I ,O) 
Al2.Z'1=siritvall-1.0. 1.01 
Bí I .  I l=siii~val(- 1 .(1.2.01 
ac i . 2 ~ 1 1 t i ~ ~ ~ t ~ , n - ~ r n  
DIZ. t 1:~tiiipi12.01 
Dr2.2r=sti1tv.1I(-6,0.4.Ol 
piir '.'A= 
i 1 1  l si i imiizl~i .A I 
~lritit ".'D= 
ral l  aniwriitlfi.8) 
IWIII~ '.'A+D= 
u l l  .riiiwrtlclA,h+D1 
pniii '.'A-B= 
c:ill siiiwriic~fi.A- D) 
Ixini *.*A'D=' 
calt sniwntt(b.Amil) 
piir I.'A*r hch)=' 
cal1 aiiirriit.(h.A'lh*Ei\i 
pnili *:IA-h\*A=" 
mil l .miwriielO.lA'A)*h l 
lm ni *.'h*[D+A)=' 
cal1 smwnirtú.A*íA+B)) 
~ i i i  ".'A*D+AaA=' 
c321 srnwnlr(~~.A*ll+haAl 

etid priienin 



Fig 7.23 Programa e cxccuqio em Fortran 911 de ciperaçõcs com rnalrizes in tcrvcilaivs 

7.1-5 Outros testes 

Para ilusiiar a inlldncia da ordem das parcelas nos resultados. foi desenvolvido 
um tcstc. dc um sornatçirio longo. Este excmplo foi inicialmenrc analisado crn [IIIVCJSa]. 
onde as parcelas positivas e negativas eram ntletnadas com n mesmo cxpoente c a unidade 
variava dc pnsiçao. Desenvolveu-se, então, um nova programa onde as parcelas positiva? 
L' negativas são separlidas por blocos em cada uma das sornas Si. nu seia. SO, por 
cxempln, C delinido pèla I'liimula (7.32. 

0 programa foi desenvolvido em Pascal XSC (ambiente do PC-486). Os 
rcsliltadnc, lòrain sirnilawç aos do modo sequencial do Gray. Um exemplo aparece quando 
N=28, oncie SI1 lili cdculadci tomt i  -1.912504 E + 17. O resultado çrirrctn seria um. 
Descnvo1vc.u-sc. então. um programa em Pascal XSC utilizando as viii-ihvcis dn tipri 
ílnrprrcisinrr para r i  cflculn de expixssõcs cxutus (#-~.?piussinns ) c r i  resul tadn obtido foi 
O con-cto. 



Taheta 7.1 'rabuiaq30 dos resulrados do Cmy pm o promama do exemplo 7.1.5 



prngram teste I (inpui.riutpui); 
use i -ai ;  
var 

S: may [O.. 7441 uT iiilcrval: 
N.consin :~ I I IF~C~:  

x,mii~y ,oitoN :iiitegcr: 
soma : iniervfil: 

begin 
for ctinsi:i:= I io 30 do 
hcgin 

S[O]:=inlvaEF 1 ): 
y:= 1: 
for N:= cnnsra downici -ccinsla dn 
k g i n  

S[y I:= inlval(rixp (N * lii( 16))): 
y:= y+l :  

cnd: 
i i~ r  N:= consra diiwiiin -co:oiisia do 
k p i i i  

Slyt:= iiiivii! (-exp (N * IiiI1611): 
y:= y-t  1 ; 

enrl: 
for N:= ctiiist;i dtiwiitti -CUIISliI 110 

hepiit 
SI y]:= iiitvill(cxp ( N  li\( 16))): 
y:= y+ l : 

erid: 
for N:= consta dnwiito -ctiiista do 
htl$iii 

S[yl:= iritvnll- cxp (N * Iri(lA))): 
y:= y+ 1: 

end; 
riito-N := X * miisla + 4: 
scirn;i:= intvt~l(0); 
somti:= ## (liir cont:=O i c i  (riik-N) suin (Slct~tii])): 

1 wri~eI~l~ 's [~ .  mt1r.'l '*SI~wntl): } 
wriielii ('N: ',aiiistn.' Soma '.' ## '.stlmn): 

end : 
end, 

Figura 7.24 Tems de stimal6rias crn P a s c ~ l  XSC 



program tabef 1 
U X  hh:~%j~ii 
íii tegcr :: N.a~~isl&x.~oii~.y 
iype (iificrval). ditnensiori IO:744) :: S 
r y p  (iliiewal) :: soma 
coiista = 1 
dn w hi le ( crinsia <= 30 ) 
-3 
S(y) = sinfp~( 1 .) 
y= y+l 
N= consta 
do wliile (consta v= -Nj 

S(yl= sintpi (160 **N) 
N = N -  I 
y = y + l  

ciid do 
N= consta 
do wliilc Ictinsla >= -N) 

S(y) = siiitp~I-( 16.0 **N).) 
N = N - I  
y=.l 

e~id dn 
N= constíl 
do wliilc (coiisi;l>= -N) 

S(y) = sinipi (16.0 **N) 
N = N - I  
y = y + I  

erid dii 
N= cnrlsr;i 
do wliiEc (cunsia >= -N) 

SIy) = sintpi(-( 16,O **Nl) 
N = N -  I 
y = y + l  

ciid do 
surnib = sintpiIO.) 
do 702 con t=O,(X*conn~a 4) 
207 sorn:i= soma + Sicnntj 

write (Fi,LIO) consis 
2 1 0 Somai ('S =',i?. "1 

cal1 swriie (dwms) 
ÇOI1Siil = COitSIH + 1 
ciid do 
enrt 
Figura 7.25 Testes dc somathriris em Fortran 90 



7.2 Validação do Uso da Matemhtica Intervalar 

Uma ve7. veriiicada a bihliokca de rolinas intervaiarcs. ser8 validado seu uso pari 
a resolriçiio de protilemus. Pretende-se. então validar a uso da matemdtica intervalar em 
superc.omputadores veloriais para si resoluç5ta de problemas. Foram escolhidos quatro 
protilcm as: i.escil ução de equações algShricas. resolução dc problemas instAveis 
~p iescnhdo  pelo citlculo do deteminlinrc: e da inversa de rna~ri7.e~ de HilbcrL cfilculo da 
rnatnz invcrsa intcnialar e a resolução in tervalar de sistemas lincms. 

7.2.1 Resolução de equação - Método de Newton Intewalar 

Na resaiuçãli dc equaqoes. o metodo numérico mais conhecido 6 o método de 
Newlon-Raphson (riu metodo da tangente). É um metodo iterativo. Um valor inicial é 
utilizada na função de iteraçãci dn método parri gcrric novas aproximaçOes. Aplicando-se 
suçessivmente dos valorcs produzidos na I'rirmula, têm-se uma scquencizi de valores 
produzidos qiie mui tu  vezes são convergenles. Quando h3 convergenciti. (i limite 0 um 
dos zeros da equação. A liinqão de itesação no metodn dc Newtrin 12 dada pela fCimula 
(7.3). ondc sc tcrn quc o valor alua1 6 produzido pcln valor anterior menos 0 quwiente do 
vulrir da funqfio no pcinto anterior pela derivada da funt.30 no pontci anterior. 

Uma generalização ingenua do merodn de Newilon para r i  uso da rnakrnlitica 
intervaiar seria convenerh os valores =ais por in~e~valns .  e as avaljaqões da funç3o c da 
derivada pcir exwnstíes inwr-valares. Ou .seja. xti c X c para Te I*. scjm F c F' avdiliat;ões 
in tcrval ales coin Ile F1(Xo). Saa,  ainda, a uin zcro de F(X 1. sendo a único no intervalo. 

Este rnlçtodo 6 divergente para todo intervalo inicial Xo c X. com a~ X, Xosa,  
pois. verificando-sc 11 di5rncti.o do intervalo, nnw-se que ri intervalo c ~ s c c  a cada 
iierdçãri. o u  seiti dlXk+i 1 1 dt Xd. Ingo a sqü2ncia dc iniervalos 1 Xk ) t! divecgen~c. 

Cc~m is~o. vcrilicou-sc a necessidade de uma iidapraquo nos mdtodos numtzricns na 
passagcrn da aritrnlctiça dc ponlo-fl uluun tc purn LI aritmtS.iica inicrvalrir. Para ilustrar esta 
passagem. a scguir .xrA ctinsideiad~ umsi das versões do melodo dc Newtnri inlervalai*. 
cnnhccidn como metodo dc Newinn InicrvaIar Sirnpliiicudo. 

Sqjam X c Xo intervalos. se: 1' E F(XI: Xa c X: o valoi- m e  zero de S determinado 
cm X, a tS Unico no inlewalo: e se M iS a avaliaqãci intesvalar F em Xçi. EniSo. define-i;e ri 
ripcrados Newtciniano pcla e'firm~ila (7.5), nnde Ni e M são inrervnlos. 



O metado de Newton Inktvalar simplificado C dado por: 

X k + i  := Ni(Xk) nXk para k=i;.-.~ (7.6) 

Observa-se a propriedade: sc X ~ E  XO e Ni(xo)nXo=O, cnLão não existe raiz red de 
T em Xo. Ohscrva-sc. ainda, que são as variações na deliniqão do operador Newtoniano 
que deteirninam i3 dcfinem as versaes do mttodn de Newton intesvalar. Como 
exemplo serfi calculado o jr~rn contido no intervalo [C, 31 da equaçàa algehrica dado 
por: f ( x ) = dx + (X + 1 )  . COS(X) = 0. cuja derivada calculada por T(x) = I/(? 
4x1 +çns(x)-(x+l )sin(x). O valor dc a 6 2.05904525341 5 1 44. 

program inewt(jnpu 1. ourput); 
use I-ari; 
% ~ x ~ y : f ~ ~ I e n d :  

i:intcprr; 
rundrtin tlr:~ni):iiitcn7il: 
var x:~~~tcrvnI: 
bepiii 

erid: 
tu~icttot~ cnttdz:~t~icrva!khdca~~: 
t q l "  
~ ~ t ~ r ~ ~ n l f i í ( ~ ~ ~ r r x ~ ~ ~ = ~ ~ ~ f ~ r ~ s ~ ~ ~ x ~ ~ ~ ~ d ~ ~  n11t1 I I C M ~  IIL ~ I C ~ I V ~ X ~ ) ;  
tiiil, 
k p i i i  
y:=lr!l\,ala,3\: 
rcir i:=I Itl ri ilii 
hrp111 
r l  mi~rigl IIizri 
mp11 

x:=y: 
wrircinrx): 
~ : ~ I ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ - T ~ I I ~ I ~ ! ~ X ~ K ~ ~ C ~ ~ ~ I X ~ I ~ ~ ~ :  
uni11 x=y 

eICc 
udn!cl~~i"~nfcnn 81nn sar~sfeilci 1; 

tml ;  
tIii1. 

Soluqão eni Pascal XSC 
1 2,OE+íK30, 
I 2.11E+O( )O, 

Fig 7.26 I%og.rarna c cxccução do miftodri de Newion inicrvalar simplilicadci eni Pasta1 XSC 



p g m m  mcwinn 
ILW has~ct* 
use I i i V I  

use apl ir 
tLPL'("l1C"""I) :: X.Y 

i n i q ç t  1.1 
priiii *.'Mctcwlo rlc Ncwtin eiii Ptmmn 'lllr 
prinl * 
~=~i l l tv~ l~2 .o ,3 .0~  
dn l=I. 10 

11 (aiiet(y)) ihcii 
lh x=y 

mII swnleí6,x\ 
~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ r m h ~ ( ~ n ~ d ~ x ) , ~ r ( s m l ~ x ) ~ ~ ~ v ~ ~ ~ ~ ~ ) , x ~  
tl lii=y) rhzn 

SX31 

CIKI ir 
mil rln 

clm priiit *.'Criicriii IIAO .mlisliil~" 
ciirl 1 I 

CIHI t l ~  
Cmlaltls 
iiincriiin f (r\ rtqiili (c) 

rml. inIettl{aii~ :: r 
i$~(iiiren?il) 1: c 
l y p ~ l ~ l t ~ w ; l l \  :: x 

n = siiitpllrl 
c = a s ~ t n l + ~ x + s i n i p t í l . ~ l P m ~ x l  

ciid funcrion r 
IUIIL!~~~~ (lei-[V 4%) WUII (C) 

t ) ~ ( t ~ i l e w a I ~ ~  1111e11l~hn~ :; x 
lW~inierva!\ :: c 

i=sriivlsinrpi~2.~l*~~gnI11~I+~1*plxI-I~,+.~1nptI.Ol'l~si~ilxl 
ciiil iuncr iuii tl~rri. 
Dnaiiiii crilcr 4x1 tcsuli (c)  
1 )~11n tcnn l~ .  inIsli1~111\ :: 
I i ~ l ~ i I t  :: r 

c=~(s~ri(Tlsr~(xill*siiiT~l'~.mrp(a\~5)~O).AND.í, NOl-.(nrix(~0.tlcrír(x)l)\ 
riid functicrn criter 
eiirl progmiii iwwion 

Metdii dc Ncwion em Formn 90 

Fig 7.27 Programa c execução do metodo de Ncwion inrervalar cm Forvan 90 



7.2.2 Matriz de Hil bert - inversa e determinante 

As matrixes de Hil k r t  são matrizes onde todos os clcmentos siio menores ou iguais 
a um. sendo calculados pela fbmula: 

Hn = h[i,j] = [ I / ( i+j-1) ] para i= i ,.... n e j= I ,.... n. 

As matrirxs Hilhertianaq costumam ser maI-condicionadas. Isso quer dizer que, 
tendo a matriz Hn elementos no máximo igual à unidade, a inversa. ~ n - 1 .  terií elcrnentris 
cu-jos valnres são elevados. As matrizes HiZhertianas são usadas algumas vezes com o 
ob,jetivo de suhmeter os programas a testes para veriilcar a amplitude dos erros de 
arredondamentci. 

O detcminanie dc uma matrix Hilkitiana pode ser  cdculada diretamente pela 
exprcssãci (7.8) e o determinanle da mairiz inversa será o reciproco do deierminante. ou 
. i a .  d c t ( ~ n - l )  = I /  det(Hn). 

1 I ! * 2! *...*( n- I j3 
det(Hn) = (7.81 

Fnram descnvofvidns programas em PaxaI XSC e crn Fostrrin 90 que crilculam: 
matrizes dc Hilhert de ordcm n c suas inversas. o dctcrminanlc pela fdmula (7,8) e como 
produto da diagonal principal da matriz triangularizada e de sua inversa. a noma 
euclidiana da matriz e invcihsn e o ccindiçionnrncntfi. Os valores dos determinantes foram 
comparados pela flim ula da niirncro dc algarismos significaiivris (coni'ormc [CLA89]), A 
ordem rnh ina  calculadri em Pascal XSC Soi 14, priis pwa n=15 acorre ovefloii., j5 em 
Fortran ri cirdem rnãxima i5 rnaicir. Devido ao candicionamento. a orden-i máxima que pode 
ser realmente resolvida 6 da ordem 1 I ,  pois o condicinnamenio chega a ordem de 1 0 1 1 ,  

prnpmiii t i ;  
1ISC 11IV.ArI. 

nlnl I I ~ ;  

v;u n: i i t iqzt:  
c ~ ~ I I ~ ~ , I I ~ . ~ I ~ I : ~ ~ v I ~ . .  I 4  1 !TI wnk 
11t~ll1:re~1l: 

ninsl ianianlin_iiiax=lJ; 
IIIII~~OII l a l ~ t : t ~ ~ l ~ g ~ \ : r e ~ ~ i :  {=calcuti~ o ti\ttw~aI ilc I*] 
v<u 1 :llllegtr: 

W m I :  
k p t f l  
w:=I: 
tor I io i do 
U':=U'"I: 
rm:=w; 
rnd, 
prtricrlutt dcrlirirailii ta:iiiicpcx:v.u ilei:rwll:( 'wlia i# iIri~rininanic p l n C )  
+,ar 1;1$!1cpcr: 1 *KwniiiIu - 

s.y:rcn! + 

h t ~ l l l  

x:=l ; 
lor I := 1 ttv 11- 1 t l ~ i  

x:=lal(il'a: 
X'=xaX-x: 

).:=I, 
l m  a 11 10 Zatl- 1 (10 



for I := c+J IO n tlo 
Imj =c+l  to l ido 
ri l~.~]:= a ~ i . , ~ ~ - ~ ~ ~ i . ~ ~ ~ a [ e . i ~ ~ t a ~ c . c ~ ;  

w:=l: 
lw b :=I to Ia (I<* 

w:-[t,i I**,; 
t k i  ni:=r; 

enil: 
prmtl i i r r  ttnania (a:rnrnlrix: var mxln:ntsl:ii:~ntqcr\:{ Vmoiiira a nrmiia dn* 1 
rm i.~:ii~tqer; ('nmlriz "1  

au~.tlh~1i~:lp;ll: 
heyiii 
1~u l i~d :  

for i:= I !i! n tki 
begiii 
aun:dJ; 
ror 1 := 1 to n t i o  

nux:=r]r~alr.ll)+aux: 
li ~IlIIVIII~iIlY I l l C t l  

I r:=albl 
cird: 

iimii:=.qnl riiniwl: 
cnd. 
p'crijurt. nwiiiiii:inicgzr.\ar iimi:reall; ( *pwi ture  pnncip~l ' 1  
C<111<1 
r p s l  ç- lli: k = > e  I; 

YPT 

8,l:llittgt'r: 
dri.tleime.i.h~~cist: 
I[ niiainaf I..n.l..iil: 
k g i n  
Ia I := 1 to ll llii 

liir 1 := I l i 7  r i  iki 
1111.ll:=11il+~- I i: 

~ ~ e u l ~ ~ l i l $ l ~ ~ l  ll.~Iel~. 
(lctlIlq!it( I !,<+~~tlllç.ll\; 
l lml t~i f f  1.11~ir141.11 b; 

h:~ps+rihd(i lv~-tlr l i i  i6)ldcíl. 
h:=loy l(yl l j :  
íi:=(k+hl: 
~ ~ l t ~ l l t ~ l l , '  -,(Icth' ' . t I ~ ~ l l ~ ,  AI: 
rnil: 

prrm~t1iii.t. tn~vrsa~marritn:~ni~g~r:vnr notrn:rml\:{'pnmulurr pctiinlwl invcr'l 
m m t  

rps= l e- 16: k=.1e- I : 
\':Ir 
1.l:Inlqcr: 
ti~~,tict~~~r.a.h:wal 
I I :  niinlnxl I ..ii.l ..til. 
hcgiti 
Itlr I r= I l r i  r i  iIii 
1rir I -= 1 Iii ti  11 i i  

t i l l.ll:=ll(i+l-li; 
~@~!~~~I~ILII~I~Y,IIC~~ 1: 
t k t  L= I IIIcI, 
~ l ~ ! l n v i l ~ . I l , l ~ :  
dct~~ega(fl.tltittic.t~\; 



3 
t; 

r.. 
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Tab. 7.3 - C31culn da detenninaiie de rnatntes dc I-Iubcri em Fomii 90. 

Tah 7.2 - Tcstes dc mridicinnamcnio com matrizes dc H i l k r t  em F'ormnn 90. 
1 



7,2,3 Cálculo da Matriz Inversa 

O cdlçulo da matriz inversa apresenrado nesk itcm Foi descrito por E.Hansen em 
FHAN65). O cálculo da matriz inversa de A, onde A uma matriz intervalrir. inicia pelo 
cSIçulo (ia matriz pontual centro de A (vciã Fipur~ 7.30 - função rnatcentro). Utilizando a 
matriz centro de A, denominada AC. calculase a aproximação da inversa de AC. 

No algorirmo da Figura 7-29 a fim de poupar rnern6ria. as matrizes L e U não são 
explicitamenic almadas. Assim, qualquer aparecimento dos cornponenfes de L e U nLq 

equações (7.5) a (7.7) serão sutis~ituidos por elementos correspondentes de A. O 
prcicedirnenio de inversão se14 finalizado se n elemento pivh for menos do que riny. C ã s ~  
conLrAcio pridcria ocorrer oveiflow, cxceto na tempo de processarnenin dti divisão peln 
elemento pivfi. 0 valor de rin? depcndc: do dominio exponencial e do formato dc ponlo- 
iluluante usado. A etapa de çuhstituiqiíci progressiva da algaritmo ganha vanlagcm de 

(k) lihcrar clcrnenros zeiu na verrir unitiiria c . 

Ulilizando a matriz A c a aproxirniiçiio da inversa da marriz centro de A. calcula-se 
a matrix inversa intervalar de A (veja FiCmira 7.30 - função imatinv). Este c6lculo (5 

reali~adci em 4 etapas: 

I ) Calcula-se o erro exisrente enlie a mulliplicação da matriz A pia ayirtiximação 
da inversa da matriz ccniro de A menos a matriz idenlidade. Este çAlculo iS d e s ~ r i ~ o  
no passo í da hnçâo Irnatinv. ou seja. E = I - A*B. onde I 6 a matriz ideniidade e 
E cC a aproximação da inversa da matriz centro de A. 

2) Na passo 2 da tiinqãci irnatinv, são reali7;idas operações que destinam-se iiri 
ciílculo da matriz P. matriz esta que scrA uliljmdii para iniliilionar u matriz inversa 
intcrvalar dc A. Dcve-se salienbr qut: ris vulores de P são obtidos urritvr5s da 
miilrix crro E c seus valores são menores quc o mcnor valor cnccintsiido nu mlilriz 
E. 

3) No passo 3 da função irnatinv E crilculadri a matiiz S. esu mriliiz iS &Lida pela 
scguinle multiplicaçTm: S = I+E*(I+E*(I+E)). Esta matriz serd ulili;lada no passo 
seguinlc para o cdlculo da matiiz invcrsa in tewalar. 

41 No passo 4 da função imatinv rf calculada a matriz inversa iniervalar dil A 
através da rnul~iplicaçiici da aproximiiqão da inversa do centro de A plsi rna1i-i~ S 
calculada no passo anterior. 



Algoritmo7.l: {Pi.r)eedrirr) Mutlnv(A,R,Err) 

1. Tiny := 10-?'": p = ( 1 . 2 . ,., . I,;'.: Em := *'NO err~~r*' : 
2. l í  (ri= 2) {Caso especial: n=3 1 

thed 

Det := (:i11 . a22 -a21 . a12 E: 
ir ( I dcl 1 < Ti- ) then retum Err := "Matriz 6 provavelmente singular!" : 
r1 1 :=a22 D e i :  r12 := -a12 IDet : 

I := -a? 1 /Dei : n,2 := ii 1 1 /Dei : 
3. {Caso usual: n#2) 

else LU-Farrm~q.50 1 
/ - I  

luc I= 1 10 n ilii vk := 4akt * 2 "1 . I; (k = I . . . . .  n): 
] = I  

IvjI=mnx ( I v k l I . i I k I n :  

if llvil<Tinv)lhcn return Err:="Matriz C pniv;ivcltneiite siripular!": 
if (j * i) llien 

SWnp (pj. ri): SW:lp (vi .vi): SWap (ai. ai); 
ilji := Vi  

1 - 1  

fcir Ir=,+ i lti ii dii +k:=  LI,^ - a!, .ajk\; 
i =  I 

aki := V k  I V i  : 
4. { CAlculo d;i inversa ccilurin p r  coluiia] 

tiir k = 1 10 do 
(a3 [Suhsiiiuição pmgreslvri, ver (7.63 1 

Eiicoiiua índicc I ç r m  pl = k : 
yi := O: li= I . ... . 1-1) 
y1 := 1 : 

i I 

y i n = -  ( ZL, .y7  ); ( 1 = ! + 1  .... 11) 

1 1  

(h) ( reirossuhstiiuiqAri. vcr (7.7)) 

H 

X ( i  - i i i j  . X i  ) /;iii:i=li.~l-l, ... 1 .  
i - ,  I 

,, := x: (k-Esiina ciiluna de R ] 

5 .  { Retnia : itiversii ;iproximadn R d crklipo de  erro Err} reium R, Em: 

Fig. 7.29 Algoriimo 7.1 Procedure Malinv 



Algori tmo 7.2: module &elas; 
use i-:*, invi-ari. rnv-;ui: 
{FunçSa que calcula a inversa lntervalar de A )  
glohal I'unclinn Imatinv (var A:irnalix: var B:rmalrix) : imauix[l ..uixiundtA). 1 ..uhriurld(A)]: 
Y a f  

C, E. S. P: irnavixrl . .uhundIA). I ..uhound(A) J; 
I, Z: rmahix[ 1 ..uhnund(A), I ..uhund(A)j; 
k.i ,ordem: integer: 
r,hl.surnc: real: 

k g i n  
ordcrn := uhriund(A); 
{Definição da matrE~ fdentidade] 
I := id(1); 
(l'asso 1 ) 
E I - A"B: 
(Paiapn 2) 
Cor k: = 1 io cirdcm dii 
ror j:= I io nrdcm d« 
il' (nhs(itil'(E[ k,ill) >= nhsIstip(E[kj])l) Ihcn ZIk,+il:= ahs(inf(E1 k.j 1 ))  
clsc Zlk j]:= nhs(sup(ll{ k,i])): 

SUIIIC:= O: r:=O: 
Tcir k:= I r t i  orrlcrn do 
f'Or j:= I t(7 cirdcin do 
sumç:= sumc + ;F[i.kl: 
i!' (r  c suriic) clieii r:= suinc: 
h[:= ((r*rl*rl/(l -r): 
for k:= 1 io ordem do 
h r  j:= I 10 ordcm do 
Pl k,jI:= inlval(-hl.bl)t 

{I'awo 3 )  
S:= I + E"(1 + E*([ + E)): 
{IBas?in 4) 
c':= E"(S + P): 
imshnv := C: 
end: 
{Funçla que calcula a rnrrtriz pontual centro de A )  
pSoh:il l'uiiciiciii rnsitcentrn ( v:ir A:iinnlrix) : r1n:ilrix 1 I ..uk>und(A 1. I ..uhtiutid~A I]: 
V i u  

A r  : m a h x  [ l..uhiund(A). 1 ..uht?undt A)]: 
k,i.orrlein : inieger: 

be_ciri 
cirdern := uhiundl A): 
for k:= 1 io ordcm do 
l'orj:= I in ordem do 
RÇE-i I:= micllAlkJ1): 

maiçcnirn := A r :  
cntl: 

end, 

Fig. 7.30 M6diilo iselas cm Pascal XSC 



Estes algoritmos foram implemenlados em Fortran 90 e em PascaP XSC. Um 
cxernplci de exccuçaa consta no pr6ximo iiem. onde se trata da resoluqãci inlciualar dc 
sistemas lineares. Para a verificaç3ci da inversa, ela irii multiplicada pch matriz A. O 
irsullado ohtidcr hi uma matriz inlenialar que contem a identidade pontual. 

7.2.4 Resoluqão de um sistema de equaçães 

O procedirnentri parri resolver o sistema de equações lineares Ax = b tem dois 
passos principuis: cAlculo de uma solução aproximada .? e. enlno. çSlcuio da inclusão para 
o csro desta aproximqgn.É um meiodo ri posrri-ioi-i. Para ohter uma hoa aproximação. 
usa-sc (7.3) parsi o caculo de urna iteiaçtção ~siduul  real simples (ver passo 2 da Agwii 
7.34). Visto que esta pd-itesação xrd sepuidri de um passo de verífieaqãci, pcidcin-se 
aplicar &Ii~gumas consideraqfies heuristicas para mel hnrar o cdlculo desic valor, Tenlii-se 
prever sc algumas das componen tcs da stiluç3o exata podem sc anular- S , j m  x c y duas 
ileraqõeç sucessivas. A heurfsiica é que qualquer componente de y que C diminuída em 
mais do que n riiaciens de magnitude e uma boa candidau para enlrada de um zero na 
solução cxala. No algorílrna da Figuru 7.3 1, aquelas componenies da ireração nova y são 
alteradas para zero. Isio icvclau que n = 5 6 um bom valor para uso prAtico. 

Fig 7.31 Rotina C/~rcL+for=erns 

Em geral. a ircr~ç3ri i w l  Lwri I indiada si: o erro relativo de qualquer cornpancntc 
das duas ileraçnes succssivzl~ ror rnçnrir do quc S. Cati contrdrio. inrcrrompc.-.w a i tci'aqãn 
depois dc k,,,,, pasais. Aqui. usa-sc o= 1 O-'? porqiic o hmai» de pon tn-llu tuan tc do 
FASCAL-XSC' Lem cerca dc 12 dígitos corretos dc mantissa liri solução aproximada. O 
algoritrnci 7.4 descreve o cfiiiUriri dc parada para a ilecaqào. Aqui faz-w uso de ourru 
heuifslica, Sc as çomponcnles das duas iteiaqões sucessivas diferem crn sinal. ou sc urna 
delas se anula. itcirna-se isto como um indicador da pxwnça de um zero de entrada na 
soluqãri cxara. Assim. impliçitarnentc, a,iuusla-sc o em) relativo para zero. 



Algoritmo 7.4: Funcbicin J Accusate(x,y} 
I .  { liiicialiiaf.i~i : exaliilsi~ relativa deseiada) 8 := 1 O-'' : 
7. {Veniiquc se o em relaiivo de y com respeiio a x ii menor ibu ipuai a 8) 

i := 1 : 
repeat 

ir(  x i ,  yi50) 
dieii nk := l'ruc (Erro relativri irnplici~~unenie apliçado a O) 
d s c  ok := ( yi - x j  15 6.1 yi I : 

i = i + l :  
1 urilíl ( no1 ok ) (ir ( i > 11 ) : 

3. I Returiin valor doJ lo~  ok ] retuni Acmrate := ok : 

Fig 7.32 Funqão Acclrrnre 

Para o passo de vcriRcaçRo, recorre-se A sevão 7.1.2. Para acclerar (i 

procedimento, as ireraqiies são infiacinnadas no começo de cada Inop de itcrat;ão. Usou-se 
n valor constante dc & = I  EWI) para a s-intlaçãoNo algoritmo 7.5, a iicração p8ra depois de 
pmax PaSÇOS. 

Afora ser6 hrncçido o algoritnin completo haseadr~ no algorirmo 7.1 e 7.5 pura 
calcular uma inclusari vciilcada da solução de um sistema de equaçfies lineares. O 
proccdimcnto Palha sc O CAICUIC) da inversa aproximada R falha riu sc= ri inclusao n o  intcsicir 
não pode ser estahcIccida. Um nÚrneimo dc condicionamenlo d rctç.iimnadn pela vaij4vel 
Coníl. e nccessiiria urna inclusão estreiiu [zl dc i! = R ( h - A i )  para iniciar o passo dc 
vciiliçli@o, Assim. no passo 1 primcim clilcula-scr o resíduo d=(b-A.? 1. Se (i cdIculs foi. 
ari*cdondado, uma inclusiío deste crro é dada por [d 1 = e (h-Ai-d). Desk modo. têm- 
,w ~-A.FE d+[d] c TE o(Rd t R[d]). N o  passli 4. riibtfirn-sc quc .? C cxata. mas nllo 
necessariainenrc a Única solut;ã!i do sistema sc 17,1 = O. 



Algoritmo 7.6: {Procedure) LinSolveC A, b,[x],Cond,Err) 
I .  (CGiculo de u m  solução aproximada) 

Marinv(A,R.GrrE; 
' i r  IErr "No emr*') Uieii reluri1 F3r := "Matriz C provavclmen tc singular!" 

Cond := IlAlloo.lRllm: 
2. {lteraçãa de reiduu real para uma suluçGo a pruximada] 

li,,, := 10: k := 0: í. (O) := I l  .h: 
repat 

-&i * : = ( h - A . x  ); 
- & + I )  -Ik) 
X := . + R.d): 

- tkl, -y(k+l)); C1imkFt)i-Zcrros( .i- 
- (k )  -(k+l) Succ~ss := Acc~~rciie(.r , .r 1; 

k : = k +  1; 
uiilil ,Vr~ccess (ir (k 1 kinax ): 
- - ( k ) .  .r=.y . 

3. {Cúlculodeinclusões ICI e 1x1 para C =  1 - KA ex=K(1i - A-:)) 
ICI := 4 ( 1  - I< . A); 

t l : = ( b - A . . ? ) :  

[dj :=-(h- A .  .T -d): 
[z] := Olli . d + Ii . [dl): I 

4. {Passa de verificaçZo) 
ir  ( [z  1 = O )  dleii 

1x1 : : ISnluq5:àci cxatu} 
elw 

\ 'pr i f i r t i l i~~t~Stel~(  [ x  1, [z], [C 1, 1.t V í ~ r l f i ~ d l :  
i T (iioi I . r V ~ r i f i ~ d  ihcii 

Err := "Vcri ticaqiín Mhiw. (1 sistcrn:~ esta pnivavelrnente rnril-~.oirdiçiol~~~1~1!'': 
rclurri C'cirid. Err: 

elw 
[ x  1 := -r + Zx : [ Apnixiinii&iici innis corrcçàti iiiicrviitar j 

5. reium (?;I. C'ond. Eu: 

Fig 7.34 Rotina lin,rrilijc# 

Scrão fornaidas as listagens dos rnrStiulos ~nlitiin* pura inversão de matliz e liri-r 
parma 1usoluc;ão de um sistema dc equaqfies lineares. Enfatiza-.w que partes dos algoriirnr)~ 
da xqão anlcrioc, as yuais silo niurcadas por (...) c u( ... ) são irnp1cinent;lda.s usando 
expitssries exatas. Cfidigcis de erro são passados por parirnerrri.~ do Lipo inieiiri. O cddigo 
dc cnxi 0 signilica quc nfin ciçon-cu cri'o. 

Como amosrra dc um dado de entrada. foi usado um sislerna dc 
BoolhrçiydlDekker cyios elemcnlos são intcirns delinidos por 



Para n = 10, o programa descri to pelo algnrirmo 7.7 produz a seguinte solução: 

Entre a dimensão do sistema: 1 I) 
Entre matriz A: 

10 45 
5.5 330 

270 14H5 
715 5148 
2007 1SIFl.s 
SOOS 38610 

11440 %mo 
74330 194480 
4Hh70 393822 
931K 73SK70 

232 
23 I o 

I lffRrl 
4SM5 

140140 
97R378 
9172RO 
2042m1F 
4241 11i0 
R.? 13011) 

Entrc vctnr b: 1 7 3 4 5 fi 7 H 9 10  
AproximaqÃn Nliivc dr ponto-fliituunte: 
3.7hOTJ(H)75riS4227E -0 I O 
r) .~YrPr!I '~4~H)moE -00 1 

+ 3 .'3'YYIYH75 I V2CdM E+WO 
7 . ~ ~ Y ~ ~ J ~ 9 0 4 . 5 i ) 5 4 R 4  E++IXHl 
-3,'4'YYPl')~~) I 30341MI34MM) 
4.WIW) ! 32005.54 1 I>IM)O 
-5 .rk#S(3r17H 1 53FIJGI I E+000 
fi.93~PFN97.540557 1 E + W i  
-3 .I)'fllK!I1h~#779XBE+(H~ 
8.Y1997MJ3 t iiTi579E+(XH) 

Snliiq5íi vcrilicadri cnmntradli cm: 
I 0.000001KH)OOO(HKX}H+000. 0.-1kMH) 1 
I I .IH)iHH)OíK~íHiíK)(H)E+(HHb 1 .(~iK)OFHH)(H)O(XHHK)E+m g 
I -I.OíHHHHHK~íH~~HH)(H~Ii+~H~O, -I.(XX)(MMK)(WXH3(MMOI3+QIK) 1 
I 3.00UIHHHHHHHHKHX)E:+OOI3. 3.(HHHHHiO(MHHHHHK)E+OIX) I 
~1.00(H300~H)íHK~~H)OOI3+~H)(~. -4.IM)O(HX)(KHHiIUX)OEeMX~ I 
I 5.OiMHHH)(HHHXKKX)E.+(H~O. 5.0(HHHKHMKf(KKXXK)E+OUU 1 
~-f i .OO(H)OO(H~(H~O~KHWE+oOO. -6.ti(XKH)OnlK)W(HMOl1+IKK11 
I 7.0nlHK)(HH)iKHHXHH)13+000. 7.(HHHXHKK)(MKKKMH)l:+IHX) [ 
I-X.(HKHHHHKHM)IHHHH)E+MH1, -X.IHXYHWHXKf(KHHHH)ET+(HH) 1 
I V.oI )I)(Hb(H)MíM(K)1:+(XH), O,OOMIKHHXK)O(XM)E+NK) I 
Lundi~iiri ustirnada: 1.1 li~.1)15 

Dcpciis se cfetua a i~ewqãc3 msidual rcal do alpciritmo 7.6, a srilriçãii aproximada jd 
é exali! O passti dc vciil'ica~iC'ãri (4 usado apenas para nhter limo pnivn rna1erniílicl.t dcstti 
Iàto. Ein gcicil. a inclusiio da so1uc;ão nati 6 um vcicir in~eiyalar "magro" ciu "eslreirfi". 

Para i, cfúculo de um siskrnv dc cquai;nes ondc as mritilzcslvctc~i-es s31i 
inleivalariss. usa-.se um rnklndn apresenlad!~ por Hanxti  em iHAN67J. Dc acordo com 
esie rndiodo calculase a matriz inversa inlervalar dc A. conforme descrito nti item 7.2.3 c. 
eo~aci. multiplica-se essa matriz inversa pela matriz de coeficientes B c ci resultado oh~idri 

a sriluc;ão intcrvalar quc contem a solução do sistema dc equaqões. 



Algoritmo 7.7; program Iransew3 (input, outpur); 
use i-ati, invi-riri. miiiiiiv. inv-:iri. iseliis: 
YRT 

h. All: iinnirix[1..3, I ..?I: 
AC, API: nn;itrixll..3.1..31: 
R, B: iinalrix [ 1 ..3.1.. 11: 
codcrro,k,~j:ioicgcs: 

begin 
A[1,1]:=-2: A11.7]:=-30; A[1,3]:=-34: 
A/?, I]:=-30; A[2.2]:=23; A[2,3]:=1: 
A[3. I I:=-23: A[3,2):=7: A1.1,3]:=-2; 
BII.l]:=l: 817. t I:=?; B[3,1]:=3; 

{Calculo da motriz pontual centro de A) 
Ar:= inaicciiirol A); 
{Calculo da apmxlmsii;lin da matriz pndulil wntro de A - Algoritmu 7.2. runt;ãci matcentro) 
M i t i n v ~ A C ' . A l ' l . c ~ ~ d ~ ~ ~ ~ ) :  
{Calculs da matriz inversa intervalar de A - Algoritmti 7.2" Iunq.50 imatinv) 
AI I:= UnaliiivIA.AP1): 
{calculri dti rmultadri tlri slslema de erfuaçiks) 
R:= All * B: 

wtilclrir'hiiatri~ A'): wriiclri( A 1; 
writeln(Matriz B'); wrilcln(i3): 
writclti('Matriz Invcrsa de A'): writeln(h1I): 
wrilclii('Malrii? Rcsultadii']: wriicln(R): 

end. 

Os rcsul tados apre,wn tidos ahai xo lorsirn nhlidas iitraves da u tiiizaçãci das fùnqões. 
pmcedimenios c propibcimas apimescnLados nos algoritmcis 7.1. 7.2 c 7.7. Essas iùnqões. 
pmcedi rnenlos e programas foram escri tos em Pascal-XSC. 



Matriz W~sultiidn: A x Invem de A é a Idpn9ldade intemhr! 
rnluna 1 
I 9.09iiY9YJi)9999C,9JE001, l.aXXXXHXXWXHXH31E+DM1] 
I -1.hE-01s. [.TE-015 ] 
1-1.2E-015. 9.3E-010 I 
coluna 2 
I-I.HLO11i. 1.JCOIfi 1 
I 9.9'1?)8ilr30.i99J!N92EE00 I ,  1 .IKK)(XHXHXXXXKXI I E+OM) 3 
I -6.6E-01 h. 7.9E-Cllh I 
mluna 3 
[ -9.2E-017, 1.1 F?O!fi 1 
( - 1 .X -D IT i .  !.$E-Olh j 
I ~.ov~~i)owo~)i1~1yi)4;1 E-I~I) I , i .-mi E+MI I 

7 3  Os resultados 

Foi verilicado, nos rcsuhtados produzidos pelos propamas em Fortran 90, que no 
Iugar do zero era produxido o valor 7.3344154702 l94E-2466 (em módulo). Com is~o. 
vciilicou-sc que a ivgiao de ~inclrtffnir. ou o zero de rn8quina no Cray incluia este valor. O 
zci'o s6 é mantido na Iciiura. ApCis yualqucr uma das operações aritrneiicas, o zero tf 
amiizcndo pelo valor de rtnrlr~floti~. Isto pode ser melhoradri ~tiIimndo-se a rorina de 
impressão em Iòrmato dc nritiiqão cicndfica ao invSs da rolina dc irnpressiio em hrmain 
livre do Foriran 90 para reais. 

Verificnu-se ainda que. em Fonran 911, os valores são arredondados para o número 
mais pr6xirno de rnsquina, nu sejaa o arredondamento sirnCtrico. onde r i  dígito 15 da 
maniissa 12 nnal isado. caso sqja um dos dfgilos 4 0, 1 ,  2. 3 .4  I .  Então (1 número (5 iruncado, 
mantendo os 14 primeiras dfgitos significativos. Caso o digito 15 da rnaniissa sgja um dos 
dígitos 15. 6 ,  7, 8,  91, entao serS. adicionada uma unidadc ao dígitri 14 e Lruncado t i  

núrncío da mesma hrmzi. Esiii soma de urna unidudc d t'cita em rnliduln. Isto pcidcria 
resultar na perda do valor exato nri iniei-valo, pnrhnili uiilizaram-se as rotinas i~tfln-clnwit 
e inflrr-lip ãc hrms a simular tis arrcdondarncntos direcirinridos. 

Na primeira veiasão destas mdnas tentou-sc ulilizas u rotina em tiirtran I I P C U : F ~  que 
calcula o numero dc rndquina mais prhximo. Mas o resultado destas minas foi desastroso, 
pois (i intervalo inflacionado pcrdia o valor exato em vãrjcis casos. EntUo projetaram-se 
novas rodnãs qiie si~nulavam us ai-i.cdondamen~os liirecionadas. Es,w proccdimenln 
baseou-se na ideia de somai- ou subtrair uma unidade na decimo telrciro digito inenos 
signilicakivci da manLissa. EsLe valor depende dn sinal do númcrn a scr inflacionado e do 
cxpoenic. Pois na vci-dadc, snma-sc ou suh~iii-,se 1-1 IEi3+'l, ondc u tl o expoente dci valor a 
sei- inllado. Desta forma, ri resulrado aproximou-sc da deiiniqão dos an-edondarnentcis 
rnontitfinicas c ohteve-sc a garantia de quc os idesultiidos estariam scmpre ccinlidcis denlro 
do intervalo. 



OhrGm-se resulrudos com 13 a I 4  digitas signilicutivos exatos com si biblioteca de 
~ntinas intci'vrilrircs. com a garanh de que o valor exala c s ~  conlido no iniervalo. 

7.4 A avaliação do desempenho 

Na qucstão da avaliação do descrnpenho. do ganho computacional com a 
utilizaqào do supelcompu tadoi. Cray Y-MP2E. há dois aspectos a sercm consideimados. O 
primeiro esls relacionado rl. velt~idadc dc prricessamento dc 3.70 Megafiops pnr segundo 
par CPU, o que proposciana quc os cAlçulos - i a m  efetuados muito velozmtiin~e, 

Por ou trti lado, devc-se quc considerar o uso da vetnrizaç.çãci. U~ilizaram-se apenac 
a oliinizaqãti e vetciiizilqãn tcdizadas au toina~içarnen ie pelo compiladoi. F90. o que 
mmMm prriprircinnau çdlculos exccutadris velrizrnente. Este segundo aspecto, entretanto, 
tem alguns ci'eitos colaterais. como Soi visto n o  produto escalar, onde ti troca da ordem de 
parcelas em sornatlórios produz resultados diferentes. Com n uso dc intervalos. este 
prohlcma 6 controlado pais o resultado inkrvalas c;onu?m o valor cxato. Pode açontcçer 
que o disrneiro do intci.valo se,ju muito giandc, devido h falta da aritmética de alta 
exatidão. pois em Pascal XSC observnu-sc quc o resultado exato pede ser obtido com o 
uso de cxprcssõcs exalas e vuridveis do tipo cintprecisir~ri como visio no item 7.1.5. 

Rcsul tiidos ohtidcis pcla 1ibnvi.a silo tão elicienks quanlo os resul~ados o htidos 
pela hiiilinlcca dc i'ri tinas vcilladas para Blgchra lincar BLAS disponivel na lih.cci,o. pois 
alem de a utilizud. a li6tli4.cr ripci'a com intervalris que contem a srilut;rlri, pi-opci~riianandc~ 
i~sultados com limites ccintiAveis. 



Nesie capftulo & kito um resumo de toda a pesquisa desenvolvida, sendo 
caracterizados os resultados obtidos e problemas enfreniados. Considerando que este 
rrabalho abi-iu um Ieque de- problemas a serem estudados, os quais não foram todos 
abordados por estarem hra do escopo da proposta e desenvolvimento dessa Tese, foi 
feito um estudo geral desses problemas com o objetivo de proporcionar uma visão das 
áreas envolvidas, bem como sugerir um caminho para se abordar o problema. como consta 
no item propas ta de continuidade. 

$,I Resumo do trabalho 

Esta pesquisa Iòi iniciada alrnves da ideniifiçqão de duas das hdrreirds que a 
resoluçãri de pro blernas num6ricos em cornpu tadores enfrenta. Esias barreiras se ieferern h 
qualidade do  suli ia do e ao porte do problema a ser i-esolvidci. como foi visto no capitulo 
um. Observam-se tais qucsiões apcsar do avanço obtido na capacidade de processaimenzo. 
desde os primeiros cnmputadnres ate os supercornpuladores atuais. onde se passou de u m  
desempenho de algumas derenas para bil h&s de operações arilmt5tica.s em ponto- tlutuan tc 
por segundo- Aldm do considerável aumento de capacidade dc amazenamenlo dos 
dados. 

Veillicou-se a exislencia de uma grande lacuna enire o avanço teenolõgico. com n 
desenvolvimento de compuladores cada vez mais dpidos e poderosos. e a qualidade com 
que os c Alculcis são feitos. Com os supercompuladores (geralmente computadoi-es 
vctciriais d o u  paralelos). os resultados sao ohlidris coni exrremn rapidcz, mas nnã se 
sabe. em geral. quão confidveis realmente são. Evoluiu-se no sentido de ,se resolver 
problemas cada vcz maiores e mais complexas, cnquanto que no sentido de qualidade 
Icxatidão) do resultado foi dado ci passa inicial. que Soi a pridronizaçâo da ari~rnLC~iczi 
ordin Aria de ponio- flu tuanie. 

Como a definição da aritmttica da mbquina ticava ao cncargo do fahricmtc. cada 
sistema tinha as suas prfipi'ias características i: dc feilos, Cálculos efetuados em dii'crcntcs 
rn$quinas isiliramenic pi'oduziam icsultadcrs cornparlveis. Eniki. em 1980, a IEEE adorou o 
padrão de siritrnetica hinhia dc pon tci-Ilutuan ti'. clmhllcida como padrão 1 EEE 7541. 
VSriils de suas c a m  teristicas siio necessdrias para se ter icsul tadcis guran tidos. Ensine elas. 
pode-se destacar a forma de mpresentaçao dos números de ponto-íiu tuantc; os intervalos 
de repiaesenuitividade. os simbolos especiais de mais e menos infinito e o simbalo "noi-a- 
numbcrW(NaN) utilizadas na tratamento de ttndeiflaii- e ove?,floiz. e dc riuiras exceqfies e. 
por Eim. ris aperai.ac;ões com mdxima exalidiío. pois são detinidas de forma a terem apenas 
um arredondarnenlci. gamnlindo quc resultados ditiram do vdor exalo apenas na última 
casa da manlissa. 
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Isto	 urn pass() na direcilo certa no sentido de resolver a questao da qualidade
numerica dos resultados, mas este padrao nao especificou tudo. Nada foi mencionado para
aritmetica complexa, por exemplo. Uma falba grave resultante deste padr -do, é que corn
sua adociio os fabricantes criaram a ideia dole sec suilciente. Erros produzidos sac) muitas
vezes considerados como pequenas falhas.

Outras proviancias necessarias para melhorar a qualidade do resultado sao:
aritmetica de alta exatidao, garantida pelos arredondamentos direcionados para cima e
para baixo; pela del-mica) das operacOes aritméticas basicas segundo as regras de
semimorfismo; pelo uso da matematica intervalar e do calculo do produto escalar corn
maxima exatidao e o uso de algoritmos corn verificacdo automatica do resultado. Mas
infelizmente, nem todas estas inovacOes estao disponiveis para aqueles pesquisadores e
cientistas que necessitam resolver problemas numericos ern sua aplicacOes. Isto se dove a
alguns fatores, como por exempt() a disponihilidade da aritmetica de alta exatiddo nas
maquinas digitais ou em linguagens de programacao.

0 trahalho de conscientizacao da comunidade matematica, da comunidade
cientufica em geral e dos fabricantes de computadores sobre a necessidade da aritmetica
computacional seguir urn definicao rigorosa, que garanta a qualidade do resultado e a
verificacao automatica dos resultados, tem silo feito pelas sociedades cientificas como
GAMM e IMACS, atraves da publicacao da Proposta de Aritmetica de ponto-
flutuante vetorial exata (veja I IMACS91D.

A pesquisa evoluiu para a proposta de desenvolvimento de uma ariunetica de alta
exatidao e alto desempenho, que torne disponivel operacOes corn intervalos e a prOpria
matematica intervalar, aos usuarios do supercomputador vetorial Cray Y-MP2E. A
pesquisa sobre aritmetica de alta exatidao e algoritmos coin verificacao automatica do
resultado foram relatadas no capitulo dois.

Atraves da proposta da biblioteca de rotinas de alta exatidao e alto desempenho,
que tornasse disponivel a matematica intervalar ern amhiente vetorial, iniciaram-se
estudos para sua concretizacao. A primeira meta era identificar os requisitos para tal
tarela. Como por exemplo, quail as caracteristicas das linguagens de programacao
voltadas para a computacao cientifica (conhecidas corn extensaes XSC) e fenamentas
computacionais que brain desenvolvidas para proporcionar os avancos de qualidade, que
dizem respeito a forma de implementacao da aritmetica intervalar de maneira que os
resultados sejam produzidos corn a maxima exatiddo. A extensdo do Pascal, PASCAL-
XSC, desenvolvido na Alemanha (Karlsruhe), 6 urn exemplo de linguagem de
programacdo de propOsitos gerais, mas voltada a implementacdo de algoritmos numericos
corn resultados verificados matematicamente, ou seja autovalidaveis. Pascal XSC esta
disponivel em varias plataformas e sistemas operacionais. Os resultados sac) compativeis
em qualquer plataforma. A questao de linguagens foi abordada no item 2.3, mas a
descricdo do Pascal XSC foi realizada no capitulo trés. Os mOdulos avancados foram
analisados no capitulo seis.



Atraves destes estudos se concluiu que o avanqo pratico do uso da rnakrnãtica 
intcrvalai* na 1esoluç8o de problemas wais est4. em paste, limimdo pela incxisencia de 
ferramenus com pulacionais que possi hilircm um uso efelivo de intervalos. Observou-se 
que algiima das Ccnarnenlas exislentes são limitadas. pais r i  porte dos prciiilemas que ,w 
podem resolver 6 pcquenn. Isto dificulta a disseminaçãci pratica e o uso de intervalos nas 
engenharias e em outras gre;is. 

Para a cacac~crização de aritmktica de dto desempenho foi desenvolvido um 
esrudo sobre suas necessidades, Como pmt6tipo desta ariiirnerica de alto desempenho, hi 
desenvolvido um estudo. uma especificação c, posteriormente. implemcntada uma 
hiMioleca de rolinas inlervalares no supcrcornpurãdor Cray Y-MP2E. denominada 
1if1rtvi.a. Esta proposta liii apreseniadu no çapltulci cincci. onde a l i b a v i . ~  foi descrita em 
delaihes. 

Com a lihnvi.a definiu-se a aiitmbtica de alto desempenhri. composta d a  
proçesssirnen to de a110 desempenha (veiorialS e da ma~ernãtica intervalar. Não se tem ;i 
aritmtiica de alta exatidão e alto desempenho, pois no amhienlc velr>rial. como d o  
superlornpu tador Cray Y-MP2E com a linguagem de prngrcimaqào Fcirtran 911, a 
aritmttica não seguc o padrão da IEEE 754 na espeçificaqão do tarnan hci da palavra nem 
na Soma com t i  os a~~edondmen  tos e operações aritméticas em pon to-flutuante são 
cfetuadas. assim sendo. fni nccessíírio desenvolver rotinas que sirnul~tssem tais operações. 

Vcri ficaram-se, uin bem, as lim i taçóar do processam en 10 vetori a1 na mali zação do 
produ ta escalar e de sornas acumuladas. As difetrnc;as nos i ~ su l  tadns Iòram identilicadaq 
como resultantes da Irirma como os cdculos são efetuados. A5 diferenças de resultados 
foram encontradas não s6 em relaçâo a rnãquinas diferenres, mas bmti6m entre o 
proçessarnento sequencial e vetorial. Para solucionar esta Ilmitação seriam nccessiirios 
acumuladoms longos. de precisão maior dn que a disponivel no Cray ou entãn a simulação 
por soi'iwari: da aritmgtica in~eira de precisão infinita. Inklimcnte isto ulmpassou os 
ohielivos dcsla pesquisa, apesar de esiuklecer cenas limitações ã hihlioicca de rokinas 
inrcrvalares quanlo à ariLmiStica de alra cxatidão c ao desenvolvimen~o dc algoritmos que 
veri llicam auiomaticarnente o resultado, 

Em rirlaqão aa tempo de cxecuc;Uo. csks merados podem scr mais demoridos do 
que ris m6lodos reais dispnniveis nas bibliotecas matematicas c cientificas da Çray, 
entretanto sabe-se quc CFS resultados produzidos por cla são contiávcis. pais são 
verilicadris automaticarnentc; alÇm do hio de que são ulilizada as onperuqões leais c as 
rotinas dispnníveis no Cray pari se irnplemenbr as opemçõcs cnvolvendo íntervalos. 

As opmçcics sobre dois ine~.valos no crim putador resultam dc ciperaqões sti hrc 
dois extremos apropriadamente cscol hidos dos opcrandos iniervalams. nndc (E ctllcuIci do 
exlivinri inlèrior é arredondadn pwa baixo c o crllciilo do exlrcrna superior pard c ima 
Dcssa forna, r, imcsultado ceriamente contlsm todos ris resultados da ~iperac;ào aplicada 
individualmente aos elernenins do prirncirci c do segundo tiperandos. 



Para obtençiio de uma aritmetica de dto desempenho, a atiimetica deve ser 
increrncn tada com outros elemenios. Todas as operações com números de pon to-flu tuante 
devem seim supridas de medondamentos dirccjanados. isto e. medondamentos pari baixo 
(para ci númei'o de máquina anterioi-), para cima (para o númein de rnhquina posterior) e 
sirn&ico (para o niirne1.o de m5quina mais próximo). Uma aritmética inwrvallir para 
númerns reais e complexos em ponto-ilu tuan te pode ser çanstiuida com eslas operações. 

A hibliokca Iibnid.ri iS um conjunto de rotinas intervalares que reijne as 
características da materniltica inlervaIar no ambienie do supercom putador vetoriul Cray 
Y-MP. A 1ibnvi.a foi desenvolvida em Foibtran 90, o que possibiliiou as caractcristiças de 
rnoduluridade. sohrcçarga de operadores e Sunções. uso de III.W~V,F dinâmicas na definição 
de vetores e rna~rizes e a deliniqão de novas iipos de dados prçiprios a aniliise matemãtiça, 

Corno pode ser rihservado na figura 5.5. a biblioteca tiii organizada em quatro 
m6dulos. estes sao: bíísico, nivi, çpiic e ei. O mádulo brjsicc) cantem a aritmktiça 
inkrvalar bdsica. sendo por isso ulilizado por todas os demais mhdulos. O rnddulo nplic 
contem os demais mbdulos. pois se u t i i v ~  dela, O rnbdulo de intervalos cernplexos. 
contem o m(idu1o hhsica. Os tipos. vetores e matrizes de intervalos complexos hitirn 
definidas. mas não h m m  desenvolvidas as rotinas que os manipulam. Elas são a extensiíci 
do rn6dulri invi paima complexos. o que na figura 5.5 representaria um i~tânguIo incluindo 
mvi e ci. A seguir e descri10 o cen Leiido de cada um dos mçidulos: 

rn6dulo bdsico - intervalos reais - 53 rotinas, Esias rotinas foram organizadas 
dentro deste m6dulo crn seis con~juuntris, de acordo com o tipo de operação que realiza. 
Esses cnpjuntos são: SunçGes dc transfe&ncia. operaçors relacionais. operaqões entre 
conjunlrrs. operações aritmkticas. fuhvões hãsiças e rotinas de entrada e safda. 

múduln mvi - niaiiizes e veiores de intervalos - 15 1 rotina';. Ncsic módulo são 
irnplcmcn~adas as opcrilc;ões entrc veiorcs dc intervalos. matrizes dc intervalos e as rotinas 
que manipulam di íerenws tipos dc dadas coin intervalos. vetores e matrizes de inte~'va1os. 
Existcm, porlanlo. trZs seçries neslc rnddulci. As duas primeiras, que implernentam as 
optlraçries com vetorcs c com mai~izes d e  inicrvalos. são compostas. cada uma, pcir seis 
con-juntos de rotinas. Esses con+iun tos são: t'unc;des de ~transt'erkncia, operaqões i~lacionais 
e entre coqjuntos. opcraçõcs aritmdlicas. iùnr;&s bhiças elementares. funções prtl- 
definidas e rotinas de entrada e safda. A terceira seção. ondc estãci operayões entre 
di fe~nrcs  iipos de dados, cornporla sete conjuntos dc operaçcics. que san: opei.rições dc 
reais com intei.valos. operaçfiw de reais com veiores de inkrvalos, operqões dc reais com 
rnatri~m de inrervalns. opcraçõcs de inrervalos com vetares dc inieivalos, operações de 
intervalos com matrizcs de inteivalos. operaçoes entre vetoíes e matrizes de iniervalriç e 
ciperaq W s  cnlre vct~islrnatriz real coni velorlmatilz de inicrvalos. 

* inddulo ci - intcrvalos cornplcxos - 58 rotinas. Estc mbdulti irnplementa 
intcrvalos complexos. Da mesma tiirma que o mSdulo hhsicii. ele foi organizado cm seis 
conjunzos de roiinas que são: lunqões dc transferhcia. opcraçfies i~lacinnais. opei.ações 



entre con.iuntos, operações rintmdticiti, flinçkes elementares entre intervalos com plexçis e 
rotinas de entrada e saida. 

mfidulri aplic - aplicações da Algebra linear - 29 rotinas. Esle mõdutu eslendt 
algumas das rotinas reais da biblioteca BLAS para intervalos. Esie conjunto de rotinas 
inclui operaçfies entre vetores. entre matriz e veiores e enire matrizes da filpehra linear. 
Esltcls rotinas incluem os tres nfveis da BLAS. Estão inclufdas algumas rotinas que 
determinam normas dc matrizes. vctores e condicionamento. 

A I h  da ari  tmt-lica vetoia1 intervalar (operações. funçõcs c avdiaç2o de 
cxpressfies). sentiu-si: a necessidade de providenciar hi bliokczis quc !ornassem disponiveis 
a esks usu6rios os rnt5lodçis inwwalares para solução de seus problemas. Inicialmente. foi 
especificada a biblioleca científica aplicativa libselinr-n, composta par IIlgum~q rotinas 
in tewaIarcs de resriluçzTo de equaçães algébricas e sistemas de equações lineares. O que na 
figura 5.5 represem o retangulo mais externo. Esta hihlio~ça in~rva la r  aplicnriva. 
li6selint.cr deve ser composta por quatro rn6duIos. são estes: 

M(idulo dirint, deve incluir os m&odos baseados cm operaçr5eç ídgt5hticas 
inieivii1arc.s c pinpriedadrs in tervala~s; tamtx3rn são çon hccidos como mdtodos dii'ctcis 
intervalaws, 

Mcidulo refini, deve incluir os metodos baseados em inclusries ou refinarnenlos 
iniervalsires da solução e do em; lam hém podem ser c harnados de m6todos hfi'bndos. urna 
vez que sc pode uiilimr a saluçao inicial çalçulada por metodos pontuais ou a malriz 
inversa pontiial. 

MriduPo itri'nt, deve incluir os metodos ilerativos inlervalares. con hccidos 
brnhérn como métodos dc relrixagi(;;ln. Elcs tarnbbm se hascisim em inclusões monotfinicas. 

Mlidulri equnlg, devc çonicii' rotinas do caso priilicular de sistcmu linear de 
ordem um, ou seja. ivstilu~ãci dpehrica de equaqlies por métodos inicrvalai-cs, crimli as 
versficç intcrvalaics de Newtcin. 

Ohserva-sc que dcsw hihliolcca aplicativa s6 foram implernentadas isgumas rotinas 
visando verilicw e validar o uso da biblioteca intervalai. e da marern8liçii. intcrvalar em 
supercornpu tadores. Estc capitulo cstã em iase dc pesquisa. husca-se idcnri ficar 
metodologiris de desenvtilvimcnto c métodos intervalares dc resolução de cquuqões c 
sistemas linearvs. 

Por fim, liiirim rfcscnvolvidos v8rios icsies que vcriiicam a biblioteca de rotinas 
intcrvalareç quanto à sua correção e compalibilidade com u documentação. Em crspwiul. 
as mtinas que implementam as operaçfies e funções arilmtticas intervalates e cipesaqões 
entre coniuntos foram velificadw por exaustão, como pode scr encontrado no çapftulri 
sete. Todos ris resultados obtidos ati.;ivds de programas qtlc utilizavam a 1ibavi.a foram 
comparadris com cis icsulidos prciduzidos par programas iinãlogos em Pascal XSC, 



Para a detcrminsiçãn das rotinas que fuem parte da biblioteca l ibai~i.~, foram 
analisadas as bibliotecas rnatcrnbtica c cientíiica CliSnr.li e lii3~ci.a) disponiveis no Crdy. a 
tii bliotecii N~rineral~r que havia sido estudada e documentada pelo Grupo de Makmiitica 
Computacional da UFRGS e os rnddulos avançados do Pascal XSC. como pode ser visto 
no capitula seis, 

A verilicaçiZo do uso da Matcmãtica Intervnlar no supercompu tador vetorial se deu 
atravtSs da resoluc;ão de problemas nurntricos irnplcmeniados em Fortran 90, utilizando a 
libnvi.a, e seus resaliados foram confrontadas com o de outras bibliotecas. Maiores 
detalhes serão aprel;entados a seguir. 

8.2 Comentário sobre resultados obtidos 

Nesre {tem são feitos alguns comentários sobre os resu1;lados obtidos com esta 
pmquisa. O primeii-ri resultado prdiicri foi o desenvolvirnenia da hi bliokca de i;otinas 
in tervalares 1ibniii.r~ com sua documenlação. 0 s  comen t8iias que podem .ser fei~os se 
refercin hs cai-~c~ezístic;ir; d e s ~  hihlicitcca. 

Como o propçisiln do desenvolvirnenro desta biblioteca foi o de providenciar uma 
feramenu 6til pasa programação científica (em ambiente vetorial), as rotinas 
im plementadas neçessibvarn de certas caracterísiicas como: exatidão. eficihcia. 
confiahilidade. validaqão. facilidade de uso. boa documentação, rnodificahilidade. 
complerudc c iranspiirtiibilidade. 

A exatidlio destas ro~inas IoE obtida pelo uso das rotinas disponfveis no Forlran 90 
para manipulação de números reais (números em ponto-H u tuanres). especidmenic as 
SunçOes hiísicaq elemenl~es. Uiilizou-se para oblei. mcl hor extiLidãci aigurnaq rciii nas em 
dupla prcçisãri, eqpccialmenlc para teniar .se ohier um produio escdar mais prtixirno d a  
cSiirno. Uiilizaram-sc. ainda. algumas das rainas da hihlitecri. BLAS para a implemeniaqão 
das operacoes cn tre veic~i-es e matiizes dc intervalos. A cxtensã(i para roiinas in temalui-es 
se dcu attavLCs da apIicaçiíci de piincipiçis de conversão i~al-in~eivaIn e das propriedades 
de scrnirnorlismo. Manieve-se a exatidão dispnnivel do supercompu tador Crdy para 
pmccsstiinen to cien rifico, mas sc acresçenlou, com in~ervalos. a garantia dos imesul lados. 

Em rc1at;go il cficizncia, evoluiu-se mais neste conceito. pois inicialmente eliciEnçia 
signilicava um usri otimizadri da rnernhia, par wr essa rnuitn cara e escassa. Com u 
evoiut;ãci [ecnolrigica, ciicicncia sc vinculou b idtia de velocidade de proccssamcnto. 
Perdeu-se um pouco da ideia de qualidade para se ter velocidade. Com zi rnatemãLica 
inteiyalas (acrescida de aritmt~ica dc alta exatidão) resgatado a conceitri de eficiência 
como qualidade e griran tia do I-esulhdci calculado com iapidcz. A bi hliolilcii Jibcri~i.~~ 
produz resultados um pouco mais ients  do que a ari tmgtica de ponta-llu tuanre ordinhia, 
uma vez quc os çAlculos são eleiuados para os ext~ernos dos inie~valos. ganha-se. 
coniudo. na parmiu dcis resultados. 
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As qualidades de confiabilidade e validacdo, dizem respeito a biblioteca ser
consistente corn a documentacdo, ou seja, a execucdo do programa realiza exatamente o
que seu propOsito descrito na documentacao define, resolvendo, assim, a classe de
problemas a que se propOe.

Sobrecarga de funcOes c operadores 6 uma das facilidades da biblioteca de rotinas
intervalares. A sobrecarga possihilita que o usuario utilize o nome generic° de uma
funcao, independente do tipo de argumentos desta funcao. A tarefa de identificar a rotina
correta que opera corn tais argumentos 6 transferida ao compilador. Isto facilita a
programacao. Foram sobrecarregados Os simbolos das operacOes aritm6ticas de soma,
subtracao, multiplicacao, divisao e os simbolos relacionais existentes no Fortran 90. As
demais funcOes matematicas foram sobrecarregadas ao nome usual da notacao
matemdtica.

0 use de arrays dindmicos na definiedo de vetores e matrizes de intervalos
contrihui para a simplificaedo e facilidade de use da hiblioteca. Arrays dinamicos permitem
nao s6 urn use otimizado da memOria, atraves do use de vetores e matrizes de tamanho
aleatOrio, garantindo alocaedo e liberaedo do espaco da memOria, mas tambem facilitam a
programaedo, uma vez que o usuario apenas utiliza a sua definiedo segundo a
cornpatibilidade do sistema.

A otimizacdo e vetorizacao das rotinas da libat'i.a se deram como que por heranca
das caracteristicas da maquina, do compilador e das rotinas que sao utilizadas pelas
hibliotecas, como as rotinas da BLAS. O use destas rotinas, alem de proporcionar esta
vantagem, tamb6m produziu a mesma qualidade em termos de exatiddo dos resultados,
adicionado ao use de intervalos, o que proporciona resultados contidos denim do
intervalo soluedo.

A modularidade 6 outra caracteristica da hiblioteca de rotinas intervalares.
cada modulo sfio detinidas as operaebes que manipulam certo tip() de elementos ou dados.
Isto facilita o entendimento, a manutenedo e produz maior estruturaedo na hiblioteca.

Outra caracteristica 6 quanto a documentaedo. 0 manual de utilizaedo seguiu Os
padrOes da documentaedo das hibliotecas da Cray Research Inc. Nele sao apresentadas: a
descried() dos mOdulos, uma introduedo a cada conjunto de rotinas e uma descried°
detalhada para cada uma das 29() rotinas implementadas.

Ouiro resultado, que pode ser considerado como parcial, foi a especificaedo da
hiblioteca intervalar cientflica aplicativa libselint.a, contendo metodos num6ricos
intervalares, voltados a resoluedo de problemas de equaeOes e sistemas 'Meares. Tambem
foram iniciados estudos para a identificacdo de metodologias de desenvolvimento de
metodos intervalares. A continuaedo desta pesquisa ja esta em andamento.



Verificou-se ainda que. em Fortran 90, os v d o i ~ s  são arredondados para o número 
mais prdximo de máquina. ou seja. o arredondarnenlo simetrico. onde o digito 15 da 
muntissa 6 analisado. Caso sqja um dos dfgitos (O. 1. 2. 3. 41 então o nirimero truncado. 
manlendo-se os I4 primeiros digitos signiiicativos. Caso (i dígito 15 da mantissa %ia um 
dos dfgitos [r. h. 7, 8.  9 ) .  então ser5 adicionada uma unidade ao dígito 14 e truncado o 
núrneimci da mesma forma. Esta sorna de uma unidade 15 feita em rnddulo. Isto poderia 
rcsiiliar na perda do valor exato no intei-valo, portanto utilizarsim-se as intinas i?%-(luwn 
e influ-trp de Coma a simular os arredondamen tos direcionados, 

Na primeira versão deshs rntinas kntou-se utilizar a rotina em fortran ricarsr que 
calcula n númcro de rndquina mais prtíximo. Mas o resultadri destas mtinas foi desastroso. 
pois o inkrvalo inff acionado perdia a valor exato em váriris casos. Entao pr.ietaram-se 
novas rriiinas que simulavam os arredondamen tos direcionados. baseando-sc na ideia de 
somar ou subtrair uma unidade no decimo-terceiro digito menos sipniticuiivo da manrissa. 
Esk valor dcpendc do sinal do niirnero a ai. idlacionado e do expoenre. Pois. na vesdadc, 
sama-sc RU suhrrai-sc 1. lI113.U. onde u (5 o expoente do valer a ser inflado. Desia forma. ri 
ivsultado aproximou-st: da detiniçno dos arredandamentos rnonotfinicos e ohteve-si: a 
griran tia de quc os rcaul tados cstariarn sem pir: ctiniidos dentro dri inlcrvalo. 

ResuZlados com 13 a 14 digitos significativos cxams podem ser cihtidos com a 
hihlicikcii de mtinas in~ewalares. com a gardn~ia de que n valor cxuro esr6 contido no 
intervalo. 

Na questão da avaliaçziçào do desempenh(i. dri ganho cornpu~acionsil com a 
utilizaçia dn supei-compu tador Cray Y-M PSE, há dois aspectos a serem considerados. O 
primeiro estsi i*elacicinado h velwidade dc processamen to de 3313 MegaHops por segundo 
por ÇPU. o que pi.ciporrionli que os cálculos seiam eletuados muito velozmente. 

Pnr outro lado. deve-se considei'ar o uso da vetorizaçiçã~i. Utilizou-se apenas a 
oiirnizaçãci e vctorizaqao que t realizada uu tomatiçamente pelo compilador F90. o que 
ramMrn propnrcinnou ciilculcis execumdos velnrmenre. Este scgundo aspecto, enlrctan to, 
tem alguns el'eilns colaterais. como foi visio no produto esçalalai; onde a iroca da ordem de 
paiace2~s em sornatçirias produz resul lados dikrenres. Com o uso de inicwalos. este 
prol-ilerna t4 conimlado pois o resultado inwrvalar çonrtsm ri valor exabci. Pode aconiecer 
que o d i h e t r o  dn intervalo sgia muito grande, devido h falta da aritmt5ticli dc alta 
exatidão. pois em Paçcal XSC se cihservou que o resultado cxaio pridc scr obtido com t i  

uso de expil=ssões exalas e vãsiiíveis do iipo clorp~rcjsir~rr comti visbo nri Itcm 7.1 .S .  

Resullados otikidos pela libl~ili. rr são tao eficientes quanto os resultados obiidns 
pcla hihlinlcca de rotinas vnIzadiis para íilgehr~ linear ELAS disponivcl ria lih.~ci.rr. pois 
d6rn de a utilizar. a 1ihnii.cr opera com inzervalos qlie contbm a srilrição. pi.opoccionando 
1-esull;idos ctim limiies configveis. 



8.3 Limitações do trabalho 

Algumaq das l i m i h ç k s  da bibliokca de rodnas inieivsilares são decoirenies da 
arquitetura do Supcreomputadar Cray e de sua ~rltmSticri de pnntri-flutuanle, como por 
exemplo, o fato de não se tcr na 1ibavi.a opcraçõcs aritméticas com mtIxima exatidão. 
condic;ão necessária para se ter aritrnetica de alta exatidão e desempenho. 

A representação dos n6meros reais no Cray pode ser feira em precisão simples (em 
uma palavra de 64 h i t , ~ )  ou em dupla precisão (duas palavras). Na pecisiio simples os bits 
são divididos em ~rSs  regifies: sinal (bir 63 ) ,  expoentc (birs 62-48) e mantissa (hirs 47-01. 
Os quarenta e oito hir,r da rnantissa proporcionam. aproximadamente. 1 5 dfgi tos decimais 
de pihecisão. Em dupla p1~cis3ci. apenas sc aurnenm o número de dígiios da rnantissa. que 
passa dos 48 para 96. prnpoi~ionando uma mamissa decimal de 29 dígitos. Apesar da 
represenhçãu dos números em ponta-flutuanke no Cray contar com mais digitris do que a 
especiticação do padriiri IEEE 754. ri foma como as unidades Suncionais de ponto- 
fiuLuanrc rmealizam as operasfies aritmttiças resulta em perda da exatidão nos cdlculos. 

AtíavEs das rotinas que simulam os airedondamentos direcionados, garantiram-se 
treze dfgitos decimais ncss intervalos de reais. Estas rotinas ~ i m u l a m  o compoi-tarnenlo dos 
arrednndarnentos. snaq não são arredondamenlos. Elas não testam se um dcterrninadri 
valor j;l 6 icprcscntrido c aplicam o ai~cdondarnento no di5cirnri-terceiro dígito da 
mantissa. Istí) se ccinstiiiii em outra liinitar;ão. pois sempre .se tem um in~i-valo maior do 
que sc poderia 1c11 nao sendo de inhxima exa~idrlci. No Cruy en livnla-se esla limi ta$&. 

A falta das prcipricdades das opcraçães aiitmeticas delinidas sobre n clinjuriro dos 
númer-cis em ponl(i-H u tuanic, que garan iem a estrutura d@htica dc ,scmimoi*l?srno. 
inboduz cmos c. dgurn~q  vezes, iI: a causa de resultados inesperados cm cAlculns 
efetuzldus na supcxompuiadar; espccililrnenie no modo vetorial. onde a ordem que as 
operac;fies são efctuadas siio riltei-adas. 



8.4 Melhorias que podem ser feitas 

En1i.c as p~ssfveis melhorias em wlaçiío à hihliriwca de rotinas intervalam~. 
destiicam-se as que apontam para uma cxaLidão mais pr6xima da btima. Isto implica na 
implerneniaqão das rotinas de amdondmento direcionado. do produto escalai. 6timo e do 
controle de erros nas operaçoes siti trncticas. 

Outra rnelhciria diz respeito visualização dos resultados no que tange às rotinas 
de entrada e salda dc dados. Não se utilizaram as potencialidades do Fonran 90 para se 
otitei* melhor exaiidilci nos i=esultados impressos. pois as rcitinas de im pi~essãa mostram 
valores em tiirmato Iivre. Pretende-se desenvolver rotinas que passibili tem ao usudrici 
dejinir n hima~o dos dados. 

Em relaçiio h documenv~ção. nri miinua1 de ulilização das rotinas os excmplos 
dados na dcscriçáa detalhada fiirarn os mais árnplcs. Na nova versiio devem scr ineluídns 
exemplos mais elaborados, incluindo si tuai;&s prcihlcmfiticas. 

8.5 Propostas para continuidade 

Enrw as propostas de continuidade desta pesquisa csuo: a irnplementaçãci das 
me1liorias que podem scr fciias à hihlioieca de rotinas in~rvalatts; o desenvolvimenio dn 
mlidulo dc matrislcs c vetores dc inteivalns complcxos: a implernent2icão da biblioteca 
interviilar cicniilicii 1ibsrliiir.rr para sisiemas lineares: a irnplernentaqiici da hihliiiteca de 
rotinas iniewaiares para integriiçãci numllrica e a disseminac;aci da matemãtica inkrvaicir c 
da biblioteca entw pesquisadores da CTFRGS i: CESUP. quc sr: utilizam do Cixy para 
i-esolver prohlemus. 

Em ~ l u q ã n  h melhorias para a 1ibavi.n csuo n dcxnvolvirnento dc uma 
siritm&iea di: a! to descmpcn ho c alia cxa~idão no amhienre dn supcrcompuiridor veiorinl 
Crsiy Y-MP. (i que inipliça o csiudo e a irnplementa@íci dos anedondnrnentos 
dirccionadns. do conli-cilc aulcirn~ticti do erro nas nperidçcies arirmhicas h8sicas. do 
produio escalar exalo c. ainda. a incorpai*~c;zlri dcs l~s  cuacteris~iczrs il hihliorecci lil.mvi.rr; 
e ii irnplernenmção do rn6dulo dc rriiinas scihrc vetorcs c mutri;rzs dc intervalos 
cornplcxas 

Para r) projeto de bibliotecas intervatates aplicativas devem ser esludados os 
problemas dc nrsolução de equaçiks algdhricas. sol uqilci de sislernas lineares e integraçiio 
numerica. O estudo comprende metodos pontuais hdsicos e merodos iniervalares. Busca- 
sc não sçi a resolução d ~ "  prnhlemas, mas m M m  idenrificar as rneiodologias dc 
dc~nvolvimento dc mdtodos intcrvalars de toma a se obter resultados com alia 
exatidão, entre limites conliSveiç (um intervalo) e que sejam veiific~dris nutornaiicamenne 
pelos com pu tadoixs. 



Como =sul tado da miílise dos metados inlervalares existenres na literatura para 
soluqão de equações alg6hriciw e sistcrnw lincarcs dcvc-sc especificar, irnplernentar e 
documen br  a biblioteca aplicativa intervalar Iibse1iiit.a. 

Do estudo de metodos intervalrares existentes na lileratura sobre inlegruçaci 
numerica. visando a descrição, çarrictei.ização, identificação dos princípios dos métodos 
in tewalares. deve-se especificar, implementar c documentar a biblioteca aplicatira 
intentalar libintnum.n, abrangendo este capitulo. 

Novos métodos intervalares podeimão scr desenvolvidos e implementados c seus 
 sult ti idos comparadns, uma vez que se Grn a ariimerica iniervalar e rotinas h&iciis 
disponiveis no supcrcomputador. 

Outra proposta dc continuidade t! o estudo do desempenho da matern8ticu 
intcivalar na sesaluqiío de pmblernas nurnCricos. atraves de Lemamcntiis cornput;icionaih. 
cm mhicntcs: seqhenciul (Pascal-XSC em PC486dx ou eslaçdcs de trabalho Suo), 
vctorial (Biblinteca de rotinas intervdares libçrvi.~ no Crdy Y-MP2E). paralelo 
(Bihliotccsi paralela a sei. dcsenvoIvidn em p1ataforma de Trzuispu lers) e distribuídos (sede 
dc cstações dc trtihalhai. Quer-se estudar a resoluçiío de problemas numéricos em 
di krenies ambientes cnrnputacionais. idensi ficando as caracterísLicas especificas de cada 
amhienie, as vantagens c desvaniagens dos djferenres tipos de prwessamenlo &whre a 
reso1uc;ão de prnblcrnas com aritmi5iicii dc alta exatidão. 

Entre estas questões. deshca-se a maise do pmde1isrnt.i exisknic em cada uma 
das operacões c funçr'ies intervalares, para se determinar se a plataforma de hardwarc 
adotada é suliciente. ou seja, se existem procersadores suficientes para que o pardlelisrno 
inerentc da operação s, ja utilizado. Ao mesmo tempo. deve-sc considerar. crn cada 
operavão. como utilizar cada prncessador, de forna que ha,ia um equilitiria de t m h s  para 
calia processador. 

A solut;3ri dc prohleincis prGticris quc cnvolvm sistemas dc ccquat;cJes l i n a %  pcir 
rnt5todti.s nu mericos c inrervalnrcs cointi cxempltis. p m  qut scjm i'eiix cornpal-ri~rics 
quunlo a tcinpci de prnccssamenta. exatidão. conver~Bncia c controle dc instahi~idudes; c 
assim. se,ja disseminada cniimc usuãríos do supcrcomputador o uso da mritemdtica 
intc~*valar+ 

Aigurnas desta questões c propostas jri se cncnntram em andarnenlo na h m a  dc 
trabalho dc pesquisa dc dissermção ou dc projetn de pesquisa do Grupo de Matemiticri. 
Crirnputricinnal cm Con,iunto com o Grupo dc Arquiteturas de Computadores c 
PrncessarnenLo de Alio Dc.wmpcnho do PGCC da UFRGS. com apoio dci CNPq c do 
Prolem. 
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10 ANEXOS 

10.1 Recomendação IM ACS/GAMM 

Avanqos em mnologia computacional siio agora tão profundos que a capacidade 
aritmética c o repertório dos computadores podem e deveriam ser expandidos. Os 
arredondamen tos e operações aiimtlticas elementares (incluindo arredondamen tos e 
operações in tcrvalares) de qualidade proporcionados pelo Padrão IEEE para aritmttica de 
ponto-llu tuan te [2.3] deverkarn ser estendidos aos espaços produtos da cornpukção 
(verores. matrizes e n6rnei.o~ com plexos,etc.). Esta proposta dã os deu1 hes essenciais para 
fazer ist0.A nova capacidade çornputacional espandida 6 ahtida com um custo modesto. 
Extraordinariamente. a nova metodologia n5o implica em p a l i a r  o desempenho. Alem 
disso, técnicas são agora dispniveis para que com esia capacidade expandida. o 
computador par si mesmo possa seser usado para avaliar n qualidade e a confiahilidade dos 
resultados calculadtis para uma grande faixa de apljçlições. 

10.1.1 Escopo 

Esta pi'oposla iS um documento otlciul da GAMM e IMACS. Ela define a~ 
propriedades matemáticas que as operações aiirrnkricas em ponto- tluluanlc. especlalmenttl 
operações vcloriais ccirnposlas. deveriam satisfa~~r(veja tambem[ 17 J ). Isto pode ser visto 
corno uma extensão da uhordagcm dos Padrocç IEEE para aritrnttica em ponto-flutumre 
1754 e 854) 12, 31 puramente escalar para aritmeiica veioriaVmatricial [h. 7, 8.1 2, 22. 25, 
26-27]. Contudn, melhor que scr prexririvci ao nível de hit, esta proposta aplica-se a 
muitas plataformas de h~rrclirtare e formatos em ponta-flutuante. Ela pode também ser 
usada para especificar o comportamenta matemãtico d u  operações matemãticas em 
linguagens de pro~drnaCãri. Um sistema equipado com a arirm6tica proposta 6 uma 
platallrirmu ideal sobre a qual bknicas de veiitlcaçiio autombtica do resullado podem ser 
r-cdi~adiis I I .  1 6, 2 1. 23. 24, 36, 371. Os objelivos principais desta proposta suo a 
coni3anqa e a segurança dos rcsulrados nurn6ricos. Pai-te das caiaçterfstiças propostas 
podem scr proporcionadas em sqfhllnr~, se bem que um hnm supofle de IiarcI~lart~ tC 
i'ostemenic recomendado. O Itardwnw existente e implementaqtítq dc sqftviwrr 
demnnstram que aritmética de ponto-flu tum te vetorial exaia t! pratic8vel usando si 

tecnologia atual - com um custo modesto e. geralmente, sem penalimr n iernpo de 
exccução. 

10.3.2 Definição de aritmetica computaciona1 

Um fnrmato dti ponin-flutuante 6 del'inidri por sua base h(iaadi.i-). sua precisão 
p(Larnanho da maniissa), e scu expoenie mínimo e mhimii. etiiin e rn7u.r. Estes quatro 
parâmetr'os delinem iim formar0 de pnnto-flutuante F(h. p. rniin. ~n7n.r) e, então. (i 
con+iunto linilci de númerns mis sep~~sentgveis com esze Somaio são os numeros em 



ponto-flutuante F. Par conveniência, 6 assumido que um formato particular em ponto- 
ilutuante tS dado. 

Um arredondamento rnd(x) 6 fun@o rnonotfinica, não deçrescen tc. de números 
reais R sobre o cnyjunto dos números em ponto-flutuante F R, que deixa tados elementos 
de F inalkrados. A monotonicidade dirnina comportamentos irregulares dc um 
amdondamen 10. Formalmente, as duas seguinres propriedades devem valer: 

r n d ( x ) = x  E X E  F (pro.jeç8o ) (ia. i )  
x 5 y * rnd(x) 5 rnd(y) pard xx, E R (monotonicidadel (10'3) 

GeraImen~e amdondmentos usados tamwm sio anli-sirn&ricos: 

md(-x)= -rnd(x) para todos x E R (anil-simetria) ( 1O.ll  

Note que ( 10.3) impãc a propriedade da simeriia sobre F. assim se x E F. 
então -x E E Exemplos de amdondamcntos anti-simduicos são ns an-edondamentos para 
zem (truncamenrn). o arredondamentn longe dc zero (para cima). e cerlos 
arredondmenlos para o mais prSximo. Hg muim maneiras de detinir um anvdondnrnento 
para o niimerci ein pcinlo-il utuanze mais prãxirno. 

0 u i i . n ~  arredondarnen tos imponmles s2o os arredondarnentos direcionados para 
-- (para baixo. dencitado por V) e para +M (para cima, denoludo prir A). que são ambos 
igual mente definidos por ( 10.1 ),(I 0.2). e ri propriedade adicional 

Vx 5 x I Ax para todo.; x E R (mredandarnenta direcionndo} i 10.4) 

Um ovcrllow dc cxpoenit: poderia scr mapeado para - ou -- . contormc o 
çasti. Os ai-redondamen tos dil-ecinnadcis nãn sãri zinti-simeuicos. mas sa~isl'liiern a 
~ ~ p r r i :  V(-x)=-A(x) . 

Arredondamentos siio delinidos exalamente da m a m a  maneira paida números 
complexos e para os espaços produtos básicos (veto~dmairizeç reais e crirnplcxris). Em 
todos esses espaços. a rvlação de ardem 5 i5 definida por componente. induzindo a uma 
ordem parcial sobre esses con-juntos. Se T denota um destes conjunlos e S seu 
subconiuniri represenrlivcl no computador, um amdondamentti dc T em S satislaz as 
mesmas propriedades 1 1 O. I ),( 10.2).( 10.3) com R suhstizufdo por T L' F por S (exemplo. 
se T=R". cmãn S=Fn ): 

rnd(x) = x sc x E S (projeção) (10.51 
x I y m?id(x) I rndly) para x.y E T (montiicinicidadc 1 ( 1 0.6) 
md(-x) = -rnd(xJ p u a  rodos x E T (anli-simetria) (10.71 



Note que (10.7) impõe a propriedade de simewia em S. A seoi'ia da aritmetlca 
cornputacianal mostra que esses íul-edondamentos são equivalentes a aplicar 
arredondarnentos análogos a componentes individuais do vetor. nu da matriz. ou nas 
partes real e imaginária de um número complexo separadmenk[26.27]. 

Para os correspondefites espagos tntenralares - os inkrvalos sobre os nijmeres 
irais e ccirnplexos, assim como os inlesvalns sobre os ve~arcdrnairizes rcais e complexos- 
a relação de ordem t! a relaçição de suhcanjunro c {em ( 10.6)). Um anedrindarnenro de 
qualquer can+junto inkrvalar T em seu subçopjunto S rep-esentdvel no computador 6 
definido pelas pimopriedades (10.5).( 10.6) (com I troçado por i$. mais a pr~priedade 
adicional 

x r md(xf para tados x E T (inclusão) (10.8) 

Estes andedondarncn tos inlcrvalares são m M m  anti-siméti.ícos. isto 15, eles 
satisfazem ( 10.8). 

Quando uma operdção aritmklica em um dos espaqos hdsicos (os númeiris reais e 
cornplcxos. vetci.reslmatrizcs e os comsponden~es espaqos in tervu1an.s) 6 modelado no 
çomputador.ela será definida como segue: 

Seja ã um das espaços segundo çonsideraçZo em que operações aritrntticas são 
definidas e, seja S seu suhcon-junto representável no computador. Se 6 uma operação 
aíilmtlicri em T. a comspondent~ operação no computador H em S tl dada por 

i* R s := md(r v s) para todos r.s E S (npcraçiío arrcdandada) (10.9) 

onde rnd 6 um sirteclondamento. Isto ij, a cipctaqiio no computador deve ser  cl'cluada 
como se o icsultad~i cxaw fnssc primeiro culculado e. então, ~nedondadii com o 
antdondamen to selwionado. O arrcdondarnento rnd unicamente de termina a operaçári 
arirdondada a no compuladoi.. Com a excessfiçi dc V c A, gcraimenie os 
airedondamcnios usados são an~i-sirn6lricos. Lembrar quc n o  caso cic intcivalcis. ci 

amdcindamento deve adicionalmente satisfazer o requerimento de inclusão (,I0.8), Um 
rnnpcamcnio de T crn S satisfazendo (10.5).110.6).I10.7), c Il(L9) (e (10.8) no caso de 
intervalos) C chamadti dt: sernirncirfisrno. Muitas propriedades de am baq as estruluras de 
ordem e estruluras Jp&hricas são invaiiantcs sob um scmimorlismo. Para mais dcialhes, 
veja 126,271. 

E liicilrnente vislo que a pmpricdadc ( 10.9) garante que todas as operaqries 
nritm&ticas são exatas a pelo menos 1 ulp (unidade na Iiltima casa decimal). 112 ~ i l p  é 
dcanqada no caso de amdondrimento para o mais pr6ximo. Esta exatidão cS ~tlcancacia por 
operriqfies eIementa1.e~ em pon~ci-lluluan tc detinidas por váiias implemenlaqfics incluindo 
todas aquelas de acrirdn com os plidrõcs IEEE (754 ou 854)[2.3]. 



Uma anfilise cuidadosa mostra que todas as operaçries aritméticas em consideraçãri 
(com uma cxcet;ão) podem scr expressas em termos das quatro operaçfies aritrndriças 
clementaics t, -. *. I para narnercis em ponto-flutuante mais uma operação adicional (que 
C uma opcraqgo comyios~a), o produlo escalar (exato) de dois vetores com componentes 
em pon to-tlutuanre (dcnolsido por .). Esia quinh operação 6 dellnida na caixa abaixo. Para 
irnplernetar as coi-respondcnses ripcraqões intervalares, a teoria da aritmética 
cornputlicional mostra que as mesmas cinco operações (+, , *,I . .)com os 
arredondamentns dirigidas para -= (para baixo, V) e para - (para cima A ) são 
suficientes. A exceçãn, divisgn complexa (intervalar). pode ser realizada 
ikrativamcnte[26.27.9]. 

Resumindo, operaqfies sernim6rficas para niimeros reais e complexos, vetores c 
mawkes assim coma para intcrvalns reais e carnplexos. vetores c matrizes inkrvalares 
podem ser tcalimdas crn lermos dc 15 nperaqões iiritmeticas fundamentais em uritrncEtica 
de ponto-ilutuante: +. -. *, I ,  .. cada uma com os arredendarnentos [I . V, e A, onde r] 
in1ci.a um anlcdondmen to an ti-sirn6tBco (tipicamente para o mais prdximo). Os sim bolos 
a .Be A (~lndc 'E {+, -, *, /* - 1 )  represenum as opera$cies definidas por ( 10.9) usando 
um m-edondamenio and-sirngtricci fl Isemirnorlismo), o amdondamento para baixo V. c 
o amdondamento para cima A. respectivamente. 

Essas 15 operaçks fundamentais são enconlradas em uma variedade de sistemas 
de programação 1 13, 15. 16, 23, 241. Doze das 15 operaçcies são propoi.cianadas pelos 
padrõcs IEEE. Adicionando somente mais tr2s. as operaçfies aritrneticris em todos os 
espaços prtrdutos hdsicos da matemStica podem ser realizados com 1 (ou 1/21 ulp de 
exaridUn (em cada com poncnle). 

Em iuidiscs nurntSricas. ri produlo escalar t! "oniprcsenle': Elc aparece em 
ariimérica complexa. arilrn6iicri vctorial e matricial. aritrn6tica de rnul~ipla precisão. 
tt5cnicas dc E tinarnenin i tei'alivo. entre muiios tiulras lugares. 

Para completar ri especificstçãci da aii~rnéticu cornpuiacicicinal. scrd dadci agora uma 
definiqão 10rmal de uma aperaçãn de produto escalar exato. 

Dadtis dois vctrii'cs x e y com n componentes cm ponto-flutuante cada e 
urrcdondamen\o pre.wrilri rnd. ci sesult~dn s em ponto-tluiuanle da opei'açrlo dc produto 
escalar (aplicada para x L' y) tS dcfinida por C 3 O. 10) onde lodas as iiperaqões arilrnelicas 
siío exatas. Em outras palsivrds. s wr;E ciilçubdn conio se um resultado intermediário 
T = .r. 1- i'cisse corrctci para precisão infiniia e crim Faixa dc expocn tc ilimitada e, enião, 
arredçrndado para n formato em ponto-tlutuantc dese,ialli de acnrclti com 0 

arredondamcn to rnd selccionado. 



Essa definição da operação de prodiito escalar garante a mais alta exatidão 
possíveI (pala o dadri arredondarnenta e o formato destina em ponto-flutuante). Ela 6 
an8loga h dciiniçiio da riri trndlica escalar cm ponin-fluluan~e dada nos padrões iEEEI3,3]. 

E imporiantc peirehet. que a ordem em que ai operações elementares sào 
realizadas quando determinam a produto esçdar não k especificada, e que esta acomoda o 
pmcessmenio pipelinizado(e. potencialrncnte. paraIe10). A reordenaçiio das parcelas não 
tem influhcia nos resultados calculados desde que todos os resultados intermediários 
=-iam exatos. 

Em contraste. notc que o cLiculo tradicional do produto escalar de dois vetores 
com n componentes cada ( em aritmbtica de ponto-f7u tuanne comum com mul tiplicaç8~ c 
adições arredondadas) envolve 2n- 1 amdondamentas. Se ocorrerem cancelamentos 
carasli*hficos. um grande númcro de dfgitos significativos podem scr perdidos I 13, 35 1. 
Islo pude acen tecer mesmo se um foima10 de piccisão estendida dos dadtis Iòr usada para 
E) sornakCisici. Perda dc parte da exiitidiiti, uma ctinsidcrdvel quantidade de tempo de 
pmcessmen to pode ser r-querido para realizar passos in termediiirios gratuitos tais corno 
composição, dcccimposiç;70, narmalização e, arredandamenta dc valores em ponto- 
flutulinie inlemediáiios. AEm disso. speraçriles desnecessiEsias de carregar e urmazenrii. 
podem ter dc scr realizados no moda tradicional. 

10.1.3 Opções de irn plementação 

1mplemenl;ic;ões das operações elementares em ponio- fluiuantc czim dil'cicntes 
ancdondamen tns são triviais. A i.ealixação compulacicincil das novas opraçfies de prriduici 
escalas podem ser xalizadas de dfkrcntes rnaneirag [ 14, H]. Uma rnancira de somar n 
nãrneros ou produtos t via acumulação de ponto-fixo. A escala que acompanha cfileulcis 
em ponto-fixo C eliminada por uma irnplementação de hnrh~crrr que tem tido usa por 
mais do que dez anos. Esre rnecanismn emprega um i~gisrrador longo dc pon~o-lixei 
(acurnuladnr) abrangendo duas vezes a faixa de expoenk do himato em ponio-tluiuantc 
na qual os ccimponenles do v e m  s5io dados (ve-ia por exemplo r14jl. Se um númctnri 
relativamente pequeno dc dfgiilis exiras 6 prripnrcinnadn na Ircntc (paçtc mais 
signi licativa] scmdhantc a um rcgisirador para coletar "vai-um" cx tras. o icsul tadci 
intcimedifirio cm tal itgislrador I j  scmpi'rl cxnm e não pode ser ovèrtlnw ou undertlow 
parri quiilqucim númcro psalicdvcl rii: srimadarcs. Somente uin urivdondamenlri oetirrc. c 
essc iS nii lim do processo de acuinulqãa, Este melrido tem a vanlagem de ser mais 
simples. direlo e sempre proporciona a resposta exaia de-jadu.  

Implernentaqõcs existenrcs e csrudos deulhados mostram quc uma irnp1emenke;ão 
de hoidil;ar.e de um regisuadnr longo (5 mtineirzi e inexpressiva em unidades adicionais dc 
siliciri e podem ser leitas para cxecutar i50 rilpida quanto ii acumulação cm pcinm- 
fluruanie convencional. As oyierac;ões fundamentais que são necess5rias são: inicialimcãci 
do rcgistradcir longo. adição dc um produlo de dois números em ponto-llutuantz: parzi c i  
regtsiíador c. arredondar o cnntebdo dn wpistimsidor para um niimerci cm ponto-flutuante 
(usando E) ancdnndumento escalliid~i). Qutras operaçfies de"ic:,jadai; inclucm: adiqão clc um 



nbrnem em pon ta-llutuanie para o imcgis trador, sidiqão e comparação de dois registradores 
longos. Extensiies de linguagens existcnks de programaçãri proporcionam e cxyiIai'am 
essas opeiiiçõcs [ 14, 1 S. 1 h. 23.241. 

Um número de estudos em pesquisas de urna solução que irri requerer menos 
silicio que um registrador longo estão abaixo desta. Uma alternativa 6 uma janeIa 
(registrador custo) onde somenre um segrnenla do registrador longo t' realmente prrividri 
em hardwçrr*~. Isto pode ser justificado desde que os cdlculos envolvendo expoentes muito 
lnngas ou muito curtas raramente ocorrem. Na sua forma mais simples, a janela e um 
seguimento de amanho lixo cobrindo urna faixa fixa de expoentes. Uma variante mais 
sofisticada permite a janela ser transferida para a esquerda (para acomodar os vaiorcs 
iniermedidrios maiores). mas nunca pura a dircira. desta maneira mantendo urna janela na 
prirtc mais significiitivrt da produto escalar. Cantudri. qualquer sornador quc não caiba 
complelamen~e requer watamcn to caiao. provavelmente alravks de sqy7wur.r especial. 

H$ rn&rodos iierativos bem conhecidos para computar somas c produtos escalares 
exatamente que usam aritmtçtica em ponto-flutuan te somcn tc[S. 331. U rn destes pscicedc 
-Ia troca sucessiva do con+juunt completo de somadores. usando uma récnica de 
cori.eçãn. Em um número fini to de passos, o con,junro de somadores C dirigido pua  um 
estado onde nenhum snmador coincide cnm outimo num seniido dc pon~ci-lixo. e então ci 
somaitirio 6 cen-etamentc crimple~ado. E irnporlantc notar e explorar o fato quc a soma 
corrclamentè arirdondada podc cskar disponível muito mais cedo no processo. 
ti.qucntcmcnic depois de uma intcraçio. Veja 151 parli um exemplo de critério de parada. 
Esses rnttodos exigem opesat;ões exatas +, -, * que podem sei. Iòrnecidas iepivsrinlandri o 
 sull lu do com 2 númeins em ponto-llutuante. uma parte de alb-ordem e uma parte de 
baixa-ordem 191. Contudo. esses rnElodos ilerativos Em algumas dcsvanragens maiores: a 
número de ilerações e a quantidade de rnerncíria requerida para obter uma resposta exata 
não são conhecidos a pi-inibi, c O V P ~ ~ O H ~ S  e ~rnderflniia intennedifirins não podem ser 
eviiados sem uma depadzição signi fican te dn desempcn ho. 

Do ponto dc vista dn usuSriri, o bem-delinido. comportamento pi.ognosticlil do 
rcyistrridrir longo L! tiltarncnte desc,jsivcl. Qualquci- apoio parcial de 1irridwrrr.r cxigc 
~ f i i ~ r i r e  com plernenwi; Frthrican tcs que sc imccusrim a propçircicinav uma irnplcmenlriçãri 
complesa do ptmodulo escalar em hnt-rlwrit4r dcvcm estar conscientes do f;itti de quc pode 
.=i- urna penalidade substancial nn desempcn ho em apliçaç&s essenciais. 
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10.3 Tabela das constantes de máquina 

A tabela abaixo mostra os valoics das consranles de rndquina detinidas para o 
ambiente do Pascal XSC (PC486) e para o Cray. Elas silo utilizadas para definir os 
dom fnios das tunç6es elementares intervalares definidas pela tabela 5.5, 

constmic. 
sqmax 
expinnx 
cxplOinax 
riiie -c ph 

oiie+cps 
rnaxrcal 
rninreiil 

valor em Pawl XSC 1 

1.340 780 797 094 75'1 6 .  10i5" 
7.097 877 178 933 84 .102 
3.082 547 155 599 167 . 102 
0.909 99!l 909 9Og 900 O 
1 .OOO MO IKK) 000 (MO 2 
1.797693 134 867 315 8 .lO'OH 
4.(34065h45H41746-F .10'324 

vzller noCray 
5.7 15 361 924 162 1 , 101232 
3.676 R77 8X6 1 1 1 .I0 ' 
7,465 434 568 904 . lu3 
0.riOq 999 909 900 996 40 
1.000 O W  OOIW O00 007 00 
0.373 .1(i2*8fi" 

0.367 . I  0-ldhi 



104 Extrato da listagern da 2íbuvi.n 

li havi.19O 
include 'inler.incl 
inierfnce nisiyrinerit (=) 
interface opemior (+) 
inierfrtce opemior I-) 
inierface operator (*I 
interfíice operaicir (I) 
interracc nperator (==) 
interl';icc operafor ( I = )  
iillerl'accr operaliir I<)  
ili lert'acc operaicir (3) 

jnteriice opemior (c=) 
uiterhce ripraior I>=) 
iiirerisice sin 
inierf'íice cos 
ínterihce Lm 
interlhce exp 
inierfílce In 
iiiterl'ace lop 
iniert'acc sqr 
iiiieri'ace sqn 
i~~terí'nce MNI 

suhrriiiiiiic scopy (A.D) 
iypc lii~lervnll. interii(ou1) :: A 
iype (iniervíll). inlciii(iii) :: i3 

suhrciu!inc sswap (A,B) 
ty jx  (intcniall. inteiit Iiiiciul) :: A.B 

fuiiciicin diizpi (Ai  wsuil (C) 
real. inleril(in) :: A 
ryyie Iiiitervall :: C 

iùncliciii sirilv;il (A.BI3) resuii (r} 
scal. iriterri(in1 :: A.B 
iypc Ciriicrvril) :: C 

Fuiictitiri sitil*(A) rcsult (C )  
lypc ~itllcrv:~l}, inIcni(it1) :: A 
relll :: 

t'uiictioii ssup (A)  re'iull (C) 
lype (inieív:~ll, inlenllin) :: A 
real :: r 

fuiicljo~~ çinod (A) rcsuli (C) 
iypc (intewaJ). inteiii(iii) :: A * 

real :: r 
real :: MI.M7 

l'uriciiori srniix (A) resuli (C) 
lypc ti~~tcrvi~lj, Í~~ lcn[ { i t i )  :; A 
real ::C' 
reai :: MI.M1 

Iùnciiciri smiii (A  k rcsirii (C') 
iype (iiiierval). inleril(in) :: A 
mal :: r 
wal :: MI.M2 



liinctirin sdis lA.B 1 result (C) 
tyyil: (iiizervall. iriiaiiIiii) :: A.B 
wal :: C 
real :: x 1 ,x2.M I .M7 

funçiirin adia (11) result (C) 
I y p  (inierval), inieniIin) :: A 
real :: c 

runciion sdiw {A) resul~ (C) 
type (intcsval). iiiienc (iii) :: A 
real :: C 

functirin Sta íc i  (A) resuli (C) 
lypi: (inlervnl). iz~iciirtiii) :: A 
RlbI :: c 

funciioii sincd (A)  result (C) 
t y v  (iinervnl). iiiteiit(in) :: A 
real :: C 
Ri11 :: x 

Sunctioii sequ (A,D ) resul! (C) 
Iypc tinterval). iriteni(ii1) :: A.B 
lagical :: C 

liinciicin slcss (A.B) rcsult (C) 
lypc ( i f~~ervai) .  i i ~ I e ~ ~ l ( i n \  :: A.D 
Inyiml :: C 

funciiciri sprc ( A O )  rtisull (C) 
lypc (u~tcrval). i111eni(ii11 :: A,B 
Ingical :: C 

functiciii sleq (A.33 1 rcsuli (C) 
iypc (in1erv;il). inieiit(ir1) :: A.B 
Iogiml :: C 

funcijon ssgey (A.B) rcsull (C) 
type ((itt~crviil). inieniliil) :: A.D 
Ineical :: C 

í u i ~ c ~ i ~ i i ~  rins ES~III (C) 
re:tl, inteiiitini :: A 
lypc ( i ~ ~ t c r v i ~ l l .  i i ~ t e n l ( i ~ ~ )  :: B 
Inpiinl :: C 

i'uircrioti snçq IA.B) ESUIZ (C) 
zypc (iiiiervítt). iiiicntIiri) :: A.D 
Ii,yrc;zl :: C 

fuiictirin sxitiy (A.B) resuli (C) 
lypt (iritttrvnl). iiiterit l i l i )  :: A.8 
l0pi~Zl :: C 

hnct íoii sxcy (A.B ) resu t z  (C) 
typc (iiilervd), inteirl (iii) :: A,B 
I o p i ~ l I  :: c 

luiiçiiciri sxm y ( A.B 1 wxlil~ (r) 
iypc tiniervnl). iiiieiit (Iril :: A.13 
lngic;~l :: C 

lunciitiii hiv (A.8) ~ n u l t  (C) 
[ype ~intemdl. i111ent (i111 :: A.B 
logial :: C 

Sunctiorr suiii (A.B ) scsull (C) 
iypc (iiilenral). itiie~itfin) :: A.D 
Iype (irtierva!) ;: I' 



real :: M l , M 2  
luriclion sunid (A.B) resulr (C) 

lypc (iniervai). iiileii t(iii) :: A,I3 
iyye (inicnia!) :: C 
rcal :: M L,M3 

function siriler (A,B) result (C) 
lypc (iniervd), inlenl(ii1) :: A.D 
type {(inttiirvall :: C 
typc (intesval) :: D 
real :: M1.M7 

~unctioii sadd (A.0) resuli (C) 
Qpe (inlerval). iiileni(iri) :: A,l3 
type l iniewd) :: C 

functioii smi I A )  rcsult (C) 
i y p  (intervall, i11 tcnt(in) !: A 
t y p  rintetvai) :: C' 

lunciicin ssu h (h.13) result (C) 
iypc (iritcrvai). iiiientlin) :: A,B 
lypc (inlervnll :: C 

funciioii sricy I A )  rcault (C) 
Lypc ~ i f ~ i e r v ~ t l ~ ,  ~ I ~ I ~ I I I ( ~ I ~ )  ;: A 
iypc Iiiilcrv;ili :: C 

Iunction sinult lA.B) rcsuli (C) 
type (inlervai 1. i ~ i l c ~ l t ( i ~ ~ )  :; A.B 
lypc (iniervd) :: C 
re:it :: M 1 .M?.M3.M4 

tt~11cti011 sdiv (A.B) resul[ ( C )  
t y p  (inwd ). intenl(iii) :: A.13 
i y p  Iinlerv;d) :: C 
t y p  Iiniewiill :: D 
real :: M l.MZ.M.1.MJ 

functiori sinv EA) wsutt (C )  
lypc ( i ~ ~ ~ c r v i i l )  :: A 
type (inierviil) :: C 

lunçiiori snhs(A) rcsult (C) 
t y p  ~ i ~ ~ i c w ~ ~ l ) .  i11tc11t ti111 ;: A 
fype (iiiierviill :: C' 

lunciioii ssqr (A)  result (C) 
lype ( i ~ i f c rv~~ l ) .  i~~tenl( in ) :: jí 
iypc tinierviil) :: C 
rcíd :: X 

1'uiicliori ssqrt I A )  rcsuli (C) 
typc (iiitcrv;ii), iiiiciiiliri) :: A 
type (iiiterviil) :: C' 

~UIICL~LIII S ~ ) ~ I I  A-11 1 RSUII (c) 
Lypc (iaiItri~:ill .  1111~1il(in} :: A 
lypc {inlewal) :: C 
inteper :: 11 
1rigic;iE :: ck-int 

ilrnciirin scxp (A)  rcsul~ (C) 
typc (i~ilerval), i i ~ [ c ~ ~ t ( i [ ~ )  :: A 
iypc (inirrv:d) :: C 

I'uriciíciri sl i i  (A)  resuli (13 
lypc (iti!erv;11), inte~~t(in) :: A 



t y p  (inlerval) :: C 
function slop (A)  resuEl (C) 

rype Iintetval). intentlin) :: A 
type (intmal) :: C 

function ssin (A )  resull (C) 
iype (inlerval), inleni(in) :r A 
type (inicrval) :: Ç 

inleger :: qI,q2 
real :: P1, i'l,i2 

funciian quiidrante(X) result (Y) 
real :: X 
inzeger :: Y 

funcdu~i scos (A) resuil (C) 
type (intmall :: A.X 
type linlerval) :: C 
renl :: 1'1 

fu~iction sz?n (A) resul t (C) 
tv'w peinlerval) :: A.X.Y 
lype (iniwval) :: C 

funclioii sarctan (A) msul t (C) 
typc lintetval) :: A 
type (iniervnl) :: C 

Qpc (inlcrval), iiirerit(iii) :: intvl 
hypc (intemal). intenl(in1, optional :: inlv2. inlv3, iriiv4, inlv5 

type Iinterval),intent(in) :: Entrada 
fbnclion infla-down (A) sesult (C) 

re:il:: A,C 
function infla-up (A) mult  (C) 

real:: A.C 
funçtioli sblc$w(A,B ) rcsult (C) 

l y p  iiiiterval), iiilcni tin) :: A 
real. Entent (in) :: B 
iype lintervnl) :: C 

suhroutii~e src;id(A.B ) 

type (iriierviil). intent Ioui) :: l3 
irileger, intent ( i i l )  :: A 

suhroutine swritc(A.B) 
Iypc linterval). iitlenl li111 :: B 
inieper. iii~car (in) :: A 

inierrace riull 
interfacr svnull 
inierlàce sinnull 
iiíteriace svuin 
interface smíd 
in teríace oprnfor (+) 
interfaçe operaior (-) 
in terfiice operaror (*] 
interfacc opciriior (0 
inlerface cipemlot (=i 
iniierface riperator ( I=)  
inlerface ciperalor I>) 
inierf;ice operaror (c) 
interface operaior I>=) 
inkrface cipesaior (c=) 



interfnce sin 
inlerface ços 
interface tan 
inierface arciari 
interface exp 
iiitwface ln 
inlerface Ing 
íntcrface sqt 
i~itetlhce sqn 
suhrouiine smçopy(A,B) 

iype(inierval). dimension(:,:), inien! (outi :: A 
i y p  (intwval). dimensionI:.:). inteni (in) :: B 

subniutine smswap(A.B) 
lype(inierval1, dirnension(:.:). Infent {inoutl :: A.0 
real :: AUX 1 

! + U I I C ~ U I I  sminival(A.li) resuli (C) 
real, dimendonI:,:), inleri t (in) :: A,D 
lype (in~enial). dimeiisioii(size(A. 1 ).size(A.2)) :: C 

func~i in  smintptIA1 wsutc (C) 
acal. dimcnsiont:.: I. intcnl ( in 1 :: A 
lypc (interval). dirnensiori(sizelA, I),síze(h,2)) 1: C 

funcrinn sininfIA) result (C} 
t-yc Iinierval). dimension(:,:). intent lin) :: A 
real. dimension(sizeIA, I j.sizetA.2)) :: C 

function srnsuplA) result (C) 
t y p  liniervnt). dimensinn,n(:.:), intcnl (in) :: A 
real. dYnension,n(size(A. I ).size(A,7)) :: C 

functicin srnrnodI h) result (C) 
typr (interval), dirneiision(:,;). iilteni (in) :: A 
real, dimension(size(A, 1 ),size(A.3)) :: C 

fsinctiriri srnmedlA 1 resull {C) 
lw (intervnl). dirnenniant:.:). ínteiii (in) :: A 
 ai, dimension(size(A. I ).size(A.?)) :: C 

function smrniii(Ai resull (L) 
tjqw (i~itcnial). dirnc~isioiiI:.:), inlenl (i111 :: A 
rcQ, dheiisínn(slzc(A. I ),size(A,2)) :: S 

funciinn smmax(A1 msull (C) 
type (inierval). dirnensicin(:.:). intc~t (ir11 :: A 
real, diincnsíonlsire(A. 1 ).size[A,Z)) :: C 

Fu~iclioti srndi;i(A) resuli (C)  
type (inierval). dimensionI:.:), inrenl (irt) :: A 
real. dirnension(sizelA, I ).sizc(A,7)) :: C 

tùncliriti smdiarir(A 1 rcsuli (C) 
type (irtiervali, dimension(:.:). inieni (iii) :: A 
real, diinensiriii(size{A~ I b.size1A.7)) :: C 

l'unçtiisn srnraio(A1 rcsuli. (C) 
i y p  (iiiterval). dimensiriri(:.:), intcn t (iii} :: A 
rcal. dímensioii( size(A. 1 E.sire(A.2)) :: C 

functioi~ ,iismdis(A,B 1 wsuli (C) 
i y ~  liiircrv;il~. diinension (:.: 1. iiitent (iii) :: A.D 
real. dimensianl sizeIA, 1 J.size(A.7)) :: C 

funciitin srnequ(A.B 1 resul~ (C) 
i y ~  (inrwval). dirncnsion(:,:), Interit ( in )  :: A.B 
logicnl :: C 



funçtion smlcss(A,BE result (C) 
t y p  tinlerval). dirnensíon(:,:). intcn t (in) :: A,B 
logical :: C 

fuilcticin smpre(A,i3) result (C) 
l y p  lintervall. dimeiision (I,:)., interil (in) :: A,B 
logica1 :: c 

funclion srnleq(A,B) resuli (C) 
typc (ilitcrval). dimension (:.:h intenr (iii) :: A.B 
logical :: C 

function singeq(A,B) result (C) 
type (iniervai). dirnerision (L:), inicnt (in) :: A,B 
lopid :: C 

funclion .mneqlA,B1 resuli (C) 
lype (interval), dimension (:.:h intent (in) :: A,B 
logi~d :: C 

functian rminsm (A,D) resuli (C) 
w í l .  dimensicin E:.:), i~iient (in) :: A 
iype Iiiilcrval). diinensiriri I:.;). Interit ( i r i )  :: B 
logical :: C 

Iu~içrioii smxiny(A.B resull (C) 
í y p  (inicrval). di~nension I:.:), iniznt (h]) :: A.B 
Eogical :: C 

I'unctinn srnxçy(A,B) nisult (C) 
t y p  (i~ilerval). dirnc~isirin (:.:I, inient (in} :: A.I3 
lopical :: c 

tunctiiiri smxmy(A,B) resoli (C) 
type (iotwvd). dimension E:,:). inreni (in) :: A,B 
logical :: ç 

runcrion smiv(A.0 1 resuli (C)  
lype (intcilrall. diineiision (:,:I. inieni (in) :: A,l3 
ltipiiral :: C 

liinctirirt srnuni (A,B) rtsuli (C) 
lyw (inletval) , dirnensicin (:.:I. intenl (in) :: A.B 
L-ype ~ i n ~ m a l ) .  dimcnsion Isize(A. 1 ). size(A.2)) :: C 

function srnunid (A,B) msult (C) 
l y p  (inzerval). dimension (:,:I. inteni (in) :: A.B 
1~ (inlenid), dimeiisinn (size(A. 1 ). size(A.7)) :: C 

Sunctiori smintes (A,B) resuii (C) 
typc linierval) . dimension (:.:I. inteni Cin) :: A.G 
typc (iritetvail. dimension (síze(A. 11. sixe(A.7)) :: C 

function srnildd (A.B) resuli (C) 
tyyc Iiniervst). clirnensicin c:,:), inienitin) :: A.B 
iypc (iiiierval), dimtiisioii ( s i z e l h  I), size(A,?)) :: C' 

liiriciitiri srnsuh (A.B) rcsiill (C') 
t y p  íiniervalh diineiixioii (:.:I. irireniliii i :: A.B 
lype (inierval). diniensiiin (size(A. 1 ), size(A,7)) :: C 

funciion s i m t ( A )  result (C) 
r y p  (interval), dhension t:.:). intelii (iii) :: A 
type (inlervai). dimeiisinii (size(A. l ),size(A,2)) :: C 

functinn smneg(Aj 7csuli (C) 
t.W (interval). diineiisian (:.:I. iiitent (iii) :: A 
t y p  (iiitetval). dirnension Isize(A,l ),size(A.S)) :: C 

runcticin smmu11IA.B )  sul i (C1 
lype lioterval). clíinetisíon (:,:I. írirenl (in) :: A.B 



iyp (irtrerval), dimension(sizc(A.1 ),size(B,2)) :: C 
function smabs (A)  result (C) 

type linterval). dirnension C,;), inienr (in) :: A 
i ypt Iiiiiavai). dimcnsiori (çizc(A. 1 1. size(A.7)) :: Ç 

funciiun smsqr (A) resuti (C) 
typc (inicrval). dimension (:.:I. inicni (iri) :: A 
iype (iniesvd).  dimensiot~ (size(A. 1). size(h.7)) :: C 

furiction smsqrr (A) rcsul( (C) 
type (interval). dimension (:.:I. inient (in) :: A 
type (intervd), dimension (size(A.1). size(A.2)) :: C 

funclion smexp (A) result (C) 
type ieinttrval). dimension (:,:I. intent (in) :: h 
type Iiniervd). dimension (size(A, 1 1, size(A,Z)) :: C 

funcifon smlii IA)  nesull (C) 
type Cinterval). dimerision (:,:), inieni (in) :: A 
iypc: (iniervdl. dimensiriii (size(A. I i ,  site(A.2)) :: C 

functirin snilog (h) sesul1 (C) 
i y e  ( inicwal l .  dimensiiin I:.:). inreiii (in) :: A 
type (inierv;il1. diinensioil (sizc(A, 11, size(A.2)) :: C 

lunclion s m p t n  lA,B) resuli (C) 
iypc (inierval). dimzinion (:.:I. inient lin) :: A 
intega :: I3 
type (iritervd). dimensioii (sizc(A. I ) .  sizc(A.2)) :: C 

functicin srnHrctan (A  1 resuli (C) 
type liniewalE. diineiisioi~ I:,:), inient ( i n )  :: A 
rypc (iiiicrvd), diinerisioti IJzelA.1). size(A.2)) :: Ç 

function smizui (A)  resuli (1) 
iype linlerv~ill. dimerisictii C,:), iiiiciii ( in)  :: A 
Iw Iinlerval). dirneiision (siae(A, 1 ). sixe(A,7)) :: C 

hnction srnsin (A)  resull (C )  
tm (inierval). Ilimciision (i,:). inieni (in4 :: A 
type (inrerval). diinerision (sizelA. 1 1. size(A,2)) :: C 

lunelirin srnços (A) resulr (C) 
type {intervnll. dimetisioii I:,:). inleiir ( i n )  :: A 
t y p  Iinterval). diinension Isizcr A. I I. sizetA,T)1 :: C 

funcrion smtrsnqp(A) result (C) 
rype (inrerval). dimerision (:.:I. iiiteni (in) :: A 
type (inlervd). dirncnsiaii Isize(A.7). sízc(A. 1)) :: C 

functirin smnullmlh) resuli (C) 
iypc (iniervall, dirneiisioii(:,:), iiiieiii (in) :: A 
t y p  (intervi~l). di!nciisioii(siiictA,I 1. sizc(A,l)) :: C 

Zunciioii sninulld(A.B) ~ s i i l l  (C) 
í~iregr. inieiii ( i 1 1 1  :: A.B 
l y p  (intervítl). dimcnsionIA.B) :: C 

hnciion smidm(A) resuli ( C )  
cypc Iinieninl). diinensioii(:.:), inieni liri) :: A 
Iyv linierval). dirneiisioii(sizc(A. 1 1. size[A.7)) :: P 

functinn siniddIA) resuli (C) 
integer. intent Ein) :: A 
lypc (inicrvd). dimetisinn(h.A) :: r 

funçiind smhlow(A,B) rcsult (C) 
IYF finiervalb dirncnsinii(:.: 1. inlent tiri) :: A 
rci11. inte11t (i111 :: B 
1 y - e  Iiiiterval 1. diinerisíoii (sizc(A. I 1.sizeCA.S)) :: C 



subrouline srnread(A.B) 
integcr. inlcni lin) :: A 
typc (inierval). dimensionl:,:), inieiit (aut) :: B 

suhmuu'nc scnwiie(A.D) 
inkegcr. intenL (i111 :: A 
iype (inretval), dirnension(:,:). inteiii (iii) :: El 

suhrouiine svcopv(A,B) 
iype (inicrva1S. dimeiisicin (:I, iriienl(ou 1 )  :: A 
type (inietvlil), dirnensimi (:), inteiii (iii) ;: 3 

suhroutiiie svswap(A,B ) 
iype [inierval). dhensinn I:). inlenl (irraui) :: A,B 
real :: AUX 1 

I'unctintf sviritvalIA.B) tesul1 (C) 
real. dimensinii(:), inient ( in)  :: A.B 
type Iiiitervíd). dimensicsn (siztrt A)) :: C 

i'unctinii svjillTAJ resuli (C) 
type (interval). dimension(:). iiiteiii lin) :: A 
real;,dirnensin~i (size(A1) :; C 

fnnclirin svsup(A1 result (C) 
type (inlerval). dúnensioii(:). inieiii (in) :: A 
real. diinension(size(A)) :: C 

funciion svintpl(A) result (C) 
real, dimension(:). inlent (i113 :: A 
[ype Iintervall.dimendan(size{A)) :: C 

funçlion svmcxi(A) result (C) 
t y ~ c  (inierv:il), dirncnsiorr (:I. inlent (iii) :: A 
redil, diinensio~i(size(A)) :: C 

functioii sv~n:ur(A) wsuli (L) 
t y p  linterval). dimeiision (:). inlent [ j i i )  :: A 
real, diinension(size(A j) :: C 

fuuclioli svmin(A) resuli ( C )  
typti (inlerval). dimeiision (:). iniei~t (in) :: A 
real. dimensionCl;ize(AN :: C 

i'unciioii svdislA.Ij) result (C) 
t y p  (iriierval). diinensiriii(:). inlcnl (iii)  :: A,B 
reai .dirncnsion~sire(A)) :: C 

functiari svdia(A) resuli (C) 
t y p  (intcrval). dimetision(:). inieni í i n )  :: h 
real. diineiisionlsize(A 1) :: C 

hiiclicin svraici(A) resuli (C) 
type Iiiiierval). dirnetisíoii(:), itireril (iii) :: A 
mil, dimension(size(A)l:: C 

luncllon svdim(A) rcsult (C) 
type (irilerval). dimensionI:). inrcnk ( in)  :: A 
red. diinension(s~le(A)) :: 

funcliriii svrncd( A )  resull (C) 
t y p  linlerval). dim¢nsinn(:}. inietil ti111 :: A 
rc:d ,diinension(xize(A)) :: r 

funcliciri svequ(A,B') resull (C) 
t y p  Iinlcrvnl), dimensinii(: 1, inieni (iti) :: A.53 
Inpifi11 :: c 

funciitin svlchs(A.0 1 rcsuli (C) 
lype (i~~kewai 1. ditne~~sio~i ( :  1, itiw~ii (i11 j :: A,B 
Icipical F: C 



Funciion swgre(A.B 1 resuli (C) 
tyyie (inierval). dimension(:), itiieni (inl : : A,B 
Sopiccrl :: C 

funmiori svleq(A,B) resuli (C) 
i y  pe iii~iewal). dimerision(:), inlenl liri) : : A,B 
logical :: C 

function svgeq(A.B) result (C) 
iype ( intenial), di~nension(:). inrent ( in)  : : A,D 
logical :: c 

funcrion winsvlA,B) muli (C) 
real, dimerision{:). inient (in) :: A 
~ype  lintervai). dirnensiorr(:l, intcnl lin) :: I3 
lopical :: C 

fuunçtiori svneq(A.B ') result (C) 
iype I íritervai 1. dimension(:), intonl ( i n )  :: A,B 
lopical :: C 

Çunciioii sirxiny(A,B) res~l l  (C) 
typc (intervai). dtrnension(:). inleril(iri) :: A.B 
logiml :: C 

funccioit svxcy(A,B) re~ult (6) 
t y p  (inierval). dimeiision(:S, inienilin) :: hB 
logical :: C 

functíon svxmy{A,Bi rcsuli (C) 
lype (iniervnl). dirnerisiaitl:). inlcnt(iii) :: A.E3 
Iopical :: C 

functinn svvív(Ai3) resiilt (C) 
iypc icinlcrval), dirnension(: 1. inient(i1i) :: A.D 
logiml :: C 

i'uuçtim~ svuni(A.Bí result (C) 
l y p  (interval), dimetision(:), inienl (in) :: h,B 
i y w  7eintzrval). dimenaioriIsizel A)) :: C 

fuiiçdnt, svinier(A.B ) resulr (C') 
type (intervnl), dirnensioii(:). initint (in) :: A,B 
t y p  (i11 tervall diine~isiori(size(A)) :: 

Triiiciicin svuiiirl(A.i3 1 resuli (C) 
type (inienid). dimensionI:). intcnr (iii)  :: A.B 
rypc (inlcrval 1. dirncnsionIsize(Al) :: C 

I'uriçtiiiii svarlctbi.B) resuli (C) 
iypir (inlerval). ditnerision I:). intcnz (in) :: A. B 
i j p  (inicrval ),diineiisir~n (si7x(AH :: C 

funcrinir svmit A)  result (C) 
lype .icFiniervall. dirnelisionl:). iriieni ( in)  :: A 
ryp~ [jnicwal), djmcnsian(sizc(A )) :: I' 

iiinciiiiii svsublA.B 1 rcsull ( C )  
lypc IinteniJ). dimensiool:), inient ( i n )  :: A,B 
zylxl (inlerval~. dirncnsinn(sizeIA)l :: C 

Funcuon sviieg(h) result (C) 
rypt (inimit). dimension(: 1. iriirinr (in) :r A 
lypc liniervnl), dirncrision(sizclA)) :: Ç 

tuncticiii svrn~l tIA.D esull (C ) 
type (i11 tervai). dirnc~~sio~~(:l, i111erii (i111 :: A.B 
type (ii~ierval) :: C 

tunciirin svahs(A1 resulr (C) 
l y p  (interval). dimcnsion (:). intent (in) :: A 



type (intervd). dirnension (size(A)) :: C 
function svsqrlh) resuli (C) 

type (intervaI), dimensicsri I:), jiitent lin) :: h 
Iype linierval), diinensioii (size(A)) :: C 

function svsqn(A) result (C) 
rypc (inrerval), dirnension (:). intcni (in) :: A 
2 y p  (inicrval), dimensioii (sizti(A)) :: C 

hnction svexp(A) result (C) 
type (interval). dime~ision I:), inient (in) :: A 
type (intmal), dirnension (size.(A)) :: C 

funclirin svpornlA,B) resuli (C) 
type (inlesval), dirnension(:), iritenl (in) :: A 
integer, intent (in) :: B 
lype (iiilerv;,I). dimension(size(A)) :: C 

funclioi~ svln(A) result (C) 
iype (iiiierval), dirnensioa I:), iiiteiil (in) :: A 
lypc (i~ilervd). dimension (sise(r2)) :: C 

functioii svlogtA) reciult (C) 
i y p  (interval), dirneiision (:E. itilerii (iii) :: A 
Lype (interval). diinension Csize(A)) :: C 

furicúaii svsí~i(A) resulc (C) 
iype (iniewal), dirneiisiciri I:), inlenf (iii) :: A 
lype (inicrvai), dirnension (size(A1) :: C 

hnctiim svcoç(A) mult (C) 
type (inierval). diinerision (:). inielii (i111 :: A 
ryyic (inlervall. cJiinension Isize(A)) :: C 

l'unctiati sv(an(A) result (C) 
typl: lintwval), dirnension I:), inient (in) :: A 
t y p  Iinierval). dímension IsizelA)) :: C 

function svarctan(A) resull (C) 
rype (intervall, dimension (:I. intcnl (in) :: A 
type tintervnl). dirnerisirin Isizc(A)) :: C 

l'unction svnarm(A1 resul! (C) 
type (interval). diinctiwkiii(:), iiiletii ( in)  :: A 
iype Iiriiervíil) :: C'. AIJXI 

fuiicdciii svhlow(A.B) resulr (C) 
t y p  ( inicrval). di~ncrisioii (: ), in tcii((iii) :: A 
reiil. ~ I I I ~ I I ~  (i111 :: B 
iypc (iiiiervai). dimerisitm(sizc(A, 1 ))  :: C 

functioii svnulIv(A) r e ~ u l l  (Cl 
rype (interval}, dirnensioir [:I, iiiterit ( i i i )  :: A 
lypc (iiitmval). dirncrisioo Isize(A)) :: Ç 

Iuirctiioii svaulId(A) resull (C) 
inieges, in te111 tln) :: A 
iype Iinicrvd1. dirncnsiciii(A) :: C' 

Suncliciii svumv(A) resuli (C) 
iypr: (interval). diinensioii (:E. iiileril ( i i i )  :: A 
iype lintervali, dirnensiwi (sizelA)) :: r 

fuiicZioii svurnd(A) resuli (C) 
inieger. inlent ( I R )  :: A 
iype (interval).. dimcnsicin(A) :: C 

suhmutinc svreadIA E) 
i y p  (intewal). dirnension(: ), iaient (uoi) :: B 
intcger. intenl(iii) :: A 





real. intenl IinS :: A 
lypc IiniwvalE, dimeasion I:), intent rili) :: B 
l y p  (iriterval). dirneiisbi (size(B)) :: C 
type (intwval) :: AUX1 

funciinn svsuhr(A,B) ressrll (C) 
type Fintervsll), dimension f:), inteni (in) :: A 
real, inlenl (in) :: B 
type (intewal), dimeasioii (size(A)) ;: C 
type (iiiierval) :: AUX I 

funclicln nnuItsv(A,B) result (C) 
real, intenl {ili) :: A 
iype (interval), diinciision (: ), intent (in) :: B 
iype (intenral). dirnensien (size{B)) :: C 
type (inimal) :: AUXI 

function svmultrCA,D 1 tesuli (C) 
rype (inienial). dimension I:). inrent (in) :: A 
real. inient (in) :: B 
type (intewai 1. dimension (s ize(N3 :: C 
type (iiiterval) :; APIX 1 

fun~ioi l  svdivrIA.B ) resull (C) 
lype (intenial). diinensinii I: 1, inient (in) :: A 
real, intei~t ( i n )  :: B 
lype (iiiiervsll). diineiisiun (size(A)) :: C' 
tyw (iiiterval) :: AUX 1 

funciion tacldsml A.B) resul t (C) 
real. itilenr l in) :: A 
rypc (iiiterval). dimensionI:,:). inlent (in) :: B 
ry pe (ioiervnl). dimension(si~x(tl, 1 i ,  size(B,S)) :: C 
ryp  linretval) :: AlJX I 

funçtion smaddr(A,D) resul t (C) 
iype (interna1 1, dimension(:.:), iri~ciil (i111 :: A 
real. inlcnl ( i n )  :: D 
i ype (iniervalT. diincnsion(sizc(A, I) ,  sEzclA.3)) :: Ç 

iypc (irilcrval) :: AIlX 1 
Sunciioti rsuhsinIA.B) result (C) 

real. inteni lin) :: A 
iypc Fintetval). dimcnsion(:,:), inteni (in) :: 0 
~ y p c  (fnrervai). dirncnsion(size(l3.I ), size{B,2)) :: C 
ivpe (iiiterval) :: AUX I 

funclioti s~nsubr(A,B) result (C) 
typc (iiiterval). dirneiisinn(:,:). inteiil (in) :: A 
real, inteni ( in)  :: B 
iypc (inicrvd). dimeiision(sizc(A,I ), si7.e(A.2)) :: C 
typc (iiiiewal) :: AUX 1 

furiciicin nnulisln(l2.D) result (C) 
rcii[. inicill (111) :: A 
iype (Inierv;il). diliiensioii(:.: 1. iiitcnl (iii) :: D 
ly pc tinlcrval). diinensititi(sizc(l3. I 3, size(I3.3)) :: Ç 

iyyic linterval 1 :: AUX 1 
funçtion srn~nulrr(A,B ) resul i (C) 

iype (intcwall. dimensionl:,:), intent Iinl :: A 
real, inteni (in) :: I3 
type linlervd), dimensicin(si-ze/A, 11, size(A.2)) :: C 
iype (íiiterval) :: ALM1 



functioii srndivr(A.3) resuli (C) 
t y p  (intervall, diineiisionl:,:). inierit (iii) :: A 
real. inten~ ( in)  :: B 
ty pe {inierval). dimensioiiEsize(A, 1 ), size(A.7)) :: C 
typ? (inletvíil) :: ALlX F 

funciioii ssubsvlA,D) resull (C) 
lypc (inierval). iiitcnt l in)  :: A 
type (inervzd 1, di~netisio~i(:), i~~teri~ (in) :: B 
lype (interval). dimeiisinii(siztii(B)1 :: Ç 

hnaion srsribs(A.B) resull (C) 
type (inierval), inient (in) :: B 
i y ~  (inrervnl), dimension(:), inienl (in) :: A 
t y v  (intervai), diinensíon(size(A)) :: C 

luncuon svmultslA,D 1 result (C) 
iyw Iinterval), intent (ÍII) :: B 
lype (inrerval). dirnensionI:). intetit lin) :: A 
type (jnrervnl). dirnensiciii(size(A)) :: C 

funclion srnulllsv(h.B) resull (C)  
iype Iinierval), ínieni (in) :: A 
t y p  (intervlil). dimensioii(:). intent (in) :: B 
t y p  (inlerval). dirnension(size(B)) :: C 

Funcuoii .qaddsv;vlA.B ) resnli (C) 
ty jx  (interval), inleni (in) :: A 
t y p  lintervd). cliineiisic~n(:). intei~t ( i i i )  :: i3 
type linierval), dirnensioii(size(B)) :: C 

fu~iciiori svadds(A.B 1 resull (C) 
t y p  (inlerval). intenl (ir i )  :: B 
iyyit (inrerval). dirneiisiriii(:), iiiteni (in) :: A 
iype (interval). dirneiision(size(A)) :: C 

f'undicm svdívs(A,B). rcsuli EC) 
lype .(iiilerval). diinensioli (:).inlei~ t t i t i )  :: A 
iypt (iriierval), iriiciii(iti) :: B 
type (inrwval). dimerisiiiiiIsize[A)) :: C 

funclion srnadds tA.B) result (C)  
l y ~  (inkrval). diineiisirin (:.:I. iritent(iii E :: A 
iypt: liiiterval). inleiil ( i i i )  :: B 
i ypt (iiitervd). diinensiciii IsizcIA. 1 1. size(A.2)) :: C 

lunçiioii saddsrn (GB ) ~ s u l i  (C)  
type (intervill), iritenl (iri) :: A 
iype linierval). dimension (:,:I, inknI(in) :: B 
t y p  (inierval). dimcnsioii Isize(B.1). size(B,2)) :: C 

funcliciii sinsu hs (A. I3 E resu l t (C) 
rype (iriierv:rl). dimeilsioii (:.:E. inteiitlin) :: A 
i y v  ( i ~ ~ ~ e r v a l ) ,  i11tciii (111) :: B 
rypc Iiiiierval). dimetision Isize(A, I), size( A.2)) :: C 

i'unciitiii ssubstn (A.B 1 result (C) 
lype (inlerval), dimension (:.:I, intenl(iii) :: i3 
fyjw (i~i[ewal), i ~ ~ l e ~ i t  (in) :: A 
fype (inlerva! 1, dirnensi~l~ (size(I3. I i. size(i3.2il :: C 

k'unçtiiiii sintnulis (A.D ) resull (C) 
2ypc linicrval). diinerisinn C:.:), EnteiitCiit) :: A 
iype (iliierval). iriicril (ir11 :: B 
t ype (interval). dimeasicin tsií?e(A, I I. size(A.2)) :: C 

function smuIlsm (A.B ) tesuli (C) 





ryp! (interval), dimension(size,(A.l },size(I3.2)) :: C 
funciion mmulism(A,B) result (C) 

Iype (i~iitirval). liirnension (L:), inleni (i111 :: B 
real. dimcnsiiin I:.:), intent (in) :: A 
ty p Iiniervril), ~limensio~i(sizc(A. 1 ),size(D.7)} :: C 

functiori srnrnultrv(A,B) m u l i  (C) 
type (inlerval). dimcnsioti(:.:), inieni (iri) :: A 
real, dimensionl:), inierit (in) :: B 
lype (inierval). dirnension(size(A. I ) )  :: C 

funclion rvrnulkin(A,B) resulk (C) 
real. dirnension(:l, intenl (idl :: A 
i y p  (intcrvaf). dimcrisicin(:,:), iiiletit Ein) :: B 
i y ~  Iiiiterviil). dirneiisionIsilclB.C)) :: C 

t'uliciicin m m u  ltsv(A,B) resuli (C) 
t ~ p e  (intmval). dimcnsion (:I. intent (inl :: B 
~ i ~ l ,  di~ne~~siui~[:,: 1, i~ite~i~(in): A 

i y  pe K.I iiircrv:il). di!nerisiori(size(A, 1 ))  :: C 
tiincrion svinulm(hl3) resuli (C) 

t y p  (inierval). diinensioii(:), intent (inl :: A 
real. dimensinn(:.:). inreni (in) :: B 
lypc (inierval). dirnensirinIsize(B.2)) :: C 

inierfac-e assipnmeni (=) 
in iesface operator (+) 
inierface ciperaior (-1 
ín terl*acc oprnior C*) 
in lerface clpralnr (I) 
iiikr!acc operatur (=) 
inlerface operaicir ( I=)  
interface operalor (>) 

iiikrfrice operator (c1 
inlerf'ace apemtor (c=) 
iriierf'ace operalor (>=I 
inrerface sccompl 
inierface scintval 
inlerlhce si11 
interl'aw ccos 
i iitcrliicc ~ i i i  

i~ilerliicc exp 
su hriiuiiiie xctipy(A,D) 

iy?e  tsçoinplcx). inteiii(ciu!) :: A 
l y  p t  (sciirnplcx). inrcn~ (iii) :: B 

hnciiori scscirillh) rcsult (C) 
type (scomplcx). InIcnl (in) :: A 
real :: C 

f'unclíciii scresup(A) eesiill (C} 
rype (sçrirnplcx). inicnt (iii) :: A 
wat :: C 

runctioii sciminf(A) result (C) 
1ypc (scomplcxl. inlctii (in) :: A 
re:~l :: C 

I'unctioil sci~nl;up(A) resuli (C) 
rypc (scornplexh iiiictil (ir11 :: A 
rcal :: C 

Cunctinn sccornii(AB) wsuli (C) 



lype (iiiterval). intenltin) :: A,D 
type (~w~rnplcx) :: C 

í'uncliriti sçcomri /A.B) result (C}  
real, inten t (in) :: A 
type tinterval), intenl lin) :: B 
type (scomplex) :: C 

funaim sccamir( A.B) resul t (C) 
lype (intervnl), inlenr (inl :: A 
real, iiitent (inl :: B 
typc (xomplex) :: C 

functicin sccomi/A) result (C) 
type linterval), intenl lin) :: A 
iype (scoinpkex) :: C 

funclinn scvalcc(A,l3 ) result (C) 
cornplex. i~iteni {iii) :: A.B 
typ(smmp1ex) :: C 

funciion scvalrc(A.B) resull (C) 
real. inieni (in) :: A 
coinplcx, inrent (in) :: B 
typc {sçornplcx) :: C 

functiozi scrdcrIA.B) resulc (C) 
complcx. Iitienr (in) :: A 
mil. inieni (iii) :: B 
type (scomplex) :: C 

functíc~ii scvalc(A) scsuli (C) 
ccimplex, i~iieiit (iri) :: A 
iypc Iscomplex) :: C 

functioii sçiiif(A) resull (C) 
typ (scomplex). intent (in) :: A 
co~nplex :: C 

function scsup(A) result (C) 
type Ixcomplex), intent (in) :: A 
cornplex :: C 

Funchn scre(A) result (C) 
iype (sçnmplcx). inierii(in) :: A 
type /Inieniri] 1 :: C 

I-udctioii sciiri(A 1 msult (C) 
[ y ~  x!(scornplex).iriierii(in) :: A 
l y ~  Iinzerv;ll) :: C 

su hniuiiiie scswap(A,B) 
lype (scr)~nplcx). inlent (inoul) :: A.B 
iype (intenial) :: C 

lùnçiinii scrned(A) result (C) 
iype Iscomptcx), inient (i111 :: A 
comyilcx :: Ç 

lunciiori scsitis(A) resuli (C) 
l y ~  Iscornplcxt. iritent (inf :: A 
tyw ( l i i t e ~ d )  :: C 

iirrictícin ' ~cc t i~ i i íh )  reçult (C) 
typc tscrirnplexl. irileril (ir)) 1: A 
type Isccirnpfex) :: C 

Cuncrioii scraio(A) resuli (C) 
t y ~  (scornplex). inient (in) :: A 
type linterval) :: C 





funcríon scinier(A.B) resril! (C) 
type (scomplex), inrenr (inl :: A.B 
typc (scomplex) :: C' 

luncrion sçhlow(A.B resulr (C) 
r y p  Iscomplex). inienr (in] :: A 
mal. inrenr (in) ;: B 
iype (scornplcx) :: C 

functirin scangIA) result {C) 
lype (çcomplex~, fiirenl (in) :: A 
type (intervai) :: C 
real :: AIJXI. AUX2 
real. i n t e ~ i ~  ( i i i )  :: A,B 
real :: C. pi 

runctioii scsqr(A) result (C) 
typc (sçomplex), inicm ( i n )  :: A 
t y p  (scomplex) :: C 

Cunctíon scexp(A) tcsuli (C) 
l y p  Iscarnplex). iniail  (inl :: A 
t y p  (scornplex) :: C 

fuiictian I-tirnedA) resulr (C) 
l y p  (scr>rnplex 1, iiilenk(iii) :: A 
iype (scrimplexl :: C 

Cunczion sccos(A) resul~ (C) 
lype Iscomplex). irrlent lin) :: A 
t y p  Iscornplex) :: C.AUX1 

function scsín/A) resuli Ir) 
typc (salinplex), inteiir liri) :: A 
Iype Iscoinplex 1 :: C, AUX 1 

fmciion sçtan(A) result (C) 
lype Iscomplex), iiireni Iin) :: A 
typt (scmyilex) :: C 

subrou4iiie scread(A,B) 
typc Iscnrnplex). iniciil Iuui) :: B 
inleger , i111e11t [ i n }  :: A 

suhrtiuiiiic scwritc(A,B) 
i y p  Isçrenplex). inlcril (in) :: B 
integcr . inrcnl(in) :: A 

Cunctitiii svs:ixpylR,X,Y) resul~ (C) 
real. intent (iri) :: U 
type (interval).dimension(:). intent (in) :: X,Y 
rypc CintervaIl.dimenslnnlsize(X~) :: C 

functim svasum(A l result (C) 
lype (interval), di~ue~~siwb(:). inicni ( i ~ j )  :: A 
iypc tinlcwd) :: C 

funcritsii svddo~(A.B) trsutt (C)  
type (iitrervnl). dimciisiriii(: 1 :: A.I3 
t y p  L'iíiltenial) ;: C 
driuble precisicin:: AUXinl: AUXsup 
dnuble precisicin. diincrisiciii(site(A)3 :: Dinf. Dsup.EinT.Esup 

furicllon svdo~IA.B) resull (C) 
iypc íi~iierval}. diinetisianí:). inieni (i111 :: A.I3 
type (inr~wJ1 :: C 
real. dimensioritsizelA)l:: X,Y.W.;! 
mal :: S.T.U.V 



inleger :: i 
function svsurn(A) rcsuli (O 

l y p  ( in lerv~ l~ .  Qirneiision(:), intenl lin) :: A 
r y p  (iniervall :: C 

function sgemvlR,S,A,X,Y) resulr (C) 
rcd. inlent (in) :: H.S 
real, diinensinn (:.:I, iiilenl (iri) :: A 
typc (inlcrval}. dirneiisiriii (:), intcnl (in) :: X.Y 
lype (inrerv:il). dimerisii>ii (sir.eIY 1) :: C 

functirin sgeinrnlRS,A,E.C) rcsuli (13) 
real. inteni (in) :: R,S 
typc (intwval), dirnensirin I:,:). inlent (in) :: A.D,C 
iype (iriierval). dirnension (sise(A. 1 ), size(A.7)) :: O 

furrctiori svnnn2(A) resul t (C) 
iype Iintervol). dimension(:), intenl (in) :: A 
typt: (intervsil) :: AlJXI 
rcd :: C 

funclion mrml.(A) resulc (C) 
rcal. diincnsion I:.:), inieiil (in) :: A 
mal, dimcasiciir (size(A. 1 )) :: A U X  1 
rcal :: C 

runcticin rmnrmI( A) result (C) 
i y p  liriicrval), dimensinn I:,:). intenl(in) :: A 
type (in2çrval). dirnensicin (sirx(A. 1 ) I  :: AUX 1 
real :: C 

funçiicin nnnnnlIA) resull (C) 
t y p  (iriierval), dimension I:.:), inient(iri) :: A 
t y v  (iriim;d), diinensiori Isizc(A. 1 )) :: AUX I 
typc Ii~~tcrvJ) :: C 

hnc~iori  ninndA 1 result (C) 
real. ditne~?sioii i t ~ le i~ i  ( i r ) )  :: A 
real. dirnclisiiin /siíle(A,7,)) :: AUX 1 
wnl :: C 

I'unclioii nnnmcl h 1 rcsul t (C) 
iypc Iii~ierval). dimensioii (:.:I. iiilcnt(iii) :: A 
iype linrcrvd 1, dimetisiai (size(A,7)1 :: AIJX I 
real :: C 

f'unçtiiiri smrinnc(A) msuli (C) 
lype (interval). dimension (:.:). in~eni(in) :: A 
[yw (initrviil I,  dimeriçiriti Isizc(A.2)) :: A I  IX 1 
iypc lintcrval) :: C 

l'unctiriii ninn7(A) result IR)  
real. dimciuioii I:,:). inient ( i i ~ )  :: A 
real :: K, AUXI 

tliiiciion nnnmi?(A) resuli (13) 
lypc t'iiitcnial). tlirnaisioii i:.:). iiileiil (in) :: A 
real :: K 
tvp (iiitcrviil) :: AUX 1 

funciinii smnnn2(A) resuli (R) 
typc (i~~icnfal).  dune~~s iv i~  (:,:I. in~eiu (in) :: A 
t y p  Iititesval) :: R. AUX F 

~ U I I C ~ ~ O I ~  rviisurn(A) rcsull (C) 
real. dimensinn (:I. inteiil íiii) :: A 
real :: r 



runclinn nsum(A) resul! (C) 
real, dimensinn (:I. inteok (in) 1: A 
waI :: C 

Çunçtioil rdeiIA) result (C) 
real, dirnensioii L:), itiient ( i i i )  :: A 
wd. diinension IsixetA, I ).sizc(A,?)) :: i3 
real :: ç 

Cunçtiaii pmling(A3 resutt (C) 
real. dimension C,:). inierii ( i i i )  :: A 
real :: C 

subroutirie triang(A) 
real. diinension I:,:), inieni Iirioui) :: A 

funclion ~tro/M,Y) resuli (X) 
real, diinensinti(:.:). inieni (in) :: M 
real, diineasicinl:), inieni (iii) :: Y 
real. rtiinensioi~lsil.e(M. 15. siae(M, 1 )+ 1 ) :: AUX 1 
rtiiJ. dirnension(size(Y. I S )  :: X 

:: pivo 
functioii smhilhiiIN3 reçu l i  (1-1) 

iniegcr. inteiit (íti)  :: N 
i y ~  (intervnl). rliinetisicin (N,N) :: H 

funcliciii rmiriv(A) resull (C) 
reat. dirncnsioii.(:). itent(in) :: A 
real. dirnensionI:) :: C 

functicin srninvt A )  resuli (C) 
type (iniervaI). dirnension(:,:). inlent (in) :: h 
ty pe (inierval). dirnciisiaii(size( A. I )&e( h,?)) :: E,S,P,C 
seai. dirnension(si7.eIA. I Isize(A.2)) :: D, IdentZ, A r  
real ;: r,Bl 
iiireges . dirnerisiriii(sizc( A, 1 )3 :: ipiv 

l'unciion sJyemrn{r,s.A.B.C) nisulz (D) 
real. i ~ ~ ~ e ~ i l ( i n )  :: r,s 
rypc (intervall, dimeiisionI:.:). inlerit ( ir i )  :: A.D.C 
iype (init.rv:il}. dimeiisioii( size(A. 1 ). size(A.7)) :: D 

funciian sdpernv(r,s.A,x,y ) rcisulr ( w )  
re:iE. iliicni(in 1 :: rcal 
re:il. dimeiisiori(:.: ), inlciit (in) :: A 
i y p  (interv;ili. diinciisitiri(:). intcnt ( in)  :: x,! 
[ypc (iii tcrvnl ). dirneiisiciii(size(Y )I :: w 

fuiiclicirt smdet(M) rem11 (r) 
lype (i~ltewnl). di~nei~sio~~(:.: 1. i111e1tt li111 :: M 
real :: r 

liinciiriri rciiridri(M) rtisuli (r) 
rcJ. diincnsion(:.:). itiiciit (iri) :: M 
real :: r 

funciinn çrndelh(i1) resiilr (r) 
inteper. intcnt(iiiE :: n 
rcnl :: r 
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