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RESUMO
FLUXO DE GASES RAREFEITOS EM DUTOS CILINDRICOS: UMA ABORDAGEM
VIA EQUACOES INTEGRAIS

Neste trabalho, é estudada a descricao do fluxo de um gas rarefeito em um duto cilindrico
de comprimento infinito. A formulacdo matemaética do problema estd baseada na forma
integral de equacoes cinéticas derivadas da Equagao de Boltzmann. Particularmente sao
estudados os modelos cinéticos conhecidos como BGK e S. Métodos espectrais sao propostos
para obtencao de solugoes, em forma fechada, para quantidades de interesse como o perfil
de velocidade do gas, bem como taxas de fluxo. As formulacoes espectrais sao baseadas em
duas abordagens: expansao classica em termos de Polinomios de Legendre e expansao em
termos de splines cibicas de Hermite, neste caso, associada a um esquema de colocagao.
A implementacao das propostas produz resultados computacionais satisfatorios do ponto
de vista pratico. Para obtencao de resultados com maior precisao, técnicas de tratamento
da singularidade do nucleo da equacao integral foram introduzidas, resultando em ganho
computacional significativo. Finalmente, a proposta de solucao espectral para problemas
em geometria cilindrica se mostrou adequada para problemas em que se admite reflexao
especular na superficie do cilindro, situacao onde outras abordagens classicas disponiveis na

literatura nao podem ser utilizadas.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos, Dutos cilindricos, Equagoes Inte-

grais, Métodos espectrais.
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ABSTRACT
RAREFIED GASES FLOW IN CYLINDRICAL TUBE: AN APPROACH WITH INTE-
GRAL EQUATIONS

In this work, rarefied gas flows in cylindrical ducts are studied. The mathematical formu-
lation of the problems are based on the integral form of kinetic equations derived from the
Boltzmann equation. Particularly, the BGK and S models are studied. Spectral methods are
proposed to obtain closed form solutions for quantities of interest as velocity profile of the
gas as well as flow rates. The spectral formulations are based on two approaches: classical
expansions in terms of Legendre Polynomials and Hermite cubic splines expansions. In this
case, associated with a collocation scheme. The approaches provide good computational
results, from the practical point of view. On the other hand, for obtaining higher accuracy,
some techniques were introduced to deal with the inherent singularity of the integral kernel.
In this context, a significant computational gain is achieved. Finally, this spectral approach
has shown to be adequate to solve problems where specular reflection is assumed at the

surface, in which cases, classical approaches available in the literature can not be used.

Keywords: Rarefied Gas Dynamics, Cylindrical tube, Integral Equations, Spectral
Methods.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A recente evolugao da industria eletronica, das tecnologias de micro e nano-fabricacao,
da engenharia biomédica, entre outras, possibilitaram o surgimento de iniimeras aplicacoes
envolvendo micro e nano-dispositivos que combinam componentes elétricos e mecanicos,
conhecidos como sistemas microeletromecanicos (MEMS) e nanoeletromecanicos (NEMS)

[Li, 2008]. Tais dispositivos caracterizam-se por possuirem dimensoes totais da ordem de
centimetros, mas podem apresentar componentes especificos com dimensoes inferiores ao
micrometro e, sao capazes de exercer fun¢oes como medir (microsensores), analisar, decidir
(comandos l6gico-eletronicos) e reagir a respostas do meio (microatuadores) [Aubert, 1999].

Atualmente é possivel encontrar aplicacoes potenciais dos MEMS e NEMS nas mais
diversas areas, tais como, na industria de automdveis (acelerometros de airbags, sensores de
injecao de ar e sensores de pressao) [Krueger, 2007; Miiller-Fiedler et al., 2007], no setor
médico (microbombas implantédveis responséveis pelo transporte de microfluidos que sao ca-
pazes de diagnosticar agentes patégenos moleculares como virus, realizar analises bioldgicas e
administrar doses baixas de medicamentos) [Baal, 2004; Liu et al., 2008], na industria aeroes-
pacial e de defesa (sensores de silicio para medir a altitude e controlar sistemas hidraulicos,
sensores para identificar locais de turbuléncia ou cisalhamento e atuadores capazes de modi-
ficar fluxos ao longo da asa de avides) [Aubert, 1999], no controle do meio ambiente (redes de
sensores fisicos) [Aubert, 1999] e, na induistria em geral (nos microreatores de hidrogenagao
conduzida, no transporte de células de microcombustivel, nos microtrocadores de calor e na
refrigeracao de microschips, entre outros) [Weng e Chen, 2008].

Contudo, o funcionamento dos MEMS e NEMS depende da operacao conjunta de

um grande nimero de componentes e, em muitos casos, o0 bom desempenho destes micro e
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nano-dispositivos estd associado a analise e descricao do comportamento de um fluxo de gés
em micro ou nanocanais, comumente denominados de microfluidos ou nanofluidos. Assim, o
conhecimento das caracteristicas fisicas de tais fluxos é fundamental para o aperfeicoamento
dos micro e nano-dispositivos ja existentes, bem como para o desenvolvimento de outros.
Com isso, varios pesquisadores transformaram os estudos nesta area no principal foco de
suas pesquisas durante os ultimos anos [Gad-el-Hak, 2005; Kakag et al., 2005; Zahid et al.,
2007; Bao e Lin, 2008]. Tais estudos revelaram que o comportamento do fluxo de um gas
nesta escala pode apresentar muitas diferencas quando comparado com o fluxo do mesmo
gds em escalas maiores. Gad-el-Hak [Gad-el-Hak, 2005] evidencia tais diferencas através de
um exemplo onde compara a relagdo superficie/volume de uma maquina em escala humana
(comprimento caracteristico de um metro) com a de um microchip de comprimento carac-
teristico de um micrometro. Enquanto que na escala humana esta relagao é da ordem de
1m~!, no microchip esta mesma relacao é da ordem de 10%m7!, ou seja, um milhao de vezes
maior.

Em geral, a relagao superficie/volume é significativamente maior em fluxos de escala
muito reduzida e, por isso, os efeitos de superficie tornam-se mais importantes do que os
efeitos de campo em fluxos desta escala. Isso resulta em um dominio das forcas viscosas
sobre as forcas de inércia, o que afeta significativamente a transferéncia de massa, momento
e energia. Torna-se, portanto, necessario considerar os fenomenos de rarefagao, tais como:
deslizamento, salto de temperatura, creep térmico, efeitos de compressibilidade e de dis-
sipacao viscosa e forcas intermoleculares. Desse modo, a modelagem de fluxos de gases
em microcanais nao pode ser realizada utilizando-se as equacoes de Navier-Stokes, com as
condigoes de nao deslizamento e sem salto de temperatura [Gad-el-Hak, 2005; Kakag et al.,
2005; Zahid et al., 2007; Bao e Lin, 2008|.

Nesta dinamica os efeitos causados pelo material que compoe a superficie bem
como pela sua rugosidade devem ser levados muito mais em conta do que em situacoes
de grandes dimensoes. Tais fatos sao evidenciados numericamente e experimentalmente nas
Refs. [Turner et al., 2004; Gad-el-Hak, 2005; Cao et al., 2006; Knackfuss e Barichello, 2006;
Lilly et al., 2007; Kamphorst et al., 2007b].

Segundo Gad-el-Hak [Gad-el-Hak, 2005], na modelagem de fluidos pode-se con-

siderar que eles sao formados por uma colecao de moléculas ou admitir que constituam um
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meio continuo onde a matéria pode ser dividida indefinidamente sem que suas caracteristicas
fisicas e quimicas sejam afetadas. Na hipotese do continuo, a natureza molecular dos gases ou
liquidos é ignorada e o comportamento do fluido é descrito em termos das variacoes espaciais
e temporais de suas quantidades macroscopicas como densidade, velocidade, temperatura e
pressao e, os principios de conservacao de massa, momento e energia levam a um conjunto de
equagoes diferenciais parciais nao lineares (Euler, Navier-Stokes, Burnett). Ainda segundo
Gad-el-Hak [Gad-el-Hak, 2005], esse modelo conduz a previsdes bastante precisas enquanto
as propriedades macroscopicas podem ser definidas como médias sobre elementos que sao
grandes se comparados com a estrutura microscépica do fluido e pequenos se comparados
com a escala do fenomeno e, ainda, se o fluxo nao estiver demasiadamente fora do equilibrio
termodinamico.

No caso especifico dos fluidos gasosos, ¢ comum associar a modelagem do fluxo
de gas ao seu estado de rarefacao, que é definido mediante a utilizacao de um parametro
adimensional, conhecido como niimero de Knudsen. O nimero de Knudsen (K,) é conhecido
como sendo a razao entre o livre caminho médio [ (distancia percorrida por uma particula

sem sofrer colisdo) e um comprimento caracteristico a, [Cercignani, 1969; Williams, 1971],
K,=—. (1.1)

O valor do livre caminho médio depende do tamanho e da velocidade das particulas
ou das moléculas gasosas consideradas. Entretanto, na literatura existem expressoes para
definir o livre caminho médio de um gas mediante a sua viscosidade ou sua condutividade
térmica [Loyalka e Hickey, 1989]. Segundo Loyalka e Hickey, o livre caminho médio pode

ser definido em termos da viscosidade p,, considerando

l = lp = (,u*/po)(2kBT0/m0)1/2, (12)

onde py = nokpTy é a pressao, ng é a densidade molecular (niimero de moléculas por unidade
de volume), kp = 1.380658 x 1072*J/K ¢ a constante de Boltzmann, Ty é a temperatura do
gas e mg corresponde a massa de uma particula do gas. Nessa expressao, segundo Pekeris e

Alterman [Pekeris e Alterman, 1957], a viscosidade pode ser determinada para o modelo de



esferas rigidas mediante a expressao

8(2mokpTy)'/? /°° 26
.= “b(c)c®de, 1.3
" Tomo? ), € ble)ae (1.3)

onde ¢ corresponde a magnitude da velocidade das particulas, og é o diametro molecular
e b(c) é a solucao da equacao de Chapman-Enskog para a viscosidade [Williams, 1971;

Barichello e Siewert, 2003]
v(c)c?b(c) —/ e b(c k(' 0)d*dd = . (1.4)
0

Enquanto que para o problema do salto de temperatura, Loyalka e Ferziger [Loyalka e

Ferziger, 1968] usam
= lp = [4)\./ (5nokp)] [mo/ (2ksTy)]Y?, (1.5)

onde A, corresponde a condutividade térmica, que segundo Pekeris e Alterman [Pekeris e

Alterman, 1957], para o modelo de esferas rigidas pode ser definido por

Ak (2kpTo/mo)'? [ .
A\, = 5 (2k5To/mo) / e “a(c)c’de, (1.6)
0

2
3mog

onde a(c) satisfaz a equacao de Chapman-Enskog para a condutividade térmica [Williams,

1971; Barichello e Siewert, 2003]
v(c)ea(c) — /00 e a(d)k(c, 0)Pdd = ¢ (*—5/2) (1.7)
0
e a condicao de normalizagao
/OO e “a(c)ctde = 0. (1.8)
0

Nas Egs. (1.4) e (1.7), o termo v(c) corresponde a frequéncia de colisao [Williams,

1971; Barichello e Siewert, 2003]

22 +1 [° 2 2
V(o) = 22T / e dr + 6, (1.9)
¢ 0

enquanto que os termos k,(c’,c) correspondem as componentes da expansao do nicleo de



espalhamento K(c’,c) do modelo de colisao de esferas rigidas [Pekeris e Alterman, 1957].
Ainda para o modelo de esferas rigidas, segundo a Ref. [Roy et al., 2003], o niimero

de Knudsen também pode ser associado ao nimero de Reynolds

Re — M0l (1.10)
[

e ao numero de Mach

(1.11)

de modo que

™\ Y2 Ma T s
K, — (—) e , 1.12
2 Re 2R. T npa, ( )

onde U,, corresponde a velocidade de fluxo do géas, v é a razao entre os calores especificos
do gés e R, é a constante especifica do gas.

Segundo Karniadakis e Beskok [Karniadakis e Beskok, 2002], dependendo do inter-
valo de variacao do nimero de Knudsen, podem ser definidos quatro possiveis regimes para
o estado de um gas:

e Continuo: para K, < 0,01;

e Slip-flow: para 0,01 < K,, <0, 1;

e Transicao: para 0,1 < K, < 10;

e Moléculas livres: para K, > 10.

No regime continuo (ou hidrodindmico) o livre caminho médio é muito menor que o
comprimento caracteristico do fluxo e, consequentemente, o meio gasoso pode ser considerado
como um meio continuo, no qual as equagoes de Navier-Stokes [Gad-el-Hak, 2005; Kakag
et al., 2005] com as condigbes de nao deslizamento e nao existéncia de salto de temperatura
podem ser usadas para modelar o fluxo. Ainda no regime continuo, se o nimero de Reynolds
do fluxo de gés tender ao infinito (o que implica no nimero de Knudsen tender a zero), as
equacoes de Euler para fluidos nao viscosos também poderao ser usadas para modelar tais
fluxos [Schlichting, 1979].

No regime slip-flow a modelagem dos problemas também pode estar baseada nas

equacoes de Navier-Stokes. Porém, neste caso, faz-se necessario o uso de condigoes de con-
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torno que incluam os efeitos de deslizamento e de salto de temperatura (efeitos de rarefacao
que se devem, respectivamente, as diferencas entre as velocidades e as temperaturas do gas
em contato com a parede do canal e do gas que estd préximo da parede), uma vez que
as relacoes lineares, do modelo continuo, existentes entre o atrito superficial e o gradiente
de velocidade e entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura, tornam-se imprecisas
[Gad-el-Hak, 2005].

No regime de transicao o fluxo se caracteriza por apresentar efeitos de rarefagao
moderados e pelo fato de que as interacoes do gas com a superficie sélida, que delimita o
fluxo, passam a ser importantes em virtude da magnitude do livre caminho médio ser da
mesma ordem do comprimento caracteristico do fluxo. Enquanto que um fluxo de gas no
regime de moléculas livres caracteriza-se por ser altamente rarefeito e apresentar interacoes
do gés com a superficie muito mais freqiientes do que as colisoes entre particulas, o que se
deve ao fato, de que neste regime, a magnitude do livre caminho médio é muito maior do
que o comprimento caracteristico do fluxo. Nestes regimes (transicdo e moléculas livres) a
hipdtese do fluido ser considerado um meio continuo deixa de existir, sendo que se passa a
considera-lo como um conjunto de particulas. Caracteriza-se desse modo, o ramo de estudo
que se denomina dinamica de gases rarefeitos (DGR), no qual o fluxo do gés pode ser
modelado pela equacao de Boltzmann (EB) [Boltzmann, 1872].

E importante destacar também, que a EB pode ser usada no regime continuo

[Gad-el-Hak, 2005], onde habitualmente sao utilizadas as Equagoes de Navier-Stokes. Uma
diferenga basica entre essas duas equacoes é que nas equacgoes de Navier-Stokes as incognitas
representam as propriedades macroscépicas do fluido, enquanto que na EB, a incégnita em
questao caracteriza-se por ser a funcao de distribuicao de particulas, sendo que as quanti-
dades de interesse relativas ao fluxo do gas (como por exemplo: velocidade, fluxo de calor,
temperatura, densidade e tensao de cisalhamento) podem ser calculadas via essa fungao de
distribuigao [Williams, 2001].

Contudo, cabe salientar que além da descrigao e andlise de fluxos de gases rarefeitos,
a EB possui outras aplicagoes na drea da DGR [Cercignani, 1988], tais como: transferéncia
radiativa [M. N. Ozisik, |, transporte de néutrons [Davison, 1957], problemas envolvendo
baixas pressoes (como por exemplo, em dispositivos de vacuo ou voos em alta altitude)

[Williams, 1971], entre outras [Duderstadt e Martin, 1979].



7

Na DGR, os efeitos de rarefagao comegam a se tornar mais importantes com o
aumento do nimero de Knudsen, fato este que estd relacionado com valores de livre caminhos
médios grandes e/ou ao fato de que o fluxo esteja presente em um microcanal. Segundo
Bahukudumbi, Park e Beskok [Bahukudumbi et al., 2003], a maioria dos dispositivos MEMS
funciona nos regimes de slip-flow e de transigao, porém, com a crescente miniaturizagao dos
componentes de dispositivos, em breve, se poderd ter a maioria dos fluxos nos regimes
de transicao e de moléculas livres e, consequentemente, a obtencao de solugoes de carater
analitico para os problemas da DGR, em canais destas dimensoes, serda possivel apenas
mediante a utilizacao da equacao cinética de Boltzmann ou de formas simplificadas desta
equacao.

No que diz respeito a obtengao de resultados analiticos ou numéricos para os pro-
blemas da DGR, as maiores dificuldades se apresentam no regime de transicao [Williams,
1971]. A modelagem de tais problemas neste regime, bem como no regime de moléculas
livres, como ja mencionado, pode se basear na EB, a qual consiste em uma equagcao integro-
diferencial muito complexa, originalmente nao linear, com sete variaveis independentes e que
possui uma complicada estrutura na integral correspondente ao termo de colisao. Entretanto,
no regime de moléculas livres as interacoes entre as particulas de gés podem ser negligen-
ciadas e a EB pode ser aplicada desconsiderando-se o termo de colisao, o que a simplifica
consideravelmente e permite a obtencao de solugoes analiticas para geometrias simples.

De um modo geral, a obtencao de solucoes para os problemas da DGR no regime
de transicao é feita mediante a utilizacao de métodos estatisticos ou deterministicos. Os
métodos estatisticos se caracterizam por simular a interacao de uma pequena porcao das
particulas para a realizacao do célculo de propriedades macroscépicas do géds, enquanto
que os métodos deterministicos caracterizam-se por buscarem solugoes exatas para formas
aproximadas da EB [Sharipov e Seleznev, 1998; Gad-el-Hak, 2005].

Entre os métodos estatisticos, se pode destacar o método de simulacao direta de
Monte Carlo (DSMC). Tal método usa centenas de milhares ou até milhdes de moléculas
divididas em “elementos” proporcionais ao livre caminho médio para simular o movimento
real das moléculas, com passos de tempo menores que os intervalos entre colisoes moleculares,
e assim calcular as propriedades macroscopicas em cada um destes “elementos” [Duderstadt

e Martin, 1979]. Como exemplos de trabalhos da DGR em que o método DSMC foi utilizado,
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pode-se citar artigos referentes a resolugao de fluxo de Couette (que descreve o movimento
de um gés entre corpos que se movem) em dutos cilindricos: [Myong et al., 2005], [Yoshida e
Aoki, 2006] e [Pourmahmoud, 2008] e, referentes a resolugdo de problemas em microcanais:
[Shen et al., 2003], [Wang e Li, 2004], [Lilly et al., 2006] e [Lilly et al., 2007].

Contudo, o método DSMC apresenta algumas restricoes e falhas em situacoes que
envolvem fluxos com nimeros de Mach pequenos (o que é comum em microfluidos) [Sharipov,
2008], o que se deve ao fato das flutuagoes estatisticas serem muito grandes nestes casos.
Outra restricao ao uso deste método consiste no fato de seu erro ser inversamente propor-
cional a raiz quadrada do numero de moléculas simuladas, o que torna sua convergeéncia
muito lenta, uma vez que, por exemplo, para reduzir o erro em um fator dois, isso implica
em aumentar o numero de particulas simuladas em um fator quatro [Gad-el-Hak, 2005].

Por outro lado, os métodos deterministicos se baseiam na busca por solucoes exatas
para formas aproximadas da EB, como por exemplo a equacao linearizada de Boltzmann
(ELB) [Cercignani, 1969; Barichello e Siewert, 2003] e as equagdoes modelo ou modelos
cinéticos [Cercignani, 1969; Williams, 1971]. A ELB consiste na EB com o operador de
colisao linearizado em termos de uma perturbacdo da distribuicdo maxweliana (Apéndice
A), enquanto que as equagoes modelo sdo obtidas mediante a substituigao do nicleo de
espalhamento da ELB por expressoes mais simples, mas que conservam as propriedades fisicas
do processo de colisao, tais como a conservagao de massa, energia e momento (Apéndice A).
Entretanto, mesmo assim, a proposicao de metodologias de carater analitico, ou mesmo a
obtencao de solugoes em forma fechada, ficam em geral restritas a problemas que descrevem
situagoes fisicas mais simples e, na maioria dos casos, formulados em geometria cartesiana.
Como exemplos dessa forma de abordagem, pode-se citar trabalhos referentes a DGR em
canais planos: [Barichello et al., 2001], [Valougeorgis, 2003], [Camargo e Barichello, 2004,
[Cabrera e Barichello, 2006], [Frangi et al., 2007a], [Scherer et al., 2009].

Neste contexto, um método que merece destaque é o método de ordenadas discretas
analitico (ADO) [Barichello e Siewert, 1999], que é uma versao analitica do método de or-
denadas discretas proposto inicialmente por Wick e Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1950]
para solucao de problemas de transferéncia radiativa. O referido método baseia-se em uma
metodologia de carater analitico que tem como base a aproximacao da integral do termo

de espalhamento da equacao de transporte por uma quadratura numérica. O método ADO
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difere do método original basicamente pelo uso de um esquema de quadratura arbitréario e
pela determinacao das constantes de separacao através da resolucao de um problema sim-
plificado de autovalores. Uma das vantagens da aplicacao desta reformulagao do método se
mostra no uso de um esquema de quadratura “half-range”, que trata da singularidade natural
do problema no contorno e implica em um ganho de precisao na discretizacao quando com-
parados a esquemas classicos de quadratura. Em geometria plana tal aproximagao resulta em
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias que pode ser resolvido analiticamente. Deste
modo, o método ADO vem se destacando, recentemente, em pesquisas que buscam estab-
elecer solugoes “unificadas” para equagoes cinéticas que modelam os problemas da dinamica
de gases rarefeitos em canais planos [Barichello et al., 2001; Camargo e Barichello, 2004;
Cabrera e Barichello, 2006; Knackfuss e Barichello, 2006].

Em geometria cilindrica, em geral, a obtencao de solugoes de carater analitico é ainda
mais complicada do que em canais planos. Uma possibilidade, para este caso, é trabalhar com
a forma integral de uma equacao modelo, uma vez que deste modo a aplicacao de técnicas
semi-analiticas pode se tornar mais viavel do que através de equagoes integro-diferenciais
[Barichello et al., 2002; Rodrigues, 2003]. Porém, a utilizacdo destas equagoes também
¢ muito dificil, principalmente, devido a complexidade do ntcleo da equacgao integral e a
definicao de certas condigoes de contorno.

Como exemplos de trabalhos da DGR em dutos cilindricos que utilizaram a forma

integral de uma equacao modelo, pode-se citar as seguintes referéncias:

e Cercignani e Sergiotto [Cercignani e Sergiotto, 1966; Cercignani e Sergiotto, 1967] que
resolveram, numericamente, os problemas de Poiseuille (termo usado para descrever o
fluxo de um gés, na diregao axial, que se deve a influéncia de um gradiente de pressao)
e Couette (que descreve o movimento de um gas entre dois corpos que se movem) em
dutos cilindricos mediante a aplicagao do método variacional na formulagao integral

do modelo BGK;

e Loyalka [Loyalka, 1975] que fornece resultados numéricos para os problemas de Poiseuil-
le e creep térmico em dutos cilindricos com condicoes de contorno difuso-especular,
obtidos mediante a utilizacao do método variacional na formulacao integral do modelo

BGK.
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e Valougeorgis e Thomas Jr. [Valougeorgis e Thomas Jr., 1986] que utilizaram o método
Fy para o célculo de resultados numéricos para o problema de Poiseuille e creep térmico
(termo usado para descrever o fluxo de um gas rarefeito, na diregao axial, devido a
existéncia de um gradiente de temperatura nesta diregao) a partir da equagao integral

do modelo BGK;

e Siewert [Siewert, 2000] que obteve resultados analiticos para os problemas de Poiseuille
e creep térmico, a partir da equacao integral do modelo BGK, mediante a utilizagao
de uma transformagao proposta por Mitsis [Mitsis, 1963] e Ferziger [Ferziger, 1967] e

com a posterior aplicacao do método ADO;

e Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2002] que obtiveram resultados analiticos
para os problemas de Poiseuille e creep térmico, a partir da equagao integral do modelo
S, também mediante a utilizacao de uma transformacao proposta por Mitsis e Ferziger

e com a posterior aplicacao do método ADO.

A transformagao proposta por Mitsis [Mitsis, 1963] e Ferziger [Ferziger, 1967],
utilizada nos dois ultimos trabalhos citados acima, consiste em uma alternativa que pode ser
usada nos problemas em canais cilindricos que envolvem situagoes fisicamente mais simples.
Com esta transformacao, a solucao da equacao integral passa a ser relacionada aos chama-
dos “pseudo” problemas, que reduzem os problemas formulados em geometria cilindrica (ou
mesmo em geometria esférica) a problemas definidos em termos das varidveis da geometria
plana, que, consequentemente, tornam-se mais faceis de serem resolvidos do que suas for-
mulacoes originais. Porém, tal metodologia nao ¢é aplicavel a problemas fisicamente mais
complexos (como por exemplo, em canais com superficies refletoras), uma vez que nestes
casos, o uso da referida transformacao nao é mais possivel.

Entretanto, problemas da DGR em dutos cilindricos de micro e nano-dimensoes
merecem uma atencdo especial. Segundo Song e Chen [Song e Chen, 2008] a quantidade
de interagoes de particulas de gas com a superficie é maior em nanoporos cilindricos quando
comparados com canais planos da mesma espessura. Tal fato justifica-se devido a existéncia
de uma maior proporc¢ao superficie-volume, curvatura e possivelmente maior aspereza nos
nanoporos cilindricos. Como consequéncia disso, os nanoporos cilindricos funcionam me-

lhor para conduzir o calor viscoso para fora do canal, o que pode ser interessante para a
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refrigeracao de microdispositivos.

Assim, pela importancia dos estudos nesta drea da engenharia, neste trabalho,
propoe-se a utilizagdo de um método espectral (método pelo qual se propde uma solugao
em forma de uma expansao truncada em termos de fungoes de base conhecidas) [Boyd,
2000] com o intuito de obter solugbes em forma fechada para problemas da DGR em du-
tos cilindricos. Com isso, pretende-se estudar também a possibilidade de desenvolver um
procedimento aplicavel a uma classe mais ampla de problemas envolvendo fluxo de gases
rarefeitos em dutos cilindricos, como por exemplo, para problemas fisicamente mais com-
plexos onde a transformagao proposta por Mitsis e Ferziger [Mitsis, 1963; Ferziger, 1967]
nao é mais aplicavel. Para tanto, serao consideradas duas abordagens distintas para repre-
sentar a funcao incégnita da equacao integral, uma baseada na utilizagao de uma expansao
em termos de splines cibicas de Hermite [Schultz, 1973] e, outra, baseada na utilizacao de
uma expansao em termos de polinomios de Legendre [Abramowitz e Stegun, 1965].

Nas duas abordagens, uma vez proposta a expansao usada para representar da
funcao incognita da equacao integral, faz-se a substituicao desta na equacao integral para a
posterior obtencao dos coeficientes que a compoem. No caso da expansao em splines cibicas,
isto é possivel mediante a resolucao de um sistema algébrico obtido a partir da utilizacao de
um esquema de pontos de colocagao e da avaliacao numérica das integrais, que neste trabalho,
é realizada utilizando-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre. No caso da expansao
em polinomios de Legendre, os coeficientes podem ser derterminados a partir da resolucao
de um sistema linear obtido mediante a utilizacao de algumas propriedades dos polinémios
de Legendre e da posterior avaliacao numérica das integrais. Uma vez determinados os
coeficientes, a expansao proposta é utilizada para determinar as quantidades de interesse
fisico do problema.

Salienta-se que as referidas abordagens ja foram utilizadas com sucesso na resolucao
de outras equagdes integrais de interesse na drea [Barichello et al., 2004; Rodrigues e
Barichello, 2004], visando a obtencao de solugdes através das fungoes de Chapman-Enskog
e das funcoes de Burnett.

Deste modo o presente trabalho é organizado de forma que:

e 1o capitulo 2 sao apresentadas as formulagoes integrais dos modelos cinéticos BGK e

S usados para descrever o fluxo de gases rarefeitos em dutos cilindricos;
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e no capitulo 3 sao apresentadas propostas de resolucao, bem como, resultados numéricos
para os problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos, obtidos a partir

da formulagao integral do modelo BGK;

e 1o capitulo 4 as mesmas propostas de resolugao ja utilizadas no capitulo 3 sao empre-
gadas para a obtencao de solucoes, para os dois problemas citados anteriormente, a

partir da formulagao integral do modelo S;

e no capitulo 5 é apresentada uma tentativa preliminar para a resolucao dos problemas
de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos sujeitos a uma condicao de contorno

de superficie refletora mediante a utilizacao da formulacao integral do modelo BGK.



CAPITULO 2

FLUXO DE GASES RAREFEITOS EM DUTOS CILINDRICOS

Conforme ja mencionado no capitulo anterior, a modelagem dos problemas da DGR
se baseia na EB, que consiste em uma equacgao de transporte de particulas que estabelece
um balango entre os mecanismos de perda e ganho de particulas em um volume qualquer no
espaco de fase, que é apresentada no Apéndice A deste trabalho. Trata-se de uma equacao
integro-diferencial muito complexa, uma vez que, originalmente, é nao linear e envolve sete
variaveis independentes, logo, a proposicao de metodologias de carater analitico a partir
dessa equacao, em geral, é muito restrita.

Assim sendo, uma alternativa que vém sendo usada com o propédsito de resolver
problemas da DGR consiste em utilizar equacoes modelo, equagoes cinéticas que consideram
uma expressao simplificada para descrever o ntcleo de espalhamento da ELB (EB linearizada
em termos de uma funcdo de perturbagdo), mas que conserve as propriedades fisicas do
processo de colisao. No Apéndice A, sao apresentadas as equacgoes integro-diferenciais dos
modelos BGK [Bhatnagar et al., 1954] e S [Shakhov, 1968], os quais se caracterizam por
apresentarem frequéncia de colisao das particulas constante e por ja terem sido utilizados na
resolucao de vérios problemas da DGR [Barichello et al., 2001; Cabrera e Barichello, 2006;
Frangi et al., 2007a; Frangi et al., 2007b; Scherer et al., 2009], em geometria plana.

Entretanto, em geometria cilindria, a obtencao de resultados de carater analitico
para os problemas da DGR, em geral, é mais complicada do que para os mesmos proble-
mas em canais planos e, uma alternativa que vem sendo usada para se buscar superar tal
dificuldade, consiste em fazer uso da formulacao integral dos modelos cinéticos.

Diante disso, neste capitulo serao apresentadas as formulagoes integrais que podem

ser usadas para descrever o fluxo de um gas rarefeito em um duto cilindrico, particular-



14

mente para os problemas que dizem respeito a descricao de efeitos causados por gradiente
de pressao (Poiseuille) e de temperatura (creep térmico), conforme deduzidas por Barichello
et al. [Barichello et al., 2002] e Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2002],

respectivamente, a partir das equagoes integro-diferenciais dos modelos cinéticos BGK e S.

2.1 Formulagao Integral do Modelo BGK

Nesta se¢ao apresenta-se a formulacao integral associada ao modelo BGK, conforme
deduzida por Barichello et al. [Barichello et al., 2002], para descrever fluxos de gases ra-
refeitos na direcao axial em dutos cilindricos retos de raio R e sujeitos a simplificacoes do
modelo fisico, tais como: a consideracao de gases com moléculas monoatomicas, sem carga
elétrica, que sofrem apenas colisoes binarias, que possuam frequéncia de colisao constante e
que sejam do tipo esferas rigidas, além de se considerar o escoamento no regime permanente.
Nesse intuito, primeiramente, é apresentada sua formulacao integro-diferencial do modelo
BGK, em coordenadas cilindricas, escrita em termos da funcao de perturbacao das particulas

h(r,c) [Williams, 1971],

13 (cos qb% — senqﬁg) h(r,c) + h(r,c) = —ke,
+ 7 3/2 [/ e “h(r,c')dc’ + 2c - /c’h(r, c')ac
+§ (*—3/2) / (¢ 2=3/2) e h(r,c)ac |, (2.1)

onde ¢ = (§, ¢;, @), conforme indica a Fig.(2.1), é o vetor velocidade, ¢, é a componente de

¢ na direcao axial do tubo e ¢ é a componente angular e, ¢ e ¢ as magnitudes do vetor

de velocidade das particulas do géds antes e apds as colisoes, respectivamente, enquanto que
€ [0, R] ¢é a distancia radial em relagdo ao centro do duto cilindrico.

Multiplicando a Eq. (2.1) por c.exp(—c?) e integrando em c., obtém-se

0 0
¢ (cosogy — Tseno ) alr.0) + glr€,)

/ / g(r.§,¢)Edcdg’ +Q(¢), (2.2)
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Figura 2.1 — Cilindro de raio R onde c denota a diregao do movimento

de uma particula do gas

sendo

g(r.&,¢) = /00 e~ h(r, ¢)c.dc,. (2.3)

oo

Nesta formulacdo, assume-se que o termo fonte nao homogéneo @Q(£) na

Eq. (2.2) é conhecido e que a condic¢@o de contorno tem a forma

9(R,& 0) = f(§,¢), ¢ € (m/2,37/2) e §€[0,00), (2.4)

onde f(,¢) é também considerada conhecida.

Impondo agora a condicao de simetria

f(&2m—¢)=f(&0), o€ (n/2m] (2.5)

pode-se concluir pelas Egs. (2.2) e (2.5) que

9(r.&,2m —¢) = g(r,§,0), ¢ €07, (2.6)

para todo r e . E assim, fazendo pu = cos ¢, para ¢ € [0, 7], e

G(r,& pu) = g(r,& arccosp), p € [—1,1], (2.7)
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as Eqgs. (2.2) e (2.4) podem ser reescritas como

0 1—pu?d
5 (:ua + r 8_u> G(Ta 57 ILL) + G(Ta 67 :u)

- / 1 / T )G E agad + Q). (28)

para p € [—1,1],£ € [0,00) e 7 € (0, R), e

G(R,§,—p) = F(& ), pe(0,1] e €l0,00). (2.9)
Aqui
26e~ ¢
(g p) = R (2.10)
e
F(& p) = f(§m—arccosp), pe(0,1]. (2.11)

A equagao apresentada na Eq. (2.8), juntamente com a condi¢ao de contorno indi-
cada pela Eq. (2.9), corespondem a formulacao integro-diferencial usualmente utilizadas nas
aplicagoes do modelo BGK em geometria cilindrica.

Para a obtencao da formulagao integral, a partir das Eqgs. (2.8) e (2.9), Barichello
et al. [Barichello et al., 2002], fizeram uso do método das caracteristicas [Debnath, 1997],
além de terem proposto trocas de varidveis e utilizar algumas identidades das funcoes de
Bessel necessarias para a simplificacao de algumas integrais. A dedugao é feita enfatizando
a inclusao de um termo fonte nao homogéneo geral, na equagao de balango, e um termo nao
homogéneo geral na condicao de contorno. Desse modo, a forma geral da equacao integral

para o modelo BGK ¢é dada por
R
G(r) = B(r) + C(r) + / 1GOK(t — r)dt, (2.12)
0

para r € [0, R]. Nesta equagao, G(r) corresponde & solucao da formulagao geral a partir da

qual podem ser determinadas as quantidades de interesse fisico, enquanto que o nicleo da



17

equacao integral é dado por

2 & — 72 d’/'
Kt —r)= m/ﬂ e T Fy(t/T, T/T)ﬁ, (2.13)
sendo

L,(t/T)K,(r/T), t<r

E.t/m,r/T) = /) Kl /7) : (2.14)
K,(t/7)L,(r/T), t>r

onde I,,(x) e K, (z) sdo as fungdes de Bessel modificadas de ordem n, de primeira e segunda

classe, respectivamente [Abramowitz e Stegun, 1965].

Segundo Barichello et al. [Barichello et al., 2002] e Rodrigues [Rodrigues, 2003],

os dois termos nao homogéneos da Eq. (2.12) s@o definidos por

B0) = [ [T WP R leap{-stngddedn (215)

R peo T,r/T) [ ¢
C(r)= %/0 t/o FO(t/T; 4 )/ (2?(_6,)7-2)1/2d5d7'dt. (2.16)

O termo B(r) depende da condi¢do de contorno F[¢, uo(R, 7, it)], enquanto que C(r) depende
do termo fonte Q(€) do problema considerado. Segundo [Williams, 1971], para os problemas
aqui abordados, que descrevem os efeitos causados por um gradiente de pressao (Poiseuille)

e de temperatura (creep térmico) no fluxo de um gés rarefeito em um duto cilindrico, tem-se

Q&) = 1/2[k; — ko(€* — 1)], (2.17)

onde ki e ky sao constantes que, para o problema de Poiseuille assumem os valores k1 = 1
e ko = 0, enquanto que para o problema creep térmico correspondem aos valores ky = 0 e
ko = 1.

Segundo a mesma formulagao, na Eq. (2.15), tem-se ainda

2{6*52

e (2.18)

()
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1
po(Roms ) = (B2 —r? 4 r2pu?) (2.19)

sor. &, ) = [(R? = v+ r22) ' 4 rp]J¢. (2.20)

2.1.1 Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico

Apos ter sido feita uma breve apresentagao da formulagao geral da equagao integral
associada ao modelo BGK para dutos cilindricos retos de raio R, pretende-se, agora, apresen-
tar a respectiva formulacao para dois casos especiais, conhecidos na literatura como fluxo de
Poiseuille e creep térmico. Ambos representam problemas classicos da DGR que descrevem
o movimento de um gas plenamente desenvolvido na direcao axial do duto, sendo que no
primeiro o fluxo se deve exclusivamente a existéncia de um gradiente de pressao na direcao
axial e, no segundo, a existéncia de um gradiente de temperatura, também na direcao axial
[Williams, 2001].

Ainda, segundo as Refs. [Barichello et al., 2002] e [Rodrigues, 2003|, para a
realizacao de tais deducoes, faz-se necessario, inicialmente, substituir o termo fonte nao
homogéneo da Eq. (2.17) na Eq. (2.16). Posteriormente faz-se uso da identidade das

funcoes modificadas de Bessel,
x[Ko(x) [ (x) 4+ To(z) K1 (x)] = 1, (2.21)

para promover algumas simplificagoes na expressao resultante. Desse modo, encontra-se

o [ R b -k -] T e

T

C(r) =

Entretanto, as Refs. [Barichello et al., 2002] e [Rodrigues, 2003] propdem ainda,

reescrever a Eq. (2.12) em termos de uma nova funcao incégnita, Z(r), de modo que

1 1

onde ki e ky correspondem as constantes ja mencionadas anteriormente no termo fonte.

Entao, mediante a utilizacao das Egs. (2.22) e (2.23), a Eq. (2.12) passa a ser escrita na
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forma
R
Z(r) = / LZWK(E — r)dt+ S(r), (2.24)
onde
7T1/2 o 2
S(r) =72B(r) + T/ﬁ + kgR/ Te T Ky(R/T)Io(r/T)dT (2.25)

é o termo nao homogéneo, que contém informacoes referentes ao termo fonte e a condigao
de contorno (no termo B(r) indicado pela Eq. (2.15)). Nessa formulagao, o termo Z(r)
corresponde a funcao incognita que é usada para determinar as quantidades de interesse
fisico dos problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos.

Desse modo, a formulagao integral do problema de Poiseuille é escrita a partir das

Eqgs. (2.24) e (2.25), tomando-se B(r) =0, k; = 1 e ky = 0, de modo que

Zp(r) = /R tZp(t)K(t — r)dt + Sp(r) (2.26)
sendo
Sp(r) = %wl/‘% (2.27)

Enquanto que para o problema de creep térmico, obtém-se
R
Zr(r) = / tZr(O)K(t — r)dt + Sr(r) (2.28)
0
com
Sr(r) = R/ T€_T2K1<R/T>]0(T/T)d7', (2.29)
0

mediante a realizagdo das substituigdes: B(r) =0, ky = 0 e ks = 1, nas Eqs. (2.24) e (2.25).
Salienta-se que os indices P e T sao usados para identificar aos problemas de Poiseuille e
creep térmico, respectivamente, e que as Eqs. (2.26) e (2.28) sdo exatamente as mesmas
equagoes apresentadas por Siewert [Siewert, 2000].

A obtengao da solugdo Zp(r) da equagao integral (2.26) com o termo fonte dado
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pela Eq. (2.27), possibilita a avaliacdo das quantidades de interesse fisico do problema de

Poiseuille, tais como o perfil de velocidade macroscépico das particulas do gés

1
up(r) =7"2Zp(r) — 5 (2.30)
e a taxa de fluxo (do inglés flow rate, cuja tradugao mais correta seria taxa de escoamento,
porém, aqui denominado de taxa de fluxo, tendo em vista que esta denominacao ja foi usada
em trabalhos anteriores)

4 R

Up = —
PR

up(r)rdr, (2.31)

conforme definidas nas Refs. [Loyalka, 1975] e [Valougeorgis e Thomas Jr., 1986]. Enquanto
que as quantidades de interesse fisico para a descricao do problema creep térmico em um
duto cilindrico de raio R e comprimento infinito, tais como o perfil de velocidade e a taxa
de fluxo (do inglés flow rate), definidas nas Refs. [Loyalka, 1975] e [Valougeorgis e Thomas

Jr., 1986], respectivamente, sao

up(r) =7V Zp(r) — éll (2.32)
4 (R
Ur = ﬁ/@ up(r)rdr. (2.33)

2.2 Formulagao Integral do Modelo S

Segundo Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2002], a equagao integro-
diferencial do modelo S [Shakhov, 1968 para aplicagoes de fluxos de gases, em regime

permanente, na dire¢ao axial de dutos cilindricos, escrita em termos da funcao de distribuicao

h(r,&, c., ¢), é dada por

[ﬁ (COS Qﬁ% — se:qﬁ%) + 1] h(r,&, c., ) = 773/2£S[h](r,€7cz7 o)+ Qs c.), (2.34)

onde o termo fonte nao homogéneo é

Qs(&,¢.) = —c. [k + ko (2 + ¢ — 5/2)] (2.35)
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e o termo integral é

Lslh](r, €, ., 0) / / / e R € LK (¢ ) Edfaddg.  (2.36)

Nesta formulagao £ € [0,00) e ¢ € [0, 27| correspondem, respectivamente, as componentes
de magnitude e angulo do vetor velocidade do plano perpendicular ao eixo do duto de

comprimento infinito, conforme evidenciado na Fig.(2.1) e de modo que se tenha

A=+ (2.37)

C/Q — 5/2 + CI2 (238)

z )

sendo ¢’ e ¢ as magnitudes do vetor de velocidade das particulas do gds antes e apds as
colisoes, respectivamente. Enquanto que c¢, simboliza a componente do vetor velocidade ¢
na diregao axial e r € [0, R| ¢ a distancia radial em relacdo ao centro do duto cilindrico de
comprimento infinito. Ainda referente a esta formulagao, os termos k; e ko da Eq. (2.35)
correspondem as constantes k; = 1 e k; = 0 para o problema de Poiseuille e, by =0 e ky =1

para o problema creep térmico. Enquanto que o niicleo da integral é definido por
K(c:c)=142[clc. + & &cos (¢ — )]+ (2/3) (¢* = 3/2) (¢* = 3/2) + M (c' : ¢), (2.39)
onde
M (c':¢) = (4/15)[c.c. + & cos (¢ — )] (¢* = 5/2) (¢ — 5/2) (2.40)

é o termo que difere o modelo S do modelo BGK.
Salienta-se ainda, que na formulacao aqui apresentada, as condi¢oes de contorno sao

[Siewert e Valougeorgis, 2002]

h(R, &, c.,0) =aD + (1 —a)h(R, &, c., o+ 7), ¢ € [rn/2,7], (2.41a)



22

hR,&, c,,0) =aD + (1 —a)h(R, & c., o —m), ¢ € [m31/2], (2.41D)

onde « corresponde a fracao de particulas do gas refletidas difusamente e a constante D é

2 71'/2 2 o0 o8} 2
D=2 —c® ¢2 ) .
- (/o +/3W/2> /oo/o (R, €, .. p)e™ € cos ¢ dfde.dg (2.42)

A equagao cinética dada pela Eq. (2.34) e as condigoes de contorno das Eqs. (2.41a)

dada por

e (2.41b) dependem da variavel espacial r € [0, R| que estd adimensionalizada de modo que
R =, sendo

CZ’/TI/Q

0="5

o parametro de rarefacao, a o raio fisico do duto e [ o livre caminho médio.
Neste contexto ainda, as quantidades de interesse fisico do problema sao: o perfil de

velocidade

u(r) = n3/2 /027r /OO /000 e_c2h(r,§,cz,¢)cZ§d§chd¢ (2.43)

e o fluxo de calor

q(r) = n3/2 /027T /_00 /Ooo e~ (62 — 5/2) h(r,&, c., ®)c,£dédc,do. (2.44)

Percebe-se que as quantidades de interesse fisico, u(r) e ¢(r), dadas pelas Eqs. (2.43)
e (2.44), dependem da avaliagdo completa da fungao de distribuigao h(r, &, c,,¢). Em vez
disso, pode-se obter resultados para diversos momentos ou integrais da funcao de distribuicao.

Com esse proposito, inicialmente a Eq. (2.34) é multiplicada por

¢1(Cz) = Cze_cz (245)
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e integrada em todo o c,, de modo que se tenha

(oo - 200 ) | o) = Lol el + () (20)

27 oo
S e [ omnd )+ fa @ mng )] gy 2an
T Jo

0

com

fia(€,€) =1+(2/15) (£ = 1) (& - 1) (2.48)

fia (&) = (1/5)(2/3)'2 (€2 = 1). (2.49)

Na Eq. (2.46) tem-se também

mr&.o) = [ ehn g oeae (2.50)

ai(§) = —(1/2)7"? [k + ko (€ — 1)] . (2.51)

Ainda com o mesmo propésito, a Eq. (2.34) também é multiplicada por
do(c.) = (2/3)V2e. (2 — 3/2)e (2.52)

e integrada em todo o c,, de modo que se tenha

{f (cos gbg - %> + 1} ho(r, &, @) = Lglh, hol(r) + as, (2.53)
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onde

2m poo
Loitel(r) = = [ [ [ (€€ 6) + faahatrn€ o) €agia 259)

com

Fan (&) = (1/5)(2/3)% (¢7 - 1) (2.55)

fa2 (&) = (1/5). (2.56)

Na Eq. (2.53) tem-se também

h2(7a7 57 (b) = (2/3>1/2 /OO efcﬁ (Cg - 3/2)h(7”, 57 Cz, ¢>czdcz> (257)
e
ay = —(31/8) %k, (2.58)
Desse modo, a partir das Eqgs. (2.46) e (2.53) é possivel escrever
0 9,
€ (cosogr = 200 ) 1] o) = L)+ AGE) (2.59)
onde
1 A
Ls(rn€) = 2Qs(©) [ [ e Qb(e)HE g o) gaa (2.60)
com
2/15)4/2(¢2 - 1) 1
Qs(8) = { (B/15) 74 = 1) } : (2.61)
(1/15)1/2 0

Diante disso, o vetor H(r, &, ¢) é formado pelas componentes hy(r, &, ¢) e ha(r, &, ¢), das Egs.
(2.50) e (2.57). Os termos ai(§) e as, indicados pelas Eqs. (2.51) e (2.58), constituem o
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vetor A(§). Bem como, as condigoes de contorno passam a ser

H(R,¢.6) = (1 - )H(R,E ¢ +7), ¢ € [r/2,7], (2.622)

H(R, & ¢)=(1—-a)H(R, 0 —m), ¢ € [m31/2]. (2.62b)
Considerando a propriedade de simetria
H(r, &, 2r — ¢) =H(r,&,6), ¢ €07, (2.63)
para todo r e &, usando p = cos ¢ para ¢ € [0, 7] e definindo
I(r,&, n) = H(r, &, arccos ), p € [—1,1], (2.64)

é possivel reescrever a Eq. (2.59) na foma

0 —u? o
(g + ) #1106 = Ll )+ AG) (2,69
onde
2 1 00 " !
Lot = 2Qs(@) || [ Qi@ e e

Enquanto que as condigbes de contorno, dadas pelas Eqs. (2.62a) e (2.62b), passam a ser

escritas por
I(R, & —p) = (1 = a)l(R, &, p),  pe0,1]. (2.67)

Por fim, multiplica-se a Eq. (2.65) por Qg'(£) e define-se
G(r,& 1) = Q' (OL(r, & p). (2.68)

Desse modo, obtém-se

o 1—u?2 9 L poo
[s(u5+ ”@) 1] Gre) = [ [ W€ GoEagar 1T, (209)

r
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onde

/2 | (15/2)%k,

r—-—— , 2.70
ol (2.70)
2 2
U p) = WQE(@QS(@@ ¢ (2.71)
e a condicao de contorno é escrita como
G(R. & —p) =1 —-a)G(R,&pn), pel0l] (2.72)

A Eq. (2.69), juntamente com a condigao de contorno indicada pela Eq. (2.72),
corespondem a formulacao integro-diferencial usualmente utilizada nas aplicagoes do modelo
S em geometria cilindrica. A partir destas equacoes e baseados na utilizagao do método das
caracteristicas, conforme ja utilizado anteriormente na deducao da formulacao integral do
modelo BGK por Barichello et al. [Barichello et al., 2002], Siewert e Valougeorgis [Siewert
e Valougeorgis, 2002], deduziram a formulagao integral do modelo cinético S, que descreve o
fluxo de um gas rarefeito em um duto cilindrico reto de raio R. Tal formulagao é corresponde

a equacao vetorial
R
Z(r)=B(r)+ T+ / tK(t — r)Z(t)dt, (2.73)
0

com r € [0, R]. Nela, o niicleo da integral é definido como sendo

K(t—1)= /OOO e Folt /7, /1) A (2.74)
com Fy(t/7,r/T) dado pela Eq. (2.14) e
A(T) = Ag + Apm? + Ay, (2.75)
sendo que
A, — 3/10 —(1/30)/2 | (276)

—(1/30)1/2 1
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A, —2/15  (2/15)1/? 2.77)
(2/15)1/2 0

2/15 0
Ay = . (2.78)
0 0

O segundo termo nao homogéneo da Eq. (2.73) corresponde ao termo fonte

172 | (15/2)Y2k
po T (52 ke (2.79)
2 ey

Nele, ki e ko sao constantes definidas de modo que para o problema de Poiseuille tem-se
ki =1¢e ky =0 e, para o problema do creep térmico, k1 =0 e ky = 1.

Enquanto que o primeiro termo nao homogéneo da Eq. (2.73) é definido por

B() - | 1 / T W(E W (€, ol R, )] eap{ —sor. £, ) yddu (2.80)

e depende da condigao de contorno de superficie refletora
F(¢, ) = (1— )G(R. &), pel0,1] e &€ 0,00 (2.81)

Nela a fracao (1 — «) ¢ refletida especularmente e a fragao restante « é refletida difusamente.

A expressao B(r) depende ainda da funcao caracteristica

W(E ) = ﬁQ?(é)Qs(é)&e‘gz, (2.82)

onde

Qs(&) = (/18] (€ =1) 1 , (2.83)
(1/15)1/2 0

além das expressoes

polt. ) = (1 = 12 r2pt) 2 (289

~ | =
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s0 (& 1) = [ (B2 =2+ 722) 7 g /e, (2.85)

que também estao indicadas nas Eqgs. (2.19) e (2.20), utilizadas na formulagao integral do
modelo BGK.

Contudo, segundo Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2002], para os
casos em que as paredes sélidas do duto refletem as particulas do gés de modo perfeitamente
difuso (com a = 1), a condigao de contorno indicada na Eq. (2.81) é nula e, consequente-
mente, o termo nao-homogéneo B(r) definido na Eq. (2.80) também é nulo. Fato esse, que
simplifica consideravelmente o problema, bem como torna possivel a utilizacao da trans-
formacao proposta por Mitsis na resolucao de problemas da DGR mediante esta formulacao.

A fungao incégnita Z(r) que satisfaz a Eq. (2.73), torna possivel a obtengao das

quantidades de interesse fisico, tais como o perfil de velocidade
u(r) =720 1]G(r) (2.86)
e o perfil do fluxo de calor (do inglés heat-flow profile)
q(r) = [15/(2m)]"?[1 0]G(r), (2.87)
onde, segundo [Siewert e Valougeorgis, 2002], tem-se
G(r)=Z(r)-T, (2.88)

sendo que I' é o termo fonte definido na Eq. (2.79). Ainda define-se, a taxa de fluxo do gas

(do inglés particle-flow rate) [Loyalka, 1975; Valougeorgis e Thomas Jr., 1986]

4 R

U=_——
R’ J,

u(r)rdr (2.89)
e a taxa de fluxo de calor

Q= ﬁ/() q(r)rdr. (2.90)
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As Egs. (2.86), (2.87), (2.89) e (2.90) sao referentes tanto para o problema de
Poiseuille como ao problema de creep térmico, sendo que a diferenca existente na formulagao
de tais problemas consiste apenas na utilizacao correta das constantes ky e ko, que aparecem
no termo fonte indicado na Eq. (2.79) e que mediante esse termo caracterizam os dois
problemas tratados.

Contudo, do ponto de vista da formulagao integral, o modelo S diferencia-se do
modelo BGK, apresentado anteriormente, por utilizar uma abordagem vetorial e possuir o
nucleo, o termo fonte e um termo nao homogeéneo definidos de modo diferente. Entretanto,
para o caso especifico em que os problemas de Poiseuille e creep térmico sao definidos em
dutos cilindricos com superficies com reflexdo perfeitamente difusa (com « = 1), as duas
formulagoes caracterizam-se por apresentar o termo fonte como tinico termo nao homogeéneo

da formulacao.



CAPITULO 3

MODELO BGK: UMA SOLUCAO ESPECTRAL

Neste capitulo sao apresentadas duas propostas de resolugao dos problemas de
Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos de comprimento infinito (ou seja, dutos com
o comprimento muito superior a medida do raio, de modo que os problemas podem ser
modelados considerando apenas a dependéncia radial e angular), modelados pela formulagao
integral do modelo BGK indicada na se¢ao (2.1).

Na primeira proposta, utiliza-se uma expansao em termos de splines cubicas de
Hermite para representar a fungao incégnita, Z(r), da Eq. (2.24). Bem como, também
é utilizado um esquema de pontos de colocagao com o intuito de estabelecer um sistema
algébrico linear que possibilita a obtencao dos coeficientes da expansao considerada.

Na segunda proposta, utiliza-se uma expansao em termos de polinomios de Legendre
e o sistema algébrico linear é obtido mediante a utilizacao de propriedades destes polinomios.

Neste trabalho optou-se por utilizar estas duas abordagens visto que as mesmas ja
foram utilizadas com sucesso na resolugao de outras equagoes integrais de interesse na area
[Barichello et al., 2004; Rodrigues e Barichello, 2004].

Salienta-se, ainda, que em ambas as propostas, a avaliagao das integrais envolvidas

na formulagao faz-se mediante a utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre.

3.1 Solucao via Expansao em Splines Ciibicas de Hermite

As splines cubicas de Hermite utilizadas neste trabalho sao definidas por Schultz na

Ref. [Schultz, 1973] e sdo apresentadas no Apéndice B deste trabalho. Assim, hd um par
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de splines cibicas, S, (z) para @ = 0,1,2, .., L, associadas a cada nd

(s = (B/M)?, B=01,...,M, (3.1)

definido no intervalo [0, 1] e de modo que se tenha L = 2M + 1.
Propoe-se, entao, uma expansao para representar a func¢ao incégnita Z(r) da Eq.

(2.24), na forma

Z(r) = Z 13 (7)) (3.2)

onde os termos a, representam os coeficientes constantes que devem ser determinados e
F, () indica a funcao spline cibica de Hermite de ordem «. Substituindo a expansao acima

na Eq. (2.24), obtém-se

i aa{ (r/R) — /ORt%a (t/R)K(t — r)dt} — S(r). (3.3)

a=0

Fazendo-se as seguintes trocas de variaveis:

r
T=5 (3.4)
e
y=— (3.5)
é possivel reescrever a Eq. (3.3) na forma
L 1
> a0 {9 @) = 7 [ 480 ) KRy — Ro)y | = S(50) (3.6)
a=0

Tendo em vista que o nicleo da equagao integral, K(Ry — Rx), indicado pela
Eq. (2.13), apresenta uma descontinuidade em Ry = Rz (que se deve a presenga do termo

Fo(Ry/T, Rz /T) que esta definido, para as variaveis t e r, na Eq. (2.14) ), propoe-se a divisao
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do intervalo de integragao na variavel y da Eq. (3.6) escrevendo-a na forma

D a0 {Sa () = B {Ua(x) + Va(2)}} = S(Rx), (3.7)

onde
Uale) = [ 9% () KRy — Ro)dy (33)
Va(z) = / ySa (v) K(Ry — Rx)dy. (3.9)

Neste ponto, avaliando-se a Eq. (3.7) nos pontos de colocagao, aqui escolhidos como

. 2
x:(%) . i=0,1,2,...,L, (3.10)

obtém-se a expressao

> a0 {Sa (1) = R*{Ua(w:) + Vala:)}} = S(Rax;) (3.11)

que, apos a avaliacao das integrais envolvidas, corresponde a um sistema linear de equacoes
algébricas de ordem L+1 = 2M +2, cuja solucao sao as constantes a,, utilizadas na expansao
proposta para o termo Z(r). Consequentemente, a resolucao desse sistema torna possivel
também a obtencao das quantidades de interesse fisico dos problemas em questao, tais como
as velocidades macroscépicas. Isso mediante a substituicao da expansao proposta nas Eqgs.

(2.30) e (2.32), de modo que se tenha

L
up(r) = n 12 Zaoﬁa(i) 21 (3.12)
—~ R 2
e
L
url) = 7Y a3 () - (3.13)
a=0

para os problemas de Poiseuille e creep térmico, respectivamente. Diante disso, torna-se
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possivel ainda, a obtencao das taxas de fluxo do gas mediante a utilizacao de um esquema
de quadratura nas Eqgs. (2.31) e (2.33).

Convém salientar ainda, que tanto para o problema de Poiseuille quanto para o
creep térmico, os coeficientes a, das Egs. (3.12) e (3.13) s@o dados pela solugao do sistema
linear indicado na Eq. (3.11). O que difere os sistemas obtidos, para os dois problemas em
questao, é a presenca do termo nao homogéneo S(Rx;), que para o problema de Poiseuille é

definido pela Eq. (2.27) enquanto que para o creep térmico pela Eq. (2.29).

3.1.1 Avaliacao das Integrais

A resolucao do sistema dado pela Eq. (3.11) e consequentemente a determinacao dos
coeficientes da expansao indicada na Eq. (3.2), depende da avaliagdo das integrais presentes
na Eq. (3.11), aqui realizada mediante a utilizacdo do esquema de quadratura de Gauss-
Legendre. Entretanto, a formulacao apresentada impde algumas dificuldades decorrentes
da forma de definicao do nicleo. De fato, estes aspectos podem acarretar em um esforco
computacional muito elevado ou a perda de precisao. Neste sentido, é importante considerar
algumas simplificagoes e trocas de varidveis com o intuito de possibilitar a avaliacao das
integrais com boa precisao e de reduzir o esforco computacional.

A seguir sao apresentadas algumas alternativas utilizadas, neste trabalho, para

avaliar as integrais presentes na Eq. (3.11).

3.1.1.1 Awaliagao do Nicleo K(Ry — Rz) da Equagao Integral

Para os problemas de Poiseuille e creep térmico, a maior dificuldade consiste na
avaliacdo do nicleo da equagao da integral, K(Ry — Rx), dado pela Eq. (2.13), que esta
presente nos termos U, (z) e V,(x) definidos pelas Egs. (3.8) e (3.9). Uma das dificuldades
é decorrente do fato de que o nicleo da equacao integral esta definido em termos de fungoes
modificadas de Bessel, Iy(z) e Ky(x), uma vez que estas fungoes divergem quando seus
argumentos tendem para o infinito ou para zero, respectivamente. Assim sendo, por razoes

computacionais, optou-se por utilizar

In(x) = Ip(x)e™ (3.14)
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~

Ky(z) = Ko(x)e®, (3.15)

definigoes estas que ja foram usadas em outros trabalhos [Siewert, 2000], [Barichello et al.,
2002] e [Rodrigues, 2003]. Desse modo, a Eq. (2.14), que é usada na definigdo do nrcleo,
passa a ser reescrita na forma

Fo Ry oy | PN = DR Rym R,y e

exp{(z — y)R/T}Ko(Ry/T) (R /7), y >

Além disso, o nucleo da equagao integral, (Ry — Rz), também apresenta uma

2 0 que impoe dificuldades na avaliacio numérica desta integral nas proxi-

divisao por T
midades de 7 = 0, particularmente quando os valores dos argumentos Ry e Rx estiverem
bastante proximos. Porém, tal dificuldade nao se manifesta quando a variavel 7 tende a
zero e os valores de Ry e Rx nao estiverem bastante préximos, como por exemplo quando
|Ry — Rx| > 0.05. Nestes casos, as dificuldades numéricas impostas pela singularidade,
oriunda da divisao por 72, sdo minimizadas pelo comportamento numérico das funcoes mo-
dificadas de Bessel.

Uma alternativa utilizada na Ref. [Kamphorst et al., 2007a], para contornar a
presenca desta singularidade e, consequentemente, evitar problemas na avaliacao das in-
tegrais, foi dividir o intervalo de integracao na varidavel 7 em varios subintervalos quando
|Ry — Rx| < 0.05, especialmente para valores de 7 préximos de zero. Tal metodologia
garante a obtencao de resultados numéricos com boa precisao mediante a posterior aplicacao
do esquema de quadratura de Gauss-Legendre em cada um dos subintervalos, entretanto
o esforco computacional requerido para tal cdlculo é muito grande. Outra alternativa, us-
ada nas Refs. [Kamphorst et al., 2008] e [Rodrigues et al., 2009], consiste em somar e
subtrair uma outra integral (sem evidentemente alterar o integrando final), que possa ser
avaliada analiticamente e de forma que a integral resultante seja mais facil de ser avaliada.
Através desta metodologia é possivel obter resultados numéricos, com melhor precisao, em
um tempo computacional muito reduzido se comparado com a metodologia da integracao
por subintervalos usada na Ref. [Kamphorst et al., 2007a].

Nesse contexto, a avaliagdo da integral K(Ry — Rx) é aqui realizada mediante a



35

consideragao de dois casos, um quando |Ry — Rz| > 0.05 e outro quando |Ry — Rz| < 0.05.

No primeiro caso nao ocorre a singularidade mencionada anteriormente, e a avaliagao
do ntcleo pode ser realizada, sem a utilizacao da referida metodologia, através do esquema
de quadratura de Gauss-Legendre usual, com pontos de quadratura p, € [—1,1] e seus

respectivos pesos w,, mediante a expressao

N. 2
B - “#n Fo(Ry/ zn, R/ 2)
= =271 & 1
K(Ry — Rz) T 2 w (o +1)22 , (3.17)

onde

1
Zp = —1In ('un; ) (3.18)

e a constante N, indica o nimero de pontos de quadratura pu, e de seus respectivos pesos
wn, usados na avaliagao desta integral. Salienta-se que a Eq. (3.17) é obtida considerando-se

a Eq. (3.16) e através da realizac¢do da troca de varidvel
2(t) =2 —1 (3.19)

na Eq. (2.13). Cabe salientar, que para este caso, é possivel avaliar o termo K(Ry — Rz),
mediante a utilizagdo da Eq. (3.17), com uma precisao de seis digitos (se comparado com
alguns resultados possiveis de serem obtidos com a utilizacao do software Maple), utilizando-
se apenas trinta pontos de quadratura. Neste caso, aumentando-se o nimero de pontos de
quadratura utilizados é possivel obter resultados ainda mais precisos. Porém, a medida
que os argumentos Ry e Rx assumem valores mais préximos (como por exemplo quando
|Ry — Rx| < 0.05), fica cada vez mais dificil obter resultados precisos utilizando-se a mesma
expressao, o que faz com que seu uso nao seja mais eficaz.

Consequentemente, para o caso em que |Ry — Rx| < 0.05, optou-se por utilizar a
metodologia, descrita anteriormente, que consiste em somar e subtrair uma outra integral ao
termo K(Ry — Rx). Neste sentido, a fim de determinar qual integral deve ser usada para
tanto, busca-se integrais que, preferencialmente, possam ser avaliadas analiticamente, bem

como, que amenizem os problemas numéricos do termo K(Ry — Rz) quando somadas ou
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subtraidas a ele. Diante disso, promoveu-se a subtracao e a soma da integral

2 o dr
S1(Ry, Rx) = m/o Fy(Ry/T, Rm/r)z (3.20)

a Eq. (2.13). O termo S;(Ry, Rx) pode ser avaliado no software Maple, de modo que

2 o0 72 dr %
KRy — Rr) = /O (77" = 1) FolRy/r, Rafr) 55 + 57 (Ry, Re). (3.21)
onde
2r—1/2
ST (Ry, Rz) = Ex(y/x) se y<ux (3.22a)
e
271'_1/2
ST(Ry, Rx) = Ry Ex(x/y) se y>u, (3.22b)

correspondem ao resultado da avaliagao da Eq. (3.20) realizada no Maple. Aqui, Ex (z) é uti-
lizado para indicar a integral eliptica completa de primeira ordem, tal como definida na Ref.
[Abramowitz e Stegun, 1965]. Contudo, tal procedimento apenas ameniza o problema, visto
que o primeiro termo da expressao dada pela Eq. (3.21) continua apresentando variagoes
numéricas grandes na funcao a ser integrada quando 7 tende a zero. Entao, propoe-se a

troca de variavel

s(r) = , (3.23)

que possibilita reescrever a Eq. (3.21) do seguinte modo:

K(Ry — Rz) = vl g(s)Fy <Ry/7(s), Rx/7’(8)>ds + S} (Ry, Rx), (3.24)

onde

m(s)==—1 (3.25)



37

e
-7(s)* _ 1
e

= — . 3.26
99 = oy (3.26)

E, em seguida, propoe-se ainda, efetuar a soma e a subtragao da integral

2 [ -

Sy = m/o e *Ko(s)ds (3.27)

junto a Eq. (3.24), obtendo-se, desse modo, a expressao
2 [ .
K(Ry — Rx) = m/ {g(s)Fo <Ry/7(s),Ra:/T(s)) + e_SKO(s)} ds+ S(y,z), (3.28)
0
onde
S(y,x) = S} (Ry, Rx) — Ss. (3.29)

A fim de avaliar a integral presente na Eq. (3.28) mediante a utilizacao do esquema
de quadratura de Gauss-Legendre, faz-se necessario ainda, a realizacao da seguinte troca de

varidvel:
p(s) =2s — 1. (3.30)

Desse modo, obtém-se

N
1 - _mS s
K(Ry — Rx) = i E Wn {AnFo <Ry/p;, R:L’/pﬁ) +e p”Ko(pn)} + S(y,z),  (3.31)
n=1

onde
nt+1
s= (3.32)
2
- n
p=—"r (3.33)
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P (1) | (3.34)

Na Eq. (3.31), a constante N, indica o nimero de pontos de quadratura de Gauss-
Legendre u, e de seus respectivos pesos w,, usados na avaliacao dessa integral. O termo
Fy é avaliado na Eq. (3.16). A expressao Sy que é indicada pela Eq. (3.27) e que aparece
no termo S(y, x), pode ser avaliada numericamente mediante a utilizacao do software Maple
como sendo igual a 1.40202222809807033. E, o termo S;(r,t), dado pelas Egs. (3.22a) e
(3.22b), pode ser determinado numericamente com precisao de 2 x 1078, usando o algoritmo
apresentado na Ref. [Abramowitz e Stegun, 1965] para a avaliacao da integral eliptica
completa de primeira ordem.

Através da expressao indicada na Eq. (3.31), é possivel avaliar o termo K(Ry — Rx)
com uma precisao de cinco a seis digitos usando-se apenas trinta pontos de quadratura de
Gauss-Legendre e, que tal expressao pode ser empregada (com a mesma precisao) para todos
os valores de Rx e Ry, estando eles préximos ou nao. Entretanto, neste trabalho, optou-se
em utilizd-la apenas nos casos em que |Ry — Rz| < 0.05, visto que através da Eq. (3.31) o
resultado fica limitado pela precisao do algoritmo utilizado para avaliar a integral eliptica
contida nesta expressao. Salienta-se ainda, que tal procedimento nao necessita de muito
esforco computacional adicional, sendo que o tempo computacional requerido é da ordem de
décimos de segundo e, portanto, nao muito superior ao requisitado anteriormente, nos casos

em que |Ry — Rz| > 0.05, utilizando-se 0 mesmo nimero de pontos de quadratura.

3.1.1.2 Awaliacao das Expressoes Uy (x;) € Vo(x;)

Do ponto de vista do tempo computacional, para a avaliacao das expressoes U, (z;)
e V,(z;) apresentadas nas Egs. (3.8) e (3.9), ¢ importante considerar apenas os subintervalos

[d., e,] para os quais as fungoes splines S, (y) assumem valores nao nulos, de forma que

Sa(y) =0, y & [daea)- (3.35)



Pode-se, entao, escrever

Un(z;) =0, se z; <d,

Ual;) = / " ySa (9) K(Ry — Ray)dy,
onde
Me; = min{z;, e, }.

Do mesmo modo, tem-se

onde

N, = max{x;, d,}.

se x; > dg,

se x; < €q,
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(3.36a)

(3.36D)

(3.37)

(3.38a)

(3.38D)

(3.39)

A fim de realizar a avaliacdo da integral U,(x;), da Eq. (3.36b), mediante o uso

do esquema de pontos de quadratura de Gauss-Legendre usual, propoe-se efetuar a troca de

variavel

2y - da — Meyi

Pa,i(y) =

Mg — da

fazendo com que o termo U, (x;) passe a ser avaliado por

Ny
Mayi — d

Ua(xi) — — Z wmpa,i,m%a (pa,i,m) ’C(Rpa,i,m - sz)

2

m=1

(3.40)

(3.41)

se x; > d, ou, pela Eq. (3.36a) caso z; < d,. Na Eq. (3.41), a constante N, corresponde
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ao nimero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre p,, € [—1,1] e de seus respectivos
pesos wy,, usados para a avaliacao da integral. O termo K(Rpa,;m — Rx;) é avaliado pela
Eq. (3.17) quando |Rpa.im — Rx;| > 0.05 ou pela Eq. (3.31) quando |Rpa i m — Rxi| < 0.05,

sendo

ai_doc m doz a,t
P = T )“2 TG T Mo (3.42)

Do mesmo modo, para se avaliar a integral V,,(z;), da Eq. (3.38b), propoe-se utilizar

a troca de varidvel

_2y—6a_nai

Qaily) = W (3.43)
Logo, tem-se
Cor — Ty
Va(zi) = % mz:lwm%,i,mga (qa,im) K(Rqa,im — Rz;) (3.44)

se T; < e, ou, dado pela Eq. (3.38a) caso x; > e,. Na Eq. (3.44), a constante N, corresponde
ao numero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre usadas para a avaliacao da integral,

o termo K(Rqaim — Rz;) ¢ avaliado pela Eq. (3.17) ou pela Eq. (3.31) e,

Qo = G M) - T Moi + o (3.45)

3.1.1.3 Awaliagao do Termo Fonte

Conforme visto anteriormente, o termo S(Rx;) da Eq. (2.24), refere-se ao termo de

fonte do problema. Para o problema de Poiseuille, de acordo com a Eq. (2.27), tem-se

1
SP(RZCZ) = 57’(1/2, (346)
parai=20,1,2,--- ) L. Enquanto que para o problema creep térmico, o termo fonte é dado

pela Eq. (2.29). Consequentemente, para tornar possivel sua avaliagdo mediante a utilizagao
do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, faz-se necessario promover a troca de varidvel

indicada pela Eq. (3.19). Desse modo, tem-se
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N. 2
- n K (R n[ Rz n
Sr(Riy) :sznz e 1(/1)10( i/ %n)

n=1

, (3.47)

sendo z, dado pela Eq. (3.18).

3.1.2 Resultados Numéricos

A fim de avaliar as quantidades de interesse dos problemas estudados, foi realizada
uma implementacao em linguagem FORTRAN. Para tanto, foram necesséarios os seguintes

parametros de entrada:
e a magnitude R do raio;

e a constante M, que determina o niimero M + 1 de nés usados na definicao das funcoes
splines e que estabelece a ordem L+1 = 2M +2 do sistema linear usado para determinar

os coeficientes das funcoes splines utilizadas na expansao;

e as constantes N, N, e N, que indicam o ntimero de pontos de quadratura usados no
calculo das integrais necessarias para determinacao do sistema linear nas variaveis 7,

y e 7, respectivamente.
Foram ainda implementadas subrotinas para:
e calcular os pontos e os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre;
e determinar os nds necessarios para definir as funcoes splines;
e determinar os pontos de colocacgao;
e avaliar as funcoes splines;
e avaliar as funcoes de Bessel;
e determinar os elementos das matrizes que compoem o sistema linear;
e obter resultados para o perfil de velocidade;

e obter resultados para a taxa de fluxo.
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Uma vez avaliadas as integrais, o sistema linear definido pela Eq. (3.11) é resolvido
usando-se as subrotinas DGEFA e DGESL do pacote LINPACK [Dongarra et al., 1979]. A
solugao desse sistema sao os coeficientes da expansao proposta para a fun¢ao Z(r) e, con-
sequentemente, possibilita a avaliagao das quantidades de interesse fisico de cada problema.
As velocidades macroscopicas dos problemas de Poiseuille e creep térmico, sao determinadas
a partir das Eqgs. (3.12) e (3.13), respectivamente. Enquanto que as taxas de fluxos, para os

mesmos problema, sao determinadas pelas expressoes

N
2 - * *
Up = o2 thuP(rh)rh (3.48)
h=1
e
2
Ur = 2 thuT(r}:)r;‘L, (3.49)
h=1

respectivamente. Nelas, N, é o nimero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre u; €

[—1, 1] e de seus respectivos pesos wy, utilizados na avaliagdo da integral e,
., R
T, = 5(;% +1). (3.50)

Tais expressoes sao obtidas a partir das Eqgs. (2.31) e (2.33), mediante a utilizacao da troca

de variavel
n(r)=— —1 (3.51)

Na tabela 3.1 sao apresentados alguns resultados para a velocidade macroscopica
do problema de Poiseuille em dutos cilindricos de raios distintos, obtidos através da im-
plementagao em FORTRAN mencionada anteriormente. Nela, a primeira coluna indica as
razoes entre a posicao radial e o raio do duto cilindrico, enquanto que as demais colunas
indicam as velocidades obtidas para os dutos cilindricos de raio R indicados.

Na tabela 3.2 sao apresentados alguns resultados obtidos para a velocidade do pro-
blema creep térmico em dutos cilindricos com diferentes valores de R.

E na tabela 3.3, sao apresentados alguns resultados obtidos para a taxa de fluxo dos

problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos para alguns valores de R.



Tabela 3.1 — Velocidades para o Problema de Poiseuille

r/R  R=0.1 R=02 R=105 R=10 R=20

0.0 8.48682(-2) 1.69805(-1) 4.41972(-1) 9.71859(-1) 2.35333(0)
0.1 8.46238(-2) 1.69275(-1) 4.40351(-1) 9.67640(-1) 2.34083(0)
0.2 8.38853(-2) 1.67674(-1) 4.35459(-1) 9.54917(-1) 2.30316(0)
0.3  8.26357(-2) 1.64966(-1) 4.27198(-1) 9.33481(-1) 2.23993(0)
0.4 8.08442(-2) 1.61087(-1) 4.15392(-1) 9.02948(-1) 2.15029(0)
0.5  7.84610(-2) 1.55933(-1) 3.99755(-1) 8.62691(-1) 2.03292(0)
0.6  7.54072(-2) 1.49339(-1) 3.79830(-1) 8.11701(-1) 1.88560(0)
0.7 7.15538(-2) 1.41032(-1) 3.54862(-1) 7.48290(-1) 1.70456(0)
0.8 6.66684(-2) 1.30524(-1) 3.23476(-1) 6.69334(-1) 1.48259(0)
0.9 6.02377(-2) 1.16727(-1) 2.82577(-1) 5.67670(-1) 1.20253(0)
1.0 4.97047(-2) 9.41747(-2) 2.16201(-1) 4.04807(-1) 7.65173(-1)

Tabela 3.2 — Velocidades para o Problema Creep Térmico

r/R  R=0.1 R=02 R=05 R=10 R=20

0.0 3.65104(-2) 6.58883(-2) 1.33665(-1) 2.10139(-1) 2.97029(-1)
0.1  3.64018(-2) 6.56788(-2) 1.33204(-1) 2.09405(-1) 2.96095(-1)
0.2  3.60735(-2) 6.50450(-2) 1.31808(-1) 2.07176(-1) 2.93245(-1)
0.3  3.55170(-2) 6.39697(-2) 1.29433(-1) 2.03368(-1) 2.88330(-1)
0.4  3.47171(-2) 6.24220(-2) 1.26001(-1) 1.97827(-1) 2.81071(-1)
0.5 3.36494(-2) 6.03515(-2) 1.21383(-1) 1.90300(-1) 2.71015(-1)
0.6  3.22749(-2) 5.76788(-2) 1.15375(-1) 1.80388(-1) 2.57426(-1)
0.7 3.05300(-2) 5.42732(-2) 1.07642(-1) 1.67423(-1) 2.39061(-1)
0.8  2.83003(-2) 4.98991(-2) 9.75741(-2) 1.50186(-1) 2.13611(-1)
0.9 2.53330(-2) 4.40347(-2) 8.38101(-2) 1.25925(-1) 1.75749(-1)
1.0 2.03697(-2) 3.40614(-2) 5.93912(-2) 8.02427(-2) 9.66268(-2)

Tabela 3.3 — Taxas de Fluxo

R Poiseuille

Creep Térmico

0.1
0.2
0.5
1.0
2.0

1.40396(0
1.38159(0
1.38665(0
1.45829(0

(0

)
)
)
)
1.65765(0)

5.97479(-1)
5.29371(-1)
4.17068(-1)
3.21726(-1)

(-1)

1
1
2.27118(-1

43
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Os parametros de entrada utilizados para obtencao dos dados das tabelas 3.1, 3.2
e 3.3 sao: M = 340, N; = 60, N, = 80 e N, = 50. Desse modo, o tempo computacional
requerido, utilizando-se um microcomputador PENTIUM IV de 2.0 GHz, ¢ de aproximada-
mente setenta minutos. Porém, mediante a utilizacao de parametros de entrada menores,
como por exemplo M = 20, N, = 30, N, = 30 e N, = 30, é possivel obter resultados com
trés digitos corretos em um tempo computacional de aproximadamente quatro segundos,
especialmente para os dutos cilindricos com valores de R pequenos.

Cabe salientar também, que os resultados das tabelas 3.1 a 3.3 conferem com os
respectivos resultados apresentados por Siewert [Siewert, 2000], que como mencionado an-
teriormente, obteve tais resultados mediante a aplicacao da transformacao proposta por

Mitsis e a posterior utilizacao do método ADO.
3.2 Solugao via Expansao em Polinémios de Legendre

Também visando obter solugoes de carater analitico para os problemas de Poiseuille
e creep térmico em dutos cilindricos a partir da formulagao apresentada no capitulo 2 para
o modelo BGK, propoe-se ainda, expressar a fun¢ao incégnita Z(r) da equagao integral em

termos de uma expansao em polinomios de Legendre, da forma

Z(r) = iaaPa (% - 1> , (3.52)

a=0

onde P,(x) representa o polinémio de Legendre de ordem «, aqui determinado através da

formula de recorréncia

Pron() = (2n + 1)xPZ(—xi_)1— nPn,l(a:)’ — (3.53)

com Py(x) =1 e Pi(x) = x, conforme apresentada na Ref. [Abramowitz e Stegun, 1965].

Substituindo-se a Eq. (3.52) na Eq. (2.24), tem-se

iaa {Pa (2—];" - 1) - /0 “ip, (% - 1) K(t — r)dt] — S(). (3.54)

Propoe-se, entao, efetuar a divisao do intervalo de integracao em ¢, visando contornar

o problema da descontinuidade apresentada pelo niicleo da equagao, K(t — r), nos casos em



45

que r = t. Ainda, efetuando a multiplicacao da Eq. (3.54) por

2
¢p(r) =rbp (ET - 1) (3.55)
para 0 =0,1,2,---, L e, integrando a expressao resultante em r, obtém-se
L
> ta{Asa —[Bsa+ Cpal} = Ds, (3.56)
a=0
onde
R
Ay = / 63(r)da(r)drr. (3.57)
0
R r
Bya — / / 65(r)oa (DKt — r)ddr, (3.58)
o Jo
R R
Cho = / / b8(1) P (t)K(t — 7)dtdr (3.59)
0 r
e
R
Ds = / ¢p(r)S(r)dr. (3.60)
0

A expressao indicada na Eq. (3.55), foi assim definida, com o propdésito de se obter
um sistema algébrico simétrico, o que possibilitard a reducao do nimero de coeficientes a
serem determinados no sistema linear definido pela Eq. (3.56).

Com o intuito de avaliar numericamente as integrais nas variaveis r e t, que surgem
nas expressoes Ag, Bga, Csa € Dg, mediante a utilizacao do esquema de quadratura de
Gauss-Legendre usual, com os pontos de quadratura pu, € [—1,1] e seus respectivos pesos
wy, primeiramente, faz-se necessario efetuar algumas trocas de variaveis. Para a variavel r,
propoe-se usar a mesma troca de varidvel ja apresentada na Eq. (3.51). Enquanto que para
a variavel t, serao usadas as expressoes

m(t)=— -1 (3.61)
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para o intervalo [0,7] e,

_2t—r—R

m(t) = = (3.62)

para o intervalo [r, R]. Dessa forma, as expressoes indicadas nas Egs. (3.57) a (3.60) podem

ser avaliadas pelas expressoes

R -
Aﬁ,a = 5 Z wnfnpﬁ (Mn) Pa (,un) ) (363)
n=1
R Ny Ny
Bgo = — wn frPs (i) WingmaLa (Ymn) K(gmn = fn), (3.64)
4 n=1 m=1
R Ny Ny
Coo=7 > wnlR = fa) faPs (1) Y WinhimnPo (Vi) KB = ) (3.65)
n=1 m=1
€
R -
Dy=5 > S fuPs 1) (3.66)
n=1

Nelas, as constantes N, e N; indicam o niimero de pontos e pesos da quadratura de Gauss-
Legendre usados na avaliacao das integrais nas variaveis r e t, respectivamente; os termos
K(gmn — fn) € K(hmn — fn) podem ser avaliados, dependendo do médulo da diferenga de
seus argumentos, pelas Eq. (3.17) ou Eq. (3.31). Enquanto que os demais termos presentes

nesta formulacao sao definidos de modo que

41
£ =k ; R, (3.67)
m+ 1

R = Bl 1) 3 Sulptn = 1) (3.69)




A7

(m + D) fn — R
Tmn R (3.70)
€
x (R = fu)pim + fn

Na Eq. (3.66), o termo S(f,) corresponde ao termo fonte do problema. Para o
problema de Poiseuille tal termo é dado pela Eq. (2.27), enquanto que para o problema

creep térmico, tem-se

anzn KR 2) o (fu) 2n) (20 + 1), (3.72)

obtido a partir da Eq. (2.29) mediante a troca de varidvel indicada pela Eq. (3.19). Aqui,
N, indica o nimero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre p,, e de seus respectivos
pesos w,, usados para a avaliagdo da integral, z, é dado pela Eq. (3.18) e f,, é dado pela Eq.
(3.67).

3.2.1 Obtencao das Quantidades de Interesse Fisico

Uma vez avaliadas as integrais da Eq. (3.56), tem-se um sistema linear de ordem
L + 1, cuja solucao é composta pelos coeficientes a,, que satisfazem a expansao proposta na
Eq. (3.52). Essa, por sua vez, possibilita a obtengao das quantidades de interesse fisico dos
problemas em questao. Logo, as velocidades macroscopicas das particulas do gas sao dadas

por

L
2 1
up(r) =73 " aoP, (ET — 1) -5 (3.73)

a=0

para o problema o problema de Poiseuille e, por

)= 1/22% 3 <_— 1) —i (3.74)

para o problema do creep térmico, salientando novamente que os coeficiente a, usados nas
Egs. (3.73) e (3.74) correspondem 4&s solugdes dos sistemas lineares definidos para os proble-

mas de Poiseuille e "creep” térmico, respectivamente. Enquanto que as taxas de fluxo para
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os mesmos problemas, sdo obtidas mediante as Eqs. (3.48) e (3.49), respectivamente.

3.2.2 Resultados Numéricos

Para obter resultados referentes as quantidades de interesse fisico dos problemas
mencionados, mediante a formulacao aqui apresentada, também realizou-se uma imple-

mentacao em linguagem FORTRAN com os seguintes parametros de entrada:
e a magnitude do raio R;
e a constante L que determina a ordem L + 1 do sistema linear indicado na Eq. (3.56);

e as constantes N,, N, e N,., que indicam o nimero de pontos de quadratura que devem

ser usados nas avaliagoes das integrais de variaveis 7, t e r, respectivamente.
Também foram implementadas subrotinas para:
e determinar os pontos e os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre;

e avaliar os polinomios de Legendre através da féormula de recorréncia indicada na Eq.

(3.53);
e calcular os elementos das matrizes que compoem o sistema linear dado pela Eq. (3.56);
e avaliar as quantidades de interesse fisico.

Desse modo, uma vez que foram avaliadas as integrais e estabelecido o sistema linear
indicado pela Eq. (3.56), utilizou-se as subrotinas DGEFA e DGESL do pacote LINPACK
[Dongarra et al., 1979] para resolvé-lo. A solucdo desse sistema fornece os coeficientes da
expansao Z(r) proposta na Eq. (3.52) e, consequentemente, torna possivel a avaliagdo das
quantidades de interesse fisico de cada problema, mediante a utilizagdo das Eqs. (3.73)
e (3.48) para o problema de Poiseuille e, das Eqs. (3.74) e (3.49) para o problema creep
térmico.

Na tabela 3.4 sao apresentados alguns resultados obtidos para a velocidade macrosco-
pica do problema de Poiseuille em dutos cilindricos para diferentes valores de R, através da
implementagao em FORTRAN mencionada anteriormente.

Na tabela 3.5 sao apresentados alguns resultados obtidos para a velocidade macroscépica

do problema creep térmico.



Tabela 3.4 — Velocidades para o Problema de Poiseuille

r/R R=01 R=02 R=05 R=10 R=20
0.0 8.4868(-2) 1.6981(-1) 4.4197(-1) 9.7186(-1) 2.3533(0)
0.1 8.4624(-2) 1.6928(-1) 4.4035(-1) 9.6764(-1) 2.3408(0)
0.2 8.3885(-2) 1.6767(-1) 4.3546(-1) 9.5492(-1) 2.3032(0)
0.3 8.2636(-2) 1.6497(-1) 4.2720(-1) 9.3348(-1)  2.2399(0)
04 8.0844(-2) 1.6109(-1) 4.1539(-1) 9.0295(-1) 2.1503(0)
0.5 7.8461(-2) 1.5593(-1) 3.9976(-1) 8.6269(-1) 2.0329(0)
0.6 7.5407(-2) 1.4934(-1) 3.7983(-1) 8.1170(-1) 1.8856(0)
0.7 7.1554(-2) 1.4103(-1) 3.5486(-1) 7.4829(-1) 1.7046(0)
0.8 6.6668(-2) 1.3052(-1) 3.2348(-1) 6.6933(-1) 1.4826(0)
0.9 6.0238(-2) 1.1673(-1) 2.8258(-1) 5.6767(-1) 1.2025(0)
1.0 4.9705(-2) 9.4175(-2) 2.1620(-1) 4.0481(-1) 7.6517(-1)

Tabela 3.5 — Velocidades para o Problema

Creep Térmico

r/R R=01 R=02 R=05 R=10 R=20
0.0 3.6510(-2) 6.5888(-2) 1.3366(-1) 2.1014(-1) 2.9703(-1)
0.1  3.6402(-2) 6.5679(-2) 1.3320(-1) 2.0940(-1) 2.9609(-1)
02 3.6073(-2) 6.5045(-2) 1.3181(-1) 2.0718(-1) 2.9325(-1)
0.3  3.5517(-2) 6.3970(-2) 1.2943(-1) 2.0337(-1) 2.8833(-1)
04  34717(-2) 6.2422(-2) 1.2600(-1) 1.9783(-1) 2.8107(-1)
0.5 3.3649(-2) 6.0351(-2) 1.2138(-1) 1.9030(-1) 2.7102(-1)
0.6  3.2275(-2) 5.7679(-2) 1.1537(-1) 1.8039(-1) 2.5743(-1)
0.7 3.0530(-2) 5.4273(-2) 1.0764(-1) 1.6742(-1) 2.3906(-1)
0.8  2.8300(-2) 4.9899(-2) 9.7574(-2) 1.5019(-1) 2.1361(-1)
0.9 2.5333(-2) 4.4035(-2) 8.3810(-2) 1.2592(-1) 1.7575(-1)
1.0 2.0370(-2) 3.4061(-2) 5.9391(-2) 8.0243(-2) 9.6627(-2)
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Tabela 3.6 — Taxas de Fluxo

R Poiseuille Creep Térmico

0.1 1.4040(0)  5.9748(-1)
0.2 1.3816(0)  5.2937(-1)
0.5 1.3867(0)  4.1707(-1)
1.0 1.4583(0)  3.2173(-1)
2.0 1.6577(0)  2.2712(-1)

E, na tabela 3.6, sao apresentados alguns resultados obtidos para a taxa de fluxo
dos problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos para diferentes valores de
R.

Os parametros de entrada utilizados para obtencao dos dados das tabelas 3.4, 3.5
e 3.6 sao: L = 60, N, = 60, N, = 240 e N, = 180. Desse modo, o tempo computacional
requerido, utilizando-se um microcomputador PENTIUM IV de 2.0 GHz, é de aproximada-
mente 155 minutos. Acredita-se que todos os digitos apresentados nas tabelas estejam cor-
retos, visto que os mesmos resultados podem ser obtidos mediante a metodologia empregada
na secao anterior, bem como, comparando-os com os respectivos resultados apresentados
por Siewert [Siewert, 2000]. Entretanto, é possivel determinar resultados com dois a trés
digitos corretos em um tempo computacional de aproximadamente quinze segundos, usando
parametros de entrada menores, como por exemplo: L = 10, N, = 30, N, = 40 e N, = 40,

especialmente nos casos em que o duto cilindrico possui valores de R pequenos.
3.3 Consideragoes Finais

Ambas as abordagens utilizadas mostram ser eficientes no sentido de possibilitarem
a obtencao de resultados para as quantidades de interesse fisico dos dois problemas men-
cionados com uma precisao de cinco a seis digitos. Porém, apesar do sistema matricial obtido
através da utilizacdo da expansao em polinémios de Legendre ser simétrico (possibilitando
assim o célculo de apenas parte dos elementos do sistema), tal metodologia ainda demanda
maior esfor¢co computacional para obtencao de resultados com boa precisao, o que se deve
principalmente pela dificuldade de se avaliar as integrais triplas que surgem nesta formulagao
e, também, devido a necessidade de se usar um nimero elevado de pontos de quadratura
para se avaliar os polinomios de Legendre de ordens maiores, uma vez que estes possuem

muitas oscilagoes no intervalo [—1, 1] para o qual sdo definidos.
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O uso da expansao em termos das splines ciibicas de Hermite mostrou necessitar de
menor esforco computacional, uma vez que neste caso ha somente integrais duplas e também
pelo fato de se poder avaliar as integrais, com boa precisao, com um nimero nao tao grande
de pontos de quadratura, o que em parte, se deve ao fato das integrais em y poderem ser
avaliadas apenas em pequenos subintervalos onde as fungoes splines assumem valores nao-
nulos. Ressalta-se, no entanto, que o principal problema associado ao uso de esquemas de
colocacao, que é o de poder ressultar em sistemas mal condicionados, no caso dos problemas
aqui abordados, parece ter sido contornado com a escolha adequada dos pontos de colocagao.

Comparando os valores apresentados nas tabelas e os respectivos tempos computa-
cionais requeridos, percebe-se que mediante a utilizagao da expansao em termos de funcoes
splines, se obteve um digito de precisao a mais do que mediante a utilizacao da metodologia
que utiliza a expansao em termos de polinomios de Legendre e, isso, em menos da metade
do tempo computacional requerido.

Salienta-se, também, a importancia de se utilizar a técnica da soma e subtragao de
uma integral, com o intuito de amenizar as singularidades do nticleo da integral K(t — r),
sendo que este fato possibilita a avaliacao deste termo mediante o uso do esquema de
quadratura de Gauss-Legendre, com precisao de seis digitos, com apenas trinta pontos de
quadratura, apesar da singularidade apresentada pela fungao. Diante disso, o tempo com-
putacional requerido para obtencao dos resultados, para as quantidades de interesse fisico,
mediante a utilizacao dessa técnica, em geral, fica reduzido em mais de 50% quando com-
parado ao tempo computacional necessario para obtencao de resultados, com a mesma pre-
cisao, mediante a utilizagao da técnica que se baseia na subdivisao do intervalo de integragao
usada na Ref. [Kamphorst et al., 2007a].

A seguir sao apresentados alguns graficos visando evidenciar a influéncia do valor
de R sobre os valores das quantidades de interesse fisico dos dois problemas estudados.

Na figura 3.1 sao apresentados os graficos dos perfis de velocidade para o problema
do fluxo de Poiseuille em dutos cilindricos com raios R = 0.1, R = 0.5 e R = 1. Nela, é
possivel observar que o aumento do valor de R implica no aumento do valor das velocidades
macroscépicas do fluxo, bem como, no aumento da velocidade no centro do duto, quando
comparado com as velocidades nas proximidades da parede.

Na figura 3.2 é apresentado o grafico da taxa de fluxo do problema de Poiseuille em
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Figura 3.1 — Perfis de Velocidade do Fluxo de Poiseuille

dutos cilindricos em fung¢ao do raio R. Nesta, pode-se observar que a taxa de fluxo apresenta
um ponto de minimo para o valor R = 0.3.

Na figura 3.3 sao apresentados os graficos dos perfis de velocidade para o problema
creep térmico em dutos cilindricos com raios R = 0.1, R = 0.5 e R = 1. Nela, é possivel
observar que o aumento do valor de R também implica num aumento do valor das velocidades
macroscopicas do fluxo, bem como, no aumento do valor da velocidade no centro do duto
quando comparado com as velocidades nas proximidades das paredes.

Na figura 3.4 é apresentado o gréafico da taxa de fluxo do problema creep térmico
em funcao do raio R. Nesta, pode-se observar que a taxa de fluxo dimunui com o aumento
do valor de R.

No capitulo seguinte, as duas abordagens aqui utilizadas na resolugao dos problemas
de Poiseuille e creep térmico em um duto cilindrico a partir da formulacao integral do modelo
BGK, também sao empregadas na resolucao dos mesmos problemas, porém formulados a

partir da formulacao integral do modelo S.
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CAPITULO 4

MODELO S: UMA SOLUCAO ESPECTRAL

As formulagoes espectrais propostas anteriormente para a resolucao dos problemas
de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos de comprimento infinito mediante a uti-
lizacao da formulacao integral do modelo BGK, agora, serao empregadas na resolucao dos
mesmos problemas, porém mediante a utilizagao da formulagao integral do modelo S indicada
na segao (2.2).

No entanto, convém salientar que a formulagao integral do modelo S difere do modelo
BGK pelo fato de utilizar uma abordagem vetorial, além de considerar um outro termo nao

homogéneo e usar outra definicao para o nucleo da equacao integral.
4.1 Solugao Via Expansao em Splines Cubicas de Hermite

Para a obtencao de solucoes de carater analitico para os problemas de Poiseuille e
creep térmico em dutos cilindricos infinitos de raio R, a partir da formulagao integral do
modelo cinético S, propoe-se a utilizacao de uma expansao em splines cubicas de Hermite,

da forma

L
r
72 =S v.S. (_) , 41
=Y v (5 (1)
sendo v, o0s vetores
Vo = [aa ba]" (4.2)

de componentes constantes a, e b, a serem determinados. Nesta, o valor da constante L
é determinado pelo nimero M de nds, usados para definir os subintervalos do dominio de

definicao das funcgoes splines, através da expressao L = 2M + 1. Isso se deve porque, como ja
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mencionado no capitulo anterior, as func¢oes splines aqui usadas sao definidas a partir destes
nos, conforme definido na Ref. [Schultz, 1973].

Substituindo a Eq. (4.1) na Eq. (2.73) é possivel escrever

EL: {Vaga (%) - /ORtK(t — 7)VaSa (%) dt} =B(r) +T. (4.3)

Nessa equagao, os termos nao homogéneos I' e B(r) sao definidos, respectivamente, pelas
Egs. (2.79) e (2.80). O primeiro corresponde ao termo fonte e, o segundo, é o termo que
depende da condicao de contorno do problema, que para o caso especifico de superficies com
reflexdo perfeitamente difusa (em que se tem o = 1) é nulo.

Devido a descontinuidade do nicleo da equacao K(t — r), dado pela Eq. (2.74),
em r =t (o que se deve a presenga do termo Fy(t/7,7/7), que nao esta definido para o caso
r = t, conforme indicado na Eq. (2.14)), optou-se novamente por subdividir o intervalo de

integragao da varidvel ¢t da Eq. (4.3). Bem como, também promover as trocas de varidveis

x(r) = % (4.4)
o) = . (45)

para o caso de superficies com reflexao perfeitamente difusa, é possivel reescrever a Eq. (4.3)

na forma
D {vaSa () = R*[Uy(z) + Vo(2)]} =T, (4.6)
U,(z) = /Ox yK(Ry — Rx)v,S, (y) dy (4.7)
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Avaliando-se a Eq. (4.6) nos pontos de colocacao, ja definidos anteriormente por

2
xi:(z) . i=0,1,2,...,L, (4.9)

obtém-se
> {vaSa (@) = R? [Ua(;) + Va(z)]} =T. (4.10)

Uma vez avaliadas as integrais da Eq. (4.10), tem-se um sistema linear cuja solugao

é constituida pelos vetores v, usados na expansao proposta para a funcao incognita.
4.1.1 Avaliacao do Nucleo da Integral

Tal como também ocorre mediante a formulacao do modelo BGK, a principal difi-
culdade quanto a avaliagao das integrais que surgem mediante a utilizacao da formulacao do
modelo S, refere-se ao nicleo da equagao integral.

Na Eq. (4.10), o nicleo K(Ry — Rx) esta presente nos termos U,(z;) e V,(x;),
dados pela Eqgs. (4.7) e (4.8) e, apesar da divisao do intervalo de integracao da variavel ¢
(agorra y), ja realizada com o objetivo de contornar a dificuldade imposta por uma descon-
tinuidade, ainda existe outra singularidade nesta expressao, especialmente quando 7 tende
a zero. Uma proposta, utilizada neste trabalho, para superar tal dificuldade consiste em

reescrever o nucleo na forma

K(Ry — Rzx) = Ko(Ry — Rx)Ao + Ka(Ry — Rx)As + Ky(Ry — Rx)Ay, (4.11)

com
2 o0 2 dr
Ko(Ry = Re) = —73 / e Fo(Ry /7, Re 7). (4.12)
0
2 < s
Ko(Ry — Rx) = m/ e " Fy(Ry/T, Rx/T)dT, (4.13)
0

K4s(Ry — Rz) = l/ ¢ " Fy(Ry/7, Rz /7)rdr (4.14)
0

/2



e, Ay, Ay e Ay definidos pelas Egs. (2.76), (2.77) e (2.78).
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As integrais das Eqgs. (4.13) e (4.14) podem ser avaliadas com a utiliza¢ao do es-

quema de quadratura de Gauss-Legendre, mediante a realizacao da troca de variavel

2(1) =27 — 1,

sendo que desta forma

N.
2 T
n=0

N.
2 T
Ki(Ry — Rr) = — > wuhaly, x)o,
n=0

(4.15)

(4.16)

(4.17)

onde N, corresponde ao nimero de pontos de quadratura u, € [—1,1] e seus respectivos

pesos w, usados na avaliacao das integrais,

ha(y,z) = CpFo(Ry/on, Rx/0y)

e
(5°)
o, =—1In ,
2
com
e~n
C, =
P + 1

(4.18)

(4.19)

(4.20)

e Fo(Ry/o,, Rx/o,) avaliado na Eq. (3.16). Aqui a Eq. (4.19) resulta da troca de varidvel

indicada na Eq. (4.15).

Contudo, a integral da Eq. (4.12) necessita de um tratamento diferenciado para

poder ser integrada mediante a utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre,

visto que corresponde a mesma expressao do nicleo da equagao integral referente ao modelo

BGK, indicado pela Eq. (2.13). Portanto sua avaliacao pode ser realizada mediante a mesma

metodologia empregada no capitulo anterior e apresentada na subsecao 3.1.1.1. Desse modo,
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o termo Ko(Ry — Rz) pode ser avaliado pela Eq. (3.17) se |Ry — Rz| > 0.05 ou, pela Eq.
(3.31) se |Ry — Rx| < 0.05.
Propoe-se, ainda, reescrever a Eq. (4.11) na forma matricial
ki11(Ry — Rx) kio(Ry — Rx
K(Ry — Rx) = u(Ry ) halBy ) , (4.21)
k21 (Ry — R.CL') kQQ(Ry — R.I')
obtida mediante a substituigao dos termos Ay, Ay e Ay, definidos pelas Eqgs. (2.76), (2.77)

e (2.78), de modo que se tenha

ki (Ry — Ra) — %ICO(Ry  Ra)— §K2<Ry . Re)+ %l@(Ry S Rp), (4.22)
ki2(Ry — Rx) = —(1/30)Y2Ko(Ry — Rz) + (2/15)2Ky(Ry — Rx), (4.23)
ko1(Ry — Rz) = ki2(Ry — Rx) (4.24)

(&
koo(Ry — Rzx) = Ko(Ry — Rx). (4.25)

4.1.2 Avaliagao dos Termos U,(z;) e V,(z;)

Do mesmo modo como realizado no capitulo anterior, para a avaliacao dos termos
Uu(z;) e Vu(z;), considera-se apenas o subintervalo de integracao [dq,e,] para o qual a
fungao spline 3, (y) é definida como sendo néo nula. Assim sendo, a Eq. (4.7) pode ser

expressa por

Uu(z;) =0, se xz; <d, (4.26a)

Uy(z;) = / N yK(Ry — Rx;)vaSa (y)dy, se x; > d,, (4.26b)
da
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com

Na,i = Min(z;, eq). (4.27)

Enquanto que a Eq. (4.8) pode ser expressa por

Va(z;)) =0, se x;>e, (4.28a)
e
V.(z;) = /eav yK(Ry — Rx;)v,Sa () dy, se z; < eq, (4.28Db)
com
Me; = max(z;, dy). (4.29)
Ainda reescreve-se o vetor U,(z;), definido pelas Eqgs. (4.26a) e (4.26b), na forma
matricial
Ul = | 10 (4.30)
ug (;)
onde
ui (2:) = aagi i (%:) + bagls(2:) (4.31)
e
uy (1) = aags 1 (7i) + bagss (i), (4.32)

com a, e b, correspondendo as componentes (constantes) do vetor v, indicado na Eq. (4.2)
e, os termos g5 (z;), para p = {1,2} e ¢ = {1,2}, definidos em termos das expressoes

kpq(Ry — Rx;) dadas nas Eqgs. (4.22) a (4.25), de modo que

9y (i) =0 (4.33a)



se r; < d, e,

ggcm>=u/ Yk (Ry — Rp)Sa (y) dy
da

se x; > d,.
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(4.33b)

Do mesmo modo, o vetor V,(z;), definido pelas Eqs. (4.28a) a (4.28b), é reescrito

na forma matricial

v (x;
V()= | " (4) |
vg ()
onde
v (25) = aaht(z:) + boh ()
e
vy (1) = aahy (i) + bahy o(2:),
com

h& (iL',L) =0

p.q

se T; > e, €,

mwz/ymmemwmmy

Mai

se x; < €q.

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37a)

(4.37D)

Seguindo a proposta de avaliar as integrais utilizando o esquema de quadratura de

Gauss-Legendre usual, com pontos definidos no intervalo [—1, 1], propoe-se efetuar as trocas

de variaveis

o 23/ - da - na,i

Ololé,l(y) N —d

(4.38)
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o’ (y) = ! , (4.39)

nas expressoes gy, (z;) e hy (r;), respectivamente. Desse modo, o termo g7 (7;) passa a ser
avaliado pela expressao
gog(xi) =0, se x; <d, (4.40a)

)

ou
9o (i) = o Zwm o imbpg (RSG5 — R2i) S (ngm) , (4.40D)
se 7; < d,. Enquanto que o termo hy (;), por
hy (i) =0, se x; > eq (4.41a)
ou

pa(@i) = Mzwm g (RS 5 — R1)S0 (S2,0) (4.41b)

se x; < éq.
Nas Eqs. (4.40b) e (4.41b), N, corresponde ao nimero de pontos de quadratura

tm € [—1,1] e de seus respectivos pesos wy,, usados para a avaliagdo das integrais,

chi= —<na’i2_ de). (4.42)
= (Ca = ma) _Qm"’i), (4.43)

(4.44)



63

Sb _ (604 B mohi) Mo, + da + Mai

ai,m 5 (4.45)
4.1.3 Obtengao das quantidades de Interesse Fisico

Usando U,(z;) e V,(x;) conforme definidos nas Eqgs. (4.30) e (4.34), é possivel

escrever o sistema algébrico linear dado pela Eq. (4.10) de modo que

Z {aa [%a (CL’Z) - R2A1’1(ZEZ‘)] - baRQALQ([Ei)} = B1 (446&)
D {aa [Sa (2:) = R2Azi(25)] — baR*Ags(2:) } = By, (4.46D)

parat=0,1,..., L, onde
Apg = gpg(@i) + o (@), (4.47)

para p = {1,2} e ¢ = {1,2} e sendo g5 (7;) e s (x;) dados pelas expressdes indicadas nas
Eqgs. (4.40a), (4.40b), (4.41a) e (4.41b). E, os termos B; e By dados pelas componentes do

termo fonte I', de modo que

212 715\ /2
e
1/2
By = —%kl. (4.49)

O sistema linear determinado pelas Eqs. (4.46a) e (4.46b), é de ordem 2L + 2 =
AM + 4 e sua solugado é composta pelas constantes a, e b, presentes na expansao proposta
para Z(r) na Eq. (4.1). Diante disso, torna-se possivel também, determinar as quantidades

de interesse fisico, como o perfil de velocidade

u(r) =720 1]G(r) (4.50)
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e o perfil do fluxo de calor
q(r) = [15/(2m)]'"[1 0]G(r), (4.51)
lembrando que
G(r)=Z(r)-T, (4.52)

sendo que T é definido pela Eq. (2.79). Bem como, a taxa de fluxo do gés

N,
2 - * *
U= o2 thrhu(rh) (4.53)
h=1
e a taxa de fluxo de calor
9 X
Q=73 D wnrha(ry): (4.54)
h=1

Aqui, as expressoes que representam tais taxas sao obtidas a partir da troca de variavel, ja

utilizada no capitulo anterior,

n(r) = 2—}; -1, (4.55)

nas Eqgs. (2.89) e (2.90). Assim sendo, N, indica o nimero de pontos de quadratura py, e de

seus respectivos peso wy, €

R
rh=(n+ )5 (4.56)
4.1.4 Resultados Numéricos

Para a obtenc¢ao de resultados numéricos, novamente fez-se uma implementacao em
FORTRAN. Os parametros de entrada utilizados na implementacao da formulagao apresen-
tada nesse capitulo sao a magnitude do raio I? do duto cilindrico, as constantes N, N, e N,,
que representam os numeros de pontos de quadratura usados nas avaliacoes das integrais nas
respectivas varidaveis, bem como a constante M que determina o numero de nés utilizados
na definicao das splines cibicas de Hermite e o valor da constante L que define a ordem

2L + 2 = 4M + 4 do sistema linear definido pelas Eqs. (4.46a) e (4.46b).
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Apos a avaliacao das integrais envolvidas, mediante a utilizagao do esquema de
pontos de quadratura de Gauss-Legendre, o sistema linear é resolvido usando-se as subrotinas
DGEFA e DGESL do pacote LINPACK [Dongarra et al., 1979]. A solugao desse sistema
consiste nos vetores v,, que constituem a expansao proposta para o termo Z(r) na Eq. (4.1).
Consequentemente, sua obtencao possibilita a avaliacao das quantidades de interesse fisico
mediante a utilizagdo das Eqs. (4.50) a (4.54).

Desse modo, usando-se como parametros de entrada as constantes M = 300, N, =
60, N, = 80 e NN, = 50, obtém-se os resultados apresentados nas tabelas a seguir em um
tempo computacional de aproximadamente 210 minutos. Salienta-se, que os resultados assim
obtidos concordam em seis digitos com os resultados apresentados por Siewert e Valougeor-
gis [Siewert e Valougeorgis, 2002], obtidos mediante a utiliza¢ao da transformacao proposta
por Mitsis e a posterior aplicacao do método ADO. Entretanto, usando parametros de en-
trada menores, como por exemplo M = 10, N, = 30, N, = 30 e N, = 30, ja é possivel
obter resultados com trés a quatro digitos corretos em um tempo computacional inferior a
quatro segundos, especialmente nos casos em que os dutos cilindricos possuem valores de R

pequenos.



Tabela 4.1 — Velocidades e Fluxos de Calor em um Duto de R =1

r/R - —up(r) Gp(r) ur(r) —qr(r)
0.00 9.85725(-1) 2.73671(-1) 264663( 1) 1.04388(0)
0.05 9.84648(-1) 2.73381(-1) 2.64404(-1) 1.04312(0)
0.10 9.81416(-1) 2.72509(-1) 2.63627(-1)  1.04084(0)
0.15 9.76014(-1) 2.71049(-1) 2.62325(-1)  1.03701(0)
0.20 9.68422(-1) 2.68987(-1) 2.60489(-1)  1.03160(0)
0.25 9.58609(-1) 2.66308(-1) 2.58103(-1)  1.02456(0)
0.30 9.46533(-1) 2.62988(-1) 2.55148(-1) 1.01581(0)
0.35 9.32139(-1) 2.58999(-1) 2.51600(-1)  1.00525(0)
040 9.15359(-1) 2.54301(-1) 2.47425(-1) 9.92763(-1)
0.45 8.96106(-1) 2.48849(-1) 2.42585(-1) 9.78205(-1)
0.50 8.74269(-1) 2.42582(-1) 2.37028(-1) 9.61381(-1)
0.55 8.49707(-1) 2.35426(-1) 2.30690(-1) 9.42050(-1)
0.60 8.22242(-1) 2.27283(-1) 2.23491(-1) 9.19905(-1)
0.65 7.91638(-1) 2.18030(-1) 2.15326(-1) 8.94546(-1)
0.70 7.57578(-1) 2.07498(-1) 2.06054(-1) 8.65440(-1)
0.75 7.19622(-1) 1.95456(-1) 1.95483(-1) 8.31853(-1)
0.80 6.77128(-1) 1.81567(-1) 1.83333(-1) 7.92722(-1)
0.85 6.20081(-1) 1.65304(-1) 1.69168(-1) 7.46392(-1)
0.90 5.73681(-1) 1.45731(-1) 1.52223(-1) 6.89979(-1)
0.95 5.06946(-1) 1.20787(-1) 1.30821(-1) 6.17220(-1)
1.00 4.08449(-1) 7.98670(-2) 9.64522(-2) 4.97276(-1)

66



Tabela 4.2 — Velocidades e Fluxos de Calor em um Duto de R = 0,5

r/R - —up(r) Gp(7) ur(r) —qr(r)
0.00 4.46969(-1) 1.57382(-1) 155160( 1) 6.60251(-1)
0.05 4.46557(-1) 1.57231(-1) 1.55017(-1) 6.59758(-1)
0.10 4.45319(-1) 1.56776(-1) 1.54587(-1) 6.58275(-1)
0.15 4.43250(-1) 1.56015(-1) 1.53867(-1) 6.55791(-1)
0.20 4.40340(-1) 1.54943(-1) 1.52852(-1) 6.52287(-1)
0.25 4.36574(-1) 1.53551(-1) 1.51536(-1) 6.47735(-1)
0.30 4.31934(-1) 1.51831(-1) 1.49908(-1) 6.42098(-1)
0.35 4.26394(-1) 1.49769(-1) 1.47958(-1) 6.35329(-1)
040 4.19923(-1) 1.47348(-1) 1.45670(-1) 6.27365(-1)
0.45 4.12482(-1) 1.44548(-1) 1.43025(-1) 6.18132(-1)
0.50 4.04020(-1) 1.41342(-1) 1.39999(-1) 6.07532(-1)
0.55 3.94475(-1) 1.37699(-1) 1.36561(-1) 5.95445(-1)
0.60 3.83766(-1) 1.33576(-1) 1.32674(-1) 5.81717(-1)
0.65 3.71783(-1) 1.28918(-1) 1.28286(-1) 5.66148(-1)
0.70 3.58401(-1) 1.23653(-1) 1.23332(-1) 5.48473(-1)
0.75 3.43412(-1) 1.17681(-1) 1.17720(-1) 5.28327(-1)
0.80 3.26541(-1) 1.10857(-1) 1.11317(-1) 5.05187(-1)
0.85 3.07351(-1) 1.02953(-1) 1.03916(-1) 4.78238(-1)
0.90 2.85076(-1) 9.35736(-2) 9.51566(-2) 4.46069(-1)
0.95 2.58045(-1) 8.18520(-2) 8.42528(-2) 4.05632(-1)
1.00 2.17931(-1) 6.34539(-2) 6.72906(-2) 3.42058(-1)
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Tabela 4.3 — Velocidades e Fluxos de Calor em um Duto de R =0, 1

r/R - —uy(r) qp(r) ur(r) —qr(r)
0.00 8.51991(-2) 3.80868(-2) 3. 80318( 2) 1.73296(-1)
0.05 8.51377(-2) 3.80579(-2) 3.80031(-2) 1.73176(-1)
0.10 8.49532(-2) 3.79709(-2) 3.79167(-2) 1.72816(-1)
0.15 8.46447(-2) 3.78253(-2) 3.77722(-2) 1.72214(-1)
0.20 8.42103(-2) 3.76203(-2) 3.75686(-2) 1.71365(-1)
0.25 8.36476(-2) 3.73546(-2) 3.73049(-2) 1.70264(-1)
0.30 8.29533(-2) 3.70265(-2) 3.69792(-2) 1.68905(-1)
0.35 8.21231(-2) 3.66338(-2) 3.65894(-2) 1.67277(-1)
0.40 8.11514(-2) 3.61737(-2) 3.61328(-2) 1.65370(-1)
0.45 8.00314(-2) 3.56429(-2) 3.56059(-2) 1.63168(-1)
0.50 7.87546(-2) 3.50368(-2) 3.50044(-2) 1.60652(-1)
0.55 7.73101(-2) 3.43501(-2) 3.43229(-2) 1.57800(-1)
0.60 7.56841(-2) 3.35757(-2) 3.35545(-2) 1.54581(-1)
0.65 7.38587(-2) 3.27046(-2) 3.26901(-2) 1.50957(-1)
0.70 7.18103(-2) 3.17248(-2) 3.17180(-2) 1.46878(-1)
0.75 6.95065(-2) 3.06198(-2) 3.06218(-2) 1.42273(-1)
0.80 6.69005(-2) 2.93659(-2) 2.93781(-2) 1.37042(-1)
0.85 6.39202(-2) 2.79265(-2) 2.79507(-2) 1.31030(-1)
0.90 6.04404(-2) 2.62379(-2) 2.62765(-2) 1.23970(-1)
0.95 5.61917(-2) 2.41632(-2) 2.42202(-2) 1.15286(-1)
1.00 4.98666(-2) 2.10364(-2) 2.11236(-2) 1.02200(-1)
Tabela 4.4 — Taxas de Fluxo

R -U, Qp Ur —Qr

0.1 1.40902(0) 6.20876(-1) 6.20876(-1) 2.88006(0)

0.5 1.40054(0) 4.78435(-1) 4.78435(-1) 2.13603(0)

1.0 1.47644(0) 3.96750(-1) 3.96750(-1) 1.67455(0)
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4.2 Solugao via Expansao em Polinémios de Legendre

Também visando obter solucoes de cardter analitico a partir da formulagao integral
do modelo cinético S, mediante a utilizacao de um método espectral, propoe-se agora, o uso
de uma expansao em termos de Polindmios de Legendre para representar a funcao incognita

da equagao integral correspondente, na forma

Z(r) = gvaPa (%T - 1) , (4.57)

sendo v, os vetores
Vo = [aa ba]" (4.58)

de componentes constantes a,, e b, a serem determinadas.
Substituindo a Eq. (4.57) na Eq. (2.73) e considerando uma condigao de contorno

de superficie refletora totalmente difusa (a = 1) é possivel escrever
L R
2 2
D {vaPa (l - 1) —/ K(t — 1)va Py (l - 1) dt} =T, (4.59)
g R 0 R

visto que para esse caso, tem-se o termo nao homogéneo B(r), igual a zero.
Dividindo o intervalo de integracao da variavel ¢, efetuando a multiplicagao da Eq.

(4.59) por

ds(r) = rP; (2—]; - 1) (4.60)

para 0 =0,1,..., L e integrando-a em r, tem-se

> {Asa—[Bpa+Csall =Dy, (4.61)

a=0

onde

As, :/0 Vo @s(1)pa(r) dr/r, (4.62)



R r
By — /0 /0 K(t — 1)Vadys(r) b (£)dbdr,

R R
Co = /O / K(t — 1)Vadys(r) du(t)dtdr

R
Ds = I‘/O pp(r)dr.
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(4.63)

(4.64)

(4.65)

Promovendo as trocas de varidveis indicadas nas Eqgs. (4.55), (3.61) e (3.62) e,

utilizando o esquema de pontos de quadratura de Gauss-Legendre com os pontos py € [—1, 1]

e seus respectivos pesos wy, ¢ possivel reescrever as Eqgs. (4.62) a (4.65) na forma matricial

Aﬂ,a = Tﬁ,avaa
Byo =X v,
Cso = Y,
(&
Dﬁ = WgI‘,
com
R &
Tga = D) Z wn fnPs (Nn> Py (,un)
n=1
(&

R
Wﬁ = 5 anfnpﬁ (:un) .
n=1

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

Enquanto que os elementos das matrizes X7 e Y?, presentes nas Eqs. (4.67) e (4.68), sdo
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definidos, para cada par ([, ), de modo que

N, Ny
R T
B _ 2
Xi,j - Z ;wnfnpﬂ (:un) mzlwmgmmki,j(gm,n - fn)Pa (’Ym,n) (472)
€
R N, Nt
Y% =7 wnfalB = fa)Ps (ttn) D whim ki (P = fu) P (13,0) (4.73)
n=1 m=1

parai=1,2e5=1,2.

Nas Eqs. (4.72) e (4.73), as constantes N, e N; indicam o ndmero de pontos e
pesos da quadratura de Gauss-Legendre usados na avaliacao das integrais nas variaveis r e t,
respectivamente; os termos k; ;(gmn — fn) € ki j(Amn — fn) sdo avaliados pelas Eqs. (4.22)

a (4.25); enquanto que os demais termos envolvidos nesta formulacao sao definidos de modo

que
Pn + 1
m+1
R — n/)Mm n R

= 4.77
gl I (4.77)

e

(R — fn):um + fn
= , 4.78
Yo = (4.78)
Assim sendo, a Eq. (4.61) constitui o sistema algébrico linear
L

3 {aa [TM — XPe - Yff] ~ by, [Xﬁf v Y{fﬂ } e (4.79a)

a=0
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(&
L
S {—aa [ng‘ + Y;ﬂ + b, [Tﬁ,a — Xfp - Yfﬂ } — O, (4.79b)
a=0
Ccom
1 1/2
(&
/2

para 0 =0,1,..., L.
O sistema linear dado pela Eqs. (4.79a) e (4.79b) é simétrico e de ordem 2L + 2 e,

sua solugao é composta pelas constantes a, e b, usadas na expansao proposta para Z(r) na

Eq. (4.57).
4.2.1 Resultados Numéricos

Conforme ja realizado nos demais casos, neste também realizou-se uma imple-
mentacao em FORTRAN. Em tal implementagao usou-se como parametros de entrada a
magnitude do raio R do duto cilindrico e as constantes N,., N; e N,, que representam
os numeros de pontos de quadratura usados nas avaliacoes das integrais nas respectivas
variaveis. Outro parametro de entrada foi a constante L que determina a ordem 2L + 2 do
sistema linear definido pelas Eqgs. (4.79a) e (4.79b).

Apés a avaliagao das integrais envolvidas, mediante a utilizacao do esquema de
pontos de quadratura de Gauss-Legendre e a posterior resolugao do sistema linear através
da utilizacao das subrotinas DGEFA e DGESL do pacote LINPACK [Dongarra et al., 1979,
determinou-se as quantidades de interesse fisico dos problemas considerados, tais como o
perfil de velocidade, o perfil do fluxo de calor, a taxa de fluxo do gas e a taxa de fluxo de
calor, utilizando as Eqgs. (4.50), (4.51), (4.53) e (4.54), respectivamente.

Desse modo, usando-se como parametros de entrada as constantes L = 60, N, = 180,
N; =160 e N, = 50, obtém-se os resultados apresentados nas tabelas a seguir em um tempo

computacional de aproximadamente 380 minutos. Os resultados assim obtidos concordam em
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quatro a cinco digitos com os respectivos resultados apresentados por Siewert e Valougeorgis
[Siewert e Valougeorgis, 2002] e obtidos mediante a utilizagao da transformagao proposta por
Mitsis e a posterior aplicagao do método ADO. Entretanto, usando parametros de entrada
menores, como por exemplo L = 20, N, = 60, N; = 50 e N, = 30, ja é possivel obter
resultados com dois digitos corretos em um tempo computacional de aproximadamente trés

minutos, especialmente para os dutos com valores de R pequenos.

Tabela 4.5 — Perfis de Velocidade e de Fluxo de Calor em um Duto

de R=1
R —ur) ) w()  —ar(r)
0.00 9.857(-1) 2.737(-1) 2.647(-1) 1.044(0)
0.05 9.846(-1) 2.734(-1) 2.644(-1) 1.043(0)
0.10 9.814(-1) 2.725(-1) 2.636(-1)  1.041(0)
0.15 9.760(-1) 2.710(-1) 2.623(-1) 1.037(0)
0.20 9.684(-1) 2.690(-1) 2.605(-1) 1.032(0)
0.25 9.586(-1) 2.663(-1) 2.581(-1) 1.025(0)
0.30 9.465(-1) 2.630(-1) 2.551(-1) 1.016(0)
0.35 9.321(-1) 2.590(-1) 2.516(-1)  1.005(0)
040 9.154(-1) 2.543(-1) 2.474(-1) 9.782(-1)
0.45 8.961(-1) 2.488(-1) 2.426(-1) 9.614(-1)
0.50 8.743(-1) 2.426(-1) 2.370(-1) 9.421(-1)
0.55 8.497(-1) 2.354(-1) 2.307(-1) 9.199(-1)
0.60 8.222(-1) 2.273(-1) 2.235(-1) 8.945(-1)
0.65 7.916(-1) 2.180(-1) 2.153(-1) 8.654(-1)
0.70 7.576(-1) 2.075(-1) 2.061(-1) 8.319(-1)
0.75 7.196(-1) 1.955(-1) 1.955(-1) 7.927(-1)
080 6.771(-1) 1.816(-1) 1.833(-1) 7.464(-1)
0.85 6.291(-1) 1.653(-1) 1.692(-1) 6.900(-1)
0.90 5.737(-1) 1.457(-1) 1.522(-1) 6.172(-1)
0.95 5.069(-1) 1.208(-1) 1.308(-1) 9.928(-1)
1.00 4.084(-1) 7.987(-2) 9.645(-2) 4.973(-1)




Tabela 4.6 — Perfis de Velocidade e de Fluxo de Calor em um Duto

0.70  3.584(-
0.75  3.434(-
0.80 3.265(-
0.85 3.074(-
0.90 2.851(-
0.95 2.580(-
1.00 2.179(-

de R=0,5
r/R —up(r)  gp(r) ur(r) — —qr(r)
0.00 4470(-1) 1574(-1) 1.552(-1) 6.603(-1)
0.05 4.466(-1) 1.572(-1) 1.550(-1) 6.598(-1)
0.10 4.453(-1) 1.568(-1) 1.546(-1) 6.583(-1)
0.15 4.433(-1) 1.560(-1) 1.539(-1) 6.558(-1)
020 4.403(-1) 1.549(-1) 1.529(-1) 6.523(-1)
025 4.366(-1) 1.536(-1) 1.515(-1) 6.477(-1)
0.30 4.319(-1) 1.518(-1) 1.499(-1) 6.421(-1)
0.35 4.264(-1) 1.498(-1) 1.480(-1) 6.353(-1)
040 4.199(-1) 1.473(-1) 1.457(-1) 6.274(-1)
045 4.125(-1) 1.445(-1) 1.430(-1) 6.181(-1)
0.50 4.040(-1) 1.413(-1) 1.400(-1) 6.075(-1)
0.55 3.945(-1) 1.377(-1) 1.366(-1) 5.954(-1)
0.60 3.838(-1) 1.336(-1) 1.327(-1) 5.817(-1)
0.65 3.718(-1) 1.289(-1) 1.283(-1) 5.661(-1)
(-1) (-1) (-1) (-1)
(-1) (-1) (-1) (-1)
(-1) (-1) (-1) (-1)
(-1) (-1) (-1) (-1)
(-1) (-2) (-2) (-1)
(-1) (-2) (-2) (-1)
(-1) (-2) (-2) (-1)




Tabela 4.7 — Perfis de Velocidade e de Fluxo de Calor em um Duto

de R=0,1
TR w0 o) () )
0.00 8.520(-2) 3.809(-2) 3.803(-2) 1.733(-1)
0.05 8.514(-2) 3.806(-2) 3.800(-2) 1.731(-1)
0.10 8.495(-2) 3.797(-2) 3.792(-2) 1.728(-1)
0.15 8.464(-2) 3.783(-2) 3.777(-2) 1.722(-1)
0.20 8.421(-2) 3.762(-2) 3.757(-2) 1.714(-1)
0.25 8.365(-2) 3.735(-2) 3.730(-2) 1.703(-1)
0.30 8.295(-2) 3.703(-2) 3.698(-2) 1.689(-1)
0.35 8.212(-2) 3.663(-2) 3.659(-2) 1.673(-1)
0.40 8.115(-2) 3.617(-2) 3.613(-2) 1.654(-1)
0.45 8.003(-2) 3.564(-2) 3.561(-2) 1.632(-1)
0.50 7.875(-2) 3.504(-2) 3.500(-2) 1.607(-1)
0.55 7.731(-2) 3.435(-2) 3.432(-2) 1.578(-1)
0.60 7.568(-2) 3.358(-2) 3.355(-2) 1.546(-1)
0.65 7.386(-2) 3.270(-2) 3.269(-2) 1.510(-1)
0.70 7.181(-2) 3.172(-2) 3.172(-2) 1.469(-1)
0.75 6.951(-2) 3.062(-2) 3.062(-2) 1.423(-1)
0.80 6.690(-2) 2.937(-2) 2.938(-2) 1.370(-1)
0.85 6.392(-2) 2.793(-2) 2.795(-2) 1.310(-1)
0.90 6.044(-2) 2.624(-2) 2.628(-2) 1.240(-1)
0.95 5.619(-2) 2.416(-2) 2.422(-2) 1.153(-1)
1.00 4.987(-2) 2.104(-2) 2.112(-2) 1.022(-1)

Tabela 4.8 — Taxas de Fluxo

R -U, Qp Ur —Qr
0.1 1.409(0) 6.209(-1) 6.209(-1) 2.880(0)
0.5 1.401(0) 4.784(-1) 4.784(-1) 2.136(0)
1.0 1.476(0) 3.968(-1) 3.968(-1) 1.675(0)
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4.3 Consideragoes Finais

Do mesmo modo que ocorreu no capitulo anterior, a utilizagao da expansao em
termos de polinomios de Legendre, quando comparada com a expansao em termos de splines
cubicas de Hermite, acarreta em um tempo computacional maior, apesar do sistema assim
definido ser simétrico.

Comparando os tempos computacionais requeridos para a obtencao de resultados
do modelo BGK e do modelo S, o segundo modelo requer tempos computacionais maiores,
fato este que é justificado pela abordagem vetorial utilizada no modelo S que faz com que
o sistema algébrico obtido tenha o dobro da dimensao, quando comparado com o sistema
algébrico relacionado ao modelo BGK.

Enquanto que, comparando os resultados obtidos para as velocidades macroscopicas
e a taxa de fluxo dos dois modelos estudados, percebe-se que no caso do fluxo de Poiseuille
hé uma concordancia de 1 a 2 digitos, enquanto que para o problema creep térmico a con-
cordancia, de um modo geral, é de no méximo 1 digito. O fato de haver uma concordancia
melhor entre os resultados do problema de Poiseuille, quando comparados os respectivos
resultados obtidos mediante a utilizacao dos modelos BGK e S, justifica-se pelo fato de
que neste problema o fluxo do gés se deve exclusivamente a existéncia de um gradiente de
pressao, problema no qual o modelo BGK pode ser empregado satisfatériamente, apesar de
nao resultar no valor correto para o nimero de Prandtl (conforme mencionado no Apéndice
A para o caso de canais planos). No caso do problema creep térmico, por sua vez, o fluxo de
calor e a dinamica de transporte sao igualmente importantes, logo, neste caso o modelo BGK
nao fornecerd resultados tao precisos quanto o modelo S, visto que ele pode ser ajustado para
determinar a viscosidade cinematica ou a difusividade térmica correta, mas nao ambas.

Cabe ressaltar também, que a avaliagao do ntcleo da equagao integral do modelo
S mediante a estratégia indicada na Eq. (4.11), que consiste em reescrevé-lo de modo que
se possa avalid-lo, por quadratura, decomposto em trés expressoes escalares, mostrou-se
bastante eficiente, visto que, apesar da dificuldade imposta pela singularidade no termo
original, duas destas expressoes puderam ser avaliadas, diretamente, mediante a utilizacao
do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, enquanto a outra, por ser idéntica ao nicleo
do modelo BGK, pode ser avaliada utilizando-se a mesma estratégia usada anteriormente na

avaliagao do ntcleo do referido modelo (que consiste em somar e subtrair outra integral).
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Salienta-se ainda, que os resultados das tabelas, para o caso de um duto com su-
perficie refletora perfeitamente difusa, concordam com os resultados apresentados por Siewert
e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2002]. Entretanto, acredita-se que a metodologia
aqui utilizada também possa ser empregada nos casos em que a superficie nao possua re-
flexao perfeitamente difusa, onde a transformagao de Mitsis empregada na Ref. [Siewert e
Valougeorgis, 2002] nao se aplica. Neste sentido, no préximo capitulo traz-se uma tentativa
preliminar para obter solu¢oes de forma fechada, mediante a utilizacao da mesma metodolo-
gia aqui empregada, para o caso do fluxo de um gés rarefeito em um duto cilindrico que

inclui uma condicao de contorno de superficie refletora.



CAPITULO 5

DUTOS CILINDRICOS: O CASO DE REFLEXAO ESPECULAR

Neste capitulo, traz-se uma tentativa preliminar no sentido da busca por solugoes de
forma fechada para fluxos de gases rarefeitos em dutos cilindricos com superficies refletoras,
modelados a partir da equacao integral do modelo BGK.

Salienta-se, que a inclusao da condicao de superficie refletora inviabiliza a obtencao
de resultados analiticos mediante a utilizacao da transformacao proposta por Mitsis, que é

utilizada nas Refs. [Siewert, 2000; Siewert e Valougeorgis, 2002].
5.1 Formulacao do Problema

Segundo Barichello et al. [Barichello et al., 2002], a formulagao integral do modelo
BGK para os problemas da DGR em dutos cilindricos retos de raio R e comprimento infinito,

mediante a inclusao de uma condigao de contorno de superficie refletora

F(&p) = (1 —-a)G(R,& ), pel01] (5.1)

faz com que a Eq. (2.12) deva ser modificada, uma vez que o termo B(r), indicado na Eq.
(2.15), nao pode ser considerado conhecido. Ainda segundo Barichello et al. [Barichello

et al., 2002], neste caso, a Eq. (2.12) pode ser escrita na forma da equagao integral
R
G(r)=C(r)+ Cs(r) + / tG(t) Kt —r) + Ks(t — r)]dt, (5.2)
0

onde os termos de indice S, que ndo constam na Eq. (2.12), correspondem aos termos que

traduzem os efeitos da condigao de superficie refletora indicada na Eq. (5.1) e, sdo expressos
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por

st=n =2 [ [ conte =t TS e 6y

/ / / exp{ e —plhr M)/g}T(tmu,f)dudﬁdt. (5.4)

p(t,ry p) (1 = p?)!/?

Enquanto que os termos K(t — r) e C(r), correspondem as expressoes indicadas nas Egs.
(2.13) e (2.16), respectivamente.
Nas Egs. (5.3) e (5.4), tem-se

2(1 — a)exp{—2Ruo|R,r, B(t,r, )] /&}

T r 8 = T eap{—2RpalRer B0, )] €T )
onde
_or—put
ﬁ(t,r, [1’) - p(t,’l“, Iu)v (56)
polt,r, 1) = % (£ =2 4+ 122) 2 (5.7)
e
p(t,rop) = (£ +1r° — 2tru)1/2 : (5.8)

Nessa formulagao, tem-se ainda, nos termos C(r) e C(r), a presenga do termo fonte

Q(&), que para os problemas aqui tratados, segundo [Williams, 1971], pode ser expresso por

1
Q) = §[k?1 — k(€% = 1)), (5.9)
sendo que conforme ja mencionado no capitulo 2, k; e ky sao constantes que, para o problema
de Poiseuille assumem os valores k1 = 1 e ks = 0, enquanto que para o problema creep térmico

correspondem aos valores k1 =0 e ky = 1.
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5.2 Resolugao Mediante a Utilizagcao da Expansao em Splines Cubicas

A fim de estender a formulagao usada nos capitulos anteriores, propoe-se a utilizacao

da expansao

G(r) = iaa%a <§) : (5.10)

para representar a funcao incégnita G(r) da equagao integral indicada na Eq. (5.2). Nela,
os termos a, representam os coeficientes constantes que devem ser determinados e ()
indica a funcao spline de ordem « definida a partir de M + 1 nds, de modo que se tenha
L=2M+1.

Assim sendo, substituindo a Eq. (5.10) na Eq. (5.2), obtém-se

3 a [%a (ﬁ)—/omt%a (}%) K(t = ) + Ks(t — r)]dt| = C(r) + Cs(r).  (5.11)

a=0

E, promovendo as trocas de variaveis

,
= — A2
r=r (5.12)
e
t
= — 5.13
y= 5 (5.13)
é possivel reescrever a Eq. (5.11) na forma
L
> a0 {Sa(z) = R*[Ua(x) + Va(2)]} = C(Rax) + Cs(Ra), (5.14)
a=0
onde
Un(z) = / ySa (v) [K(Ry — Rz) + Ks(Ry — Rx)]dy (5.15)
0
e

Volz) = /00 ySSa (y) [C(Ry — Rx) + Ks(Ry — Rx)]dy. (5.16)
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Avaliando a Eq. (5.14) nos pontos de colocagao

. 2
xi:(i) . i=0,1,2,...,L, (5.17)

obtém-se a expressao

> a0 {Sal@i) = B [Ua(:) + Vala:)]} = C(Ra;) + Cs(Ray) (5.18)

a=0

que, apos a avaliagao das integrais envolvidas na formulacao, corresponde ao sistema linear

que fornece as constantes a, da expansao proposta na Eq. (5.10).

5.2.1 Avaliacao das Integrais

A fim de determinar os coeficientes a, do sistema linear definido pela Eq. (5.18),
faz-se necessaria a avaliagao das integrais presentes nos termos K(Ry — Rx), Ks(Ry — Rzx),
Ua(xi), Vo(z;), C(Rx;) e Cs(Rx;). Para tanto, é proposta de forma geral, a utilizagao da
quadratura de Gauss-Legendre. No entanto algumas particularidades que serao citadas a

seguir, devem ser levadas em conta.

5.2.1.1 Awaliagao do Termo K(Ry — Ru;)

Na formulacao deste problema, o termo K(Ry — Rx;) corresponde a parte do niicleo
da equagao integral que nao sofre a influéncia da reflexao do gas na parede, ja presente na
formulagao apresentada no capitulo 2. Logo, este termo sera aqui avaliado do mesmo modo
proposto anteriormente, com a utilizagao da Eq. (3.17) para o caso de se ter | Ry— Rx;| > 0,05

ou, pela Eq. (3.31), quando |Ry — Rx;| < 0,05.

5.2.1.2 Awaliagao do Termo Ks(Ry — Rx;)

Para a avaliacdo do termo Kg(Ry — Rz;), indicado pela Eq. (5.3), através da uti-
lizagao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, propoe-se, primeiramente, a realizagao

da troca de varidvel

w(€) =2 — 1. (5.19)



Desse modo tem-se

Ks(Ry — Rz;) =

onde

}/Z(ya M, LTJ) =

(Ry> ina M, S(W))
“2)1/2

(Y, b, @
p(Ry, Rx;, 1) (1

dp

S

exp{—{(@)* — p(Ry, Rwi, 1) /{(w)}
w+1

&) = —1n (wT“) .

dw
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, (5.20)

(5.21)

(5.22)

Entretanto, a Eq. (5.20) impde dificuldades quanto a avalia¢do, por quadratura, das integrais

envolvidas, especialmente para os valores da variavel p préximos de 41, o que se deve pela

presenca das singularidades associadas ao termo (1 —u?)'/? do denominador. Uma estratégia

inicial aqui utilizada, para o tratamento destas singularidades, consiste na subdivisao do

dominio de integragao da varidvel p perto das singularidades em subintervalos que ficam

cada vez menores a medida que se tenha valores para esta varidvel mais préximos de +1.

Neste sentido, apds alguns testes realizados no software Maple, optou-se por subdividir o

intervalo de integracao da variavel p em treze subintervalos, aqui definidos pelos pontos

7

-1, se N=1
—1+102N-15 se 2< N7
CN = s (523)
1092V se 8< N <13
\ 1, se N=14
para valores de NN inteiros positivos menores ou iguais a 14. Logo, tem-se
o S A DyewnenYily, Oy hs bm) T (Ry, Ry, Cy gy E(fim))
R S EE DY nlin)) (5
i N—L p(Ry, Ra;, Cnp)(1 — Cyp?)Y
onde
Dy = NHL—N (5.25)
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(eN41 — CN) i + Cng1 + CN
2 b

Cnp = (5.26)

N¢ corresponde ao nimero de pontos e pesos de quadratura, p,, e wy,, usados na avaliacao da
integral da variavel @, enquanto que N, corresponde ao numero de pontos e pesos, fij, € wp,
usados para avaliagao de cada uma das treze integrais definidas nos subintervalos [cy, ¢y y1].

Salienta-se que, mediante a utilizacao do software Maple é viavel constatar que
através da utilizacao da estratégia da subdivisao do intervalo de integracao da variavel p
em treze subintervalos, é possivel obter resultados com cinco a seis digitos de precisao,
para esta integral, mediante a utilizacao de apenas trinta pontos de quadratura em cada
um dos subintervalos, enquanto que sem a utilizacao destas subdivisoes, a mesma precisao
s6 é alcancada mediante a utilizacao de aproximadamente trés mil pontos de quadratura.
Fato esse, que também contribui significativamente para a reducao do tempo computacional

requerido para avaliacao desta integral.

5.2.1.3 Awaliagao do Termo U, (z;)

Do mesmo modo que nos capitulos anteriores, ¢ importante do ponto de vista do
tempo computacional, que se avalie a integral do termo U, (x;), indicado na Eq. (5.15), so-
mente nos subintervalos de integracao [d,, €,] para os quais as fungoes splines S, (y) assumem

valores nao nulos. Pode-se, entao, escrever

Un(z;) =0, se z; <d, (5.27a)

Un(z;) = / | ySa (y) [C(Ry — Rx;) + Ks(Ry — Rx;)]dy, se z; > d,, (5.27Db)
da
onde

Me; = min{x;, e, }. (5.28)



Logo, efetuando-se a troca de varidavel

( )_ 2y—da_ma,i
p()[,l y - maﬂ o da )
tem-se
Un(z;) =0, se z; <d,
e
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(5.29)

(5.30a)

Ny
Un(z;) = ijg;m [K(Rpa,i; — Rx;) + Ks(Rpai; — Rx;)], se x; > da, (5.30b)
j=1

onde, conforme ja visto anteriormente,

(ma,i - da)pa,i,j%a (pa,i,j)
2 )

* _
Jaij =

(ma,i - da) Mj + da + May
2

pa7i7j =

(5.31)

(5.32)

e N, corresponde ao nimero de pontos e pesos, i e w;, da quadratura da Gauss-Legendre,

utilizados na avaliagdo da integral da variavel y. Ainda na Eq. (5.30b), o termo K(Rpa,; —

Rx;) é avaliado na Eq. (3.17) ou (3.31) e, o termo Kg(Rp,; — Rx;) é avaliado mediante a

Eq. (5.24).

5.2.1.4 Avaliagao do Termo V(x;)

Procedendo do mesmo modo, para a avaliagao da integral do termo V,(x;), tem-se

Volz;)) =0, se z; > e,

V() = / ySa (y) IK(Ry — Re,) + Ks(Ry — Rey)] dy,

se x; < €qy,

(5.33a)

(5.33b)
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onde
Nea,i = max{x;, d,}. (5.34)

Logo, efetuando-se a troca de variavel

_2y—€a_ncxz’

Qai(y) = ———, (5.35)

€a — na,i

tem-se

Vo(z;)) =0, se x; > e, (5.36a)

a?l’-y

Ny
Volz;) = ijh* K(Rqa,ij — Rz;) + Ks(Rqa,ij — Rz;)], se z; < eq, (5.36b)
=1

onde

. ) . Cx .
B B (ea na,:)Qa,z,m\ya (qa,%m) (537)

oty 2

Co — Noyi )5 + €a + Nei
qa7i7j = ( ) ; N (5-38)

5.2.1.5 Awaliagao do Termo C(Rux;)

Segundo Barichello et al. [Barichello et al., 2002], para os problemas de Poiseuille
e creep térmico, o termo C(Rz;) indicado pela Eq. (2.16), pode ser reescrito mediante a
substituicdo do termo fonte Q(§) da Eq. (5.9), juntamente, com a posterior utilizacao da
identidade das fungoes modificadas de Bessel dada na Eq. (2.21). Contudo, o termo C'(Rz;)
continua apresentando a mesma expressao ja indicada pela Eq. (2.22). Ainda, efetuando a

troca de variavel

Z(1) =2 " —1 (5.39)
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na Eq. (2.22), obtém-se

C(Rx;) = % - Wl—R/z /1 J(2)K1(R/7(2))Io(Rx;/7(2))dz, (5.40)
onde

7(2) = —In (Z ‘g 1) . (5.42)

A Eq. (5.40) impoe dificuldades para a avaliacao da integral mediante o esquema
de quadratura de Gauss-Legendre devido a existéncia de uma singularidade em z = 1, espe-
cialmente quando r e R estiverem proximos, fato este que se deve a presenca do termo 7(2)
no denominador. Uma alternativa aqui utilizada com o intuito de tratar tal singularidade,

consiste em subdividir o intervalo de integracao, de modo que se tenha

O(Re) = 5 S0 M)+ N(2)), (5.43)
M;(z) = /1. J(2)K1(R/7(2))Io(Rx;/7(2))dz (5.44)
Ni(z) = . J(2)K1(R/7(2))Io(Rx;/7(2))dz. (5.45)

Diante disso, a Eq. (5.44) nao impoe maiores dificuldades para ser avaliada mediante a

utilizagao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, logo, tem-se

—0995an DKLV(R/T(2) Io(Res/7(2)), (5.46)
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onde

. 1.994, — 0.01
s = -
n 2 Y

(5.47)

sendo N, igual ao nimero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre pu,, e de seus respec-
tivos pesos wy,. Enquanto que, para avaliar a expressao N;(z) da Eq. (5.45), propde-se ainda
realizar a troca de variavel

v(2) = In (1> : (5.48)

z

com o objetivo de transformar o integrando em uma expressao que, graficamente, corresponde
a uma curva suave e que, consequentemente, possa ser avaliado mais facilmente mediante a

utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre. Assim sendo, obtém-se

—0.99 -1 Nr

Ni(z) = % S wne T (W) Ky (R 7(0a) o/ 7(02)), (5.49)
onde
b — (670.99 _ 671) L, + 670.99 + 671' (550)

2

Desse modo, nesse trabalho, a avaliagdo do termo C'(Rz;) é realizada através da Eq.

(5.43) em conjunto com as Eqgs. (5.46) e (5.49).

5.2.1.6 Awvalia¢ao do Termo Cs(Rzx;)

A fim de possibilitar a avaliacao do termo Cg(Rx;), dado pela Eq. (5.4), também
com a utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Legendre, propoe-se inicialmente a

realizacao das trocas de varidveis indicadas nas Eqgs. (5.13) e (5.19), de modo que se tenha

2R2 1 1 1
Cs(Rx;) = 7/ / / Bi(y, u, w)dudwody, (5.51)
0 —-1J-1

sendo

Q(&(w@))T(Ry, R, 1, £(w)) e 6 ~py i) [6()
(w + 1)p(Ry, R, 1) (1 — p2)1/2

Bily, p, @) = (5.52)
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e as expressoes T'(Ry, Rx;, i, &(w)), p(Ry, Rx;, 1), Q({(w)) e {(w), dadas pelas Egs. (5.5),
(5.8), (5.9) e (5.22), respectivamente. Além disso, propde-se também, subdividir o intervalo

de integracao da variavel y de modo que

2R? . .
Cs(Rx;) = — (C + Dy), (5.53)
T
onde
x; 1 1
ci= [ [ ] Bivwmapazay (5.54)
o JaJa
e
11l
D = / / / Bi(y, p, w)dpdwdy. (5.55)
z, J—1J-1
Nas Eqs. (5.54) e (5.55), propoe-se ainda efetuar as trocas de varidveis
2y —
Vily) = (5.56)
Z;
e
2 —x; — 1
() ==zl 5.57
Gly) = 2= (5.57)

respectivamente. Assim sendo, e novamente utilizando as subdivisoes do intervalo de inte-

gragao da varidvel p indicadas na Eq. (5.23), tem-se

2R2 Ny Ne 13 Ny
CS(R:EZ) = ZZ ZZU(Za]»m; h7N)Bi(¢i,j7CN,haMm)
i j=1 m=1 N=1 h=1
Ny Ne 13 Ny

+ZZZZn*(i7j’m’h’N>Bi(¢i,jacN,h;,U/m> , (5.58)

j=1 m=1 N=1 h=1
onde

WjwWmwp DN ;i

n(i7j7m7h7N) = 2

(5.59)
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wjwmwp Dy (1 — ;)

T]*(Z.7j7m7h7N): 2 Y

(5.60)

enquanto que as expressoes B;(1; ;, Cn.n, fim), Cnp € Dy, sdo dadas pela Egs. (5.52), (5.26)
e (5.25), respectivamente. Ainda na Eq. (5.58), as constantes N,,, N¢ e N, correspondem ao
numero de pontos de quadratura usados nas avaliagoes das integrais nas respectivas variaveis
e, N = 13 corresponde ao numero de subdivisoes consideradas para o intervalo de integracao

da variavel pu.
5.2.2 Resultados Numéricos

Avaliadas todas as integrais da Eq. (5.18), tem-se um sistema algébrico linear cuja
solucdo corresponde aos coeficientes constantes usados na expansao proposta na Eq. (5.10).
A obtencao destes coeficientes possibilita a determinacao das grandezas de interesse fisico,

tais como as velocidades macroscopicas do fluxo de géas

up(r) = iaa%a <%> (5.61)

ur(r) = EL: 10Sa (}%) : (5.62)

a=0

salientando novamente que os coeficiente a, usados nas Egs. (5.61) e (5.62) correspondem
as solugoes dos sistemas lineares definidos para os problemas de Poiseuille e ”creep” térmico
mediante a utilizacao dos respectivos termos fonte, respectivamente. Bem como, as taxas de

fluxo do gés

N,
2 - * *
Up = i Zwsup(rs)rs (5.63)
s=1
(§]
2 &
Ur = = > waur(ry)rl. (5.64)
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Aqui os indices P e T, sao usados para identificar os problemas de Poiseuille e creep térmico,
respectivamente. As expressoes usadas para determinar as velocidades macroscépicas dos
dois problemas tratados diferem-se apenas pelo uso das constantes k1 e ks do termo de fonte
indicado na Eq. (5.9) e que estd presente nos termos C(r) e Cg(r) da Eq. (5.18).

Nas Egs. (5.63) e (5.64), N, é o numero de pontos de quadratura de Gauss-Legendre
ps € [—1,1] e de seus respectivos pesos ws utilizados na avaliagao da integral e,

R
e =5 (ks + 1), (5.65)

Salienta-se ainda, que tais expressoes sao obtidas a partir das Eqs. (2.31) e (2.33), mediante

a utilizacao da troca de variavel

n(r) = 2—]:: -1 (5.66)

Neste trabalho optou-se por utilizar niimeros de pontos de quadratura diferentes
para avaliar as integrais de varidveis distintas, tendo em vista os diferentes tratamentos
dados, bem como os diferentes comportamentos das fungoes a serem integradas.

Os resultados numéricos para as grandezas de interesse fisico descritas anteriormente,
sao novamente obtidos a partir de uma implementacao em FORTRAN. Entretanto, reforga-
se aqui, que este trabalho se trata de uma tentativa preliminar que ainda necessita de uma
investigacao maior no tratamento das singularidades que esta formulacao apresenta.

Nas tabelas 5.1 e 5.2 sao apresentados alguns resultados obtidos para a taxa de
fluxo do gas nos problemas de Poiseuille e creep térmico, respectivamente, em funcao dos
parametros R e M, mediante a utilizacao dos parametros de entrada: N, = 30, N¢ = 50,
N; =50, N, = 100, N, = 50 e a = 0.92. Através delas é possivel observar que os resultados
convergem mais rapidamente para os casos em que se tem os menores valores de R, ou seja,
em fluxos de gases que tendem a estarem em regime de moléculas livres ou de transigao.

Na tabela 5.3 sao apresentados alguns resultados para a taxa de fluxo do gas no pro-
blema de Poiseuille em funcao de alguns valores de a;, mediante a utilizacao dos paramentros
de entrada: M = 60, N, = 30, N¢ = 50, N, = 50, N, = 100 e N, = 50. Através da
observagao de tais valores pode-se constatar que o valor de o tem efeitos sobre as taxas de

fluxo do problema de Poiseuille em dutos cilindricos, de modo que quanto menor o valor de
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«, ou seja, quanto menos difusa for a reflexao do gas nas superficies do duto, maiores sao as
taxas de fluxo de gas. Tal fato é mais evidente nos casos em que se tem os menores valores
de R, que correspondem aos casos em que os fluxos tendem para o regime de moléculas livres
ou de transicao. Fato este, que vem ao encontro com a literatura, visto que nestes regimes
os efeitos de superficie afetam sensivelmente o fluxo dos gases.

Na tabela 5.4 sao apresentados alguns resultados para a taxa de fluxo do gas no pro-
blema creep térmico em fungao de alguns valores de o, mediante a utilizagao dos paramentros
de entrada: M = 60, N, = 30, N¢ = 50, N, = 50, N, = 100 e N, = 50. Nela, constata-se
que o valor de a tem efeitos distintos sobre as taxas de fluxo do problema creep térmico
em dutos cilindricos. Para valores de R menores e iguais a 0.5, quanto menos difusa for
a reflexdo do géds na superficie (ou seja, quanto menores os valores de «), maiores sdo as
taxas de fluxo, entretanto para valores de R maiores, ocorre justamente o inverso. Também
é possivel constatar que nos casos em que se tem os maiores valores de R, tem-se menos
influéncia dos efeitos de superficie.

Cabe salientar ainda, que grande parte dos resultados apresentados nas tabelas 5.3
e 5.4, ja4 haviam sido determinados por Loyalka [Loyalka, 1975], mediante a utilizagdo de
um método numérico variacional. Bem como, salienta-se também, que para o caso de se ter
a = 1, ou seja, no caso em que se admite que a reflexao do gas na superficie do duto cilindrico
¢ perfeitamente difusa, os resultados aqui apresentados sao aproximadamente iguais aos
resultados encontrados, para os mesmos problemas, sem a inclusao da condi¢ao de contorno
de superficie refletora, conforme pode ser visto no capitulo 3 deste trabalho.

A figura 5.1 apresenta os perfis de velocidade o problema de Poiseuille com R = 0.2,
onde é possivel observar que quanto menos difusa for a reflexao do gas na superficie do
duto, maiores serao as velocidades macroscépicas do fluxo de gas. Para o problema creep
térmico tal caracteristica pode ser observada apenas nos dutos com os menores valores de R,
como pode ser visto na figura 5.2. Entretanto, nos dutos com valores de R maiores, ocorre

justamente o oposto, conforme pode ser observado na figura 5.3.



Tabela 5.1 — Convergéncia das Taxas de Fluxo

Poiseuille com o« = 0.92

do Problema de
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R M =6 M =12 M =18 M =24 M = 30 M = 36 M = 42 M = 48 M = 54 M = 60 M = 66 Up

0.01 1.7153 1.7168 1.7172 1.7174 1.7174 1.7174
0.05 1.6342 1.6359 1.6363 1.6363 1.6363
0.10 1.5835 1.5854 1.5858 1.5859 1.5859 1.5859
0.20 1.5318 1.5339 1.5344 1.5346 1.5346 1.5346
0.50 1.4909 1.4940 1.4946 1.4949 1.4950 1.4950 1.4950
1.00 1.5237 1.5283 1.5293 1.5297 1.5299 1.5300 1.5301 1.5301 1.5301
2.00 1.6828 1.6911 1.6930 1.6937 1.6941 1.6943 1.6945 1.6946 1.6946 1.6946
10.00 3.5242 3.5408 3.5548 3.5631 3.5702 3.5751 3.5783 3.5795 3.5802 3.5804 3.5804 3.5804

Tabela 5.2 — Convergéncia das Taxas de Fluxo do Problema Creep
L
Térmico com a = 0.92

R M =6 M =12 M =18 M =24 M = 30 M = 36 M = 42 M = 48 M = 54 M = 60 M = 66 Urp

0.01 0.8263 0.8274 0.8276 0.8276 0.8276
0.05 0.7231 0.7239 0.7241 0.7241 0.7241
0.10 0.6487 0.6496 0.6498 0.6498 0.6498
0.20 0.5566 0.5576 0.5578 0.5579 0.5579 0.5579
0.50 0.4183 0.4196 0.4198 0.4199 0.4200 0.4200 0.4200
1.00 0.3138 0.3154 0.3157 0.3158 0.3159 0.3160 0.3160 0.3160
2.00 0.2189 0.2211 0.2216 0.2218 0.2219 0.2220 0.2220 0.2221 0.2221 0.2221
10.00 0.0592 0.0654 0.0670 0.0676 0.0679 0.0681 0.0684 0.0686 0,0687 0.0687 0.0687

Tabela 5.3 — Taxas de Fluxo do Problema de Poiseuille

R a=10 a=09 a=092 a=088 a=084 o=0.80
0.01 1.4763 1.5920 1.7174 1.8538 2.0028 2.1662
0.05 1.4303 1.5293 1.6363 1.7524 1.8788 2.0170
0.10 1.4037  1.4913 1.5859 1.6883 1.7996 1.9211
0.20 1.3814  1.4552 1.5346 1.6203 1.7132 1.8144
0.50 1.3863 1.4389 1.4950 1.5550 1.6193 1.6884
1.00 1.4578 1.4931 1.5301 1.5690 1.6100 1.6531
2.00 1.6571 1.6756 1.6946 1.7141 1.7342 1.7548
10.00  3.5791 3.5797 3.5804 3.5810 3.5816 3.5823

Tabela 5.4 — Taxas de Fluxo do Problema Creep Térmico

R a=10 a=096 a=092 a=088 a=084 o=0.80
0.01  0.7177  0.7705 0.8276 0.8894 0.9566 1.0299
0.05 0.6493  0.6855 0.7241 0.7644 0.8098 0.8577
0.10  0.53972  0.6228 0.6498 0.6784 0.7088 0.7411
0.20  0.5294  0.5433 0.5579 0.5729 0.5889 0.6052
0.50 04169  0.4186 0.4200 0.4212 0.4220 0.4225
1.00  0.3216  0.3189 0.3160 0.3128 0.3092 0.3053
2.00 0.2271  0.2246 0.2221 0.2194 0.2167 0.2139
10.00  0.0688  0.0688 0.0687 0.0687 0.0686 0.0686
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5.3 Solucao via Expansao em Polinomios de Legendre

Também buscando-se realizar uma tentativa preliminar de se calcular quantidades
de interesse fisico para os problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos com

superficies refletoras, propoe-se a utilizacao da expansao

Gr) = aizoaapa (%T - 1) | (5.67)

onde P,(z) representa o polinomio de Legendre de ordem «, aqui definido pela férmula de
recorréncia indicada na Eq. (3.53).

Substituindo a Eq. (5.67) na Eq. (5.2), tem-se

iaa {pa (% - 1) - /ORtPa (Q—Bf - 1) Nt — r)dt} — O+ Cs(r),  (5.68)

a=0

onde
Nit—=r)=K{t—r)+Ks(t—r). (5.69)

Propoe-se, entao, efetuar a divisao do intervalo de integracao em ¢ e a multiplicagao
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da Eq. (5.68) por

gbg(?“) = TPB (% - 1) (570)
para 3 =0,1,2,--- , L. Dessa forma, integrando a expressao resultante em r, obtém-se
L
Z o {Apa = [Bsa+ Cpall = Dg (5.71)
a=0
onde
R
Ago = /0 op(r)po(r)dr/r, (5.72)
R T
Bya = / / b5(r)Pa(DN (¢ — r)dtdr, (5.73)
0o Jo
R (R
Coa = / / Gp(r) o ()N (t — r)dtdr (5.74)
0 r
e
R
Dy = / 65(r) [C(r) + Cs(r)] dr. (5.75)
0

O fator indicado na Eq. (5.70) foi assim escolhido com o propésito de determinar
um sistema algébrico simétrico. Fato este, que possibilita a reducao do nimero de calculos
necessarios para determinar o sistema.

Para avaliar numericamente as integrais nas variaveis r e ¢, que surgem nas ex-
pressoes Ag o, Bga, Cpa € D, mediante a utilizagao do esquema de quadratura de Gauss-
Legendre, primeiramente, faz-se necessario efetuar algumas trocas de variaveis. Para a
variavel r, propoe-se usar a mesma troca de varidvel ji apresentada na Eq. (5.66). En-

quanto que para a variavel ¢, serao usadas as expressoes

m(t) = 2 L, (5.76)

r
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para o intervalo [0, 7] e

_2t—7"—R

. (5.77)

12()

para o intervalo [r, R].
Dessa forma, as expressoes indicadas nas Eqgs. (5.72), (5.73), (5.74) e (5.75) podem

ser avaliadas pelas expressoes

R &
Apo = 9 anfnpﬂ (#n) Po (ftn) , (5.78)
n=1
R Ny Nt
Bgo = 4 Zu)nf,fPﬁ (fn) Z WinGmnFa ('Vm,n) N(gm,n — fu) (5.79)
n=1 m=1
R N, Ny
Cﬁ,a = 1 an(R - fn)fnpﬁ (:un) Z Wmhm,nPOc (’Y;;z,n) N(hm,n - fn) (5'80)
n=1 m=1
(§]
R &
Dp=75 > wnfaPs () [C(fn) + Cs(fa)] - (5.81)
n=1

Nestas equacoes, as constantes N, e IN; indicam o numero de pontos e pesos da
quadratura de Gauss-Legendre usados na avaliacao das integrais nas variaveis r e ¢, respecti-
vamente. As expressoes N (gmn — fu) € N(hmn — fn), conforme definidos pela Eq. (5.69),
tém seus termos K avaliados mediante a utilizacao das Egs. (3.17) ou (3.31), dependendo
do modulo da diferenga de seus argumentos; enquanto que seus termos g sao avaliados
pela Eq. (5.24). As expressoes C(f,) e Cs(fn), presentes na Eq. (5.81), s@o avaliados com
as Eqgs. (5.43) e (5.58), respectivamente. Enquanto que os demais termos presentes nesta
formulagao sao definidos de modo que

_ Mt

.82
5 R, (5.82)

In

P + 1
Gn = 5T (5.83)
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R(ﬂm + 1) - fn(,um - 1)

Y = 7 (5.85)
€

5.3.1 Resultados Numéricos

Do mesmo modo que nas situagoes anteriores, os resultados para as grandezas de
interesse fisico dos problemas em questao sao determinadas a partir de um programa em
FORTRAN, onde a solugao do sistema linear simétrico, indicado pela Eq. (5.71), é composta
pelos coeficientes da expansao proposta na Eq. (5.67) e, a partir dela, é possivel determinar as
velocidades macroscopicas dos problemas de Poiseuille e creep térmico, mediante a utilizacao
das Eqgs.(5.61) e (5.62), bem como as taxas de fluxo do gés, através das Egs. (5.63) e (5.64),
respectivamente.

Nas tabelas 5.5 e 5.6 sao apresentados alguns resultados para a taxa de fluxo do
problema de Poiseuille e creep térmico, respectivamente, em funcao de alguns valores de «
e mediante a utilizacao dos paramentros de entrada: L = 10, N, = 30, N = 50, N, = 50,
N, = 100 e N, = 50. Deste modo, ¢ possivel obter trés digitos de precisao em um tempo

computacional de aproximadamente doze horas.

Tabela 5.5 — Taxas de Fluxo do Problema de Poiseuille

R a=10 a=096 a=092 a=088 a=084 o=0.80
0.01 1.476 1.592 1.717 1.854 2.003 2.166
0.10 1.404 1.491 1.586 1.688 1.800 1.921
0.20 1.381 1.455 1.535 1.620 1.713 1.814
1.00 1.458 1.493 1.530 1.569 1.610 1.653
2.00 1.657 1.676 1.695 1.714 1.734 1.755
5.00 2.349 2.353 2.357 2.361 2.364 2.368
10.00  3.579 3.580 3.580 3.581 3.582 3.582




98

Tabela 5.6 — Taxas de Fluxo do Problema do Creep Térmico

R a=10 a=09 a=092 a=088 a=084 o=0.80
0.01 0.718 0.771 0.828 0.890 0.957 1.030
0.10 0.597 0.623 0.650 0.678 0.709 0.741
0.20 0.529 0.543 0.558 0.573 0.589 0.605
1.00 0.322 0.319 0.316 0.313 0.309 0.305
2.00 0.227 0.225 0.222 0.219 0.217 0.214
5.00 0.122 0.122 0.121 0.121 0.121 0.120
10.00  0.069 0.069 0.069 0.069 0.069 0.069

5.4 Consideracoes Finais

Conforme ja salientado anteriormente, alguns dos resultados aqui expostos ja haviam
sido apresentados por Loyaka [Loyalka, 1975]. Embora os resultados para as taxas de fluxo
apresentadas por Loyalka, com quatro digitos de precisao, coincidem com os respectivos
resultados aqui apresentados, o que difere os dois trabalhos é o fato deste ser de carater
analitico e, portanto, a metodologia aqui empregada possibilita a obtencao de resultados de
forma fechada.

Do mesmo modo, também ja foi mencionado que no caso em que se admite que a
reflexdo do gds na superficie do duto cilindrico ser perfeitamente difusa (quando o = 1),
os resultados aqui apresentados sao exatemente iguais aos resultados encontrados, para os
mesmos problemas, sem a inclusao da condicao de contorno de superficie refletora, conforme
pode ser visto no capitulo 3. Isso pode ser justificado pelo fato da expressao T(t,r, i, &),
apresentada na Eq. (5.5), ser nula quando se tem o = 1, o que consequentemente torna
nulos também os termos Kg(t — ) e Cg(r), indicados nas Eqgs. (5.3) e (5.4). Com isso,
a Eq. (5.2) torna-se equivalente a Eq. (2.24), sendo que a diferenga existente entre estas
consiste no fato da ultima ser definida em termos da expressao Z(r) indicada pela Eq. (2.23)

Em relacao as duas expansoes aqui utilizadas, do mesmo modo que ja havia ocorrido
nos demais problemas resolvidos, salienta-se que ambas podem ser utilizadas na obtencao de
resultados de carater analitico para estes problemas. Entretanto, mediante a utilizacao da
expasao em termos de splines ciibicas de Hermite, juntamente com um esquema de pontos de
colocacao, é possivel obter resultados com menos esfor¢co computacional, apesar da utilizacao
da expansao em termos de polinomios de Legendre resultar em um sistema simétrico.

A metodologia aqui empregada é capaz de fornecer resultados de carater analitico
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para os problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos com superficies refle-
toras. Fato este, que inviabiliza a aplicagao da transformacao de Mitsis. Entretanto, esta
metodologia ainda trata-se apenas de uma tentativa numérica inicial para verificar a pos-
sibilidade de utilizacao destas expansoes, necessitando ainda de um melhor tratamento das
singularidades envolvidas em alguns termos da formulacao. Mas, tendo em vista os resulta-
dos aqui obtidos, tudo indica que esta metodologia podera ser empregada em uma classe mais
ampla de problemas desta area do que quando comparado com a transformacao proposta

por Mitsis.



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Neste trabalho foi possivel constatar a eficiéncia do uso de métodos semi-analiticos
para o tratamento de problemas da dinamica de gases rarefeitos em dutos cilindricos, for-
mulados através de equacoes integrais. Mostrou-se que mediante a aplicacao de métodos
espectrais baseados na utilizacao de expansoes em termos de funcoes conhecidas, como as
splines ctibicas de Hermite e os polinomios de Legendre, é possivel obter solucoes de cardter
analitico para uma classe mais ampla de problemas desta area do que, por exemplo, mediante
a utilizacao da transformacao proposta por Mitsis.

Com relacao aos resultados obtidos neste trabalho, salienta-se que sao apresentadas
expressoes e resultados numéricos para as quantidades de interesse fisico dos problemas
de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos, obtidos a partir da equacao integral do
modelo BGK e do modelo S. Bem como, também sao apresentados resultados para um
caso fisicamente mais complexo, que consiste na resolucao dos mesmos problemas em dutos
cilindricos com superficies refletoras, também modelados a partir da equacgao integral do
modelo BGK.

Em ambos os casos, considerou-se duas abordagens, sendo a primeira baseada na
utilizagao de uma expansao em splines cibicas de Hermite e um esquema de pontos de
colocacao e, a segunda, baseada na utilizacao de uma expansao em termos de polindémios
de Legendre. Tais abordagens mostraram-se eficientes, entretanto, nos casos considerados, a
primeira mostrou-se mais eficiente no sentido de requerer menos tempo computacional, visto
que nela algumas integrais sao avaliadas apenas em pequenos subintervalos onde as splines
cubicas sao nao nulas e, também, porque deste modo tem-se integrais de ordens inferiores
as correspondentes integrais obtidas mediante a utilizagao da segunda abordagem.

Observando os resultados obtidos para as quantidades de interesse fisico dos pro-
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blemas de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos, modelados pelas equagoes integrais
dos modelos BGK e S, percebe-se que no caso do fluxo de Poiseuille ha uma concordancia
de 1 a 2 digitos entre os resultados obtidos nos dois modelos, enquanto que para o problema
do creep térmico a concordancia, de um modo geral, é de no maximo 1 digito.

Quanto aos resultados apresentados para o caso do fluxo de gas rarefeito em dutos
cilindricos com superficies refletoras, é possivel observar que os efeitos de superficie sao mais
sensiveis nos escoamentos em dutos como valores de R menores, ou seja nos escoamentos que
se aproximam dos regimes de moléculas livres e de transicao, visto que segundo a formulagao
utilizada R corresponde ao parametro de rarefagao (o inverso do nimero de Knudsen). Fato
este, que também esta de acordo com as referéncias analisadas.

Em geral, para a obtencao de resultados para as grandezas de interesse fisico com até
trés digitos corretos, a metodologia aqui empregada ¢ muito rapida. Entretanto, a obtencao
de resultados com mais casas decimais corretas para os problemas em questao, ainda requer
um tempo computacional bastante elevado, especialmente para os dutos que apresentam os
maiores valores de R.

Uma das dificuldades impostas por esta metodologia consiste na avaliagao das in-
tegrais, que aqui ¢ realizada mediante a aplicagcao do esquema de pontos de quadratura
de Gauss-Legendre. Esta merece uma atencao especial no sentido de permitir a avaliacao,
bem como no intuito de tentar diminuir o tempo computacional requerido. Alguns aspectos

considerados neste trabalho e que se julga serem importantes neste sentido, sao:

e Usar a técnica de soma e subtragao de outra integral para amenizar as singularidades

do nicleo da equagcao integral do modelo BGK, conforme indicado na Eq. (3.31);

e Reescrever o nicleo da equagao integral do modelo S de forma a permitir um trata-

mento escalar, conforme indicado na Eq. (4.11);

e Separar o intervalo de integracao das integrais na varidvel ¢ € [0, R], que contém o
nicleo das equagoes integrais do modelo BGK e S, em t € [0,7] e t € [r, R], visto que

os nucleos destas equagoes possuem descontinuidades em r = t;

e Na abordagem que considera o uso da expansao em splines ciibicas de Hermite, consi-
derar apenas os subintervalos de integracao na variavel ¢ para os quais as splines cubicas

nao sao nulas;
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e No caso dos gases em dutos cilindricos com superficies refletoras, subdividir o intervalo

de integragao na variavel p em pequenos subintervalos de integragao, conforme indicado

na Eq. (5.23).

Diante dos resultados obtidos com este trabalho, especialmente mediante a realizagao
da tentativa preliminar com a inclusao de uma condicao de contorno refletora, realizada no
capitulo 5, abre-se caminho, também, para se trabalhar com outras condi¢oes de contorno,

como por exemplo as condicoes de Cercignani-Lampis.
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APENDICE A

A Equacao de Boltzmann e os Modelos Cinéticos

A Equagao de Boltzmann (EB) é uma equagao que modela o transporte de particulas, e
foi introduzida por Ludwig Boltzmann em 1872 [Boltzmann, 1872] na teoria cinética dos
gases. Ela estabalece um balango entre os mecanismos de perda e ganho de particulas em
um volume qualquer no espaco de fase. Tal equacao baseia-se na funcao de distribuicao
f(t,s, c) que contém informagao sobre a distribuigao espacial e de velocidade das particulas
de um gas num determinado instante de tempo. Considerando a hipdtese das moléculas do
gas serem monoatomicas, sem carga elétrica, sofrerem apenas colisdes bindrias e serem do
tipo esferas rigidas, a equacao de Boltzmann pode ser escrita na forma [Williams, 1971;
Cercignani, 1988]

O tsc) be o fltsc) = J(f 1) (A1)

Nesta, f(t,s,c) é a funcao de distribuicao, ¢ é o tempo, s é o vetor posigao, ¢ é o vetor de
velocidade molecular e J(f’, f) é o operador de colisao (f’ e f estao associadas as distribuigoes

antes e apos as colisoes, respectivamente) dado por

ﬂﬂﬂz///wwﬁdqeq)

X [f(t,s,c) f(t,s,c))— f(ts,c)f(ts,c)]deidcidc’, (A.2)

onde ¢ e c¢; correspondem as velocidades pés-colisionais e W (c — ¢’;¢; — ¢}) a freqiiéncia
de espalhamento diferencial para a colisao entre dois corpos de velocidades pré-colisionais ¢’
e c).
Nesse contexto, também se faz necessaria a utilizacao de condicoes de contorno
apropriadas. Uma alternativa nesse sentido, consiste na utilizacao do modelo de Maxwell
[Williams, 2001], que especifica a forma como as particulas interagem com a superficie,
considerando a fracao de particulas que é refletida difusamente e outra fracao que é refletida

especularmente, através da utilizagao de coeficientes de acomodagao térmica e de momento
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tangencial que representam a fracao de moléculas que é refletida difusamente pela parede.
Outros modelos mais refinados também podem ser usados na descricao das interacoes en-
tre as particulas do gas e a superficie, como por exemplo o modelo de Cercignani-Lampis
[Cercignani e Lampis, 1971}, que usa coeficientes de acomodagao normais e tangenciais para
descrever melhor o processo de colisao das particulas de gas com as paredes.

De um modo geral, a condi¢ao de contorno para uma superficie localizada na posicao

s* é dada por [Williams, 1971]

—c-nf (t,s" c) —/ ¢ -nl'(s*, ¢’ —¢)f (t,s%c)dc’, c¢-n>0, (A.3)

c/-n>0

onde n é um vetor normal unitério externo a regiao ocupada pelo gés e ['(s*,c¢’ — ¢) é a
probabilidade de uma particula que colide na superficie s* com velocidade ¢’ ser refletida
com velocidade c.

Deste modo, fica evidente que a EB é uma equacao integro-diferencial muito compli-
cada, uma vez que, originalmente, é ndo linear e envolve sete variaveis independentes (as trés
componentes da varidvel espacial, as trés componentes da velocidade e o tempo). Portanto,
a proposicao de metodologias de carater analitico a partir desta equagao, em geral, ¢ muito
restrita, aplicando-se apenas aos problemas fisicamente mais simples.

Uma alternativa usada nos casos em que o fluxo de géas estd fracamente fora do
equilibrio ou em regime permanente, consiste em escrever a fun¢ao de distribui¢ao em termos

de uma funcao de perturbacgao, como por exemplo

f (S’ C) = Jo (57 C) [1 +h (Sv C)] ) (A4)

onde h (s, c) é a fungao de perturbagao da distribuigdo Maxweliana local fj (s,c) [Williams,
1971; Williams, 2001]. Desse modo, substituindo-se a Eq. (A.4) na Eq. (A.1) e usando
algumas propriedades do operador de colisao .J, obtém-se a equagao linearizada de Boltzmann
(ELB).

Segundo Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003], na ELB unidimensional

é usada a funcao de distribuicdao na forma

f(z,¢) = fole)[1+h(z,c)], (A.5)
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onde ¢ (2kgTy/mo)"? é a magnitude da velocidade da particula, z é a varidvel espacial

(medida em ¢m) e h(x,c) é uma perturbagao causada a distribuicdo Maxwelliana
fo () = ng [mo/ (2rkpTy)*/* e (A.6)

Nesta formulagao py é a densidade (constante) das particulas do gds, mo a massa, kg a
constante de Boltzmann e T a temperatura (constante) de referéncia. Substituindo a Eq.
(A.5) na Eq. (A.1) e considerando algumas propriedades de simetria da fungao freqiiéncia
de espalhamento diferencial para a colisdo de dois corpos [Williams, 1971; Williams, 2001,

obtém-se a equacgao
cu%h (z,¢) = o2pom/2L{h} (z,c). (A7)

Ainda seguindo a Ref. [Barichello e Siewert, 2003], considera-se que oy é o diametro de
colisao das particulas de gés (aproximado segundo esferas rigidas [Williams, 1971]) e que o

operador de colisao seja

L{h} (z,c) = —v(c)h(x,c) + /000 /1/0 7Te_c/Qh(yc,c’) K (c,c') d*dx/dp/dc (A.8)

onde

27 +1 [
v(c) = et / e dr + e (A.9)
¢ 0

é a freqiiéncia de colisao das particulas, K (c, c’) é o niicleo de espalhamento e as coordenadas
esféricas (¢, arccos i, x) s@o usadas para definir o vetor velocidade.

Nesse contexto, Pekeris e Alterman [Pekeris e Alterman, 1957] propdem o uso
de uma expansao em termos de polinomios de Legendre (como fungoes do angulo de espa-
lhamento entre as diregoes antes e depois da colisao) para descrever o niicleo de espalhamento

exato para esferas rigidas, como sendo

K (e, ¢) = 1= 53 0n 4 1) (2~ o) B (1) P (1) kul ) cosm (' —x) (A10)

n=0 m=0
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onde P (p) sdo as fungoes normalizadas de Legendre

n—m)! 1/2 m/2 d™
P =[BT ) SR, nzm (A1)

e P,(u) sdo os polinomios de Legendre. Os elementos k,(c, c), presentes na expansao do
ntcleo, sdo apresentados por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003] para n =
0,1,2,3. Tais expressoes caracterizam-se pelo fato da igualdade k,(c,c) = k,(c,c) ser
valida para todo n e por possuirem derivadas descontinuas em ¢ = .

Esta ultima particularidade impoe dificuldades do ponto de vista analitico e numérico,
para resolver a ELB. Por esta razao, outras abordagens tém sido propostas na teoria cinética
dos gases no sentido de simplificar a expressao do nicleo de espalhamento, mas que conservem
as propriedades fisicas do processo de colisao, tais como a conservacao de massa, momento e
energia. Tais aproximacoes dao origem as chamadas equacgoes cinéticas ou equagoes modelo

[Cercignani, 1988; Barichello e Siewert, 2003].

Diante disso, atualmente ha varios modelos cinéticos que buscam simplificar o nicleo

de espalhamento presente no termo de colisao da equacao de transporte de particulas. Entre

esses, pode-se citar como exemplos:

e BGK [Bhatnagar et al., 1954], Gross-Jackson [Gross e Jackson, 1959], S [Shakhov,

1968] e MRS [Garcia e Siewert, 2006 para um gés com freqiiéncia de colisdo constante;

e CLF [Cercignani, 1966; Loyalka e Ferziger, 1968|, CES e CEBS [Barichello e Siewert,

2003] para um gés com freqiiéncia de colisao variavel;
e 0 modelo de McCormack [McCormack, 1973] para misturas gasosas.

Algumas destas equacoes modelo, entre outras, vem sendo usadas ha muitos anos
com o proposito de resolver problemas classicos da dinamica de gases rarefeitos e mais recen-
temente devido as aplicacoes em MEMS e NEMS. Entre outros, se pode destacar trabalhos
nos quais sao apresentadas solugoes “unificadas” para problemas classicos da dinamica de
gases rarefeitos em canais planos, como por exemplo: [Barichello et al., 2001], [Valougeor-
gis, 2003], [Camargo e Barichello, 2004], [Cabrera e Barichello, 2006], [Frangi et al., 2007al,
[Scherer et al., 2009].

Assim sendo, com o propdsito de fornecer maiores informagoes a respeito dos modelos
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cinéticos BGK e S, utilizados neste trabalho, inicia-se a partir da equacao cinética escrita em
termos da variavel espacial 7 = x/l (adimensionalizada em termos do livre caminho médio

[), em coordenadas cartesianas,

Cz%h (T, C)+€h (7', C) — €7T3/2/ / / e,c/2h<7_’ C/) K (CI,C) dclde;dClz—l—S(C), <A12)

onde S(c) é o termo fonte ndo homogéneo, K (c/, ¢) é o nicleo de espalhamento das particulas
do gés, ¢ = (cy, ¢y, ¢;) é 0 vetor velocidade adimensionalizado de modo que ¢ (2kpTy/mo) "

corresponda a magnitude da velocidade,
€ = olnor'/?l (A.13)
e h(7,c) é uma perturbacao causada a distribui¢ao Maxwelliana
fo () = ng [mo/ 2mksTy)* e, (A.14)

Nesta formulacao, ainda, oy é o didmetro molecular, kg é a constante de Boltzmann, T a
temperatura de referéncia, mg a massa de uma particula de gas e ng é a densidade molecular
de equilibrio. Cabe ressaltar também, que a funcao de distribuicao das particulas de gés,

neste caso, ¢ dada por

f(r,c)=folc)[L+h(r,c)l. (A.15)

Para esferas rigidas, o nicleo de espalhamento K (c/, ¢) exato pode ser expandido em
termos de fungoes de Legendre [Pekeris e Alterman, 1957]. Entretanto, atualmente ha varios
modelos cinéticos que buscam simplificar o nicleo de espalhamento baseadas em formas
truncadas da expansao proposta por Pekeris e Alterman.

Segundo Siewert [Siewert, 2002], os nticleos de espalhamento correspondentes aos
modelos cinéticos BGK [Bhatnagar et al., 1954] e S [Shakhov, 1968] podem ser escritos
simultaneamente pela expressao

K (c,c) :1+2c/-c—|—§ (C/Q—g) (02——> +BM (c,c), (A.16)
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com

M (c',c) = %c’-c<0’2—2> <c2—g) : (A.17)

de modo que o nicleo de espalhamento do modelo BGK corresponde a Eq. (A.16) tomando-
se o parametro = 0, enquanto que para o modelo S tem-se § = 1. Consequentemente, do
ponto de vista da formulagao matematica, a principal diferenca existente na formulagao dos
modelos BGK e S, consiste na inclusao de um termo adicional na expressao utilizada para
representar o nicleo de espalhamento do modelo S. Outra diferenca marcante esta no fato do
modelo cinético S resultar numa formulacao vetorial, conforme pode ser visto no Apéndice
C.

O termo ¢, definido na Eq. (A.13) e que depende do livre caminho médio [, pode
ser avaliado em termos da viscosidade (€,) mediante a utilizagao das Egs. (1.2) e (1.3), ou
entdo, em termos da condutividade térmica (¢;) mediante a utilizacao das Eqs. (1.5) e (1.6).

Desse modo, segundo Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2003], tem-se
o ¢, =¢ =1, logo ¢,/¢, = 1, para o modelo BGK;
e ¢, =1, ¢ =3/2 logo ¢,/e; = 2/3, para o modelo S.

Logo, uma caracteristica que difere os dois modelos em questao é o fato de que o
modelo S pode ser usado para a determinagao do valor correto do nimero de Prandtl (Pr =
€p/€r = 2/3), enquanto que o modelo BGK fornece o valor Pr = 1. Segundo Valougeorgis

[Valougeorgis, 2003], tal caracteristica faz com que o modelo S possua a vantagem de
poder ser empregado satisfatoriamente tanto em problemas com fluxos isotérmicos como
nao isotérmicos, fato este que nao é observado com o modelo BGK. De fato, segundo a
Ref. [Frangi et al., 2007b], o modelo BGK pode ser ajustado para determinar a viscosidade
cinemética ou a difusividade térmica correta, mas nao para ambos. Entretanto, o modelo
BGK pode ser empregado em diversos problemas da DGR, particularmente em problemas

onde a dinamica de transporte e de fluxo de calor nao sao igualmente importantes [Frangi

et al., 2007a; Frangi et al., 2007b; Scherer et al., 2009].



APENDICE B

Splines Cubicas de Hermite

As splines ctibicas de Hermite usadas nesse trabalho sao definidas, aos pares, por Schultz

[Schultz, 1973]. Nota-se que hé duas fungoes splines &, (x) associadas a cada né
(o= (a/M)?, a=0,1,..., M, (B.1)

definido no intervalo [0, 1]. Desse modo, as splines cibicas sao definidas diferentemente para

valores pares e impares de «, de forma que

%2a(x) = TM(JU) € %2a+1<x) = @ﬁ(.’ﬁ), (BQ)

para f=0,1,..., M.
De um modo geral, as splines cubicas de Hermite sao definidas por funcoes cibicas
em pequenos subintervalos determinados pelos nés e, sao nulas fora destes subintervalos.

Para determinar tais fungoes e os respectivos intervalos, faz-se necessario considerar as ex-

pressoes
_ X = Ca-1
) = o= (B.3)
e
g1 —x
9s(7) = (o1 — s (B4)

Assim sendo, pode-se escrever as fungoes 1, nos subintervalos nao-nulos, como sendo

Yo(z) = g5(2) [3 = 2g0(2)], € [Co. G, (B.5)

bol) = f3@)[3=2f3(x)] =€ [Cs1,Cp] (B.6)
95(7) [3 —2g5(2)] = € [(s, Cpra]
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para 0 =1,2,...,M —1, ¢

Yur(x) = fig(2) 3= 2fu(@)], = € [Cuor, Cul- (B.7)

Do mesmo modo, as fungoes ¢, nos subintervalos nao-nulos, podem ser escritas na forma

po() = zg(x), = € (G, G, (B.8)

o5(z) = (z —¢g) ff(ﬁ), x € [Cp-1,Cgl s (B.9)
(33 - Cﬁ) g,@(x)a LS [Cﬂ7§ﬂ+1] )
para 3 =1,2,...,M —1,e
pu(z) = (x = Cu) fir(@), @€ [Cu1,Cu]. (B.10)

Lembrando sempre, que as fungoes splines sdo definidas para todo o intervalo z € [0,1] e,
portanto, sdo iguais a zero nos subintervalos nao indicados pelas Egs. (B.5) a (B.10).
Outras propriedades especificas destas fun¢oes podem ser encontradas na Ref. [Schultz,

1973).



