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Resumo

Nesta dissertacao estudamos uma probabilidade obtida a partir de conceitos
da Mecanica Estatistica Quantica do ponto de vista da Teoria Ergddica. A
probabilidade é obtida a partir de um estado KMS sobre um lattice unidimen-
sional de spins quanticos. Mostramos que esta probabilidade é mixing para
o shift. Além disso, mostramos que vale um principio dos grandes desvios
para uma certa classe de funcoes e exploramos algumas propriedades do Jaco-
biano. Iremos considerar o estado KMS associado a um certo Hamiltoniano
especifico agindo sobre o lattice de spins quanticos. Nas se¢oes iniciais vamos
apresentar alguns conceitos e prerequisitos bésicos (como operadores densi-
dade, produto tensorial, C*-algebras e estados KMS) para o entendimento
do resultado principal

Palavras-chave: Operador Densidade, Estado KMS, Probabilidades de
Spin Quantico, Principio dos Grandes Desvios.

Abstract

In this dissertation we study a probability derived from Quantum Statistical
Mechanics through the viewpoint of Ergodic Theory. The probability is
obtained from a KMS state acting on a one dimensional lattice of quantum
spins. We show that this probability is mixing for the shift map. Moreover,
we show that a large deviation principle is true for a certain class of functions
and we explore some properties of the Jacobian. We will consider the KMS
state associated to a certain specific Hamiltonian acting on the quantum spin
lattice. In the initial sections we will present some concepts and prerequisites
(such as density operators, tensor product, C*-algebras and KMS states) for
the understanding of our main results.

Keywords: Density Operator, KMS State, Quantum Spin Probabilities,
Large Deviation Principle.



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Preliminares . . . . . . . . . .. ... ... 1
1.2 C*-Algebras e estados KMS . . . .. ... ... ... ..... 9
2 Lattice de spins quanticos em temperatura positiva 19
2.1 Estados C*-dinamicos em lattices de spin . . . . . . .. .. .. 19
2.2 A Hipdtese A . . . . . .. 21
2.3 A definigao da probabilidade quantica pg . . . . . . ... ... 22
2.4 Sobre a probabilidade de spin quantico em temperatura positiva 29
25 pgémixing . ... 34
2.6 Grandes Desvios para a medida pig . . . . . . ... ... 38
2.7 Uma expressao em fracao continua para o Jacobiano. . . . . . 46
2.8 Um caso mais simples . . . . . .. .. .. ... .. ... .. 49

Referéncias Bibliograficas 51



Capitulo 1

Introducao

No presente trabalho analisamos do ponto de vista da Teoria Ergédica uma
probabilidade pz que aparece de maneira natural em um problema de na-
tureza quantica. Primeiramente especificamos o problema na linguagem
da Mecanica Estatistica Quantica, depois construimos uma medida sobre
o espago de Bernoulli Q = {1,2}", que depende de um parametro 3 que é
o inverso da temperatura, via Teorema da Extensao de Kolmogorov e por
fim analisamos propriedades dessa medida pz. Mostramos que s é mixing
e também um Principio de Grandes Desvios para esta medida. Como fonte
de inspiragao temos o artigo [3] onde o mesmo processo é feito para estudar
medidas a temperatura zero. No presente trabalho, analisamos o caso de
temperatura positiva.

Esta dissertacao é estruturada em dois capitulos, neste primeiro vamos in-
troduzir alguns conceitos importantes e relembrar alguns resultados classicos.
No capitulo seguinte apresentamos nosso objeto de estudo e exploramos suas
propriedades.

1.1 Preliminares

Este capitulo tem o intuito de mostrar ou relembrar algumas definigoes e
comentarios que sao importantes para o entendimento do que segue. Nao
faremos nenhuma discussao profunda ja que este nao é o nosso objetivo.
Considere H um espaco de Hilbert sobre o corpo dos complexos munido com



produto um interno (-|-). A norma que consideramos sobre H ¢é tal que
[0l = v/ {]¢).

Um vetor ¢ € ‘H de norma 1 é denominado de estado. Ele vai descrever
a distribuicao estatistica de uma determinada particula quantica.

Por exemplo, se H = C2, seja v;, vy base ortonormal de C2. Suponha
que a particula quantica possa assumir sé dois valores 1 e 2. Uma particula
quantica serd descrita por um estado 1 = ajv; + agve, tal que [¢)| =1 e onde
a1, as € C. Neste caso a probabilidade da particula ao ser observada resultar
no valor 1 seré |a;|? e probabilidade da particula ao ser observada resultar
no valor 2 serd |as|?.

Definicao 1.1.1. Dizemos que {¢,, n € N} é um conjunto ortonormal com-
pleto em H se,

1. ||enll = 1, para todo n;
2. {@nlem) =0, para todo n # m;

3. Para todo i € H existe uma escolha de o, € C, tal que

N-1
= lim E P -
w N—oco n®n
n=0
Os espagos de Hilbert que vamos considerar em nossos resultados prin-
cipais sao de dimensdo finita, ou seja H = C?. Neste caso os operadores
lineares L : H — H podem ser identificados com o conjunto das matrizes
complexas d por d que denotaremos por M.
De agora em diante, nesta secao, vamos considerar H = C.

Definicao 1.1.2. Seja p : H — H um operador autoadjunto, que possua
um conjunto ortonormal completo de autovetores p,, n € N. Entao seu trago
Tr (p) € dado por

Tr(p) == (@nlpn).

n

Mais geralmente, dado um operador A (nao necessariamente autoadjunto)
por definicao, o traco de A € dado por

Tr(A) =) (@nlAen),

n



onde {p,, n € N} é um conjunto ortonormal completo. O fato de que o
traco estd bem definido, isto €, nao depende do conjunto ortonormal completo
escolhido € feito em [16].

Definicao 1.1.3. Um operador autoadjunto A € positivo se (| Ay ) > 0
para todo ¢ € H e € estritamente positivo se (| A ) > 0 para todo v # 0.

Definicao 1.1.4. Um operador p : H — H é dito operador densidade se
ele € autoadjunto, possui um conjunto ortonormal completo de autovetores,
¢ positivo e possui traco igual a 1.

Os operadores densidades correspondem na Mecanica Quantica as prob-
abilidades classicas. E natural associar o vetor ¢ no espaco de Hilbert ao
operador projecao ortogonal Py, ||¢|| = 1. Este é definido de forma que

Py(v) = (v|y) .

Dado um operador densidade p : C* — C% pelo Teorema da decom-
posicao espectral para matrizes complexas d por d, podemos escrever p =
ZZ=1 pnPys,, onde > p, =1, p, > 0, os operadores P, sao projegdes ortog-
onais e os vetores ¢, formam uma base ortonormal.

Operadores densidade P, que sao projegoes ortogonais sao denominados
de estados puros. Assim, todo operador densidade é uma combinacao convexa
de estados puros.

Definicao 1.1.5. Um observdvel é um operador autoadjunto A agindo no
espaco de Hilbert H.
Em fisica quantica, um observavel descreve um tipo de medicao, que

extrai alguma informacao sobre nosso sistema quantico.

Definigao 1.1.6. Dado um observdvel A, por defini¢ao, Tr (Ap) € o valor
esperado de A quando o sistema quantico € descrito pelo operador densidade
p. E usual denotar por (A), ou E,(A).

Os operadores autoadjuntos desempenham na Mecanica Quantica o papel
das fungoes na Teoria das Probabilidades. Dessa forma, £,(A) corresponde
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a “integrar” a “fungao” A com respeito a ”probabilidade” p. Ainda, note que
Tr (Ap) = Tr(pA). Além disso, como observado em [16], quando p é um
operador densidade e A um operador positivo, entao Tr (Ap) é um nimero
positivo. Uma discussao geral sobre a classe de operadores com trago (trace
class) pode ser encontrada em [16] e nao serd feita aqui.

Definigao 1.1.7. Dado um operador densidade p = ) p,P,, definimos a
n=0
entropia de von Neumann de p como

S(p) = =Tr (p logp)

onde log p € o operador

[e.e]

logp=> (logpn)P,,.

n=0

Alternativamente, podemos escrever

S(ﬂ) = - an 1ngn7
n=0

isto € imediato jd que {p,}, sao autovetores ortonormais de p.

Note que a entropia de um estado puro, isto é, um operador projecao é
sempre nula (a menor possivel). No caso bidimensional, um p = 3P, +3P,,
sua entropia log 2 é méaxima.

Um Hamiltoniano é um operador autoadjunto H : C? — C?% que de-
screve 0 nosso sistema quantico. Dado um operador densidade p, o seu valor
esperado ¢ definido por E(p) = Tr (Hp) = (H),.

Definicao 1.1.8. Fizada uma temperatura T, a energia livre de Helmholtz
do operador p €, por defini¢do,

Fr(p) = E(p) =T S(p).



O operador de equilibrio a temperatura 7" para H seria o operador den-
sidade p que minimiza Fr(p) entre todos os possiveis operadores densidade.

Equivalentemente, podemos enunciar este problema como maximizar

— 2 E(p) + 5(p)

entre os possiveis p. Pode-se mostrar (feito na Secao 2.6 de [16]) que o
operador densidade pr que minimiza Fr(p) é dado por

T

_1
T

®

onde, Z(T) = Tr (e~ mH),

E usual denotar 8= %

Agora definiremos formalmente o produto tensorial V@ W. Sejam V e
W espacos vetoriais complexos de dimensao finita.

Indicamos ao leitor [23], [2] ou [16] para mais detalhes sobre o tépico a
ser coberto no que segue.

No produto cartesiano V' x W considere os pares (u,v) onde u € V e
weW.

Seja C'(V, W) o subespago gerado por todos os elementos da forma

(v1 + vo, w) — (v, w) — (va, W)
(v, w1 + wg) — (v, w1) — (v, ws) (1.1)
(rv,w) —r(v,w)

(v,rw) — r(v,w)
ondev; €V, w; e Werel.

Agora definimos a relagdo de equivaléncia z ~ y se z —y € C(V,W).
Como ¢ usual, a partir desta relacao ~ se pode criar classes de equivaléncia.
Dados v € V e w € W a classe de (u,v) é denotada por u ® w.



O conjunto das classes ¢ V @ W.

O objetivo de assumir a relagao de equivaléncia é que neste novo espaco
vetorial quociente serao verdadeiras certas propriedades desejadas. As operagoes
nas classes estao bem definidas.

Um elemento v ® w (uma classe de equivaléncia), v € V,w € W, no con-
junto assim obtido V ® W, vai descrever o objeto matematico que buscamos.

O objetivo de considerar a relacao de equivaléncia acima é que o produto
tensorial é linear em cada entrada, ou seja, para todo o, € C, ¢,¢p € V e
EeW,

(aY + o) ® & = () ® £ + (B9) ® €.
Ainda, a(¢ @ @) = (@) ® ¢ = 1 @ (ap).
Se 0 denota o elemento neutro em V ou W, entdo 0 ® 0 é o neutro para

a soma neste novo espaco.

Seja {v;, 1 = 1,2,..,n}, base ortogonal de C" e w;, j = 1,2,..,m, base
ortogonal de C™.

Um elemento genérico em C" @ C™ é da forma

n

Z Z aij(vi (%9 w]’), ai; € C.

i=1 j=1
Note que C™" @ C™ ¢é isomorfo a C"™.

Suponha que o estado ¢ em C? seja dado por ¢ = a,v; + asvs, e o estado
1 em C? seja dado por 1) = agw, + apws + we.

Se considerarmos o estado composto obtido a partir de ¢ e ¥, em que
podem ocorrer interferéncias das distintas probabilidades, devemos descrever
um novo estado ¢ em C? ® C3.

Seja o estado ¢ = ¢ ® 1), que pode ser expresso na forma

10 (V1 @ Wq) + c1p(v1 @ Wp) + c1c(V1 @ We) + €24 (V2 @ W) + cop(V2 @ Wwp) + C20(v2 @ we).
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Entao, por exemplo, a probabilidade de ocorrer (v; ® w,) é |cie|?. Esta
afirmacao descreve o que ocorre de fato no fenomeno fisico associado quando
consideramos o sistema composto. O produto tensorial permite descrever em
termos matematicos a interferéncia de medi¢ao no sistema composto.

Existe uma estrutura natural de produto interno em C" ® C™: dados
(a1 ® az) e (by ® by) em C™ ® C" definimos

((a1 ®@az) | (b1 ®bg)) = (ar|by)(az|by).

A operacao acima deve ser estendida linearmente em C™ @ C™.

Desta forma podemos definir uma norma |[z|| = /(x]|z), para z €
C™ ® C", o que torna C™ @ C™ um espaco de Hilbert.

Note que se ¢, ¢, é base ortonormal de C? e 1,1y também ¢é base
ortonormal de C? entao

O1 @Y1, 01 ®Ya , P2 @Yy, P2 @ 1Py

é base ortonormal em C? ® C? segundo o produto interno acima definido.

Considere os operadores lineares A; : C™ — C™ e A, : C" — C", Entao,
por defini¢ao, o operador linear A; ® Ay age em C™ @ C" da seguinte forma:
dado a; ® a, temos

Al X Az(al & Clg) = A1<CL1) X AQ(CLQ).

A acao deve ser estendida linearmente em C™ @ C".

Por exemplo, se 7 =} . ¢; (a] ® a}) € C2® C3, ¢; € C, entdo,

AL @A) =) ¢ (AL @ Ay)(a] ® ah).

J

Usando o produto interno descrito acima podemos definir o conceito de
dual. O operador dual de (A; ® As) é o operador (B; ® Bs) tal que para
quaisquer (a3 ® ag) e (by ® by) vale

<(A1 ®A2)(a1 X ag) | (bl X bQ)) = <(a1 X &2) | (Bl & BQ) (bl ®b2) >

7



E facil ver que o dual de (4; ® Ay) é (AT @ A}).

Se Ay e Ay forem autoadjuntos, entao A; ® Ay é autoadjunto. Ainda, se
Aq e A, forem positivos, entao A; ® Ay é positivo e assim por diante.

Por definicao a composta do operador A; ® Ay com B; ® By age em
C™ ® C™ da seguinte forma: dado a; ® as entao

(A1 ® Ag) o (B1 ® Bs) (a1 ® ay) = (A 0 By)(a1) ® (Ay 0 Bs)(az).

O elemento neutro para a operacao de composicao é I ® I. Se A; e Ay
sdo inversiveis entdo (A;' ® A;') é o inverso de (A; ® Ay). Com isso, se U;
e Uy sao unitéarios entdo (U; ® Us) é unitério.

Observamos que se ¢1, ¢, é base ortonormal de autovetores de A, : C? —
C?, associados respectivamente aos autovalores A, \g, € 11, 15 é base ortonor-
mal de autovetores de A, : C2 — C2, associados respectivamente aos auto-
valores 1, 32, entao

DL @Y1, 01 @Yy, P2 @Yy, P2 @ Py

é base ortonormal de autovetors de 4; ® Ay : C? ® C?> — C? ® C%2. Os
correspondentes autovalores sao A1 51, A1 B2, Ao B1 € Ag Bo.

Existe uma generalizagao natural de todas estas propriedades para um
produto tensorial H; ® Ho ® ... ® H,, de espacos de Hilbert H;, j =1,2,..,n.
Deixamos a cargo o leitor estabelecer esta generalizacao.

Dado duas matrizes A (m por m) e B (n por n) que respectivamente
descrevem operadores lineares entdao A ® B também descreve uma matriz
agindo em C™ ®@ C" que é isomorfo a C™". E til algumas vezes usar a
expressao matricial de A ® B em C™".

Vamos apresentar a representacao matricial, chamada produto de Kro-
necker. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢. Entao temos a
seguinte representacao matricial:

AllB AIQB e AlnB

AnB ApB --- AyB
Agp=| T T

AmlB AmZB e AmnB

8



Ou seja, o termo A;;B ¢é o elemento A;; da matriz A multiplicado pela
matriz B.

Por exemplo, se

entao

AllBll AHBlZ AlQBll AlQBl2
AIIBZI A11B22 A12B21 A12B22
A2lBll A21B12 A2QBH A22B12
A21321 AQIBQQ A22321 A22322

A®B =

E facil ver que neste caso o trago de A® B é igual a (trago A x trago B).
O mesmo vale no caso geral.

1.2 (C*-Algebras e estados KMS

Referimos o leitor a [1] [22] [12] [2] para mais detalhes sobre o material
apresentado na presente sec¢ao.

Definicao 1.2.1. Uma algebra A sobre C é um espaco vetorial complexo
equipado com uma operacdo bilinear e associativa e : A X A — A, dita
multiplicagao. Para a,b € A, denotaremos e(a,b) simplesmente por ab.

Nesta secao as defini¢oes e conceitos sao para um espaco de Hilbert H
geral. Dizemos que um operador A : H — H é limitado ser for finito o valor
[A(v)]

sup ——=.
vt0 |V



A Aalgebra que estaremos interessados aqui é a dos operadores lineares
A H — H agindo num espaco de Hilbert H. Neste caso a operacao e
corresponde a composicao de operadores.

Definicao 1.2.2. Uma algebra normada € uma dlgebra A sobre C equipada
com uma fun¢ao norma a € A ||lal]| € R, que torna A um espago normado,
ou seja, para a,b € A e A € C, temos

1. ||al]] >0, e ||lal]| =0 = a = 0.

2. [|Aall = |A|||al|, onde |A| denota o mddulo do nimero complezo .

3. Jla+b|| < |la|| + ||b]|. (Desigualdade Triangular)

4. ladll < {lal|[ol|-

Se existir um elemento, denotado por 1 tal que, para qualquer a wvale

al = a = la, dizemos que ele € a identidade multiplicativa. Dado a, se
existir b tal que ab =1 = ba, dizemos que a € inversivel.

Note que a0 = 0 = 0 a, para qualquer a € A.

Quando a algebra normada for a dos operadores limitados A : H — H
entdo a norma do operador ||A|| é definida como

[A()|
o]

No caso em que a algebra ¢ a dos operadores lineares agindo em C? temos
que todos os operadores sao limitados.

||A[| = sup
v#0

Naturalmente, podemos nos referir a distancia entre dois elementos de
uma algebra normada, bastando para isso considerar a métrica induzida pela
norma.

Definicao 1.2.3. Uma algebra de Banach ¢é uma dlgebra normada com-

pleta. Ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge.

Definicao 1.2.4. Seja A uma dlgebra de Banach. Uma involugao em A
¢ uma funcao x : A — A tal que, para todo a,b € A, X € C, e denotando
¢ =x(c), Y ce A, temos

10



1. (a+b) =a"+b*
2. (Aa)* = \a*

3. (ab)* = b*a*

4 (a")" =a

5. fla*|l = llal

Note que a é inversivel, se e s0 se, a* é inversivel.

Definicao 1.2.5. Uma C*-algebra é uma dlgebra de Banach equipada com
uma involucdo para o qual vale

la*a]| = Jlal*, Va € A.

Para algebras de operadores a operacao * vai denotar o adjunto do oper-
ador.

Um exemplo que satisfaz o descrito acima seria a algebra M, das matrizes
de ordem d com entradas em C que é uma C*-algebra se considerarmos as
matrizes como sendo operadores no espaco euclideano C¢ e se tomarmos a
norma de operadores || - || sobre matrizes. A involucao é dada pela matriz
transposta conjugada.

Seja um espacgo de Hilbert H e o conjunto dos operadores limitados sobre
‘H, munidos da operagao * (A* seria tomar o adjunto do operador A) e da
norma de operadores (isto é, convergéncia no sentido forte). Neste caso, o
conjunto dos operadores limitados com a operacao de composicao formam
uma C*-algebra e o leitor deve tomar este como o exemplo candnico.

Outra C*-algebra importante é a dos operadores limitados (munida da
norma de operador descrita anteriormente) agindo no espago de Hilbert com-
plexo £2(R") onde * denota tomar o adjunto do operador. A operagao e é a
composta de operadores.

Um homomorfismo entre duas C*-dlgebras A; e A, é uma aplicagao linear
G : Ay — A, tal que, para quaisquer ay, by € A; temos que G(a; ® by) =
G(ay) @ G(by) e ainda que G(a}) = G(ay)*.

11



No caso particular das C*-algebras de operadores limitados isto significa
que para os operadores A; e By vale G(A; o By) = G(A;) o G(By).

Um isomorfismo entre duas C*-algebras ¢ um homomorfismo bijetivo.

A identidade multiplicativa (o elemento 1 na &lgebra) é o operador iden-
tidade.

Note que se A é da forma A = Ej AjPy., onde v¢;, j € N, forma um
conjunto ortonormal completo, entdao A* =3 NPy e AA* =3 i NP Py,
Note que ||A]| = [|A*||.

Vamos voltar ao caso geral de um operador limitado A. Observamos que

tomar o sup de |A(w)|, onde w € H tem norma menor que um, significa
maximizar

[Aw)? = (A(w), A(w)) = (A" A(w),w) < |AA™[| < [|A] A" = [|A]*

Desta forma ||A A*|| = ||A||>. Ou seja, estao satisfeitas as condigoes da
definicao 1.2.5 para o caso da &algebra das matrizes d por d.

Vamos falar agora de alguns resultados em Mecanica Estatistica Quantica
(maiores detalhes em [24] e [1]) que de certa forma generalizam os resultados
e perguntas naturais oriundas da Mecanica Estatistica.

Vamos denotar por & uma C*-algebra fixada.

Denotamos por Aut(U) o conjunto dos automorfismos lineares na C*-
algebra U.

Um elemento G em Aut(U) deve ser tal que G(ab) = G(a) G(b). Ainda,
assumimos que G(a)* = G(a*).

Definicao 1.2.6. Dada uma C*-dlgebra U, um homomorfismo de grupo é
uma familia continua oy, indexada por t € R onde o, € Aut(U) e tal que,
para quaisquer t,s € R vale o4 s = 04 0 0.

oy, t € R, descreve o analogo nao comutativo do que é um sistema
dinamico classico.

Vamos apresentar um exemplo: seja H um operador autoadjunto entao
et define um homomorfismo de grupo o; através de o;(B) = e o B o

12



e ' que age em operadores limitados B. Observe que, de fato, para todo
t vale 0¢(A B) = 04(A) 0¢(B). Ainda, para todo operador A vale o4, (A) =
etfi(esflio Boe i) e i = gy(0,(A)). Ainda, a;(A*) = (0,(A))*.

Neste caso o gerador infinitesimal seria A — i [H, A].

Outro exemplo: podemos tomar H autoadjunto scomo o gerador infinites-
imal. Este sera o caso considerado aqui. Neste caso, em termos do formal-
ismo de C*-sistemas dinamicos, o operador H define a evolucao temporal
e!™ para cada t € R. Fixado um valor positivo 3 real vamos analisar em
breve o sistema para o operador ti (3i)H, ou seja, o sistema dinamico e~ A,
O valor § vai desempenhar o papel do valor do inverso da temperatura em

Mecanica Estatistica Quantica.

Definigao 1.2.7. Um elemento a na C*-dlgebra é positivo, se ele é da forma
a = bb* onde b é um elemento da C*-dlgebra.

Definicao 1.2.8. Por definicao um estado C*-dinamico € um funcional lin-
ear ¢ :U — C, tal que
0) 6(1) = 1.

b) ¢(a) é um nimero positivo para cada elemento positivo a na C*-dlgebra

U
Se ¢ é tal que ¢(aa*) =0, se e s6 se a = 0, dizemos que ¢ é fiel.

Um exemplo simples é o seguinte: seja a C*-algebra My, d € N, das
matrizes d por d com entradas em C. Seja p : C? — C? um operador
densidade fixado. Entao defina ¢ : M, — C dado por

B(A) = Tr (p A).
Tal ¢ é um estado C*-dinamico.
Note que se p = P, fosse operador projegao, entao, como vimos

P(A) =Tr (Py A) = E(A)y = (A(W) |¥).

Um estado C*-dinamico ¢ agindo em uma C’*—Algebra desempenha o
papel de uma probabilidade v na Mecanica Estatistica ou no Formalismo
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Termodinamico. Podemos pensar que ¢(A) é o valor obtido ao integrar o
observavel A pelo estado C*-dinamico ¢.

O estado ¢ vai agir em observaveis a (operadores autoadjuntos que per-
tencem a C*-dlgebra U). Note que ¢(a) é real se a é autoadjunto (ver [1]).

Assim, ¢(a) é a “integral”’da “fungdo”’a € U via a “probabilidade” ¢ (um
estado C*-dinamico).

Dado um estado C*-dinamico ¢ agindo nos operadores lineares no espago
de Hilbert H = C¢, ou seja, ¢ : My — C, entao existe uma matriz densidade
pg : C — C? tal que para todo A € M, vale ¢(A) = Tr (py A).

Se o sistema quantico em consideragao é descrito pelo estado C*-dinamico
¢ e vamos fazer medigoes utilizando um operador autoadjunto L que tem
decomposicao espectral L = >\, P, , entdo ¢(Py,) é a probabilidade de
se observar \,.

Vamos explicar este fato num caso bem simples (em dimensao 2). Seja
p = P, e o estado C*-dinamico ¢ : My — C dado por

o(L) =Tr(pL) = (LY | ¥).
Seja L : C* — C? operador autoadjunto tal que sua decomposicao espec-
tral é L = )\1P¢1 + )\2P¢2.
Assim ¢, € ortogonal a ¢, e os dois vetores tem norma 1.

Seja 1) = a1¢1 + ass, se o sistema esta no estado 1 entao a probabilidade
de se medir \; é |a;|?.

Por outro lado
¢ (Py,) = Tr (pPy,) = ( Py, b |¢) =

(a1¢1 | a11 + asy ) = (@11 | arg ) = [Jaa|*.

Assim faz sentido dizer que se o C*-estado é ¢ entao ¢(Py,) é a probabil-
idade de ocorrer \; através da medigao via L.
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Dizemos que B : C — U é uma fungao analitica se existem a; € U, j € N,
tais que para todo z € C
o
B(z) = Z a; .

J=0

Definicao 1.2.9. Um elemento a € U ¢é dito analitico para o homomorfismo
de grupo a um parametro definido por oy, t € R, se o(a) tem uma extensao
analitica da variavel t € R para a varidvel t € C.

A definigdo acima diz que a é analitico se a fungao de variavel real ¢t —
oi(a) € U pode ser estendida a uma funcdo B(z) que é analitica em z.

Sob condigoes muito gerais os elementos analiticos a € U sao densos em
U (ver [22]). Muitos resultados na teoria das C*-algebras sao demonstrados
da seguinte forma: se prova primeiro a propriedade para os a analiticos, e
depois, via limite, se mostra a propriedade desejada para todos elementos de
U.

Em dimensao finita, isto é quando a C*-algebra for a das matrizes d por
d, todos os elementos sao analiticos.

Note que se A é analitico e 0;(A) = e Ae i ¢ € R, entao, fica bem
definido e A e, onde s é real. De fato, estenda o ¢t de etf’? Ae= i a0
complexo si.

Exemplo 1.2.10. Considere o operador Hamiltoniano H = % + %m w? X2
obtido da quantizacao do oscilador harmonico.

Neste caso a C* —Algebm U € o conjunto dos operadores lineares limitados
A L2(R3)(dx) — L2(R3)(dx). A operacio * corresponde a tomar o adjunto
do operador. O estado ¢ age em tais operadores.

Sabemos que H tem autovalores da forma (n + 1/2) hw. Os autovalores

de e "™ sdo da forma e~ ("H1/2)Bhw,
Assim,
0 —(1/2) Bhw
—BH\ _ —B(n+1/2)hw _ €
Tr(e )—Ze =1 _ofrw
n=0

¢ finito se > 0.
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Desta forma fica bem definido

e PH

¢= Tr (e-FH)’

que tem traco 1 e é positivo.

C' € um operador densidade. Desta forma B — Tr (C B) define um estado
C*-dinamico.

O resultado acima exibe um exemplo de grande importancia na teoria da
Mecanica Estatistica Quantica.

Definicao 1.2.11. Se 8 € R e g, € um grupo de automorfismos indexados
por t € R, entao, por definicao, ¢ ¢ um C*-estado KMS associado ao
grupo de automorfismos o; e a 3 na C’*—/flgebm U, se ¢ é um estado
C*-dinamico, tal que para todo b € U e todo a € U analitico, temos que

P(a-b) = ¢(b-opi(a)).

Para H fixado, se o; é da forma A — 0;(A) = e Ae ¢ para todo
t, entao fixado 3, é usual denotar por ¢p s o estado KMS associado. Num
certo sentido, como veremos, ¢ g corresponde a medida de Gibbs associada

ao potencial H na temperatura % (ver [24]).

A sigla KMS se refere a Kubo, Martin and Schwinger que deram con-
tribuicoes muito importantes na formalizacao desta Teoria.

Denotamos por ¢ um estado C*-dinamico qualquer.

Suponha fixado o grupo de automorfismos oy, t € R. E facil ver que para
[ fixado, a condicao

¢(a-b) = o(b-ogi(a)),

é equivalente a: V71 € C,

¢(Ur(a) : b) = ¢(b : UT+5i(a))'

Segue da Secao 8.12 em [22] que se ¢ é um estado KMS para (3, entao para
todo a € U analitico fixado, temos que 7 — ¢(0,(a)) é uma funcdo analitica
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limitada definida em todo plano, sendo portanto uma constante (ver [9]).
Neste sentido podemos dizer que ¢ é estacionario (ndo muda com a variagao
de t). Fazendo um paralelo com o setting cldssico, esta afirmagcao seria como
dizer que para uma certa medida p (que seria estaciondria), para qualquer f
continua, a integral [ f oo, du, seria constante, independente de 7, onde o
é o fluxo (sistema dinamico) de alguma equacgao diferencial fixada. Assim,
a “integral”¢(o,(a)) da “fun¢do”’o,(a) (que descreve a evolucao dinamica da
“fun¢ao”a através do “fluxo”o,) é constante, se a é um elemento analitico
em U.

Um estudo mais profundo dos estados KMS dentro da Mecanica Quantica
pode ser encontrado em [12].

Vamos elaborar um pouco sobre a condicao KMS para o homomorfismo
de grupo oy, t € R, onde 0;(A) = e Ae ™. Tome t = Bi. Note que

05i(A) = e PH AePH. Vamos supor que Tre( °

T () seja um operador densidade

como no exemplo acima.

Estamos interessados, para todo valor real § fixado, nos estados p tais
que para todo A, B

p(Aogi(B)) = p(B A).

E natural esperar, para um f fixo, que isto va estar de alguma forma asso-
ciada ao operador densidade m e PH . Isto de certa forma é o analogo do
que acontece na Mecanica Estatistica. O operador densidade m e PH

se denomina de operador densidade de Gibbs (operador KMS) asso-
ciado a —(H .

Isto é de fato verdade no seguinte sentido: considere o estado C*- dinamico
p, tal que para todo A € U temos

p(A) = Tr (ﬁ e A) |



1
—BH —B8H BH
Tr (me A [6 Be ])

Tr <[eﬁHBeﬁH] ﬁe*ﬁ’u > - <Tr(el_ﬂH) eﬁHBA> — p(B A).

Desta forma concluimos que é natural a introducao do estado KMS via o
formalismo acima descrito.
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Capitulo 2

Lattice de spins quanticos em
temperatura positiva

2.1 Estados C*-dinamicos em lattices de spin

Vamos considerar operadores agindo em C2?, denotamos M, os operadores
lineares agindo em C2. Neste caso iremos denotar por

wnlM2®M2®-.-®M%—>C,

n

um estado C*-dinamico. Note que se Li,...,L, € M,y forem positivos,
wn(Ly ® ... ® L,) deve ser positivo. Isto porque estamos considerando o pro-
duto interno natural, isto é, se H;, ..., H,, sao espagos de Hilbert de dimensao
finita com produto interno (- |-)1,..., (- |- ), (respectivamente) entao, temos
que (a1 ® ... @ a, |y @ ... @b, ) = (ay|by)1...{an | by )n é 0 nosso produto
interno e por isso L; ® ... ® L,, é positivo em H; ® ... ® H,,.

Para definir cada w,, antes vamos fixar a nossa temperatura T > 0,
definimos = % > 0 e fixamos H : C2 @ C? — C? @ C?. Agora, para cada
n > 2 natural, definimos

n—2
Hn _ Z I®] ® H ® [@(n—j—Q).
=0

Associado ao Hamiltoniano H,,, que age em (C?)®", temos o estado KMS
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1

— _/BHn
Pom = Ty (e 0H)

€ Y
finalmente, definimos w, o C*-estado associado como

wn(l ® ...® Ly,) = Trle (L, ®...® L,)]

Tr (e=PAHn)
=Tr(pspnls ®...® Ly,). (2.1)

Uma cadeia quantica de Ising é definida por um Hamiltoniano da forma

H=—-J(o] ®03) — h(o] @ 1),

onde as matrizes de Pauli sdo

. (01 s (0 —i . (10
T=\10) =i o0 © o=Vl 1)

enquanto o7, é a matriz de Pauli 0* agindo na posi¢ao ¢ do produto tensorial.

O n-Hamiltoniano associado é

n

Ho=3[~J(of ®ofy) —h(oi @ 1))

=1

No caso h = 0 dizemos que a cadeia quantica de Ising nao possui termo
magnético. Este sera o caso que iremos considerar aqui.

Seja L um observavel (operador autoadjunto) com autovalores Aj, A, e
B > 0 fixado. Suponha que {%1,12} é uma base ortonormal de autovetores
para L e que P, P, sao as projecoes ortogonais sobre os subespagos gerados
por 1y e o, respectivamente. Para qualquer n € N, o observavel

L*" = (L®L® ..0L): (CeC'@ ...oCH) - (C'eC!'® ...@CY,
tem autovetores ¢;, ® ... ® 1, associado ao autovalor A; Aj;,...A;, . Qualquer

autovalor de L®" é desta forma.
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O valor obtido por uma medigao fisica (associada ao observavel L®") nas
configuragoes da Mecanica Quantica finito-dimensional sao os autovalores de
L®. A informacao importante é a probabilidade de cada possivel resultado
obtido pela medigdo por L®". Neste caso, vamos denotar €, = {1,2}" e
definir a probabilidade y3,, sobre €2, por

H,B,n(jl; 7jn) = wH”&n(Pl/)jl ® P1/’j2 ® ... ® ijn )

1 -

Com estas informacoes, vamos tentar produzir uma probabilidade j5 so-
bre Q = {1, 2} Isto serd feito via Teorema da Extensao de Kolmogorov.

2.2 A Hipdtese A

Neste trabalho estamos assumindo a cadeia quantica de Ising sem termo
magnético que é definida pelo Hamiltoniano H = o7 ® ¢j. Vamos considerar
operadores auto-adjuntos (observaveis) da forma:

[ cos*(0) —sin*(0)  2cos(f)sin()
L= ( 2cos(f)sin(f)  sin?(f) — cos?(0) ) ’

onde! 4 € (0,7/2).
Os autovalores sdo 1 e —1.

Os correspondentes autovetores sao

v1 = (cos(),sin(0))

vy = (—sin(#), cos(d)).

De fato, o fundamental nao é a escolha de L mas dos respectivos sube-
spagos gerados por vy e vs.

1O caso @ = 0 corresponde a L = 0% e o caso f = 7/2 corresponde a L = —0?, nés
vamos excluir estes casos.
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Vamos denotar P, : C? — C? a projecao sobre v; e P, : C? — C? a
projecao sobre vy. Desta forma

B cos(9)®>  cos(f) sin(6)
Pi= ( cos(6) sin(0) sin(6)? )

B sin(6)? — cos(#) sin(0)
Py = < — cos(6) sin(0) cos(6)? ) '

Note que Tr P, = Tr P, = 1. Além disso,

. [ cos(f)sin(f) sin?(9)
() = < cos?(f)  cos(f)sin(f) ) ’

tem trago B; :=sin(20) € R e,

. ~( —cos(8) sin() cos?(6)
o' (P) = ( sin?(#) — cos(#) sin(0) ) ’

tem trago fJo := —sin(26) € R. Portanto, Tr (6% () = 2 = —f1. Note

que, se 0 # 7, entao (1, B2 tem médulo menor do que 1.

Definicao 2.2.1.

p1 := sin(26) e fa := —sin(26).

2.3 A definicao da probabilidade quantica i3

Nesta segao, construimos uma medida pg sobre Q = {1, 2}" a partir das g,
que ja definimos. Para isso, usamos o Teorema da Extensao de Kolmogorov,
neste caso as pg, nos darao o valor da probabilidade pg em cada um dos
cilindros e a Proposicao 2.3.5 nos dara a hipdtese que precisamos para utilizar
o Teorema.
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Inicialmente, vamos computar U = e*# para H = 0% ® 0® e para z
complexo. A relagao o” o ¢ = [ serd muito util para esta tarefa. Note que

e} . ; o

U=¢=7er) T®o") = 7@ (o))

=cos(z) (I ®1) + isin(z) (" @ o”).

Em Mecanica Estatistica Quantica (veja [1]) é natural tomar z = i3, onde
[ é um numero real.

Neste caso,

B=e P —cos(i ) (I ® 1) + isin(if) (0”@ o).

Vamos fixar uma notagao:

Notagao 2.3.1. Para n > 3 fizo,

(0" R0TRI®..Q1, 1=1
2
- " I®.. 1R, i=n-—1
(07 ® 0741)n T
[®. QIR >IFRKI®.®I 1<i<n-—1
\ i—1 —i—1

Agora, podemos calcular e A ((C2)®” — (C?)®". Como (0f @ 0%, 1)n
comuta com (0F ® 07, )n, 4,7 € {1,...,n — 1}, temos

n—1

e BHn — =B i (07 @0, 1)n] — H e~ B(o7®07 1 )n

=1

n—1

H cos(iB) I®" + i sin(if) (of ® 0¥ 1)),
onde o produto acima é a composicao de operadores.

Se n = 4, por exemplo, temos
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e BHL _ = B[(0°800"RIRN+(I80* @0 RI)+(IRIQ0*®0™)] _
e B(0°@07RIRI) o ,—B(I807®c*RI) o —BIRIR*®T) _
[cos(if) I @I®@I®I) + isin(if) (6" ®c"®@I®I)]o
[cos(if) I@I®I®I) + isin(if) [ ®c"®@c*®I)]o
[cos(if) I@ITRIRI) + isin(if) [ ®1®c"°®0c")]. (2.2)

Lema 2.3.2. Se H = 0® ® 0°, entdo Tr (e #n) = cos" 1(i3)2".
Demonstracao. Note que

n—1

e P = Tleos(iB) I®" + i sin(iB) (o7 ® 07y )al,

i=1
que resulta em uma soma com 2" termos. Apenas o termo cos™ (i) (I®")
nao contém um produto de ¢”. Como Tr (¢%) =0 e

Tr (L1 ®...Q L,) =Tr(Ly)---Tr (L,),

assim, todos os outros termos exceto cos" (i) (I®"), produzirao trago nulo.
Além disso, como Tr (/) = 2, entao

Tr (e #Hn) = cos™ 1 (i) Tr (I®™) = cos™ ' (i3)2".

]

Agora, considerando L como na Hipétese A, a probabilidade f5,, de um
elemento (jy, ..., jn) € {1,2}" é dada por

. . 1 _
1150 (J1s 5 -y Jn) = Tr{e=Fi) 1" [P, @ P ® ... ® Py,)]

n—1
1 . n . . . x xT
= WTI‘ E[COS(Zﬁ) [® + 1 Sln(lﬁ) (0'7; & Ui+1)n](le & ij ®..Q P]n)
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-8
. € . .
Definindo ®5 = , podemos obter uma forma mais conveniente para
¢

os(iB)

5.0 Note que, como i sin(3i) = — cos(Bi)+e~, temos % =—14+05.
Portanto podemos escrever pgs, da forma:
1 n—1
Hon(insoin) = 32T | TTU™" + (=1 + @) (of @ 01 )ul (P @ Py, © @ )
- (2.3)

Isso nos permite calcular um exemplo simples:

Exemplo 2.3.3.

1
pea,0) = ZTr [(I® 1 — (07 @ 03)2 + B4 (0 ® 03)2)(Fa @ By)] =

1 1
—Tr [P, ® B)] — ﬁTr o7 P, ® 05 Py| + 2 Oy Tr [07 P, ® 05 Py] =

= %[1 - Baﬁb] + %(I)ﬂﬁaﬁb'

Também nao é dificil calcular para os cilindros de tamanho 3.

IRIRI + (—1+ ®g) (07 ® 03)3)0
ps(a,b, c) = 5 Ir IRIRI + (—1+4 Pg)(0F @ 0%)3)0
(P,®@ B,®PF,)

- % 1+ (=1+ D3)BaBp + (=1 + Pg) BB + (—1 + q)g)2ﬂaﬂc .

Observagao 2.3.4. Note que 0 < &3 < 1, para todo § € (0,00). De fato,
visto que e = cos(if) + isin(if3), temos



dessa forma,

B 2e~" 2
Cefte P e 1

Dg € (0,1).

Agora podemos provar o seguinte resultado

Proposicao 2.3.5. Para todo n € {2,3, ...},

:uﬁ,n-l-l(jlu "'7jn7 1) + Nﬂ,n+1(j17 ~--;jn7 2) = Mﬁ,n(jlv 7.]TL)

Prova. Basta usar (2.3):
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Mﬁ,n—l—l(jl) ---ajna 1) + Han+1 j17 "'7jn7 2)

1 [Tz + (=1 + @5) (0F ® 0Fr)nri]
- 2n+1

—

(le ®Pj2 ®"‘®Pjn ®P1)

[T + (1 + @) (07 @ oFy)usa] o

+ 2n+1Tr i=1
! T H[[®n+1 + (=1 + @5) (07 ® 011 )n1] 0
- I .
2n+1 =1
_(Pj1 ®Pjg ®"'®Pjn®(P1+P2)) |
1 T H[[®n+1 + (-1 + (I)g) (of ®o‘f+1)n+1] o
- r .
2n+1 i=1
L (le ®Pj ®"‘®Pjn ® ])
[ n—1
_ 1 T [I®n+1 + (—1 + CI)B) (o'zm ®O-z?3+1>n+1] o
T onrt L | =1
(le ®P]2 ®-..®Pjn ® I)
n—1
(=1 + @) H[I®n+1 + (=1 + @) (0f ® 0711 )ns1] 0
_ B i=1
+——F"Tr
on (})]1 ® PjQ ®..R Pjn ® I) o

(Uﬁ ® Uz—f—l)n—&-l

Observe que todos os produtos das ultimas duas parcelas terminam com
um o, na ultima entrada. Nesse caso, como o trago separa o tensorial em
produto, isto é Tr (L1 ® --- ® L,,) = Tr(Ly) ---Tr (L,). E como Tr (0,) = 0,

27



temos que:

Mﬂ,n+1<j17"‘7jn71) +,uﬁ,n+1(j17'-"jm2)
n—1
1 [T + (=1 + @) (0f @ 071)nsa] ©
= Tr -
on+1 =1
(P, ®P;, ®...0 P, ® I)

Agora observe que o tltimo termo no tensorial é sempre a identidade e
ainda que Tr (I) = 2. Dai:

,U/ﬁ,nJrl(jl; -~-7jn> 1) + /Jlﬁ,n+1(.j17 --~7.jn7 2)

n—1
1 | TTE" = o @otn + @5 (0 @ o)) o
T o9n =1
= tgn(Ji, s Jn)-

Analogamente pode-se provar que:

Proposicao 2.3.6. Para todo n € {2,3, ...},

:uﬁ,nJrl(l?jb 7]n) + :uﬁ,nJrl(Q?jla 7]71)
= ,uﬁ,n—i—l(o-_l([jh ajn]))
= Mﬂ,n(jlw"ajn)-

Teorema 2.3.7. Suponha H e L satisfazem a Hipdtese A. Entao existe uma
tnica probabilidade pg sobre Q2 := {1,2} invariante pelo o (shift), tal que,
para qualquer n € {2,3,...} e qualquer cilindro [ji, ..., jn], temos que:

11, s dnl) = pan (g, - Jn).

Notacao 2.3.8. 15(j1, s Jn) == pa([J1s - Jn))-
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Demonstracao. A existéncia e unicidade segue do Teorema da Extensao de
Kolmogorov (ver [5]). A hipétese deste teorema é assegurada na Proposigao
2.3.5. Com isso temos a existéncia e unicidade desta medida. A invariancia
pelo o por outro lado, segue da Proposigao 2.3.6. Esta garante que a medida
¢é invariante para cilindros. Os cilindros formam uma semi-algebra, o Lemma
1.1.3 em [5] prova que a dlgebra gerada por uma semi-algebra é simplesmente
as unioes finitas de conjuntos dois a dois disjuntos. Note que se A, B sao dis-
juntos, com funcoes caracteristica X4, X'z, e valem f Xaoodug = f Xadpg,
[Xpoodus = [ Xpdug. Como Xs,p = X4+ Xp, vale que

/XAuBOUdug:/<XA+XB)OO'd,LL5:/XAOO'd,LL5+/XBOUdMB

:/XAdMg+/XAdM5:/XAquMﬂ.

Por indugao, vale para as unioes finitas de elementos dois a dois disjuntos.
Entao vale para a &lgebra gerada pelos cilindros. Finalmente, dado que
ps(o71(A)) = pg(A) para todos os elementos A na &lgebra gerada pelos
cilindros entao pelo Lema 1.3.1 em [6] obtemos que 4 é invariante na sigma-
algebra gerada pelos cilindros. O

Obtivemos assim a medida j15 que serd nosso objeto de estudo nas proximas
sessoes.

2.4 Sobre a probabilidade de spin quantico
em temperatura positiva

Neste capitulo iremos explorar as propriedades da medida pg construida na
Secao 2.3. Os resultados apresentados sao de grande auxilio para as secoes
seguintes.

Teorema 2.4.1. Suponha H e L de acordo com a Hipdtese A. Seja g a

29



probabilidade definida no Coroldrio 2.3.7. Entao, para n > 2, temos:

ﬂﬁ(kyjlv 7.]TL) =
. . n—2 i nl
150 oo i) (=14 @5)'B1B;, . . (=1+®5)" BB,
9 " >, i1 2115 (Jisty oo Jn) + on+l J
i=1
(=1 + ®p)" B,

_|_

on+1

Demonstragao. Usando a equac@o (2.3) e que a ug coincide com a pg,, nos
cilindros, temos:

| 1571 4 (=1 + ) (07 ® 07, )uni] 0

Mﬁ(kvjla ,]n) = on+1 Tr

=

Il
—

—~ .

P,®@P;, ®@P;, @..®PF;)

1| TS + (=1 + @5) (07 @ 07y Jasal o
— 2n+1Tr =2 +

n

U B ) (G R AL LT L

Tr | 2
on+1 (0f ® 05)ny10
(Pi® Py, ® P ® .. ® F;,)
n—1
1 [T + (=1 + @5) (0] ® 0F)al o
- on+1 ! i=1 !
(P @ P, @...@F;,)
[T + (-1 + @) (07 @ of )l @
MTY =2
on+1 (07 ® 05)pt10
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1 . .

(=1 + @) 0 | JIEE™ + (=1 + @5) (07 @ 07 )na] o
2n+1 I =2
(07P, ® 03P, @ Pj, ®...® P;,)

1 . .
= 5;“,3(]17 a]n)"’

(=1 + ®3) H ([ 4+ (=1 + @g) (0] ® 0741 )nsa] 0
e +
(O-fpk®o-2pjl ®Pj2 X ... ®Pjn)
(_1 Y )2 H[I®”+1 + (=1 + Cbﬁ)<0f ®U§c+1)n+1] ©
A A N
2ntl (03 ® 0F)n410

(07P, ® 03P, @ Pj, ® ...Q P;,)
<_1 + (I)ﬂ )/Bkﬁjl

1 . . ‘ .
= 5;“,3(]17a]n)+ 92 Mﬁ(]2>7jn)+
AP B | (R E R ICE L A
n+1 . Tr i:i T
2 (05 ®05)ns10

(Ufpk ® ngjl ® sz ®. & P]n)
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Ly : —1 + ®5)BkB3:
= ‘Hﬁ(Jl,--.,Jn)+< 226) e

2
(=1 4 )" 2Bifj,_ . .
_'_ 2671_1 . 21“6(.]%*17jn)+

(=1 + ®g)n! . (12" 4 (=1 + @g ) (07 @ 5,1 )ny1) ©
2n+1 (O%Pk & P X P X .. ®UIP]n 1 ® Pjn)

Mﬁ(jZ? 7]n) +

2
jla' 7.]TL 1—{—@,3 ﬁkﬁz . .
Z 9i+1 : 2] (]H—la 7]n)+

=1

(—1+ ‘I’B)” 15k5jn71 (=1 + ®g)"Bib;,
on+l + on+1 :

]

Observacao 2.4.2. Usamos diversas vezes a propriedade ja conhecida de
que Tr (L1 ® -++ ® Ly,) = Tr(Ly)---Tr (L,) e ainda a linearidade do trago.

Proposicao 2.4.3. Paran > 1,

Bro

,LLﬁ(ko,kl,...,k ) 2(1+ Bk
1

( 1 -+ @5))”5(1{}1, couy kn) +

6’% /Bkl
—(—-1+ ko, ..., ky).
9 ( + ﬁ) 2ﬁ e /“LB( 2y -0y )
Demonstracao. Os casos n = 1,2 correspondem as equacoes

ps(ko, ki, ko) = ( gzo( 1+®5)>u5(k1,k2)+%(—1+®5)(

5k1
ot ),

que podem ser verificados diretamente do Exemplo 2.3.3 usando que ug(k) =

1/2, k=1,2.
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Para n > 2, do Teorema 2.4.1 obtemos as equacoes

-2

2ulg(kg,k1,...,kn) kl,..., Z 1+CI)5 6k ,U,5< z+1;m7kn)

5’60 ko 1 2
(—1+ @6)" lﬁkn_l (=1+ P5)" B,
;l,/g(k‘l,...,/{?n) (—1+@5)Bklﬂﬂ(k‘2,...,k’n)

= + +
Bro 2
n— 2

Z 1+‘I>/3 ﬁk N,B( H_l,...,k )
21

(— 1 +®5)" B, (—1+ D) B,
2n + n

+

_|_

/8k1 2/8161
S (L @) B s (R, oK)
2i+1

+
=1
(=14 ®p)" B,y . (=14 Ps)"Bh,
+

2n n

(L sl )
20k,

(=1 + Dg) Br, (ki1 ..., k)
7, 22
(=14 ®5)" B,y . (—1+Ps)"Br,

n + n ’

l\)

n—

_|_

l\')

Entao
2/15(]50, ]{31, ey kn) _ (—]. + @5),&5(]{71, ey kn)
ﬁko 6/?1
6’60 2 25]61
Portanto,
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/Lﬁ(ko,kl,...,kn) — _( Bko

By
P14 ) -

( 1 + q)ﬁ))ﬂﬁ(kl? ey kn)+

! 6k1)ﬂ6<k277k )

20k,

2.5 up € mixing

Nesta secao, vamos mostrar que a medida s € mixing. Mais especificamente
vamos mostrar o teorema abaixo.

Teorema 2.5.1. Para quaisquer cilindros [ay, ..., ax] € [by, ..., b] temos

nlgrolo Z pa(ar, ooy Qky 31, ooy Iy 014 s b)) = pg(an, - ag) pg(be, .., by). (2.4)

jl:"'vjn

Em particular, pg € mizing.

Demonstragao. Observe que se A = [ay,...,a;] € B = [by,...,b], a equagao
(2.4) significa
lim u(ANo"B) = u(A)u(B).

n—o0

E facil estender essa expressao para conjuntos mensuraveis quaisquer.
Isso mostra que pg ¢ mixing.

Vamos provar (2.4) por inducdo em k. Para k = 1, do Teorema 2.4.1,
como [y = —[1, nés obtemos

' j bi,...,b
Z Mﬂ(al’]l’ "‘7]nab17-"abl) - W*‘

jlv---7jn
I—

[\

(=14 )" " Ba, By, (—1+ @)™ Ba, By
2111 i (bivs ey br) + i1 —= +

M

1

-1+ CD/B)TH_ B{nﬁbz
ol+1

/‘\ .
Il
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. S by, ... b
nh—golo Z M(alajb ceey Ins b17 ] bl) = % +
jl 7777 ]n

-2 :

; (_1 +0 )n—Hﬁa Bbi

1}1_{& [Z Qﬂiﬂ —pg(bisr, b |+
=1

lim (_1 + q)5>n+l_1ﬁa16blfl + (_1 + q)ﬁ)n+lﬂalﬁbl

n—s00 2l+1 2l+1 ’

Note que, para 5 € (0, 00),

lim

n—00 2i+1

-2 o i
[Z ( 1+ (I)B) Bmﬁbi Nﬁ(bi+17 . bz)] —0

i=1

lim
n—oo

(_1 + q)ﬁ)nﬂilﬁalﬁbl—l (_1 + q)ﬂ>n+lﬁa1ﬁbz =0
9l+1 + 9l+1 -

Uma vez que pela observagao 2.3.4, | — 1 4+ ®4| < 1. Como pg(a) = %,
temos que para k = 1 vale a equagao (2.4).

Para k = 2 obtemos

Z M,B(al;aQ)jla "'7jna b17 "'7bl)

JLseees Jn
a;.v""nabw“?b arrra
_ Z ,M,B( 25 J1 é] 1 l) + (—1—{—@5)%#6(1717"‘7()1)—}_
Jlseesdn
-2 )
L4 @)1, B
( 62)2'4_2 1 blﬂﬂ(bi+1,...,bl)+

(_1 + q)ﬁ>n+lﬂa1ﬁbl—1 (_1 + q)ﬂ)1+n+lﬁa16bl
2l+2 + 21+2 ’
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Analogamente ao caso k = 1 obtemos:

S bi, .., b
Z I['Lﬁ(a/laaﬂ,jl,n.,]n,bl’...,bl) = %—I—
J1y--yJn
S n+i—1
( 1+ )n+1ﬁagﬁb (_1+(I)ﬁ) H-1g 5,
9i+2 pg(bit, ... br) + S 2Pby |
i=1
(—1 + o )nﬂﬁagﬁb ﬂalﬁ%
25l+2 L + (_1+(I)/3)T:uﬁ(b17vbl)+
-2
(=14 @)t 3, By,
BQz+2 — 1 (big1, . b)) +
=1
(=1 + ®5)" B4, By, n (=14 ®p)tHntg, ﬁbl
2l+2 2l+2

Vemos que os termos vao pra zero, procedendo de modo similar ao caso
anterior. Usando o exemplo 2.3.3 novamente, obtemos:

7}1—{20 Z pp(ar, @z, Ji, ooy g, b1y o, ) = pplar, az) pg(ba, ..., by).

jlv"'?.jn
Agora, supomos que para kg fixo e quaisquer aq, ..., ar, k < kg, a equagao

(2.4) vale. Queremos provar que para qualquer a € {1,2}, e quaisquer
ay,...,a € {1,2}*, 2 < k < ko, temos

JLIrolo Z pala, ar, ag, ...y G, J1y <oy Jny b1y oo, b)) = pgla, aq, .. ar) pp (b, ..., by).

J1yeeesdn

Da proposigao 2.4.3,

Z M,B((Z)al)a?a "'7ak7j17 "'7jn7bla "'7bl)

jlv"'vj”ﬂ
= Z (1_{_?_“( 1+Qﬁ))ﬂﬁ(alv“wakajlv"'7.jl7b17"'abl)
j17~~~7]n a1
6(1 Bal . .
‘I‘ Z E(_l_{—q)ﬁ) 26(11 [Lﬁ(ag,...,ak,jl,...,jl,bl,...,bl).

jlv"‘vjn
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Usando a hipétese de inducao e a Proposigao 2.4.3 novamente, nés obte-
mos

TLII—}IE-O Z Mﬁ(aaalaa% "'7ak7j17 "'7jn7b17 3] bl)

VARTE) Jn
(14—5—:( 1—|—q)ﬂ))ug(al,...,ak)uﬂ(bl,...,bl)—{—
Z B;( 1+¢)ﬁ)(25 Bal)uﬁ(ag,...,ak)uﬁ(bl,...,bl)
Jiseesdn “
|: <1+§_¢1( 1+@5))/L5(&1,...,6Lk)+
Z B;( 1+@ﬁ)(25 Bal)uﬁ(@,...,ak)l,ug(bl,...,bl)
Jiseesdn a“

= ﬂﬁ(aa Ay ens ak)uﬁ(bl7 s bl)

Isso mostra que a afirmacao vale para todos os cilindros como nés queriamos.

O
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2.6 Grandes Desvios para a medida 5

Nesta secao vamos propomos um principio dos grandes desvios para fg. Ini-
cialmente vamos definir precisamente o que isto significa.

Definigao 2.6.1. Sejam x = (z1,79,--+) € Q = {1,2}N e A : QO — R,
definimos a n-ésima soma de Birkhoff para A e x como

n—1

Sn(A, ) = Ao’ (2)) = A(z) + A(o(z)) + - - + A(e™ 1 (2)).

.
Il
=)

Definicao 2.6.2 (Principio dos Grandes Desvios). Dizemos que existe um
principio dos grandes desvios para a probabilidade pg sobre S e para a fungao
A Q = R, se existir uma funcdo semicontinua inferiormente I : R — R
satisfazendo que:

a) para todo K C R fechado, temos

1
. 1 < _: ‘
nh_r}olo log (NB {LE tal que nS"(A’ x) € K}) < Slg}f{[(s)
b) para todo B C R aberto, temos

1
lim log (,ug {x tal que —S,(A,x) € B}) > —inf I(s).
n—oo n

seB

I € denominada func¢ao de desvio.

O item a) pode ser provado com bastante generalidade através da De-
sigualdade de Chebyshev (veja [10] ou a Se¢ao 5 em [18]).

Nos concentraremos em provar o item b). Uma vez que isso for feito,
podermos enunciar o seguinte Teorema.

Teorema 2.6.3. Suponha que H e L satisfazem a Hipdtese A e tome pg
a probabilidade definida pelo Coroldrio 2.3.7. No caso em que A : ) —
R satisfaz que A(xy,xo,...) = A(xy) (isto €, depende apenas da primeira
coordenada em 1), entdo existe um principio dos grandes desvios para fig e
A.
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Antes de mostrar este Teorema, vamos a algumas defini¢oes importantes.

Definigao 2.6.4. Seja A : Q — R uma fungao. Definimos, parat € R,

Qu(t)i= [ s (a).

Note que caso A dependa apenas da primeira coordenada, com A(xg, z1,---) =
A(zo), podemos escrever

Q) = 3 3 o 3 A At o) 1,21,
xo T Tn

Agora podemos definir a ferramenta que ira nos ajudar a provar o Teorema

2.6.3. Seja
: 1 t Sn(A,z) : 1
c(t) ;== lim — log [ """ dug(z) = lim — log @, (%),
n—oo

n—oo N n

para cada t € R.

A fungéo ¢(t) é chamada de energia livre no ponto ¢ para a probabilidade
ps e o observavel classico A (veja [10]). Um resultado cldssico é que se ¢ é
diferencidvel entao vale um Principio dos Grandes Desvios para uz e A (veja
[18] para mais detalhes). Neste caso, a fun¢ao de desvio I é a transformada
de Legendre de c(t) (veja [10] ou [18]).

Vamos exibir uma expressao explicita para c¢(t) que é claramente uma
funcao diferenciavel. Antes disso, definimos

i) = Zet A0 o aft) = Z/Bj et 40,

Observagao 2.6.5. Note que |a(t)| < |0(t)], uma vez que |5;| < 1 ey =
—By. Além disso, note que 6(t) > 0.

Finalmente enunciamos a proposicao.

Proposigao 2.6.6. Se A: {1,2} — R depende apenas da primeira coorde-
nada de x, entao para qualquert € R,

Dd(t) + |/ P2O(1)? + 4(—1 + D) (at)” — 5(1)?)
4

c(t) =log
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Antes de prové-la, precisaremos de alguns resultados. Primeiramente
vamos calcular um exemplo.

Exemplo 2.6.7. Vamos computar Q3(t). Usando o Teorema 2.4.1, temos

J1:J2, ] —1+4 ®3)B;,5; o
MB( 122 3) +( 4,3) jo yluﬁ(jz’jg)Jr

(_1 + ®5)25j05j2 + (_1 + q)ﬁ)?)ﬂjoﬁjs
16 16 ’

%] (]0a]17]27]3)

dai, obtemos

=37 3TN AUHAGIRAGRITAGD 1 (o, i o, )

Jo Ji Jj2 J3

= {1 Z ] Z ZZ A(31)+A(j2)+A(js)) Nﬁ(jhj%j?))

Jo J1 J2 J3

+(_%f’ﬁ){2emm>ﬁjj {Zewﬁﬂ}ze A s )

Jo J2,J3

14+ P,s)2 , . . .
L " 8) SOSSY ettt aG Gt AG g, g

Jjo J1 J2  J3

14+ P,)3 . . . .
L " 8) S5 SN ettt aG G A g, g

Jjo J1 J2  J3

1 (~1+®p) Byo(—1+ Dp)? 5
= 50(0)Q2() + = a()’ Q1) + 0 ()5 ().

No caso geral, podemos notar que vale o seguinte Teorema.
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Teorema 2.6.8. Para todon € N et € R, vale que

@n(t)

5(t) Qur (1) + FE2 ()2 Qo (1) + EE25(1) a(6)2 Qs(t) ]

DO [

+ (02 alt)? Quealt) + RS0 alt)? Quos(t) + ot

+EER 60" a(t)® Qa(t) + S 60 alt)? Qu(1)

on—2

|+ 2 2 ()52 ). _

(2.5)
Demonstracdo. Por definicao
Qut) = Y Y o D ARG 1 s ),
Jo g1 Jn
do Teorema 2.4.1
o v oy ) = PP dn) (A OBy, g
S q;?zﬁ”ﬁ”m(jg,ﬂ, i)+ q;i)%”ﬁ”uﬂ(ﬂ,%, cordn) ot

Assim, obtemos

_I_

—14+ ®5)2 , . . . , . .
L " 5) S g, 370D 37 A g § GG
Jo J1 J2 J

1 . . : S
Qn(t) = 5 ZetA(JO) Z et AGD+-FAG) ()G )+

Jo J1yeesdn

25000y Jn

-1+ . . . : . .
SR SIS DTN SR EIN IS
J1

Jo

EERERS) Jn

Jo

+ (QnTB) Z etA(]O)Bjo Z etA(]n)ﬂjn Z etAU2) Z tAGn-1)
Jn J2

jnfl
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(usando a definicao de «(t) e §(t))

(—1 + @5)2

= 200 Quatt) + T

o 3
%5@)2 Q)2 Qn_a(t) +
(—1 + @g)nig

2n—2

(—1 + @g)n_l

2n+1

Oé<t>2 Qn_g (t) +

8
(_1 ;_2(1)5) (5(t)3 Oé(]f)2

(—1 + @5)”72
2n—1

a(t)?s(t)"?
(—1 + @/3)2
8
(=1+Ps)" s 02
3—255@) a(t)

(—1 + ‘I)g)n_g
2n—1

)" a(t)? Qot) +

(—1 -+ q)g)n
2n+1

= 2500 Quoa () +
%5@)2 () Qu_a(t) +

LB syt Qut) +
Ps(—1+Pp)" 5 502
T QL0

Proposicao 2.6.9.

a(t)” - o(t)

Qn+2(t) = (_1 + (I),B) 4

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos

Qu(t) =53() Qua(ty + 12

S S0 a2 Quatt) +

(=1+0p)""
Qn—2

a(t)? Qu-a(t) +

(—1 + @5)4
32

8
5(t)?

S a(t)? Qat) +

P(—14+Pp)" " 5 s
R e ),

2n—1

42

(—1 + @5)2

(=14 dp) 2

0(t) ) Qu-s(t) +

Qn-s(t) + ...+

)" a(t)? Qu(t) +

0(t) ) Qu-s(t) +

Qn-s(t) + ...+

)" a(t)? Qu(t) +

CQut) + 225(0) Quin)

3(t) a(t)* Qu-s(t) +

a(t)? Qu_s(t) + ..+

()" at)* Qult) +



usando novamente a proposicao em ,,_1(t)

Quer(t) =500 Quoalt) + T a2 g0+
(L) g %)25(15) a(t)? Qu-a(t) + %6@)2 a(t)’ Qu-s(t) +
EL+ ®s) ;@5)45@)3@@)2 Qns(t) + ... + %—?H(S@)“a(ﬁ Qa(t) +
SRR ;@f)n_s 50 adt)? Qulr) + 22 ;q)ﬁ)n_QaQ(t)én‘?’(t)-

entao

@) - TG0 (0 = 330 Qua(0)+
@aw Qna(t) — @W)Z Qn-a(1),
e portanto,

a(t)? —6(t) Dy

Qu(t) = (~1 4 Bp)—>— QQn_Q(tH?a(t)Qn_l(t).

]

A Proposigao 2.6.9 é possivelmente a maior diferenca em relagao ao tra-
balho original. No caso de temperatura zero, o que seria equivalente a
B — 00, 0os &g — 0. E portanto terfamos

Quatt) = 220, 0),

que ¢ um pouco mais facil de resolver. No nosso caso, onde ®3 > 0, temos
= AN a(t)’—s(t)?
%ue olhar para uma equacao de recorréncia. Note que (=14 ®g)==7== e
—-0(t) nao dependem de n e constantes se fixado ¢ e . Assim, para cada
t temos uma relagao de recorréncia de segunda ordem que vamos resolver

usando o seguinte resultado apresentado por Scheinerman em [4].

Teorema 2.6.10. Sejam s1, so numeros e que r1,75 sao raizes da equagao
2% — 510 — 55 = 0. Se ry # 19, entdo, toda a solucdo da recorréncia

Qp = S$1Qp—1 + S20pn_2
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é da forma
ap, = 177 + CoTh

com c1, ¢y constantes.

Vejamos que a relagao de recorréncia definida pela Proposicao 2.6.9 satis-
.y ; P a(t)?2—6
fziz as hipéteses desse teorema. As raizes de 2> —=20(t)z—(—1 +<bﬂ)%
Sa0

2 2_§5(4)2
t) + \/%5@)2 FA(—1 + By) 2007

r=r(t) =
B50(1) + /P3O0 + 41+ @) (a0 — 51
) 4
(t) T - \/q)T%f;(?f)2 + (=1 + D)2
o = To(t) = s
Dso(t) — \/cbgé(tﬁ FA(—1+ Dp) ()2 — 5(1)2)

4

Pela observagao 2.6.5 decorre que ®56(t) > 0 e além disso 4(—1+P3) (a(t)*—
6(t)%) > 0, uma vez que ®5 € (0,1). Com isso, 71 # ro. Além disso,
ry > —ry > 0. Pois,

\/<1>g5(t)2 + 41+ By)(alt)? — 5(£)2) > /B28(1)? = Dé(t) > 0
Com isso obtemos que

Qn(t) = cr(t)r1(t)" + cat)ra(t)".

Observagao 2.6.11. Note que Qo(t) = >, etA@0)s(o) = 16(t). Além
disso, podemos calcular Q1(t) usando o Exemplo 2.3.3.

Z Z A(zg)+A(z1)) (jo;jl) _ ié(t)Q + (_1 1— (bﬁ)a(t)?

Jo J1
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Logo basta resolver o sistema

{cl(t) + (1)

- it
(t)r1 + ca(t)ry =

)
Q1(t)

Cuja solucao é
() — ZO0relt) +204(0)
! N 2(7"1 — 7“2)

et) = <t>21((:1> - 52?1(t) |

Com ¢ (t) > 0 ja que Q1(t) > 0, 6(t) > 0, —ry > 0 e 1y > ry. Assim,

provamos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.6.12. Para todo n > 0 vale que

0= (SR (2] ) (2pt22200) o

Agora podemos provar a Proposicao 2.6.6.

Demonstracao da Proposicao 2.6.6.

o o (R (2 ) (L5220

s (S ai () +1) s (g5 et

O primeiro termo ¢é limitado, o segundo ¢é o logaritmo de uma constante

(para t fixo). Entao

c(t) = 7}1—{210 % log Q,(t) = logry(t)
(@Ba(t) + /ORI +4(—1 + @) (a(t)? - 5(t)2))
= log .

4
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O

Como c¢ é diferenciavel pelo Teorema [40 da referéncia [18]], vale o Teorema
2.6.3.

2.7 Uma expressao em fracao continua para
o Jacobiano

Continuamos supondo que H e L satisfazem a Hipotese A. Vamos explorar
algumas propriedades sobre o Jacobiano da medida ps.

Denotamos ) 5
a(ko, kl) = 5 <]_ + B—Z(—l + q)5>>
¢ 1
bk k1) = 2214 05) (5 4 )

onde ko, k1 € {1,2}, By =sin(20) e B, = —f paraf € (0,5) e 0 # T . Os

2

valores possiveis de a(ko, k1) e b(ko, k1) sao:
a) Se ko = k;, entao

P 1
O<0J(l€0,k1):76 < 5
e
—1
4 By

i(_l +0g) (14 ) = - - Biy) <

4
b) Se ko # ki1, entao

A

i)
O<a(k0,k1):1—76<1
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1 -1
_Z < b(kmkl) = %(—1 + @5) (5—kl +6k1>
— _%(_1 +dg)(—1+62) = —%(1 —®5)(1-5;,) <0.

Da Proposicao 2.4.3 obtemos que

p (Ko, ki, ooy k) = alko, k1) (K, ooy kn) + b(ko, k) g (K, - kn).
Proposigao 2.7.1. Suponha 0 # 5. Entao pg € positiva em cilindros.

Demonstracao. Para cilindros de tamanho 1, 2 e 3 a prova é por exame direto
(veja o exemplo 2.3.3). Suponha agora que pg seja positiva para qualquer
cilindro de tamanho menor ou igual a n. Como a medida é o-invariante,
temos

/,65(130,.7)1, 7xn) = Mﬁ(lax()a 7xn) + ,uﬁ<2,$0, 75671) > /uL,B(waTOaxla 71’”)

= a(xg, xo)ps(To, ..., Tn) + b(xo, To) g (1, ...y T,) > 0.

Assim o resultado segue por inducao. O

Vamos obter também um corolario sobre o Jacobiano J da medida pg.
Defina para z = (zg, 21, ...) € Q,

J(a) = 10 )
pa(21, ..oy Tn)
Agora definimos

Juu(@) = J() = lim () = lim P20 )

Y
n—00 n—0oo [ig xh,,,?,rn)

quando o limite existe. E conhecido que para qualquer medida invariante v,
o Jacobiano J, é bem definido em quase toda a parte x e pode ser visto como
a derivada de Radon-Nikodym de v sobre os ramos inversos de o (veja [26],
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[20], [18] ou [27]). Além disso, a entropia h(us) = — [log.J, dug.

Da Proposicao 2.4.3, segue que

iy = el + Mo
Com isso temos o seguinte resultado.
Corolario 2.7.2. Para todon > 1, com ky, ..., k, € {1,2}, temos
1
Jr 1z, @9, ...)
Além disso, tomando o limite n — oo em (2.6), obtemos
1

(2.6)

J"(xg, 71, ...) = a(xg, z1) + b(xo, 1)

J(ko, kl, ) = CL(]{?(), ]{31) + b(k?o, kl)

Observacao 2.7.3. Note ainda que repetindo o argumento da prova da
Proposi¢cao 2.7.1, temos

Jn(ZL‘(),Il, ) > b(l’o,l’o) > 0.
Além disso, note que J"(1,xq,...) + J"(2,x9,...) = 1. Assim, temos que
b(Io,l‘O) S Jn(Io,l'l, ) S 1-— b([L‘Q,Io).

Finalmente, observe que J(x) = lim J"(x), se o limite existe. Portanto
n—roo

1 1
J1- @)1= B2) < J(@) <1 5(1 - @)(1 - B2,)
Lema 2.7.4. Para todon > 1, com ky, ..., k, € {1,2}, temos

a0, o)
T(ko, by, ) = lim HA1E0 0 Tn)
(0 ! ) n NB($1,--~;xn)

= lim |a(ko, k1) + b(ko, k1) 1

...a(kfn_l, kn) + b(kn—la kn)ﬁ

Cl(kl, k2> + b(kl, kg)
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Demonstracao. Do Corolario 2.7.2 segue que

1
Jn71<$1,x2, )

J"(xo, x1,...) = a(zo, 1) + b(0, 1)

Note que da Proposigao 2.4.3,

1
J*' n—1,dn; -] = n—1,4n bnf7n_-
(Tp_1,Tn,...) = a(Ty_1,T,) + bz 191;)1/2
Agora lembre que J(z) = lim J"(x) e assim fica provado o Lema.
n—oo
[
2.8 Um caso mais simples

Vamos abordar nesta se¢ao o caso em que 6 = 7 no observdvel. Neste caso

1 = —f2 = sin(20) = 1. Neste caso, temos que b(ko, k1) = 0, pois

b(ko, k1) = = I ©s) (_ﬁiko +ﬂkzoﬁk1) =0.

Vimos ainda na Secao 2.7 que a Proposicao 2.4.3 equivale a

15 (Ko, Kty ooy ) = a(koy k)i (Kry oo i) + bo, ko) (Kay v, K-

Portanto, no caso em que § = 7, temos

Mﬁ(ko, kl, ceey kn) = a(ko, kl)ﬂ/ﬁ(kla ey kn)

Além disso, o Exemplo 2.3.3 nos diz que

1

1
s (Ko, k1) = g[l — BroBr] + 522650 P

: ® o
Assim, pg(1,1) = pg(2,2) = ¢ > 0 e ug(1,2) = pg(2,1) = 5 — 5 > 0.
Além disso, a(ko, k1) > 0 para quaisquer ko,k; € {1,2} e portanto ug é

positiva em cilindros.
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Mais do que isso,

1
/ng(k‘o, ceey kn) = §a(l€0, kl)a(k‘l, k’g) cee a(kn_l, kn)

De fato, pois vale paran = 1 e supondo pg(k1,
é claro que pg(ko, ky, ..

sey om

) = % (kla kQ) (kn—17kn)a
wkn) = alko, k) ps(ki, ..., k) = La(ko,

ki)a(ky, k’2) e a(kn_1, k).

Além disso temos uma expressao para o Jacobiano, onde

o ba(@o, )
J(ko, k1, ko, ...) = nh_ffolo —Mﬁ(xb ) = a(ko, k1).

Ou seja, neste caso o Jacobiano depende apenas das duas primeiras co-
ordenadas.
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