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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e implementacdo computacional de técnicas
de otimizacdo de topologia para problemas governados pela equacdo de Poisson. O método
numérico utilizado para solu¢ao numérica das equacdes foi o0 método dos elementos de contorno

(MEQ). Para tanto, trés metodologias foram desenvolvidas.

A primeira € direcionada a aplicacdo de algoritmos genéticos (AG) para investigar como
um dominio inicialmente preenchido com cavidades aleatdrias evolui durante um processo de
otimizacdo e verificar a possibilidade de se extrair topologias 6timas a partir da interpretacdo da
solucdo encontrada. Os contornos externos permanecem fixos enquanto as posicoes e as
dimensdes das cavidades s3o otimizadas com o objetivo extremizar uma func¢do custo
especificada. O desempenho do algoritmo proposto € ilustrada com uma série de exemplos e 0s

resultados sdo discutidos.

A segunda metodologia apresenta um algoritmo numérico para otimizagdo topoldgica
baseado na avaliacdo da derivada topoldgica (DT), adotando a energia potencial total como
funcdo custo. Este procedimento € uma alternativa as tradicionais técnicas de otimizacao,
evitando assim solu¢des de projeto com densidade de material intermedidria. Sélidos com
comportamento anisotrépico sdo estudados sob condi¢des de contorno de Robin, Neumann e
Dirichlet. Uma transformagao linear de coordenadas € utilizada para mapear o problema original
e suas condicoes de contorno para um novo dominio equivalente isotrépico, onde o
procedimento de otimizacdo € aplicado. A solucdo otimizada € entdo transformada de volta ao
dominio original. A metodologia proposta mostrou-se particularmente atrativa para resolver esta
classe de problemas ja que o MEC dispensa o uso de malha no dominio, reduzindo

significantemente o custo computacional.

Na dltima parte deste trabalho foi implementada uma formulacdo de sensibilidade
topoldgica para problemas de otimizacao de transferéncia de calor e massa simultaneos. Como as
sensibilidades para cada equacdo diferencial sdo diferentes, utiliza-se um coeficiente de
ponderacdo para compor a sensibilidade do problema acoplado. Isto permite a imposi¢do de

distintos fatores para cada problema, de acordo com uma prioridade especificada.

Diversos exemplos sdo apresentados e seus resultados comparados com os da literatura,

quando disponiveis, a fim de validar as formulag¢des propostas.

Palavras chaves: algoritmos genéticos, otimizacdo topoldgica, elementos de contorno,

problemas potenciais, transferéncia de calor e massa.



ABSTRACT

This work presents the computational development and implementation of topology
optimization techniques for problems governed by the Poisson equation. The boundary element
method was the numerical technique chosen to solve the equations. Three different

methodologies were developed aiming this objective.

The first methodology is directed to the application of genetic algorithms to investigate
how a domain previously populated with randomly placed cavities evolves during the
optimization process, and to verify the resemblance of the final solution with a optimal design.
The external boundaries remain fixed during the process, while the location and dimension of the
cavities are optimized in order to extremize a given cost function. The performance of the

proposed algorithm is verified with a number of examples and the results are discussed.

The second methodology presents a numerical algorithm for topology optimization based
on the evaluation of topological derivatives, using the total potential energy as the cost function.
This procedure is an alternative to the traditional optimization techniques, avoiding design
solutions containing intermediary material densities. Solids with anisotropic constitutive
behavior are studied under Robin, Neumann and Dirichlet boundary conditions. A linear
coordinate transformation approach is used to map the original problem into an isotropic one,
where the optimization is carried out. The final solution is then mapped back to the original
coordinate system. The proposed method was found to be an attractive way to solve this class of
problems, since no interior mesh is necessary, which reduces significantly the computational cost

of the analysis.

In the last part of the present work the topological derivative approach was further
developed to deal with the optimization of problems under simultaneous heat and mass transfer.
Since the sensitivities for each differential equation are different, a weighting factor was used to
evaluate the final sensitivities of the coupled problem. This allows the imposition of different

priorities for each problem

Several examples are presented and their results are compared with the literature, when

available, in order to validate the proposed formulations.

Keywords: genetic algorithms, topology optimization, boundary element method,

potential problems, heat and mass transfer.
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LISTA DE SIMBOLOS
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funcdo objetivo
vetor gradiente

espaco admissivel das funcdes para o dominio perturbado
fluxo prescrito no contorno do furo

unido de conjuntos

parametro de perturbacdo associado a velocidade de troca de forma
normal ao contorno

nimero de noés fisicos

funcdo peso

dominio

dominio perturbado

contorno

contorno com condi¢do de Dirichlet
contorno com condi¢do de Neumann
contorno com condic¢io de Robin

forma bilinear continua e coerciva

area atual do dominio

area final do dominio

vetor de condicdes de contorno
funcdo custo

conjunto de restri¢des de desigualdade
matriz de potenciais

matriz de fluxos

conjunto de restri¢des de igualdade

coeficiente de conveccao no interior do furo

parametro de perturbacao
condutividade térmica efetiva
condutividade térmica na direcdo x
condutividade térmica na direcao y
condutividade térmica na direcao xy

funcional linear continuo

comprimento de referéncia



Ne ndmero de elementos do raio interno
p ponto de crossover

vetor coluna dos valores nodais da derivada normal do potencial

q fluxo de calor prescrito

Ja fluxo de calor analitico

gi fluxo de calor interno

qx fluxo de calor original na dire¢@o x interno
qy fluxo de calor original na direcdo y

d, fluxo de calor mapeado na direc¢ao x

q, fluxo de calor mapeado na direc¢ao x

r distancia entre o ponto fonte e o ponto campo
Ie raio externo

Ii raio interno

Tpi Temperatura no contorno interno

Tpe Temperatura no contorno externo

T, valor desejado de temperatura

u vetor coluna dos potenciais nodais

potencial prescrito

S|

U temperatura prescrita no contorno do furo
U temperatura prescrita no interior do furo
X vetor misto de incégnitas de fluxo ou temperatura
X pontos do interior do dominio

X coordenada original no eixo da abscissa
X coordenada original no eixo da ordenada
X coordenada mapeada no eixo da abscissa
x, coordenada mapeada no eixo da abscissa
Y func¢ao custo do dominio ndo perturbado
Y. funcdo custo do dominio perturbado
f funcdo regularizadora negativa

Dr Derivada topoldgica

€ raio da bola

Y vetor de parametros genéticos
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento de um projeto tem inicio quando existe uma exigéncia ou quando €
detectada uma necessidade em relacdo ao mercado consumidor para um determinado tipo de
produto. A partir deste ponto € desencadeada uma seqii€éncia de a¢des que tem como ponto de
partida o estabelecimento dos chamados requisitos de projeto, que procuram definir de forma
mais ampla possivel o que deve ser o produto quanto a sua funcionalidade e desempenho. A
busca por um desempenho maximo de um projeto sujeito a algum tipo de pardmetro de
minimizacdo ou maximizac¢do, ¢ um dos principais temas atualmente estudado no meio
cientifico. Diferentes métodos matematicos sdo propostos, cada um com suas particularidades,
vantagens e desvantagens, para solucdo e busca por desempenho maximo em problemas de

engenharia.

Os métodos de solucdo numérica da equagao diferencial que governa o problema em questao sio
uma forma alternativa a solug@o analitica. Entre os métodos numéricos mais conhecidos pode-se
citar método das diferencas finitas, volumes finitos, método dos elementos finitos (MEF) e mais
recentemente 0 método dos elementos de contorno (MEC), sendo que este udltimo serd
empregado neste trabalho. A formulacdo do MEC pode ser escrita a partir do método dos
residuos ponderados, utilizando como funcdo peso uma solucdo fundamental da equacdo
diferencial. Isto faz com que a equacgao diferencial seja satisfeita no dominio e aproximada no
contorno, caracterizando assim o MEC como um método de contorno. Outro ponto de
fundamental importancia estd na presenca do emprego do Teorema de Green na formulacdo, o
que faz com que as integrais de dominio sejam transformadas em integrais de contorno
equivalentes, reduzindo assim a dimensao do problema em uma unidade. Este ponto se torna um
grande atrativo quando comparado ao MEF, por necessitar de malha apenas no contorno. A
Figura 1.1 ilustra uma comparacdo entre discretizagdes tipicas para o MEC e para o

MEEF.

(b)

Figura 1.1 - Exemplos de malhas empregadas pelo MEF (a) e pelo MEC (b).
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O objetivo principal de um processo de otimizacdo de forma ou de topologia, esta
diretamente associado a correta obtencdo de uma geometria otimizada. O MEC se insere neste
contexto como um método particularmente atrativo para esses problemas, uma vez que nao ha
necessidade de geracdo e gerenciamento de malhas internas. Como conseqiiéncia o pré-
processamento, pode ser facilmente conectada a sistemas CAD (desenho auxiliado por
computador), uma vez que a malha pode ser gerada diretamente sobre as primitivas geométricas,

especialmente para casos em 3D.

Ainda neste topico, € importante relatar que a maioria das vantagens fornecidas pelo
MEC sio resultantes de sua complexa formulagdo matemaética. Esta formulacdo garante um alto
grau de precisdo e rapidez em cddigos bem escritos (Brebbia, 1992) e por todas as vantagens ja
mencionadas, verifica-se que por gerar malha somente no contorno o MEC torna-se uma
ferramenta muito pratica e facil na mudanca constante da geometria, como requisitado nos
processos de otimizacao. Para efeito de exemplificagcdo, a Figura 1.2 ilustra uma situacdo em que
uma peca perfurada tem a posicdo do furo modificada. No caso do MEC, esta alteragao é
realizada apenas com a translagdo dos nos referentes ao contorno do furo, enquanto que no MEF

faz-se necessdrio um novo remalhamento toda vez que houver modificacao na geometria.

A otimizacdo topoldgica e de forma estd muito bem desenvolvida com inimeros
exemplos de aplicacdo para problemas em elasticidade. Porém, ainda sdo relativamente poucos
os trabalhos voltados a otimizacdo de problemas térmicos apesar de sua grande importancia. Na
literatura atual tOpicos sobre materiais compostos para problemas de elasticidade estio muito
bem fundamentados e as pesquisas bem avancadas. O mesmo ndo acontece para problemas
térmicos, principalmente quando o comportamento do material € anisotrépico: poucos autores
dedicam em suas obras algum tdpico sobre o estudo da otimizacdo da transferéncia de calor em

materiais de comportamento nao isotrépico.

Também sdo muito escassas as publicacdes (Li et al., 1999; Li et al., 2004) que fornecem
casos de otimizacdo em problemas térmicos o que dificulta encontrar exemplos para efeitos de
comparacdo e validacdo. Solucdes analiticas para problemas térmicos anisotropicos ou
ortotropicos também sdo relativamente raros, devido a sua obtencdo matemdtica ser muito
complexa e limitada a problemas mais simples. O estudo de problemas de otimizacdo
relacionados a conducdo de calor manifesta-se como um tema ainda muito pouco explorado, o
que faz com que sua escassez aumente quando este estudo € estendido a problemas de

otimizacdo de materiais de comportamento ndo isotropico.
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Projeto original - MEF Projeto original - BEM

Projeto modificado - MEF Projeto modificado - BEM

(a) (b)

Figura 1.2 - Exemplos de manipulacdo de malhas com o (a) MEF e com o (b) MEC.

Considerando algoritmos de otimizacdo, Algoritmos Genéticos (AG) (Goldberg,1989)
apresentam um desempenho satisfatério quando se trata de problemas de otimizacdo de
parametros com poucas varidveis a serem otimizadas, além de apresentar a vantagem de nao
requerer continuidade e diferenciabilidade da fun¢do custo. Outro ponto a ser ressaltado estd no
fato de que os AG sdo menos propensos a convergirem para 6timos locais, devido a presenca de
um dos seus operadores genéticos, comumente conhecido por muta¢ido. Algoritmos como estes,
de natureza evoluciondria, também s3ao conhecidos por seu alto custo computacional,
necessitando em alguns casos do emprego de algum artificio para acelerar seu desempenho.
Problemas com alto grau de complexidade e grande numero de varidveis de projeto, tornam o
AG menos atrativo pelo custo computacional, sugerindo como alternativa outro método de

otimizacdo que ndo seja de natureza aleatdria. Neste caso, para dar continuidade ao trabalho, um
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método recente e matematicamente muito bem definido é o da Derivada Topolégica (Feijoo et

al., 2002).

A Derivada Topolégica (Dr) € definida na literatura (Sokolowski e Zochowski, 1999 e
Céa et al., 2000) como uma fung¢do escalar estabelecida em todo o dominio de defini¢do do
problema que fornece a sensibilidade da funcdo custo quando um pequeno furo é criado em um
determinado ponto. Novotny et al. (2003) estabeleceram um homeomorfismo entre os dominios
antes e depois da perturbacdo ao apresentarem uma nova metodologia na aplicacdo da Dr. As
informacdes sobre a sensibilidade do dominio foram obtidas através do método dos elementos

finitos.

Por todas as suas caracteristicas j& mencionadas o MEC classifica-se como um método
com grandes atrativos na solucdo de problemas a serem otimizados evitando alguns problemas
classicos presentes nos métodos de otimizagdo mais tradicionais geralmente combinados ao
MEEF, o que faz com que se torne um atrativo ao ser implementado com a D7. Cabe ressaltar que
o MEC néo substitui plenamente outros métodos utilizados na engenharia, mas mostra-se como
uma ferramenta alternativa e tdo eficiente quanto qualquer outro método numérico. Obviamente
que para alguns problemas como os que envolvem fratura, componentes com alta concentracao
de tensdes, dominio infinito entre outros casos, faz-se interessante a combina¢ao de MEF e MEC

na obten¢do de uma solucdo com maior precisdo e qualidade na solucao final.

1.1 Objetivos deste trabalho

O presente trabalho tem como principal enfoque a aplicagdo do processo de otimizacdo a
problemas governados pela equacdo de Laplace aliado a elementos de contorno, através da
implementacdo de dois tipos de algoritmos de otimizacdo: algoritmos genéticos e andlise de
sensibilidade via Dr. Para isso se fez necesséario o estudo dos tipos de algoritmos usualmente
utilizados em problemas de otimizacdo a fim de comparar as vantagens e desvantagens
associadas a cada um. A aplicacdo de processos de otimizagdo direcionados a materiais de
comportamento ndo isotropico em problemas de transferéncia de calor, ainda € um tema muito
pouco abordado. Ao tratar este tema, o presente trabalho fornece uma contribuicdo para

continuidade desta linha de pesquisa.

Neste sentido, fez-se necessario o estudo desde os fundamentos tedricos que envolvem o
MEC, a transferéncia de calor e o tema otimizacdo propriamente dito. No contexto acima
descrito, foram estabelecidos alguns objetivos: (a) desenvolvimento e implementacdo de um
procedimento de algoritmos genéticos aliado ao método dos elementos de contorno para otimizar

uma determinada funcdo objetivo aplicado a problemas de transferéncia de calor; (b)
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desenvolvimento e implementacdo de uma plataforma numérica para otimizacdo de sélidos
empregando derivada topoldgica (Dr) em problemas potenciais. Tal formulacdo devera
compreender solidos de comportamento ndo-isotrépico uma vez que a formulagdo atual
(Novotny et al., 2003) refere-se somente a casos isotrépicos; (c) Implementagdo de um
procedimento numérico para otimizagao de transferéncia de calor e massa simultanea, utilizando
derivada topoldgica. Todas as propostas implementadas ao longo do desenvolvimento deste
trabalho serdo comparadas sempre que possivel com problemas apresentados em literatura, para

fins de validacdo e verificacao.
Dessa forma, os assuntos de que tratam este trabalho estdo dispostos da seguinte maneira:

O capitulo 2 apresenta a formulacdo do MEC aplicado a problemas potenciais,
detalhamento sobre a discretizacdo do contorno, montagem das matrizes, solucdo do sistema de
equagao, cdlculo de varidveis em pontos internos do dominio. Também sdo apresentadas técnicas
empregadas no tratamento de cantos da geometria: como arredondamento de cantos, elementos

descontinuos e elementos parcialmente descontinuos.

Os fundamentos de otimizacdo estrutural sdo descritos no capitulo 3. Os principais
métodos de otimizacdo utilizados na literatura sdo revisados neste capitulo: métodos
fundamentados em densidade varidvel (SIMP), métodos de remocgdo de elementos, métodos
evoluciondrios (ESO), método das bolhas, métodos level-set, algoritmos genéticos e derivada

topoldgica.

O capitulo 4 apresenta um aprofundamento tedrico sobre algoritmos genéticos, com sua
nomenclatura especifica, descricdo detalhada de sua légica e a funcionalidade de seus
operadores. Ainda neste capitulo sdo apresentadas algumas solu¢des empregadas neste trabalho

para tornar um AG mais eficiente a problemas de otimizagao.

Em especial, no capitulo 5 apresenta-se resultados numéricos obtidos através da
combinacdo do AG + MEC. Diversos exemplos sdo ilustrados para demonstrar as aplicagdes do
AG na solucdo de problemas potenciais em sdlidos isotrépicos governados pela equacdo de
Laplace. Comentédrios sao incluidos com o objetivo de ressaltar as dificuldades na

implementacdo do AG e as solucdes adotadas.

No capitulo 6 apresenta-se a andlise de sensibilidade topoldgica para os vdrios tipos de
condicdo de contorno nos furos (Dirichlet, Neumann e Robin), considerando a energia potencial
total como funcdo custo. Neste capitulo € implementada a transformada de coordenadas para
permitir a aplicagdo da Dr a s6lidos de comportamento ndo isotrépico, ja que a reformulacio

tedrica de derivada topoldgica ndo € uma tarefa simples por sua complexidade matematica.
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No capitulo 7 sao apresentados os resultados numéricos obtidos com o MEC e a andlise
de sensibilidade via Dr. O processo de otimizacao € realizado em problemas sob condi¢des de
contorno de Dirichlet, Neumann e/ou Robin. Nos exemplos em que os s6lidos ndo apresentam
comportamento isotropico, utiliza-se a técnica de transformagdo de coordenadas. Apds o
mapeamento, calcula-se através da Dy a sensibilidade dentro do dominio. Ao final deste capitulo,

sdo feitos comentdario sobre as derivadas topoldgicas e os resultados obtidos.

O capitulo 8 refere-se ao procedimento para otimiza¢do multi-critério onde o s6lido passa
a ser submetido, além da transferéncia de calor, também a transferéncia de massa. Para cada
caso serd estudado o comportamento do sdlido quanto a sua topologia final para relagdes

constitutivas isotropicas e ortotropicas.
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2 REVISAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Este capitulo tem como objetivo apresentar sucintamente o Método dos Elementos de
Contorno. Esta técnica ja estd muito bem fundamentada para a solu¢cdo de problemas potenciais,
apesar de ser um método numérico relativamente novo € em menor nimero de publicagdes,
quando comparado ao MEF e ao método das diferencas finitas. Maiores detalhes podem ser
consultados em bibliografias especificas, apesar de, quando comparadas ao MEF, estas nao
serem de numero significativo. Um artigo muito interessante em detalhes matemdticos e

histéricos relacionado ao MEC foi publicado por Cheng e Cheng 2005.

A revisdo do MEC apresentada neste capitulo foi fundamentada em um apanhado
realizado nos textos de Brebbia e Dominguez (1977), Brebbia et. al. (1984), Brebbia e
Dominguez (1992) e Banerjee (1994).

No MEC aproximagdo da solugdo € realizada somente no contorno do dominio, isto é,
resolve-se o problema de valores no contorno associado a equagdo governante. Como
conseqiiéncia, o MEC dispensa o uso de malhas no interior do dominio de solugdo. Estas
caracteristicas fazem do método uma alternativa muito atrativa para a solu¢do numérica de
problemas de otimizacdo de geometria, contato entre corpos e outros problemas similares onde
as varidveis sobre o contorno, bem como a descricao deste desempenham um papel importante.
Adicionalmente, é sabido que o método apresenta uma excelente precisdao tanto para varidveis
primais como duais, devido ao fato de empregar solu¢des fundamentais como fungdes peso em
sua formulacdo matemadtica. Por outro lado, o MEC somente pode ser aplicado quando €
conhecida uma solucdo fundamental da equacao diferencial. Para a equacao de Laplace a solugao
fundamental € normalmente tomada como a distribuicdo de temperatura em um dominio infinito
ou semi-infinito de material com condutividade unitaria, e submetido a uma fonte de calor
concentrada. Vale mencionar ainda que existem dois tipos de abordagens do MEC: o método

direto' e 0 método indireto, sendo que o primeiro serd a versdo adotada no presente trabalho.

2.1 Formulacao integral para a equacao de Poisson

Seja a equagdo de Poisson em um dominio € bidimensional:

Viu=b em Q (2.1

sujeita as seguintes condi¢des de contorno:

' Ver apéndice A.
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q= g—z =g sobre T, 2.2
a_u =h(u—u,)=q sobre T,
on

que correspondem as condi¢des de contorno essenciais, naturais e mistas (ou Dirichlet, Neuman
e Robin), respectivamente.

Para a abordagem direta do MEC, um ponto de partida possivel para obtencio da equagdo
integral sobre o contorno é a ponderacdo dos residuos da equacdo diferencial (2.1) e das
condi¢des de contorno (2.2) (alternativamente, a aplicacdo do teorema de Befti um uma das
identidades de Green leva a resultados idénticos), o que resulta a conhecida identidade de

Somigliana (ver apéndice A):

u () + [ u(g (AT = [ g’ (¢, OdT+ [ u' (,Ob(x)dQ  (2.3)

A equacdo (2.3) permite calcular o potencial em qualquer ponto interior i de €, desde que

os valores de potencial u e fluxo g sejam conhecidos sobre o contorno I'. Note-se que uma

equacgdo similar pode ser obtida para cdlculo de fluxos através da diferenciacdo de (2.3) sob o

sinal de integracao (Brebbia et. al., 1984):

g.()+ [ u(x') q(x 99 0) o [ ax )a” o, ;)dl“+.[ ou (x g)b(x")dg
(2.4)
g, (x)+ [ ux) q(x 94 (¥6) 4 [ ax H .0 (x J)dnj Mb(x")dQ
dy dy e dy

A fim de se obter uma identidade vélida para o contorno, aplica-se um procedimento de

limite a equagdo (2.3), levando a equacao integral (Brebbia et. al., 1984):
' () + [u()g (.0 =g (¢ T +[u” (¢, Ob(x)Q  (2.5)

onde ¢’ é um fator geométrico dependente da geometria local do contorno

A utilizacdo recursiva da equacdo (2.5) permite a obtencdo de tantas equacdes quantas
necessdrias para resolu¢do de um problema de valores de contorno. Isto € mandatério porque, em
um problema bem posto, apenas uma das varidveis (potencial ou fluxo) é conhecida sobre cada

ponto do contorno.
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2.2 O MEC direto aplicado a equac¢ao de Poisson

A fim de resolver a equacdo integral (2.5) numericamente, o contorno I'" € dividido em N
elementos de contorno, que tem os seus valores de potencial e fluxo escritos em fungdo dos
valores nodais (Figura 2.1). Dessa forma, para obter um sistema de equagdes lineares que
permita encontrar os valores desconhecidos sobre o contorno, € preciso escrever a equacao (2.5)
para todos os pontos nodais e entdo aplicar as condi¢des de contorno prescritas. Assim, uma

solucdo aproximada € obtida para o problema.

— elemento

Y
=

Figura 2.1 — Discretizacdo do dominio com elementos de contorno.

Pelo fato de se utilizar um modelo discretizado, a partir deste ponto € mais conveniente
trabalhar com notacdo matricial. Definindo que as aproximagdes para varidveis (u e gq) €

geometria (x e y) em cada elemento de contorno j:
u(&) =[@]{u’}
9& =[®){¢’}
@) =[]
y@&=[@]{»'}

onde [CI)] e [fi] sdo as funcdes de interpolagdo para varidveis e geometria, respectivamente,

(2.6)

2.7

permitindo o uso de elementos descontinuos (Apéndice B). As funcdes de interpolagdo sdo

definidas sobre um dominio normalizado & = [—1,+1] , como ilustrado na Figura 2.2.
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| &4
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O No6s geométricos

® NoOs fisicos

Figura 2.2 — Elemento linear descontinuo.

Portanto, a equacdo (2.5) € escrita agora em sua forma discretizada (os efeitos

distribuidos sobre o dominio ndo serdo considerados, por simplicidade):
cu, +z [{o} q ar{u'}= Z [u{o} ar{q’} (2.8)
r; r;

onde o sobre-indice j indica as varidveis nodais do j-ésimo elemento de contorno.

As integrais presentes em (2.8) sdo geralmente avaliadas por um esquema numérico. A
tradicional quadratura de Gauss (Brebbia et. al., 1984) é normalmente empregada. Porém,
quando o ponto a ser calculado estd muito proximo ao ponto fonte, as singularidades presentes
nas solucdes fundamentais (Apéndice B), que estdo contidas nas integrais, devem ser analisadas
a parte. Desse modo, quando o elemento a ser integrado contém o ponto fonte, em geral, uma
técnica de integracdo diferente deve ser utilizada, pois a quadratura de Gauss ndo se aplica para

integrais singulares.

O nivel de singularidade varia conforme a solu¢do fundamental utilizada. A solucdo
fundamental de potencial (u ) é regular, e foi integrada com quadratura de Gauss-Legendre
padrio. J4 a solucdo fundamental de fluxo (¢ ) apresenta singularidade fraca, e foi integrada

utilizando a técnica proposta por Telles [1987].

Definindo as submatrizes

{n}" = [{¢} q'ar (2.9)

{g} = [u {9} ar (2.10)

L

a equagao (2.8) é reescrita:
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cu, +j§:){h}T {u}, = g{g}T {a}, (2.11)

e contém agora N incégnitas. Aplicando-a a todos os pontos nodais sobre o contorno, resulta um

sistema de equagdes algébrico:
[H]{u}=[G]{g} (2.12)

onde, para cada ponto nodal i, ou u ou g € prescrito. Assim as varidveis incégnitas podem ser
agrupadas todas do lado esquerdo do sistema de equacdes, com os valores numéricos das
condi¢des de contorno prescritas sendo agrupados no lado direito. Este procedimento resulta o

sistema:

ANX }={F} (2.13)

sendo que o vetor { X} contém as varidveis incégnitas sobre dos nés do contorno.

Uma vez resolvida a equacdo (2.13), as varidveis em pontos internos podem ser obtidas

através das versoes discretizadas de (2.3), se desejado:

if o) arfe’}-Y [{o} ¢ dr{u’} (2.14)

J=1 J=lT,

para o potencial e de (2.4) para os fluxos:

{of arfe’}-3 [ 2 gy ar{u'}

ou’
a_ J=l'T;

o - (2.15)
5o ar{e}- > q{¢} dr{u’}

J=LT,

23
‘=3

A formulagdo aqui apresentada, por simplicidade, desconsiderou os termos de dominio
das equagdes (2.3) e (2.5). O tratamento destes ¢ bem conhecido da literatura (Brebbia e
Dominguez (1977), Brebbia et. al. (1984), Brebbia e Dominguez (1992) e Banerjee (1994)). O
Apéndice C detalha o tratamento de fontes concentradas de calor para obten¢ao dos resultados

do Capitulo 7.
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3 OTIMIZACAO

Um problema de otimizacao estrutural pode ser classificado em trés tipos, que resultam
em distintas solugdes finais: Otimizacdo de parametros, otimizacdo de forma e otimizacdo

topoldgica. Estes trés tipos de otimizagao estao ilustrados na Figura 3.1

<« —>

o > —
4 0 E B
<« — —>

(a) (b) (c)

Figura 3.1 - Tipos de otimizagdo: (a) parametros, (b) forma, (c) topoldgica.

Um problema de otimizagao de parametros (Figura 3.1-a) ocorre quando as varidveis de
projeto descrevem caracteristicas geométricas da estrutura, como a area da secdo transversal em
barras, momentos de inércia em vigas (problemas discretos) ou espessuras de placas (problema
continuo). Para o caso de barras, por exemplo, o objetivo consiste na busca de uma distribui¢do
Otima para a area da secdo transversal de cada barra, de modo que uma grandeza fisica seja
minimizada (ou maximizada), tal como a flexibilidade ou tensdo enquanto a condi¢do de

equilibrio e as restrigdes sdo satisfeitas.

Na otimizacdo de forma o objeto de otimizacao € a descri¢do geométrica do contorno do
problema (Figura 3.1-b). As varidveis de projeto sdo geralmente os pontos de controle de
primitivas geométricas. A otimizacdo de forma possui um inconveniente de permitir mudancas

apenas do contorno do dominio original, apesar da formulacdo matematica ser muito bem posta

(Sokolowski e Zolesio, 1992).



27

A otimizagdo topoldgica tem por objetivo determinar a distribuicdo 6tima de material de
um projeto ao inserirem-se cavidades tanto no dominio quanto em seu contorno. De certa
maneira a otimizacdo topoldgica também € uma otimizac¢do de forma, pois na morfologia final

do projeto o contorno também sofre alteragdes geométricas (Figura 3.1-c).

3.1 Formulacao geral do problema de otimizacao

Os problemas de otimizagao sao tratados de duas maneiras, sem restri¢do e com restricao. Na

otimizacdo sem restricao o problema que estd sendo resolvido € definido da seguinte maneira:

minimizar S(x) ou maximizar S(x) 3.1
xeR" xeR"

Sendo S(x) a funcdo objetivo. Classificam-se os métodos para solu¢do deste tipo de

problema em duas categorias:
e Me¢étodos que ndo utilizam derivadas (métodos de busca e métodos diretos);

e Me¢étodos que utilizam as derivadas (métodos analiticos, métodos da métrica

variavel, métodos indiretos).

De maneira geral, para a solu¢do de problemas sem restricao, os métodos que utilizam
derivadas convergem mais rapidamente do que os métodos de busca aleatérios. Porém ¢é
importante ressaltar que os métodos de busca aleatdérios ndo requerem regularidade e
continuidade da func¢do objetivo, dispensando o cédlculo de 1° e 2° derivadas da funcdo objetivo

S(x).
Um problema com restricdes geralmente € apresentado da seguinte forma:

minimize S(x)
sujeito & g;(x)<0, j=1..n, 3.2)
h (x)=0, k=1,..,n,

sendo x um vetor que contém as varidveis de projeto e g e h as matrizes que armazenam as

restrigdes de igualdade e desigualdade. Uma restrigdo de desigualdade g;(x) € chamada de ativa
em um ponto vidvel (aqui definido por (x')) se g j (x*)=0, caso contrdrio ela é uma restri¢io
inativa. As restricdes ativas restringem a regido de viabilidade, enquanto que as inativas nao
impde restri¢io alguma na vizinhanca do ponto x* , definida pela hiperesféra de raio ¢ em torno
deste ponto, denotado por A.(x"). Na Figura 3.2 estd representada a minimiza¢do de um

funcional com uma restri¢do.
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Ponto onde a

Ya -
restricio  se / restricao Funcio
torna ativa objetivo
Espaco invidvel Espaco vidvel
> X

Figura 3.2 - Representagdo da minimizacdo de um funcional com uma restricao.

Quando se define um problema a ser otimizado como o apresentado na eq.(3.2), pode

ocorrer que este apresente muitos minimos locais, dificultando o processo de solucao.

y
N AN
\/ N :
Minimo global/

Minimos locais

Figura 3.3 — Representagao gréfica dos pontos 6timos.

De maneira em geral ndo ha como saber ou garantir a priori a existéncia de um minimo.
Segundo Arora, (1989), o Teorema de Weierstrass garante a existéncia de um 6timo global desde
que o seguinte teorema seja atendido: “Se S(x) € continua em um espaco S o qual é fechado e
limitado, entdo S(x) tem um minimo global em S.” E importante salientar que o Teorema de
Weiertrass enuncia uma condi¢do de existéncia, mas ndao demonstra o caminho de como

encontrar tal 6timo global.
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3.2 Alguns métodos de otimizacao

7z

Um método amplamente conhecido para andlise de sensibilidade é o proposto por
Bendsge e Kikuchi (1988), que estd fundamentado nos conceitos de formulagdes relaxadas e
técnicas de homogeneizacdo. A idéia consiste em caracterizar o dominio topologicamente
através da variacdo da densidade do material a ser determinada. A densidade varia de O até 1,
sendo que onde esta apresentar valor nulo significa a auséncia de material (cavidade aberta). A
existéncia do dominio serd identificada onde o valor da densidade for ndo nulo. Nesta técnica ha
uma variagcdo na escala de densidades do material, fazendo-se necessdrio a utilizacdo de filtros
para obter solucOes proximas a da realidade da engenharia. Alguns autores como Bendsge
(1995), Rozvany (1995) e Sigmund e Peterson (1998), contribuiram para solucionar alguns
problemas associados a otimizacao topoldgica, ao utilizar o método SIMP (densidade varidvel).

Dentre as topologias comumente encontradas nos métodos de otimiza¢do pode-se mencionar:

¢ [nstabilidade de tabuleiro (Chekerboard patterns): regides da malha que alternam
elementos com material e sem material. Segundo Li et al. (1999) este fendmeno €
tipico em quase todos os métodos de otimizagdo topoldgica fundamentados em

MEEF.

e Dependéncia de malha (Mesh dependence): diferentes discretizagdes produzem

diferentes topologias finais;

e Minimos locais (Local minima): diferentes solugdes finais para uma mesma

discretizagdo;

e Otimos singulares (Singular topologies): a solucdo se encontra em regides
degeneradas do dominio de projeto, inatingiveis pelos métodos tradicionais de

otimizacao.

Um exemplo ilustrativo do método de homogeneizacdo sendo empregado para obter a

topologia 6tima de um problema estd ilustrado na Figura 3.4.

Outra técnica utilizada para otimizagdo topoldgica refere-se a remogao de elementos ou
element removal, demonstrada nos trabalhos de Atrek (1989), Russel e Manoochehri (1989) e
Rodriguez e Seireg (1992). Neste método a mudanca de forma e topologia ocorre pela remocao
de elementos de uma estrutura depois de uma anélise de elementos finitos. Para identificar quais
elementos podem ser eliminados, tomando-se como exemplo, a minimizagdo do peso estrutural
sujeito a restricdio de maxima tensdo sdo utilizados critérios com fundamentos intuitivos
baseados no envolvimento de tensdo e deformagdo. A definicio do problema deste método é

muito simplificada ja que ndo hd o envolvimento de técnicas de programacdo matematica de
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otimizacdo envolvida. Isto faz com que ndo haja uma necessidade de definir varidveis de projeto.
No entanto, similarmente ao método de homogeneizacdo, os contornos resultantes normalmente
compdem-se de bordas denteadas porque estes sdo formados pelos elementos restantes. O
reconhecimento do modelo e técnicas de processamento de imagem sdo assim normalmente

necessarios para deduzir, suavizar e parametrizar os contornos finais resultantes.

Figura 3.4 — Exemplo de topologia obtida pelo método SIMP. Fonte:
www.poli.usp.br/d/pmr5215/exemplos.html

Outro método empregado na otimizagdo topoldgica estrutural por Yulin e Xiaoming
(2004) € o Level-Set que foi proposto pelos matemdticos Osher e Sethian (1988). Segundo os
autores o método é simples e versdtil para computar e analisar o movimento de uma interface I'
(curva de nivel no espaco) em duas ou trés dimensdes. O objetivo consiste em acompanhar a
acdo do movimento subseqiiente desta curva de nivel I', definida por uma func¢ido z=¢(x,y,?),
sob um campo de velocidade v em um plano bidimensional ou tridimensional. Esta velocidade
pode depender da posicdo, tempo, geometria da interface e da fisica externa. A medida que a
interface I' sobe ou desce no tempo essa superficie vai deformando a superficie do plano e

naturalmente muda a interseccdo entre ambas, gerando novas topologias em .
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z=¢(x,y,0)=0 1 : O O
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¢ iteragdo 1
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Intersec¢do entre a

funcdo level-set e
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X
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Figura 3.5 — Detalhe esquematico de um procedimento de otimizagdo utilizando o Método Level-
Set.

Xie e Steven (1993) desenvolveram um método fundamentado na idéia principal proposta
pela remocdo de elementos e apresentaram como Evolutionary Structural Optimizazion (ESO)
que também aparece implementado nos trabalhos de Chu et al. (1996 e 1997), Li et al. (1999) e
Li et al. (2004). A Figura 3.6 ilustra o resultado obtido pelos autores, sendo o projeto inicial com
todos os elementos da malha presente e apds o projeto final com a forma obtida pela retirada de

determinados elementos.

—_— =0 /

(a) ()

Figura 3.6 — Exemplo de otimizagdo de forma utilizando ESO: (a) condi¢ao de contorno e (b)
configuracdo 6tima. Fonte: Li et al.(1999).
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Outra técnica refere-se a abertura de furos ou bubble-method conforme apresentado por
Eschenauer e Schumacher (1993) e Eschenauer et al. (1994). Um processo de otimizacdo de
forma inicial é executado em uma estrutura depois que alguns critérios intuitivos sdo usados para
localizar quais as regides no dominio sdo as melhores para introduzir furos no projeto. Com a
modificacdo topoldgica, devido ao furo acrescentado, o novo projeto passa novamente pelo
processo de otimizac¢do de forma e o procedimento inteiro € repetido até que alguns critérios de
convergéncia sejam satisfeitos. Esta técnica trabalha executando a otimizacdo de forma em uma
seqiiéncia de configuragdes topologicamente diferentes, e comparando os valores de fungao
objetivos entre essas alternativas discretas e distintas. E uma estratégia vidvel e eficaz na pratica
e supera as desvantagens anteriormente mencionadas nos outros métodos. Tai e Fenner (1999)
utilizaram uma técnica fundamentada no bubble-method em seu trabalho sobre otimizacdo de
forma e topologia em estruturas continuas com comportamento eldstico linear. Os resultados

obtidos podem ser verificados na Figura 3.7.

configuration O configuration 1

configuration 2 configuration 3

Figura 3.7 — Tensoes equivalentes para formas 6timas de diferentes configuracdes topoldgicas
(minimizagdo de peso). Fonte: Fenner, 1999.

Alguns autores recentemente, Céa et al. (2000), e Garreau et al. (1998) e Schumacher
(1996) apud Novotny (2003) apresentaram a andlise de sensibilidade topolégica como uma
técnica que permite obter simultaneamente a forma e a topologia 6tima. Este cdlculo de
sensibilidade resulta em uma funcdo escalar, denominada derivada topolégica. A derivada
topoldgica fornece para cada ponto do dominio a sensibilidade da funcdo custo ao ser criado um

pequeno furo neste ponto (Figura 3.8).
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Figura 3.8 - Topologia final obtida com a derivada topoldgica.

Garreau et al. (1998), propuseram o método do dominio truncado para calcular a derivada
topolégica. O método proposto estava fundamentado em algumas hipéteses simplificativas,
sendo que a mais severa consistia no fato de que a fung¢do custo ndo deveria depender
explicitamente do dominio. Nos trabalhos de Sokolowski e Zochowski (1999) e Céa et al. (2000)
apresentaram o cdlculo das derivadas topoldgicas via andlise de sensibilidade de forma,
particularizada apenas para os casos onde fosse prescrita nos furos a condi¢do de contorno de
Neumann homogénea. As demais condi¢des de contorno, tais como Neumann ndo homogénea,
Dirichlet e Robin ndo validam a sua aplicabilidade nesta hipétese de calculo. Recentemente
Novotny et al. (2003) estabelecem precisamente os conceitos de derivada topoldgica e andlise de
sensibilidade a mudanga de forma para materiais isotropicos. Esta dltima metodologia nao
apresenta qualquer limitacdo quanto a func¢do custo e nem ao tipo de condi¢do de contorno

prescrita nos furos.
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4 ALGORITMOS GENETICOS

Os Algoritmos Genéticos (AG), juntamente com estratégias evoluciondrias e
programacdo evolutiva formam uma classe de algoritmos de pesquisa fundamentado na evolucao
natural. Montando-se uma arvore taxondmica dos algoritmos de pesquisa, os AG encontram-se
no ramo chamado de Algoritmos Evoluciondrios. Uma visdao bem resumida da classificagao das

técnicas foi descrita por Holland (2000), e sera reproduzida aqui:

e Técnicas baseadas em célculos: Utilizam um conjunto de condi¢des necessdrias e
suficientes que devem ser satisfeitas pelas solucdes de um problema de otimizagdo.

Podem estar divididas em dois grupos:

e M¢étodos diretos: Utilizam informacgdo da fun¢do como derivadas de primeira ou

de segunda ordem.

e M¢étodos indiretos: Procuram por um extremo local resolvendo um conjunto,
normalmente ndo linear de equagdes que resultam quando se colocam o gradiente

da func¢do objetivo igual zero.

e Técnicas enumerativas: Procuram pela solu¢do pesquisando seqiiencialmente cada ponto

do espago de busca (finito e discreto).

e Técnicas dirigidas por pesquisa aleatéria: Fundamentados em técnicas enumerativas, mas

usam informacdes adicionais para dirigir a pesquisa.
e Estratégias evoluciondrias
e Algoritmos genéticos

® Programacdo Evolutiva

Algoritmos Genéticos (AG) e Estratégias Evoluciondrias (EE) sdo métodos que simulam
os processos da evolugdo natural (bioldgica), visando principalmente, resolver problemas de
otimizacdo. Estes algoritmos podem ser vistos como uma representacdo das Teorias de Darwin e
da genética, chamada de a nova sintese da teoria da evolucdo, cujos principais postulados podem

ser resumidos:

A evolucdo € um processo que opera sobre 0s cromossomos do organismo e ndo sobre o
organismo que os carrega. Desta maneira o que ocorrer com o organismo, durante sua vida, ndo

ira se refletir sobre seus cromossomos. Entretanto o inverso nio € verdadeiro: 0s cromossomos
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do organismo s@o o projeto e terdo reflexo direto sobre todas as caracteristicas desse organismo,

pois, o individuo € a codificac@o de seus cromossomos.

A selecdao natural é o elo entre os cromossomos € o desempenho que suas estruturas
decodificam (o préprio organismo). O processo de selecdo natural faz com que, aqueles
cromossomos, que decodificaram organismos melhor adaptados ao seu ambiente, sobrevivam e

reproduzam mais do que aqueles que decodificam organismos menos adaptados.

O processo de reproducao € o ponto através do qual a evolugdo se caracteriza. Mutacdes
podem causar diferencas entre os cromossomos dos pais e o de seus filhos. Além disso,
processos de recombinacao (crossover) podem fazer com que os cromossomos dos filhos sejam
bastante diferentes dos de seus pais, uma vez que eles combinam materiais cromossOmicos de

dois genitores.

John Holland, no inicio da década de 70 ficou muito intrigado com estes postulados do
processo de evolucdo. Ele acreditava que transcrevendo estes principios em um cdodigo
numérico, pudesse resolver, por simulag¢do, problemas complexos, justamente como a natureza o
fazia: produzindo organismos muitissimo complexos para resolver o problema de sobrevivéncia.
A 1idéia inicial consistia em manipular cadeias de bits (0’s e 1’s) para representar 0s
cromossomos e conseqiientemente cada organismo, constituindo assim, uma tentativa da solug¢ao
do problema. Segundo Goldberg (1989) esta é a técnica que melhor funciona, pois a base bindria
apresenta maior numero de esquemas por bit de informacao. Entretanto existem muitas outras

técnicas empregadas, como por exemplo, a utilizacao direta de nimeros reais.

O algoritmo proposto conseguia resolver de uma maneira muito simples problemas com
um alto grau de complexidade. Como na natureza, o algoritmo ndo sabia o tipo de problema que
estava sendo resolvido. Uma simples funcdo de adequagdo fazia o papel da medida de adaptacdo
dos organismos (cromossomo) ao meio ambiente. Assim, 0s cromossomos com uma adaptagao
melhor, medida por esta fun¢ao, tinham maior oportunidade de reproducao do que aqueles com

uma ma adequagao, imitando o processo evoluciondrio da natureza.

4.1 Revisao de Algoritmos genéticos

Algoritmos genéticos sdo uma ferramenta matemadtica eficiente em problemas de
otimizacdo, especialmente quando a funcdo objetivo é muito complexa. Neste método ndo ha
uma necessidade de informacdo matemdtica do gradiente da funcdo custo, indispensiveis aos
métodos tradicionais de otimizagdo, os quais necessitam de seja satisfeito um conjunto de
condicdes necessdrias e suficientes. O algoritmos genéticos tem por objetivo imitar um processo

biologico fundamentado na evolucdo da espécie. Alguns trabalhos de relevante importancia
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serdo apresentados, no decorrer deste capitulo, para que se possa ter uma idéia da aplicabilidade

deste algoritmo.

Holland (1975) publicou o primeiro trabalho sobre AG com o seu livro “Adaptation in
natural and Artificial Systems”. Este livro foi uma condensa¢ao de idéias que ja vinham sendo
desenvolvidas durante alguns anos. Convém salientar que nesta obra foram citados trabalhos
desenvolvidos anteriormente por Rosemberg (1967), Cavicchio (1970), Hollstien (1971) e Frantz
(1972). A partir desta data, a implementacdo dos algoritmos genéticos tem evoluido

significativamente na solucdo de uma diversidade enorme de problemas de engenharia.

Goldberg (1989) é um dos autores mais recentes, € que de uma maneira em geral,
simplifica a estrutura do AG quando aplicado a problemas discretos. Uma grande parte dos
autores cita esta ultima obra em suas referencias bibliogrificas. Inicialmente neste trabalho
foram implementadas as idéias propostas por este autor, sofrendo algumas modificacdes com a
variacdo da aplicabilidade na solu¢do dos problemas propostos. Algumas publica¢des, que serdo
brevemente descritas a seguir, contribuiram de uma maneira em particular na flexibilizacdo e até
mesmo no aumento da eficiéncia do AG em relagdo ao seu tempo de custo computacional.
Também € importante salientar a distinta aplicabilidade do AG a diversos problemas, desde os

estruturais, passando pelos térmicos até problemas de solos.

Kita e Hisashi (1997) propuseram a minimiza¢do de uma viga utilizando o AG como
algoritmo de busca e MEC como método numérico para solucdo da equacao diferencial. Este é

um benchmark muito utilizado nos problemas de otimizacgao.

Cerrolaza et al.(2000) apresentou a otimizacdo de forma utilizando o método dos
elementos de contorno, algoritmos genéticos e f-splines. Um dos exemplos apresentados pelos
autores consiste na otimizacdo de uma viga com carregamento uniformemente distribuido. A
funcdo objetivo consiste na minimizacdo da drea da viga. Como restri¢des, foram prescritos
limites da tensdo de Von-Mises, o qual ndo poderia exceder a tensdo maxima permitida pelo
material e o controle de movimento limitado dos pontos em uma escala especifica evitando

formas finais nao coerentes.

Capello e Mancuso (2003) desenvolveram um algoritmo genético para manipular como
varidveis de projeto na otimizagdo topoldgica, as densidades relativas O ou 1 (método de
homogeneizacdo) de cada elemento da estrutura. O objetivo consistia em encontrar as variaveis
produzindo a rigidez maxima da estrutura, respeitando um limite superior na massa empregada.

As avaliacOes estruturais foram realizadas com um cédigo comercial de MEF conectado ao AG.
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Annicchiarico e Cerrolaza (2004) deram continuidade a linha de pesquisa até entdo
desenvolvida por Cerrolaza (2000). Neste novo trabalho a formulagdo do Método dos elementos
de contorno foi implementada para andlise em 3D. A funcdo objetivo e as restricdes impostas
neste problema sdo basicamente os mesmos apresentados na publicacdo anterior, ou seja,
minimizacao do peso sujeito a restri¢des de deslocamento maximos dos nds dos elementos e da

tensao maxima de escoamento.

Burgener e Storti (2004) utilizaram os algoritmos genéticos para otimizar a geometria de
um dispositivo de resfriamento de uma méaquina que emprega um fluido refrigerante que circula
através de aletas de dissipacdo. O objetivo consiste em encontrar a configuracao 6tima das aletas
para que a dissipacdo de calor seja a maior possivel. Para solucionar o problema de alto custo
computacional, foi implementada a técnica de paralelizacdo, a qual simplesmente consiste em
distribuir em forma dinamica a avaliacdo dos individuos (distintas configuracdes das aletas) de

uma populagdo, em cada processador.

Outros trabalhos envolvendo o tema algoritmos genéticos aplicado a problemas de
otimizacdo e que podem ser citados sdo: Bezerra (1996), Barreto (1997), Kita e Tanie (1997),
Nahanishi (2001) e Kicinger et al. (2005).

4.2 O algoritmo

Os algoritmos genéticos representam atualmente, uma poderosa ferramenta de busca de
solucdes de problemas com alto nivel de complexidade. A utilizacdo de algoritmos evolutivos
em problemas de otimizacdo tem estimulado muitos pesquisadores, por apresentarem algumas
vantagens quando comparados com outros métodos tradicionais de busca. Como mencionado
anteriormente uma das principais vantagens, consiste no fato de que ndo hd a necessidade de
informacdes adicionais além da informacao do valor da fungdo objetivo. Isto faz com que o AG
possa ser aplicado como método de busca em casos onde ndo hd uma funcdo matematica que

descreva a sensibilidade a mudanca de forma do dominio em estudo.

O método do AG esta fundamentado na manipulacdo de uma populacdo de cromossomos
(strings), que sao seqiiéncias de codigos sob forma bindria, que representam determinados
parametros. A populacdo de cromossomos deve ser avaliada por um determinado critério, o qual
dependerd do método apropriado para a proposta em estudo. Para este propdsito o método
utilizado foi o MEC para solucionar problemas potenciais bidimensionais. O MEC por ndo
necessitar de malha interna, torna-se particularmente atrativo para solu¢do de problemas que

utilizam como método de otimizacdo os algoritmos evoluciondrios. Cada nova populagao é
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produzida por operadores os quais imitam o processo bioldgico, e sdo aplicados a cromossomos

de geracdes anteriores.

z

Para explicar esta metodologia € necessdrio que se conheca um pouco dos processos
bioldgicos observados na evolugdo natural. Um algoritmo genético bésico, segundo Bittencourt

(1998) e Goldberg (1989), € o que realiza as seguintes funcdes:
a) Inicializa a populag@o de cromossomos de maneira aleatoria;
b) Avalia cada cromossomo da populagcdo com base em um critério;

¢)Cria novos cromossomos a partir da populacdo atual (pareamento, cruzamento,

mutacdo e substitui¢do dos ascendentes pelos novos descendentes);

d) Termina o processo se o critério de fim for atingido, se ndo, reinicializa.

Na Figura 4.1 apresenta-se um esquema da arquitetura do c6digo numérico implementado
neste trabalho. O Método numérico empregado para solucionar as equagdes diferenciais,

conforme mencionado anteriormente, € o método dos elementos de contorno.

Populagdo Inicial

MEC

- > Num — Bin —>

Vu=0em Q

Bin — Num I —

Figura 4.1 — Arquitetura do AG + MEC.

Nos proximos itens serdo explicados em detalhes os principais operadores genéticos, que
sdo responsdveis pela estrutura de um algoritmo genético. Dependendo do autor estes operadores

podem sofrer algumas alteracdes incrementais com o objetivo de aumentar a performance.
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4.2.1 Populacio inicial

O AG inicia com uma populacdo inicial escolhida aleatoriamente, composta por
individuos denominados de cromossomos. No presente contexto cada cromossomo contém
informacdes sobre a topologia da estrutura (coordenadas, tamanho dos furos), e isto estd
representado numericamente por um string de bits. O tamanho de cada cromossomo vai
depender do nimero e do tipo de parametros que este estd armazenando. Por exemplo, para
representar a coordenada de um ponto sobre uma placa de dimensao 32x32 sdo necesséarios 32
bits (2°) para representar cada uma destas varidveis de projeto. Isto resulta em um cromossomo
de 64 bits de comprimento, representativo apenas a uma coordenada. Como o AG é um
algoritmo de origem combinatdria, quanto maior o nimero de bits a ser manipulado, maior o seu
custo computacional. Com o desenvolver deste trabalho foram implementadas algumas técnicas,
como meio alternativo, para a reducdo no nimero de bits e no nimero de penalizagdes. A Figura

4.2, esquematiza o arranjo do AG conforme explicado no texto acima.

1=1:n°de individuos
j=1:n°de varidveis de projeto

cromossomos (i) = {var 1, var 2, var 3,.....,j }

cromossomo 1
populacdo = | cromossomo 2
Cromossomo 3

Cromossomo 1

Figura 4.2 — Esquema da arquitetura inicial do AG.

4.2.2 Selecao natural

Uma vez que a avaliacdo dos cromossomos na geracao inicial foi realizada, aplica-se o
operador genético da selecao natural. Deste ponto em diante os cromossomos sdo organizados de
acordo com o seu melhor valor de custo (valor obtido pelo MEC) e os demais sdao descartados.
Para este caso em estudo o descarte significa que o procedimento é descartar aquelas topologias
que ndo satisfazem a funcd@o objetivo proposta ou que violem algumas das restricdes impostas
por uma funcdo penalidade. A Figura 4.3 apresenta um breve esquema da selecdo natural para

efeito de ilustragdo.



Populagao custo Populacido custo
0001111100 10 N selecionada
0001001011 55
1101101010 4 1111100000 1
1010101110 3 1010101100 2
1010101100 2 1010101110 3
1111100000 1 1101101010 4
0010101001 15
1010111001 10 Y,
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Figura 4.3 - Esquema da Selecdo Natural.

4.2.3 Pareamento

Para realizar o pareamento € imposta uma fungao que ird escolher aleatoriamente os pares
entre os daqueles individuos que foram escolhidos na selecao natural. A Figura 4.4 apresenta um

esquema didatico representativo ao operador pareamento com base ao exposto na Figura 4.3.

1111100000 1 1010101100 2
1010101100 2 1010101110 3
1010101110 3 1101101010 4
1101101010 4 e 1111100000 1

Figura 4.4 - Esquema do pareamento.

4.2.4 Cruzamento

O cruzamento é o préximo operador, e consiste em criar um ou mais offsprings (filhos =
novas topologias) dos pais que foram previamente selecionados no processo de pareamento.
Neste cddigo de algoritmos genéticos foi adotado o processo de crossover simples [3]. Isto
envolve dois pais que foram previamente selecionados no processo de pareamento e ambos fardo
parte da proxima geracdo. O ponto de crossover € determinado por uma percentagem de bits dos
cromossomos que serdo trocados posteriormente entre os pais elegidos e os offsprings irdo
receber parte da informacao genética do pai e outra parte da mae. Neste caso os pais representam
as melhores topologias da estrutura em estudo e os offsprings sdo as novas possibilidades
topoldgicas formadas pela informagao recebida de seus pais. Na Figura 4.5 demonstra-se como

€ realizado o cruzamento. A escolha do ponto de crossover do cromossomo pode ser realizada de
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maneira aleatéria ou definida. Neste caso definimos que p = 6, o que equivale a dizer que o
crossover ocorrera no sexto digito, da esquerda para a direita, do cromossomo. A Figura 4.5

demonstra o efeito deste operador genético.

cromossomo 1 cromossomo 2
1111100000 1 1010101100 2
“Cada par de cromossomos

origina dois novos individuos”.
Offspring 1 Offspring 2

1010100000 1111101100

Figura 4.5 - Detalhe do processo de cruzamento.

4.2.5 Mutacao

A mutacgdo € o dltimo dos operadores — As mutagdes ocorrem de maneira estocdstica, ou
seja, os bits estdo todos armazenados sob forma matricial e € escolhido ao azar uma linha e uma
coluna desta matriz para inverter o bit alocado nesta posi¢do. O valor da porcentagem de bits a

serem mutados varia de 1% a 5% do valor do tamanho da populacdo, de acordo com a literatura.

Para efeito de exemplificacdo, sabe-se que a populacdo que estd representada por bits,
estd armazenada sob forma matricial. Escolhe-se aleatoriamente uma linha e uma coluna desta
matriz, e nesta posicao hd uma troca de O para 1 ou vice-versa (Figura 4.6). Isto faz com que haja
uma alteracdo em uma das varidveis de projeto contida em um dos cromossomos. Pode-se
afirmar que este operador genético € responsavel pela busca em outro local diferente do atual
minimo em que se encontra. Isto auxilia o algoritmo a aumentar a regido de busca e

conseqiientemente evita a permanéncia em um falso minimo local.

1111100000 1111100000
1010101100 1011101100
1010101110 |::> 1010101110
1101101010 1101101010

Figura 4.6 - Detalhe da mutagao na matriz populacao.

4.2.6 Proéxima geraciao

ApO6s a realizacdo de todos os passos descritos, forma-se entdo a proxima geracdo. Esta

nova geragdo estard entdo composta pelos melhores pais e seus respectivos filhos. A repeti¢ao
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destes passos resultard em um conjunto de cromossomos cada vez mais préximos de um
individuo melhor. Todo o processo sera repetido até obter um nimero maximo de iteragdes ou a

convergéncia. Algumas variacoes do AG e outros operadores t€m sido propostos na literatura.

4.3 Proposta de um procedimento AG + MEC para identificacio de formas e topologias
otimas
Um dos objetivos deste trabalho consiste na aplicagdo dos algoritmos genéticos como
método de busca na solucdo de problemas de otimizacdo topoldgica. O cdédigo do AG foi
desenvolvido em ambiente Matlab (2004) conforme literatura (Goldberg, 1989 e Cerrolaza et al.,
2000). O uso de AG sugere a possibilidade de uso uma distribuicao inicial aleatdria de furos
(bolhas), que apds o processo de otimizagdo se agrupariam em areas de menor eficiéncia. Esta é
essencialmente a idéia que se pretende investigar nesta proposta. O padrao de disposicao final
destas bolhas, portanto, deve sugerir uma topologia, ou seja, onde houver concentracdes das
bolhas, sugere-se a retirada de material (Figura 4.7). Este procedimento se reveste de alguma
originalidade, e é uma das contribui¢des do presente trabalho, embora inspirado no método das

bolhas.

100°C

0°C

100°C

E>J

Figura 4.7 - Otimizagao topoldgica utilizando AG.




43

E sabido que os algoritmos genéticos devido a sua natureza combinatéria apresentam um
elevado custo computacional, o que faz com que Métodos de dominio como Elementos de
Contorno sejam os mais indicados a serem combinados a este tipo de algoritmo na solucao de
problemas de otimizagdo. Uma das grandes vantagens desta unido que o MEC proporciona esta
no fato de que em um processo de otimiza¢do nao hd a necessidade de remalhamento, como
ocorreria com o MEF, por exemplo. E esta vantagem que justifica o uso do MEC no contexto do
presente trabalho. Mesmo assim, alguns cuidados devem ser tomados em relacdo ao AG para que
haja um aumento em sua eficiéncia. Durante um processo de otimizacdo, surgem restri¢oes
impostas ao problema, o que faz com que hajam penalizacdes. Para algoritmos genéticos as
penalizacdes sdao um dos fatores que mais contribuem para o aumento do custo computacional,
pois forca o descarte de cromossomos diminuindo a probabilidade de originar novos individuos
provenientes da combinacdo entre eles. Outro aspecto é o tamanho dos strings de bits: quanto
maior o ndmero de bits, menor a eficiéncia do algoritmo devido a sua natureza combinatéria. A
idéia consiste em diminuir o tamanho dos cromossomos, sem diminuir a quantidade de
informacdes que estes carregam sobre cada individuo. Quando se implementa um cédigo de AG,
a principio este é bdasico, simples e com inimeras restricdes quanto a sua aplicagdo, com o
decorrer do tempo, implementa-se algumas idéias para permitir a expansao e o aumento da

efici€ncia deste codigo.

Nas implementacdes iniciais da metodologia proposta, os operadores do AG
(pareamento, mutacdo) manipulavam somente varidveis de projeto com ndmeros inteiros. As
variaveis de projeto sdo compostas pelas coordenadas das bolhas e os seus respectivos raios. Foi
aplicada uma funcdo penalidade que era responsavel pelo descarte dos cromossomos que
contivessem uma ou mais das varidveis de projeto que violasse as seguintes restricdes (Figura

4.8):
- Sobreposicao de bolhas;

- Limite de aproximagdo entre contornos externos das bolhas, evitando problemas de

singularidade;
- Valores de coordenadas que posicionavam as bolhas fora do dominio em estudo;

- Limite do tamanho dos raios das bolhas, evitando a violacdo de qualquer uma das

restri¢des citadas nos itens acima ou o desaparecimento das mesmas.
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'Y ®

(a) Sobreposi¢do de bolhas (b) Aproximacgao dos contornos

(¢) Posicionamento fora do dominio (d) Limite de tamanho excedido

Figura 4.8 — Tipos de restri¢des.

Os algoritmos genéticos por sua natureza combinatéria sdo conhecidos por seu elevado
custo computacional e todo o esforco para reducdo de penalizacdes durante o processo de
otimizacdo € valido e de fundamental importancia. Com a aplicacdo a problemas com grande
quantidade de bolhas (grande nimero de varidveis) surgiu a necessidade de diminuir o ndmero
de bits a serem manipulados pelo AG, para tanto foi implementado uma matriz de chaveamento
(Figura 4.9), (Wang e Tai, 2005). Neste método o AG deixa de ter como varidveis de projeto as
coordenadas e simplesmente passa a manipular a existéncia ou ndo dos furos. E importante
salientar que neste ponto os tamanhos das cavidades ndo sofrem alteracdo, mas o custo
computacional € reduzido significativamente. Outro ponto a favor estd no fato de que o AG pode
ser ajustado para trabalhar com o volume de retirada de material varidvel ou fixo.
Evidentemente, a forma e o tamanho dos furos deve se ajustar ao dominio inicial para evitar a

formacao de reforcos intermedidrios muito expressivos.
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Figura 4.9 — Passos da decodificacdo da matriz de chaveamento.

Os resultados obtidos com esta metodologia estdo apresentados e discutidos no Capitulo
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5 RESULTADOS NUMERICOS - AG + MEC

Neste capitulo sdo apresentados resultados obtidos com o uso da metodologia apresentada
na secdo 4.3, aqui denominada AG+MEC. Os problemas resolvidos sdo casos de condugdo de
calor em sdélidos isotropicos sem a presenca de fontes de calor. A funcdo custo € definida para

cada problema apresentado e os parametros de entrada do AG estao listados em um vetor

populacaoinicial
tamanho da populacdo

}/ =
Crossover

mutacio

para cada caso. Através dos resultados que serdo apresentados serd possivel verificar evolucao
do codigo até que se torne o mais genérico possivel a medida que novos exemplos eram
propostos. Uma especial atencao foi dispensada a diminui¢do do custo computacional, principal

desvantagem dos AG.

5.1 Trocador de calor com uma cavidade

Este caso serd utilizado para verificar se e como uma cavidade circular de raio fixo,
inicialmente locada em uma posicdo aleatoria (Figura 5.1) migra para o centro do dominio
circular, uma vez que a topologia 6tima corresponde a um tubo circular com solug@o analitica
bem conhecida (Arpaci, 1990). As condicdes de contorno utilizadas sdo I'p; = 100°C para o
contorno interno e I'p, = 0°C para o contorno externo. A condutividade térmica foi definida
como unitdria. O raio da cavidade ¢ 1 m enquanto que o raio do dominio é 32 m. Foram
utilizados oito elementos lineares descontinuos para gerar a malha do contorno externo e oito
elementos para o contorno interno. As varidveis de projeto sdao as coordenadas de centro do furo.
A func@o custo utilizada foi definida como a média do fluxo de calor dos elementos do furo,

F =q,—Xq,/n, , sendo g, o fluxo de calor analitico na parede do furo, e f =ZXgq,/n, é a média
do fluxo de calor calculado pelo MEC. Foi empregado ¥ = {32,32,0.3,5%} .
A Figura 5.2 mostra trés posi¢Oes intermedidrias do furo durante o processo de

otimizacdo. Neste exemplo valor do fluxo interno é g, = 14.0817 W/m?, o qual foi obtido na

décima geracdo. A evolugdo do custo estd apresentada na Figura 5.3.
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Sentido de
integracao

™~

1—1De
() (b)

Figura 5.1 — Exemplo 5.1: (a) Condicdo de contorno, (b) discretizagdo do dominio.

GRONC

Geragdo 2 Geragdo 6 Geragao 10

f:

14.0052 W/m? f£=14.0701 W/m? £=14.0817 W/m*

Figura 5.2 — Solucdes intermedidrias para o exemplo 5.1.

0.2

0.15

0.1

0.05

Geragodes

Figura 5.3 — Evolucdo da func¢do custo para o exemplo 5.1.



48

5.2 Trocador de calor com duas cavidades

Este caso € similar ao apresentado no primeiro exemplo, e foi utilizado para verificar a
capacidade do método proposto convergir para a solucdo analitica quando mais de um furo é
inserido no dominio original. A Figura 5.4 - a representa as condi¢des de contorno enquanto que
na Figura 5.4 - b mostra a discretizacio empregada com dezesseis elementos lineares
descontinuos para o contorno externo e oito elementos para os contornos internos. Nesta etapa as
varidveis de projeto sdo responsdveis pela informacdo das coordenadas dos furos e de seus
respectivos raios. Neste exemplo ocorre uma grande combinagdo simultanea de penalidades
impostas ao problema a ser otimizado: singularidade, sobreposicdo, posicionamento das

cavidades fora do dominio da peca e limite do tamanho do raio. Os parametros de otimizacao
utilizados neste caso sio y={128,64,0.4,4%}. Na Figura 5.5 é possivel acompanhar a

evolucdo dos furos dentro do dominio, e € interessante notar a variagao do raio dos furos durante
as geracoes, mostrando que no processo hd uma tentativa de ao final suprimir um dos furos. A
evolugcdo do custo (a mesma do caso anterior) estd apresentada pela Figura 5.6 e nenhuma
reducdo do custo foi obtida apds a 13° geracdo, mas o valor obtido para o fluxo foi muito

préximo ao da solucdo analitica, conforme apresentado no exemplo anterior (14.0814 W/m?).

Sentido de
I, 9 8 ; integragéo

(a) (b)

Figura 5.4 - Exemplo 5.2: (a) Condicao de contorno, (b) discretizacdo do dominio.
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OOOE

Geragdo 1 Geragio 3 Geragio 5 Geragdo 13
f=137144W/m*  £=13.9352 W/m’ £=14.0447 W/m® £=14.0814 W/m>

Figura 5.5 - Solugdes intermedidrias para o exemplo 5.2.

Evolugéo do custo

Geragoes

Figura 5.6 — Evolugdo do custo para o exemplo 5.2.

5.3 Trocador de calor com trés cavidades

z

A abordagem deste caso € semelhante aos dois primeiros exemplos apresentados
anteriormente (geometria e condi¢cdes de contorno), porém desta vez com trés furos circulares
dentro do dominio. A condutividade térmica foi definida como unitdria. O objetivo da
otimizacdo consiste em encontrar a posi¢ao dos furos de maneira a gerar um fluxo ¢, = 14.0817

W/m?, o qual corresponde a solucdo analitica de um tubo circular com raio interno 3 m. Os

parametros utilizados sao 7/={50,16,0.2,5%}. Uma restricdo foi imposta em relagdo ao

tamanho minimo dos furos com o objetivo de evitar problemas numéricos. A Figura 5.8 ilustra a
topologia resultante para algumas geracdes. A funcdo custo esta apresentada na Figura 5.9. A
solucdo para a geracdo 50 é dada por um furo principal de raio 3 m centrado na posicao (35,26).
Este furo é quase coincidente com aquele utilizado para calcular a fun¢@o objetivo. O segundo

furo possui raio de Im (tamanho minimo permitido) e estd posicionado na coordenada (28,20). O
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terceiro furo de mesmo raio estd posicionado na coordenada (25,26). O fluxo obtido para a

geracdo 104 é de 13.37902 W/m?, estando muito préximo daquele calculado na solucdo analitica.

Sentido de
integracao

(@) (b)

Figura 5.7 - Exemplo 5.3: (a) Condicdo de contorno, (b) discretizagao do dominio.

DS

Geracao 1 Geracgao 2 Geracdo 3 Geracao 4 Geragao 11
Geracdo 25 Geracdo 26 Geracao 43 Geracao 47 Geracao 50

Figura 5.8 — Solucdes intermedidrias para o exemplo 5.3.
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u} ] 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
Generations

Figura 5.9 - Evolugao da fung¢ao custo para o exemplo 5.3.

5.4 Trocador de calor com cavidade convexa

Este exemplo tem como objetivo encontrar a forma 6tima e a localizacdo de cavidades
convexas definidas por segmentos dentro do dominio, conforme Figura 5.10 - a. Novamente, foi
utilizada a transferéncias de calor em um tubo circular, com didmetro externo e interno de 32 m e
15 m, respectivamente. Foram utilizados dezesseis elementos lineares na malha externa,
conforme Figura 5.10 (b). A malha interna foi gerada automaticamente, sendo que cada
segmento foi dividido em um determinado nimero de elementos, quando necessario, de maneira
com que cada um destes resulta-se no mesmo tamanho dos elementos da malha externa. A

funcdo objetivo foi a mesma utilizada nos exemplos anteriores. Foi empregado

y=1{100,64,0.3,4%} .

Sentido de

I' . ~
integragéo

/ 1z =0°C

(a) (b)

Figura 5.10 — Exemplo 5.4: (a) condicdes de contorno, (b) discretizacdo do dominio.
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Na Figura 5.11 apresenta-se o histérico de evolugdo do processo de otimizagao para este
caso. A medida que o custo aproxima-se do valor desejado hd uma tendéncia em posicionar a
cavidade no centro do circulo. A forma gerada quando o processo foi parado ndo € exatamente

circular, apesar da boa convergéncia da fun¢ao custo (Figura 5.12).

O000C

Geraciao 1 Geracio 3 Geracdo 5 Geracao 6 Geracao 10
Geracgao 13 Geracgao 17 Geragao 40 Geracao 60 Geracgao 70

Figura 5.11 — Solug¢des intermedidrias para o exemplo 5.4.

Evolucao do custo

Geracodes

Figura 5.12 — Evoluc¢ao da funcdo custo para o exemplo 5.4.

5.5 Placa condutora
Para este exemplo considerou-se uma placa de dimensdes de 6 x 6 unidades com duas

fontes de calor com temperatura de 100 °C e uma terceira condi¢ido de contorno com temperatura
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igual a 0 °C (Figura 5.13). Os demais elementos que ndo estdo assinalados em negrito foram
considerados com valor de fluxo prescrito nulo. A fun¢@o objetivo € calculada em um ponto

interno onde se obtém o valor do fluxo. A constante de condutividade usada € k = 263 W/m°C.

u=0°C

_I 18 17 16 15 _14 13
Sentido de 19 12
integracdo 20 11
21 10

8]

22 9
23 8
|_ 24 7

1 2 3 4 5 6

u=100°C
(a) (b)

Posicdes possiveis para posicionar as cavidades dentro do dominio

& Ponto interno para célculo da fungéo objetivo

Figura 5.13 — (a) Condi¢des de contorno. (b) Posi¢des possiveis de locagao dos furos e
discretiza¢do do dominio.

Foram colocadas aleatoriamente seis bolhas dentro do dominio, que com a evolucdo do

algoritmo genético espera-se caracterizar a melhor topologia para otimizar a transferéncia de
calor. Os parimetros genéticos foram ajustados em ¥ ={50,16,0.3,3%} . A Figura 5.13 - b para

os exemplos mostra todas as possiveis posi¢des para posicionar as cavidades dentro do dominio.
A Figura 5.14 apresenta a evolugdo da fungdo custo enquanto que a Figura 5.15 ilustra aos
mapas de temperatura e fluxo para o resultado final (obtido apés 49 geracdes). Para calcular
estes mapas foram utilizados os valores dos pontos internos dentro do dominio, o que explica a
ilustracao de cavidades quadradas. Analisando os mapas fica claro que a distribui¢do 6tima das

cavidades é simétrica em relacdo a diagonal da placa com as temperaturas prescritas. Desta

maneira, o efeito das cavidades na transferéncia de calor o longo da diagonal estd maximizado.
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Figura 5.14 — Convergéncia da funcao custo para o exemplo 5.5.

Distribui¢io de temperatura [°C]

( )
()

®
()

100

50

40

30

20

10

o

Fluxo [W/m?]

(0
()

O

L

Figura 5.15 - Mapas de temperatura e fluxo para o exemplo 5.5.

5.6 Placa condutora (V invertido)
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Para este exemplo foi considerado uma placa de dimensdes de 6 x 6 unidades com duas

fontes de calor com temperatura de 100°C e uma terceira condicdo de contorno com temperatura

igual a 0°C (Figura 5.16). Os demais elementos que ndo estdo assinalados em negrito foram

considerados com valor de fluxo prescrito iguais a zero. A fungdo objetiva foi calculada com

base em trés pontos internos, onde seriam calculados os seus respectivos fluxos. A constante de

condutividade foi de k = 263 W/m°C e y = {50,32,0.3,3%}. Foram colocadas aleatoriamente

seis bolhas dentro do dominio, que com a evolugao do algoritmo genético irdo caracterizar a

melhor topologia para a transferéncia de calor. O contorno foi discretizado com 24 elementos
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lineares descontinuos, o qual esta representado conforme Figura 5.16 - b, ainda na mesma figura,

estd esquematizado as possiveis posi¢cdes para posicionar as cavidades dentro do dominio.

u=0°C
18 17 16 _15_14_ 13
o o o
W Sentido de 19 12
integragao
Pontos internos 20 11
21 10
22 9
23 8

I_ _I 24 1
u=100°C u=100°C

(a) (b)
Posicoes possiveis para posicionar as cavidades dentro do dominio

° Ponto interno para calculo da funcao objetivo

Figura 5.16 — Condig¢des de contorno para o exemplo 5.6.

A evolugdo da funcdo custo normalizada esta apresentada na Figura 5.17. Pode ser
observado que aproximadamente apds 60 geracdes ndo ocorre uma convergéncia. A topologia
resultante estd ilustrada na Figura 5.18. Também na mesma figura apresenta-se a distribuicao de
temperatura e fluxo, obtidos em pontos internos, o que explica a ilustracdo de furos com forma
quadrada. As cavidades resultaram em uma configuracdo topoldgica quase simétrica (a
disposi¢do simétrica ndo € atingivel neste caso por se empregar um numero impar de pontos

internos na direcdo horizontal) e estdo locadas em zonas onde o fluxo é minimo.



56

[ [ [
| | |
0 P R — .
| | |
0 P R — .
| | |
094 - R b I
2 | | |
(2] | | |
B 092 b - - - s m e m e P R -
3 09 . - l
,8 chY—— T T T T T G T T \7 T
gﬂ | | |
2 088 - - - - - e  EREEEEEEEEE SRR EEEEEE -
Lﬁ | | |
08+-----—-—--"-"-"——“"| =" =~ -~ -« - b b - [
| | |
1 O oo o
| | |
-] i O P S e e o
l l l
0.8 | | |
150 200 250
Geragdes
Figura 5.17 — Convergéncia da funcdo custo para o exemplo 5.6.
. . .~ 2
Distribuicdo de temperatura  [°C] Fluxo [W/m?]
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y
| 1169€
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Figura 5.18 — Mapa de Temperatura e fluxo para o exemplo 5.6.

5.7 Molde de compressao

Este exemplo, ja estudado anteriormente por Barone e Caulk (1982) e por Lee e Cho
(1995), o objetivo consiste em determinar a posi¢do Otima das resisténcias em um molde de
compressdo (Figura 5.19). O material a ser moldado é um polimero. O molde é aquecido por
condutores de calor localizados em seu interior, denominados por resiténcias ou heating lines. Se
a temperatura na superficie da cavidade do molde ndo for uniforme, o polimero nio sera curado

uniformemente, aumentado assim o tempo de cura. A funcdo objetivo consiste na maximizacao
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da temperatura na superficie da cavidade AB, de modo que a temperatura nesta regido seja a
mais uniforme possivel. Sdo analisadas trés situacdes, sendo consideradas duas, trés e quatro
resisténcias dentro do molde. As condi¢cdes de contorno s@o mostradas conforme Figura 5.19. A
condutividade térmica do material do molde é de 50 W/m°C. O didmetro das resisténcias € de
0.02 m e sua temperatura estd prescrita em 150°C. Foram utilizados quarenta e oito elementos
descontinuos lineares para modelar o molde, levando em conta a sua simetria. A escala de
possiveis coordenadas para posicionar as resisténcias dentro do dominio nas direcdes x e y sdo
(0.05..9.95) e (0.05..3.95), respectivamente, com passo de 0.05 m em ambas as direcdes. As

posicdes iniciais das resisténcias foram geradas de maneira aleatdria.

Linha de centro

1m :
f i
0.4 m !
4 E 7 2
| 0.76 m '
! ;
(@)
Linha de centro
u = 80°C
q:01 W/m2 . ) | q=0W/m2
—~—Superficie da cavidade ;
q=0.01 W/m? q=0.51 W/m® |
A B
(b)

Figura 5.19 — (a) Esquema de um molde a compressao. (b) Condicdes de contorno.

A funcao objetivo estd definida pela seguinte integral no contorno:

judS

=48 _____ T 5.1
¢ 5 d (5.1)

A qual pode ser expressa em termos de varidveis no contorno:
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n

Z“i
p=

1
n

T, (5.2)

sendo n o ndmero de nés fisicos ao longo da linha AB.

A equagdo (5.2) € utilizada para minimizar a diferenca entre a temperatura prescrita na

cavidade do molde e o valor prescrito de temperatura 7,, ao longo da linha AB.

a) Duas resisténcias: Neste caso o molde possui duas resisténcias, inicialmente
localizadas conforme a Figura 5.20 - a sendo os parametros genéticos ajustados em
y=1{128,64,0.4,3%} . A Figura 5.20 - a e a Figura 5.20 - b comparam o design inicial e 6timo,

respectivamente. A Figura 5.21 apresenta a distribui¢do de temperatura ao longo da superficie

AB para ambas as configuracoes.

pP,*®

Pl. PZ. P].
| * | x

A B A B
P;=(0.90,0.15) P,=(0.45, 0.20) P, =(0.85,0.05) P,=(0.45,0.05)

(a) (b)

Figura 5.20 — Molde de compressdao com duas resisténcias. (a) Configuracao inicial. (b)
Configuracao otimizada.

A Figura 5.22 apresenta evolugdo da func¢do custo normalizada conforme a equacgdo

apresentada abaixo.

Custo = ﬂ (5.3)
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Topologia inicial - Duas linhas de calor
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Figura 5.21 — Molde de compressao com duas resisténcias. Distribui¢do da temperatura ao
longo da superficie da cavidade (AB).
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Figura 5.22 — Convergéncia da funcdo custo para molde de compressao com duas resisténcias.
b) Trés resisténcias: Com o objetivo de obter uma distribuicio mais uniforme de
temperatura ao longo da superficie da cavidade, foram consideradas trés resisténcias neste
exemplo, com 7/={128,64,0.4,3%} representa 0os parametros genéticos utilizados neste

exemplo. A Figura 5.23 - a e Figura 5.23 - b compara os designes inicial e 6timo. Como

esperado, o algoritmo locou com sucesso as resisténcias bem proximas a superficie do molde,
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conforme mostrado na Figura 5.24 - b. A Figura 5.24 mostra a distribuicdo de temperatura ao
longo da superficie da cavidade AB para ambas configuracdes. Claramente, a distribuicdo de
temperatura resultante ¢ mais uniforme do que aquela obtida com duas resisténcias. Ao mesmo

tempo a média de temperatura resulta maior do que aquela obtida com duas resisténcias.

IR 'R
p, ®
Ps P P
P, o 1 2
i Ps e 2 | x i 0 0 L
A B A B
P;=(0.85,0.35 P,=(0.95,0.1) P, =(0.60,0.05) P,=(0.85,0.05)
P;=(0.50, 0.05) P; =(0.35, 0.05)
(@) (b)

Figura 5.23 - Molde de compressao com trés resisténcias. (a) Configuracao inicial. (b)
Configuracio otimizada.

Topologia inicial - Trés linhas de calor
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Figura 5.24 : Molde de compressao com trés resisténcias. Distribuicdo da temperatura ao longo
da superficie da cavidade (AB).

A evolugdo da funcdo custo normalizada pela equagdo (5.3) é apresentada segunda a
Figura 5.25. E importante notar o incremento no nimero de geracdes, devido ao baixo nimero

de individuos utilizados na populagao.
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Figura 5.25 - Convergéncia da func¢do custo para molde de compressao com trés resisténcias.

(c) Quatro resisténcias: Para efeito de comparagdo, foi proposto outro design, porém

desta vez com quatro resisténcias dentro do molde. Os parametros genéticos usados foram
y=1{600,500,0.4,5%} . A Figura 5.25 - a e Figura 5.26 - b mostram a configuraco inicial e a
final obtida. A Figura 5.26 - b mostra uma das resisténcias muito proximas ao ponto A, com o

objetivo de eliminar os fluxos de temperatura em torno do ponto, conforme apresentado na

Figura 5.20 - b e Figura 5.23 - b.

A YA
p,*® P
Pl ie P2 Pl P4 P3
d P, ° ° ° °
f = X } - X
A B A B
P, =(0.60,0.10) P,=(0.95,0.20) P, =(0.65,0.05) P,=(0.25,0.05)

P;=(0.90,0.30) P4=(0.45,0.35) P3=(0.95,0.05) P4=(0.45,0.05)

(a) (b)

Figura 5.26: Molde de compressdo com quatro resisténcias. (a) Configuracao inicial. (b)
Configuracao otimizada.

A distribuicdo de temperatura na superficie da cavidade € apresentada na Figure 13 para a
distribuicdo de temperatura inicial e otimizada. A Figura 5.28 apresenta a evoluc¢do da fungao
custo normalizada. Dos trés casos analisados (2,3 e 4 resisténcias) fica claro que quanto maior o
nimero de fontes dentro do dominio melhor a distribuicdo de calor. Com este caso foi

demonstrado que € possivel determinar a posicdo exata para posicionar as resisténcias, obtendo
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assim um processo de cura bem mais uniforme do material que estd sendo moldado. Este € um

exemplo simples e muito funcional, do ponto de vista de engenharia, para uma aplicacao pratica.
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Figura 5.27 - Molde de compressdao com quatro resisténcias. Distribuicdo da temperatura ao
longo da superficie da cavidade (AB).
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Figura 5.28 — Convergéncia da funcio custo para molde de compressao com quatro
resisténcias.
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5.8 Trocador de calor — Matriz de chaveamento

Este exemplo consiste de um dominio circular com 32 m de didmetro externo (Figura
5.29). A temperatura externa do dominio circular estd prescrita em 0 °C, enquanto que a
temperatura nos furos € de 100 °C. A condutividade térmica foi prescrita em k = 1 W/m°C.
Foram definidas vinte e cinco posicdes possiveis para abrir ou fechar as cavidades dentro do
dominio circular. Um ndmero inicial de furos foi definido aleatoriamente, conforme haja uma
evolucdo da fun¢do custo o AG € responsavel por abrir ou fechar as cavidades. O objetivo desta
otimizacdo consiste em resultar em um tnico furo no centro, obtendo um fluxo g, = 14.08 W/mz,

o qual corresponde a solucdo analitica de um tubo circular de raio interno 3 m. Os parametros de
entrada para o AG sido ¥ =1{32,32,0.4,2%}. A Figura 5.30 ilustra a topologia resultante para

algumas geracdes. A evolucdo da fungdo custo esta apresentada na Figura 5.31. O fluxo obtido

na geracdo 23 é de 14.05 W/m?, estando muito préximo ao calculado pela solucdo analitica.

=0° 9 8
[, =0°C 10 7 Sentido de
integracao
11
12 S
13 4

16 1

(a) (b)

Posicoes possiveis para posicionar as cavidades dentro do dominio.

Figura 5.29 — Trocador de calor: (a) Posi¢des possiveis para posicionar os furos. (b)

Discretizag@o do contorno.
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Geragao =4

Geragao =12 Geracao = 16 Geracgao =20 Geragdo =23

@ Cavidade aberta
O  Cavidade fechada

Figura 5.30 — Evolugao do processo de otimizagdo para o trocador de calor.

Evolucéo do custo

Geragbes

Figura 5.31 — Trocador de calor: convergéncia da funcao custo.
5.9 Placa em V — Matriz de chaveamento

Este exemplo refere-se a uma placa quadrada condutora de calor de dimensdes 9 x 9 m,

submetida as condicdes de contorno apresentadas na Figura 5.32 - a. A condutividade térmica
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esta ajustada como k = 1 W/m°C e os parametros genéticos foram ajustados com
14 ={128,64,0.4,3%}. Foram utilizados trinta e dois elementos lineares descontinuos na

discretizagdo do contorno externo. As posi¢des indicadas na Figura 5.32 -b sdo as possiveis
posic¢des para as cavidades. As cavidades possuem forma quadrada, e estdo discretizadas por oito
elementos lineares descontinuos. O contorno das cavidades € considerado isolado. O niimero de
cavidades foi definido em oito e permanecem constantes durante o processo de otimiza¢do com o
objetivo de remover uma fracdo de volume constante (32%). A fun¢do custo esta definida como
a diferenca entre o trabalho externo do dominio original e o trabalho externo da solucao atual.

Isto permite a remocao de material onde a densidade da energia interna € menos significante.

—_— 24 23 2221 20 19 18 17
Sentido de
integracao
= -
u=100°C u=100"°C
(a) (b)

Figura 5.32 — Placa em V — Matriz de chaveamento: (a) condi¢des de contorno. (b) Posi¢oes
admissiveis dos furos.

Foi desenvolvido um filtro especialmente para eliminar cavidades dispersas, as quais
poderiam gerar configuracdes de microestrutura. Este filtro permite a criagdo de uma nova
cavidade na vizinhanca de uma j4 existente. A Figura 5.33 apresenta um exemplo de uma

topologia indesejavel e sua nova disposicao depois da a¢do do filtro.

BN B0
| Imim BRI
OOo0Od Eﬁ ]
BOEC W0
OO0 B0

Figura 5.33 - Filtragem da criag@o de cavidades isoladas.
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A Figura 5.34 demonstra a evolu¢ao da topologia ao longo do processo de iteracdo

enquanto que a Figura 5.35 apresenta o histérico da evolugdo do custo.
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e
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Evolugdo do custo
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e
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e
w

Geragdo =25

Geracao = 121

Geracdo = 150

Geragao =200

Figura 5.34 — Solug¢des intermedidrias para o exemplo 5.10.
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Figura 5.35 — Evolucao da fung¢@o custo para o exemplo 5.10.

A Figura 5.36 apresenta uma comparagdo dos resultados obtidos com outra solugdo

obtida pelo MEC (Marczak, 2005). Estd claro que o algoritmo proposto estd apto a remover

material onde € menos necessdrio. Em um procedimento de otimizagdo estrutural totalmente

automatizado, a topologia final apresentada na Figura 5.36-a pode ser interpretada para gerar

projetos de engenharia.
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(a) (b)

Figura 5.36 — Comparagdo entre as topologias.

5.10 Molde de compressao

Este exemplo € similar ao apresentado no item 5.7 e suas caracteristicas como
dimensdes, condigdes de contorno e discretizagdo sdo reapresentadas conforme Figura 5.37. O
objetivo do exemplo anterior consistia em manter a distribuicdo de temperatura na aresta AB o
mais préximo possivel a 150 °C e foram testados resultados considerando 2, 3 e 4 resisténcias
dentro do molde, o que caracteriza um processo de otimizacao com restricao de volume. No caso
anterior as varidveis de projeto eram as coordenadas x e y das resisténcias. No exemplo atual o
mesmo caso serd considerado, porém, as varidveis de projeto passam a ser os valores da propria

matriz de chaveamento.

o o o o U=80°C g=01W/mz_
@) @) o
a=¢ O Q
o o N\ T, =150°C
© ©O ©c ©O q=051Wm* 1—2
q=0.01 W/m
O Linha de calor (b)
Superficie da cavidade
Fl m | E F E
N O »
o o o o © »
N\ 0.04m 5 « »
Al 0.6m ———— A Superficie da cavidade B D

G<—0.4m—| D
(a) ()

Figura 5.37 — Molde de compressao: (a) dimensdes do molde; (b) condi¢des de contorno; (c)
discretizac¢do do contorno.
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Neste topico trés casos serao estudados, sendo que no primeiro a fung¢do objetivo consiste
na obtencdo de um perfil de temperatura constante e para o segundo e terceiro caso o objetivo

esti em  obter um  perfil eliptico de distribui¢do de  temperatura
(T =-18.74 x> - 39.76 x> + 97.73 x + 106.1) através do arranjo das resisténcias dentro do

molde. Para o primeiro caso, o qual considera temperatura constante na cavidade do molde
foram determinadas 28 possiveis posi¢des das resisténcias dentro do dominio enquanto que para
o segundo caso, onde a distribuicdo de temperatura apresenta comportamento eliptico foram
consideradas 49 posi¢des dentro do dominio, Figura 5.38 - a e Figura 5.38 - b, respectivamente.
E importante salientar que neste caso ndo hd restricdo de volume, ou seja, o nimero de

resisténcias pode aumentar ou diminuir a medida que o processo evolui.

(a) . . ® . ®

(b)

©

Ll Ll

A B

Figura 5.38 — Numero de posi¢des possiveis para o arranjo das resisténcias: (a) 20 (b) 28 e (c)
49 posigoes.
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L)

Figura 5.39 - Topologia final obtida para 5 resisténcias.

[0 ] BANIBISdWS)

aresta A-B

Figura 5.40 — Ajuste da curvas de temperatura calculada pelo MEC a 150°C.
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Figura 5.41 - Evolucao da funcdo custo para o caso do molde considerando 20 possiveis posicoes

para as resisténcias.

(b) 28 possiveis posicoes para as resisténcias: A Figura 5.42 apresenta a topologia final obtida e

¢ importante relembrar que neste exemplo trabalha-se sem restricdo de volume. Neste caso é

importante salientar que a disposi¢do final das resisténcias, proximas do ponto A encontram-se

afastadas. Proximo ao meio da aresta AB as resisténcias se aproximam para obter um aumento

de temperatura e logo em seguida se afastam para reduzir a mesma. Este movimento das

resisténcias satisfazem a funcao objetivo, a qual estd apresentada na Figura 5.43. Na Figura 5.44

apresenta-se a evolucio da funcdo custo para este caso e convém ressaltar que na 12° geracao,

encontrou-se uma disposicdo das resisténcias que satisfaz a fung¢do objetivo de maneira

satisfatoria.

Figura 5.42 — Topologia final para o caso (b).
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Figura 5.43 — Ajuste de curvas: temperatura calculada pelo MEC e a polinomial.
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Figura 5.44 — Evolucao da fung¢@o custo para o caso do molde considerando 28 possiveis

éncias.
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7z

(c) 49 possiveis posicoes para as resisténcias: Este caso € semelhante ao caso
apresentado em (b), porém o nimero de posi¢cdes possiveis para posicionar as resisténcias foi
aumentado para 49, para permitir uma maior flexibilidade para o algoritmo genético ajustar e

satisfazer a func¢ao objetivo.

1 1,

A

Figura 5.45 — Topologia final para o caso (c).
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Figura 5.46 - Ajuste de curvas: temperatura calculada pelo MEC e a polinomial.
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Figura 5.47 - Evolucdo da funcio custo para o caso do molde considerando 49 possiveis
posicdes para as resisténcias.

Em especial aos casos (b) e (c), onde ajustou-se o AG para trabalhar sem restricio de volume,
obteve-se uma diferenca no numero final de resisténcias na topologia 6tima dos respectivos
exemplos. Para o caso (b), a topologia 6tima foi determinada com 9 resisténcias enquanto que
para o caso (c) a topologia ideal apresentou 7 resisténcias. Entdo, quanto maior a natureza
combinatoria das resisténcias dentro do molde, melhor serd o perfil de temperatura buscado e
mais econdmico o processo de cura, devido a maior eficiéncia na distribuicdo de temperatura

com um ndmero menor de resisténcias.

5.11 Comentarios adicionais sobre algoritmos genéticos

Neste capitulo foram apresentados exemplos numéricos resultantes do emprego do AG
como método de otimizagdo e do MEC como método numérico para solucionar problemas de
condugdo de calor em sélidos isotropicos. Também foi possivel verificar, através dos exemplos
apresentados, a aplicabilidade das diversas ferramentas implementadas como nimero de furos

variavel e matriz de chaveamento.

Em particular, o uso de uma matriz de chaveamento como a proposta, elimina a
necessidade do AG lidar com penalizagdes como os que ocorrem no gerenciamento de distancia

entre cavidades, sobreposi¢cdo de cavidades e cavidades fora do dominio. O uso de penalidades
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faz com que haja um aumento no descarte de muitos individuos até que a populacdo seja
reduzida drasticamente e por conseqiiéncia um elevado custo computacional. O sistema
representativo através da matriz de chaveamento, além de diminuir o nimero de varidveis de
projeto e o comprimento dos cromossomos, também possibilitou a retirada de material e
posteriormente a reposi¢ao deste em um mesmo local do dominio. Desta forma, o emprego de
AG como otimizador passa a ser vidvel. Mais importante ainda, a matriz de chaveamento ndo se
caracteriza, portanto, como um método hard-kill (Sigmund e Peterson, 1998) de remocdo de
material e contribui significativamente na reducdo do custo computacional. A proposta aqui
implementada desempenhou satisfatoriamente tanto em caso simples (como o trocador de calor)
como em problemas mais elaborados (como o caso de condutor de calor em forma de V

invertido).

Também € importante salientar que o AG exige um grande esforco computacional por sua
natureza combinatéria, porém, com a evolugdo tecnoldgica, computadores mais robustos e
técnicas de paralelizacdo s@o muito empregadas nos dias atuais, o que faz com que ndo haja
empecilho na implementacdo de AG + MEC para problemas com maior nimero de varidveis de
projeto. Os AG apresentam um atrativo a problemas de alto nivel de complexidade, pelo simples
fato de nao necessitar de qualquer outra informacao além da fun¢ao objetivo, o que dificultaria
muito aos métodos de otimizagdo tradicionais que necessitam da informacdo do gradiente da
funcdo objetivo (condi¢do necessaria e suficiente). A presenga do operador genético mutagdo que
realiza uma varredura completa em busca do minimo global evita a estagnagdo do programa em

um falso minimo.
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6 ANALISE DE SENSIBILIDADE A MUDANCA DE TOPOLOGIA

Existem duas grandes areas que tratam de determinar a geometria 6tima de um dominio em
estudo: Otimizacdo de Forma e Otimizacdo de Topologia. Nestes tipos de otimizagdo o objetivo
consiste em determinar a geometria 6tima que satisfaca as restricdes, minimizando uma fungao
custo. Uma maneira de se obter tanto a forma quanto a topologia 6tima consiste no emprego da

andlise de sensibilidade topoldgica.

A andlise de sensibilidade topoldgica resulta em um escalar, definido como derivada
topoldgica, a qual fornece a sensibilidade da funcdo custo para cada ponto do dominio em
estudo, quando um pequeno furo € criado ali. Uma forte caracteristica da derivada topoldgica
estd em sua elevada complexidade matematica o que resulta em uma contribui¢do gradual por
parte de alguns pesquisadores. Garreau et al. (1998), propuseram o método do dominio truncado
para o célculo da derivada topoldgica. Este método emprega varias hipéteses simplificadoras,
entre elas a utilizacdo somente de fun¢des custo, que ndo dependiam explicitamente do dominio.
Neste caso, ao adotar-se a energia potencial total como funcdo custo, o método do dominio
truncado resultava em valores incorretos, pois a derivada topoldgica se anulava em todo o

dominio.

Posteriormente surgem os trabalhos de Sokolowski e Zockowski (1999) e Céa et al. (2000),
onde a derivada topoldgica foi calculada via andlise de sensibilidade de forma a mudanca de
forma. Nestes trabalhos os valores da derivada topoldgica resultavam corretos, mas
apresentavam uma severa limitacdo, somente poderiam ser empregados em problemas em que a
condicdo de contorno nos furos era Neumann homogénea. Condi¢des de contorno Neumann nao-

homogénea, Dirichlet e Robin ndo poderiam ser empregados.

Ainda neste contexto Garreau et al. (1998) e Garreau et al. (2001) afirmam que a andlise de
sensibilidade a mudanga de forma conduz a resultados incorretos quando utilizada no célculo da
Dr. Até este momento havia uma auséncia de prova matematica que estabelecesse a relacao entre
a Andlise de sensibilidade a mudancga de forma e a derivada topoldgica. Devido a auséncia de tal
prova matemadtica é que Garreau et al. (1998) afirma que apdés um furo ser criado, ndo € mais
possivel estabelecer um homeomorfismo entre 0 dominio perturbado e o nio perturbado, o que
resultava em solugdes incorretas. Isto significa que, como os dominios ndo possuiam a mesma

topologia, ndo era possivel construir um mapeamento continuo e inversivel entre eles.

Com uma nova contribuicao, Feij6o et al. (2002) propdem uma defini¢do alternativa a Dr,

onde um dominio inicialmente ndo perturbado apresenta um furo cujo raio tende a zero. Em seus
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argumentos, justificam que ao causar uma pequena perturbacdo (J,) ao raio, o furo sofre uma

expansdo. Segundo Feijéo et al.(2002) esta expansao nada mais seria do que criar o furo e a
partir dai poderia ser estabelecido um homeomorfismo entre os dominios. Surge entdo a tese de
Novotny (2003) em que o objetivo principal consistia em estabelecer uma prova matemaética
completa que fornecesse a relacio entre a Dy atual proposta por Feijéo e a convencional definida
por Garreau et al. (1998). Esta prova foi demonstrada e garantiu o homeomorfismo entre os

dominios.

Este trabalho tem por objetivo dar continuidade a linha de pesquisa no intuito de contribuir
para a aplicacdo da derivada topolégica em problemas de otimizacdo. Até o presente momento a
derivada topoldgica foi empregada utilizando-se o FEM para solu¢ao de problemas isotropicos
com auséncia de forcas de corpo. No contexto do presente trabalho, a anélise de sensibilidade via
derivada topoldgica serd aplicada a problemas de transferéncia de calor que serdo solucionados
através do MEC, considerando materiais ndo isotropicos e fontes de calor, tépico ainda ndo
explorado na literatura. Uma outra aplicacio serd na solucido de problemas de otimizacao multi-
critério, onde um dominio estara submetido a transferéncia de calor e massa simultaneamente,

assunto tratado no Capitulo 8.

6.1 Derivada Topologica

Seja um dominio ndo perturbado € e seu contorno I', ou seja, auséncia de cavidades no
interior deste e ou em sua fronteira (Figura 6.1). Ao sofrer uma perturbacdo a derivada
topoldgica € definida pela relacdo entre o dominio nao perturbado Q e a sua perturbagdo Q. apds

a abertura de um furo, Figura 6.1.

9p

(a) (b)

Figura 6.1 — Conceito original de derivada topoldgica. (a) dominio original. (b) dominio
perturbado (€2).
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Se define uma equacgdo de estado para Q e Q. e uma funcao custo ¥(.) para ambos. Seja

Y e Y, a fungdo custo para o dominio Q e €, pode-se definir a derivada topoldgica como:

D, () = lim Y2~V (&) ©.1)

-0 f(e)
sendo que f(¢) representa uma funcdo regularizadora negativa, dependente do problema, tal que

f(&) > 0 quando € - 0.

O problema em se trabalhar com a definicdo de Dy descrita na equacdo (6.1), ocorre
quando um furo € criado, pois ndo hd como estabelecer-se um homeomorfismo entre os Q e €.
Isto ocorre porque os dominios encontram-se em espagos topologicamente distintos, impedindo a

aplicacdo da Dy obtida sob forma convencional.

Feij6oo et al. (2002) contornaram este problema modificando a defini¢do original
fundamentando-se na idéia matemadtica de que ja exista um furo B, no dominio inicial. Sendo
assim, o dominio final seria obtido a partir de uma perturbacdo B... do furo .. Esta elegante
maneira de propor o problema permitiu que fosse preservado o homeomorfismo entre o dominio
inicial Q e o final €. A partir desta idéia proposta por Feijo et al. (2002), Novotny et al. (2003),
pressupde-se que um problema inicial ja contenha o furo Be, ou seja, partindo-se do dominio €.,
pode-se causar uma pequena perturbacdo de em Pe, originando o furo Pg; 5. Para o furo Pey s,

tem-se o seu contorno definido por Teys. = T WIB,, 5, , conforme a Figura 6.2.

E importante ressaltar que a derivada topolégica definida na equacio na equagio (6.1) ,
fornece apenas a informacao da sensibilidade da fun¢do custo a um aumento do furo, mas ndo a
sensibilidade do problema a criagdo do furo. Assim sendo, ndo se possui mais um indicativo se
um furo deve ser efetivamente criado, conforme a definicdo da equagdo (6.2). Por outro lado
entende-se que expandir um furo nada mais é do que crid-lo. Conforme mencionado
anteriormente, com esta nova definicdo da Dy houve a preservacdo do homeomorfismo entre os
dominios original e modificado. Até entdo ndo havia uma prova matemética da equivaléncia das
equacgdes (6.1) e (6.2). Fundamentando-se neste fato, Novotny (2003) demonstra uma prova

matematica completa que estabelece a relagdo e a equivaléncia entre ambas as equagdes.
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9B

(a) (b)

Figura 6.2 — Conceito de derivada em sua versdo modificada.

A nova defini¢do da Dy foi postulada da seguinte maneira:

l; (5&) = lim W(QE+5&') - W(QE)
! €20 f(Qs+5e) - f(QS)

(6.2)

6.2 A derivada topoldgica aplicada a equacao de Poisson

Neste presente trabalho apresenta-se um enfoque na aplicacdo da Dy para problemas
governados pela equacdo de Poisson. A equagdo da Dy para a equagdo de condugdo estaciondria

de calor em sélidos rigidos serd descrita aqui. Estabelece-se o problema direto como:

Encontre {u, | —kAu, = b} sobre Q

£

u, = u sobre I,
ou -
Sujeito a K- q sobre Iy
on
du,
k =h(u,—u.) sobre I
on

Onde:

na. B.7) = a(ug —58] + b’(k o, +58j + y(k L )j =0 (63
on on

Neumann Robin

Dirichlet
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A funcdo & leva em consideragdo o tipo de condicdo de contorno a ser prescrita nos furos

) ou )
a serem criados, sendo que os termos u, € £ referem-se a temperatura e o fluxo prescrito
n

no contorno do furo, respectivamente. Enquanto que u,, e h’ correspondem a temperatura e o

coeficiente de conveccdo no interior dos furos, respectivamente.

Admitindo como forma geral para a fun¢do custo a seguinte equagao:

j b, (,)dQ2, + j o (u (6.4)

sendo 7 um parametro de perturbacdo associado a velocidade de troca de forma, ou seja,
XT(X)=X+TV(X). A sensibilidade da funcdo custo em relagdo a perturbacdo 7 pode ser

derivada da deducao de Gateaux (Feijo et al. 2002, Novotny et al. 2003).

J ¥(Q,)- (]

dr

ar (O i

h(e, B.y)=0 sobre  df.
Desta maneira o problema pode ser reposto como:

Avalie i\y(g,) =0
drt

Sujeitoa a_(u,,n_)=1(n.) Vn, e B, V720
sendo:

a. uma forma bilinear continua e coerciva;
[, € um funcional linear continuo;

B, € o espaco admissivel das fungdes para o dominio perturbado Q.

a,(u.n,):= [kVu, -V1,dQ+ j hauo.dU+ [hfun,doA

Q, oA,
= jbnEdQ—jflﬂg jh jng 8A+7/jh u.1,doA
Q, r 0A.q,

Neste trabalho em particular a funcdo custo escolhida foi a energia potencial total
(P, (u,)=21a,(u,,u,)—1 (u,)) e como restri¢do a prépria equacdo de estado. A partir de agora

a equacdo (6.3) pode ser utilizada para obter-se os trés tipos cldssicos de condi¢cdo de contorno

nos furos.
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Neste caso a equagdo € particularizada com (a0 =0, B =1,y =0) e a Dy € obtida fazendo-

se o limite:

1

D, (X)=

ou ou 2
i f| e | gl Ze | _opu —ZGu. | dQ
e ) { (azj (anj ”f e"f”f} ‘

Qe

Ambos casos de Neumann devem ser considerados:

_ _ou,
q. m
_  ou,
qé‘ an

Para os casos homogéneos e ndo homogéneos, respectivamente.

2

=0

20,

com f'(&)=-7ze

=0 com f'(&)=-2mE

oQ

&

correspondentes para a Dy sdo (Feijo et al. 2002 e Novotny et al. 2003):

D (%)=

D,(xX)=—q,u

kVuVu —bu para xeQ

para xel

(6.5)

As expressoes

(6.6)

(6.7)

respectivamente. E importante salientar que as equagdes apresentadas acima sdo validas para

pontos do interior e contorno do dominio (xe QuUT).

6.2.2 Condicoes de contorno de Dirichlet

Neste caso a equacdo € particularizada com (o= 1, 3 =0, y = 0) e a Dy € obtida fazendo-

se o limite:

D, (%)= lim—

sendo as condig¢des:

[ k(aufj —k(ausj —2bu,
~02f'(e) o | ot on

dQe

- du,

= 0
ot

20,

(6.8)

- . . , 2
e a funcdo regularizadora para este caso apresenta a seguinte forma f'(€) =1—, resultando
née

(Feijo6 et al. 2002 e Novotny et al. 2003):

DT()?):—%k(u—ﬁg)

(6.9)
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D, (%) =kVuVu —bu. para  %eT (6.10)

Neste caso as expressdes da Dy sdo distintas em relagdo ao contorno e ao dominio.

6.2.3 Condicoes de contorno de Robin

Neste caso a equacdo € particularizada com (o= 0, 3 =0,y =1) e a Dy € obtida fazendo-

se o limite:

1 ou, '  (ou, Y 2
D, (&)=-lim—— | k( J —k( ”j —2bu, —=h° (u,—2u, )| dQe (6.11)
02 f'(€) 5, ot on £

A funcdo regularizadora para este caso € f'(€) = -2z, que resulta em (Feijo et al. 2002

e Novotny et al. 2003):
D (%) = h(u, —2u,.) para ke QuUT (6.12)

Esta derivada topoldgica € vélida para qualquer ponto (dominio e contorno).

6.3 Algumas aplicacoes da derivada topolégica

A anélise de sensibilidade topolédgica e de forma (Sokolowski e Zochowski (1997), Feij6
et. al (2003)) e a derivada topoldgica (Garreau et al.(1998), Céa et al.(2000), Sokolowski e
Zochowski (1997), Feij6 et al.(2002), Novotny et al. (2003)) tem despertado especial atencao da
comunidade cientifica nas ultimas décadas, o que faz com que esteja em continuo
desenvolvimento matemético para sua aplicabilidade em diversos problemas. Uma caracteristica
da Dr é que nao ha a necessidade de tratamento final da topologia obtida, dispensando a
utilizagdo de filtros. Novotny (2003) apresenta alguns resultados obtidos para problemas de
conducdo estaciondria de calor em sélidos rigidos isotrépicos utilizando a derivada topoldgica.
Nesse trabalho a solucdo da equacdo de estado u associadas ao dominio original € (sem furo),

foi obtida de maneira aproximada pelo método dos elementos finitos.

Posteriormente, Marczak (2005) publicou os mesmos exemplos apresentados por
Novotny (2003), porém ao invés do MEF empregou o MEC, para obter a solucio da equacdo de
estado. Uma considerdvel vantagem consiste de que com a derivada topoldgica obtém-se
diretamente solugdes sub-6timas sem a densidade intermedidria de material que ocorre quando se
utiliza métodos SIMP (Bendsge e Sigmund, 2003). Outro fator relevante é que quando o autor
utilizou o MEC, ndo houve a necessidade de gerar malha no dominio preservando assim uma das
vantagens oferecidas por este método. Um ponto a ser salientado € que os resultados
apresentaram uma concordancia satisfatéria quando confrontado com os resultados obtidos por

Novotny (2003). Na Figura 6.3 e Figura 6.4 sao ilustrados dois exemplos utilizados por Marczak
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(2005) para comparar as topologias finais obtidas com MEC e as obtidas com MEF por Novotny
(2003).

Caso I: O primeiro caso estd representado por um dominio quadrado com temperatura
prescrita de 373 K nos cantos inferiores e de 273 K no topo centralmente, Figura 6.3. Os demais
contornos foram prescritos como isolados. Obviamente € esperado que as dreas com baixo fluxo
sejam removidas, resultando na configuracao de um V invertido, o que concorda com a topologia

final apresentada na Figura 6.3 - b.

TJ‘_

/
T, I, U
(a)

inicial

(b)

Figura 6.3 - Topologia final para o caso I: (a) Marczak (2005) e (b) Novotny (2003).

Caso II: O segundo caso refere-se a um condutor assimétrico. A temperatura mais
elevada, denominada por Ty (Figura 6.4 - a) é de 373 K e a temperatura de menor potencial (77)
€ prescrita em 273 K , os demais contornos sio isolados. A Figura 6.4 (a) e (b) demonstram

concordancia em sua topologia final.

TH
TL

c:;'\l"\..'. u “_.,'1?
3 ]
¢
-

(Sl___m._.-""'r___ "-l\

TL
TH
inicial (a) (b)

Figura 6.4 - Topologia final para o caso II: (a) Marczak (2005) e (b) Novotny (2003).
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6.4 Transferéncia de calor em s6lidos nao-isotropicos

Materiais em que a condutividade térmica € dependente das direcdes coordenadas sdo
chamados de materiais ortotrépicos ou anisotrépicos. Em conseqiiéncia da grande aplicacdo de
materiais anisotropicos em engenharia, o estudo do comportamento da conducio do calor em
meios anisotropicos cresceu consideravelmente nos ultimos anos. Porém, ainda sdo muito poucos
os resultados relativos a transferéncia de calor em meios anisotropicos na literatura. Também sdo
relativamente pouco numerosos livros-texto (Carslaw e Jaeger, 1959 e Ozisik, 1980) que
dedicam contetido significativo a problemas de conducdo de calor em corpos anisotropicos. A
maioria dos trabalhos avangados neste campo sdo limitados a problemas unidimensionais na
fisica de cristais (apud Ma e Chang, 2004). Portanto ha uma lacuna a ser preenchida, justificando
o presente interesse deste trabalho na aplicagdo da D7 associada ao MEC para solucionar
problemas de potencial em materiais de comportamento ndo isotrépico. A reformulacdo das
equagcdes da secdo 6.2 para materiais ndo isotropicos ndo € uma tarefa facil devido a
complexidade matematica envolvida. Para contornar este problema utilizou-se de o conhecido

método de mapeamento de dominio (ou transformacao linear de coordenadas).

6.4.1 Teoria basica do método de transformacao de coordenadas

O método da transformacao de coordenadas lineares consiste em mapear inicialmente um
dominio anisotrépico para um novo dominio de comportamento isotropico, porém
matematicamente equivalente ao dominio original (Shiah e Tan, 1997; Ma e Chang, 2003 e

Shiah e Tan, 2004). Este procedimento apresenta duas grandes vantagens:

e cvitar que o cédigo de MEC sofra alteracdes em sua formulacao isotrépica para
somente entdo poder vir a ser aplicado a materiais de comportamento nao

isotrépicos;

e permitir que a formulacdo da derivada topoldgica possa ser generalizada para

dominios de comportamento nao isotropicos durante o processo de otimizagao.

Com a técnica de mapeamento direto a Dy serd aplicada a problemas ndo isotrépicos sob
sua formulagdo originalmente isotrépica evitando maiores esforcos de reformulacdo. E
importante salientar que além do mapeamento geométrico, também se faz necessdrio o
mapeamento das condi¢des de contorno de Neumann. Para obter a solu¢do final no dominio
original e dos fluxos, bastar aplicar a inversa do mapeamento geométrico e do mapeamento do
fluxo. Todo o processo de mapeamento conforme serd explicado em detalhes a partir da Figura

6.5. Como o interesse especial deste trabalho consiste no estudo de materiais de comportamento
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ortotropico, o termo da derivada cruzada da equagdo diferencial governante é considerado zero

(k, =0).

x, | _mapeamento > £

Dominio ortotrépico Dominio isotrépico

Figura 6.5 — Esquema ilustrativo do mapeamento conforme geométrico.

Para transformar o dominio ortotrépico em um equivalente isotropico sio utilizadas as

coordenadas efetivas que estao apresentadas sob forma matricial da seguinte maneira:
X 1 o X
y 0 B8] Ly

g="Fe ﬁ:ki, k =+lkyky =k, (6.14)

k 22 22

sendo que

A Figura 6.5 ilustra a transformacdo de dominios realizada pelo mapeamento segundo

equacdo (6.13). O dominio do problema originalmente ortotrépico (x,,x,) € convertido a um
dominio isotrépico definido em (X,,%,). Agora a equagdo governante no dominio transformado

fica:

’T 9T

onde k € a condutividade térmica equivalente fornecida pela equagao (6.14).

E importante notar que o termo da derivada cruzada foi eliminado de (6.15) e que a

matriz de transformacgdo (6.13) admite inversa. No entanto, a transformacdo (6.13) assemelha-se
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a rotacdo da equacdo constitutiva aos seus eixos principais. As condi¢des de contorno de

Neumann também devem ser transformadas de acordo com:

(6.16)

Invertendo a (6.16), as condi¢des de contorno de Neumann sdo novamente obtidas como

uma fun¢do das condi¢des de contorno do dominio original.

qiﬁ = Qy
9. ta q, (6.17)

B

O mapeamento da geometria do dominio € realizada através da equagao (6.13).

q;: =

6.4.2 Metodologia numérica

O cddigo de transferéncia de calor em MEC foi desenvolvido para materiais isotropicos e
sofreu uma modificacdo de maneira a acomodar a transformacdo coordenada linear (6.13). A
implementacdo desta simples técnica permite a solucdo de problemas anisotropicos de
transferéncia de calor sem a necessidade de mudancas com muito poucas mudancas no c6digo
original de MEC ou manipulacdes essenciais na formulacdo de D7. No MEC somente os nés do
contorno t€m que ser transformados, enquanto que nos métodos de dominio (MEF) requereriam
a transformacdo dos pontos pertencentes ao dominio também. Uma outra vantagem do MEC ¢é
sua boa exatiddo caracteristica para varidveis do contorno (temperatura e fluxo do calor)
comparado a outros métodos (Marczak, 2005). O algoritmo executado abrange seis etapas

basicas:

Etapa 1: Transforma o dominio ortotrépico em um dominio isotrépico equivalente
através da transformacdo das coordenadas lineares (18). As condi¢des de limite do fluxo do calor

sdo transformadas pela Eq.(21).

Etapa 2: Resolver o problema através do cédigo de MEC desenvolvido para materiais

isotrépicos.
Etapa 3: Aplicar a inversa do mapeamento a geometria e ao fluxo de calor.

Etapa 4: As varidveis sdo avaliadas em uma grade apropriada de pontos internos. Os

pontos com os valores mais baixos de Dr sdo selecionados.

Etapa 5: Os furos sdo criados centrados nos pontos internos previamente selecionados.
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Etapa 6: Verifica o critério de parada, reconstr6i a malha e retorna a etapa 1.

Na Figura 6.6 é apresentada esquematicamente cada etapa. Quando o processo € parado,

uma topologia final € desejada.

M

MEC
Etapa 2

MAP

Etapa1 —— -

1"(
My

—_——

Dominio
isotrépico

Inversa do MAP
Etapa 3

’ Etapa 6

25

G

++
++

++

++++++

o+ttt

-~ T —~=

+ 4+ 4+ H
+ 4+ 4+ H

+ 4+ 4+ +++H

+++++++++H

+++++++

Dominio
Ortotrépico

Etapa 5 Etapa 4

Figura 6.6 - Esquema do mapeamento de dominio.

6.4.3 Validacao do mapeamento do dominio

Para efeito de validacdo destes resultados, ao implementar a técnica de mapeamento de
dominio, serd realizada uma comparacdo dos valores obtidos pelo presente método (MEC +
MAP) para um meio ortotropico e posteriormente comparado com os resultados obtidos por um
software comercial que utiliza o método do MEF. O caso utilizado para efeito comparativo,
consiste de um quadrado sob condic¢des de contorno conforme descrito na Figura 6.8. Os gréaficos
de fluxo sdo apresentados nas Figura 6.8 e Figura 6.9 e referem-se ao fluxo calculado na face
inferior do quadrado analisado. O primeiro gréfico refere-se aos valores de condutividades de k.,
=1 e ky, = 2, enquanto que o segundo refere-se ao caso de k. = 1 e ky, = 5. Para a andlise de
MEC foram utilizados 192 elementos para discretizacdo do dominio e 4 pontos de Gauss para a
integracdo numérica. Os elementos utilizados foram descontinuos. Para a andlise de MEF foi
utilizada uma malha de 109 x 109. Analisando os graficos e seus resultados, verifica-se que a
implementacdo da técnica de mapeamento foi bem sucedida, generalizando o c6digo do MEC

para casos nao isotropicos.
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7 RESULTADOS NUMERICOS - DT + MEC

Esta secdo apresenta exemplos para demonstrar a aplicacdo do método proposto no
Capitulo 6. Alguns dos resultados obtidos sdo comparados aqueles de casos isotropicos
estudados por Novotny et al.(2003) e Marczak (2005). O processo iterativo € parado quando uma
quantidade especifica de material € removida do dominio original. Através do mapeamento de
dominio, € possivel comparar as topologias geradas para meios isotropicos, ortotropicos e
anisotropicos sob as mesmas circunstancias iniciais de geometria € de contorno. Em todos os
casos a energia potencial total foi usada como a func@o de custo. Uma grade regularmente
espacada de pontos internos foi gerada automaticamente, levando em considera¢do o tamanho do
raio dos furos criados durante cada iteracao. O raio foi tomado como uma fra¢do da referéncia da
dimensdo do dominio (r = a /). Freqiientemente adota-se /,.r = min(altura,largura). O objetivo
em todos os casos € minimizar o volume material. A drea atual do dominio (Ay) foi verificada ao
final de cada iteragdo até que um valor de referéncia seja atingido (A; = BAy, sendo que Ay
representa a area inicial). Os elementos lineares descontinuos foram integrados com 4 pontos de

Gauss em todos 0s casos.

7.1 Condutor de calor com condicoes de contorno de Neumann nas cavidades.

O dominio de projeto é um retangulo de 20 x 30 unidades sujeito a temperatura prescrita
(T; = 393 K) ao longo de sua face esquerda. Os demais contornos sdo expostos ao ar com baixa
temperatura (7 = 298 K) e possuem um valor uniforme de coeficiente de convecc¢ao (hy = 5.677
W/m?°K). Uma versdo isotrépica deste problema foi estudada primeiramente por Park (2005).
Aqui, o problema € revisto usando propriedades de materiais isotropicos e ortotropicos. O
material isotropico utilizado € o aluminio (k = 236 W/mK). Para este caso, as condigdes de
contorno de Neumann foram prescritas nas cavidades abertas durante o processo de otimizacao.
Na Figura 7.1 apresenta-se o histérico evolutivo até que o volume final alcancasse 30% do valor

original.

% Ty =298 K
U R hy = 5.677 W/m>K

\ k = 236 W/mK -
|
|

T, =373K

Figura 7.1 — Dominio inicial de projeto.
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No caso de ortotropia, a condutividade térmica foi imposta como ky/k, = 2. A Figura 7.3
apresenta o histérico da evolugdo obtida até que a mesma fragdo de volume do caso isotrépico
fosse alcangada. Claramente, a geometria resultante da cavidade interna tem uma curvatura mais
pronunciada, a fim de facilitar o fluxo de transferéncia de calor na direcdo y. Park (1995)

resolveu este problema usando as técnicas de homogeneizacdo e o MEF.

[teration #1 lteration #12 lteration #22

444

lteration #36 Iteration #47 lteration #50

Figura 7.2 — Histdrico de otimizacao para o meio isotrépico.

HBEK

[teration #1 [teration #20 lteration #34

A KK |

lteration #47 lteration #57 lteration #58

Figura 7.3 - Histérico de otimizagdo para o meio ortotrépico.

A Figura 7.4 compara os resultados obtidos por Park (1995) com os que foram obtidos

com o método atual. Para o caso isotropico, a geometria final resulta em um lay-out com elevada
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condutividade, e ambos os casos isotrépicos concordam. Entretanto, para o caso ortotrépico esta
demonstrado que a geometria final € significativamente distinta do que aquela para o meio

isotropico.

(a) (b) (©

Figura 7.4 — Topologias Finais: (a) MEF + homogeneizacao (Park, 1995) — k/k, = 1; (b)
Presente resultado, MEC+ Dr — k/k, = 1; (c) Presente resultado, MEC+D7 — ky/k, = 2.

7.2 Condutor de calor com condicoes de contorno de Robin nas cavidades

Este caso é muito similar ao anterior, exceto que nas cavidades as condi¢des de contorno
prescritas foram de conveccdo. O comportamento do material € considerado como isotrépico e o
processo de otimizacdo € realizado com restricdo de volume de 65% do dominio original. A

Figura 7.5 mostra a convergéncia da geometria para a forma 6tima de uma aleta.

[ L W L e L . T T

lteracao #5 lteragao #11 lteracao #17

lteragao #21 lteragao #25 lteragao #26

Figura 7.5 — Histdrico de otimizacdo para o condutor de calor com condi¢do de contorno de
Robin nas cavidades.
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7.3 Condutor de calor assimétrico com condi¢coes de contorno de Neumann nas

cavidades

Neste exemplo sdo impostas quatro temperaturas nos cantos de um dominio quadrado de
10 x 10 unidades de dimensdo. As temperaturas prescritas nos cantos sdo de 373 Ke de 273 K e
estdo ilustradas na Figura 7.6. Os demais contornos (incluindo as cavidades que serdo abertas)
sdo isolados. O material a ser removido € ajustado com r = 0.04/,,s e a condutividade térmica foi
definida por k/k, = 2. A evolugdo do processo € mostrada na Figura 7.6. O processo foi parado
quando Ay = 0.84, foram alcancados. A Figura 7.7 apresenta uma a topologia ortotropica obtida
com a aproximacdo atual e compara com a solucdo isotropica de MEC obtida por Marczak
(2005) e a solu¢do de MEF de Novotny et al. (2003). Na Figura 7.7-a verifica-se que a solugao
ortotropica difere da isotrépica, como esperado. Conforme demonstrado na Figura 7.6, o
algoritmo tenta remover maior quantidade de material na direcao horizontal, de tal maneira que o

fluxo de calor ocorre mais facilmente entre os dois cantos adjacentes.

T T,
Ty T

Initial Iteration 4 Iteration 8
Iteration 12 Iteration 14 Iteration 16

Figura 7.6 — Histérico de otimizagdo para o condutor de calor assimétrico.
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(a) (b) ()
Figura 7.7 — Topologias finais para o condutor assimétrico: (a) Resultado atual, k/k, = 2;

(b) MEC solugdo para ky/k, = 1 (Marczak, 2005); (¢) MEF solugio para k/k, = 1 (Novotny et
al., 2003).

7.4 Condutor de calor ‘V’ com condicoes de contorno de Neumann nas cavidades

Este exemplo consiste € um dominio quadrado com alta temperatura (373 K) prescrita em
seu cantos inferiores, enquanto que uma baixa temperatura (273 K) € prescrita no centro da
aresta superior. Os contornos restantes sao isolados. As cavidades foram criadas com r = 0.04/,,
e o processo foi interrompido quando A; = 0.6A, foi atingido.Com o objetivo de ilustrar e
comparar a topologia final obtida, trés variacdes do presente exemplo sao estudadas: (caso a) k.
=1eky, =1;(casob) ky, =2 e ky, = 1; (caso ¢) ki, =3 e ky, = 1. A Figura 7.8 refere-se a um caso
1sotropico e serd utilizado para comparar o projeto final com aqueles casos com comportamento
ortotropico. Nas Figura 7.9 e Figura 7.10 apresenta-se a evolucdo para o caso de ortotropia e sua
topologia final quando o processo de otimizacdo atingir a quantidade de material removida
conforme inicialmente imposta. Através destes historicos € possivel comparar os trés casos
otimizados. Como houve um aumento prescrito na condutividade térmica na dire¢do y (caso b e
c), era de se esperar que uma maior quantidade de material fosse removida na direcdo x. Esta
afirmacgdo pode ser verificada nas topologias finais de cada caso estudado. O procedimento para

remover material também apresenta um comportamento diferente para cada caso.
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T
Th Th
Initial Iteration 12 Iteration 17 Iteration 26
Iteration 28 Iteration 33 Iteration 41 Iteration 43

Figura 7.8 — Histérico de otimizagdo para o material isotrépico - Caso (a).

lteration 3 Iteration 8 Iteration 13 lteration 16
lteration 18 Iteration 21 lteration 25 Iteration 28

Figura 7.9 - Historico de otimizacdo para o material ortotropico - Caso (b).
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lteration 3 Iteration 8 lteration 13 Iteration 16
Iteration 18 Iteration 25 Iteration 32 lteration 37

Figura 7.10 - Histérico de otimizagao para o material ortotrépico - Caso (c).

Com o objetivo de ilustrar o comportamento dos trés casos estudados durante o processo
de otimizagdo, apresenta-se na Figura 7.11 um grafico onde estd representado a relagcdo entre
iteracoes e a quantidade de material removida. Para o meio nao-isotrépico a sensibilidade
topoldégica é maior do que no isotropico, o que explica um aumento na quantidade de material

removida por iteracao.

100

—— isotropico (a)

o6 —*— ortotrépico (b)
20 S ortotrépico (c)

80

70

Area removida %

60

50

iteracdes

Figura 7.11 — Condutor de calor ‘V’: iteracdes x drea removida.
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7.5 Condutor de calor cruzado com condi¢oes de contorno de Neumann nas cavidades

O principal objetivo deste exemplo é similar ao anterior. As condi¢cdes de contorno
prescritas estdo representadas pela primeira ilustracdo desenhada na Figura 7.12, onde Ty
representa alta temperatura (373 K) e 7, € a baixa temperatura (273 K). Os contornos restantes
sdo isolados. Outro detalhe importante neste exemplo € a presenga de ambos os tipos de
otimizacdo: topoldgica e de forma. Trés casos particulares serdao estudados: materiais isotropicos,

ortotrépicos e anisotropicos. O primeiro caso a ser apresentado € o de isotropia k. = ky, = 1.

Na Figura 7.12 € possivel acompanhar a evolucdo da remocdo de material que para este
processo de otimizagdo foi ajustado como r = 0.02/,.r. Ao longo do processo de iteracdo hd uma

tendéncia de atingir a simetria. O limite percentual de material removido foi atingido na 34°

iteracdo.

TL TL *

TH
Initial Iteration 12 lteration 18 Iteration 22
Iteration 25 lteration 28 Iteration 32 Iteration 34

Figura 7.12 - Histdrico de otimizagdo para o condutor de calor cruzado: meio isotrépico.

O segundo caso refere-se as condutividades de k.. = 5 and k,, = 1. E possivel acompanhar
0 processo evolutivo e notar que o material € removido na direcdo y, demonstrando que este é

mantido onde o gradiente € maior. O projeto final se assemelha a um losango (Figura 7.13).
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4800

Iteration 8 Iteration 12 Iteration 18 Iteration 22
Iteration 25 Iteration 26 Iteration 28 Iteration 30

Figura 7.13 - Histérico de otimizagdo para o condutor de calor cruzado: meio isotropico.

Neste terceiro caso a condutividade foi definida com k. = 1, k,, = 1 e ky, = 0.5,
caracterizando um problema de transferéncia de calor anisotrépico. O histérico € apresentado na

Figura 7.14, onde € possivel visualizar que topologia final resultou em uma cavidade sem eixos

de simetria.

Iteration 3 Iteration 11 Iteration 19 lteration 25
Iteration 30 Iteration 34 Iteration 37 Iteration 41

Figura 7.14 - Histdrico de otimizagdo para o condutor de calor cruzado: meio anisotropico.
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A Figura 7.15 demonstra o percentual de material removido por nimero de interacdes
para cada caso estudado. Para todos estes casos o critério de parada foi atingido quando o
percentual de material removido atingiu o valor de 40%. Para ambos os casos de isotropia e
ortotropia a simetria nio foi atingida para a topologia final, porem € conveniente salientar que o

principal objetivo € demonstrar o comportamento de remocao de material ao longo do processo.

A varidvel de cut-off € um percentual fixo e definido dos valores calculados nos pontos
internos das D7y e ndo hd como estabelecer um equilibrio exato ou uma compensagcdo na
quantidade de material a ser removida de maneira a obter a simetria. Isto significa que quanto
mais complexa a geometria obtida durante o processo de otimizacdo, mais dificil obter como
resultado final uma topologia simétrica. Na Figura 7.16 apresenta-se um resultado, somente para
0s casos isotropicos e ortotropicos, utilizando a parte simétrica do projeto inicial. A utilizagcdo de
simetria como forma de simplificagdo deste problema perde seu valor quando o meio em questao
apresenta comportamento anisotropico. Para as primeiras iteracdes o material removido iniciou

com r = 0.04 [,y e para as iteracOes seguintes foi reduzida para r = 0.02 /..
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Figura 7.15 — Condutor de calor cruzado: iteragdes x drea removida.
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TH

-

LS

(a) (b)

Figura 7.16 — Topologias finais para exemplos: (a) isotropico e (b) ortotrépico.

7.6 Trocador de calor com condicoes de contorno de Robin nas cavidades

Neste exemplo pretende-se projetar um trocador de calor mudando sua topologia. O
objetivo € criar furos onde a funcdo custo seja mais sensivel, ou seja, onde a Dr assumir os
maiores valores absolutos. Na prética, as condicdes de Neumann ou Dirichlet sobre oe sao
hipéteses muito severas, razao pela qual € imposta apenas condicao de contorno mista sobre Jfe.
O problema a ser tratado estd apresentado na Figura 7.17. Defini-se um dominio de projeto
denotado por Q, cujo coeficiente de condutividade térmica é dado por k = 204 W/m°C. Na parte
superior define-se uma superficie de resfriamento I'g exposta ao ar ambiente, que se encontra a
uma temperatura u.,, = 25°C sendo o coeficiente de conveccao h=20W/m? °C. Quando um canal

de resfriamento € introduzido, tem-se dgua a uma temperatura uS, = 30 °C, que circula no

interior deste modo a induzir um coeficiente de convec¢do de  hS =200 W/m?°C.

I'r

A

!
{

/ (uméx) i

Figura 7.17 — Detalhe do projeto inicial do trocador de calor.
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Finalmente o fluxo q prescrito sobre Tx apresenta uma distribuicao linear por partes,
onde o menor valor é de ¢, =2 x 10° W/m” e o maior valor é de ¢, =2 x 10* W/m”. A dimenséo

¢ de 4L x L, onde L = 4 m do dominio discretizado, sendo que a regido em cinza da largura a = 1

m nao pode ser perturbada por ser considerada como a parte estrutural do componente.

Ao introduzir-se furos dentro do 2, espera-se uma diminuicdo da temperatura (a ser
verificada em um ponto de controle) até que o valor maximo requerido em projeto (u*,.y) seja
atingido. Entdo o objetivo principal estd em mudar a topologia do componente descrito na Figura
7.17 até que Uy < u*,4y seja atingido. Os furos a serem criados deverdo representar a retirada de
1% da area do projeto inicial por iteracdo. Como condi¢do de critério de parada foi escolhido
u*na=200 °C. Na Figura 7.18 apresenta-se o histérico evolutivo onde € possivel perceber que os
furos sdo inicialmente criados proximos ao centro da peca onde a funcdo custo € mais sensivel.
Na mesma figura também € possivel verificar que a distancia entre os canais aumenta a medida

que estes se afastam do ponto de temperatura méxima, conforme esperado.

6008 e8] 6008 e8!
Iteracdo 1 Iteragdo 2
€8] o o O 68 8 €8] o o O e8! 3
Iteracdo 3 Iteragdo 4

Figura 7.18 — Histdrico do processo de otimizagao.

Na Figura 7.19 € possivel acompanhar a reducdo da temperatura no ponto de controle
escolhido durante o processo iterativo. Para um valor definido de u,,;, = 200°C a condicao de
Umax < U¥,4 fO1 atingida na quarta iteragdo. A curva apresenta um comportamento assintético ao

atingir a temperatura de 200°C, ou seja, as condi¢des impostas nos canais de resfriamento (/S e
uS, ) sdo insuficientes para obter uma temperatura muito menor do que a atingida. No mesmo
grafico € possivel acompanhar a evolugdo deste mesmo exemplo, porém resolvido por Novotny
et al. (2003). Os autores chegam a uma topologia final muito semelhante a apresentada na Figura

7.18, e segundo o histérico iterativo de temperatura verifica-se que os resultados sdo muito

condizentes.
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Figura 7.19 — Temperatura maxima (u,,s,) por iteracao.

7.7 FONTES DE CALOR

Geralmente em casos que envolvem problemas térmicos faz-se necessario a consideracao
de fontes de calor, as quais podem ser provenientes de um transistor, bobina ou outro
componente montado sobre uma placa, por exemplo. A placa, por sua vez considerada como
dominio, pode apresentar um comportamento nao isotrépico, devido a sua natureza construtiva e
ainda possuir inimeras fontes de calor montados sobre esta. Deste ponto de vista, faz-se
necessario estudar o comportamento de sélidos submetidos a multiplas fontes de calor. Tais
fontes de calor tém seu significado pratico na manufatura industrial como, por exemplo, moldes
térmicos (thermal molding-die), placas com circuitos impressos (printed circuit boards - PCB),
difusores, entre outros. A distribui¢do de temperatura ou fluxo de calor através de uma estrutura
especifica pode ser encontrada através de uma andlise de MEC. Freqiientemente pode acontecer
de que nem todas as regides do material sejam efetivamente utilizadas. Isto significa que uma
parte deste material ndo estd contribuindo significativamente para a performance térmica da
regido. O objetivo deste tépico sob o aspecto de otimizacdo topoldgica consiste em obter uma
forma final que apresente um contorno com uma distribui¢ao de fluxo o mais uniforme possivel
(iso-fluxo). A medida que o material com baixo nivel de fluxo é gradualmente removido, hd um

aumento nos niveis de fluxo no material remanescente. Isto significa que quanto mais a forma do
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projeto em processo de otimizacdo apresentar um fluxo uniforme, mais eficiente € a utiliza¢do do

material tanto no sentido térmico como estrutural.

Neste topico alguns exemplos serdo apresentados e comparados com aqueles publicados
por Li et. al. (1999), onde serd possivel verificar os resultados das topologias finais obtidas
através de duas técnicas numéricas distintas MEF e MEC que empregam as andlises de

sensibilidade via Weighting Factor Scheme (WES) e Dr, respectivamente.

7.7.1 Dominio quadrado com uma fonte de calor

Uma placa quadrada condutora de calor de dimensao 20 x 20 unidades € discretizada com 80
elementos de contorno. A temperatura ao longo do contorno (arestas AB, BC, CD e DA) ¢
mantida a T, = 0 °C. A fonte de calor é de 100 W/m?® posicionada no centro da placa estd

ilustrada na Figura 7.20.

D C

F, =100 W/m?

20 F, o AB=BC=CD=DA=0°C

20

Figura 7.20 — Projeto inicial com uma fonte de calor.

Durante o processo de otimizacdo as cavidades abertas no dominio recebem condicdo de
contorno prescrita de T = 0°C, enquanto o material € removido a varidvel de cut-off foi ajustada
cut-off = 0.03. O processo € interrompido quando um volume minimo € atingido. A Figura 7.21
mostra o comportamento da topologia a medida que o processo se desenvolve ao longo das
iteracdes. Fica claro demonstrar que o projeto final representa um circulo o qual descreve a
transferéncia de calor radial (iso-fluxo) devido a presenca da fonte de calor localizada no centro

do dominio.
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h 7

Iteracdo 18 lteragcéo 32

Iteragéo 45 lteracéo 56

Figura 7.21 — Historico de otimizag@o: uma fonte de calor.

7.7.2 Dominio ortotrépico quadrado com uma fonte de calor

Este caso € similar ao exemplo apresentado no item 7.7.1 exceto que neste caso O
material apresenta condutividade ortotrépica, onde as condutividades térmicas nas dire¢des x € y
sdo ky/k, = 2. Na Figura 7.22 verifica-se que a medida que o processo iterativo evolui um perfil
eliptico € obtido como forma final. A forma final ndo circular é proveniente de um material de
comportamento nao isotropico e € interpretada como a transferéncia de calor acontecendo mais

rapida na dire¢do x, apresentando assim, maior eficiéncia condutiva nesta direcao.

Na Figura 7.23(a) e (b) € possivel comparar as topologias obtidas para um meio isotrépico
empregando o método atual (BEM + Dy) e o WFS. No exemplo da Figura 7.23(b) ao invés de
uma fonte de calor havia uma cavidade ao centro do dominio onde era prescrita a temperatura
como condicdo de contorno. Esta mesma topologia foi otimizada considerando o meio como
ortotropico e sdo mostrados nao Figura 7.23(c) e (d). Neste ponto, o objetivo consiste em
confrontar as topologias finais obtidas neste trabalho com aquelas obtidas por Li et al.(1999)

demonstrando que os resultados atuais estdo conformes.
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K’—‘HQ
A

lteracdo 5 lteragé@o 9
Iteragéo 11 lteracédo 18

Figura 7.22 — Historico de otimizagdo: dominio ortotropico com uma fonte de calor.
(a)

(©

(b)

Figura 7.23 — Comparativo entre as topologias finais: (a) isotropico: DT, (b) isotrépico: WFS (Li
et al. 1999), (c) ortotrépico: DT e (d) ortotrépico: WFS (Li et al. 1999).
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7.7.3 Dominio retangular com duas fontes de calor

Para este caso, foram consideradas duas fontes de calor aplicadas em uma placa

retangular com dimensao 40x30 unidades (Figura 7.24). As condicdes de contorno sao prescritas
como T, =0°C para as cavidades abertas e para o contorno externo também, enquanto que as

fontes de calor foram definidas em F; = F, = 100W/m2, cada. Conforme a Figura 7.25, é possivel

acompanhar a evolu¢do da topologia a medida que o processo avancga.

F,, F, = 100 W/m>
30 o Iy F, o

AB, BC, CD, DA =0°C

50

Figura 7.24 — Projeto inicial com duas fontes de calor.

* +j E ]
Iteragéo 6 Iteragéo 11
Iteragéo 20 Iteragéo 28

Figura 7.25 — Historico evolutivo: duas fontes de calor.
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A Figura 7.26 demonstra um comparativo entre as topologias finais empregando
diferentes técnicas de otimizacdo. A primeira € resultante da derivada topoldgica e MEC
enquanto que a segunda foi obtida por Li et al. (1999) com MEF e WES. E possivel constatar
que nao ha divergéncia entre os projetos finais e que o material com baixo nivel de fluxo foi

eliminado.

(a) (b)

Figura 7.26 — Topologia 6tima: (a) Derivada Topoldgica, (b) WES (Li et al. 1999).

7.7.4 Placa de circuito impresso

Este exemplo foi proposto por Li et al.(1999) e refere-se a uma placa de circuito impresso
(PCB). Uma das funcionalidades de uma PCB consiste em dissipar a maior quantidade possivel
de energia térmica com uma quantidade limitada de material. Este conceito justifica o emprego
da otimizacdo topoldgica com o objetivo de eliminar material com baixo fluxo do dominio de
projeto. Logo o objetivo estd em obter uma distribuicdo de fluxo de calor o mais uniforme
possivel através da redugdo da variacdo deste no sélido. Neste caso o modelo numérico foi
discretizado com uma malha de 32 elementos. Foram consideradas quatro fontes de calor Fy, F,
Fs e F4 definidas em 1 kW/mZ, que na pratica, sdo geradas através de uma série de componentes
eletronicos montados sobre a PCB. A estrutura consiste de uma drea de projeto e de uma de nao
projeto, de acordo com a Figura 7.27. A temperatura no contorno (arestas AB, BC, CD e DA) ¢
mantida a 0°C durante todo o processo de otimizag¢do. Nas cavidades a serem abertas prescreve-
se como condicdo de contorno Neumann Homogénea. O processo ¢ interrompido quando o

volume retirado atingir o valor de 68%.
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F,, F,, F3, Fy = 100 W/m?
AB, BC, CD, DA = 0°C

Non- design domain

Figura 7.27 — Modelo inicial da PCB e suas condic¢des de contorno.

Na Figure 4.7, é possivel acompanhar o processo iterativo para este caso da PCB.

Claramente, o material que apresenta menor eficiéncia na transferéncia de calor € gradualmente

removido. Apds uma quantidade de material ter sido removida no centro, as proximas areas com

baixa eficiéncia sdo os cantos do retangulo, veja iteracao 24.

* *
* * -+
* *
lteracao 4 Iteracdo 13
L t;;?
. Y .
* * *
* *
o a3 o
lteracao 24 lteracao 27

Figura 7.28 — Histérico de otimizagao da PCB.
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A Figura 7.29 apresenta um comparativo entre a topologia final obtida utilizando a
metodologia numérica proposta e aquela obtida por Li et al. 1999, empregando o WFS. Ambas

as topologias resultantes mostraram um resultado final satisfatério.

Figura 7.29 — Topologia 6tima: (a) Derivada Topoldgica, (b) WES (Li et al. 1999).

7.8 Comentarios adicionais: Derivada topologica

N

Neste capitulo foram apresentados resultados numéricos referentes a otimizagdo de
sOlidos submetidos a transferéncia de calor via Dy e MEC. As equacdes relacionadas a Dr
apresentadas na literatura até o presente momento referem-se a sélidos com comportamento
isotropicos. A implementacao da transformacdo de coordenadas lineares permitiu aplicar a Dy a
solucdo de problemas em meios nao isotrépicos. Foram estudados problemas sujeitos as
condi¢des de contorno prescritas de Neumann, Dirichlet e Robin. Ainda neste capitulo, foram

considerados problemas com fontes de calor no dominio.

Os resultados apresentados foram satisfatérios e condizentes com os previstos, o que
ressalta ainda mais as potencialidades da Dy e do MEC quando empregados no contexto de
otimizagdo topologica. Esta implementacdo evitou a necessidade de se empregar o uso de filtros
durante o processo iterativo, contribuindo na redugdo do custo computacional e no resultado de
topologias livres de densidades intermedidrias. E importante ressaltar que neste tipo de andlise de
sensibilidade ha uma grande desvantagem proveniente da complexidade matematica envolvida
na obtencdo da Dr, o que dificulta muito a imposicdo de outros tipos de func¢do custo,

necessitando sempre de uma nova deducao.
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8 PROCEDIMENTO PARA OTIMIZACAO MULTI- CRITERIO

Problemas de otimizacdo submetidos a mais de uma fung¢do custo vem se tornando
razoavelmente comuns nas préticas de engenharia. Na industria eletrOnica, por exemplo, ha um
processo rigoroso de manufatura de componentes buscando maximo desempenho, o que
irremediavelmente gera calor. Atualmente a miniaturizacdo de tais componentes ¢ um fato
irreversivel no mundo tecnoldgico, o que faz com que haja uma demanda no desenvolvimento de
tecnologias de resfriamento. Muitos destes projetos estdo fundamentados em dissipadores de
calor porosos (Jeng et al., 2006). A utilizacdo deste tipo de geometria em refrigeradores
eletronicos apresenta duas vantagens: (a) O dissipador de calor poroso fornece mais de 10 vezes
a area de contato de uma superficie lisa; (b) A estrutura irregular dos poros, a uma velocidade
suficientemente alta, causa irregularidade no escoamento do fluido, aumentando a dispersdo da
condutividade térmica (Jeng et al., 2006). Este € um caso tipico onde a condugdo de calor pode
levar a um tipo de 6timo, enquanto que a conveccdo pode levar a outro. Entretanto, faz-se
necessario combinar ambos os problemas de otimizagdo em um s6. Claramente a ado¢do de um
critério de projeto pode resultar em uma menor eficiéncia na performance de um produto sob o

ponto de vista do outro critério.

Em projetos préaticos de engenharia, € usual para um problema térmico-sdlido satisfazer

um dos seguintes critérios de otimalidade:
A — Transferéncia de massa o mais uniforme possivel;
B — Transferéncia de calor o mais uniforme possivel;
C — A maxima eficiéncia possivel em ambos os critérios A e B, simultaneamente;

Do ponto de vista de otimizacdo, os primeiros dois critérios significam extremizacio de
uma unica fungdo objetivo. A satisfacdo do critério C necessita da satisfacdo de multiplos
critérios de projeto simultaneamente, o qual € o objetivo deste capitulo. Depois de separadas as
analises numéricas de transferéncia de calor e massa com o MEC, os fluxos de calor e massa sao
determinados nos pontos internos e os valores sdo utilizados para obter a sensibilidade no
dominio via Dr, para cada problema. A fim de estimar um fator normalizado de contribuicio de

cada problema no projeto final, dois fatores adimensionais sdo introduzidos como:

Ay = ——— 0<ay, <1 (8.1)
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0<ay <1 (8.2)

sendo a,, o fator de eficiéncia de fluxo massico, D;’ ‘ a derivada topoldgica do fluxo méssico

1

no ponto interno i, ¢ Dy’ ‘ o valor maximo de D)’ ‘ Um fator de eficiéncia de fluxo de calor
l

max
@, é obtido da mesma maneira que para o fluxo massico. Durante o processo de otimizagio o

objetivo bdésico estd em remover material onde houver menor eficiéncia. No entanto, como
ocorre comumente em otimizagdo multi-critério, pontos internos com baixos fluxos de calor
ndo necessariamente terdo baixos fluxos de massa. Nestes casos é necessario aplicar uma

estratégia para gerar um compromisso entre ambos os fendmenos. Rosvany et al. (1995)

propuseram uma estratégia de compromisso em termos da soma de pesos de @}, € @, :
i i i
o =w,a, +w,a, (8.3)

onde w, e w,, sdo os fatores de participa¢do (pesos) para o problema de calor e de massa,

respectivamente. E importante notar que:

wy, +w, =1 (8.4)
Projeto inicial
|BEM + 4+ + ++ ++| DT o o+ + 4+ 4
o+ o+ 4+ 4+ 4+ 4
2 o+ P4t Fator peso
-VT=b ara calor
o+t o+t P
calor + 4+ +++ 4+ FH 4+ ++ 0
o+t F++++ 00
Projeto inicial Projeto
—_ otimizado
BEM |+ + + + + + +| DT + 4o 00 + 4+
+ 4+ + 4+t + 4+ e 00+ + ’
V2 = ‘ o+ ‘ ++ e 00+ +
—Yu=m ++ 4+ttt + 4+ e e e 4 + Fator peso
para massa
massa + 4+t A+
+ o+t o+t

Figura 8.1 - Detalhe esquemadtico da otimizagdo multi-critério.
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Os fatores peso fornecem uma maneira de definir diferentes niveis de importancia para

cada problema. No entanto, quando w,, =1 e w, =0 o critério A é obtido como um caso
especial, enquanto que w,, =0 e w, =1 reduz o problema para otimiza¢do em transferéncia de
massa (critério B).

Para demonstragcao da técnica proposta neste capitulo (MEC + D7 + multi-critério) dois
exemplos sdo discutidos. O primeiro refere-se a um Y-assimétrico e o segundo a um dissipador
de calor poroso. No primeiro caso apresenta-se um grafico com as sensibilidades do dominio
quando submetido a transferéncia de calor e a transferéncia de massa independentemente e apds
um gréafico da sensibilidade proveniente da combina¢do de ambos. Sdo escolhidos trés pontos
internos de controle para verificar e discutir o comportamento da temperatura e fluxo a medida
que o processo de otimizagdo evolui. O segundo caso refere-se a um dissipador de calor poroso
onde € imposto um peso igual para ambas transferéncias (calor e massa) com o objetivo de
verificar se a topologia final converge para uma geometria simétrica. O mesmo caso € discutido

e avaliado para o, > ¢,, .

8.1 Dissipador I

Um dominio quadrado poroso de dimensao 20 x 20 é submetido a transferéncia de calor e
massa simultaneamente. A geometria € discretizada com 40 elementos de contorno descontinuos
lineares integrados com quatro pontos de Gauss. As condi¢des de contorno estdo ilustradas
conforme a Figura 8.2 e foram sempre aplicadas sobre dois elementos. O problema de
transferéncia de calor possui um potencial elevado de 25°C no canto superior a direita € um
baixo potencial de 23°C no meio da aresta inferior da placa. O problema de transferéncia de
massa tem um alto potencial de 2 kg mol/m’ no canto superior a esquerda e um baixo potencial
de 1 kg mol/m’ no meio da aresta inferior da placa. Os demais contornos estdo isolados, bem
como, todos os furos abertos durante o processo de otimizagcdo. Os coeficientes de condutividade
e de difusividade sdo ajustados em 1 W/m°C e 1 m?/h, respectivamente. Foi gerada
automaticamente uma grade regularmente espagcada de pontos internos, levando-se em conta o

raio dos furos criado durante cada iteracao.



112

2 kg mol/m® 25 C 2 kg mol/m® 25 °C

1 kg mol/m® 23°C 23°C
1 kg mol/m®

Figura 8.2 - Condi¢des de contorno para o dissipador I.

Este caso serd estudado com o, =0.4 e o, =0.6, para ilustrar um caso onde uma

prioridade maior € imposta a um dos problemas, neste caso o de transferéncia de calor. Trés
pontos internos de controle foram escolhidos com o objetivo de acompanhar a temperatura,

concentracdo de massa, fluxo de calor e fluxo de massa a medida que o processo evolui.

A Figura 8.3 ilustra o comportamento dos valores da Dy calculados para a transferéncia
de massa (Figura 8.3-a) e de calor (Figura 8.3-b) dentro do dominio antes do processo de
otimizacdo ser inicializado. A Figura 8.3-c representa os valores da Dy para ambos os problemas

obtidos pela equacdo (8.3).

A Figura 8.4 demonstra a evolucdo da topologia durante o processo iterativo. Estd claro
que o material é removido onde € menos necessario, de acordo com o fator de peso empregado.
O processo iterativo € parado quando uma drea de 50 % em relacio ao dominio inicial é
removida. Os trés pontos internos de controle escolhidos foram p; = (10,6), p> = (4.4,14) e p3 =
(15.6,14), para acompanhar os parametros fisicos. As médias de temperatura e de massa nos

elementos de contorno também foram consideradas.
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Figura 8.3 — Mapas iniciais da D7 para w,, =0.4 € w, =0.6 - dissipador L.

Analisando o gréfico de fluxo de calor, é possivel verificar que o gradiente nos pontos p;
e p, estdo aumentando a medida que o processo se desenvolve, enquanto que no ponto ps ocorre
um decréscimo visivel do valor do gradiente. Na Figura 8.5, o ponto p3; demonstra um aumento
da temperatura devido ao decréscimo do gradiente naquela posicdo de controle. E evidente que a
regido na qual apresenta menor eficiéncia estd sendo removida. Conseqiientemente, o fluxo é
maximizado ao longo do caminho conectando os pontos p; e p,. Nas Figura 8.7 e Figura 8.8
apresenta-se o histérico de concentracdo de massa e de fluxo nos trés pontos internos. Os fluxos
de massa nos pontos p; € p, sofrem uma reducdo apds a 56° iteragdo, enquanto que no ponto ps3

aumenta simultaneamente. Isto ocorre porque apds a iteracdo 56 os valores da D7 nos pontos

internos sdo gradualmente homogeneizados, tornando dificil selecionar locais onde os valores da
Dr sejam baixos e 6bvios. A geometria final resulta em forma de Y assimétrico, com material
concentrado no lado direito, devido ao fator peso inicialmente imposto. No entanto, o fluxo

madssico é maximizado do ponto p; ao ps.
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Iteracdo 29 Iteracdo 50 Iteracdo 71 Iteracdo 84

3 ™ . P2

Figura 8.4 - Evolugdo topoldgica para o dissipador 1.

Este caso demonstra claramente que a otimiza¢do multi-critério leva a um resultado
assimétrico, embora o problema original apresente tanto simetria geométrica quando das

condi¢Oes de contorno.

T T
,,,,, —+— temp média ||
—— temp p1

248F -

24.6 Tt tempp2

Evolucéo da temperatura [°C]

iteragoes

Figura 8.5 — Historico da temperatura por iteragdo para os pontos pj, p2 € ps - dissipador I.
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Figura 8.6 — Histérico do fluxo de calor por iteracao para os pontos pi, pz € p3 - dissipador L.
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Figura 8.8 — Historico do fluxo massico por iteragdo para os pontos pi, p2 € ps - dissipador L.

8.2 Dissipador I1

Em dissipadores porosos a transferéncia de calor e massa ocorre de maneira simultanea

em uma geometria estabelecida em projeto. Para este caso a geometria foi definida como

retangular e discretizada com 100 elementos de contorno descontinuos lineares integrados com

quatro pontos de Gauss. A Figura 8.9, ilustra as condi¢des de contorno prescritas as quais foram

sempre aplicadas sobre dois elementos. Os demais contornos estdo isolados, bem como, todos os

furos abertos durante o processo de otimizacdo. Os coeficientes de condutividade e de

difusividade s@o ajustados em 1W/m°C e 1m2/h, respectivamente. Este caso serd estudado com

fatores pesode o, =0, e o, =0.4 e o, =0.6, sendo assim, a prioridade maior € imposta para

o caso de transferéncia de calor.

10

£

M, |

30 |

M; = 2 kg mol/m®
I M. M, = 7 kg mol/m®
Ti=20°C
T,=70°C
| .

Figura 8.9 Condig¢des de contorno para o dissipador II.
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Na Figura 8.10 € possivel acompanhar o comportamento da topologia a medida em que o
processo iterativo evolui. Neste caso os fatores peso impostos para a transferéncia de calor e para
a transferéncia de massa s@o iguais, o que justifica uma topologia final quase-simétrica. A quase-
simetria deve-se ao fato de que as sensibilidades no dominio de ambos os casos sdo distintas e
uma combinagdo linear das mesmas nao representa plenamente a perfeita unido destas a ponto de
resultar em uma topologia final simétrica.

Na Figura 8.11 demonstra-se satisfatoriamente o que acontece quando impde-se um fator

peso «, maior, ou seja, houve uma remocdo de material maior nos cantos inferior esquerdo e

superior direito do dissipador, favorecendo o fluxo de calor, em detrimento do fluxo de massa.

Iteration #10 Iteration #29

I SONSPSUNE TS, =2 S SO

| ot
M QYT YT M

Iteration #34 Iteration #40

M > (

Figura 8.10 — Evolugdo topoldgica para ¢,, = ¢, =0.5 para o dissipador IL
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Iteration #17 lteration #21

Iteration #31 lteration #40
| w

M |

Figura 8.11 - Evolug¢ao topoldgica para &, =0.4 e a, =0.6 para o dissipador II.

8.3 Comentarios adicionais: Otimizacio de compromisso

Neste ultimo capitulo direcionou-se o processo de otimizagao utilizando Dy + MEC para
solucionar problemas de otimizacdo de compromisso. O foco principal concentrou-se na
otimizag¢do de séOlidos submetidos a transferéncia de calor e massa simultaneamente, ambos
fendmenos governados pela equacdo de Laplace. A férmula empregada para relacionar as

sensibilidades entre ambos os dominios foi aquela proposta por Rosvany et al. (1995),

o' =w, 0, +w,0 (8.5)

Esta equacdo, no entanto, ndo € sensivel o suficiente para resultar em um valor exato da
sensibilidade do dominio. Esta afirmacdo deve-se ao fato de que este tipo de formulagdo nao
utiliza a equagdo de calor e de massa acopladas, pois a solucdo para cada um dos problemas é
obtida de maneira independente. Devido a este fator, é importante considerar que este tipo de
otimizag¢do de compromisso ndo € sensivel a variacdo da viscosidade do fluido com o aumento

de temperatura.
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9 CONCLUSAO

Este trabalho objetivou essencialmente desenvolver procedimentos numéricos de
otimizacdo de solidos governados pela equacdo Poisson. O MEC foi adotado como método de
solucdo numérica das equacdes por apresentar caracteristicas atrativas aos processos de
otimizacdo aqui discutidos. Para a obten¢do das topologias foram utilizados dois métodos de
otimizacdo: algoritmos genéticos e a derivada topoldgica. Sendo assim, este capitulo resume as
contribuicdes deste trabalho para a drea de otimizacdo bem como algumas sugestdes para a

continuidade da pesquisa em 4reas correlatas.

9.1 Contribuicoes deste trabalho

Este trabalho divide-se em duas etapas: A primeira refere-se a otimizacdo de soélidos
empregando os algoritmos genéticos. A questdo a ser respondida era se seria possivel gerar
topologias 6timas em transferéncia de calor, apenas controlando a movimentacdo de cavidades
dentro do dominio. Para alcancar este objetivo foi desenvolvido um c6digo numérico para AG.
Alguns exemplos numéricos foram resolvidos com o cédigo AG + MEC e comprovaram a
capacidade do presente método na obtengdo de topologias Otimas. No entanto, foram
encontrados problemas como o aumento do custo computacional devido a penaliza¢des durante o
processo de otimizagdo. Para solucionar estes problemas, implementou-se um método alternativo
denominado matriz de chaveamento, o qual teve como objetivo diminuir o ndmero de varidveis,
comprimento dos cromossomos e as penalizacdes. Este método também se torna atrativo por ser
uma alternativa aos métodos hard-kill, onde uma vez retirado o material ndo € mais possivel
repd-lo no mesmo local do dominio em estudo. Também € importante salientar que o MEC, por
ndo necessitar de malha no dominio, torna-se muito atrativo para métodos de natureza
combinatéria como AG, o qual despende de muito tempo computacional. Neste contexto
conclui-se que os resultados obtidos, provenientes da implementacdo do MEC + GA (matriz de
chaveamento), apresentaram-se de maneira satisfatéria com uma razoavel reducdo no custo
computacional. Mesmo com a implementacdo da matriz de chaveamento, a solucdo de
problemas com malhas muito refinadas tornava o uso do cédigo de AG invidvel pelo tempo de
processamento. Como alternativa ao AG, foi também investigada a andlise de sensibilidade
topoldgica via Dy, mantendo-se 0 MEC como método de solucdo numérica. Os resultados
obtidos foram comparados com os da literatura, e apresentando boa concordancia. A formulagao
da Dr até entdo estava explorada para materiais de comportamento isotrépico. Entdo surgiu o
objetivo de realizar a andlise de sensibilidade em materiais ortotrépicos. Para evitar novas

deducdes da Dr foi implementada a transformagdo de coordenadas lineares, o que permitiu
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otimizar s6lidos de comportamento ndo isotrépico. Os resultados apresentados demonstraram
que esta transformacao de coordenadas obteve €xito ao gerar topologias 6timas as quais puderam
ser comparadas e validadas com outros exemplos disponiveis na literatura. Fontes de calor

também foram consideradas e os resultados apresentaram-se bastante satisfatdrios.

Finalmente, foi abordada a otimizacdo de compromisso, ilustrada para problemas de
transferéncia de calor e massa simultaneos. Apesar da simplicidade da formulacdo empregada
para relacionar as sensibilidades entre ambos os dominios (Rosvany et al.,1995), os resultados
obtidos foram coerentes com o fendmeno fisico. Neste tipo de procedimento de otimizagao
as equagdes governantes nao estdo acopladas, desconsiderando assim o efeito da temperatura

sobre a viscosidade do fluido e sobre a condutividade térmica.

De um modo em geral, este trabalho contribuiu para o enriquecimento de exemplos
referentes a casos de otimizacdo em problemas térmicos, ja que estes sdo muitos escassos (Li et
al., 1999; Li et al., 2004), apesar de sua importancia. Este tema é potencializado quando se refere
a problemas térmicos anisotrépicos ou ortotropicos, devido a sua dedu¢do matemadtica ser mais
complexa e, portanto, normalmente limitada a problemas mais simples. Neste contexto, este
trabalho contribuiu com propostas e alternativas para resolver distintos tipos de problemas de

otimizacdo de sélidos empregando tanto AG quanto Dr.

9.2 Recomendacoes para continuidade da pesquisa

Os resultados obtidos com o emprego de métodos de otimizacao de s6lidos submetidos a
equagao de Poisson realizadas ao longo deste trabalho ndo esgotam as potencialidades deste
tema. De fato é possivel mencionar algumas questdes que podem vir a ser alvo de futuras

pesquisas.

E imperativo o emprego do AG + MEC + matriz de chaveamento na solugdo de
problemas com malhas mais refinadas para obtenc¢do de topologias 6timas utilizando-se a
otimizagdo em paralelo. Com a otimiza¢do em paralelo espera-se uma redugdo significativa no
custo computacional, conferindo assim, uma alternativa aos métodos hard-kill. Um estudo
comparativo mais aprofundado pode ser realizado entre os resultados futuros e as solugdes
obtidas no presente trabalho via DT + MEC. No entanto, esta permanece sendo uma abordagem
hard-kill, com todas as suas defici€ncias. Assim, a investigacdo e implementagdo de alternativas

. ~ g p ~ ~ 2
para inser¢dao de material € indispensavel para solucdo de problemas nido-convexos”.

* Recentemente, Giusti et.al. (2006) estenderam o conceito de derivada topolégica também para insercio de

material, denominando a formula¢ao de derivada configuracional.
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Outro aspecto relevante consiste em aplicar AG + MEC + matriz de chaveamento em
plantas industriais para solucdo de problemas em tempo real, como por exemplo, na
determina¢do do perfil de temperatura para a cura de um material a compressdo (Felipe et.al.,

2007).

Neste trabalho foi implementada uma maneira elegante, ao empregar-se a técnica de
transformagdo de coordenadas, para obter a andlise de sensibilidade via DT em solidos de
comportamento ndo isotropico. Deduzir a formulacio da DT para meios ndo isotropicos
preencheria esta lacuna e contribuiria com esta linha de pesquisa. Ainda neste contexto seria de
significativa contribui¢do calcular a DT para problemas transientes considerando um conjunto de

funcdes custo mais geral.

Para a otimizacdo multi-critério encoraja-se a consideracdo do acoplamento das equacdes
governantes, considerando assim o efeito da temperatura sobre a viscosidade do fluido. Uma vez
que haja tal acoplamento o c6digo numérico torna-se mais genérico para solucionar uma classe

mais vasta de problemas.

Ainda, a implementa¢do de sub-regides permitiria otimizar dominios compostos por mais
de um material, bem como o uso de elementos quadraticos para maior precisdo da solu¢do. Um
método de remocdo de material mais elaborado também deve ser implementado, visando a
geracdo de geometrias mais suaves ou, alternativamente, um procedimento de suavizacdo de

contornos entre cada iteracdo do processo.

Finalmente convém enfatizar que quaisquer das possibilidades sugeridas acima sdo
passiveis de implementacdo imediata no cédigo desenvolvido neste trabalho. Por outro lado,
deve-se ponderar a implementacdo do mesmo em linguagens compiladas como C ou C++, a fim

que aumentar sua eficiéncia para solucdo de problemas maiores.
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APENDICE A - Deducio da equacio integral e soluciio fundamental para o MEC

A ponderacgdo do residuo da equagdo de Poisson pode ser escrita:

[(V2u-bpwac

Q

onde w € uma fun¢do peso. Integrando por partes os termos em x e y resulta em:

Da integracdo por partes, resultou um termo na equacdo anterior que é a derivada de u
. . du . . .
com respeito a normal, ou seja, > que mais tarde serd denominada ¢g. Integrando novamente
n

por partes, obtém-se:

’w  d*w ow
i(axzway de+I—wdF l T

Como a equacdo (A.3) é igual a equacdo (A.1) pode-se escrever a seguinte igualdade:

[V2upwae = jkudsz j awdﬁj—wdr 0

o n

A equagdo acima pode ser expressa na forma conhecida como Teorema de Green, da

seguinte maneira:

j(vzu)w—(vzw)udgz+jwa—” W ar=o (A1)

2 n on

Considerando que o contorno do dominio esta dividido em duas partes I, e I,

(I'=1I7 +1I,) sob as seguintes condi¢des de contorno:

u= em I

u

ou -
gq=——=q em I,

on
Substituindo-se as condi¢des de contorno descritas acima € possivel reescrever a equacao

(A.1) como:

[{(v2w)u- bw}d9+jqwdr+jqwdr j— T — ju—dr
’ i (A.2)
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Ap6s impor as condi¢des de contorno na equagdo (A.2), integramos novamente por partes para

obter a equacdo original de Laplace.
j{—a—wa—”—a—wa—”—bw}dg+ja—wudr+...
+ja—wudr—j wdr+j_wdr—j_a—wdr—o
ann F]q rzq I on

Dividindo-se a primeira integral sob I' em dois termos (I7 e I,), o segundo destes

novos termos pode ser cancelado com a tdltima integral em (A.2), o que resulta em:
ow - — dw
[i-==-55- bwdQ+ [——udl'~ [wqdl+ [qwdl - [u ==dI'= 0
P on 7 7 P on
Integrando-se novamente,

j{(vzu—b)w}dg—jwqdnja—wudnj;wdr— W 2ar=o
2 2 P on 7 ] on
Rearranjando os termos da equacdo acima em relacdo a parte do contorno as quais as

integrais se referem, tem-se:
j{(vzu—b)w}dg—j(q—g)wdnj(u—ﬁ)a—wdr: 0 (A3)
0 7 P on

E visivel que o objetivo estd em satisfazer a equacdo diferencial no dominio mais as
integrais no contorno. A equacdo (A.3) relaciona o potencial u e o fluxo g sobre o contorno, na

auséncia de fontes (b = 0):
1 * *
U0+ [u()g” (6§l =[g(ou (x,$)dT

As fungdes u* e g* sdo as solucdes fundamentais em x devido a uma carga unitaria

aplicadaem ¢ .

e fndar
27[1_ r

r=llx={
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APENDICE B - Elementos de contorno lineares descontinuos

A utilizacdo de elementos de contorno descontinuos tem, por diversos fatos, se tornado
uma pratica mais comum nos Ultimos tempos. Um desses fatos € a facil resolu¢do do problema
de cantos vivos, onde hid duas normais em um mesmo ponto, podendo ter assim duas
temperaturas ou fluxos em problemas potenciais. Neste trabalho optou-se por se trabalhar com os
elementos descontinuos linear onde a descontinuidade implica que os nds fisicos e os nds
geométricos dos extremos do elemento ndo estdo necessariamente no mesmo lugar. Ou seja, o
elemento descontinuo é formado por nés fisicos e nés geométricos diferentes. E importante
lembrar que a utilizacdo de elementos descontinuos faz com que as fung¢des de interpolagao
utilizadas para os nés geométricos necessitem de uma corre¢do para que sejam vdlidas para os

nods fisicos.

Nos elemento lineares, as temperaturas u, € os fluxos g, sdo representados por funcoes
lineares em funcdo dos seus valores nodais. Os valores de u, e ¢, em qualquer ponto no

elemento podem ser definidos pelas seguintes equagdes:

R T TRV
u, ¢ 0 |u,

Py ¢1 ¢z P i
= = = ®p’ B.2
P {pz} {ﬂ ¢j{pz} P B2

onde as fungdes de interpolacdo @ e @, sdo dadas por:

g ==(1-¢); ¢2=%(1+f) (B.3)

1
2

Se os dois nés deste elemento sdo deslocados (recuo) das suas posi¢des iniciais pelas
distancias a e b respectivamente, como mostra a Figura 2.2, a equacdo (B.1) pode ser

particularizada para os nds deslocados.

Para os nos deslocados escreve-se,
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{@ (fa) ) (fa)}{’/ﬁ}
¢1(§b) ¢2 (fb) Uy

(B.4)

sendo que &, = 2a -1 e § =1- 2b sdo as coordenadas locais para os pontos nodais.
© 1 ’ !

Substituindo-se (B.4) em (B.1) pode-se obter o valor de u em qualquer ponto sobre o
elemento em termos dos valores nodais.

u($)=[¢ ¢2]Q{Z:} (B.5)

Também € necessario que se faga uma correcdo em relacdo aos nds deslocados através de
uma matriz denominada Q.

0 1 l-b —a
l—a-b|-b Il-a

As mesmas relacdes escritas para u podem ser, a partir da expressdo (B.3), reescritas
para o fluxo q.

(B.6)

o | o & o Nos fisicos
=] =]

o Nos geométricos

Figura B.1 —Elemento descontinuo linear.

Figura B.2 — Fungdes de interpolacdo modificadas para elemento descontinuo linear.

A aplicacdo de técnicas de tratamento de cantos sdo muito uteis em problemas nos quais

as variaveis assumem um valor infinito no final do elemento, muito comum de acontecer em
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problemas relacionados a mecanica da fratura. Historicamente trés técnicas de tratamento de

canto sdo freqiientemente empregadas como alternativa aos elementos continuos:

1) Arredondamento de canto: propde a substituicdo do né por outros dois novos nos,
proximos a ele (Figura B.3). O inconveniente desta abordagem é que a proximidade entre P; e P,

que piora o condicionamento das matrizes, com conseqiiente degradagao da precisao.

P,

Figura B.3 — Técnicas de modelagem de canto.

2) Uso de elementos descontinuos: a idéia parte do principio de que o problema acima
existe, porque nos elementos de contorno os valores nodais utilizados na interpolacdo das
variaveis, sdo definidos nos mesmos pontos em que os ndés geométricos foram estabelecidos.
Resulta dai que o fluxo € indeterminado, ja que a direcdo normal em um canto da geometria nao
tem dire¢do unica. A Figura B.4 sugere a idéia dos elementos descontinuos aplicada a um
elemento linear. Supondo que o elemento esteja num canto da geometria, os nés da fungdo

podem ser arbitrariamente deslocados de seus extremos.

Valor nodal

— 1
// / / de u ou g
.
b
1

7
’
’

E=-1 ® Nis geométricos

> x Nos fisicos

=

Figura B.4 — Elementos descontinuos.

3) Uso de elementos parcialmente descontinuos: Os elementos descontinuos podem
introduzir descontinuidades desnecessarias em por¢des regulares da geometria. Para estes casos é
recomendado a utilizacdo dos elementos parcialmente descontinuos. Eles permitem a
descontinuidade da funcdo apenas em pontos selecionados como, por exemplo, os cantos da

geometria. Um dos nés da fung¢do é mantido em &=+1 ou & =+1, conforme a necessidade de

garantir a continuidade (Figura B.5).
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x NOs fisicos
..... R, .

® No6s geométricos

Figura B.5 — Elementos parcialmente descontinuos.
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APENDICE C - Problemas com fontes de calor

z

Em muitas aplicacdes praticas € necessario considerar fontes de calor distribuidas no
dominio, entdo a equacdo diferencial antes homogénea (Laplace) agora leva em consideracao a

funcdo b . A equacdo governante estabelece-se como:
Viu=b em Q

sendo b uma fungdo conhecida e de posicao.

Usualmente aplicam-se duas técnicas para considerar aos efeitos de fonte distribuida no

dominio:

e (dlculo de integrais de dominio por integracdo de células;

e Calculo de integrais de dominio através da transformacdo em integrais de contorno.

No célculo de integrais de dominio por integracao de células a idéia consiste em dividir o
dominio em células internas, conforme Figura C.1. Neste caso hd uma inconveniéncia que
consiste exatamente na discretizacdo do dominio, porém, com esta técnica € possivel aplicar

cargas térmicas somente em uma parcela do dominio em estudo.

Célula para integracao

Figura C.1 — Discretizacdo com células internas.

A segunda técnica para calcular a equacdo de Poisson, e a qual serd utilizada neste
trabalho, consiste em aplicar o Teorema de Green e transformar a integral de dominio em uma

integral de contorno equivalente. Isto é possivel quando a funcdo b € harmonica, ou seja,

satisfaca V2 =0. Introduzindo uma fungio v" definida por,
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u' ==V3" (C.1)
e aplicando o Teorema de Green,
[ev2y —v'vibaa= j(bal—v* 9b i
on on
Q T
sabendo que V2b=0, obtém-se,
' < ob
j (bu*)dQ = I(baln—v Se)dr (C.2)
Q T

A solucdo fundamental de alta ordem v pode ser calculada através da eq.(C.1), com

'

on

excecdo da derivada direcional todos os demais termos da eq.(C.2) sdo conhecidos. A

solucdo da eq.(C.1) é dado por,
V' = Lln r

27

em coordenadas polares (r,6)aeq. (C.1) é expressa por,
li ri +i_82 v* :Llnr
rorl dr) ;2 96? 27
integrando uma vez,

dr ) orx 2 4

a1 (r r), G
W—ﬁ(zh” zj+7

* 2 2
rdv = _drlnr r:%[’ﬁ—lnr—r—J+C1

integrando novamente,

2 2 2
v =i{%lnr—%—%]+cl Inr+C,

A escolhade C;, = C, = 0 resultam em:

2

. T

v =—(Inr-1
87z( )

*

. v
Para determinar-se " tem-se que
n
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E)LV:V\/*nzalrn +aln<
on ox * dy °
o' or v’ or
——n_+———n,
or ox © dr dy °

(Llnr—Lj(x_é/jnx +(Llnr—Lj(y_njn
Az kY4 r A kY4 r !

1
g(Zlnlx—fl—l)(x—f)n

com a eq.(C.2), obtém-se B;

. E o' fc,f,. . . ob(x
B=—£b(7c)u (f,g)dsz:;l(b(fc)%—v (f,gj)%)dr

A integral de contorno de B, at€é B, pode ser divididas em sub-integrais correspondentes

a cada elemento de contorno, ou seja,

B=I+L 4L+, +...+1]

Para o elemento que contém o ponto fonte e o ponto campo, a ortogonalidade

()? - f ) n=0, ou seja, neste caso I, =0. Agora basta resolver a seguinte equa¢do matricial,

Hu—-B=Ggq
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