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COMPARAÇÃO DE ESQUEMAS DE QUADRATURAS 

PARA A FORMULAÇÃO DE ORDENADAS DISCRETAS 

DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE RADIATIVO

INTRODUÇÃO

Neste trabalho, que encontra-se em fase de desenvolvimento, buscamos comparar esquemas de quadraturas sobre a esfera unitária (assumindo simetria nas

coordenadas η e ξ) em problemas de transporte unidimensionais. Para tanto, pretendemos discutir sobre princı́pios fundamentais para a construção de tais

quadraturas, como positividade dos pesos, invariância sobre rotações, entre outras. Também, buscaremos analisar o erro dos esquemas de quadratura e a

comparação entre quadraturas de pesos iguais, do tipo de Lebedev, de construção geométrica e de construção via quadraturas iteradas.

Até o momento, trabalhamos na construção de quadraturas do tipo Legendre-Chebyshev [4] e a quadratura geométrica denominada Tesselation [5]. Neste

pôster apresentamos a construção de tais quadraturas.

Consideramos a equação de transporte radiativo, estacionária, em um meio cinza [3]:

Ω ∙ 𝛻𝐼 𝑟, Ω, 𝜈 + 𝜎 + 𝜅 𝐼 𝑟, Ω, 𝜈 =
𝜎

4𝜋
 𝑆2 𝐼 𝑟, Ω

′, 𝜈 𝑑Ω′ + 𝜅𝑄, Ω ∈ 𝑆2,

onde I = I(r, Ω, ν) denota a intensidade radiativa associada à frequência ν em um ponto r do

domı́nio, S2 := {Ω = (μ, η, ξ); μ2 + η2 + ξ2 = 1} denota a esfera unitária e Q é uma fonte

externa. Uma das técnicas mais empregadas para o estudo numérico desta equação é o

chamado método de ordenadas discretas, o qual consiste em aproximar o termo integral por

uma quadratura numérica apropriada e, então, expandir a equação do transporte em um

sistema de equações diferenciais parciais nas direções discretas Ωi definidas pela quadratura.

Mais especificamente, para problemas com geometria cartesiana unidimensional, a

formulação de ordenadas discretas da equação de transporte é:

𝜇
𝑑𝐼𝑖

𝑑𝑥
+ 𝜎 + 𝜅 𝐼𝑖 =

𝜎

4𝜋
 𝑗=0
𝑁−1 𝐼𝑗𝜔𝑗 + 𝜅𝑄, i = 0, 1, …, N – 1, 

onde {(μi, wi)}𝑖=0
𝑁−1

é o conjunto de pontos e pesos da quadratura numérica, N é a ordem da

quadratura e 𝐼𝑖 ∶= 𝐼(𝑥, 𝜇𝑖, 𝜈). Desta forma, a formulação de ordenadas discretas depende da

quadratura escolhida impactando na precisão da solução obtida [1,2].

QUADRATURA LEGENDRE-CHEBYSHEV

Esse tipo de quadratura possui diferentes esquemas: o quadrangular (PNTN) e o triangular

(PNTNSN ). Ambas têm seus pesos em termos dos pesos da quadratura de Gauss-Legendre 𝜔𝑖.

Para a quadratura quadrangular, temos N pontos associados a cada nível polar ξ. Determina-se

os ângulos azimutais relacionados a ξi através da relação:

 𝜔𝑗 =
𝜋

2
1 −

𝑁−2𝑗+1

𝑁
,   onde j = 1, …, N. 

A partir daí, calcula-se os pontos 𝜇𝑖𝑗 = 1 − ξ2 cos  𝜔𝑗 e os pesos wi,j = 𝜋
𝜔𝑖

𝑁
, com i = 1, …,

N/2. Dessa forma, encontramos M direções na esfera unitária, sendo M = 2(N × N), como

pode ser visto na figura 1 a seguir.

Diferentemente da quadratura produto PNTN, na quadratura triangular temos um número de

pontos diferente para cada nível polar ξ. Agora, então, os ângulos azimutais estão relacionados

a ξi através da relação:

 𝜔𝑖,𝑗 =
𝜋

2
1 −

𝑁−2𝑗+1

𝑁−2𝑖+2
, 

onde i = 1, …, N/2 e j = 1, …, N – 2i +2.

A partir daí, calcula-se os pontos 𝜇𝑖𝑗 = 1 − ξ2 cos  𝜔𝑖,𝑗 e os pesos wi,j = 𝜋
𝜔𝑖

𝑁−2𝑖+2
. Assim

sendo, encontramos M direções na esfera unitária, sendo M = N(N + 2), mostradas na figura 2

a seguir.

CONTEXTO QUADRATURA TESSELATION

A quadratura Tesselation (TN) se resume em três etapas:

Primeiramente, projetamos o primeiro octante em um triângulo equilátero de vértices (1, 0, 0),

(0, 1, 0) e (0, 0, 1), conectando um ponto qualquer da esfera unitária ao centro da mesma. A

intersecção da reta com o triângulo define o ponto projetado, sendo suas coordenadas:

𝑥 = 𝜇/(𝜇 + η + ξ), 𝑦 = η/(𝜇 + η + ξ) e 𝑧 = ξ/(𝜇 + η + ξ).

Em seguida, dividimos o triângulo principal em vários triângulos menores, sendo seu

comprimento 1/N vezes o tamanho do triângulo maior. Cada direção é associada com um dos

triângulos pequenos e passa pelo seu centroide, como podemos ver na figura 3.

A terceira etapa consiste em projetarmos os triângulos e seus respectivos pontos para a

superfície da esfera unitária (fig. 4). Para isso, usaremos a projeção inversa:

𝜇 =  𝑥 (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2), η =  𝑦 (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) e ξ =  𝑧 (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2).

Figura 3 Figura 4

Figura 1 Figura 2

COMENTÁRIOS FINAIS

Até o momento, logramos o desenvolvimento de códigos computacionais

Python para a construção das quadraturas do tipo Legendre-Chebyshev

(quadrangular e triangular), bem como da quadratura geométrica chamada

Tesselation. Na sequência, buscaremos a implementação de quadraturas do

tipo Lebedev. Então, iniciaremos nossos esforços na análise e comparação

das quadraturas na aplicação de problemas de transporte.(*)
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* Estes códigos podem ser encontrados em https://github.com/acbof/Transport
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