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RESUMO

UMA SOLUCAO PARA O PROBLEMA DE TRANSFERENCIA RADIATIVA PELO ME-
TODO LTSy COM ALBEDO VARIAVEL

O método LTSy, quando aplicado a diversos problemas de transporte, estabelece
uma solucao em forma analitica, isto é, sem aproximacoes ao longo de sua derivacao. Este
procedimento consiste em aplicar a Transformada de Laplace no conjunto de equacoes di-
ferenciais ordinérias lineares de primeira ordem, resultante da aproximacao das ordenadas
discretas Sy, da equagao unidimensional de transporte de radiacao, em um meio homogéneo.
Nesta dissertagao, apresenta-se a solugao LTSy do problema de transferéncia radiativa em
uma placa plana nao homogénea, assumindo o coeficiente de albedo variando continuamente
ao longo de sua espessura. Com esta finalidade, subdivide-se a placa em varias subplacas
ou regioes, considerando-se em cada uma delas o valor do coeficiente de albedo constante,
representado por um valor integral médio. Resultados numéricos sao apresentados para o
calculo dos parametros superficiais de transferéncia radiativa, A* e B*, que relacionam as
correntes emergentes com as incidentes nas fronteiras em x = 0 e x = L, respectivamente,

os quais sao comparados com resultados existentes na literatura.
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ABSTRACT

A SOLUTION TO THE PROBLEM OF RADIATIVE TRASNFER BY THE METHOD
LTSy WITH VARIABLE ALBEDO

When applied to various problems of transport, the LTS y method establishes a solu-
tion in an analytical form, that is, without approximations to its derivation. This procedure
consists of applying the transformed of Laplace to the group of first-order linear differential
equations resulting from the discrete ordinates (Sy) approximation, to the one-dimensional
neutral particle transport equation, inhomogeneous environment. This dissertation presents
the LTSy solution to the radiative transfer problem inhomogeneous slab assuming albedo
coefficient continuously varying along its thickness. For that purpose the slab is divided into
several sub-slab or regions, each of which having a constant albedo coefficient represented
by an average integral number. Numerical results to the calculus of superficial parameters
of radiative transfer A* and B* are presented, which relate the emerging to the inciding
currents on the borders for x+ = 0 and x = L, respectively, which are then compared to

results found in existing literature.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos varios métodos tém sido estudados com a tarefa de chegar a resul-
tados precisos para os problemas da teoria de transporte. Dentro do contexto dos métodos
deterministicos, cujo objetivo é estabelecer solucao exata para as aproximacoes da equacao de
transporte, encontra-se o método LTS y. Para mostrar a eficiéncia deste método, resolve-se
nesta dissertacao o problema isotropico de tranferéncia radiativa em uma placa plana finita
nao homogénea.

A equacao linear de transporte é uma equacao integro-diferencial que descreve a
distribuicao de particulas, tais como fétons, néutrons, moléculas e ondas eletromagnéticas,
que fluem livremente em um meio, levando em conta o movimento das mesmas e suas in-
teragoes com o meio [Chandrasekhar, 1950], [Duderstadt e Martin, 1979]. Para problemas
particulares foram encontradas soluges exatas desta equagao pelo método de Case, [1960],
e pela técnica de "Wiener-Hopf" [Duderstadt e Hamilton, 1976].

Ao longo do tempo, devido a enorme aplicabilidade da teoria de transporte em
algumas areas de engenharia e fisica, surge o interesse no desenvolvimento de técnicas com-
putacionais eficientes de solucao desta equagao. Dentre a grande variedade de métodos deter-
ministicos, destaca-se a aproximacao em ordenadas discretas proposta por Chandrasekhar,
[1960], conhecida como aproximagao Sy do problema de transporte. Esta aproximagao con-
siste em aproximar a equacao de transporte por um sistema de N equacoes diferenciais
ordindrias lineares de primeira ordem. FEsse método é focado no tratamento discreto da
variavel angular e consiste, essencialmente, em aproximar o termo integral por uma férmula
de Quadratura Gaussiana de ordem N e aplicagao do método da colocacao, considerando
como funcao teste a Delta de Dirac. Esse procedimento gera um sistema de N equagoes
diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem na variavel espacial.

No inicio da década de 90, foi proposto por Vilhena e Barichello [Vilhena e Barichello,
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1991], [Barichello e Vilhena, 1993] e [Vilhena e Barichello, 1995], o método LTSy, que
vem sendo muito utilizado em problemas de fenomenos de transporte de particulas neutras,
mudando-se apenas a caracteristica do meio. Este método resolve de forma analitica a apro-
ximacao Sy do problema de transporte em uma placa plana finita, aplicando a Transformada
de Laplace na variavel espacial do conjunto de equacoes de ordenadas discretas, sobre um
dominio finito. Deve-se observar que o método é dito analitico, pois a solucao do sistema de
equacoes diferenciais Sy é obtida sem a aproximacao ao longo de sua derivagao.

A idéia principal do método LTSy, pode entao, ser resumida na aplicacao da Trans-
formada de Laplace na variavel espacial do sistema de equacoes diferenciais ordinérias line-
ares de primeira ordem gerado pela aproximacao Sy. Resolvendo este sistema de equagoes
transformado, que é um sistema linear e algébrico dependente da variavel complexa "s",
seguida da inversao, feita analiticamente, da Transformada de Laplace, encontra-se assim,
uma expressao fechada para o céalculo da intensidade de radiacao nas direcoes discretas.
Aqui, é importante salientar que, para proceder a inversao da Transformada de Laplace, é
necessario inverter uma matriz da forma (sI — A), onde I é a matriz identidade de ordem
N, com N par, e A é uma matriz cheia de ordem N, que contém os parametros da equacao
de transporte.

Com o objetivo de encontrar uma formula analitica para a inversao da matriz (sI—A)
e posterior inversao da Transformada de Laplace associada ao método Sy, varios métodos
foram desenvolvidos. Primeiramente, foi proposto um algoritmo utilizando a estrutura da
matriz LTSy linearmente anisotropica e a definigdo de matriz inversa [Barichello, 1992].
Para aumentar o grau de anisotropia dos problemas, empregou-se um procedimento alter-
nativo para a inversao da matriz com o uso do algoritmo de Trzaska [1987], [Streck, 1993| e
[Vilhena e Barichello, 1995]. A seguir, Oliveira [Oliveira, 1993] e [Oliveira et al., 2002|, es-
tendeu a formula de inversao, inicialmente proposta por Barichello, para o caso anisotropico.
Porém, Brancher, [1998|, constatou que os métodos utilizados para a inversdo da matriz
eram computacionalmente invidveis para inverter problemas associados com elevadas ordens
de quadratura (N > 22), devido a aritmética finita.

Para melhorar o desempenho computacional dos métodos de inversao com posterior
inversao da Transformada de Laplace da matriz simbolica (sI — A), primeiramente Cardona

e Vilhena, [1998], desenvolveram um algoritmo para a inversdo da matriz LTSy associada
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ao caso isotropico. A seguir, surgiu a idéia de um método recursivo para inverter uma ma-
triz simbolica do tipo (sI — A) para problemas com anisotropia qualquer, o qual combina
a decomposicao de Schur e o método do particionamento, para a triangularizacdo da ma-
triz simbodlica, e posterior inversao da matriz triangular. Este método foi implementado
considerando a ordem de quadratura N até 400 em um computador Cray [Segatto et al.,
1999a].

Ainda, com o objetivo de melhorar o desempenho computacional do método LTSy,
e levando em conta que a matriz A associada a matriz simbolica (sI — A) apresenta auto-
valores todos distintos, Segatto, Vilhena e Gomes [Segatto et al., 1999b| desenvolveram um
método que diagonaliza a matriz A, proporcionando, assim, trabalhar com os problemas Sy
unidimensionais, com ordem de quadratura muito elevada. Este procedimento, como envolve
apenas o calculo de autovalores e autovetores, propicia a inversao da matriz para N grande
(N = 2000), dependendo somente de algoritmos eficientes para o calculo de autovalores e au-
tovetores da matriz A, associada ao problema. Assim, consegue-se, com este procedimento,
reduzir drasticamente o tempo computacional, o que possibilita usar um microcomputador.

Para resolver o problema de "overflow”, que pode ocorrer devido ao caracter ex-
ponencial da solucao LTSy, em uma placa de espessura grande ou elevadas ordens de
quadratura, Barichello [Barichello e Vilhena, 1993b|, propos uma mudanca de variavel na
solucao, trocando x por x — L para os termos exponenciais positivos, em que L é a espes-
sura da placa, na solugdo homogénea associada ao problema. Esse procedimento funciona
para problemas sem fonte, mas no caso de problemas com fonte, pode carregar o problema
de "overflow" para o termo de convolucao. Para resolver o problema criado no termo de
convolugao, Gongalves [Gongalves et al., 2000|, propos uma nova formulacao para a solugao
LTSy que leva em conta a propriedade de invariancia das direcoes discretas. Fisicamente,
isto significa, considerar equivalentes particulas deslocando-se da direita para a esquerda
(1; < 0) e particulas deslocando-se da esquerda para a direita (p; > 0). Isso possibilitou ao
método LTSy lidar com problemas de transporte com alto grau de anisotropia, grandes
espessuras e fonte arbitraria.

Cabe ressaltar ainda, a grande importancia que foi a prova da convergéncia do
método LTSy |Pazos, 1999|, |[Pazos e Vilhena, 1999a|, [Pazos e Vilhena, 1999b| e |Pazos e

Vilhena, 1999¢|, o que garante que a medida que a ordem da quadratura cresce, a solucao
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LTSy se aproxima da solugao exata de Case, [1960], a menos do erro inerente ao problema
de arredondamento, dando-nos uma maior confianca para obter resultados com uma precisao
controlada.

O método LTSy ja foi aplicado, com eficiéncia, na solucao de uma vasta variedade
de problemas de transporte: unidimensionais, em meio homogéneo [Barichello e Vilhena,
1993], e heterogéneo |Tavares, 2000]; espalhamento anisiotropico [Oliveira e Barichello, 1993],
[Vilhena e Barichello, 1995] e [Segatto et al., 1999a|; para modelos de um grupo [Barichello,
1992], e para modelo de multigrupo de energia [Vilhena e Barichello, 1991], [Vilhena e
Barichello, 1995] e |Barroso, 2000]; problemas de transferéncia radiativa em nuvens com ou
sem simetria azimutal, [Segatto e Vilhena, 1994a|, [Segatto, 1995], [Vilhena e Segatto, 1996|
e |Brancher et al., 1999]. Da mesma forma, ja foram realizados estudos para a equagao
de transporte que depende do tempo [Vilhena e Segatto, 1993], [Segatto e Vilhena, 1994b],
[Renz, 1999, |Oliveira et al., 2002| e [Gongalez et al., 2007|, e para modelos com variavel
angular continua [Segatto e Vilhena, 1997] e [Hoffmann, 2003]. Problemas nao lineares,
também ja foram resolvidos [Vargas e Vilhena, 1999], [Vilhena e Barichello, 1999] e [Vargas et
al., 2003|, além de problemas inversos |Barichello e Vilhena, 1993b] e [Velho et al., 2003], com
a aplicagdo em otica hidrologica [Retamoso, 2000], [Retamoso et al., 2001| e [Retamoso et al.,
2002]. Outros trabalhos também comprovam a eficacia do método na resolugao de problemas
de engenharia nuclear [Chies, 1996], [Kruse, 1998]|, [Borges e Vilhena, 2002] e [Rodriguez et
al., 2007], na determinagao de criticabilidade |Lorenzi, 1996|, |Batistela e Vilhena, 1997a],
[Batistela e Vilhena, 1997b| e [Batistela et al., 1999], e no célculo de parametros radiantes
[Vilhena e Souza, 1992], [Souza, 1993|, [Tavares, 2000] e [Segatto et al., 2001]. Esse método
também foi usado, tanto na solu¢do da equagao adjunta de transporte de néutrons |Gongalves
et al., 2002], com a determinagao da func¢do importéancia e o calculo de fluxo adjunto, como
na solu¢ao da equacao de transferéncia radiativa condutiva [Lemos, 2000]. A formulgao
LTSy foi estendida a problemas de transporte estacionario em duas e trés dimensoes para
particulas neutras |[Zabadal et al., 1995 |, [Pazos et al., 2002|, [Pazos et al., 2003|, [Hauser
et al., 2007a] e [Hauser et al., 2007b|, em dominios convexos bidimensionais [Zabadal et al.,
1997 | e também foi estendido para protons [Rodriguez et al., 2007].

O método LTSy também foi generalizado para resolver o problema de transporte

com autovalores complexos. Essa formulacao foi aplicada na resolu¢cao de um problema de
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transferéncia radiativa com polarizagao [Simch et al., 2006]. O método LTSy ainda foi
usado para a resolucao da equacao de transporte de particulas neutras com dependéncia
angular continua, considerando qualquer grau de anisotropia e fonte arbitraria [Hoffmann,
2003]. Santos [2005], desenvolveu um método "multigrid" para a aproximacao angular da
solucao da equacao de transporte de particulas neutras em uma placa plana, baseado na
formulagao LTSy, com dependéncia continua na variavel angular. Em seguida, desenvolveu-
se uma solugao analitica para o conjunto de equagoes Sy, considerando N impar [Segatto
et al., 2008a]. Também usou-se 0 método LTSy para resolver o problema de transferéncia
radiativa com fonte interna |Vargas et al., 2007|, e recentemente fez-se a generalizacdo da
formulacdo LTSy para o caso de albedo unitario onde ocorre autovalores multiplos [Marona
et al., 2007] e [Segatto et al., 2008b].

Com o objetivo de aumentar a potencialidade do método LTSy na solugao da
equacao de transporte de radiacao, neste trabalho, propoe-se o problema isotrépico de trans-
feréncia radiativa em uma placa plana finita nao homogénea com coeficiente de albedo varié-
vel. A seguir, com o proposito de validar a formulacao LTSy desenvolvida nesta dissertacao,
particulariza-se para um coeficiente de albedo com comportamento exponencial, calcula-se os
parametros superficiais de transferéncia radiativa A* e B*, que relacionam as correntes emer-
gentes com as incidentes nas fronteiras em z = 0 e x = L, respectivamente, e comparam-se
estes resultados com os resultados encontrados na literatura [Garcia e Siewert, 1982].

Para cumprir o objetivo proposto, o trabalho encontra-se estruturado em cinco capi-
tulos e estd organizado da seguinte forma: no capitulo dois apresenta-se a formulagao do
método LTSy, com a utilizacao do método da diagonalizacao, para um problema de trans-
porte de radiacao genérico, onde apresenta-se um problema homogéneo, e um problema nao
homogéneo ou multi-regioes, definido como K-regioes diferenciadas quanto ao coeficiente de
albedo de cada regiao. No capitulo trés, apresenta-se o problema isotropico de tranferéncia
radiativa em uma placa nao homogeénea com coeficiente de albedo variavel, e posteriormente
a aplicagao do método LTSy. A seguir, particulariza-se para um coeficiente de albedo com
comportamento exponencial, afim de obter os parametros superficiais de transferéncia radia-
tiva A* e B*. No capitulo quatro, apresenta-se e analisa-se os resultados obtidos, com o obje-

tivo de validar esta dissertacao. E finalmente no capitulo cinco apresentam-se as conclusoes.



2. FORMULACAO DO METODO LTSy PARA A SOLUCAO DA EQUACAO
DE TRANSPORTE DE RADIACAO

Neste capitulo apresentam-se inicialmente a equacao linear de transporte de radiacao
e a descricao da formulacao do método LTSy para resolucao do problema de transporte
unidimensional, homogéneo, com simetria azimutal e monoenergético. O método LTSy
resolve de maneira analitica o sistema de equagoes Sy através da aplicacao da Transformada
de Laplace na variavel espacial, solucao do sistema algébrico resultante para o fluxo trans-
formado e posterior inversao da Transformada de Laplace de forma analitica, encontrando,
desta forma, a intensidade de radiacao nas dire¢oes discretas consideradas.

Em seguida, estende-se também a mesma formulacao LTSy para a resolugao de
problemas em meio nao homogéneo, subdividindo a placa em K-subplacas, e acoplando-as
através da condicao de contorno e continuidade de fluxo nas interfaces, que é necessario para

a solucao do problema proposto.

2.1 A EQUACAO DE TRANSPORTE DE RADIACAO E O METODO DAS
ORDENADAS DISCRETAS — Sy

Nesta secao, apresenta-se a equacao de transporte para o problema de transferéncia
radiativa linear unidimensional, em coordenadas cartesianas, monoenergética, com simetria
azimutal, espalhamento anisotropico, em regime estacionario, e desenvolve-se a aproximagao
Sy da mesma. Assim, primeiramente, considera-se a equacao de transporte de radiacao, sem

simetria azimutal, descrita por [Duderstadt e Martin, 1979|, como:



0
el G R TN / / (cos©)W(z, i/, ") d'dp’ + Q(z, 1, @),  (2.1)
-1
em que:
e U(z,u, ) éaintensidade de radiagao na posi¢ao x, na diregao definida por p. Descreve

a distribuicao do fo6ton em um determinado meio;

e z € (0,L) é a espessura Otica;

p € [—1,1] é a diregao de propagagao do foton, ou seja, é o cosseno do angulo polar ¢

de espalhamento, (u = cosf);

¢ € [0,27] é o angulo azimutal;
e w e [0,1] & o termo de espalhamento simples do meio ou coeficiente de albedo;
° p( COS @) é a funcao de fase ou funcao de espalhamento;

e Q(z, 1, @) é o termo de fonte.

As variaveis angulares, 1 e ¢ indicam a direcao de propagacao da radiacao.

Em geometria plana, a intensidade de radiacao depende somente do cosseno do an-
gulo de espalhamento, e assim por simplificacao, considera-se que a funcao de espalhamento
p(cos @), possa ser representada pela expansao em uma soma truncada de Polinomios de

Legendre em termos do angulo de espalhamento O, isto é:

p cos@ ZﬂlPl Cos@) com [y =1, (2.2)
1=0

em que (©) é o angulo formado entre a diregao da particula antes da colisio com um alvo
e a direcao resultante apos a colisao e 3 sao coeficientes tabelados. Aplicando o teorema
da adic¢ao para Polinomios de Legendre [Chandrasekhar, 1950|, na equagao acima, pode-se

reescrever a funcao de fase como:

(cos®) =) (2= dom) Y _ B"P™(m) P (1) cos [m(so - w’)] , (2.3)
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em que P"(u) sao as fungoes associadas de Legendre e (] sao coeficientes da expansao do

Polinémio de Legendre que sao determinados por:

m (L—m)!
G = mﬁz- (2.4)

E quando considera-se o problema isotrépico, a funcao de espalhamento é representada por:
p(cos©) = 1. (2.5)

Para o problema desenvolvido nesta dissertagao, assume-se a existéncia de simetria
azimutal na equacgao (2.1), o que torna possivel simplifica-la, realizando a integragao de 0 a

27, pois neste caso, a intensidade de radiacao ¥, depende apenas de z e u, ou seja:

/0 Trp(cos OV (z, i, ') dy' =21V (z, 1) ZﬁlPl(,u)Pl(u/). (2.6)

=0

Substituindo a equagdo (2.6) na equagao (2.1), obtém-se a equacao de transporte
para a intensidade de radiacao, com simetria azimutal, que sera utilizada neste trabalho,

dada por:

0 W !
o W) + W) =5 Y GRG0 [ RGO (e )d + Q). (21)
1=0 -1
Consideram-se também, as condicoes de contorno de fluxo incidente, dadas por:

U(0,p) = f(p), para p>0 (2.8)

U(L,p) =g(p), para p<O0, (2.9)

onde L é o comprimento da placa em unidades de livre caminho médio e, f(u) e g(u) sao
as radiacoes incidentes na fronteira do dominio em direcoes positivas e negativas, respecti-
vamente.

Para encontrar a aproximagao Sy, da equagao (2.7), usa-se primeiramente, o Mé-
todo das Ordenadas Discretas, comumente referido como método Sy, desenvolvido

por Chandrasekhar |[Chandrasekhar, 1950|, que é um método no qual se aproxima o termo
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integral da equacao de transporte, pela discretizacao da variavel angular u, por quadratura
de Gauss-Legendre de ordem N, onde NN classicamente considera-se par, para evitar a sin-
gularidade existente na equacao unidimensional de transporte de radiagao em p = 0, dado

por:

/_ Py (i) dp' = > " wiPu(pa) () (2.10)

1 k=1

Substituindo a equagao (2.10) na equagao (2.7), tem-se entao:

P, )+ W) = S S GRG) P (e ) + Q) (211)

A seguir, na equacao acima, aplica-se o método da colocacao na variavel angular p,
considerando-se como funcao teste a Delta de Dirac e utilizando-se como pontos de colocagao
as N raizes simétricas do Polinomio de Legendre de grau N, obtendo, deste procedimento,
a aproximacao Sy da equacao de transporte unidimensional em uma placa, dada por um

sistema de NV equagoes diferenciais ordinérias lineares de primeira ordem, escrita como:

L N
d w
m—Y. U, (r)=— Byt P v m(T), 2.12
Him 7 (2) + ¥p(z) 5 ;51 (1 )kz:;wk (1) U3 () + Q) (2.12)
comm =1,2,..., N, e sujeitas as seguintes condi¢oes de contorno:

\Ilm(()) = fm, para o >0 (2'13)

U, (L) = gm, para  f, < 0. (2.14)

Aqui, as diregoes discretas py sao as raizes simétricas, em relacao a origem p = 0, do
Polinémio de Legendre de grau N, com N par, usualmente ordenadas de forma decrescente,

como mostrado abaixo:

—1<MN<---<ug+1<0<ug<-~<M2<u1<1, (2.15)
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e 0s wy sao os pesos da Quadratura de Gauss-Legendre, respectivos a cada raiz ux, dados

por:
+1 N (
[ — 1)
Wy :/ —d . (2.16)
-1 31:[1 (e — ,Uj)
J#k

Observa-se que na equacao (2.12), por facilidade de notacao, a intensidade de radi-
acao na dire¢ao discreta fi,,, V(x, py,), é representada por W, (z).
Na proxima se¢ao, apresenta-se a formulagao LTSy para a resolucao do problema

das ordenadas discretas (2.12), sujeito as condi¢oes de contorno (2.13) e (2.14).

2.2 O METODO LTSy COM A UTILIZACAO DO METODO DA DIAGONA-
LIZACAO

Como referido anteriormente, o método LTSy consiste, basicamente, na aplicacao
da Transformada de Laplace no sistema de N equacoes diferenciais ordinarias lineares de
primeira ordem gerado pela aproximacao Sy (2.12), resultando em um sistema de N equagoes
algébricas simbolicas (dependentes do parametro complexo "s"). Apods a solugao analitica
deste sistema, aplica-se a inversa da Transformada de Laplace, obtendo-se assim a intensi-
dade de radiacao. Nos paragrafos a seguir, apresenta-se a formulacao do método LTSy para
a solucao do problema da equacao de transporte linear unidimensioal, com simetria azimutal,
monoenergética e em regime estacionario. Para mostrar o uso desse método, pode-se rees-
crever o conjunto de equagoes Sy (2.12), como uma equacao diferencial ordinaria matricial

de primeira ordem, descrita por:

L w(n) - AR() = Q). (2.17)

onde ¥(x) é um vetor, cujas componentes sao as intensidades de radiagdo, nas dire¢oes

discretas, definido por:

U (z) = , (2.18)
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em que ¥ (z) e Wy(z) sdo sub-vetores de ordem %, cujos componentes sao as intensidades

de radiagao, nas dire¢oes discretas positivas (1 > 0) e negativas (u < 0), respectivamente,

isto é:

W (z) = . para >0 (2.19)

W, (z) = 2 ) para  u <O0. (2.20)

Y (z)

Na equacdo (2.17), a matriz A é a matriz LTSy de ordem N x N (N par), cujos

elementos sao definidos por:

( L

o > wiBiPi(p) P(pz) se Q=]

(2 7 l—O
e (2.21)
L
d . .
24 ijﬁlpl(ﬂi)Pl(ﬂj) se i #j
\ =0

para 4,5 = 1,2,...,N, e o vetor fonte, também de ordem N, definido por Q(z), é

representado da seguinte forma:

Q(z) = He , (2.22)

Assim, usando esta notacao, as condig¢oes de contorno sao escritas da seguinte forma:
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¥,(0) = f para  p>0 (2.23)

9(”%4—1)

W, (L) = : para  p <O0. (2.24)
9(pn)
Para resolver a equagdo matricial (2.17), vai-se usar o método LTSy. Desta
maneira, pode-se agora, derivar a formulacao LTSy, aplicando a Transformada de Laplace
na variavel espacial x, definida por:

F(s) = ,c{ f(t)} - / T et (1, (2.25)

0

ao conjunto de equages Sy descritas por (2.17), obtendo-se um sistema linear de N incogni-
tas e NV equagoes, representado pelo seguinte sistema transformado dependente do parametro

complexo "s":

sW(s) —W(0) — A¥(s) = Q(s), (2.26)

onde a barra representa a Transformada de Laplace, ¥(s) = L[¥(z)], Q(s) = L[Q(z)] e
W (0) é o vetor intensidade de radia¢ao, da condigdo de contorno em x = 0, onde somente
as N/2 primeiras componentes, referentes a 1 > 0, sio conhecidas. Colocando ¥(s) em

evidéncia, a equagao (2.26), pode ser reescrita como:

(sI—A)¥(s) = T(0) + Q(s), (2.27)

em que I é a matriz identidade de ordem N. Por simplicidade, toma-se:

Mn(s) = (sI— A).
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Entéao, substituindo na equagao (2.27), tem-se:

M (s)®(s) = ¥(0) + Q(s), (2.28)

onde My (s) é uma matriz quadrada de ordem N. A seguir, isola-se ¥(s) na equacio (2.28),

obtendo-se:
W(s) = B(s)¥(0) + B(s)Q(s), (2.29)
em que

B(s) = [Mn(s)] ' = (sI— A) ™"

Cabe ressaltar aqui, que cada elemento da matriz quadrada B(s) de ordem N é uma
funcao racional, e desta maneira, pode-se calcular analiticamente a Transformada Inversa
de Laplace. Desta forma, aplicando a inversa na equagao (2.29), obtém-se a intensidade de

radiacao, em funcao de x, dada por:
¥(z) = B(x)¥(0) + B(x) * Q(z), (2.30)
onde a matriz B(z), por simplificagdo de notagao chama-se de:
B(z) = L*I{E(s)} - cl{(sl - A)_l}, (2.31)
e o asterisco (x) representa a convolucao entre as fung¢oes B(z) e Q(x), definido por:
B(z) * Q(x) = /Ox B(z —¢)Q(e)de, (2.32)

Por simplicidade, toma-se, B(x) * Q(z) = H(x), obtendo-se, assim, uma solugao analitica
do sistema de equacoes Sy, da equacao de transporte considerada nesta dissertacao, para a

intensidade de radiagao, dada por:
Y (z) = B(x)¥(0) + H(x). (2.33)

Sabe-se, que a aproximacao da intensidade de radiacao, depende da obtencao da

inversa da matriz (SI — A) e, conseqiientemente da obtencao de B(z). Ao longo do tempo,
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formulas analiticas para o célculo desta inversa tém sido desenvolvidas. Primeiramente
Barichello, [1992], propos um algoritmo utilizando a estrutura da matriz LTSy linearmente
anisotropica e o conceito de matriz inversa. Esta formulacao foi expandida para anisotropia
de qualquer grau por Oliveira [Oliveira, 1993] e [Oliveira e Barichello, 1993]. Streck, [1993],
usou a formulagao desenvolvida por Trzaska, [1987|, para a inversao da matriz (sI — A).
Como os métodos utilizados para a inversao da matriz estavam tornando-se pouco eficientes
a medida que a solugao de problemas envolvia elevadas ordens de quadratura, e levando em
conta, que os autovalores da matriz A associada ao problema unidimensional de transporte
de radiagao (2.7), sao distintos, Segatto, [Segatto et al., 1999b|, sugeriu fazer a decomposigao
espectral da matriz LTSy, método pela qual usualmente é chamado de diagonalizacao. Este
método j& foi utilizado com sucesso em problemas de transferéncia radiativa, por exemplo,
na determinagao de parametros superficiais de radiacao (transmissividade e refletividade)
numa placa heterogénea [Segatto et al., 2001]. Uma descri¢do detalhada dos métodos de
inversao da matriz (sI — A) pode-se ser encontrada em Segatto [Segatto et al., 1999b].
Nesse trabalho, aplica-se o método de diagonalizagao da matriz A para a obtencao de B(z),

o qual encontra-se descrito a seguir em detalhes.

2.2.1 Inversao da Matriz LTSy pelo Método da Diagonalizagao

Nesta subsecao, apresenta-se o Método da Diagonalizagao, que permite calcular
a inversa da matriz LTSy, (sI — A), para obter o termo B(z) e encontrar uma solu¢ao para
intensidade de radiacao, com reduzido nimero de operacoes, tornando o processo de dados
mais eficiente e possibilitando um maior alcance em ordens de quadraturas.

Utilizando-se do fato que os autovalores da matriz LTSy sao todos distintos, ou
seja, o conjunto de autovetores da matriz A formam uma base para RY, pode-se obter a

matriz B(z) decompondo a matriz A em uma matriz diagonal pela seguinte relagao:
A = XDX™! (2.34)

onde D é uma matriz diagonal, de ordem N, formada pelos autovalores da matriz A e X

é a matriz, cujas colunas sao seus respectivos autovetores. Para isso, considera-se a matriz
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M (s) como:
Mn(s) = (sI— A) (2.35)

Utilizando a inversa de M (s) e substituindo a decomposicao da matriz A, obtém-

se:
_ _ -1
B(s) = [Mn(s)] ' = |(sT - A)]
_ -1
B(s) = |(sXX ' - XDX )] (2.36)
Colocando em evidéncia a matriz dos autovetores X a esquerda e X! a direita,
tem-se:

B(s) = X(sI - D) 'X"! (2.37)
Substituindo a expressao (2.37) em
B(z) = E_l{ﬁ(s)} = ,C_l{(sl - A)_l},
que é a Transformada Inversa de Laplace, tem-se:
B(z) = cl{x(sl - D)_le}, (2.38)
e como X é uma matriz constante, entao, reescrevendo a equacao acima, tem-se:
B(z) = Xc—l{ (sI— D)l}x—1 (2.39)

Sabe-se que D representa a matriz dos N autovalores da matriz B(z) correspon-

dentes aos autovalores di, com k= 1,2..., N, que pode ser escrita como:



dy
0

0

e a matriz simbdlica (SI — D) ¢ uma matriz diagonal dada por:

0

<sI—D> -

S—dl

0

S—dg

S—d3

0

0

S—dN

16

(2.40)

(2.41)

Conseqiientemente, sabe-se, que a inversa da matriz simbdlica (SI — D) descrita

acima é escrita como:

<sI - D)1 -

s—dy

s—do

s—ds

s—dn

0

1

(2.42)

Assim, a Transformada Inversa de Laplace, apresentada na equacao (2.39), da matriz

(2.42), é dada por:
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| e 0 .. 0 ]
0 e
,C_l{ [sI-D] _1} = erds : = P
: 0
o --- 0 e%n

51{(51 - D)_l} = P2 (2.43)

Desta maneira, conhecendo-se a solucao da Transformada Inversa de Laplace, des-
crita pela equagao (2.43), pode-se agora substitui-la na expressao (2.39), para B(z), obtendo-

se assim, a seguinte equacao:
B(z) = XeP*X ! (2.44)

Até agora, nao solucionou-se o problema, mas ja se conhece a forma da solucao
LTSy da equagao de transporte, dada pela equagao (2.33), e com B(z) calculado através da
expressao acima.

Vale notar, que o vetor ¥(0), na solu¢do descrita pela equagio (2.33), ndo esta
completemente determinado, pois sabe-se que, apenas as N/2 primeiras componentes deste
vetor, correspondentes & intensidade de radiacao incidente na fronteira em = = 0, ou seja,
W,(0) é conhecido. Para determinar a outra componente desconhecida, W4(0), necessaria
para encontrar a solucao do problema, basta aplicar as condicoes de contorno na equagao
(2.33), em x = L, gerando uma equagao matricial em bloco da equagao (2.33), dada pela
seguinte forma:

Uy(L) | _ | Bu(l) Bu(l) | | ®i0) | | (L) 0.15)
W, (L) Boi(L) Bo(L) W, (0) H,(L)
em que as N/2 componentes dos vetores W(0) , W5(L) e Hy(L) sdo conhecidas, e B;;(L),
comi=1,2e j=1,2, sdo matrizes quadradas de ordem N/2. Nos vetores ¥;(0) e ¥y(L),

os indices 1 e 2 fazem referéncia as N/2 diregbes positivas (1 > 0) e N/2 dire¢oes negativas
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(u < 0), respectivamente. Entao, a partir da segunda equagao do sistema de blocos de

matrizes acima, tem-se:

Para calcular Byi(L) e Bog(L), usa-se a equagao (2.44), e para encontrar Hy(L),

usa-se a equagao (2.32). Para calcular ¥4(0), isola-o na equagao (2.46), obtendo-se:
-1
W, (0) = [BQZ(L)} [%(L) — Boi(L)®,(0) — Hy(L) (2.47)

Portanto, uma vez que o vetor Wy(0) é conhecido, obtém-se o vetor ¥(0) e, em
consequéncia, encontra-se o vetor intensidade de radiagao ¥(z) dado pela equacao (2.33).

Nesta equacao, pode-se observar, que para resolver problemas de transporte de
grandes espessuras ou grandes valores de N, a equacao (2.44) nao é adequada devido ao
comportamneto exponencial da solucao e mais o fato de que os autovalores d; aumentam em
magnitude com N, o que leva a equacao a tender ao infinito.

Para contornar este problema, Gongalves [Gongalves et al., 2000], usou na solu¢ao
da equacao de transporte, a propriedade de invariancia de direcoes discretas, que consiste
em estabelecer a equivaléncia de condigbes entre as coordenadas (z, p) e (—z, —u), ou alter-
nativamente, o tratamento equivalente a fluxos de dire¢oes p e —p. O par (—z, —pu) pode ser
recolocado por (L — x, —pu) como resultado do deslocamneto do ponto de reflexao de 0 para
L/2. Na solugao LTSy, a propriedade de invarancia de diregoes discretas esta representada
pela assimetria das raizes do determinante da matriz A. Esta propriedade de invariancia,
como as direcoes discretas sao simétricas em torno de p = 0, fisicamente falando, corresponde
tratar a radiacao que se desloca da direita para a esquerda (um < O) igualmente a radiacao
que se desloca da esquerda para a direita (um > O). Com esta propriedade, Gongalves,
Vilhena e Segatto [Gongalves et al., 2002|, eliminaram o overflow, decompondo-se a solu¢ao
LTSy em componentes que apresentam apenas direcoes positivas (,um > O) e negativas

(,um < O). Portanto, desta forma, a solugao é reescrita como:

U(z) =B (z— L)¥(L) + B (2)¥(0) + H(x) (2.48)
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em que o vetor H(x) é dado por:

H(z) = /Lx B (z —¢)Q(e)de + /Ox B~ (2 —£)Q(e)de, (2.49)

e a matriz B(x) é reescrita como B(z) = BT (z) + B (), com:

B*(r) = XE*(2)X !, (2.50)
onde
ediw se d; >0 ediw se d; <0
Et(z) = e E (z)= (2.51)
0 se d; <0 0 se d; >0

Para encontrar as componentes desconhecidas, ¥5(0) e W1(L), que saem nas fron-
teiras do dominio, dos vetores W(0) e W(L) respectivamente, aplicam-se as condigbes de
contorno (2.23) e (2.24) na equacgao (2.48), e reescrevem os sistemas de blocos de matrizes

(2.45), obtendo-se:

-1

(L) | | Bh(=L) By(0) (I—B1,(0)¥,(0) — Biy(—L)¥y(L) — Hy(0)
¥,(0) BJ(0) By(L) (I—B$,(0)) Wa(L) — By, (L)®:(0) — Hy(L)
(2.52)

Para determinar os vetores W(0) e W(L), utiliza-se o procedimento analogo ao descrito
anteriormente, e tem-se ¥(z).

Com esta solugao, todos os argumentos das exponenciais que aparecem na solucao
LTSy, possuem expoentes negativos, e portanto, a intensidade de radiacao pode ser deter-
minada para grandes espessuras ou para elevadas ordens de quadratura.

Observa-se, que por facilidade computacional, reescreve-se a solucao LTSy, dada

pela equacao (2.33), pela seguinte expressao:
U(z) = XE(x)Y + H(x), (2.53)

onde E(z) pode ser reescrita como uma matriz, dada por:
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0 se 1#£ ]
eij(x) =< ek se 1=7 e d;<0
edi(z—L) se i=7 e di>0

e Y = X~ 'W(0), um vetor a ser determinado pela aplicacao das condigdes de contorno nas
fronteiras do meio.
A partir deste ponto, considera-se que a solugdo LTSy da equagao (2.7), passa a

ser dada pela seguinte expressao:
Y (z) = B(2)Y + H(x), (2.54)
com
B(z) = XE(z), (2.55)

e H(z) dado pela equagao (2.49).

2.3 METODO LTSy PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS DE MULTIRE-
GIOES

Foi visto na secao anterior toda a derivacao da formulagao LTSy, para problemas
de transporte em meios homogéneos. A partir de agora, devido a caracteristica do problema
que se quer resolver, apresenta-se nessa secao, a derivacao da formulacao LTSy para proble-
mas envolvendo um meio nao homogéneo, formado de K camadas ou regioes homogéneas.
Considera-se que estes K problemas homogéneos sao conectados, entre si, pela continuidade
de fluxo nas interfaces e pela condicao de contorno nos dois extremos, como mostra a Figura

2.1, abaixo:

fw)
n>0

9(n)
n<0

} 5 e ; } ; T
To =10 T T Ty _s Tk-1 Tk =1L

Figura 2.1 — Representacao esquemética de uma placa com K regioes.
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Em cada placa ou regiao, a equacao Sy que rege este problema, é descrita por:

i U () + W Zﬁl Pl Zwm pWE@) + Q) (2:56)

a qual fornece um conjunto de (NK) equagoes diferenciais ordinarias lineares de primeira
ordem, com 0 < z < z, e V¥ (z), sendo a intensidade de radiacdo em x e na direcdo discreta
I da k-ésima placa ou regiao.

Dividindo a equagao (2.56) por i, obtém-se:

d Uk (o QL (@)
— Uk ¥ Py(fm WP (1, —me 2.57
g U@+ = Q#m;ﬁz ) (1 Zw (k)W () + =0 (2.57)
com T € [xk,l,xk], k=1,2....K, 2g=0, xzx =L, m=12 ... N, sujeitas as
seguintes condicoes de contorno:
1 N
U, (20) = fim, para m=1,..., 5} e, >0 (2.58)
e
v = =1 N 0 2.59
m+%(acK)—gm, para m = Y e fp sy <0, (2.59)

e as condicoes de continuidade da intensidade de radiacao nas interfaces das regioes dadas

por:
Wy () = Uh (), (2.60)

comm=12.... N e k=1,2,..., K -1
Por simplicidade de aplicacao do método LTSy, em problemas de multiregioes, fez-
se uma translacao na variavel espacial z para cada regiao de forma a obter-se um conjunto

de K placas justapostas. Assim, em cada placa ou regiao tem-se:

x € [a:k_l,xk], (2.61)
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entao, faz-se a translacao da seguinte forma:
T=2— Tp_1, (2.62)

em que k=1,2,..., K. Este procedimento é mostrado na Figura 2.2 abaixo:

T =L
§ T
fw) g(u)
n>0 pn<0
I I 1 I 1 1
— e e T

Figura 2.2 — Representacao grafica de uma placa com K regides com

translacao na variavel espacial x.

Assim, pode-se notar que 7 € [O, Lk}, onde Ly = x, — xx_1 € a espessura da regiao
k. Portanto, tem-se K problemas homogéneos acoplados pela condi¢ao de contorno (2.58) e

(2.59) e pelas condigbes de continuidade de fluxo nas interfaces, agora definidas por:
Wk (Ly) = U5 (0), (2.63)

comk=1,...,K—1 e m=1,2,... N.
Para o problema de multiregido a equagao (2.57) pode ser reescrita na forma matri-

cial, em cada regiao, da seguinte forma:

Lt (@)~ AR () = Q4 (), (264)

a qual, a menos do indice k, mostra-se idéntica a equagdo (2.17), que representa a regiao
homogénea. Aplicando o método LTSy na equagio (2.64), obtém-se equagdes muito se-
melhantes as do problema da secao 2.2, concluindo-se facilmente que a solugao da equagao
acima tem uma sequéncia perfeitamente igual a equagao (2.17), s6 que agora, para cada
regiao, diferenciando apenas o niimero de problemas acoplados pelas condi¢des de contorno
e continuidade de fluxo nas interfaces, formando um sistema K vezes maior que o problema
homogéneo descrito anteriormente.

Assim, usando em cada placa ou regiao o mesmo raciocinio para o problema de
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transporte de radiacao em um meio homogéneo desenvolvido na secao anterior, pode-se
agora reescrever a solu¢do LTSy da k-ésima placa, descrita pela equagao (2.54), da seguinte

forma:
Uk (z) = BF(2)Y" + H"(2), (2.65)

com B*(z) e H*(z) dados pelas equagoes (2.55) e (2.49), respectivamnete, e Y* & um vetor
de ordem N a ser determinado a seguir, para k =1,2,..., K.
Para um problema Sy sem o termo de fonte (Q(z) = 0), a solugio LTSy (2.65) é

simplificada para a seguinte forma:
U (z) = B¥(2)YF (2.66)

Para calcular os vetores desconhecidos Y* da equacgdo (2.65), com k = 1,2,..., K,
necessarios para obter a intensidade de radiacio W*(z), seguem-se as seguintes etapas.
Primeiramente, utiliza-se a condicao de contorno no inicio da placa, em x = 0, onde

conhece-se apenas as N/2 primeiras componentes do vetor ¥(0), dado por:
10) = f, (2.67)
na equacao abaixo:
Ul(z) =B (2)Y' + H'(z) (2.68)

Quando aplica-se esta condicao de contorno, gera-se o seguinte sistema linear de

blocos de matrizes:

Pi(0) | _ | Bu(®) Bp©) || Y; n H; (0) , (2.69)
@1(0) Bj,(0) By(0) | | Y3 H;(0)

e como se conhece apenas o vetor W1(0), o sistema linear (2.69), terda N/2 equagoes dadas

por:

¥1(0) = By, (0)Y] + B, (0)Y; + H; (0) (2.70)
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Em seguida, usam-se as condicoes de interface entre as placas k e k + 1, dadas por:

Uk (Ly) = ¥EHY0), (2.71)
comk=12,.... K —1em=1,2,...,N. Substituindo estas condicées de interfaces na
equacao (2.65), tem-se:

B*(L,)Y* + HF (L) = B (0) Y™ + H*Y(0), (2.72)

obtendo-se assim (K — 1)N equagdes.
Por ultimo, utiliza-se a condicao de contorno no final da placa, em z = Lg, onde

conhece-se apenas as N/2 ultimas componentes do vetor (L), dada por:
Uy (Lx) =9, (2.73)
na equacao abaixo:
U () = BE(2)YX + HY () (2.74)

Quando aplica-se esta condicao de contorno, gera-se o seguinte sistema linear de

blocos de matrizes:

U (Lg) B (Lx) Bfy(Lk) Y H{ (Lk)
- + (27
Ul (Lk) B (Lk) By(Lk) YX HY (Lk)

e como se conhece apenas o vetor W& (L), o sistema linear (2.75), terd N/2 equagoes dadas

por:
W (Lk) =By (L)Y +By(Lk)YS +HY (Lg), (2.76)

gerando assim mais N/2 equagoes.
Desta maneira, apos finalizar estas etapas, gera-se com as equagoes (2.70), (2.72)
e (2.76), um sistema de (NK) equagoes, que possibilita obter os vetores Y*. Este sistema

pode matricialmente ser escrito como:

CY =F, (2.77)



onde C é uma matriz de ordem (N K), representada por:
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0 0 0
B1,(0) Bl,(0) 5 5 5
0 0 0
0 0
B!(Ly) ~B2(0) : :
0 0
0 0 0 0
C= : : : : (2.78)
0 0 0 0
0 0
: BFH (L 1) ~B*(0)
0 0 0
0 0 0 0
B (Lx) B(Lk)
i 0 0 0 0 ]
e, F e Y, sao vetores também de ordem (N K), descritos por:
Y}
w}(0) - HI(0) i
H?(0) - H'(L1)
F= : Y=L (2.79)
HA1(0) — HE (L) Yy
W (Lic) — HE (Lic) i
i i v

Resolvendo-se este sistema de equacoes acima, tém-se os vetores Y*, que possibilita

encontrar a intensidade de radiagdo em cada placa, através da equagao (2.65).



3. APLICACAO DO METODO LTSy PARA O PROBLEMA ISOTROPICO
COM ALBEDO VARIAVEL EM UMA PLACA PLANA NAO HOMOGENEA

Neste capitulo, apresenta-se o problema isotropico de transferéncia radiativa em
uma placa nao homogénea, que serd resolvido pelo método LTSy. Para tanto, faz-se
uma andlise da formulagao descrita no capitulo anterior, onde o coeficiente de albedo (w)
varia continuamente com a variavel espacial x ao longo da espessura da placa. Este tipo de
situacao, representa, por exemplo, a transferéncia de radiagao na atmosfera com propriedades
radiativas nao homogéneas. Problemas com estas caracteristicas ja foram resolvidos com
diferentes abordagens mateméticas, e entre elas, cita-se o trabalho de Garcia e Siewert,
[1982], mediante ao uso do método Fy com coeficiente de albedo variavel. Este problema
também foi resolvido por Vargas e Vilhena, [2004|, usando o método da Decomposi¢ao
proposto por Adomian, aplicado & aproximacao Sy do problema. Neste caso os autores
desenvolveram uma formulacao considerando o coeficiente de albedo variavel genérico, e logo
apos, particularizaram para o caso exponecial, com o objetivo de comparar com os resultados
obtidos por Garcia e Siewert, [1982].

Tendo-se em vista, que os resultados apresentados pelos autores anteriores referem-se
a uma relagao entre as quantidades de radiacao emergentes nas fronteiras do meio, relativas
as quantidades incidentes nesta mesma fronteira, (A* e B*), os resultados apresentados nesta
dissertacao também avaliam tais quantidades.

Assim, primeiramente mostra-se a formulacao do problema isotrépico de transfe-
réncia radiativa em uma placa finita nao homogénea, apresentando-se as expressoes para os
parametros A*, referente a x = 0, e B*, referente a x = L, os quais relacionam as intensi-
dades de radiacao que saem nos extremos da placa. Em seguida, mostra-se a metodologia
desenvolvida neste trabalho, para solucionar o problema, subdividindo a placa em varias

subplacas e considerando-se em cada uma delas o coeficiente de albedo constante.
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3.1 DESCRICAO DO PROBLEMA

Nessa secao, afim de resolver a equacao de transferéncia radiativa em uma placa com
coeficiente de albedo (w) de comportamento variavel, considera-se o problema isotropico de
transferéncia radiativa em uma placa finita nao homogénea, com auséncia de fonte, descrito
pela seguinte equacao:

W) + W) = S [ R (3.1)

sujeito as seguintes condicoes de contorno:

(0, p) = Fi(p), para p>0 (3.2)

‘I;<L7 _:u’) = F2<,LL), para p > 07 (33)

onde L é o comprimento da placa em unidades de livre caminho médio, F;(u) e Fy(p) sdo
as radiagoes incidentes na fronteira do dominio, z € [0, L] é a variavel otica, ¥(z, ) é a
intensidade de radiagao, u € [—1,1] é a diregao cosseno da propagagao de radiagao, e w(x)
o coeficiente de albedo.

Conhecidos Fi(u) e Fy(u), as intensidades de radiagdo que entram no contorno da
placa, deseja-se determinar as intensidades de radiacao que saem nos mesmos pontos e as

quantidades, A* e B*, definidas da seguinte forma:

1
/ (0, —p) pdp
0

A* = (3.4)

/01 [Fl(ﬂ) + Fz(ﬂ)} pdp

1
/ (L, p)pudpe
0

B* = (3.5)

/01 [Fl(ﬂ) + F2(M)} picp

que relacionam as correntes emergentes com as incidentes na fronteira © = 0 e x = L,
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respectivamente.

Fisicamente, A* e B* representam as quantidades de radiagao emergentes nas fron-
teiras em x = 0 e em © = L, respectivamente, em relacao a quantidade de radiacao incidente
em ambas as fronteiras.

Discretizando as integrais das equagoes (3.4) e (3.5), e usando a quadratura de

Gauss-Legendre, afim de, calcular as quantidades, A* e B*, pela solucao LTSy, tem-se:

N/2 N/2

/01\11(0 — ,udu Z\I/ 0 uz Liw; = Z\IIN_A'_l —i(0) pw; (3.6)
e
1 N/2
/0 U (L, p) pdp = Zl U, (L) pyws (3.7)
Agora, substituindo as expressoes (3.6) e (3.7) em (3.4) e (3.5) respectivamente,
obtém-se:
N/2
Z W14 (0) piw;
A= (3.8)
/O [Fl(M)Jer(M)}MdM
e
N/2
Z‘I’i(L)Miwi
B = = (3.9)

/0 1 [Fl () + Fz(u)} pdp

Objetivando a resolucao do problema descrito pela equacdo (3.1) para calcular A* e
B*, vai-se agora utilizar a aproximagao Sy encontrada do problema, aproximando o termo
integral por uma Quadratura Gaussiana e aplicando o método de colocagao na variavel
angular, usando a funcao Delta de Dirac como funcao teste e as raizes do polindomio de

Legendre de grau /N como os pontos de colocagao, dada por:

d Up(z)  w(z)
W) + ’;k :2—%2%(‘”)“}“ (3.10)
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onde por simplicidade, Uy (z) = ¥(ug, ), com k = 1,..., N, com N par e sujeita as seguintes

condigoes de contorno:

U (0) = Fy(ug), para k=1,...,N/2 (3.11)

V(L) = Fo(ug), para k=N/2+1,...,N (3.12)

Na proxima se¢ao, serd descrita a formulacao de como calcular a solu¢ao do problema

mostrado acima, através do método LTS .

3.2 FORMULACAO DO COEFICIENTE DE ALBEDO PARA UM MEIO
NAO HOMOGENEO

Nesta secao, desenvolve-se uma metodologia para o problema de transferéncia ra-
diativa em uma placa plana nao homogénea, com o coeficiente de albedo genérico, para ser
resolvido pelo método LTSy, descrito no capitulo anterior, com o objetivo de encontrar a
intensidade de radiacao ¥(z) e em seguida calcular os parametros A* e B*.

Sabe-se, que estes parametros ja foram calculados para um problema isotrépico
de transferéncia radiativa em uma placa finita nao homogénea com coeficiente de albedo
de comportamento exponencial, variando continuamente ao longo da espessura da placa
|Garcia e Siewert, 1982|. Com uma meta semelhante, mas mais abrangente, vai-se agora
desenvolver uma abordagem do problema fisico, resolvendo-se pelo método LTSy, que foi
desenvolvido cosiderando albedo constante, para uma placa homogénea. Para tanto, surgiu
a necessidade de dividir a placa em varias subplacas ou regioes, assumindo, em cada uma
delas, um coeficiente de albedo constante, e definido como sendo um valor integral médio,
dado pela seguinte expressao:

Tk
k 1

= u w(z)dz, (3.13)

1

w

comk=1,2,....K, 20=0, zg=0L, Lp=uz—x1_1.
O critério usado para estimar o niumero de subplacas e o espacamento entre elas é

arbitrario, depende do comportamento da funcao considerada para o coeficiente de albedo.



30

Assim, com a expressao (3.13), pode-se calcular os parametros A* e B*, mediante o uso
do método LTSy, para qualquer comportamento do coeficiente de albedo, ou seja, para
qualquer forma de funcao matematica que o descreva. Com tal abordagem, o método LTSy
é eficaz no tratamento do problema fisico mencionado.

Portanto, uma vez encontrada a intensidade de radiagao (¥(z)), para o problema
de transferéncia radiativa de multiregiao em uma placa, pode-se agora, avaliar os parametros

A* e B*, pelas equagoes (3.8) e (3.9), descritas anteriormente.

3.2.1 Coeficiente de Albedo com Comportamento Exponencial

Neste trabalho, com a finalidade de comparar os resultados dos parametros A* e
B*, com os resultados de Garcia e Siewert, [1982|, e Vargas e Vilhena, [2004], necessitou-se
particularizar o coeficiente de albedo como uma funcao de comportamento exponencial, dado

pela seguinte expressao:
w(z) = wee ™ em que O<wy<1l e s>0. (3.14)

Substituindo a equagao (3.14), na equagao (3.13), tem-se:

L SL_@? ((3% _ e*i”’“> (3.15)

Devido ao coeficiente de albedo variar exponencialmente, sabe-se que proximo a
fronteira, em x = 0, a funcao tem um comportamento mais paraboélico ou polinomial e a
medida que se aproxima da fronteira em x = L, a fungao aproxima-se de uma reta. Pelo
fato, de usar a expressao (3.15), para o albedo, necessitou-se dividir a placa em espessuras
menores no inicio e espessuras maiores na parte final, com o proposito de obter melhores
resultados com menor tempo computacional.

Desta forma, alcanca-se o principal objetivo do trabalho, que é encontrar a solucao
da equacao de transporte de radiacao pelo método LTSy e calcular as quantidades de
interesse. Para validar esta dissertacao, os resultados serao comparados com os resultados
de Garcia e Siewert, [1982|, e Vargas e Vilhena, [2004], os quais usaram coeficiente de albedo
com comportamento exponencial para diferentes valores de s, wg e Ly.

No proximo capitulo, faz-se a anélise e discussao destes resultados.



4. RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numeéricos do problema isotrépico des-
crito no capitulo anterior, resolvido pelo método LTSy, com o objetivo de validar a formu-
lacao desenvolvida nesta dissertacao para o calculo dos parametros A* e B*, considerando
o coeficiente de albedo variando exponencialmente. A seguir, comparam-se estes resultados
obtidos com os disponiveis na literatura, apresentados por Garcia e Siewert, [1982], que usa-
ram o método Fy, e por Vargas e Vilhena, [2004], que usaram o método da decomposi¢ao
proposto por Adomian.

Para obter estes resultados numéricos implementou-se os algoritmos em Fortran 90,
utlizando-se precisao dupla, em um microcomputador tipo Pentium 4, 2.4 GHz de velocidade

e 1 GHz de memoria RAM.

4.1 Resultados Numéricos

Considera-se o problema isotropico de transferéncia radiativa em uma placa finita
nao homogénea, com albedo variavel, descrito no capitulo 3, o qual foi resolvido pelo método
LTSy, com condigoes de contorno Fi(u) =1l em x =0e Fo(pu) =0 em z = L, wyg = 0.7,
wyg =09ewy=10;s=1,s =10, s = 100 e s = 1000. As tabelas que seguem abaixo,
referem-se aos resultados calculados com N variando de 30 & 80, para as espessuras L = 0.1,
L=1eL=5.

Nas tabelas 4.1 e 4.2 abaixo, apresentam-se os resultados numeéricos para os para-
metros A* e B*, respectivamente, considerando-se uma placa com espessura L = 0.1, a qual

foi usado um N = 30 e 25 subplacas.



Tabela 4.1 — Resultados de A*, calculados pelo método DSn, Fn e

LTSN para L = 0.1.

| wo E A*(DSn) A*(Fx) A*(LTSn)
1 0.531624(-1) 0.530284(-1) 0.530284(-1)

0.7 10 0.556210(-1) 0.554877(-1) 0.554878(-1)
100 0.558736(-1) 0.557431(-1) 0.557433(-1)

1000 0.559019(-1) 0.557687(-1) 0.557689(-1)

1 0.707865(-1) 0.706233(-1) 0.706233(-1)

0.9 10 0.741949(-1) 0.740329(-1) 0.740330(-1)
100 0.745496(-1) 0.743877(-1) 0.743879(-1)

1000 0.745852(-1) 0.744233(-1) 0.744235(-1)

1 0.800804(-1) 0.799031(-1) 0.799031(-1)

1.0 10 0.840173(-1) 0.838411(-1) 0.838413(-1)
100 0.844274(-1) 0.842514(-1) 0.842517(-1)

1000 0.844686(-1) 0.842925(-1) 0.842928(-1)

Tabela 4.2 — Resultados de B*, calculados pelo método DSN, Fn e LTSy

para L = 0.1.
| wo E B*(DSn) B*(FN) B*(LTSn)

1 0.884630 0.884557 0.884558

0.7 10 0.887307 0.887231 0.887232
100 0.887585 0.887509 0.887511
1000 0.887613 0.887537 0.887539
1 0.901922 0.901829 0.901829

0.9 10 0.905624 0.905526 0.905527
100 0.906010 0.905912 0.905913
1000 0.906048 0.905950 0.905952
1 0.911046 0.910943 0.910943

1.0 10 0.915317 0.915208 0.915209
100 0.915763 0.915653 0.915655
1000 0.915808 0.915698 0.915699

32

Observa-se que em ambas as tabelas os resultados obtidos com a solucao LTSy

concordam com os resultados da literatura [Garcia e Siewert, 1982|, em até cinco algarismos

significativos, enquanto que os resultados calculados com o método DSy [Vargas e Vilhena,

2004|, concordam em apenas dois algarismos significativos.

Nas tabelas 4.3 e 4.4 abaixo, apresentam-se os resultados numeéricos para os para-

metros A* e B*, respectivamente, considerando-se uma placa com espessura L = 1.0, a qual

foi usado um N = 60 e 48 subplacas.



Tabela 4.3 — Resultados de A*, calculados pelo método Fy e LTSN para

L=1.0.
| wo s A*(Fx) A*(LTSy)
1 0.152071 0.152072
0.7 10 0.211600 0.211602
100 0.220966 0.220968
1000 0.221959 0.221960
1 0.218920 0.218921
0.9 10 0.330211 0.330213
100 0.350287 0.350289
1000 0.352468 0.352469
1 0.258891 0.258892
1.0 10 0.412506 0.412509
100 0.442863 0.442865
1000 0.446217 0.446219

Tabela 4.4 — Resultados de B*, calculados pelo método Fn e LTSN para

L=1.0.
| wo s B*(Fn) B*(LTSN)
1 0.293658 0.293659
0.7 10 0.358263 0.358264
100 0.369812 0.369814
1000 0.371056 0.371058
1 0.328284 0.328285
0.9 10 0.447381 0.447382
100 0.471755 0.471757
1000 0.474444 0.474446
1 0.349433 0.349434
1.0 10 0.512428 0.512429
100 0.548858 0.548860
1000 0.552946 0.552948

33

Observa-se que em ambas as tabelas os resultados obtidos com a solucao LTSy

concordam com os resultados da literatura [Garcia e Siewert, 1982|, em até cinco algarismos

significativos.

Nas tabelas 4.5 e 4.6 abaixo, apresentam-se os resultados numeéricos para os para-

metros A* e B¥, respectivamente, considerando-se uma placa com espessura L = 5.0, a qual

foi usado um N = 80 e 56 subplacas.



Tabela 4.5 — Resultados de A*, calculados pelo método Fy e LTSN para

L=5.0.
| wo s A*(Fx) A*(LTSy)
1 0.155240 0.155241
0.7 10 0.235414 0.235416
100 0.254017 0.254019
1000 0.256264 0.256266
1 0.224315 0.224316
0.9 10 0.395420 0.395422
100 0.463707 0.463709
1000 0.474979 0.474981
1 0.265892 0.265894
1.0 10 0.531182 0.531188
100 0.725972 0.725974
1000 0.784073 0.784075

Tabela 4.6 — Resultados de B*, calculados pelo método Fny e LTSy para

L=5.0.
| wo s B*(Fn) B*(LTSN)
1 0.233529(-2) 0.233530(-2)
0.7 10 0.647245(-2) 0.647247(-2)
100 0.113268(-1) 0.113269(-1)
1000 0.122743(-1) 0.122745(-1)
1 0.261169(-2) 0.261170(-2)
0.9 10 0.136607(-1) 0.136609(-1)
100 0.431419(-1) 0.431421(-1)
1000 0.522190(-1) 0.522192(-1)
1 0.278246(-2) 0.278247(-2)
1.0 10 0.228739(-1) 0.228739(-1)
100 0.136939 0.136941
1000 0.198147 0.198149
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Observa-se que em ambas as tabelas os resultados obtidos com a solucao LTSy

concordam com os resultados da literatura [Garcia e Siewert, 1982|, em até cinco algarismos
significativos.

Para manter a precisao dos resultados em cinco algarismos significativos variou-se
apenas o nimero de subplacas em cada problema, mantendo-se o valor de N fixo. Desta
forma, por exemplo, mostra-se na tabela 4.7 a convergéncia dos resultados em relagao ao

numero de subplcas, considerando N = 80, wy = 1.0, s =10 e L = 5.0.
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Tabela 4.7 — Convergéncia dos resultados em relagdo ao ntumero de sub-

placas considerando N = 80, wg = 1.0, s =10e L = 5.0.

nimero de regides A*(LTSN) B*(LTSn)

8 0.527552 0.227920(-1)
16 0.530358 0.228595(-1)
24 0.530925 0.228599(-1)
32 0.531084 0.228671(-1)
40 0.531151 0.228719(-1)
48 0.531175 0.228734(-1)
54 0.531177 0.228739(-1)
56 0.531188 0.228739(-1)

Portanto, variando-se apenas o nimero de regioes, os resultados convergem para os
dados da literatura, e assim com a analise dos resultados, fica claro que a solucao desenvolvida
nesta dissertacao, mediante ao uso do método LTSy para calcular os parametros A* e B* é

viavel e gera uma boa aproximacao independente da espessura ética.



5. CONCLUSAO

No presente trabalho foi apresentado a formulacao do método LTSy para o pro-
blema isotropico de transferéncia radiativa em uma placa finita homogénea e posteriormente
para uma placa nao homogénea, com coeficiente albedo variando continuamente ao longo de
sua espessura. Como o método LTSy foi desenvolvido considerando o coeficiente de albedo
constante, em uma placa homogénea, para o problema nao homogéneo dividiu-se a placa em
varias subplacas, assumindo em cada uma delas albedo constante e representado pelo seu
valor integral médio.

Para validar a formulagao desenvolvida, aplicou-se o método LTSy no problema de
transferéncia radiativa com albedo de comportamento exponencial variando com a espessura
da placa e em seguida utilizou-se a solucao para calcular os parametros superficiais de trans-
feréncia radiativa A* e B*, os quais foram comparados com os dados da literatura [Garcia
e Siewert, 1982| e [Vargas e Vilhena, 2004]|. Estas comparagoes sdo mostradas através das
tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6. Nas tabelas 4.1 e 4.2 os resultados foram compara-
das com os resultados de Vargas e Vilhena, [2004] e Garcia e Siewert, [1982], que usaram o
método Fy e o método DSy, respectivamente. Observa-se, que os resultados obtidos neste
trabalho sao bons, pois aproximam em até cinco algarismos significativos, enquanto que, os
resultados de Vargas e Vilhena concordam em apenas dois algarismos significativos.

Sabe-se, que tanto a formulagao aqui apresentada, como a desenvolvida por Vargas
e Vilhena, [2004], aplica-se para um coeficiente de albedo de comportamento genérico. A
inconveniéncia da formulac¢do desenvolvida por Vargas e Vilhena, [2004], deve-se ao fato da
solucao estar em forma de série, e portanto, s6 funciona dentro do seu raio de convergéncia,
limitando de alguma forma o uso da formulacao. O confronto entre os resultados vindo das
duas formulacoes é apresentado nas tabelas 4.1 e 4.2.

Desta forma, conclui-se que o método LTSy aplicado a problemas de transporte
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de radiacao em uma placa plana nao homogénea, resolvido nesta dissertacao, é um mé-
todo genérico com relagao ao comportamento da fungao do coeficiente de albedo. Também,
observa-se que nao é preciso ter limitagao quanto a espessura da placa, pois a Ginica mudanca
necessaria ¢ o numero de regioes em que a placa original é dividida, aumentando assim, o
sistema linear a ser resolvido.

Para finalizar, salienta-se que o objetivo deste trabalho foi atingido, porque mostra-
se a viabilidade do método em resolver problemas de transporte de radiagao com coeficiente
albedo variavel. E assim, como futuro trabalho, pretende-se aplicar esta formulagao a pro-

blemas vinculados a astrofisica com albedo de diferentes comportamentos funcionais.
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